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Σαράντης Σοφιανός

◉ Εισαγωγικές έννοιες
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◉Η εξίσωση διατήρησης της ΚΕ 
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◉Η εξίσωση διατήρησης της 
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◉Η επίδραση της στρωµάτωσης 

– Κλίµακα ανάµιξης

◉Παρατηρήσεις



i. Εισαγωγή

• Η τύρβη είναι διαδικασία που εµφανίζεται στις ροές όλων των φυσικών ρευστών (ατµόσφαιρα, 
ωκεανός, λίµνες, ποτάµια, εσωτερικό της γης, ατµόσφαιρες άλλων πλανητών, κλπ.).


• Η τύρβη, από µαθηµατικής άποψης, προέρχεται από τη µη-γραµµικότητα της µεταφοράς 
ορµής, που επιτρέπει την αλληλεπίδραση δοµών της ροής σε διαφορετικές χωρικές κλίµακες.


• Σαν επακόλουθο, µια διαταραχή συγκεκριµένης χαρακτηριστικής χωρικής κλίµακας τείνει να 
εξαπλώνεται σε προοδευτικά µεγαλύτερες και µικρότερες κλίµακες (η διαδικασία αυτή 
περιορίζεται από όρια, στη µεγάλη κλίµακα, και από τις µοριακές διαδικασίες, στη µικρή 
κλίµακα.


• Η επίδραση της τύρβης στην κυκλοφορία ατµόσφαιρας και ωκεανών σχετίζεται µε τη 
µεταφορά ορµής και την ανάµιξη.


• Η τυρβώδης ροή εµφανίζει έντονα σύνθετα/πολύπλοκα χαρακτηριστικά που ξεφεύγουν από τη 
σηµερινή ικανότητα παρατήρησης, ανάλυσης και προσοµοίωσης.

Leonardo da Vinci
1452-1519

Πρώτη προσπάθεια 
να µελετηθεί η τύρβη 
(turbolenza) µε 
εµπόδιο στη ροή 
νερού



Χαρακτηριστικά της τυρβώδους ροής:


• Ακονόνιστη, χαοτική (Random)

• Μη-γραµµική (Non-linear)

• Ταχύτατη ανάµιξη χαρακτηριστικών 
(Diffusive)

• Έντονες διακυµάνσεις του στροβιλισµού 
(Eddy)

• Αποδοµεί την ενέργεια από µεγάλες σε 
µικρές κλίµακες (Dissipative) 

Ιστορική αναδροµή:


•  Η χρήση του όρου τύρβη (turbulence) πρωτοεµφανίζεται στην περιγραφή της ροής των ρευστών από 
τον L. da Vinci, που µελέτησε το φαινόµενο.

• O. Reynolds (1883) Διαχωρισµός “µέσης” κατάστασης και διακυµάνσεων (Reynolds stresses) – 
Χαρακτηρισµός κατωφλίου τυρβώδουσ ροής (Reynolds number by Sommerfeld)

• G. I. Taylor (1921; 1930s) Προσέγγιση της συνδυακύµανσης – Στατιστική θεωρία της τύρβης – Η 
ιδέα του µήκους ανάµιξης

• L. Prandtl – T. von Karman (1920s) Ηµιεµπειρικές θεωρίες της τύρβης – Εφαρµογή του µήκους 
ανάµιξης

• L. Richardson (1922) Φασµατική αποδόµηση ενέργειας και ο νόµος των 4/3 (εφαρµοσµένος 
αργότερα από Kolmogorov και Obukhov)

• Α. Κ. Kolmogorov (1941) Η κλίµακα Kolmogorov και ο νόµος των 5/3

(after Smyth and Moum, 2001)



ii. “Μέσες” εξισώσεις κίνησης – Reynolds Decomposition

1842 - 1912

O. Reynolds

x-momentum and continuity equations for incompressible flow (no rotation):

Χωρίζοντας τις εξαρτηµένες µεταβλητές σε µέσους όρους και 
αποκλίσεις: 

και παίρνοντας το µέσο όρο: 
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Χρησιµοποιούµε τους κανόνες για τους µέσους όρους:

Χρησιµοποιώντας και την εξίσωση συνέχειας (δες επόµενη διαφάνεια): 
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a+ b = ā+ b̄

ca = cā, (where c is a constant)

c̄ = c, (where c is a constant)

āb = āb̄
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āb̄
�
= āb̄
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Η εξίσωση “συνέχειας” ασυµπίεστου 
ρευστού παίρνει τη µορφή:

και αν αφαιρέσουµε από τη γενική εξίσωση:

Αντίστοιχα:

Reynolds number

Χαρακτηριστικός αριθµός της εξίσωσης:
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• Molecular diffusivity – viscocity / Μοριακή διάχυση - τριβή 

                    seawater                            air


κT = 1.4×10-7 m2/sec       κT = 2×10-5  m2/sec


κS = 1.3×10-9 m2/sec       κv = 2.4×10-5 m2/sec


ν  = 1.3×10-6 m2/sec        ν = 1.4×10-5 m2/sec


Η τυρβώδεις συντελεστές είναι ίδιοι για όλα τα µεγέθη (ορµή, 
θερµοκρασία, διαλυµένα υλικά κλπ.) αλλά ανισοτροπικοί 
χωρικά (διαφορετικοί µεταξύ των οριζόντιων και κάθετης 
συνιστώσας) στα γεωφυσικά ρευστά 


• Eddy diffusivity and viscosity


AH = (horizontal) ~ 106 - 108 ν

AV = (vertical) ~ 102 - 104 ν 

“Κλείσιµο” της τύρβης πρώτης τάξης (closure scheme)
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Molecular diffusion 
coefficient

ν ~ 10-6 m2 s-1


H = 0.06 m


Mixing time scale:

T (mixing) =
H

2

⌫
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Eddy diffusion 
coefficient

AV ~ 10-3 m2 s-1


H = 0.06 m


Mixing time scale:

T (mixing) =
H

2

AV

= 3.6 sec



Reynolds stress tensor:

Isotropic

Αν οι διαταραχές της ταχύτητας είναι 
πλήρως ισοτροπικές (δεν υπάρχουν 
προτιµητέες διευθύνσεις, οι µη-
διαγώνιοι όροι φεύγουν (µέση τιµή 

των u’υ’ είναι µηδέν) και

Ρυθµός µεταβολής της µέσης ορµής 
λόγω τυρβώδους ροής

Οι “επιπλέον” όροι στην εξίσωση διατήρησης της µέσης ορµής (που περιέχουν διαταραχές της ταχύτητας) 
επιδρούν στην µεταβολή της µέσης ορµής µε τη µορφή της µέσης τυρβώδους ροής  και είναι σηµαντικά 
µεγαλύτεροι από τους όρους της µοριακής τριβής. Ονοµάζονται τάσεις του Reynolds (Reynold stresses) 
και σε µορφή τανυστή µπορούν να γραφούν ως:

Anisotropic
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Στην περίπτωση ανισοτροπικής 
τύρβης, όλοι οι όροι µπορεί να είναι 
σηµαντικοί και υπάρχουν 
προτιµητέες διευθύνσεις (στο 
παραπάνω παράδειγµα θετικά u’ 
σχετίζονται µε αρνητικά υ’ και το 
αντίστροφο, ώστε                )u0�0 < 0



Reynolds number

Στρωτή ροή (laminar flow) µε πεδία που οµαλά εξελίσσονται στο χώρο 
και το χρόνο (γενικά µπορούν να προβλεφθούν)

Μεταβατική περιοχή για τη ροή (transitional flow regime), όπου 
εµφανίζονται αστάθειες στη στρωτή (ή µέση) ροή και συχνά κάποια 
περιοδικότητα των διαταραχών στο χώρο και το χρόνο. Το φάσµα 
εµφανίζει οξείες κορυφές.

Η τύρβη έχει αναπτυχθεί πλήρως (fully developed turbulence), µε πεδία 
που µεταβάλλονται γρήγορα στο χώρο και το χρόνο και είναι γενικά µη 
προβλέψιµα, περίπλοκα και άτακτα σε γενική κλίµακα, παρότι σε τοπική 
κλίµακα εµφανίζουν δοµές (coherent structures). Το φάσµα γίνεται 
ευρυζωνικό (broadband).
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iii. Eξίσωση διατήρησης της κινητικής ενέργειας της µέσης ροής

Ek

conservation Transport of Ek 

Loss to 

potential 

energy

Loss to 

turbulence

Ek

viscous


dissipation

Σε συµπαγή µορφή, µε                                             και

• Πολλαπλασιάζουµε επί              αντίστοιχα, και τις προσθέτουµε

•  Αγνοούµε τις οριζόντιες παραγώγους (µικρότερες τις περισσότερες φορές στα γεωφυσικά ρευστά)
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• Αφαιρούµε τις “µέσες εξισώσεις” από 
τις “συνολικές εξισώσεις”

• Πολλαπλασιάζουµε επί  u’, υ’ and w’, 
αντίστοιχα, τις προσθέτουµε και 
παίρνουµε του µέσους όρους

• Ακολουθούµε τους κανόνες για τους 
µέσους όρους 

•  Αγνοούµε τις οριζόντιες παραγώγους 
(µικρότερες τις περισσότερες φορές στα 
γεωφυσικά ρευστά)

• Οι όροι dissipation οµαδοποιούνται 
στο ε 

iv. Εξίσωση διατήρησης της τύρβης - ΤΚΕ

Σε συµπαγή µορφή:

TKE
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@z
� w0�0 @�̄

@z
� w0w0 @w̄

@z
� g

⇢0w0

⇢
�

�
@

@z

 
w0p0

⇢
+

1

2
w0u0u0 +

1

2
w0�0�0 +

1

2
w0w0w0

!
� "

1

2

d

dt

⇣
u0
ju

0
j

⌘
= �w0u0 @U

@z
� g

⇢0w0

⇢
�

@

@z

 
p0w0

⇢
+

1

2
w0u0

ju
0
j

!
� "



Ο όρος αυτός είναι πάντοτε θετικός 
(παραγωγή)

z

u+u’

w’

Κίνηση στοιχειώδους όγκου κατά θετικό dz 
(w’ > 0) θα δηµιουργήσει αρνητική u’ (δηλ. 
u’w’<0), ενώ κίνηση στοιχειώδους όγκου 
κατά αρνητικό –dz (w’ < 0) θα δηµιουργήσει 

θετική u’ (δηλ. u’w’<0).

TKE production 
by shear
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Παράδειγµα: ατµοσφαιρικό/ωκεάνιο στρώµα διάτµησης



TKE production/reduction due 
to vertical buoyancy flux

Παραγωγή ή καταστροφή εξαρτώνται 
από τη στρωµάτωση του µέσου
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Στη διεπιφάνεια αέρα-νερού Δρ/Δz ∞−
πλήρη καταστροφή της τύρβης!
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Η παραγωγή τύρβης 
λόγω ροής 
πλευστότητας γίνεται 
“εις βάρος” της 
δυναµικής ενέργειας
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Θετική διαταραχή στην κίνηση στοιχειώδους όγκου 
(w’ > 0) θα δηµιουργήσει θετική διαταραχή στην 
πυκνότητα (δηλ. ρ’w’ > 0), ενώ το αντίθετο οδηγεί 

και πάλι στο ίδιο πρόσηµο (δηλ. ρ’w’ > 0).

Θετική διαταραχή στην κίνηση στοιχειώδους όγκου 
(w’ > 0) θα δηµιουργήσει αρνητική διαταραχή στην 
πυκνότητα (δηλ. ρ’w’ < 0), ενώ το αντίθετο οδηγεί 

και πάλι στο ίδιο πρόσηµο (δηλ. ρ’w’ < 0).
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v. Αποδόµηση ενέργειας

κάτω από το οποίο επικρατεί η µοριακή τριβή/διάχυση. Για το παραπάνω παράδειγµα (ΑΟΣ)

  

και µπορούµε να ορίσουµε 
ξανά τον αριθµό Reynolds:  

Στις περισσότερες φυσικές ροές των ρευστών:


π.χ. ΑΟΣ (ABL)

Re ! 1 (Re � Rec)

Αυτό σηµαίνει ότι η µοριακή τριβή/διάχυση είναι ουσιαστικά ανύπαρκτη? Tι συµβαίνει κοντά στα όρια 
(και όχι µόνο) όπου η τύρβη δεν µπορεί να δράσει και “αναγκαστικά” επικρατεί η µοριακή τριβή/
διάχυση (non-slip boundary condition, gas exchange, combustion, etc.)?


Όλα είναι θέµα κλίµακας: Στις µικρές κλίµακες επικρατεί η µοριακή τριβή/διάχυση  και σε µεγάλες 
κλίµακες η τύρβη. Μπορούµε να ορίσουµε (Taylor microscale) ένα κρίσιµο µήκος:


      Diffusion time scale is balanced by eddy time scale !
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Cascade of EnergyΟι µεγάλες δύνες O(large scale motion) παίρνουν ενέργεια 
από το µέσο πεδίο και “τεντώνονται” από τη διάτµιση του 
πεδίου, καταλήγοντας σε µικρότερες κλίµακες.

Οι µικρότερες δύνες: (παίρνοντας ενέργεια από το πεδίο των 
µεγάλων δυνών) µε τη σειρά τους “τεντώνονται” από το πεδίο 
των µεγαλύτερων δυνών και µετατρέπονται σε µικρότερες δύνες 
(παίρνοντας ενέργεια από το πεδίο των µεγάλων δυνών)  

Οι πολύ µικρές δύνες: µεταφέρονται από το πεδίο των µεγαλύτερων 
δυνών χωρίς να “βλέπουν” το µέσο πεδίο και τις µεγάλες δύνες

Κάτω από µια κρίσιµη κλίµακα η µοριακή διάχυση παίρνει 
ενέργεια από την τύρβη (και τη µετατρέπει σε θερµότητα)

Ek

K

Dissipation

Big whorls have little whorls

That feed on their velocity

And little whorls have lesser whorls

And so on to viscosity


L.F. Richardson (1922)

Τι συµβαίνει σε κλίµακες µεταξύ L και λ ?



Οι σύγχρονες θεωρίες µελετούν την ανάπτυξη 
της τύρβης µε όρους τεντώµατος (strain) και 
στροβιλισµού (vorticity), που αντιπροσωπεύουν 
την τάση της ροής να αποδιαµορφώνεται και να 
περιστρέφεται, αντίστοιχα. Οι δύο αυτές τάσεις 
δεν κατανέµονται οµοιόµορφα/τυχαία στην 
τυρβώδη ροή, αλλά συγκεντρώνονται σε 
περιοχές της ροής που χαρακτηρίζεται από τον 
ένα ή άλλο όρο.


Οι αστάθειες που σχετίζονται µε τη διάτµιση της 
µέσης ροής (shear instability) δηµιουργούν 
στροβίλους (vortex rollup), όπου 
συγκεντρώνεται στροβιλισµός. Στρόβιλοι µε 
συγκεκριµένο προσανατολισµό σε σχέση µε τη 
µέση ροή τεντώνονται (vortex stretching), µε 
αποτέλεσµα την ενίσχυση του στροβιλισµού 
τους ενώ άλλοι συµπιέζονται µε αποτέλεσµα την 
απώλεια στροβιλισµού. Η ύπαρξη των 
στροβίλων, µε τη σειρά της, ενισχύει τις 
περιοχές τεντώµατος (strain).


Στις παραπάνω διαδικασίες αντιτίθεται η 
µοριακή τριβή (viscosity), που µειώνει το 
στροβιλισµό των στροβίλων και τον µεταφέρει 
σε περιοχές µε µικρή συγκέντρωση 
στροβιλισµού.


Η ανάµιξη των βαθµωτών µεγεθών 
(θερµοκρασία, υγρασία, αλατότητα κλπ) 
συµβαίνει στις περιοχές µε έντονο strain και όχι 
σε περιοχές µε έντονη vorticity.
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Rate of Strain tensor

Vorticity  tensor
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Tennekes, 1989
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Kolmogorov (1941) microscale

1903-1987

Ισοεπιφάνειες ζ σε διάφορες µεγεθύνσεις σε αριθµητική 
προσοµοίωση 3-D, ισοτροπικής και οµογενούς τύρβης. L, 
λ και η είναι οι κλίµακες εισόδου ενέργειας, Taylor 
microscale και Kolmogorov microscale, αντίστοιχα (από 
Kaneda, 2005)

Αν θεωρήσουµε µια σταθερή κατάσταση, όπου ο ρυθµός 
εισαγωγής ενέργειας σε µεγάλη κλίµακα είναι ίσος µε το 
ρυθµό “καταστροφής” ενέργειας σε µικρή κλίµακα (ε) λόγω 
µοριακής τριβής (ν), µπορούµε να ορίσουµε µια χωρική 
κλίµακα “καταστροφής” ενέργειας. Βασισµένοι σε διαστατική 
λογική

Σχετίζεται άµεσα µε την Taylor microscale:
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3-D οµογενής τύρβη και η θεωρία του Kolmogorov

A. Kolmogorov
To σύστηµα µας (οµογενές και ισοτροπικό) χαρακτηρίζεται από τις παρακάτω ποσότητες: 


• την κινητική ενέργεια E (στη µονάδα µάζας)


• φάσµα ενέργειας 


• µία κλίµακα εισόδου ενέργειας, “εξωτερική κλίµακα” Lo και κλίµακα dissipation Ld


• οι χωρικές κλίµακες  L και k~1/L 


• και ο ρυθµός “καταστροφής” ενέργειας (λόγω µοριακής δράσης)

Οι χρονικές κλίµακες είναι (eddy 
turnover time):

Η κατακρήµνιση ενέργειας (cascade) ορίζεται ως: 

µε k1<k2 στην 3-D τύρβη (όχι στην 2-D)

O ρυθµός “καταστροφής” ενέργειας (dissipation) ορίζεται ως: 
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Inertial range (Ld < L < Lo)
Από τον ορισµό του cascade
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vi. Η επίδραση της σρτωµάτωσης

Flux Richardson number

όπου

Monin-Obukhov length scale

( )zu
MOL

z

Forced 

convection

Free

convection

Για  z << LMO η shear production κυριαρχεί: Forced convection


Για  z >> LMO η τύρβη δεν µπορεί να αναπτυχθεί


Για  z >> -LMO  (ασταθής στρωµάτωση): Forced convection

Turner (1973)
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Πλήρης ανάµιξη προυποθέτει: 
KEloss>PEgain

Η απλούστερη περίπτωση:
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Μια πιο ρεαλιστική περίπτωση:

ηµι-άπειρα 

στρώµατα
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Γραµµικοποιηµένες εξισώσεις  (χωρίς 
περιστροφή – τριβή) για κάθε στρώµα:
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@w0

@x
= �

1

⇢

@p0

@z

@u0

@x
+

@w0

@z
= 0

0

@
u0

w0

p0

1

A =

0

@
U(z)
W (z)
P (z)

1

A eik(x�ct)

� ik (c� ū)U = �
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Οριακές συνθήκες:

διεπιφάνεια:

ανώτερο στρώµα:

W1 = Aekz +Be�kz

at z ! 1 W1 = 0 ) A = 0
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Για αστάθεια, η c πρέπει να 
έχει φανταστικό µέρος:

Kelvin-Helmholtz 
instability

Η ζώνη ανάµιξης σχετίζεται µε τον κυµαταριθµό των πιο µακρών κυµάτων που αναπτύσσονται στη 
διεπιφάνεια (1/kmin) 

Ξανά στο Monin-Obukhov Length scale

1918-1989
A. Obukhov
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26
KH	instability	on	the	planet	Saturn,	formed	at	the	
interaction	of	two	bands	of	the	planet's	atmosphere



(after Nastrom and Gage, 1985)

Τι δείχνουν οι παρατηρήσεις?

(after Tung and Orlando, 2003)

ln(S(k))

ln(k)kt

K-3

K-5/3

vii. Παρατηρήσεις


