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Τµήµα Φυσικής, Πανεπιστήµιο Αθηνών  
Τοµέας Φυσικής Περιβάλλοντος – Μετεωρολογίας 
Μάθηµα: Δυναµική των Ρευστών

Σαράντης Σοφιανός

Εισαγωγή στη Δυναµική των 
Γεωφυσικών Ρευστών

◉ Εισαγωγικές έννοιες 
(σύνδεση µε Μέρος Α’) 

◉  Η επίδραση της περιστροφής  
◉  Η επίδραση της 
στρωµάτωσης 

◉  Ανάλυση κλίµακας στα 
γεωφυσικά ρευστά 

◉  Ο δυναµικός στροβιλισµός



Α. Βασικές Εξισώσεις

Material derivative

Force potential

Pressure gradient

Non-conservative forces 
             e.g. 
                               
             (see next transparency)

Non-linearity

In the ocean, 
usually 

local rate of 
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1. Εξίσωση διατήρησης  ορµής:



Διάχυση ιδιοτήτων - ιξώδες

Τυχαίες (µοριακές) κινήσεις µεταφέρουν ιδιότητες (π.χ. q) στο ρευστό,

• Flux=Force/Resistance    (De Groot, 1963)

Flux of q
Force (gradient)medium Resistance

Για την ταχύτητα: resistance is µ (molecular viscosity) 
and ν=µ/ρ (kinematic viscosity):

<latexit sha1_base64="yUaXGUYvNwCkYqPCWMk1IHLDprU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVu6zWmrVKvZbHUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f5PGM9w==</latexit>x

<latexit sha1_base64="3W3n40Ea+aQyhCUvYBKHxYbh7EY=">AAACFHicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIglhmpKgboSCIywr2Ap0ynEkzbWhmJk0yYhn6EG58FTcuFHHrwp1vY3oBtfWHwMd/zklyfl9wprRtf1mZhcWl5ZXsam5tfWNzK7+9U1NxIgmtkpjHsuGDopxFtKqZ5rQhJIXQ57Tu9y5H9fodlYrF0a0eCNoKoROxgBHQxvLyR1de/+LY7YEQ4PVdEkggqStAagYc94c/fD/08gW7aI+F58GZQgFNVfHyn247JklII004KNV0bKFb6ehCwukw5yaKCiA96NCmwQhCqlrpeKkhPjBOGwexNCfSeOz+nkghVGoQ+qYzBN1Vs7WR+V+tmejgvJWySCSaRmTyUJBwrGM8Sgi3maRE84EBIJKZv2LSBZOLNjnmTAjO7MrzUDspOqfF0k2pUC5N48iiPbSPDpGDzlAZXaMKqiKCHtATekGv1qP1bL1Z75PWjDWd2UV/ZH18A3h1nxM=</latexit>

Fq = �q
@q

@x

<latexit sha1_base64="xQ2Slkj11lqFJh/g4lQkT9FfzPE=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU9VgQxGNF+wFtKJvtpl262cTdiVBCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJFIYdN1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2TZxqxhsslrFuB9RwKRRvoEDJ24nmNAokbwWj66nfeuLaiFg94DjhfkQHSoSCUbTS/U3vsVcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRlwhk9SYjucm6GdUo2CST4rd1PCEshEd8I6likbc+Nns1Ak5tUqfhLG2pZDM1N8TGY2MGUeB7YwoDs2iNxX/8zophld+JlSSIldsvihMJcGYTP8mfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG06RRuCt/jyMmmeV7yLSvWuWq5V8zgKcAwncAYeXEINbqEODWAwgGd4hTdHOi/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wcfPI2p</latexit>

Fq

<latexit sha1_base64="yUaXGUYvNwCkYqPCWMk1IHLDprU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVu6zWmrVKvZbHUYQTOIVz8OAK6nALDWgBA4RneIU358F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f5PGM9w==</latexit>x

<latexit sha1_base64="Atl1aV8XIr/6yuhM6ilWsGhJSQw=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiQT0WBPFYwX5AG8Jmu2mXbjbp7kYsoX/CiwdFvPp3vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLOlLbtb6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWipOJaFNEvNYdgKsKGeCNjXTnHYSSXEUcNoORjczv/1IpWKxeNCThHoRHggWMoK1kTq3/rj65Dvnfrli1+w50CpxclKBHA2//NXrxySNqNCEY6W6jp1oL8NSM8LptNRLFU0wGeEB7RoqcESVl83vnaIzo/RRGEtTQqO5+nsiw5FSkygwnRHWQ7XszcT/vG6qw2svYyJJNRVksShMOdIxmj2P+kxSovnEEEwkM7ciMsQSE20iKpkQnOWXV0nrouZc1tx7t1J38ziKcAKnUAUHrqAOd9CAJhDg8Ayv8GaNrRfr3fpYtBasfOYY/sD6/AHrP480</latexit>

Fq(x1)
<latexit sha1_base64="81asByV4Ehk+zJVVq1f6wUn+Ivs=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkpSSvVYEMRjBfsBbQib7aZdutmkuxuxhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzz485U9q2v63cxubW9k5+t7C3f3B4VDw+aasokYS2SMQj2fWxopwJ2tJMc9qNJcWhz2nHH9/M/c4jlYpF4kFPY+qGeChYwAjWRureepPyk1e99Iolu2IvgNaJk5ESZGh6xa/+ICJJSIUmHCvVc+xYuymWmhFOZ4V+omiMyRgPac9QgUOq3HRx7wxdGGWAgkiaEhot1N8TKQ6Vmoa+6QyxHqlVby7+5/USHVy7KRNxoqkgy0VBwpGO0Px5NGCSEs2nhmAimbkVkRGWmGgTUcGE4Ky+vE7a1YpTr9Tua6VGLYsjD2dwDmVw4AoacAdNaAEBDs/wCm/WxHqx3q2PZWvOymZO4Q+szx/sxI81</latexit>

Fq(x2)

<latexit sha1_base64="hYLDfWybvixdBYffu1W+fg9CdGk=">AAACVHicbVFdS8MwFE0758fUOfXRl+IQfHG0Y6gvg4EgPio4N1i3cpulW1jaZkkqG6U/Uh8Ef4kvPpjNgfvwQuBwzrn3Jic+Z1Qq2/40zNxWfntnd6+wf3BYPCodn7zIOBGYNHHMYtH2QRJGI9JUVDHS5oJA6DPS8kd3M731SoSkcfSsppx0QxhENKAYlKa80sjFgQCcuhyEosCscfaHVVa/WtfvvWXHJKu7I+AcvPGasVddGTXpVTOvVLYr9rysTeAsQBkt6tErvbv9GCchiRRmIGXHsbnqprORmJGs4CaScMAjGJCOhhGERHbTeSiZdaGZvhXEQp9IWXN2uSOFUMpp6GtnCGoo17UZ+Z/WSVRw201pxBNFIvy7KEh0WrE1S9jqU0GwYlMNAAuq72rhIehslP6Hgg7BWX/yJnipVpzrSu2pVm7UFnHsojN0ji6Rg25QAz2gR9REGL2hLwMZhvFhfJs5M/9rNY1FzylaKbP4A3LvtYw=</latexit>

@q

@t
= �

@Fq

@x
= q
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@x2

Τυχαίες (µοριακές) κινήσεις µεταφέρουν ιδιότητες (π.χ. q) στο ρευστό,

<latexit sha1_base64="m2/4U4Xjfvu2mxZS9RZzNYKbUow=">AAACLXicbVBLS8NAGNzUV62vqEcvwSJ4Kkkp6kUo6MFjBfuAJi2b7aZdutmEfYgl5A958a+I4KEiXv0bbtqAtnVgYZiZb3e/8WNKhLTtqVFYW9/Y3Cpul3Z29/YPzMOjlogUR7iJIhrxjg8FpoThpiSS4k7MMQx9itv++Cbz24+YCxKxBzmJsRfCISMBQVBqqW/euijgECVuDLkkkFoq/eUyvXaZWkr0qguZp1417Ztlu2LPYK0SJydlkKPRN9/cQYRUiJlEFArRdexYekl2JaI4LblK4BiiMRzirqYMhlh4yWzb1DrTysAKIq4Pk9ZM/TuRwFCISejrZAjlSCx7mfif11UyuPISwmIlMUPzhwKla4isrDprQDhGkk40gYgT/VcLjaDuRuqCS7oEZ3nlVdKqVpyLSu2+Vq7X8jqK4AScgnPggEtQB3egAZoAgWfwCqbgw3gx3o1P42seLRj5zDFYgPH9A18Oqfo=</latexit>
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@t
= ⌫

@2u

@x2

<latexit sha1_base64="MJa4Qcph1u4ceFXLat1YwmHvwsc=">AAACB3icbVDLSgMxFL3js9bXqEtBgkVwVWakqMuCG5cV7AM6Q8mkmTY0kxmTjFCG7tz4K25cKOLWX3Dn35hpB9TWA4HDOfcmOSdIOFPacb6speWV1bX10kZ5c2t7Z9fe22+pOJWENknMY9kJsKKcCdrUTHPaSSTFUcBpOxhd5X77nkrFYnGrxwn1IzwQLGQEayP17COPhBKTzEuw1AxzdDf54XrSsytO1ZkCLRK3IBUo0OjZn14/JmlEhSYcK9V1nUT7WX4h4XRS9lJFE0xGeEC7hgocUeVn0xwTdGKUPgpjaY7QaKr+3shwpNQ4CsxkhPVQzXu5+J/XTXV46WdMJKmmgsweClMTMEZ5KajPJCWajw3BRDLzV0SG2PSiTXVlU4I7H3mRtM6q7nm1dlOr1GtFHSU4hGM4BRcuoA7X0IAmEHiAJ3iBV+vRerberPfZ6JJV7BzAH1gf37yUmdQ=</latexit>
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Multiplying by ρu  

Kinetic Energy 
Density Diffusion

Loss of Mechanical Energy 
(Transformation to heat – 

always negative)

Local rate of 
change of energy 

concentration

Γιατί το ιξώδες ονοµάζεται “µη συντηρητική δύναµη”?



2.  Εξίσωση διατήρησης  της µάζας (συνέχειας):

για ασυµπίεστο ρευστό

*Incompressibility (ασυµπιεστότητα)

Αν αλλάζει η πίεση αλλά όχι ο όγκος

Compressibility

Χρησιµοποιώντας 

Άρα ένα ρευστό είναι ασυµπίεστο όταν

Boussinesq 
Continuity 
Equation
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3.  Εξίσωση διατήρησης  της συγκέντρωσης διαλυµένων υλικών:

4.  Εξίσωση διατήρησης  της “εσωτερικής 
ενέργειας” (θερµοκρασίας):

επίδραση πίεσης ψύξη/θέρµανση

Πρώτος νόµος Θερµοδυναµικής

dq

dt
= r2q + Sq

de

dt
= �p

d

dt

✓
1

⇢

◆
+Q

5.  Καταστατική Εξίσωση:

<latexit sha1_base64="1ZMZZJtt4pidACcnCARPts3iTJI=">AAAB+XicbVDLSgMxFL1TX7W+Rl26CRahQikzUtSNUHDjskJf0A4lk6ZtaCYzJplCGfonblwo4tY/ceffmGlnoa0H7uVwzr3k5vgRZ0o7zreV29jc2t7J7xb29g8Oj+zjk5YKY0lok4Q8lB0fK8qZoE3NNKedSFIc+Jy2/cl96renVCoWioaeRdQL8EiwISNYG6lv2z05Du/SVmqUn8r1y75ddCrOAmiduBkpQoZ63/7qDUISB1RowrFSXdeJtJdgqRnhdF7oxYpGmEzwiHYNFTigyksWl8/RhVEGaBhKU0Kjhfp7I8GBUrPAN5MB1mO16qXif1431sNbL2EiijUVZPnQMOZIhyiNAQ2YpETzmSGYSGZuRWSMJSbahFUwIbirX14nrauKe12pPlaLtWoWRx7O4BxK4MIN1OAB6tAEAlN4hld4sxLrxXq3PpajOSvbOYU/sD5/APoakos=</latexit>

⇢ = ⇢(T, q, P )

πηγές/“καταβόθρες”

Οριακές συνθήκες:

<latexit sha1_base64="EhWap7CX0MO+H2D58OSZlnG5cV8=">AAACAXicbVDJSgNBEO2JW4xb1IvgpTEInsKMBPUSCHjxGMEskAyhp1OTNOlZ6K5R4xAv/ooXD4p49S+8+Td2loMmPih4vFdFVT0vlkKjbX9bmaXlldW17HpuY3Nreye/u1fXUaI41HgkI9X0mAYpQqihQAnNWAELPAkNb3A59hu3oLSIwhscxuAGrBcKX3CGRurkD+7KNm0j3GNKGdIRfSi3AVnH6+QLdtGegC4SZ0YKZIZqJ//V7kY8CSBELpnWLceO0U2ZQsEljHLtREPM+ID1oGVoyALQbjr5YESPjdKlfqRMhUgn6u+JlAVaDwPPdAYM+3reG4v/ea0E/Qs3FWGcIIR8ushPJMWIjuOgXaGAoxwawrgS5lbK+0wxjia0nAnBmX95kdRPi85ZsXRdKlRKsziy5JAckRPikHNSIVekSmqEk0fyTF7Jm/VkvVjv1se0NWPNZvbJH1ifPwpWlfY=</latexit>

w = 0 at z = ⌘b

<latexit sha1_base64="6cBEx66X+DoFQiocCMGfuBa0aKw=">AAACH3icbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYBA8hV0J0YsgePEYwaiQDaF30quDsw9metW47J948Ve8eFBEvPk3zsaAz4KB6qpuerqCVElDrvvuTExOTc/MVuaq8wuLS8u1ldUTk2RaYEckKtFnARhUMsYOSVJ4lmqEKFB4GlwelP7pFWojk/iYhin2IjiPZSgFkJX6tdb1ni9CDSL3U9AkQXEfCYqvkgruE95QzoF4wW/3Sr9fq7sNdwT+l3hjUmdjtPu1N3+QiCzCmIQCY7qem1IvL3cIhUXVzwymIC7hHLuWxhCh6eWj+wq+aZUBDxNtX0x8pH6fyCEyZhgFtjMCujC/vVL8z+tmFO72chmnGWEsPheFmb054WVYfCA1ClJDS0Boaf/KxQXYtMhGWrUheL9P/ktOthteq9E8atb3m+M4KmydbbAt5rEdts8OWZt1mGB37IE9sWfn3nl0XpzXz9YJZzyzxn7Aef8AvH6jWA==</latexit>

w =
@⌘

@t
at z = ⌘

<latexit sha1_base64="Kahhb1EXyJwWzsRXhw2TscclElQ=">AAAB+XicbVDLSgNBEOz1GeNr1aOXwSB4CrsS1GPAi8cI5gFJCLOzs8mQ2dllpjcalvyJFw+KePVPvPk3Th4HTSxoKKq66e4KUikMet63s7a+sbm1Xdgp7u7tHxy6R8cNk2Sa8TpLZKJbATVcCsXrKFDyVqo5jQPJm8Hwduo3R1wbkagHHKe8G9O+EpFgFK3Uc91H0kH+hDmhKiQTkvbcklf2ZiCrxF+QEixQ67lfnTBhWcwVMkmNafteit2cahRM8kmxkxmeUjakfd62VNGYm24+u3xCzq0SkijRthSSmfp7IqexMeM4sJ0xxYFZ9qbif147w+immwuVZsgVmy+KMkkwIdMYSCg0ZyjHllCmhb2VsAHVlKENq2hD8JdfXiWNy7J/Va7cV0rVyiKOApzCGVyAD9dQhTuoQR0YjOAZXuHNyZ0X5935mLeuOYuZE/gD5/MHoSKS+Q==</latexit>

w and p συνεχείς συναρτήσεις  
σε κάθε z



Δυναµική των γεωφυσικών ρευστών
Στόχος: Η µελέτη των µεγάλης-κλίµακας δυναµικών χαρακτηριστικών  
των ρευστών, στον πλανήτη Γη και τους άλλους πλανήτες (π.χ. 
ατµόσφαιρα, ωκεανός, εξωτερικός πυρήνας, άλλοι πλανήτες και 
αστέρια). 

Βασικά χαρακτηριστικά: 

•Περιστροφή 

•Στρωµάτωση (κατά βάθος ή ύψος κατανοµή της πυκνότητας)

x
y

z

Ω

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4 x

yzΣτην ατµόσφαιρα η πυκνότητα 
εξαρτάται από τη θερµοκρασία, 
την υγρασία και την πίεση. Στον 
ωκεανό η πυκνότητα εξαρτάται 
από τη θερµοκρασία, την 
αλατότητα και την πίεση. 

B. Γεωφυσικά Ρευστά



ii. Η  επίδραση της περιστροφής

Η ταχύτητα περιστροφής της γης:

* 1 sideral day = 23 hours 56 minutes 4.1 seconds 

Για να έχει επίδραση η περιστροφή στην τροχιά ενός σωµατιδίου (στοιχειώδης όγκος ρευστού) που 
περιγράφεται από την ταχύτητα U και το µήκος της διαδροµής L

Παραδείγµατα: 

α. Ροή αέρα γύρω από το φτερό (5 m) αεροπλάνου που πετάει µε 
ταχύτητα 100 m s-1:  ε ~ 2 × 106 

β. Μπανιέρα (1 m) που αδειάζει µε µε ροή 0.01  m s-1: ε ~ 1000 
γ. Άνεµος που φυσάει µε ταχύτητα 10 m s-1 σε περιοχή 
διαστάσεων 1000 km: ε ~ 1 
δ. Θαλάσσιο ρεύµα ταχύτητας 0.1 m s-1 που παρουσιάζει 
µαιάνδρους 100 km: ε ~ 10-1

να είναι κοντά στη µονάδα ή µικρότερο.

Στις περιπτώσεις γ και δ η 
επίδραση της περιστροφής 
της γης είναι σηµαντική, 
ενώ στις περιπτώσεις α και 
β όχι. Οι γ και δ είναι 
χαρακτηριστικές των 
γεωφυσικών ρευστών.

1792- 1843 
Gaspard Gustave de 

Coriolis

⌦ =
2⇡ rad

1day (= 24⇥ 60⇥ 60 s)

" =
time for one revolution

time taken for a prticle to cover distance L at speed U
=

=
2⇡/⌦

L/U
=

2⇡U

⌦L
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X2

X1

x2

x3

x2

Ω

i2

i1

i3

Σταθερό σύστηµα (F) 
Περιστρεφόµενο σύστηµα (R) 

 Στο περιστρεφόµενο σύστηµα κάθε διάνυσµα  
µπορεί να γραφεί 

Για τον παρατηρητή στο σταθερό σύστηµα τα µοναδιαία διανύσµατα 
του περιστρεφόµενου συστήµατος (i) µεταβάλουν τη θέση τους µε 
το χρόνο. Άρα η χρονική µεταβολή  του διανύσµατος P είναι

 Για τον παρατηρητή του περιστρεφόµενου συστήµατος η 
µεταβολή του P είναι οι τρεις πρώτοι όροι, άρα

d i

d θ

a

Ω

Η µεταβολή του i σε χρόνο dt 
είναι

sin a
Άρα µπορούµε να γράψουµε

(1)

P = P1i1 + P2i2 + P3i3

✓
dP

dt

◆

F

=
d

dt
(P1i1 + P2i2 + P3i3)

= i1
dP1

dt
+ i2

dP2

dt
+ i3

dP3

dt
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di1
dt

+ P2
di2
dt

+ P3
di3
dt

✓
dP

dt

◆

F

=

✓
dP

dt

◆

R

+ P1
di1
dt

+ P2
di2
dt

+ P3
di3
dt

|di| = sin a d✓ )

) di

dt
= sin a

d✓

dt
= ⌦ sin a = ⌦⇥ i

(a⇥ b = a · b · sin' · n)

✓
dP

dt

◆

F

=

✓
dP

dt

◆

R

+ ⌦⇥P



Η επιτάχυνση Coriolis

(2)

(3)

(2)&(3)

= 0
Coriolis 

acceleration
Centrifugal 
acceleration

Χρησιµοποιώντας την (1)
✓
dr

dt

◆

F

=

✓
dr

dt

◆

R

+ ⌦⇥ r

✓
duF

dt

◆

F

=

✓
duF

dt

◆

R

+ ⌦⇥ uF

uF = uR + ⌦⇥ r

✓
duF

dt

◆

F

=

✓
duR

dt

◆

R

+
d⌦

dt
⇥ r+ ⌦⇥

✓
dr

dt

◆

R

+ ⌦⇥ (uR + ⌦⇥ r)

=

✓
duR

dt

◆

R

+ 2⌦⇥ uR + ⌦⇥ (⌦⇥ r) +
d⌦

dt
⇥ r



= 0
small term 

(correction in g)
Coriolis 

acceleration

The β term

• Δεν υπάρχει επιτάχυνση Coriolis σε ακίνητα σώµατα  
• Στα γεωφυσικά ρευστά επικρατεί η οριζόντια εκτροπή (δεξιά ή αριστερά). 
• Η δύναµη Coriolis δεν παράγει έργο (κάθετη στην κίνηση)..

✓
duF

dt

◆

F

=

✓
duR

dt

◆

R

+ 2⌦⇥ uR + ⌦⇥ (⌦⇥ r) +
d⌦

dt
⇥ r

geffective ' �g + ⌦⇥ (⌦⇥ r)x ! �2⌦ sin(')� + 2⌦ cos(')w

y ! 2⌦ sin(')u

z ! �2⌦ cos(')u

f = 2⌦ sin(')

� =
@f

@y
'

@f

Rearth@'
=

=
@ (2⌦ sin('))

Rearth@'
=

2⌦ cos(')

Rearth

(for small changes in ' : sin(') ' ')

Προσέγγιση για 
γεωφυσικά ρευστά



iii. Η επίδραση της στρωµάτωσης

Αν παρουσιάζεται µεταβολή πυκνότητας Δρ σε κατακόρυφη κλίµακα Η, σε ένα 
στοιχειώδη όγκο ρευστού που µετακινείται κατά Η αλλάζει η δυναµική του ενέργεια κατά 
(ρ0+Δρ) g Η - ρ0 g Η= Δρ g Η. Για τυπική ταχύτητα U του ρευστού, η κινητική ενέργεια 
στη µονάδα του όγκου είναι ½ρ0U2. Ο λόγος των δύο 

παρουσιάζει τις παρακάτω περιπτώσεις: 

σ ~ 1: Οι δύο µορφές ενέργειας είναι εξίσου σηµαντικές και για σηµαντικές µεταβολές της 
δυναµικής ενέργειας θα καταναλωθεί σηµαντική  ποσότητα κινητικής ενέργειας (η στρωµάτωση 
είναι σηµαντική). 

σ < 1: Δεν υπάρχει αρκετή κινητική ενέργεια για µεταβάλει τη δυναµική ενέργεια (η ροή 
περιορίζεται από τη στρωµάτωση). 

σ > 1: Μεταβολές στη δυναµική ενέργεια επέρχονται µε µικρές απώλειες κινητικής ενέργειας (η 
στρωµάτωση δεν παίζει σηµαντικό ρόλο). 

Άρα γενικά η στρωµάτωση παίζει σηµαντικό ρόλο για:    

(π.χ. για ταχύτητα ρεύµατος 0.1 m s-1 και µεταβολές πυκνότητας 1 kg m-3 σε βάθος 100 m: σ ~ 10-2)

 1889–1969 
Vilho Väisälä

� =

1

2
⇢0U

2

�⇢gH

�  1



N (smoothed) for Earth and Venus (temperature-
static stability data from Pioneer Venus Large 
probe (Seiff et. Al.1980) From Venus: Hunten et 
al., eds., 1983, The University of Arizona Press

10oC 20oC
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Ν

Η ένταση της στρωµάτωσης καθορίζεται από 
την κατανοµή της πυκνότητας κατά βάθος 
ρ(z). Συνήθως εκφράζεται µε τη συχνότητα 
Brunt Väisälä  
(N σε s-1), που δίνεται από  
τη σχέση

Lower Atmosphere 
(schematic)

Upper Ocean 
(schematic)

N =

s

�
g

⇢

@⇢(z)

@z
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Peixoto, J.P., and Oort, A.H. (1992) Physics of climate



Γ. Ανάλυση κλίµακας - Scaling

Ορισµός 
φαινοµένου 
προς µελέτη

Επιλογή 
κατάλληλων 
κλιµάκων 

Απλοποίηση 
εξισώσεων 
εργασίας

Λύση – µελέτη 
βασικών 
ισορροπιών

Οι βασικές εξισώσεις περιλαµβάνουν µεγάλο αριθµό διαδικασιών (από µοριακή κλίµακα µέχρι 
παγκόσµια κλίµακα). Ανάλογα µε το φαινόµενο που θέλουµε να µελετήσουµε, µπορούµε να 
επιλέξουµε τις κατάλληλες κλίµακες για αυτό το φαινόµενο. 

Goal: Estimation of the relative importance of each term in the process under investigation and 
the possibility to simplify the basic equation by defining a dominant balance of the dynamics/
thermodynamics involved. 

u, � ! U x, y ! L

w ! W z ! H

t ! T ⇠
L

U
⇠

H

W

f ! f(y)

⇢ ! ⇢0

@⇢ ! �⇢

g ! g

...



SCALING

Scaling numbers:

These number 
characterise the fluid 

dynamics

Non-linear

Viscous
Diffusive

Bounded

Geometrically 
similar

@u

@t
+ u

@u

@x
+ �

@u

@y
+ w

@u

@z
= �

1

⇢

@p

@x
+ f� + ⌫

@2u

@x2
+ ⌫

@2u

@y2
+ ⌫

@2u

@z2

U

T
⇠

U
2

L

U
2

L

U
2

L

UW

H

�P

⇢L
fU ⌫

U

L2
⌫
U

L2
⌫
U

H2

aspect ratio ! � =
H

L

Rossby number ! Ro =
non-linear

coriolis
=

U
2

L

1

fU
=

U

fL

Ekman number ! Ek =
viscosity

coriolis
= ⌫

U

L2

1

fU
=

⌫

fL2
or

⌫

fH2

Reynolds number ! Re =
non-linear

viscosity
=

U
2

L

1

⌫
U

L2

=
UL

⌫

and many more combinations ...
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⌫atmospher ⇠ 10�5m2/s
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L ⇠ 106m
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fearth ⇠ 10�4s�1(Day = 24hours)
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Εξισώσεις εργασίας (Single-shallow layer 
dynamics)

   (free surface)

   (flat bottom)
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hydrostatic approximation holds
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Εξισώσεις διατήρησης της ορµής 

Τώρα                    ανεξάρτητο από το z και άρα οι ταχύτητες u και υ είναι 
ανεξάρτητες από το z, δηλ. (u,υ) = f (x,y,t). 

⌘ = f(x, y)



Εξίσωση διατήρησης της µάζας
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= 0 where u, � / x, y
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⌘
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Shallow-water 
equations 

(single layer model)
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1
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− fu
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Vorticity (στροβιλισμός)
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=ζDefining relative vorticity: (ocean velocity curl)
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 <<1 

using (3): 

h d
dt
( f +ζ )− ( f +ζ ) dh
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( f +ζ
h
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d
dt
( f +ζ
h
) = 0

Earth’s 
rotation

Stretching

Spinning

Potential Vorticity (δυναμικός στροβιλισμός)
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Μοντέλα στρωµάτων (Reduced gravity models)

Homogeneous !
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Η h
z

P1, ρ1

P2, ρ2 ΗT →∞

Reduced gravity  
equations

Τώρα µπορούµε να γράψουµε τη 
συχνότητα Brunt Vaissala: 

Και η Internal Rossby Radius of deformation: 

f
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Appendix 1.

<latexit sha1_base64="y98djpNFJQLpBycIIC6Bxh1cJJM="></latexit>

⌦ = (⌦x,⌦y,⌦z) = (0,⌦ cos ✓,⌦ cos ✓)


