
Εκτίμηση τυχαίας μεταβλητής. 
Ελάχιστο μέσο τετραγωνικό 

σφάλμα.



Εκτιμήτρια ελαχίστου μέσου τετραγωνικού σφάλματος 
• Έστω ότι θέλουμε να εκτιμήσουμε την τυχαία μεταβλητή Χ με βάση τη γνώση 

που μπορούμε να έχουμε για μια άλλα τυχαία μεταβλητή την Υ εφόσον όμως 

γνωρίζουμε την δεσμευμένη πυκνότητα (πιθανότητας) 𝑓𝛸|𝛶 𝑥 𝑦 . 

• Τότε η εκτιμήτρια ො𝑥𝑀 = 𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 ελαχιστοποιεί το μέσο τετραγωνικό 

σφάλμα (Minimum Mean Squared Error, MMSE, estimate)

• Επίσης καλείται εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων (Least Mean Squares, 

LMS, estimate).

• Για να μπορέσουμε να βρούμε το ො𝑥𝑀 = 𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 πρέπει είτε να 

γνωρίζουμε τη δεσμευμένη πυκνότητα (πιθανότητας) 𝑓𝛸|𝛶 𝑥 𝑦 είτε να μας 

δίνεται η πυκνότητα (πιθανότητας) 𝑓𝑋 𝑥 και η δεσμευμένη πυκνότητα 

(πιθανότητας) 𝑓𝛶|𝛸 𝑦 𝑥 .



Εκτιμήτρια ελαχίστου μέσου τετραγωνικού σφάλματος 

Θεώρημα: Έστω 𝑋 = 𝑔 𝑌 μια εκτιμήτρια της τυχαίας μεταβλητής Χ,
δεδομένου ότι έχουμε παρατηρήσει την τυχαία μεταβλητή Υ. Τότε το
μέσο τετραγωνικό σφάλμα αυτής της εκτιμήτριας ορίζεται ως

𝛦 𝑋 − 𝑋
2
= 𝛦 𝑋 − 𝑔 𝑌

2
. 

H εκτιμήτρια ො𝑥𝑀 = 𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 έχει το ελάχιστο μέσο τετραγωνικό 
σφάλμα από όλες τις δυνατές εκτιμήτριες.



Εκτιμήτρια ελαχίστου μέσου τετραγωνικού 
σφάλματος - Ιδιότητες

• 𝛦[ො𝑥𝑀] = 𝛦[𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 ] = 𝛦[𝛸]

• Η τυχαία μεταβλητή ෨𝑋 ορίζεται ως ෨𝑋 = 𝛸 − ො𝑥𝑀 με 𝛦[ ෨𝑋] = 0.

• Τότε 𝛦[ ෨𝑋|𝛶] = 0 και για κάθε συνάρτηση 𝑔 𝑌 της τυχαίας 

μεταβλητής 𝑌 έχουμε ότι  𝐸[ ෨𝑋𝑔(𝑌)] = 𝐸[𝐸[ ෨𝑋𝑔(𝑌)|𝑌]] = 0.

• 𝐶𝑜𝑣( ෨𝑋, ො𝑥𝑀) = 0

• 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟( ෨𝑋 + ො𝑥𝑀) = 𝑉𝑎𝑟( ෨𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(ො𝑥𝑀)

• 𝐸[𝑋2] = 𝐸[ ෨𝑋2] + 𝐸[ ො𝑥𝑀
2]



Γραμμική εκτίμηση ελαχίστου μέσου τετραγωνικού 
σφάλματος – ευθεία ελαχίστων τετραγώνων 

Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η εκτίμηση του 

ො𝑥𝑀 = 𝐸 𝑋 𝑌 = 𝑦 μέσω της δεσμευμένης 𝑓𝛸|𝛶 𝑥 𝑦 (όπως 
είπαμε παραπάνω) να είναι δύσκολο ή αδύνατο να γίνει. Σε 
αυτή τη περίπτωση επιδιώκουμε να βρούμε μια γραμμική 
(Linear) εκτιμήτρια 𝑋𝐿 = 𝑎𝑌 + 𝑏 η οποία θα ελαχιστοποιεί το 
μέσο τετραγωνικό σφάλμα (Μean Square Error, MSE):

𝑀𝑆𝐸 = 𝐸[(𝑋 − 𝑋𝐿)
2] = 𝐸[(𝑋 − 𝑎𝑌 − 𝑏)2]



Γραμμική εκτίμηση ελαχίστου μέσου τετραγωνικού 
σφάλματος – ευθεία ελαχίστων τετραγώνων 

Θεώρημα: H ελαχιστοποίηση του μέσου τετραγωνικού σφάλματος

𝑀𝑆𝐸 = 𝐸[(𝑋 − 𝑋𝐿)
2] = 𝐸[(𝑋 − 𝑎𝑌 − 𝑏)2] οδηγεί στις σχέσεις:

𝑎 = 𝐴 =
𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑌
και 𝑏 = 𝐵 = 𝐸𝑋 − 𝑎𝐸𝑌 = 𝐸𝑋 −

𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑌
𝐸𝑌

• Mε ελάχιστο 𝑀𝑆𝐸 = 𝐸[(𝑋 − 𝛢𝑌 − 𝛣)2] = (1 − 𝜌2)𝑉𝑎𝑟(𝑋), όπου 

𝜌 =
𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌

𝑉𝑎𝑟(𝑋)𝑉𝑎𝑟 𝑌
=
𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌

𝜎
𝑋
𝜎
𝑌

.

• 𝛦 𝛸 − 𝛢𝛶 − 𝛣 𝛶 = 0



Γραμμική εκτίμηση ελαχίστου μέσου τετραγωνικού 
σφάλματος – ευθεία ελαχίστων τετραγώνων 

Συνοπτικά έχουμε:

• 𝑋𝐿 =
𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑌
(𝑌 − 𝐸𝑌) + 𝐸𝑋 =

𝜌 𝜎𝑋

𝜎𝑌
(𝑌 − 𝐸𝑌) + 𝐸𝑋

• Για το σφάλμα (estimation error) ෨𝑋 = 𝛸 − 𝑋𝐿έχουμε 𝐸[ ෨𝑋] = 0 και 

𝐶𝑜𝑣(෩𝑋, 𝑌) = 𝐸[ ෨𝑋𝑌] = 0

• Το ελάχιστο μέσο τετραγωνικό σφάλμα είναι min{𝑀𝑆𝐸} = 1 − 𝜌2 𝜎𝛸
2



Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων y=a+b∙x για 
εφαρμογές στη Φυσική (με ελαχιστοποίηση του χ2)



Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων y=a+b∙x για 
εφαρμογές στη Φυσική (με ελαχιστοποίηση του χ2)

ΣΗΜΑΝΤΙΚΟ: Τύπος διάδοσης των σφαλμάτων
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