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19. Αναπαραστάσεις της SU(2)

΄Εχοντας επιλέξει Xk =
σk
2
(k = 1, , 2, 3) η άλγεβρα Lie της SU(2)

γράφεται: [
Xj, Xk

]
= iεjk`X`

Οπότε ένα στοιχείο της SU(2) γράφεται σαν στροφή:

U(φ,~n) = eiφ~n·~X

Μια αναπαράσταση της SU(2) Π[U(φ,~n)] θα καθορίζεται από
την αναπαράσταση π[Xk] των γεννητόρων της.

⇓

Εύρεση αναπαραστάσεων της SU(2) ⇔ εύρεση αναπαραστάσεων
της su(2)

Επειδή det(U(φ,~n)) = 1 θα πρέπει και det(Π[U(φ,~n)]) = 1.



Αν πάρουμε το ~n στην διεύθυνση k (nk = ek, k = 1, 2, 3) τότε:

U(φ,~n) = U(φ, ek) = eiφXk και επομένως:

Π[U(φ, ek)] = eiφπ[Xk] ⇒ det(eiφπ[Xk]) = 1 ⇒ det(Seiφπ[Xk]S−1) = 1

όπου ο πίνακας S διαγωνοποιεί τον π[Xk] (και τον eiφπ[Xk]). Μετά

τον S-μετασχηματισμό ομοιότητας παίρνουμε:

Seiφπ[Xk]S−1 =


eiλ(1)

k φ 0 . . . 0

0 eiλ(2)
k φ . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . eiλ(dπ)
k φ


⇓

det(Seiφπ[Xk]S−1) = e

iφ
dπ

∑
j=1

λ
(j)
k

= 1 ⇒
dπ

∑
j=1

λ
(j)
k =

Tr(π[Xk])︷ ︸︸ ︷
Tr(Sπ[Xk]S

−1) = 0

Οι πίνακες π[Xk] αναπαράστασεων της su(2) έχουν ίχνος μηδέν.



Η su(2) Lie-άλγεβρα χαρακτηρίζεται από τις εξής ιδιότητες:

• ΄Ενας εκ των τριών γεννητόρων Xk (k = 1, 2, 3) μπορεί να επι-
λεγεί σε διαγώνια μορφή. Στη θεμελιώδη αναπαράσταση της

su(2) αυτός είναι ο X3 = σ3
2 :

X3 =
1
2

(
1 0
0 −1

)
Ο γεννήτορας αυτός αποτελεί την υποάλγεβρα Cartan της

su(2). Αντίστοιχα και οι αναπαραστάσεις του π[X3] θα έχουν

διαγώνια μορφή.

• Υπάρχει ένας πίνακας που εκφράζεται μέσω των γεννητόρων Xk
και μετατίθεται με όλους τους Xk. Αυτός λέγεται τελεστής

Cassimir και δίνεται ως:

C1 =
3

∑
j=1

X2
j με [C1, Xk] = 0 (απόδειξη σαν άσκηση)

Από το λήμμα του Schur θα ισχύει ότι C1 ∝ I. Καταλαβαίνετε
γιατί;



• Ο πίνακας π[C1] θα είναι ανάλογος του dπ × dπ μοναδιαίου I.

• Οι πίνακες π[Xk] θα ικανοποιούν την άλγεβρα Lie:[
π[Xj], π[Xk]

]
= iεjk`π[X`]

• Οι πίνακες Xk και π[Xk] έχουν πραγματικές ιδιοτιμές (ερμιτια-

νοί λόγω μοναδιακότητας των U(φ, ek), Π[U(φ, ek)]).

• Μπορούμε να ορίσουμε ανύσματα |c, λ〉 που είναι κοινές ιδιοκα-
ταστάσεις των πινάκων π[C1] και π[X3]:

π[C1]|c, λ〉 = c |c, λ〉 , π[X3]|c, λ〉 = λ|c, λ〉 με c, λ ∈ R

• Ορίζουμε τους πίνακες: π[X±] = π[X1] ± iπ[X2] με κανόνες

μετάθεσης (νέα μιγαδοποιημένη άλγεβρα Lie):

[π[X3], π[X±]] = ±π[X±], [π[X+], π[X−]] = 2 π[X3]



• Ισχύει:

π[X+]|c, λ〉 ∝ |c, λ + 1〉

Τα διαφορετικά ανύσματα {|c, λ〉} μας καθορίζουν την διάσταση
του διανυσματικού χώρου της αναπαράστασης.

• Ενδιαφερόμαστε για ΜΑ, ΜΙ αναπαραστάσεις πεπερασμένης διά-
στασης, οπότε:

∃ λmax : π[X+]|c, λmax〉 = 0

• Ο π[C1] μπορεί να γραφεί σε οποιαδήποτε αναπαράσταση της

μιγαδοποιημένης άλγεβρας Lie ως:

π[C1] = π[X−]π[X+]+π[X3]+π[X3]
2 = π[X+]π[X−]−π[X3]+π[X3]

2

οπότε:

π[C1]|c, λmax〉 = (λmax + λ2
max)|c, λmax〉 ⇒ c = λmax(λmax + 1)



• Επίσης ισχύει:

π[X−]|c, λ〉 ∝ |c, λ− 1〉

• Ξεκινώντας από το |c, λmax〉 δρούμε ` φορές με τον π[X−] έτσι
ώστε:

π[X−]
(

π[X−]`|c, λmax〉
)

= 0

• Για την κατάσταση π[X−]`|c, λmax〉 θα ισχύει:

π[C1]
(

π[X−]`|c, λmax〉
)

= λmax(λmax + 1) π[X−]`|c, λmax〉 και

π[C1]
(

π[X−]`|c, λmax〉
)

=
[
−(λmax − `) + (λmax − `)2

]
π[X−]`|c, λmax〉

οπότε:

` = 2 λmax ⇒ −λmax ≤ λ ≤ λmax με 2 λmax ∈ N0

Οι ιδιοτιμές του π[C1] καθορίζουν την διάσταση dπ = `+ 1
της αναπαράστασης Π[U(φ, ek)].



Βασισμένοι στα προηγούμενα μπορούμε να προσδιορίσουμε τους

πίνακες π[C1] και π[X3] για διάφορες αναπαραστάσεις της su(2):

• ` = 1 ⇒ dπ = 2 και λmax = 1
2 οπότε −

1
2 ≤ λ ≤ 1

2:

π[C1] =
3
4

(
1 0
0 1

)
; π[X3] =

(
1
2 0
0 −1

2

)

• ` = 2 ⇒ dπ = 3 και λmax = 1 οπότε −1 ≤ λ ≤ 1:

π[C1] = 2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ; π[X3] =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1



• ` = 3 ⇒ dπ = 4 και λmax = 3
2 οπότε −

3
2 ≤ λ ≤ 3

2:

π[C1] =
15
4


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ; π[X3] =


3
2 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 −1

2 0
0 0 0 −3

2





Χρειαζόμαστε όμως και τις αναπαραστάσεις των άλλων γεννητό-

ρων. Ισχύει: π[X−] = π[X+]
†
και 〈λ, c|π[C1]|c, λ〉 = λmax(λmax + 1).

Επίσης: 〈c, λ|π[C1]|c, λ〉 = 〈c, λ|
(

π[X−]π[X+] + π[X3] + π[X3]
2
)
|c, λ〉.

Με π[X+]|c, λ〉 = Λ+(λmax, λ)|c, λ+ 1〉 και Λ+(λmax, λ) ∈ C παίρνουμε:

|Λ+(λmax, λ)|2 + λ + λ2 = λmax(λmax + 1)

⇓

Λ+(λmax, λ) =
√

λmax(λmax + 1)− λ(λ + 1) eiθ

και παρομοίως με: π[X−]|c, λ〉 = Λ−(λmax, λ)|c, λ− 1〉 παίρνουμε:

Λ−(λmax, λ) =
√

λmax(λmax + 1)− λ(λ− 1) eiχ

Χωρίς βλάβη γενικότητας επιλέγουμε θ = χ = 0 οπότε:

Λ±(λmax, λ) =
√

λmax(λmax + 1)− λ(λ ± 1)



Μπορούμε λοιπόν να γράψουμε:

〈c, λ1|π[X±]|c, λ2〉 =
√

λmax(λmax + 1)− λ(λ± 1) δλ1,λ2±1

Χρησιμοποιώντας τώρα τις σχέσεις:

π[X1] =
1
2
(π[X+] + π[X−]) και π[X2] =

1
2i

(π[X+]−π[X−])

κατασκευάζουμε και τις αναπαραστάσεις των υπολοίπων γεννητό-

ρων της su(2).

΄Ετσι για παράδειγμα στην περίπτωση λmax = 1 παίρνουμε:

π[X1] =
1
2

 0
√

2 0√
2 0

√
2

0
√

2 0

 ; π[X2] =
i
2

 0
√

2 0
−
√

2 0
√

2
0 −

√
2 0


Για dπ = 3 υπάρχει και η συζυγής αναπαράσταση (ΜΑ) της su(2):

(Xk)`,m = i εk`m

Αποδείξτε ότι η επιλογή αυτή για τα Xk οδηγεί σε αναπαράσταση.



Είναι εύκολο να προσδιορίσει κανείς τις ΜΑ, ΜΙ αναπαραστάσεις

των στοιχείων U(φ,~e3) της SU(2). Για την λmax αναπαράσταση της

su(2) θα ισχύει:

Π[U(φ, e3)] = eiφπ[X3] =


eiλmaxφ 0 . . . 0 0

0 ei(λmax−1)φ . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . e−i(λmax−1)φ 0
0 0 . . . 0 e−iλmaxφ


Με ίχνος:

Tr(Π[U(φ, e3)]) =
sin((λmax +

1
2)φ)

sin(φ
2)

Οπότε βρίσκουμε για παράδειγμα:

• λmax = 0 ⇒ χ(eiφπ[X3]) = 1 (τετριμμένη).

• λmax = 1
2 ⇒ χ(eiφπ[X3]) = 2 cos(φ

2) κ.λ.π.



Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τους χαρακτήρες των ΜΑ

αναπαραστάσεων Π[U(φ, e3)] για να αποσυνθέσουμε

αναγώγιμες αναπαραστάσεις!

Θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό: Π(r)[U(φ, e3)] για την ΜΑ

αναπαράσταση της SU(2) με r = λmax. Προφανώς θα ισχύει:

Π(r1)[U(φ, e3)]
⊗

Π(r2)[U(φ, e3)] =
⊕
r3

µr3Π(r3)[U(φ, e3)]

και επιπλέον: χ(Π(r1)[U(φ, e3)]
⊗

Π(r2)[U(φ, e3)]) = χ(r1)(φ)χ(r2)(φ)

Ο προσδιορισμός των µr3 μπορεί να γίνει μέσω του ίχνους. Για

παράδειγμα, για r1 = r2 = 1
2 θα έχουμε:

χ(Π(1/2)[U(φ, e3)]
⊗

Π(1/2)[U(φ, e3)]) = 4 cos2(
φ

2
) = 2 cos φ + 1︸ ︷︷ ︸

χ(1)(φ)

+ 1︸︷︷︸
χ(0)(φ)

οπότε: Π(1/2)[U(φ,~n)]
⊗

Π(1/2)[U(φ,~n)] = Π(0)[U(φ,~n)]
⊕

Π(1)[U(φ,~n)]


