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Διάδοση ενέργειας στο εσωτερικό των αστέρων

Θα βρούμε τη διαφορική εξίσωση (δ.ε.) που συνδέει τη θερμοκρασία με την
απόσταση από το κέντρο του άστρου (έχουμε βρει μέχρι τώρα τις αντίστοιχες δ.ε. για
την πίεση, τη μάζα και τη φωτεινότητα-luminosity).

Η βαθμίδα της θερμοκρασίας συνδέεται με τη διάδοση της ενέργειας μέσα στο άστρο.

Τρεις είναι οι μηχανισμοί διάδοσης ενέργειας στο εσωτερικό των άστρων:

- διάδοση με ακτινοβολία (radiative transfer) – ο ρόλος της αδιαφάνειας

- διάδοση με μεταφορά –convection (δηλ. με θερμά αναδυόμενα στοιχεία μάζας που
μεταφέρουν θερμότητα προς τα εξωτερικά στρώματα του άστρου, και ψυχρότερα
στοιχεία μάζας που μετακινούνται προς το θερμότερο εσωτερικό – ρεύματα
μεταφοράς)

- διάδοση με αγωγή – conduction (μεταφορά θερμότητας μέσω κρούσεων μεταξύ
σωματιδίων – δεν είναι συνήθως σημαντική στο εσωτερικό των άστρων)



Διάδοση με ακτινοβολία - Radiative transfer

Έχουμε δει στο μάθημα 10 ότι η βαθμίδα της πίεσης ακτινοβολίας δίνεται από  τη σχέση:
𝑑𝑃𝑟𝑎𝑑

𝑑𝑟
= −

ഥ𝜅𝜌

𝑐
𝑓 (1)

όπου 

𝑃rad =
1

3
𝑎𝑇4 (2)

ҧ𝜅 η μέση αδιαφάνεια, 𝜌 η πυκνότητα και 𝑓 η ροή ακτινοβολίας. 

Παραγωγίζοντας ως προς 𝑟 την (2) και αντικαθιστώντας στην (1) βρίσκουμε:
𝑑𝑇

𝑑𝑟
= −

3

4𝑎𝑐

ഥ𝜅𝜌

𝑇3
𝑓 (3)

Αλλά από τον ορισμό της ροής έχουμε ότι:

𝑓 =
𝐿𝑟

4𝜋𝑟2
(4)

Οπότε από τις (3) και (4) προκύπτει ότι η βαθμίδα της θεrμοκρασίας για τη μεταφορά της ισχύος 
που παράγεται μέσα από την ακτίνα r του άστρου προς τα έξω δια ακτινοβολίας δίνεται από τη 
σχέση:

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= −

3

4𝑎𝑐

ഥ𝜅𝜌

𝑇3
𝐿𝑟

4𝜋𝑟2
(5)  4η εξίσωση αστρικής δομής (για διάδοση με ακτινοβολία)



Σχόλιο για την εξ. (5): Καθώς η ροή ή η αδιαφάνεια αυξάνονται, η βαθμίδα
θερμοκρασίας πρέπει να γίνεται όλο και πιο απότομη (πιο αρνητική) για να μπορεί να
μεταφέρει την παραγόμενη ισχή προς τα έξω. Αν η βαθμίδα θερμοκρασίας γίνει πολύ
απότομη (πολύ αρνητική) μπορεί να προκληθεί αστάθεια μεταφοράς (convection
instability).

Ως φυσικός μηχανισμός, η μεταφορά είναι ένα τρισδιάστατο πρόβλημα (εξ. Navier-
Stokes). Εδώ θα προσεγγίσουμε το πρόβλημα μονοδιάστατα (ακτινικά μόνο). Στους
κώδικες αστρικής δομής αντιμετωπίζεται σαν μονοδιάστατο πρόβλημα → ακτινική
μεταφορά

Διάδοση με μεταφορά - Convection



Η Κλίμακα Ύψους της Πίεσης

Χαρακτηριστική κλίμακα μήκους για την μεταφορά, ή κλίμακα ύψους πίεσης, 𝑯𝑷 :
1

𝐻𝑃
≡ −

1

𝑃

𝑑𝑃

𝑑𝑟
(6)

Αν 𝐻𝑃 = σταθερό, τότε από την (6) προκύπτει ότι 𝑃 = 𝑃0𝑒
−𝑟/𝐻𝑃 (7) , δηλ. 𝐻𝑃 είναι η 

απόσταση στην οποία η πίεση μεταβάλλεται κατά e.

Aπό την εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας, έχουμε ότι 

𝑑𝑃/𝑑𝑟 = −𝜌𝑔 όπου 𝑔 = 𝐺𝑀𝑟/𝑟
2

Οπότε από την (6) προκύπτει ότι  𝐻𝑃 =
𝑃

𝜌𝑔
(7)

Για τη περίπτωση του ήλιου,  προσεγγίζουμε τη μέση πίεση με το μισό της κεντρικής 

πίεσης, ത𝑃 = 𝑃𝑐/2 και τη μέση επιτάχυνση της βαρύτητας από τη σχέση ҧ𝑔 =
𝐺 𝑀⊙/2

𝑅⊙/2
2 , 

οπότε προκύπτει ότι 𝐻𝑃 ≃ 1.8 × 108m ∼ 𝑅⊙/4 (πιο ακριβείς υπολογισμοί δίνουν 𝑅⊙/10)



Υπενθύμιση βασικών σχέσεων από τη θερμοδυναμική

➢Εσωτερική ενέργεια U (καταστατική συνάρτηση, εξαρτάται μόνο από την 
κατάσταση του αερίου)

Για τέλειο μονοατομικό αέριο 𝑈 =
3

2

𝑘

𝜇𝑚𝐻
𝑇 =

3

2
𝑛𝑅𝑇 (8)

➢Q, W (δεν είναι καταστατικές συναρτήσεις, δηλ. η τιμή τους εξαρτάται από τη 
διαδικασία που ακολουθήθηκε)
➢1ος νόμος θερμοδυναμικής 𝑑𝑈 = 𝑑𝑄 − 𝑑𝑊 (9)

➢Θερμοχωρητικότητα ቤቚ𝐶𝑃 ≡
𝜕𝑄

𝜕𝑇 𝑃
10 και 𝐶𝑉 ≡

𝜕𝑄

𝜕𝑇
𝑉

(11)

➢Λόγος θερμοχωρητικοτήτων 𝛾 ≡
𝐶𝑃

𝐶𝑉
(12)

Ιδανικό αέριο 𝐶𝑃 = 𝐶𝑉 + 𝑛𝑅 (13)  (με 𝑛𝑅 =
𝑘

𝜇𝑚𝐻
), 𝐶𝑉 =

3

2
𝑛𝑅 (14), 

𝛾 = 5/3 (15)

➢Αδιαβατικές μεταβολές (𝑑𝑄 = 0) 𝛾
𝑑𝑉

𝑉
= −

𝑑𝑃

𝑃
(16)

Νόμος αδιαβατικού αερίου 𝑃𝑉𝛾 = 𝐾 (σταθερά) (17), 𝑃 = 𝛫′ 𝛵𝛾/(𝛾−1) (18)



Η αδιαβατική βαθμίδα θερμοκρασίας

Θεωρούμε μία φυσαλίδα αερίου που μεταβαίνει
αδιαβατικά από μία αρχική θέση 𝑖 σε ακτινική απόσταση 𝑟
από το κέντρο, σε μία τελική θέση 𝑓 σε απόσταση 𝑟 + 𝑑𝑟.
Στη τελική αυτή θέση, το υλικό στη φυσαλίδα έχει
πυκνότητα 𝜌∗,γενικά διαφορετική από την πυκνότητα της
περιβάλλουσας αστρικής ύλης, 𝜌(𝑟 + 𝑑𝑟). H 𝜌∗ προκύπτει
από την εφαρμογή του αδιαβατικού νόμου.

𝜌∗ = 𝜌 + 𝑑𝜌 = 𝜌 +
1

𝛾

𝜌

P

𝑑𝑃

𝑑𝑟
𝑑𝑟 (19)

Αν 𝜌∗ > 𝜌 𝑟 + 𝑑𝑟 το αέριο στη φυσαλίδα είναι πυκνότερο
από το περιβάλλον υλικό και θα «πέσει» στην αρχική του
θέση υπό την επίδραση της βαρύτητας (ευστάθεια).

Αν 𝜌∗ < 𝜌 𝑟 + 𝑑𝑟 η φυσαλίδα θα συνεχίσει να ανεβαίνει
υπό την επίδραση της άνωσης (αστάθεια).

Aλλά 𝜌 𝑟 + 𝑑𝑟 = 𝜌 +
𝑑𝜌

𝑑𝑟
𝑑𝑟 (20)

Από (19) και (20) προκύπτει η συνθήκη ευστάθειας για

μεταφορά
1

𝛾

𝜌

P

𝑑𝑃

𝑑𝑟
>
𝑑𝜌

𝑑𝑟



Απόδειξη της σχέσης (19):

𝑑ρ

𝜌
=

𝑑(
𝑚

𝑉
)

𝑚/𝑉
=

−
𝑚

𝑉2
𝑑𝑉

𝑚/𝑉
= −

𝑑𝑉

𝑉

𝛾
𝑑𝑉

𝑉
= −

𝑑𝑃

𝑃

−𝛾
𝑑𝜌

𝜌
= −

𝑑𝑃

𝑃
֜ 𝑑𝜌=

1

𝛾

𝜌

P
𝑑𝑃 =

1

𝛾

𝜌

P

𝑑𝑃

𝑑𝑟
𝑑𝑟

και  
𝑑𝜌

𝑑𝑟
=

1

𝛾

ρ

P

𝑑P

𝑑𝑟



Μπορούμε να εκφράσουμε τη συνθήκη ευστάθειας συναρτήσει τα βαθμίδας θερμοκρασίας. 

Είναι κατανοητό ότι όταν 𝜌∗ > 𝜌 𝑟 + 𝑑𝑟 θα πρέπει 𝛵∗ < 𝛵 𝑟 + 𝑑𝑟

( από νόμο ιδανικού αερίου)

Δηλ. η θερμοκρασία πρέπει να μειωθεί περισσότερο από  ότι συμβαίνει στο αστρικό υλικό, άρα,

𝑑𝑇

𝑑𝑟 star
<

𝑑𝑇

𝑑𝑟 ad
για ευστάθεια

Εύρεση του 
𝑑𝑇

𝑑𝑟 ad
:

Από τον νόμο ιδανικού αερίου, P𝑔𝑎𝑠 =
𝜌𝑘𝑇

𝜇𝑚𝐻 𝜇=𝜎𝜏𝛼𝜃

𝑑P

𝑑𝑟
=

𝜌𝑘

𝜇𝑚𝐻

𝑑T

𝑑𝑟
+

𝑘𝑇

𝜇𝑚𝐻

𝑑ρ

𝑑𝑟
֜

𝑑P

𝑑𝑟
=

P

𝑇

𝑑T

𝑑𝑟
+

𝑃

𝜌

𝑑ρ

𝑑𝑟

Για αδιαβατικές μεταβολές 
𝑑𝜌

𝑑𝑟
=

1

𝛾

ρ

P

𝑑P

𝑑𝑟

Οπότε η συνθήκη ευστάθειας γίνεται, αν και οι δύο βαθμίδες θερμοκρασίας είναι αρνητικές,

1 −
1

𝛾

𝑇𝑑P

𝑃𝑑𝑟
<

𝑑𝑇

𝑑𝑟 star
֜

𝑇

𝑃

𝑑𝑇

𝑑𝑟

−1 𝑑𝑃

𝑑𝑟
>

𝛾

𝛾−1
(𝑑𝑇/𝑑𝑟 < 0) ֜

𝑑𝑙𝑛𝑃

𝑑𝑙𝑛𝑇
>

𝛾

𝛾−1
=2.5 (ιδαν.μονοατ.αερ.)

1 −
1

𝛾

𝑑P

𝑑𝑟
=

P

𝑇

𝑑T

𝑑𝑟
֜

𝑑T

𝑑𝑟 𝑎𝑑
= 1 −

1

𝛾

𝑇𝑑P

𝑃𝑑𝑟



Το όριο για αστάθεια μεταφοράς, περιορίζει την ισχύ (φωτεινότητα) που μπορεί να μεταφερθεί με 
ακτινοβολία.

Είδαμε ότι 
𝑑𝑇

𝑑𝑟
= −

3

4𝑎𝑐

ഥ𝜅𝜌

𝑇3
𝐿𝑟

4𝜋𝑟2

Άρα για να έχουμε ευστάθεια μεταφοράς, θα πρέπει
𝑑Τ

𝑑𝑟
> 1 −

1

𝛾

𝑇𝑑P

𝑃𝑑𝑟
֜−

3

4𝑎𝑐

ഥ𝜅𝜌

𝑇3
𝐿𝑟

4𝜋𝑟2
> 1 −

1

𝛾

𝑇𝑑P

𝑃𝑑𝑟

Από την εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας έχουμε: 
𝑑𝑃

𝑑𝑟
= −𝐺

𝑀𝑟𝜌

𝑟2

Δηλαδή αν η φωτεινότητα που απαιτείται για να διατηρηθεί η ενεργειακή ισορροπία ξεπεράσει το
παραπάνω όριο, τότε η ενέργεια (ή μέρος της) θα μεταφερθεί με ρεύματα μεταφοράς.

Παρατηρώντας την παραπάνω σχέση βλέπουμε ότι όταν η αδιαφάνεια αυξηθεί αρκετά, μπορεί να
προκληθεί αστάθεια μεταφοράς→ ρεύματα μεταφοράς.

Επίσης, αστάθεια μεταφοράς μπορεί να προκύψει σε μια περιοχή όπου συμβαίνει ιονισμός, διότι
μέρος της ενέργειας ξοδεύεται για να ιονίσει το αέριο αντί να το θερμάνει, οδηγώντας σε μεγάλη
θερμοχωρητικότητα και μικρή αδιαβατική βαθμίδα θερμοκρασίας

Αστάθεια μπορεί επίσης να προκύψει όταν υπάρχει μεγάλη η εξάρτηση από τη θερμοκρασία της
παραγωγής πυρηνικής ενέργειας, προκαλώντας μια απότομη βαθμίδα στη ροή της ακτινοβολίας και
μια μεγάλη βαθμίδα θερμοκρασίας.

𝐿𝑟 <
16𝜋𝛼𝑐𝐺

3ഥ𝜅
1 −

1

𝛾

𝑇4

𝑃
𝑀𝑟





Εξισώσεις αστρικής δομής
Εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας 
𝑑𝑃

𝑑𝑟
= −𝐺

𝑀𝑟𝜌

𝑟2

Εξίσωση διατήρησης μάζας
𝑑𝑀𝑟

𝑑𝑟
= 4𝜋𝑟2𝜌

Εξίσωση βαθμίδας φωτεινότητας (luminosity)    
𝑑𝐿𝑟

𝑑𝑟
= 4𝜋𝑟2𝜌휀 (γενικά 휀 = 휀𝑛𝑢𝑐𝑙𝑒𝑎𝑟 + 휀𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑦)

Εξίσωση βαθμίδας θερμοκρασίας  

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= −

3

4𝑎𝑐

ഥ𝜅𝜌

𝑇3
𝐿𝑟

4𝜋𝑟2
𝛼𝜅𝜏𝜄𝜈𝜊𝛽𝜊𝜆𝜄𝛼

= − 1 −
1

𝛾

𝜇𝑚𝐻

𝑘

𝐺𝑀𝑟

𝑟2
𝛼𝛿𝜄𝛼𝛽𝛼𝜏𝜄𝜅𝜂 𝜇휀𝜏𝛼𝜑𝜊𝜌𝛼

(όπου ο δεύτερος κλάδος ισχύει όταν 
𝑑𝑙𝑛𝑃

𝑑𝑙𝑛𝑇
>

𝛾

𝛾−1



Επίλυση εξισώσεων αστρικής δομής

➢Εκτός από τις 4 εξισώσεις αστρικής δομής χρειάζονται επίσης:
➢Η καταστατική εξίσωση
➢Η αδιαφάνεια συναρτήσει της πυκνότητας, θερμοκρασίας και χημικής 

σύστασης
➢Η παραγόμενη ισχύς ανά μονάδα μάζας, ε, συναρτήσει της πυκνότητας, 

θερμοκρασίας και χημικής σύστασης

➢Αριθμητική επίλυση

➢Συνοριακές συνθήκες

καθώς καθώς r


