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PerÐlhyh

H enìthta pou akoloujeÐ anaptÔssei thn jewrÐa tou aerÐou Fermi sthn genik  tou mor-
f  kai sthn sunèqeia to exeidikeÔei sto purhnikì prìtupo tou aerÐou Fermi. ParatÐjetai h
peiramatik  marturÐa pou epibebai¸nei thn egkurìthta thc prosèggishc anex�rthtou swmatÐou
stouc pur nec, kÔria me peir�mata hmielastik c skèdashc hlektronÐwn.



Aèrio Fermi

Sthn melèth thc dom c twn atomik¸n pur nwn seir� apo endeÐxeic kai fainìmena epideiknÔoun
sumperifor� anex�rthtou swmatÐou. Anaferìmaste se fainìmena sta opoÐa to puknì sÔsthma twn
N noukleonÐwn sumperifèretai ¸ste to k�je noukleìnio na aisj�netai thn parousÐa twn upìloip-
wn noukleonÐwn kata èna sunolikì kai èmmeso trìpo, mèsw k�poiou mèsou pedÐou. Poll� apo
ta peiramatik� aut� dedomèna, an melethjoÔn san sun�rthsh tou atomikoÔ arijmoÔ epideiknÔoun
kai floi¸dh dom . EÐnai profanèc ìti floi¸dhc dom  upodhl¸nei kai sumperifor� anex�rthtou
swmatÐou.

Istorik� h adunamÐa thc katanìhshc thc klasik� par�doxhc aut c sumperifor�c, ìti dhlad 
èna exairetik� puknì sÔsthma ìpwc o atomikìc pur nac mporeÐ na perigrafeÐ me b�sh th jewrÐ-
a anex�rthtou swmatÐou, kajustèrhse shmantik� thn an�ptuxh tou protÔpou twn floi¸n kai twn
jewri¸n purhnikoÔ mèsou pedÐou. EÐnai qarakthristikì ìti to prìtupo floi¸douc dom c kajier¸ne-
tai 35 qrìnia argìtera apo thn anak�luyh tou pur na kai 20 qrìnia argìtera apo thn anak�luyh
twn sustatik¸n tou.

H piì aplh morf  jewrÐac anex�rthtou swmatÐou eÐnai aut  tou kbantikoÔ aèriou Fermi. To
dunamikì pou to dièpei, to dunamikì apeÐrou b�jouc, eÐnai to pio aplì dunamikì to opoÐo mporoÔme
na epikalesjoÔme gia na dhmiourg soume èna dèsmio sÔsthma N swm�twn.

To kartesianì dunamikì apeÐrou b�jouc

Ja arqÐsoume thn exètash tou kbantikoÔ aèriou Fermi me thn melèth thc kumatosun�rthshc N
swm�twn se kartesianì dunamikì apeÐrou b�jouc:

V (x, y, z) =
{

0 , x, y, z ≤ L
∞ , x, y, z > L

Ta swm�tia eÐnai egklwbismèna se kib¸tio (kÔbo) ìgkou V = L3. H epilog  kartesian¸n sunte-
tagmènwn kai kubikoÔ ìgkou, Ðswc xenÐzei afoÔ mac stereÐ thn sfairik  summetrÐa. H epexhghmatik 
axÐa thc epilog c aut c ja gÐnei profan c sthn sunèqeia. Ja epanèljoume sthn epÐlush tou prob-
l matoc se sfairikèc suntetagmènec kai me sfairikì trisdi�stato dunamikì apeÐrou b�jouc sthn
epìmenh enìthta.

AxÐzei na parathr soume ìti to Ðdio autì dunamikì (apeÐrou b�jouc) tìso sthn klasik  ìso
kai sthn kbantik  fusik  orÐzei to idanikì aèrio. AntistoiqeÐ sthn epilog  ìti ta sustatika tou
aerÐou (l.q. ta mìria) den allhlepidroÔn metaxÔ touc all� mìno me ta toiqwmata tou doqeÐou pou
to egklwbÐzoun ta opoÐa eÐnai kai adiapèrasta.

GnwrÐzoume apo thn kbantik  jewrÐa poll¸n swm�twn oti gia fermionik� sÔsthmata ( l.q.twn
noukleonÐwn tou atomikoÔ pur na) h kumatosun�rthsh ja eÐnai mia orÐzousa Slater:
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ΨN (r1, r2, . . . , rN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(r1) ϕ1(r2) . . . ϕ1(rN )
ϕ2(r1) ϕ2(r2) . . . ϕ2(rN )

...
...

...
...

ϕN (r1) ϕN (r2) . . . ϕN (rN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H aneÔresh twn troqiak¸n: ϕλ(~rj) sto kubikì autì phg�di eÐnai exairetik� apl  kai idiaÐtera
paidagwgik . Den qrei�zetai sthn perÐptwsh aut  na lÔsoume thn exÐswsh Schrödinger enìc
s¸matoc sto dunamikì autì.

Ho(j)ϕλ(j) = ελϕλ(j)

sthn perÐptwsh mac, h apaÐthsh ìpwc ta troqiak� ϕλ(~rj) èqoun thn swst  asumptwtik  sumperi-
for�, dhladh: ϕλ(~r = 0) = 0 kai ϕλ(~r = L) = 0 odhgeÐ sthn lÔsh (prosdiorismì twn troqiak¸n).

ϕ(x, y, z) = A(sinkxx)(sinkyy)(sinkzz)

kL = nπ → ki =
niπ

L

ìpou i = x, y, z kai ni = 1, 2, . . . ,∞

�ra
ϕλ(x, y, z) = Asin(

nxπ

L
x)sin(

nyπ

L
y)sin(

nzπ

L
z)

EÐnai profanèc ìti o deÐkthc λ o opoÐoc prosdiorÐzei to troqiakì èqei treÐc sunist¸sec λ =
(nx, ny, nz) eÐnai dhlad  èna trisdi�stato �nusma ston q¸ro twn orm¸n.
To fermiìnio me kumatodi�nusma kx èqei orm  |pi| = h̄ki.

Sq. 1: Ston q¸ro twn orm¸n k�je troqiakì katalamb�nei k�poia jèsh h opoÐa orÐzetai apo ton
deÐkth λ = (nx, ny, nz). K�je tètoia kat�stash katalamb�nei ìgko ωi.

EÐnai exairetik� qr simo na doÔme pwc anaparast¸ntai ston q¸ro twn orm¸n kai ti shmaÐ-
noun ta pio p�nw apotèlesmata. EÔkola mporoÔme na epishm�noume ìti ston q¸ro twn orm¸n
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k�je troqiakì katalamb�nei mia sugkekrinènh jèsh h opoÐa isapèqei apo opoiad pote geitonik 
thc. MporoÔme ètsi na poÔme ìti k�je tètoia kat�stash katalambanei èna sugkekrimèno ìgko ωi

kai sthn sunèqeia na broÔme ton arijmì katast�sewn ana mon�da ìgkou (dhlad  thn puknìthta
katast�sewn). Dhlad :

• ' ' ìgkoc ' ' pou katalamb�nei k�je kat�stash :

ωi = (
πh̄

L
)3

• Arijmìc katast�sewn an� mon�da ' �ogkou ' 'ston q¸ro twn orm¸n:

1
ωi

= (
L

πh̄
)3 =

V

(πh̄)3

Prosoq :

• Mac endiafèrei mìno to tetarthmìrio (+++) dhl. to 1
8 tou diajèsimou q¸rou. Arnhtikì

prìshmo se opoiad pote epimèrouc kumatosun�rthsh den èqei xeqwrist  shmasÐa.

• An to fermiìnio èqei spin S, tìte h arq  tou Pauli mac epitrèpei na èqoume (2S +1) fermiìnia
na katalamb�noun thn Ðdia kat�stash.

• Gia noukleìnia me isospin I, tìte h arq  tou Pauli mac epitrèpei na èqoume (2I+1) noukleìnia
na katalamb�noun thn Ðdia kat�stash.

Me ta pio p�nw stoiqeÐa mporoÔme na upologÐsoume mia seir� apì endiafèrousec posìthtec:

A) N(po): oloklhrwmènh puknìthta katast�sewn
O arijmìc twn katast�sewn (ston sugkekrimèno gewmetrikì ìgko V ) me to periorismì h orm 
opoiasd pote kat�stashc na mhn uperbaÐnei to po.

N(po) = (ìgkoc tetarthmorÐou)× (Arijmìc katast�sewn an� mon�da ìgkou) =

= [
1
8
(
4π

3
p3

o)]× [
V

(πh̄)3
] =

V

(2πh̄)3
4π

3
p3

o → p3
o = (

3
4π

)(
No

V
)(

1
2πh̄

)3

B) n(po): puknìthta katast�sewn
O arijmìc katast�sewn me p tètoio: po < p < po + dpo

To diaforikì thc pio p�nw sqèshc eÐnai:

V

(2πh̄)3
4πpo

2dpo
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G) N(E): oloklhrwmènh puknìthta katast�sewn
O arijmìc katast�sewn me enèrgeia mikrìterh apì E
H enèrgeia tou swmatÐou E san sun�rthsh thc orm c dÐnetai apì thn sqèsh (mh sqetikistik�):

E =
p2

2m
=

p2
x + p2

y + p2
z

2m
→ p = (2mE)1/2

N(E) =
V

(2πh̄)3 4π
3 p3

o

=
V

(2πh̄)3
4π

3
(2mE)3/2

N(E) =
V

6π2h̄3 (2mE)3/2

D) n(E):puknìthta katast�sewn
O arijmìc twn katast�sewn an�mesa se E , E + dE eÐnai n(E)dE ìpou

n(E) =
dN(E)

dE
=

V

4π2

1
h̄3 (2m)3/2

√
E

Ac doÔme ti apotelèsmata prokÔptoun apo to aplì autì montèlo gia atomikoÔc pur nec.
Deqìmaste tic akìloujec paradoqèc:

• Ta noukleìnia eÐnai periorismèna se ìgko V = 4π
3 R3 , R = roA

1/3

• Ta noukleìnia èqoun spin 1/2, �ra sunodeÔontai apì èna par�gonta ekfulismoÔ (2S + 1) =
(2 · 1

2 + 1) = 2

• 'Eqoume ed¸ dÔo eid¸n noukleìnia, prwtìnia kai netrìnia, �lloc ènac par�gontac 2. ( M-
poroÔme na eisag�goume to isotopikì spin I:

I2 = +1
2 (prwtìnio)

I2 = −1
2 (netrìnio)

'Ara èqoume ènan par�gonta ekfulismoÔ 4. MporoÔme tìte na gr�youme:

A =(ìgkoc tetarthmorÐou)×(katast�seic an� mon�da ìgkou)×(par�gontac ekfulismoÔ)

A =
1
8
(
4π

3
)p3

o ×
V

(πh̄)3
× 4 (1)

= (
1
2π

)3
4
h̄3 [

4π

3
r3
oA][

4π

3
p3

o] (2)

→ p3
o =

(2πh̄)3

(ro)3
(

3
4π

)2
1
4

=
9
8

πh̄3

r3
o

⇒ (3)

p3
f =

9
8

πh̄3

r3
o

εf =
p2

f

2m
(4)
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An epilèxoume ro = 1.2fm, tìte: εf = 33MeV kai kf = 248MeV/c
To apotèlesma eÐnai entupwsiakì. To prìtupo autì problèpei ìti h energeia kai h orm  Fermi
eÐnai h Ðdia gia ìlouc touc pur nec!

Peiramatik  EpibebaÐwsh

H piì peistik  marturÐa gia thn egkurìthta tou protÔpou tou aèriou Fermi se purhnik� sust mata,
all� kai gia pukn� fermionik� sust mata genikìtera, proèrqetai apo thn hmielastik  skèdash
hlektronÐwn apo pur nec. Sthn hmielastik  skèdash, ta hlektrìnia sked�zontai prwtarqik� apo ta
noukleìnia (ta fortismena prwtìnia) ta opoÐa sunjètoun ton pur na kai ìqi ton pur na san sÔnolo.
'Opwc ja deÐxoume pio k�tw, apotèlesma thc skedashc aut c eÐnai h apok�luyh thc kinhmatik c
kat�stashc tou noukleonÐou apo to opoÐo proklhjhke h skèdash. AxÐzei na parathr soume ìti
to kata pìso sthn sunèqeia sugkekrimèno noukleìnio apodesmeÔthke apo ton pur na   ìqi eÐnai
adi�foro gia thn kinhmatik  tou hlektronÐou.

Sq. 2: Sqhmatik  Anapar�stash hmÐelastikhc skèdashc hlektronÐwn A) kata thn di�rkeia thc
skèdashc kai B) met� thn skedash. EÐnai pio aplì, all� ìqi anagkaÐo to noukleìnio pou apor-
rìfhse to dunhtikì fwtìnio na apodesmeujeÐ apo ton pur na.

Exet�zoume thn diadikasÐa thc hmielastik c skèdashc hlektronÐou apo pur na sthn prosèg-
gish anex�rthtou swmatÐou. Sthn prosèggish aut  to dunhtikì fwtìnio allhlepidr� mìno me èna
noukleìnio ( to pio sÔnhjec me èna prwtìnio), to opoÐo kineÐtai ston purhnikì ìgko qwrÐc na
allhlepidr� me ta geitonik� tou noukleìnia. Me thn bo jeia tou sq matoc orÐzoume tic akìlou-
jec posìthtec: To arqikì kai telikì tetr�nusma tou skedazomènou hlektronÐou ki = (k0

i ,
~ki) kai

kf = (k0
f , ~kf ), ìpwc to arqikì kai telikì tetr�nusma tou skedazomènou noukleonÐou pi = (p0

i , ~pi)
kai pf = (p0

f , ~pf ). O jugatrikìc pur nac anakroÔei me orm  prec.

To dunhtikì fwtìnio pou metèqei sthn antÐdrash, qarakthrÐzetai apo enèrgeia ω = ~kf − ~ki

kai orm  ~q = k0
f − k0

i . Diat rhsh thc orm c prÐn kai met� apo thn skèdash mac dÐnei tic akìloujec
exis¸seic:
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~pf = ~pi + ~q

Tf =
(~pi + ~q)2

2m

Trec =
p2

i

2(A− 1)m
(¿ Tf )

ìpou Tf eÐnai h kinhtik  enèrgeia tou skedazìmenou noukleonÐou kai Trec h kinhtik  enèrgeia tou
anakrouomènou pur na (jeat ).

Diat rhsh thc enèrgeiac prÐn kai met� apo thn skèdash Ei = Ef mac dÐnei tic akìloujec
exis¸seic:

Ei = ω + (
p2

i

2m
− ε) + Espectator

Ef = Tf + Espectator + Trec

'Opou ε eÐnai h enèrgeia allhlepÐdrashc tou noukleonÐou sto mèso pedÐo pou to desmeÔei kai
Espectator h enèrgeia twn (A-1) noukleonÐwn tou pur na, pou sthn prosèggish tou anex�rthtou
swmatÐou summetèqoun san aploÐ jeatèc. LÔnontac tic pio p�nw exis¸seic, san sun�rthsh tou ω
brÐskoume:

ω + (
p2

i

2m
− ε) = (Tf =

p2
i + q2 + 2~q · ~pi

2m
) + Trec

→ ω =
q2

2m
+

~q~pi

m
+ (ε + Trec)
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Sq. 3: SÔgkrish elastik c skedashc apo eleÔjera prwtìnia (stoqoc Udrogìnou) kai hmielastik c
skedashc apo pur na 4He.

H pio p�nw exÐswsh faner¸nei thn ikanìthta twn peiram�twn hmielastik c skèdashc na
apokalÔyoun thn arqik  katanom  orm¸n ston upo melèth pur na. O pio p�nw tÔpoc deÐqnei
ìti gia skèdash apo prwtìnia (stìqoc udrogìnou), ìlh h energìc diatom  ja sugkentrwjeÐ se
mÐa koruf . Se pur nec ìpou ta noukleìnia eÐnai dèsmia ston pur na, mporoÔme na melet soume
thn skèdash san sun�rthsh thc ω sthn perioq  pou ja antistoiqoÔse elastik  skèdash apo u-
drogìno. Ekei ja anamènoume mia peplatusmènh koruf  thc opoÐac to pl�toc ja eÐnai antÐstoiqo me
tic kinhtikèc enèrgeiec pou èqoun ta noukleìnia kai me mègisto pl�toc na dÐnetai apo thn enèrgeia
Fermi.

Ta peir�mata aut� gia pr¸th for� pragmatopoi jhkan ston epitaqunt  tou panepisthmÐou
Stanfond. Peiramatik� f�smata, energoÔ diatom c san sun�rthsh thc enèrgeiac ω tou dunhtikoÔ
fwtonÐou, parousi�zontai sto Sq ma 3. An�lush twn dedomènwn me b�sh ton pio p�nw formalismì
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èdwsan entupwsiak� kai aprìsmena apotelèsmata. To prìtupo tou aerÐou Fermi, periègrafe ta
dedomèna me exairetik� kal  akrÐbeia.

Sq. 4: Energìc diatom  apo peir�mata hmielastik c sked�shc hlektronÐwn apo a)12C, b) 118Sn
kai c) 208Pb. H suneq c kampÔlh eÐnai to �jroisma thc prìbleyhc tou protÔpou tou aerÐou Fer-
mi [1] me tic paramètrouc prosarmosmènec stic timèc pou deÐqnei to sq ma kai aploðkoÔ montèlou
hlektoparagwg c pionÐwn (se meg�la w).
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Pur nac Orm  kF Enèrgeia εF
6Li 169 15
12C 221 26

24Mg 235 29
40Ca 251 34
89Y 260 36

118Sn 260 36
181Ta 265 37
208Pb 265 37

PÐnakac 1: H orm  kai h enèrgeia Fermi pou prokÔptoun apo thn prosarmog  thc prìbleyhc tou
aerÐou Fermi [1] sta dedomèna thc hmielastik c skèdashc apo seir� pur nwn.

Ta prwtoporiak� peir�mata tou Stanford èdwsan gia mia seir� apo isìtopa gia thn orm  kF

kai enèrgeia εF tic timèc pou faÐnontai ston pÐnaka.

H entupwsiak  ikanìthta tou aerÐou Fermi na perigr�yei thn hmielastikh skèdash hlektronÐ-
wn apo atomikoÔc pur nec den af nei kammÐa amfibolÐa ìti prìtupa anex�rthtou swmatÐou, an-
tapokrÐnontai kai apeikonÐzoun touc pur nec. 'Etsi prìtupa mèsou pedÐou èqoun thn dunatìthta
kai mporoÔn na perigr�youn ta purhnik� fainìmena se bareioÔc pÔr nec. EÐnai ètsi mèlhma mac
na prospaj soume na kataskeu�soume thn kat�llhlh jewrÐa mèsou pedÐou pou na perigr�fei ta
fainìmena auta, kai idiaÐtera bèbaia thn floi¸dh dom  (MagikoÔc arijmoÔc klp.).

Den eÐnai kajìlou profanèc giatÐ to prìtupo tou aerÐou Fermi kai Ðswc �lla prìtupa pou
k�noun qr sh piì perÐplokwn dunamik¸n enìc s¸matoc, mporoÔn na perigr�foun me epituqÐa èna
puknì susthma, opwc oi atomikoÐ pur nec. Ja apant soume to er¸thma autì se mellontik  di�lexh.
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Ask seic

1.1 Sthn exètash tou dunamikoÔ apeÐrou b�jouc (blèpe sqetik  enìthta) katal xame sto
sumpèrasma ìti gnwrÐzoume me apìluth akrÐbeia thn orm  tou swmatÐou kai me sqetik� kal 
akrÐbeia thn jèsh tou. ParabaÐnei autì thn arq  thc abebaiìthtac;

1.2 Na perigr�yete to pur na 16O sto prìtupo aerÐou Fermi.
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