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4.1 Πόσες διακριτές καταστάσεις µεσονίων µπορείτε να φτιάξετε µε 1, 2, 3, 4, 5, και 6 διακριτές γεύσεις κουάρκ; Ποιος είναι ο γενικός 
      τύπος του αριθµού διακριτών µεσονικών καταστάσεων για  διακριτές γεύσεις;n

Από τη σύνθεση των σπιν κουάρκ-αντικουάρκ έχουµε δύο κατηγορίες µεσονικών καταστάσεων µε φυσική οµοτιµία, τα 
ψευδοβαθµωτά  και τα διανυσµατικά , για κάθε αριθµό διακριτών γεύσεων.(JP = 0−) (JP = 1−)

Με  γεύσεις µπορούµε να φτιάξουµε  διακριτούς συνδυασµούς κουάρκ-αντικουάρκ.n n2

Άρα, µπορούµε γενικά να φτιάξουµε  διακριτές θεµελιώδεις µεσονικές καταστάσεις από  διακριτές γεύσεις:  ψευδοβαθµωτά 
και  διανυσµατικά µεσόνια.

2n2 n n2

n2

Π.χ. n = 2 (u, d) Γεύση: 2 ⊗ 2̄ = 3 ⊕ 1 →
↑

ισοβαθµωτά µεσόνια

ισοδιανυσµατικά µεσόνια

Σπιν: 2 ⊗ 2̄ = 3 ⊕ 1
↙ ↘ ψευδοβαθµωτά µεσόνιαδιανυσµατικά µεσόνια

Τα 3 ισοδιανυσµατικά µεσόνια (3 καταστάσεις φορτίου) και το ισοβαθµωτό είναι διακριτά  4 διακριτά 
µεσόνια σε 2 οικογένειες (  και )  σύνολο  διακριτά µεσόνια

⇒
JP = 0− JP = 1− ⇒ = 2 × 4 = 8

n = 3 (u, d, s) Γεύση: 3 ⊗ 3̄ = 8 ⊕ 1

Σπιν: 2 ⊗ 2̄ = 3 ⊕ 1
↙ ↘ ψευδοβαθµωτά µεσόνιαδιανυσµατικά µεσόνια

Σύνολο  διακριτά µεσόνια= 2 × 9 = 18

3
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4.2 Το ίδιο πρόβληµα για τις καταστάσεις βαρυονίων.

Για τα βαρυόνια, έχουµε δύο θεµελιώδεις οικογένειες µε διακριτές καταστάσεις σπιν-οµοτιµίας,  και , για 
κάθε αριθµό διακριτών γεύσεων.

JP = 1/2+ JP = 3/2+

Στην περίπτωση των βαρυονίων, η συµµετρία της κυµατοσυνάρτησης σπιν-γεύσης δεσµεύει τους επιτρεπτούς συνδυασµούς 
παραγόντων γεύσης µε παράγοντες σπιν. Για δύο κουάρκ από  διαθέσιµες γεύσεις, η κυµατοσυνάρτηση µπορεί να αναλυθεί σε 

 συµµετρικούς και  αντισυµµετρικούς συνδυασµούς:
n

n(n + 1)/2 n(n − 1)/2

n ⊗ n =
n(n + 1)

2
⊕

n(n − 1)
2

⇒ n ⊗ n ⊗ n = (n ⊗
n(n + 1)

2 ) ⊕ (n ⊗
n(n − 1)

2 )
Άρα, µε τρία κουάρκ:

↓

συνδυασµοί
n2 =

n(n + 1)
2

+
n(n − 1)

2
↓ ↓

πλήρως συµµετρικοί + µικτά 
συµµετρικοί συνδυασµοί

µικτά συµµετρικοί συνδυασµοί

Για τo σπιν: 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = 2 ⊗ (3 ⊕ 1) = (2 ⊗ 3) ⊕ (2 ⊗ 1) = 4 ⊕ 2 ⊕ 2
⏟

µικτά συµµετρικοί συνδυασµοί
↙ ↘

πλήρως συµµετρικοί συνδυασµοί

Οι πλήρως συµµετρικοί συνδυασµοί γεύσης συνδυάζονται µε τους πλήρως συµµετρικούς συνδυασµούς σπιν (αντίστοιχους σε 
) και οι συνδυασµοί µικτής συµµετρίας γεύσης συνδυάζονται µε τους συνδυασµούς µικτής συµµετρίας σπιν 

(αντίστοιχους σε ), έτσι ώστε το γινόµενο να είναι πάντα συµµετρικό. Εποµένως, ο αριθµός των διακριτών θεµελιωδών 
βαρυονίων προσδιορίζεται µόνο από τον παράγοντα γεύσης που περιέχει τους πλήρως συµµετρικούς συνδυασµούς και είναι 

.

JP = 3/2+

JP = 1/2+

n2(n + 1)/2
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Π.χ. n = 2 (u, d) Γεύση: 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = (2 ⊗ 3) ⊕ (2 ⊗ 1) = 4 ⊕ 2 ⊕ 2

Σπιν: 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = (2 ⊗ 3) ⊕ (2 ⊗ 1) = 4 ⊕ 2 ⊕ 2

↑
 βαρυόνια (4 Δ + 2 Ν)4 ⊕ 2 = 6

JP =
3
2

+
JP =

1
2

+
↙ ↘

n = 3 (u, d, s) Γεύση: 3 ⊗ 3 ⊗ 3 = (3 ⊗ 6) ⊕ (3 ⊗ 3) = 10 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 1

Σπιν: 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = (2 ⊗ 3) ⊕ (2 ⊗ 1) = 4 ⊕ 2 ⊕ 2

↑
 βαρυόνια (10άδα + 8άδα)10 ⊕ 8 = 18

JP =
3
2

+
JP =

1
2

+
↙ ↘
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4.3 Χρησιµοποιώντας τους τελεστές κλίµακας, βρείτε τις φυσικές καταστάσεις µεσονίων µε τις τρεις ελαφρότερες γεύσεις  .u, d, s

⊗ =I3

Y

d u

s

+1/3

−2/3

+1/2−1/2 I3

Y

d̄ū

s̄+2/3

+1/2−1/2

−1/3 I3

Y

sd̄sū

ds̄ +1

+1/2−1/2

−1

−1 +1

us̄

dū ud̄dd̄, uū, ss̄

Οι τρεις κεντρικές καταστάσεις µε  µπορούν να κατασκευαστούν µε τους τελεστές κλίµακας και τη συνθήκη 
ορθογωνιότητας. Στο διάγραµµα , ξεκινώντας από τις κορυφές του εξάγωνου, µπορούµε να πάµε στο κέντρο µε 6 τρόπους:

Y = 0, I3 = 0
(I3 , Y )

sd̄sū

ds̄ us̄

dū ud̄

V+

V−

U+

U−

T+ T−

T+ |dū⟩ = | (T+d)ū⟩ + |d(T+ū)⟩ = |uū⟩ − |dd̄⟩
T− |ud̄⟩ = | (T−u)d̄⟩ + |u(T−d̄)⟩ = |dd̄⟩ − |uū⟩ = − T+ |dū⟩
V+ |sū⟩ = | (V+s)ū⟩ + |s(V+ū)⟩ = |uū⟩ − |ss̄⟩
V− |us̄⟩ = | (V−u)s̄⟩ + |u(V−s̄)⟩ = |ss̄⟩ − |uū⟩ = − V+ |sū⟩
U+ |sd̄⟩ = | (U+s)d̄⟩ + |s(U+d̄)⟩ = |dd̄⟩ − |ss̄⟩
U− |ds̄⟩ = | (U−d)s̄⟩ + |d(U−s̄)⟩ = |ss̄⟩ − |dd̄⟩ = − U+ |sd̄⟩

I3

Y

d u

s

T±

U± V±

I3

Y

d̄ū

s̄
V± U±

T±

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

⇒
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Μόνο δύο από τις έξι κεντρικές καταστάσεις που κατασκευάστηκαν µε τους τελεστές κλίµακας είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Υπάρχουν 
όµως τρεις καταστάσεις µε . Άρα, µία κατάσταση δεν είναι µέλος της ίδιας πολλαπλής και δεν µπορεί να 
κατασκευαστεί µε τους τελεστές κλίµακας.

Y = 0, I3 = 0

Κατασκευάζουµε πρώτα τις δύο γραµµικά ανεξάρτητες καταστάσεις από τους τρεις συνδυασµούς που βρήκαµε µε τους τελεστές 
κλίµακας:

|uū⟩ − |dd̄⟩ |uū⟩ − |ss̄⟩ |dd̄⟩ − |ss̄⟩

Ταυτοποιούµε µία κατάσταση µε το µέλος  της ισοτριπλής που είχαµε κατασκευάσει µε δύο γεύσεις,  και :I3 = 0 u d

|π0⟩ = |ψ1⟩ =
1

2
( |uū⟩ − |dd̄⟩)

Η δεύτερη γραµµικά ανεξάρτητη κατάσταση κατασκευάζεται παίρνοντας το γραµµικό συνδυασµό των άλλων δύο καταστάσεων που 
βρήκαµε µε τους τελεστές κλίµακας:

|ψ2⟩ = α ( |uū⟩ − |ss̄⟩) + β ( |dd̄⟩ − |ss̄⟩)

και απαιτώντας να είναι κι αυτός κανονικοποιηµένος στη µονάδα και ορθογώνιος στην :|ψ1⟩

⟨ψ1 |ψ2⟩ = 0 ⟨ψ2 |ψ2⟩ = 1
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⟨ψ1 |ψ2⟩ = 0 ⇒ α (⟨uū | − ⟨dd̄ |) ( |uū⟩ − |ss̄⟩) + β (⟨uū | − ⟨dd̄ |) ( |dd̄⟩ − |ss̄⟩) = 0

⇒ α⟨uū |uū⟩ − β⟨dd̄ |dd̄⟩ = 0 ⇒ α − β = 0 ⇒ α = β

⟨ψ2 |ψ2⟩ = 1 ⇒ α2 (⟨uū | − ⟨ss̄ |) ( |uū⟩ − |ss̄⟩) + 2αβ (⟨uū | − ⟨ss̄ |) ( |dd̄⟩ − |ss̄⟩) + β2 (⟨dd̄ | − ⟨ss̄ |) ( |dd̄⟩ − |ss̄⟩) = 1

⇒ α2 (⟨uū |uū⟩ + ⟨ss̄ |ss̄⟩) + 2αβ⟨ss̄ |ss̄⟩ + β2 (⟨dd̄ |dd̄⟩ + ⟨ss̄ |ss̄⟩) = 1

⇒ 2α2 + 2αβ + 2β2 = 1 ⇒ 2α2 + 2α2 + 2α2 = 1 ⇒ 6α2 = 1 ⇒ α = β =
1

6

⇒ |ψ2⟩ =
1

6
( |uū⟩ − |ss̄⟩ + |dd̄⟩ − |ss̄⟩) =

1

6
( |uū⟩ + |dd̄⟩ − 2 |ss̄⟩)

Η τρίτη κατάσταση µε  δεν είναι µέλος της ίδιας πολλαπλής, άρα είναι µόνη της µια απλή, και κατασκευάζεται µε ένα 
στοιχειώδη γραµµικό συνδυασµό, απαιτώντας να είναι κανονικοποιηµένος στη µονάδα και ορθογώνιος στις  και :

Y = 0, I3 = 0
|ψ1⟩ |ψ2⟩

|ψ3⟩ = κ |uū⟩ + λ |dd̄⟩ + μ |ss̄⟩ ⟨ψ1 |ψ3⟩ = 0 ⟨ψ2 |ψ3⟩ = 0 ⟨ψ3 |ψ3⟩ = 1

⟨ψ1 |ψ3⟩ = 0 ⇒ κ (⟨uū | − ⟨dd̄ |) |uū⟩ + λ (⟨uū | − ⟨dd̄ |) |dd̄⟩ + μ (⟨uū | − ⟨dd̄ |) |ss̄⟩ = 0

⇒ κ⟨uū |uū⟩ − λ⟨dd̄ |dd̄⟩ = 0 ⇒ κ − λ = 0 ⇒ κ = λ

⟨ψ2 |ψ3⟩ = 0 ⇒ κ (⟨uū | + ⟨dd̄ | − 2⟨ss̄ |) |uū⟩ + λ (⟨uū | + ⟨dd̄ | − 2⟨ss̄ |) |dd̄⟩ + μ (⟨uū | + ⟨dd̄ | − 2⟨ss̄ |) |ss̄⟩ = 0

⇒ κ⟨uū |uū⟩ + λ⟨dd̄ |dd̄⟩ − 2μ⟨ss̄ |ss̄⟩ = 0 ⇒ κ + λ − 2μ = 0 ⇒ 2κ = 2μ ⇒ κ = λ = μ

⟨ψ3 |ψ3⟩ = 1 ⇒ κ2 (⟨uū | + ⟨dd̄ | + ⟨ss̄ |) ( |uū⟩ + |dd̄⟩ + |ss̄⟩) = 1

⇒ κ2 (⟨uū |uū⟩ + ⟨dd̄ |dd̄⟩ + ⟨ss̄ |ss̄⟩) = 1 ⇒ 3κ2 = 1 ⇒ κ =
1

3
⇒ |ψ3⟩ =

1

3
( |uū⟩ + |dd̄⟩ + |ss̄⟩)
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Μπορούµε να επαληθεύσουµε ότι η κατάσταση  είναι όντως µια “άγευστη” απλή χρησιµοποιώντας τους τελεστές κλίµακας:|ψ3⟩

T+ |ψ3⟩ =
|u(T+ū)⟩ + | (T+d)d̄⟩

3
=

− |ud̄⟩ + |ud̄⟩

3
= 0 T− |ψ3⟩ =

| (T−u)ū⟩ + |d(T−d̄)⟩

3
=

|dū⟩ − |dū⟩

3
= 0

V+ |ψ3⟩ =
|u(V+ū)⟩ + | (V+s)s̄⟩

3
=

− |us̄⟩ + |us̄⟩

3
= 0 V− |ψ3⟩ =

| (V−u)ū⟩ + |s(V−s̄)⟩

3
=

|sū⟩ − |sū⟩

3
= 0

U+ |ψ3⟩ =
|d(U+d̄)⟩ + | (U+s)s̄⟩

3
=

− |ds̄⟩ + |ds̄⟩

3
= 0 U− |ψ3⟩ =

| (U−d)d̄⟩ + |s(U−s̄)⟩

3
=

|sd̄⟩ − |sd̄⟩

3
= 0

Εποµένως, ο συνδυασµός ενός κουάρκ (τριπλή) κι ενός αντικουάρκ (αντιτριπλή) δηµιουργούν εννέα καταστάσεις που 
οµαδοποιούνται σε οκτώ (οκταπλή) και µία (απλή):

⊗ =

3 ⊗ 3̄ 8 ⊕ 1

I3

Y

d u

s

I3

Y

d̄ū

s̄

⊕I3

Y

sd̄sū

ds̄ us̄

dū ud̄(uū − dd̄)/ 2

(uū + dd̄
−2ss̄)/ 6

I3

Y

(uū + dd̄ + ss̄)/ 3
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Η συµµετρία γεύσης SU(3) θα ήταν ακριβής αν όλα τα κουάρκ των τριών ελαφρότερων γεύσεων είχαν την ίδια µάζα. Γνωρίζουµε 
όµως ότι το κουάρκ  είναι σηµαντικά βαρύτερο από τα κουάρκ  και . Περιµένουµε συνεπώς η συµµετρία γεύσης SU(3) να είναι 
µόνο προσεγγιστική, οπότε οι φυσικές καταστάσεις µεσονίων θα είναι µίγµατα των καταστάσεων γεύσης της οµάδας SU(3). 
Πειραµατικά βρίσκουµε ότι για τα ψευδοβαθµωτά µεσόνια:

s u d

π0 =
1

2
(uū − dd̄)

η ≈
1

6
(uū + dd̄ − 2ss̄)

η′ ≈
1

3
(uū + dd̄ + ss̄)

Για τα διανυσµατικά µεσόνια βρίσκουµε ότι είναι κατά προσέγγιση “ιδανικά αναµεµιγµένα”:

ρ0 =
1

2
(uū − dd̄)

ω ≈
1

2
(uū + dd̄)

ϕ ≈ ss̄
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4.4 Φτιάξτε τις κυµατοσυναρτήσεις σπιν-γεύσης του βαρυονίου  µε (τρίτη προβολή του) σπιν επάνω και του 
      βαρυονίου  µε σπιν κάτω.

Σ+(JP = 1/2+)
Λ(JP = 1/2+)

Και τα δύο βαρυόνια είναι µέλη της βαρυονικής οκτάδας µε παραδοξότητα . Εποµένως, πρέπει να δούµε πώς κατασκευάζονται οι 
κυµατοσυναρτήσεις τις οκτάδας. Η σύνθεση των σπιν από τρεις διπλές της SU(2) είναι γνωστή, αλλά χρειάζεται η σύνθεση των 
γεύσεων από τρεις τριπλές της SU(3). Ένας κοµψός και εύχρηστος τρόπος είναι µε τη γραφική αναπαράσταση στης άλγεβρας SU(3).

−1

⊗ = ⊕

d u

s

d u

s

dd uu

ss

ud + du

2

ds + sd

2

us + su

2

ud − du

2

ds − sd

2

us − su

2

3 ⊗ 3 6 ⊕ 3̄

Η σύνθεση δύο τριπλών γεύσης δίνει µια συµµετρική εξαπλή και µια αντισυµµετρική τριπλή:
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Προσθήκη άλλης µιας τριπλής:

⊗ = ⊕

3 ⊗ 3 ⊗ 3 [ 6 ⊕ 3̄ ] ⊗ 3

⊗ [ ] ⊗

Σύνθεση της τρίτης τριπλής µε τη συµµετρική εξαπλή:

dd uu

ss

ud + du

2

ds + sd

2

us + su

2
⊗

d u

s

= ⇒

6 ⊗ 3 10 ⊕ 8
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Σύνθεση της τρίτης τριπλής µε την αντισυµµετρική τριπλή:

⊗ =⇒ ⊕

d d d uuu

(uu d + u du + duu)/ 3(d du + du d + u d d )/ 3

(d ds + dsd + sd d )/ 3 (uus + usu + suu)/ 3

sss

(dss + sds + ssd )/ 3 (uss + sus + ssu)/ 3

(u ds + usd + dsu+

dus + su d + sdu)/ 6

καταστάσεις πλήρως συµµετρικές

(−2d du + du d + u d d )/ 6 (2uu d − u du − duu)/ 6

(2d ds − dsd − sd d )/ 6 (2uus − usu − suu)/ 6

(sds + dss − 2ssd )/ 2 (sus + uss − 2ssu)/ 6

(usd + su d−
sdu − dsu)]/2

(2u ds − usd − dsu+

2dus − su d − sdu)]/ 12

καταστάσεις 1↔2 συµµετρικές 
ορθογώνιες στα µέλη της δεκαπλής

⊗ =

(u d − du)d / 2 (u d − du)u / 2

(ds − sd )d / 2 (us − su)u / 2

(ds − sd )s / 2 (us − su)s / 2

[(us − su)d+
(ds − sd )u]/2

[2(u d − du)s+

(us − su)d − (ds − sd )u]/ 12

καταστάσεις 1↔2 αντισυµµετρικές

⊕

(u ds − usd + dsu−

dus + su d − sdu)/ 6

κατάσταση πλήρως αντισυµµετρική

3̄ ⊗ 3 8 ⊕ 1
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Η οκτάδα:

(u d d − du d )/ 2 (u du − duu)/ 2

(dsd − sd d )/ 2 (usu − suu)/ 2

(dss − sds)/ 2 (uss − sus)/ 2

(usd − su d+
dsu − sdu)/2

(2u ds + usd − su d−

2dus + sdu − dsu)/ 12

καταστάσεις 1↔2 αντισυµµετρικές

⊕

(u ds − usd + dsu−

dus + su d − sdu)/ 6

κατάσταση πλήρως αντισυµµετρική

(−2d du + du d + u d d )/ 6 (2uu d − u du − duu)/ 6

(2d ds − dsd − sd d )/ 6 (2uus − usu − suu)/ 6

(sds + dss − 2ssd )/ 2 (sus − uss − 2ssu)/ 6

(usd + su d−
sdu − dsu)]/2

(2u ds − usd − dsu+

2dus − su d − sdu)]/ 12

καταστάσεις 1↔2 συµµετρικές

⊕

Με βάση τη µικτή συµµετρία της οκτάδας, έχοντας κατασκευάσει την κυµατοσυνάρτηση ενός µέλους (π.χ. του πρωτονίου), µπορούµε 
να κατασκευάσουµε τις κυµατοσυναρτήσεις άλλων µελών της οκτάδας µε απλή αλλαγή µιας γεύσης:

p ↔ n (u ↔ d) p ↔ Σ+ (d ↔ s)
Σ+ ↔ Σ− (u ↔ d) n ↔ Σ0 (d ↔ s)
Ξ0 ↔ Ξ− (u ↔ d)

⊕

n p

Σ− Σ+

Ξ− Ξ0

Λ

Σ0
⊕

Λ

Σ0

n p

Σ− Σ+

Ξ− Ξ0

Λ

δεν δίνει συµµετρικό 
γινόµενο σπιν-γεύσης 
(δεν υπάρχει πλήρως 
αντισυµµετρικός 
συνδυασµός 3 σπιν)
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|Σ+ ↑ ⟩ = (2uus − usu − suu)(2 ↑ ↑ ↓ − ↑ ↓ ↑ − ↓ ↑ ↑ ) + (usu − suu)( ↑ ↓ ↑ − ↓ ↑ ↑ )
= (2u ↑ u ↑ s ↓ − u ↑ u ↓ s ↑ − u ↓ u ↑ s ↑ + 2u ↑ s ↓ u ↑ − u ↑ s ↑ u ↓ − u ↓ s ↑ u ↑

+ 2s ↓ u ↑ u ↑ − s ↑ u ↑ u ↓ − s ↑ u ↓ u ↑ )/ 18

|Λ ↑ ⟩ = (usd + sud − sdu − dsu)(2 ↑ ↑ ↓ − ↑ ↓ ↑ − ↓ ↑ ↑ ) +
(2uds + usd − sud − 2dus + sdu − dsu)( ↑ ↓ ↑ − ↓ ↑ ↑ )

= (u ↑ d ↓ s ↑ − u ↓ d ↑ s ↑ + d ↓ u ↑ s ↑ − d ↑ u ↓ s ↑ + s ↑ d ↓ u ↑ − s ↑ d ↑ u ↓ + u ↑ s ↑ d ↓ − u ↓ s ↑ d ↑

+ s ↑ u ↑ d ↓ − s ↑ u ↓ d ↑ + d ↓ s ↑ u ↑ − d ↑ s ↑ u ↓ )/ 12

Άρα:

Η κανονικοποίηση υπολογίζεται στο τέλος από το άθροισµα των τετραγώνων των συντελεστών όλων των όρων της κυµατοσυνάρτησης:

|ψbaryon⟩ =
1

N
(κ1 |a ↑ b ↓ c ↓ ⟩ + κ2 |a ↓ b ↑ c ↓ ⟩ + ⋯) =

1

N (∑
i

κi |ψi(abc)⟩) ⇒ N = ∑
i

|κi |
2

|ψmeson⟩ =
1

N
(λ1 |a ↑ b̄ ↓ ⟩ + λ2 |a ↓ b̄ ↑ ⟩ + ⋯) =

1

N (∑
i

λi |ψi(ab̄)⟩) ⇒ N = ∑
i

|λi |
2
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4.5 Ένας εµπειρικός τύπος υπολογισµού της µάζας των µεσονίων είναι: 

  

      όπου  είναι οι µάζες του ζεύγους κουάρκ-αντικουάρκ που απαρτίζουν το µεσόνιο “ντυµένες” µε την ενέργεια αλληλεπίδρασής 
      τους,  MeV και  MeV και  είναι µια παράµετρος σθένους της “χρωµοµαγνητικής” αλληλεπίδρασης 
      µεταξύ των σπιν  του ζεύγους, η προσαρµογή της οποίας στα δεδοµένα δίνει  MeV. Εκτιµήστε µε αυτόν 
      τον τύπο τις µάζες των θεµελιωδών ψευδοβαθµωτών και διανυσµατικών µεσονίων.

Mmeson = m1 + m2 + A
⃗S 1 ⋅ ⃗S 2

m1m2
(1)

m1,2
mu ∼ md ∼ 300 ms ∼ 500 A⃗S 1,2 A ∼ (2mu)2 × 160

Υπολογίζουµε πρώτα τις ιδιοτιµές του τελεστή  :⃗S 1 ⋅ ⃗S 2

⃗S = ⃗S 1 + ⃗S 2 ⇒ S2 = S2
1 + S2

2 + 2 ⃗S 1 ⋅ ⃗S 2 ⇒ ⃗S 1 ⋅ ⃗S 2 =
1
2

(S2 − S2
1 − S2

2)

⇒ ⃗S 1 ⋅ ⃗S 2 =
1
2

[S(S + 1) − S1(S1 + 1) − S2(S2 + 1)]

=
1
2 [S(S + 1) −

1
2 ( 1

2
+ 1) −

1
2 ( 1

2
+ 1)]

=
1
2 [S(S + 1) −

3
4

−
3
4 ] =

S(S + 1)
2

−
3
4

=
0 − 3

4 = − 3
4 S = 0

1 − 3
4 = + 1

4 S = 1

Θεωρούµε ότι κάθε όρος της κυµατοσυνάρτησης γεύσης συνεισφέρει σύµφωνα µε τον εµπειρικό τύπο (1) και προσθέτουµε τις 
συνεισφορές σταθµισµένες µε τα τετράγωνα των συντελεστών, εφόσον η µάζα λαµβάνεται ως η µέση τιµή του αντίστοιχου τελεστή 
στη θεµελιώδη κατάσταση του µεσονίου και συνεπώς εξαρτάται τετραγωνικά από την αντίστοιχη κυµατοσυνάρτηση, π.χ. 
π0 = (uū − dd̄)/ 2 ⇒ Mπ0 = (1/2)Muū + (1/2)Mdd̄
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Εποµένως, για τα ψευδοβαθµωτά µεσόνια (σε παρένθεση οι πειραµατικές τιµές):

Mπ ∼ 2mu − 4m2
u × 160 MeV ×

3
4m2

u
= (2 × 300 − 3 × 160) MeV = (600 − 480) MeV = 120 MeV (140 MeV)

MK ∼ mu + ms − 4m2
u × 160 MeV ×

3
4mums

= (300 + 500 − 3 ×
3
5

× 160) MeV = (800 − 288) MeV = 512 MeV (500 MeV)

η =
1

6
(uū + dd̄ − 2ss̄) ⇒ Mη ∼

1
6

Muū +
1
6

Mdd̄ +
4
6

Mss̄ =
2
6

Mπ +
4
6

Mss̄ =
1
3

Mπ +
2
3

Mss̄

=
1
3 (Mπ + 2 × 2ms + 2 × 4m2

u × 160 MeV ×
−3/4

m2
s )

=
1
3 (120 MeV + 2000 MeV − 6 × 160 ×

32

52
MeV)

=
1
3 (2120 MeV − 960 ×

9
25

MeV)
=

1
3

(2120 − 346) MeV =
1
3

× 1774 MeV = 591 MeV (549 MeV)

η′ =
1

3
(uū + dd̄ + ss̄) ⇒ Mη′ ∼

1
3

Muū +
1
3

Mdd̄ +
1
3

Mss̄ =
2
3

Mπ +
1
3

Mss̄

=
1
3 (240 MeV + 1000 MeV − 3 × 160 ×

32

52
MeV)

=
1
3 (1240 MeV − 480 ×

9
25

MeV)
=

1
3

(1240 − 173) MeV =
1
3

× 1067 MeV = 356 MeV (958 MeV)
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Για τα διανυσµατικά µεσόνια:

Mρ ∼ Mω ∼ 2mu + 4m2
u × 160 MeV ×

1
4m2

u
= (2 × 300 + 160) MeV = 760 MeV (770, 783 MeV)

MK* ∼ mu + ms + 4m2
u × 160 MeV ×

1
4mums

= (300 + 500 +
3
5

× 160) MeV = (800 + 96) MeV = 896 MeV (896 MeV)

Mϕ ∼ 2ms + 4m2
u × 160 MeV ×

1
4m2

s
= (2 × 500 +

9
25

× 160) MeV = (1000 + 58) MeV = 1058 MeV (1020 MeV)

Γενικά, η συµφωνία µε το πείραµα είναι καλή, µε αποκλίσεις το πολύ της τάξης του 10%, εκτός από την περίπτωση του  όπου η 
πρόβλεψη και το πείραµα διαφέρουν σχεδόν κατά έναν παράγοντα 3

η′ 
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4.6 Ο αντίστοιχος εµπειρικός τύπος υπολογισµού της µάζας των βαρυονίων είναι: 

  

      όπου  είναι οι µάζες των κουάρκ που απαρτίζουν το βαρυόνιο “ντυµένες” µε την ενέργεια αλληλεπίδρασής τους, 
       MeV και  MeV και  είναι µια παράµετρος σθένους της “χρωµοµαγνητικής” αλληλεπίδρασης 
      µεταξύ των σπιν  του ζεύγους κουάρκ , η προσαρµογή της οποίας στα δεδοµένα δίνει  MeV. 
      Εκτιµήστε µε αυτόν τον τύπο τις µάζες των βαρυονίων της θεµελιώδους οκτάδας και δεκάδας.

Mbaryon = m1 + m2 + m3 + A′ (
⃗S 1 ⋅ ⃗S 2

m1m2
+

⃗S 1 ⋅ ⃗S 3

m1m3
+

⃗S 2 ⋅ ⃗S 3

m2m3 ) (2)

m1,2,3
mu ∼ md ∼ 360 ms ∼ 540 A′ ⃗S i, j {i, j} A′ ∼ (2mu)2 × 50

Η επεξεργασία των όρων “χρωµοµαγνητικής” αλληλεπίδρασης είναι ευκολότερη όταν οι “ντυµένες” µάζες των κουάρκ είναι ίσες, 
οπότε οι παρονοµαστές παραγοντοποιούνται και η ιδιοτιµή του αθροίσµατος των τελεστών  υπολογίζεται εύκολα:⃗S i ⋅ ⃗S j

⃗S = ⃗S 1 + ⃗S 2 + ⃗S 3 ⇒ S2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 + 2( ⃗S 1 ⋅ ⃗S 2 + ⃗S 1 ⋅ ⃗S 3 + ⃗S 2 ⋅ ⃗S 3)

⇒ ⃗S 1 ⋅ ⃗S 2 + ⃗S 1 ⋅ ⃗S 3 + ⃗S 2 ⋅ ⃗S 3 =
1
2

(S2 − S2
1 − S2

2 − S2
3)

=
1
2

[S(S + 1) − S1(S1 + 1) − S2(S2 + 1) − S3(S3 + 1)]

=
1
2 [S(S + 1) −

1
2 ( 1

2
+ 1) −

1
2 ( 1

2
+ 1) −

1
2 ( 1

2
+ 1)]

=
1
2 [S(S + 1) −

3
4

−
3
4

−
3
4 ] =

S(S + 1)
2

−
9
8

=

1
2 × 1

2 × ( 1
2 + 1) = 3

8 − 9
8 = − 3

4 S = 1
2

1
2 × 3

2 × ( 3
2 + 1) = 15

8 − 9
8 = + 3

4 S = 3
2
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Τα βαρυόνια που αποτελούνται από κουάρκ µε ίσες “ντυµένες” µάζες είναι τα ,  και , συνεπώς:N Δ Ω

MN ∼ 3mu − 4m2
u × 50 MeV ×

3
4m2

u
= (3 × 360 − 3 × 50) MeV = (1080 − 150) MeV = 930 MeV (939 MeV)

MΔ ∼ 3mu + 4m2
u × 50 MeV ×

3
4m2

u
= (3 × 360 + 3 × 50) MeV = (1080 + 150) MeV = 1230 MeV (1232 MeV)

MΩ ∼ 3ms + 4m2
u × 50 MeV ×

3
4m2

s
= (3 × 540 + 150 ×

22

32 ) MeV = (1620 + 22) MeV = 1642 MeV (1672 MeV)

Εφαρµόζουµε τον ίδιο κανόνα υπολογισµού της µάζας των βαρυονίων µε την περίπτωση των µεσονίων, δηλαδή ότι κάθε όρος της 
κυµατοσυνάρτησης γεύσης συνεισφέρει σύµφωνα µε τον εµπειρικό τύπο (2) και οι συνεισφορές προστίθενται σταθµισµένες µε τα 
τετράγωνα των συντελεστών, π.χ.

χρησιµοποιώντας και το δεδοµένο mu /ms = 360 MeV / 540 MeV = 2/3

Δ+ =
1

3
(uud + udu + duu) ⇒ MΔ =

1
3

× 3 × Muud = Muud

Για τα υπόλοιπα βαρυόνια της δεκάδας,  και , τα σπιν των κουάρκ είναι όλα οµοπαράλληλα, οπότε όλοι οι τελεστές  
έχουν την ίδια ιδιοτιµή 1/4, όπως στην περίπτωση των διανυσµατικών µεσονίων, η οποία παραγοντοποιείται από το άθροισµα των 
όρων “χρωµοµαγνητικής” αλληλεπίδρασης:

Σ* Ξ* ⃗S i ⋅ ⃗S j

MΣ* ∼ 2mu + ms +
A′ 

4 ( 1
m2

u
+

2
mums ) = 2mu + ms + m2

u × 50 MeV × ( 1
m2

u
+

2
mums )

= [2 × 360 + 540 + 50 × (1 + 2 ×
2
3 )] MeV = (1260 + 117) MeV = 1377 MeV (1384 MeV)
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MΞ* ∼ mu + 2ms +
A′ 

4 ( 2
mums

+
1

m2
s ) = mu + 2ms + m2

u × 50 MeV × ( 2
mums

+
1

m2
s )

= [360 + 2 × 540 + 50 × (2 ×
2
3

+
22

32 )] MeV = [360 + 1080 +
100
3

× (2 +
2
3 )] MeV

= (1440 + 89) MeV = 1529 MeV (1533 MeV)

Στην οκτάδα, τα κουάρκ  και  έχουν οµοπαράλληλα σπιν στο βαρυόνιο , οπότε η ιδιοτιµή του τελεστή  είναι 1/4, όπως 
στην περίπτωση των διανυσµατικών µεσονίων, ενώ έχουν αντιπαράλληλα σπιν στο βαρυόνιο , οπότε η ιδιοτιµή του τελεστή 

 είναι －3/4, όπως στην περίπτωση των διανυσµατικών µεσονίων

u d Σ ⃗S u ⋅ ⃗S d
Λ⃗S u ⋅ ⃗S d

Στους όρους “χρωµοµαγνητικής” αλληλεπίδρασης ξεχωρίζουµε τον τελεστή  από το άθροισµα των  , ώστε να 
διαιρείται µόνο αυτός µε το γινόµενο  , και µετά στους όρους που περιλαµβάνουν το κουάρκ  αφαιρούµε τον  , ώστε 
το άθροισµα να παραµένει αναλλοίωτο:

⃗S u ⋅ ⃗S d
⃗S i ⋅ ⃗S j

mumd s ⃗S u ⋅ ⃗S d

MΣ ∼ mu + md + ms +A′ (
⃗S u ⋅ ⃗S d

mumd
+

⃗S 1 ⋅ ⃗S 2 + ⃗S 1 ⋅ ⃗S 3 + ⃗S 2 ⋅ ⃗S 3 − ⃗S u ⋅ ⃗S d

mums )
= 2mu + ms + 4m2

u × 50 MeV × ( 1/4
m2

u
+

−3/4 − 1/4
mums ) = 2mu + ms + m2

u × 50 MeV × ( 1
m2

u
−

4
mums )

= [2 × 360 + 540 + 50 × (1 − 4 ×
2
3 )] MeV = (720 + 540 −

250
3 ) MeV

= (1260 − 83) MeV = 1177 MeV (1193 MeV)
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MΛ ∼ mu + md + ms +A′ (
⃗S u ⋅ ⃗S d

mumd
+

⃗S 1 ⋅ ⃗S 2 + ⃗S 1 ⋅ ⃗S 3 + ⃗S 2 ⋅ ⃗S 3 − ⃗S u ⋅ ⃗S d

mums )
= 2mu + ms + 4m2

u × 50 MeV × ( −3/4
m2

u
+

−3/4 + 3/4
mums ) = 2mu + ms − 4m2

u × 50 MeV ×
3

4m2
u

= (2 × 360 + 540 − 150) MeV = (1260 − 150) MeV = 1110 MeV (1116 MeV)

Το βαρυόνιο  ή  της οκτάδας έχει όµοια δοµή γεύσης µε το  ή , αντίστοιχα, µετά από αντικατάσταση ενός κουάρκ 
πρώτης γενιάς µε ένα κουάρκ , οπότε:

Ξ− Ξ0 Σ− Σ+

s

MΞ ∼ mu + 2ms + m2
u × 50 MeV × ( 1

m2
s

−
4

mums ) = [360 + 2 × 540 + 50 × ( 22

32
− 4 ×

2
3 )] MeV

= (360 + 1080 − 50 ×
4 − 72

27 ) MeV

= (1440 − 126) MeV = 1314 MeV (1318 MeV)

Σε όλες τις περιπτώσεις οι αποκλίσεις από το πείραµα είναι µικρότερες από 2%
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4.7 Η ιδιάζουσα (intrinsic) µαγνητική διπολική ροπή ενός “σηµειακού” φερµιονίου µάζας  και φορτίου  σε ηρεµία ορίζεται από το 
      σπιν του: 

  

      όπου ο λόγος  ταυτίζεται µε τον κλασικό “γυροµαγνητικό” λόγο  του σωµατιδίου. Κατά σύµβαση, ο όρος “µαγνητική ροπή” 
      στο σύστηµα µονάδων SI (αποκαθιστώντας τις σταθερές  και ) συνδέεται µε το µισό του γυροµαγνητικού λόγου, 
      . Χρησιµοποιώντας τις “ντυµένες” µάζες  MeV των κουάρκ πρώτης γενιάς, 
      υπολογίστε την µαγνητική ροπή του πρωτονίου και του νετρονίου, καθώς και το λόγο τους.

m q

⃗μ =
q
m

⃗S ⇒ μz =
q
m

Sz

q/m g
ℏ c

μ = (g/2)(ℏ/c) = (qℏ)/(2mc) mu ∼ md ∼ 360

Ενδιαφερόµαστε για τη µέση τιµή του τελεστή συνολικής µαγνητικής ροπής σε µια ορισµένη κατάσταση συνολικού σπιν του 
βαρυονίου οκτάδας, έστω την κατάσταση µε σπιν “επάνω” (η κατάσταση µε σπιν “κάτω” είναι ακριβώς συµµετρική), οπότε:

μB = 2⟨B ↑ | (μ1 + μ2 + μ3)z |B ↑ ⟩ = 2⟨B ↑ ( μ1

ℏ
S1z

+
μ2

ℏ
S2z

+
μ3

ℏ
S3z) B ↑ ⟩= 2

3

∑
i=1

μi

ℏ ⟨B ↑ Siz B ↑ ⟩
Η κυµατοσυνάρτηση σπιν-γεύσης του πρωτονίου µε σπιν “επάνω” είναι:

|p ↑ ⟩ = (2u ↑ u ↑ d ↓ − u ↑ u ↓ d ↑ − u ↓ u ↑ d ↑ +
2u ↑ d ↓ u ↑ − u ↑ d ↑ u ↓ − u ↓ d ↑ u ↑ +

2d ↓ u ↑ u ↑ − d ↑ u ↑ u ↓ − d ↑ u ↓ u ↑ )/ 18

Η κυµατοσυνάρτηση αυτή αποτελείται από τρεις τριάδες όρων που διαφέρουν µεταξύ τους µόνο ως προς τη µετάθεση του κουάρκ , 
οπότε η συνεισφορά κάθε τριάδας είναι η ίδια και συνεπώς:

d

μp =
3 × 2

ℏ
( 4 ⟨u ↑ u ↑ d ↓ | (μ1S1z

+ μ2S2z
+ μ3S3z

) |u ↑ u ↑ d ↓ ⟩

+⟨u ↑ u ↓ d ↑ | (μ1S1z
+ μ2S2z

+ μ3S3z
) |u ↑ u ↓ d ↑ ⟩

+⟨u ↓ u ↑ d ↑ | (μ1S1z
+ μ2S2z

+ μ3S3z
) |u ↓ u ↑ d ↑ ⟩) / 18
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μp =
1
3 [4 ( μu

2
+

μu

2
−

μd

2 ) + ( μu

2
−

μu

2
+

μd

2 ) + (−
μu

2
+

μu

2
+

μd

2 )] =
1
3 [2(2μu − μd) +

μd

2
+

μd

2 ] =
1
3

(4μu − 2μd + μd)

όπου λαµβάνεται υπόψη η ορθοκανονικότητα των διαφορετικών όρων και οι συντελεστές τετραγωνίζονται όταν παίρνουµε τη µέση 
τιµή, ενώ οι ιδιοτιµές κάθε τελεστή  είναι , οπότε:Sz ±1/2

⇒ μp =
4μu − μd

3
=

4(quℏ)/(2muc) − (qdℏ/(2md)c
3

=
4qu /e − qd /e

3
⋅

mN

mu
⋅

eℏ
2mNc

=
8/3 + 1/3

3
⋅

mN

mu
μN =

mN

mu
μN = 2.78 μN

Για το νετρόνιο η ισοτοπική συµµετρία των κουάρκ  και  οδηγεί στο ίδιο ακριβώς αποτέλεσµα µετά την εναλλαγή των γεύσεων:u d

⇒ μn =
4μd − μu

3
=

4qd /e − qu /e
3

⋅
mN

mu
⋅

eℏ
2mNc

=
−4/3 − 2/3

3
⋅

mN

mu
μN = −

2
3

⋅
mN

mu
μN = − 1.85 μN

Με τον ίδιο τρόπο µπορούν να υπολογιστούν οι µαγνητικές ροπές όλων των βαρυονίων της οκτάδας, ενώ λαµβάνοντας υπόψη ότι οι 
“ντυµένες” µάζες των κουάρκ πρώτης γενιάς είναι ίσες, ο λόγος των µαγνητικών ροπών του νετρονίου και του πρωτονίου είναι:

μn

μp
=

4μd − μu

4μu − μd
∼

4qd − qu

4qu − qd
=

4 − (qu /qd)
4(qu /qd) − 1

=
4 − (−2)
4(−2) − 1

=
6

−9
= −

2
3

σε καλή συµφωνία µε την πειραµατική τιµή －0.685, µε µια απόκλιση της τάξης του 3%

σε πολύ καλή συµφωνία µε την πειραµατική τιµή  , όπου  MeV είναι η µάζα του νουκλεονίου,  
MeV είναι µια καλύτερη προσέγγιση της “ντυµένης” µάζας των κουάρκ πρώτης γενιάς,  είναι η µονάδα (θετικού) ηλεκτρικού φορτίου 
και  είναι η µονάδα πυρηνικής µαγνητικής ροπής που ονοµάζεται “µαγνητόνη”

μp = 2.79 μN mN = 939 mu = 338
e

μN = (eℏ)/(2mNc)

σε καλή συµφωνία µε την πειραµατική τιµή  , µε µια απόκλιση της τάξης του 3%μn = − 1.91 μN


