
Ασκήσεις στο νόµο του Coulomb

1.Μηδενική δύναµη από τρίγωνο.

Δύο θετικά ιόντα και ένα αρνητικό ιόν είναι σταθερά πάνω στις κορυφές ενός ισόπλευρου 
τριγώνου. Σε ποιο σηµείο του άξονα συµµετρίας της διάταξης πρέπει να τοποθετηθεί ένα τέταρτο 
ιόν ώστε η δύναµη πάνω σε αυτό να είναι µηδέν; Υπάρχουν περισσότερα από ένα τέτοια σηµεία; 
Θα χρειαστεί η αριθµητική επίλυση µιας εξίσωσης.


2.Δύναµη από φορτισµένο κώνο.

A. Ένα φορτίο  βρίσκεται στην κορυφή κορυφή ενός κώνου, 

άδειου στο εσωτερικό του, µε επιφανειακή πυκνότητα φορτίου 
. Το κεκλιµένο ύψος του κώνου είναι  και το γωνιακό ηµι-
άνοιγµά του είναι . Τι µπορείτε να πείτε για τη δύναµη που 
ασκεί ο κώνος στο φορτίο ;


B. Αν αποµακρυνθεί το µισό του κώνου που ακουµπά στην 
κορυφή του, όπως φαίνεται στο σχήµα, ποια δύναµη ασκεί το 
άλλο µισό του κώνου στο φορτίο ; Για ποια γωνία  γίνεται η 
δύναµη αυτή µέγιστη;


Ασκήσεις στο ηλεκτρικό πεδίο

1.Ηλεκτρικό πεδίο από φορτισµένο ηµισφαιρικό φλοιό.

Ένας λεπτός ηµισφαιρικός φλοιός ακτίνας  φέρει οµοιόµορφη 
επιφανειακή πυκνότητα φορτίου , όπως δείχνει το σχήµα. Βρείτε το 
ηλεκτρικό πεδίο σε ένα σηµείο  του άξονα συµµετρίας για 
οποιαδήποτε τιµή . Θα χρειαστεί ο τύπος 
ολοκλήρωσης:


.


2.Ηλεκτρικό πεδίο από φορτισµένο σφαιρικό φλοιό, σωστό και λάθος.

Το ηλεκτρικό πεδίο σε απειροελάχιστη απόσταση έξω από έναν οµοιόµορφα φορτισµένο λεπτό 
σφαιρικό φλοιό µε ακτίνα  και επιφανειακή πυκνότητα φορτίου  είναι . Προσπαθήστε να 
φτάσετε σε αυτό το αποτέλεσµα ως εξής:


A. Διαιρέστε το φλοιό σε απειροστά λεπτούς δακτυλίους, µε κέντρα πάνω στον άξονα που 
συνδέει το σηµείο εκτός του φλοιού και το κέντρο του φλοιού, και ολοκληρώστε τις 
συνεισφορές από όλους τους δακτυλίους στο πεδίο. Θα πρέπει να βρείτε το λάθος 
αποτέλεσµα .


B. Γιατί είναι λάθος αυτό το αποτέλεσµα; Προσέξτε ότι θα µπορούσατε να κάνετε ακριβώς το 
ίδιο ολοκλήρωµα της ερώτησης Α για να βρείτε το πεδίο σε απειροελάχιστη απόσταση µέσα 
από το φλοιό, όπου ξέρουµε από το πείραµα του Cavendish ότι το πεδίο µηδενίζεται. Άρα, 
γνωρίζετε εξαρχής ότι το ολοκλήρωµα αυτό δεν µπορεί από µόνο του να δώσει τη σωστή 
απάντηση, είτε µέσα είτε έξω από το φλοιό. Εξηγήστε ποια διόρθωση χρειάζεται για να 
πάρετε το σωστό αποτέλεσµα  έξω από το φλοιό.
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1.3 Force from a cone **
(a) A charge q is located at the tip of a hollow cone (such as an ice

cream cone without the ice cream) with surface charge density
σ . The slant height of the cone is L, and the half-angle at the
vertex is θ . What can you say about the force on the charge q
due to the cone?

(b) If the top half of the cone is removed and thrown away (see
Fig. 1.31), what is the force on the charge q due to the remain-
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Figure 1.31.

ing part of the cone? For what angle θ is this force maximum?

1.4 Work for a rectangle **
Two protons and two electrons are located at the corners of a rect-
angle with side lengths a and b. There are two essentially different
arrangements. Consider the work required to assemble the system,
starting with the particles very far apart. Is it possible for the work
to be positive for either of the arrangements? If so, how must a and
b be related? You will need to solve something numerically.

1.5 Stable or unstable? **
In the setup in Exercise 1.37, is the charge −Q at the center of the
square in stable or unstable equilibrium? You can answer this by
working with either forces or energies. The latter has the advan-
tage of not involving components, although things can still get
quite messy. However, the math is simple if you use a computer.
Imagine moving the −Q charge infinitesimally to the point (x, y),
and use, for example, the Series operation in Mathematica to cal-
culate the new energy of the charge, to lowest nontrivial order in
x and y. If the energy decreases for at least one direction of dis-
placement, then the equilibrium is unstable. (The equilibrium is
certainly stable with respect to displacements perpendicular to the
plane of the square, because the attractive force from the other
charges is directed back toward the plane. The question is, what
happens in the plane of the square?)
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Figure 1.32.

1.6 Zero potential energy for equilibrium **
(a) Two charges q are each located a distance d from a charge Q,

as shown in Fig. 1.32(a). What should the charge Q be so that
the system is in equilibrium; that is, so that the force on each
charge is zero? (The equilibrium is an unstable one, which can
be seen by looking at longitudinal displacements of the (nega-
tive) charge Q. This is consistent with a general result that we
will derive Section 2.12.)

(b) Same question, but now with the setup in Fig. 1.32(b). The
three charges q are located at the vertices of an equilateral
triangle.

(c) Show that the total potential energy in each of the above
systems is zero.
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charge density ρ, which can be considered to be built up from
many cylindrical shells.
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Figure 1.34.

1.12 Field from a hemispherical shell ***
A hemispherical shell has radius R and uniform surface charge
density σ (see Fig. 1.34). Find the electric field at a point on the
symmetry axis, at position z relative to the center, for any z value
from −∞ to ∞.

1.13 A very uniform field ***
(a) Two rings with radius r have charge Q and −Q uniformly

distributed around them. The rings are parallel and located a
distance h apart, as shown in Fig. 1.35. Let z be the vertical
coordinate, with z = 0 taken to be at the center of the lower
ring. As a function of z, what is the electric field at points on
the axis of the rings?
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Figure 1.35.

(b) You should find that the electric field is an even function with
respect to the z = h/2 point midway between the rings. This
implies that, at this point, the field has a local extremum as a
function of z. The field is therefore fairly uniform there; there
are no variations to first order in the distance along the axis
from the midpoint. What should r be in terms of h so that the
field is very uniform?

By “very” uniform we mean that additionally there aren’t
any variations to second order in z. That is, the second deriva-
tive vanishes. This then implies that the leading-order change
is fourth order in z (because there are no variations at any odd
order, since the field is an even function around the midpoint).
Feel free to calculate the derivatives with a computer.

1.14 Hole in a plane **
(a) A hole of radius R is cut out from a very large flat sheet with

uniform charge density σ . Let L be the line perpendicular to
the sheet, passing through the center of the hole. What is the
electric field at a point on L, a distance z from the center of the
hole? Hint: Consider the plane to consist of many concentric
rings.

(b) If a charge −q with mass m is released from rest on L, very
close to the center of the hole, show that it undergoes oscil-
latory motion, and find the frequency ω of these oscillations.
What is ω if m = 1 g, −q = −10−8 C, σ = 10−6 C/m2, and
R = 0.1 m?

(c) If a charge −q with mass m is released from rest on L, a dis-
tance z from the sheet, what is its speed when it passes through
the center of the hole? What does your answer reduce to for
large z (or, equivalently, small R)?



Ασκήσεις στο νόµο του Gauss

1.Ηλεκτρικό πεδίο σε επιφάνειες διαφορετικού σχήµατος.

Θεωρήστε το ηλεκτρικό πεδίο στην επιφάνεια (α) µιας σφαίρας µε ακτίνα , (β) ενός κυλίνδρου µε 
άπειρο µήκος και ακτίνα  και (γ) µιας πλάκας πάχους  της οποίας οι άλλες δύο διαστάσεις είναι 
άπειρες. Όλα αυτά τα αντικείµενα έχουν την ίδια χωρική πυκνότητα φορτίου . Συγκρίνετε το πεδίο 
στις τρεις περιπτώσεις και εξηγήστε γιατί τα µεγέθη της έντασής του κατατάσσονται µε τη σειρά 
που θα βρείτε.


2.Οµοιόµορφο ηλεκτρικό πεδίο σε κοιλότητα µε φορτισµένο τοίχωµα.

Μια συµπαγής σφαίρα έχει ακτίνα  και οµοιόµορφη χωρική πυκνότητα φορτίου . Ανοίγουµε µια 
σφαιρική κοιλότητα ακτίνας  µε κέντρο ένα τυχαίο σηµείο στο εσωτερικό της αρχικής σφαίρας, 
έτσι ώστε η κοιλότητα να βρίσκεται ολόκληρη στο εσωτερικό της αρχικής σφαίρας. Δείξτε ότι το 
ηλεκτρικό πεδίο µέσα στην κοιλότητα είναι οµογενές (δηλαδή έχει σταθερό µέτρο και σταθερή 
κατεύθυνση). Ποια είναι τα ανάλογα συµπεράσµατα για σχήµατα χαµηλότερης διάστασης, όπως ο 
κύλινδρος και η επίπεδη πλάκα;


Ασκήσεις στην ηλεκτρική ενέργεια και το ηλεκτρικό δυναµικό

1.Δυναµική ενέργεια κυλίνδρου.

Ένας κυλινδρικός όγκος ακτίνας  γεµίζει µε φορτίο οµογενούς πυκνότητας . Βρείτε τη δυναµική 
ενέργεια ανά µονάδα µήκους του κυλίνδρου. Θα βρείτε ότι η ενέργεια ανά µονάδα µήκους είναι 
άπειρη όταν τα φορτία έρχονται στον κύλινδρο από το άπειρο, γι΄ αυτό υποθέσατε ότι αρχικά είναι 
οµοιόµορφα κατανεµηµένα σε µια κυλινδρική επιφάνεια πολύ µεγάλης ακτίνας .


2.Σφαιρικός φλοιός.

A. Ένας σφαιρικός φλοιός µε φορτίο  οµοιόµορφα κατανεµηµένο σε όλο τον όγκο του έχει 

εσωτερική ακτίνα  και εξωτερική ακτίνα . Υπολογίστε και σχεδιάστε προσεγγιστικά το 
ηλεκτρικό πεδίο σαν συνάρτηση της απόστασης  από το κέντρο του φλοιού, για 

.


B. Βρείτε το δυναµικό στο κέντρο του φλοιού συναρτήσει του , υποθέτοντας .


3.Δυναµικές γραµµές κοντά στην αρχή των αξόνων.

A. Δύο ίσα θετικά φορτία  βρίσκονται στα σηµεία . Γράψτε το δυναµικό  στο 

ε π ί π ε δ ο  κ α ι σ τ η σ υ ν έ χ ε ι α ε φ α ρ µ ό σ τ ε τ ο α ν ά π τ υ γ µ α T a y l o r 
,  , κρατώντας µέχρι και τους τετραγωνικούς όρους ως 

προς  και ως προς , για να βρείτε µια προσεγγιστική έκφραση του δυναµικού κοντά στην 
αρχή . Σχεδιάστε τις ισοδυναµικές γραµµές στο επίπεδο  κοντά στην αρχή των 
αξόνων και περιγράψτε πώς θα είναι οι ισοδυναµικές επιφάνειες κοντά στην αρχή των 
αξόνων στις τρεις διαστάσεις.


B. Βρείτε το ηλεκτρικό πεδίο κοντά στην αρχή των αξόνων. Στη συνέχεια βρείτε τις εξισώσεις 
των δυναµικών γραµµών του πεδίου κοντά στην αρχή των αξόνων, απαιτώντας η κλίση 

 µιας γραµµής σε δεδοµένο σηµείο να ισούται µε το λόγο  των συνιστωσών του 
πεδίου σε αυτό το σηµείο. Σχεδιάστε τις δυναµικές γραµµές του πεδίου στο επίπεδο  
κοντά στην αρχή των αξόνων και περιγράψτε πώς θα είναι οι δυναµικές γραµµές κοντά στην 
αρχή των αξόνων στο επίπεδο .
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4.Ισοδυναµικές επιφάνειες γύρω από φορτισµένο δακτύλιο.

A. Ένας λεπτός δακτύλιος ακτίνας  φέρει οµοιόµορφα κατανεµηµένο φορτίο  και βρίσκεται 

στο επίπεδο  µε το κέντρο του στην αρχή των αξόνων. Βρείτε το ηλεκτρικό πεδίο σε όλα 
τα σηµεία του άξονα . Για ποια τιµή του  είναι το πεδίο µέγιστο;


B. Σχεδιάστε προσεγγιστικά τις ισοδυναµικές γραµµές στο επίπεδο  και εξηγήστε τη 
µετάβαση από περιοχές πολύ κοντά στο δακτύλιο σε περιοχές πολύ µακριά από αυτόν.


Ασκήσεις στην ηλεκτρική χωρητικότητα

1.Πυκνωτής τεσσάρων παράλληλων πλακών.

Θεωρήστε έναν πυκνωτή φτιαγµένο από τέσσερις παράλληλες πλάκες µε µεγάλη επιφάνεια 
εµβαδού  και σε ίσες αποστάσεις µήκους  µεταξύ τους. Η πρώτη και η τρίτη πλάκα συνδέονται 
µε σύρµα, όπως συνδέονται και η δεύτερη µε την τέταρτη πλάκα. Βρείτε τη χωρητικότητα του 
συστήµατος.


Ασκήσεις στις εξισώσεις Maxwell

1.Δυαδική ιδιότητα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου.

Να δειχτεί ότι για πεδία εντεινόµενα στον ελεύθερο πηγών κενό χώρο ( ) οι εξισώσεις 
Maxwell παραµένουν αναλλοίωτες κατά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού


,


όπου  µια αυθαίρετη σταθερή και  η ταχύτητα διάδοσης του φωτός στο κενό. 
Παρατηρείστε τη δυνατότητα εναλλαγής των πεδίων για , η οποία είναι γνωστή ως 
δυαδική ιδιότητα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου.


2.Δυναµικό µαγνητικού πεδίου.

Η µαγνητική επαγωγή ενός ηλεκτροµαγνητικού πεδίου δίνεται από τη σχέση , όπου  
µια σταθερή. Θεωρώντας συµµετρία γύρω από τον άξονα , να βρεθεί το µαγνητικό δυναµικό  και 
η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου , αν δίνεται ότι το ηλεκτρικό δυναµικό είναι .


3.Ο νόµος του Faraday σε κυλινδρικές συντεταγµένες.

Το διάνυσµα της µαγνητικής επαγωγής , κάθετο στο επίπεδο ενός κυκλικού ρευµατοφόρου 
βρόχου ακτίνας , δίνεται από τη σχέση


,


όπου  σταθερές και  η ακτινική απόσταση σε κυλινδρικές συντεταγµένες µε άξονα  τον 
άξονα του κυκλικού βρόχου και επίπεδο  το επίπεδο του βρόχου ( ). Με τη βοήθεια της 
ολοκληρωτικής διατύπωσης του νόµου της ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής, να βρεθεί το διάνυσµα 
της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου  σε ακτινική απόσταση  στο επίπεδο του βρόχου.
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4.Φορτίο από ηµι-άπειρο ρευµατοφόρο σύρµα.

Ένα ευθύγραµµο σύρµα µεγάλου µήκους φέρνει ρεύµα  στην αρχή των αξόνων, όπου αναπτύσσει 
αυξανόµενο σηµειακό φορτίο , έτσι ώστε . Θεωρήστε τον κύκλο  ακτίνας  του 
σχήµατος, ο οποίος φαίνεται υπό γωνία  από το φορτίο.


A. Υπολογίστε τη ροή του ηλεκτρικού πεδίου από το φορτίο , η 
οποία περνά µέσα από ένα σφαιρικό θόλο µε κέντρο το φορτίο 
και σύνορο τον κύκλο . Εξηγήστε γιατί η επιλογή της 
επιφάνειας ροής, µε την προϋπόθεση ότι δεν τέµνει το σύρµα, 
δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα (π.χ. θα µπορούσε να είναι ο 
δίσκος µε σύνορο τον κύκλο ).


B. Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο αποτέλεσµα, υπολογίστε 
την κυκλοφορία του µαγνητικού πεδίου πάνω στον κύκλο  από το νόµο Ampère-Maxwell,


,


όπου η επιφάνεια  είναι ο σφαιρικός θόλος του ερωτήµατος Α µε σύνορο τον κύκλο .


5.Ταλαντούµενο πεδίο σε σωληνοειδές πηνίο.

Σωληνοειδές πηνίο ακτίνας  µε  στροφές ανά µονάδα µήκους διαρρέεται από ρεύµα έντασης 

 δηµιουργώντας ένα χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο  στο 
εσωτερικό του πηνίου.


A. Υποθέτοντας ότι το µαγνητικό πεδίο είναι , βρείτε το ηλεκτρικό πεδίο 
 σε ακτίνα  µέσα στο πηνίο .


B. Το ηλεκτρικό πεδίο δηµιουργεί ένα πρόσθετο χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο. 
Βρείτε τη διαφορά  του συνολικού µαγνητικού πεδίου  σε ακτίνα  από το 
συνολικό µαγνητικό πεδίο  στον άξονα  του πηνίου.


C. Το συνολικό µαγνητικό πεδίο δεν ισούται µε  σε όλο το εσωτερικό του 
σωληνοειδούς, εξαιτίας της διαφοράς . Υπολογίστε το κλάσµα  και 
εξηγήστε γιατί η αρχική προσέγγιση  είναι πρακτικά ακριβής όταν η 
χρονική κλίµακα των µεταβολών του ρεύµατος είναι πολύ µεγαλύτερη από το χρόνο που 
χρειάζεται το φως για να διασχίσει την ακτίνα του πηνίου.


Ασκήσεις στα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα

1.Οδεύοντα και στάσιµα επίπεδα κύµατα.

Η επαλληλία (συµβολή)  των ηλεκτρικών πεδίων δύο επίπεδων κυµάτων που διαδίδονται 
σε αντίθετες κατευθύνσεις,


               και               ,


δηµιουργεί ένα στάσιµο επίπεδο κύµα µε ηλεκτρικό πεδίο , που 
χαρακτηρίζεται από σηµεία  στον άξονα διάδοσης στα 
ο π ο ί α µ η δ ε ν ί ζ ε τ α ι σ ε ό λ ο υ ς τ ο υ ς χ ρ ό ν ο υ ς κ α ι α π ό χ ρ ό ν ο υ ς 

 στους οποίους µηδενίζεται σε όλα τα σηµεία του άξονα 
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Problems 457

a light wave in one inertial frame looks like a light wave in any other
inertial frame.

Problems
9.1 The missing term **

Due to the contradiction between Eqs. (9.2) and (9.5), we know
that there must be an extra term in the ∇ × B relation, as we found
in Eq. (9.10). Call this term W. In the text, we used the Lorentz
transformations to motivate a guess for W. Find W here by taking
the divergence of both sides of ∇ × B = µ0J + W. Assume that
the only facts you are allowed to work with are (1) ∇ · E = ρ/ε0,
(2) ∇ · B = 0, (3) ∇ · J = −∂ρ/∂t, and (4) ∇ × B = µ0J in the
case of steady currents.

9.2 Spherically symmetric current *
A spherically symmetric (and constant) current density flows radi-
ally inward to a spherical shell, causing the charge on the shell to
increase at the constant rate dQ/dt. Verify that Maxwell’s equa-
tion, ∇ × B = µ0J + µ0ε0 ∂E/∂t, is satisfied at points outside the
shell.

9.3 A charge and a half-infinite wire **
A half-infinite wire carries current I from negative infinity to the
origin, where it builds up at a point charge with increasing q (so
dq/dt = I). Consider the circle shown in Fig. 9.12, which has

I
q
q

q
b

Figure 9.12.

radius b and subtends an angle 2θ with respect to the charge. Cal-
culate the integral

∫
B ·ds around this circle. Do this in three ways.

(a) Find the B field at a given point on the circle by using the Biot–
Savart law to add up the contributions from the different parts
of the wire.

(b) Use the integrated form of Maxwell’s equation (that is, the
generalized form of Ampère’s law including the displacement
current),

∫

C
B · ds = µ0I + µ0ε0

∫

S

∂E
∂t

· da, (9.59)

with S chosen to be a surface that is bounded by the circle and
doesn’t intersect the wire, but is otherwise arbitrary. (You can
invoke the result from Problem 1.15.)

(c) Use the same strategy as in (b), but now let S intersect the wire.

9.4 B in a discharging capacitor, via conduction current **
As mentioned in Exercise 9.15, the magnetic field inside a dis-
charging capacitor can be calculated by summing the contribu-
tions from all elements of conduction current. This calculation is



διάδοσης. Βρείτε το µαγνητικό πεδίο που συνδέεται µε το ηλεκτρικό πεδίο σε αυτό το στάσιµο 
κύµα µε δύο τρόπους:


A. Υπολογίζοντας τα µαγνητικά πεδία που συνδέονται µε καθένα από τα δύο οδεύοντα 
ηλεκτρικά πεδία και προσθέτοντάς τα.


B. Εφαρµόζοντας το νόµο του Faraday για να βρείτε το µαγνητικό πεδίο που συνδέεται µε το 
ηλεκτρικό πεδίο του στάσιµου κύµατος.


Προφανώς, τα δύο αποτελέσµατα πρέπει να είναι τα ίδια.


2.Πεδίο σε κουτί τετραγωνικής διατοµής.

Δείξτε ότι το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο που περιγράφεται από τις εκφράσεις


      και      


ικανοποιεί τις εξισώσεις Maxwell στον κενό χώρο όταν  και . Αυτό το 
πεδίο µπορεί να αναπτυχθεί σε µεταλλικό κουτί µε τετραγωνική διατοµή που ορίζεται από τις 
σχέσεις  και . Δώστε µια ποιοτική περιγραφή της 
κατανοµής του µαγνητικού πεδίου.


3.Ροή ενέργειας σε φορτιζόµενο πυκνωτή παράλληλων κυκλικών πλακών.

Ένας πυκνωτής παράλληλων κυκλικών πλακών ακτίνας  φορτίζεται από ρεύµα σταθερής έντασης 
. Το ηλεκτρικό πεδίο  ανάµεσα στις πλάκες αυξάνεται, εποµένως αυξάνεται και η πυκνότητα 
ενέργειας. Αυτό σηµαίνει προς πρέπει να υπάρχει κάποια ροή ενέργειας προς τον πυκνωτή. 
Υπολογίστε το διάνυσµα Poynting σε ακτίνα  από τον άξονα του πυκνωτή (συναρτήσει του  και 
του ) και επαληθεύστε ότι η ροή του ισούται µε το ρυθµό µεταβολής της ενέργειας που 
αποθηκεύεται στον κυλινδρικό όγκο ακτίνας  στο εσωτερικό του πυκνωτή.

E = ̂zE0 cos(k x)cos(k y)cos(ωt) B = B0 [x̂ cos(k x)sin(k y) − ŷ sin(k x)cos(k y)] sin(ωt)

E0 = 2cB0 ω = 2ck

−π /(2k) < x < π /(2k) −π /(2k) < x < π /(2k)

R
I E

r r
E

r

Φυσική ΙΙΙ, ΕΚΠΑ 2021-22 5 Κώστας Βελλίδης


