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Ανακεφαλαίωση των εξισώσεων Maxwell

Κώστας Βελλίδης

∇ ⋅ E =
ρ
ε0

∇ ⋅ B = 0

∇ × E +
∂B
∂t

= 0

∇ × B − μ0ε0
∂E
∂t

= μ0j

• Συνοδεύονται από κατάλληλες συνοριακές 
συνθήκες και καθορίζουν πλήρως τα Η/Μ 
πεδία από τις πηγές τους.


    (Θεώρημα Helmholtz: { , } → )∇ ⋅ A ∇ × A A

• Συνεπάγονται την εξίσωση συνέχειας (διατήρηση του ηλεκτρικού φορτίου):

∇ ⋅ E =
ρ
ε0

⇒ ε0∇ ⋅
∂E
∂t

=
∂ρ
∂t

∇ × B = μ0j + μ0ε0
∂E
∂t

⇒ 0 = ∇ ⋅ (∇ × B) = μ0∇ ⋅ j + μ0ε0∇ ⋅
∂E
∂t

⇒ ∇ ⋅ j +
∂ρ
∂t

= 0

ή σε ολοκληρωτική μορφή: ∮S
j ⋅ dS = −

dQS

dt

• Μαζί με την εξίσωση δύναμης του Lorentz που ορίζει τα πεδία: F = q(E + v × B)
περιγράφουν όλη την κλασική ηλεκτροδυναμική θεωρία.

Οι πηγές των πεδίων είναι χρονο-εξαρτώμενες κατανομές πυκνότητας φορτίων ρ(r,t) και 
ρευμάτων j(r,t). Μέσα στην ύλη, τα φορτία μπορούν να κινούνται είτε “ελεύθερα” (π.χ. σε 
αγωγούς) είτε “δέσμια” (π.χ. σε διηλεκτρικά ή μέσα στα άτομα). Οι εξισώσεις Maxwell 
μπορούν να γραφτούν με τέτοιο τρόπο που να διακρίνουν τις πηγές ελεύθερων φορτίων 
από αυτές των δέσμιων.
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Στην περίπτωση των διηλεκτρικών υλικών μέσα σε πυκνωτές, είχαμε δει την αλλαγή του 
ηλεκτρικού πεδίου από τα επαγόμενα “δέσμια” φορτία να περιγράφεται από την 
ηλεκτρική μετατόπιση D (με μονάδα C/m2) στη θέση της έντασης Ε:

D = κeε0E ⇒ ∮S
D ⋅ dS = QS ή ∇ ⋅ D = ρf

Νόμος του Gauss με πηγή την 
πυκνότητα ελεύθερου φορτίου.

(  το ρεύμα “μετατόπισης”)jd = ∂D/∂t

Όμοια, στην περίπτωση των μαγνητικών υλικών ορίζεται το βοηθητικό πεδίο: H =
B

κmμ0

(με μονάδα A/m) έτσι, ώστε:
∇ × H −

∂D
∂t

= jc
Νόμος Ampère-Maxwell με πηγή την 
πυκνότητα ρεύματος αγωγιμότητας.

Εξισώσεις Maxwell µέσα σε υλικά

Κώστας Βελλίδης

∇ ⋅ D = ρf

∇ ⋅ B = 0

∇ × E +
∂B
∂t

= 0

∇ × H −
∂D
∂t

= jc

με
D = εE ε = κeε0

H =
B
μ

μ = κmμ0

σε “γραμμικά” ( 

),


“ισότροπα” ( 

αριθμοί) και “ομογενή”

( ) μέσα.

∂κe/∂E
= ∂κm /∂B = 0

κe,m =

∇κe,m = 0
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Μαγνητική διπολική ροπή και στροφορµή

87332-7 MAG N ETI S M AN D E LECTRON S
PART 3

Orbital angular momentum cannot be measured; only its component
along any axis can be measured, and that component is quantized. The compo-
nent along, say, a z axis can have only the values given by

(32-29)

in which is called the orbital magnetic quantum number and “limit” refers to
some largest allowed integer value for . The signs in Eq. 32-29 have to do with
the direction of Lorb,z along the z axis.

The orbital magnetic dipole moment of an electron also cannot itself be
measured; only its component along an axis can be measured, and that compo-
nent is quantized. By writing Eq. 32-28 for a component along the same z axis
as above and then substituting for Lorb,z from Eq. 32-29, we can write the z
component morb,z of the orbital magnetic dipole moment as

(32-30)

and, in terms of the Bohr magneton, as

(32-31)

When an atom is placed in an external magnetic field , an energy U can be
associated with the orientation of the orbital magnetic dipole moment of each
electron in the atom. Its value is

(32-32)

where the z axis is taken in the direction of .
Although we have used the words “orbit” and “orbital” here, electrons do not

orbit the nucleus of an atom like planets orbiting the Sun. How can an electron
have an orbital angular momentum without orbiting in the common meaning of
the term? Once again, this can be explained only with quantum physics.

Loop Model for Electron Orbits
We can obtain Eq. 32-28 with the nonquantum derivation that follows, in which
we assume that an electron moves along a circular path with a radius that is much
larger than an atomic radius (hence the name “loop model”). However, the
derivation does not apply to an electron within an atom (for which we need
quantum physics).

We imagine an electron moving at constant speed v in a circular path of
radius r, counterclockwise as shown in Fig. 32-11. The motion of the negative
charge of the electron is equivalent to a conventional current i (of positive
charge) that is clockwise, as also shown in Fig. 32-11. The magnitude of the or-
bital magnetic dipole moment of such a current loop is obtained from Eq. 28-35
with N ! 1:

morb ! iA, (32-33)

where A is the area enclosed by the loop. The direction of this magnetic dipole
moment is, from the right-hand rule of Fig. 29-21, downward in Fig. 32-11.

To evaluate Eq. 32-33, we need the current i. Current is, generally, the rate
at which charge passes some point in a circuit. Here, the charge of magnitude
e takes a time T ! 2pr/v to circle from any point back through that point, so

(32-34)i !
charge
time

!
e

2"r/v
.

B
:

ext

U ! #$:orb ! B
:

ext ! #$orb,zBext,

B
:

ext

$orb,z ! #m!$B.

$orb,z ! #m! 
eh

4"m

$:orb

m!

m!

Lorb,z ! m!  
h

2"
,   for m! ! 0, %1, %2, &&& , %(limit),

L
:

orb

Fig. 32-11 An electron moving at con-
stant speed v in a circular path of radius r
that encloses an area A.The electron has an
orbital angular momentum and an as-
sociated orbital magnetic dipole moment

.A clockwise current i (of positive
charge) is equivalent to the counterclock-
wise circulation of the negatively charged
electron.
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Κλασσική μαγνητική διπολική ροπή του ηλεκτρονίου:

μ = IA =
−e
T

⋅ πr2 =
−e

2πr/v
⋅ πr2 = −

evr
2

(1)

Κλασσική τροχιακή στροφορμή του ηλεκτρονίου:

L = r × p = mr × v ⇒ L = mvr (2)

(1), (2) ⇒ = −
e

2m
Lμ

Η πραγματική τροχιακή στροφορμή του ηλεκτρονίου είναι κβαντισμένη με z-συνιστώσα:

Lz = ml
h

2π
= mlℏ ml = 0, ± 1, ± 2, …, ± l ml = μαγνητικός κβαντικός αριθμός.


l = κβαντικός αριθμός τροχιακής στροφορμής.

⇒ μz = − ml
eℏ
2m

= − mlμB μB =
eℏ
2m

= 9.27 × 10−24 J/T Μαγνητόνη του Bohr.

Κώστας Βελλίδης

Ενέργεια του μαγνητικού διπόλου μέσα σε εξωτερικό μαγνητικό πεδίο: U = − ⋅ Bμ

Το πεδίο τείνει να ευθυγραμμίσει τη ροπή προς την κατεύθυνση του.
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Μαγνητική διπολική ροπή και ιδιοστροφορµή

872 CHAPTE R 32 MAXWE LL’S EQUATION S; MAG N ETI S M OF MATTE R

Substituting for Sz from Eq. 32-23 then gives us

(32-24)

where the plus and minus signs correspond to ms,z being parallel and antiparallel
to the z axis, respectively.

The quantity on the right side of Eq. 32-24 is called the Bohr magneton mB:

(Bohr magneton). (32-25)

Spin magnetic dipole moments of electrons and other elementary particles can
be expressed in terms of mB. For an electron, the magnitude of the measured z
component of is

|ms,z| ! 1mB. (32-26)

(The quantum physics of the electron, called quantum electrodynamics, or QED, re-
veals that ms,z is actually slightly greater than 1mB, but we shall neglect that fact.)

When an electron is placed in an external magnetic field , an energy U can
be associated with the orientation of the electron’s spin magnetic dipole moment

just as an energy can be associated with the orientation of the magnetic dipole
moment of a current loop placed in . From Eq. 28-38, the orentation energy
for the electron is

(32-27)

where the z axis is taken to be in the direction of .
If we imagine an electron to be a microscopic sphere (which it is not), we can

represent the spin , the spin magnetic dipole moment , and the associated mag-
netic dipole field as in Fig. 32-10.Although we use the word “spin” here, electrons do
not spin like tops. How, then, can something have angular momentum without actu-
ally rotating? Again, we would need quantum physics to provide the answer.

Protons and neutrons also have an intrinsic angular momentum called spin and
an associated intrinsic spin magnetic dipole moment. For a proton those two vectors
have the same direction, and for a neutron they have opposite directions. We shall
not examine the contributions of these dipole moments to the magnetic fields of
atoms because they are about a thousand times smaller than that due to an electron.
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:
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CHECKPOINT 4

The figure here shows the spin orientations of two particles
in an external magnetic field . (a) If the particles are
electrons, which spin orientation is at lower energy? (b) If,
instead, the particles are protons, which spin orientation is
at lower energy?

B
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Fig. 32-10 The spin , spin magnetic
dipole moment , and magnetic dipole
field of an electron represented as a mi-
croscopic sphere.
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For an electron, the spin
is opposite the magnetic
dipole moment.

Orbital Magnetic Dipole Moment
When it is in an atom, an electron has an additional angular momentum called
its orbital angular momentum . Associated with is an orbital magnetic
dipole moment ; the two are related by

(32-28)

The minus sign means that and have opposite directions.L
:

orb":orb

":orb ! #
e

2m
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Το ηλεκτρόνιο έχει επίσης και ιδιοστροφορμή που 
παράγει και αυτή μια μαγνητική διπολική ροπή:

= −
e
m

Sμs

Η ιδιοστροφορμή είναι επίσης κβαντισμένη, με 
ιδιοτιμές προβολής στον άξονα z ±1/2:

Sz = ± ℏ
2

⇒ μs,z = ± 1μB

Η συνισταμένη μαγνητική διπολική ροπή του ηλεκτρονίου δρα σαν στοιχειώδης 
μαγνήτης, παράγοντας μαγνητικό πεδίο κατά τη διεύθυνση της.

Η τροχιακή στροφορμή και η ιδιοστροφορμή του ηλεκτρονίου, όπως και οι 
αντίστοιχες επαγόμενες μαγνητικές διπολικές ροπές, προσθέτονται διανυσματικά.
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6 Κώστας Βελλίδης

Μαγνητικά υλικά
• Η διανυσματική πρόσθεση των μαγνητικών διπολικών ροπών των ηλεκτρονίων δίνει μια 
συνισταμένη ροπή στο άτομο, η οποία, αν δεν μηδενίζεται, παράγει ένα μαγνητικό πεδίο 
γύρω του.

• Η πρόσθεση των ροπών των ατόμων ενός υλικού μπορεί να συνθέσει ένα μακροσκοπικό 
μαγνητικό πεδίο στο υλικό που αποτελείται από αυτά τα άτομα.

• Ανάλογα με τις ροπές που έχουν ή δεν έχουν τα άτομα ενός υλικού και τον τρόπο με τον 
οποίο μπορούν να δημιουργηθούν ή να προσανατολιστούν με την επίδραση εξωτερικού 
μαγνητικού πεδίου, διακρίνονται τρεις κατηγορίες υλικών:

✦ Διαμαγνητικά υλικά: Τα άτομα αποκτούν ροπές με την επίδραση εξωτερικού πεδίου, 
δημιουργώντας ένα επαγόμενο μαγνητικό πεδίο στην αντίθετη κατεύθυνση. Οι ροπές 
μηδενίζονται μετά την απομάκρυνση του εξωτερικού πεδίου και το επαγόμενο πεδίο 
σβήνει. Όλα τα υλικά έχουν διαμαγνητικές ιδιότητες.

✦Παραμαγνητικά υλικά: Τα άτομα έχουν μόνιμες ροπές που ευθυγραμμίζονται σε κάποιο 
βαθμό με την επίδραση εξωτερικού πεδίου, δημιουργώντας επαγόμενο πεδίο στην ίδια 
κατεύθυνση. Οι ροπές αποπροσανατολίζονται θερμικά μετά την απομάκρυνση του 
εξωτερικού πεδίου και το επαγόμενο πεδίο σβήνει. (Σπάνιες γαίες, ακτινίδες.)

✦ Σιδηρομαγνητικά υλικά: Ομάδες ηλεκτρονίων έχουν παράλληλες ροπές που 
ευθυγραμμίζονται συλλογικά με την επίδραση εξωτερικού πεδίου, δημιουργώντας 
επαγόμενο πεδίο, και παραμένουν σε κάποιο βαθμό ευθυγραμμισμένες μετά την 
απομάκρυνση του εξωτερικού πεδίου. Τα σιδηρομαγνητικά υλικά, μετά από κάποια 
ψηλή χαρακτηριστική τους θερμοκρασία (Curie), γίνονται παραμαγνητικά. (Σίδηρος, 
κοβάλτιο, νικέλιο και τα κράματα τους.)
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Μαγνήτιση

Η μέγιστη μαγνήτιση επιτυγχάνεται όταν όλες οι N ατομικές μαγνητικές ροπές μat του 
υλικού ευθυγραμμίζονται:

Mmax =
Nμat

V
Μαγνήτιση κορεσμού.

Για M≪Mmax η μαγνήτιση των παραμαγνητικών υλικών ακολουθεί το νόμο του Curie:

M = C
B
T

όπου B το εξωτερικό πεδίο, T η θερμοκρασία (σε oK) 
και C η σταθερή Curie του υλικού.

Μπορούμε να μετρήσουμε την πυκνότητα ενέργειας − M·B σε ένα παραμαγνητικό υλικό 
από τη συνολική μαγνητική ροπή που δημιουργεί σε αυτό ένα εξωτερικό μαγνητικό πεδίο:

M =
1
V ∫V

(r)d3rμ σε μονάδες A/m (μ η πυκνότητα επαγόμενης

μαγνητικής διπολικής ροπής).
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Υστέρηση

880 CHAPTE R 32 MAXWE LL’S EQUATION S; MAG N ETI S M OF MATTE R

make it up—its crystal lattice—extends with unbroken regularity throughout the
volume of the specimen. Such a crystal will, in its normal state, be made up of a num-
ber of magnetic domains. These are regions of the crystal throughout which the
alignment of the atomic dipoles is essentially perfect.The domains, however, are not
all aligned. For the crystal as a whole, the domains are so oriented that they largely
cancel with one another as far as their external magnetic effects are concerned.

Figure 32-17 is a magnified photograph of such an assembly of domains in a
single crystal of nickel. It was made by sprinkling a colloidal suspension of finely
powdered iron oxide on the surface of the crystal. The domain boundaries, which
are thin regions in which the alignment of the elementary dipoles changes from a
certain orientation in one of the domains forming the boundary to a different
orientation in the other domain, are the sites of intense, but highly localized and
nonuniform, magnetic fields. The suspended colloidal particles are attracted to
these boundaries and show up as the white lines (not all the domain boundaries
are apparent in Fig. 32-17). Although the atomic dipoles in each domain are
completely aligned as shown by the arrows, the crystal as a whole may have only
a very small resultant magnetic moment.

Actually, a piece of iron as we ordinarily find it is not a single crystal but an
assembly of many tiny crystals, randomly arranged; we call it a polycrystalline
solid. Each tiny crystal, however, has its array of variously oriented domains, just
as in Fig. 32-17. If we magnetize such a specimen by placing it in an external
magnetic field of gradually increasing strength, we produce two effects; together
they produce a magnetization curve of the shape shown in Fig. 32-16. One effect
is a growth in size of the domains that are oriented along the external field at the
expense of those that are not. The second effect is a shift of the orientation of the
dipoles within a domain, as a unit, to become closer to the field direction.

Exchange coupling and domain shifting give us the following result:

A ferromagnetic material placed in an external magnetic field develops a strong mag-
netic dipole moment in the direction of . If the field is nonuniform,the ferromagnetic
material is attracted toward a region of greater magnetic field from a region of lesser field.

B
:

ext

B
:

ext

Hysteresis
Magnetization curves for ferromagnetic materials are not retraced as we increase
and then decrease the external magnetic field B0. Figure 32-18 is a plot of BM versus
B0 during the following operations with a Rowland ring: (1) Starting with the iron un-
magnetized (point a), increase the current in the toroid until B0 (! m0in) has the
value corresponding to point b; (2) reduce the current in the toroid winding (and thus
B0) back to zero (point c); (3) reverse the toroid current and increase it in magnitude
until B0 has the value corresponding to point d; (4) reduce the current to zero again
(point e); (5) reverse the current once more until point b is reached again.

The lack of retraceability shown in Fig. 32-18 is called hysteresis, and the
curve bcdeb is called a hysteresis loop. Note that at points c and e the iron core is
magnetized, even though there is no current in the toroid windings; this is the
familiar phenomenon of permanent magnetism.

Hysteresis can be understood through the concept of magnetic domains.
Evidently the motions of the domain boundaries and the reorientations of the
domain directions are not totally reversible. When the applied magnetic field B0

is increased and then decreased back to its initial value, the domains do not
return completely to their original configuration but retain some “memory” of
their alignment after the initial increase. This memory of magnetic materials is
essential for the magnetic storage of information.

This memory of the alignment of domains can also occur naturally. When
lightning sends currents along multiple tortuous paths through the ground,

Fig. 32-17 A photograph of 
domain patterns within a single crys-
tal of nickel; white lines reveal the
boundaries of the domains. The
white arrows superimposed on the
photograph show the orientations of
the magnetic dipoles within the do-
mains and thus the orientations of
the net magnetic dipoles of the do-
mains. The crystal as a whole is un-
magnetized if the net magnetic field
(the vector sum over all the domains)
is zero. (Courtesy Ralph W. DeBlois)

Fig. 32-18 A magnetization curve
(ab) for a ferromagnetic specimen and
an associated hysteresis loop (bcdeb).

B0

BM

c
b

a

e
d
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• Στη συνέχεια, καθώς το Β0 μειώνεται προς το 0 και 
μετά προς αρνητικές τιμές (δηλ. εφαρμόζεται στην 
αντίθετη φορά), ακολουθείται η πορεία bcd: για Β0=0 
το ΒΜ δεν είναι 0 (σημείο c) → μόνιμη μαγνήτιση.

• Η καμπύλη του κύκλου μαγνήτισης-απομαγνήτισης 
ενός σιδηρομαγνητικού υλικού λέγεται βρόχος 
υστέρησης.

• Όμοια, όταν το Β0 αυξάνεται και πάλι προς τις θετικές 
τιμές, ακολουθείται η πορεία deb, όπου το ΒΜ πάλι δεν 
είναι 0 όταν το Β0 μηδενίζεται (σημείο e) → μόνιμη 
μαγνήτιση.

• Η αρχική διαδικασία μαγνήτισης ακολουθεί την πορεία 
ab, καθώς το Β0 αυξάνεται.

Η μόνιμη μαγνήτιση των σιδηρομαγνητικών υλικών μετά 
την επίδραση εξωτερικού πεδίου επηρεάζει την καμπύλη 
του κύκλου μαγνήτισης-απομαγνήτισης στο διάγραμμα 
του επαγόμενου πεδίου ΒΜ συναρτήσει του εξωτερικού 
πεδίου Β0:


