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Πρόγραµµα και ύλη

Δευτέρα       10:00 − 12:00

Τετάρτη        11:00 − 13:00

Παρασκευή  12:00 − 14:00

Halliday-Resnick-Walker (HRW)


Κεφ. 21 − 25  (Ηλεκτρισµός)  11/10/21 − 05/11/21  (Βελλίδης)


Κεφ. 26 − 31  (Ρεύµατα, Κυκλώµατα, Μαγνητισµός)  08/11/21 − 22/12/21  (Ασηµακοπούλου)


Κεφ. 32 − 33  (Maxwell, Η/Μ Κύµατα) 10/01/22 − 21/01/22  (Βελλίδης)
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Πρόγραµµα µαθηµάτων Ηλεκτρισµού

Δευτέρα       11/10/21:   Στοιχεία διανυσµατικού λογισµού               (θεωρία)

Τετάρτη        13/10/21:   Στοιχεία διανυσµατικού λογισµού               (ασκήσεις)

Παρασκευή  15/10/21:   Νόµος του Coulomb                                   (θεωρία)

Δευτέρα       18/10/21:   Νόµος του Coulomb                                   (ασκήσεις)

Τετάρτη        20/10/21:   Ηλεκτρικό πεδίο                                         (θεωρία)

Παρασκευή  22/10/21:   Ηλεκτρικό πεδίο                                         (ασκήσεις)

Δευτέρα       25/10/21:   Νόµος του Gauss για το ηλεκτρικό πεδίο   (θεωρία)

Τετάρτη        27/10/21:   Νόµος του Gauss για το ηλεκτρικό πεδίο   (ασκήσεις)

Παρασκευή  29/10/21:   Ηλεκτρικό δυναµικό                                    (θεωρία)

Δευτέρα       01/11/21:   Ηλεκτρικό δυναµικό                                    (ασκήσεις)

Τετάρτη        03/11/21:   Ηλεκτρική χωρητικότητα & πυκνωτές         (θεωρία)

Παρασκευή  05/11/21:   Ηλεκτρική χωρητικότητα & πυκνωτές         (ασκήσεις)


Δευτέρα       10/01/22:   Εξισώσεις Maxwell                                     (θεωρία)

Τετάρτη        12/01/22:   Εξισώσεις Maxwell                                     (ασκήσεις)

Παρασκευή  14/01/22:   Εξισώσεις Maxwell µέσα στην ύλη             (θεωρία)

Δευτέρα       17/01/22:   Εξισώσεις Maxwell µέσα στην ύλη             (ασκήσεις)

Τετάρτη        19/01/22:   Ηλεκτροµαγνητικά κύµατα                          (θεωρία)

Παρασκευή  21/01/22:   Ηλεκτροµαγνητικά κύµατα                          (ασκήσεις)
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Βιβλιογραφία

• HRW, “Φυσική”, 8η έκδοση, τόμος ΙΙ, Gutenberg


• Giancoli, “Φυσική, Αρχές και Εφαρμογές”, 7η έκδοση, Τζιόλας


• Serway, “Φυσική για Επιστήμονες και Μηχανικούς”, 8η έκδοση, τόμος ΙΙ, Κλειδάριθμος


• Young & Freedman, “Πανεπιστημιακή Φυσική”, 2η έκδοση, τόμος ΙΙ, Παπαζήσης


• Alonso & Finn, “Θεμελιώδης Πανεπιστημιακή Φυσική”, τόμος ΙΙ, “Πεδία και Κύματα”


• Purcell, “Μαθήματα Φυσικής του Berkeley”, τόμος ΙΙ, “Ηλεκτρισμός-Μαγνητισμός”


• Purcell & Morin, “Electricity and Magnetism”, 3η έκδοση, Cambridge


• Duffin, “Electricity and Magnetism”, 3η έκδοση, McGraw-Hill


• Ayres, “Γενικά Μαθηματικά”, Schaum’s Outline Series, ΕΣΠΙ
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ	ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

!		Πολικές		Συντεταγμένες

!		Κυλινδρικές		Συντεταγμένες

!		Σφαιρικές		Συντεταγμένες

!		Στοιχειώ δεις		Όγκοι	


ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ		ΣΤΟΝ		ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟ		ΧΩΡΟ

!		Καρτεσιανές	Συντεταγμένες

!		Εσωτερικό 	Γινό μενο	Διανυσμά των

!		Εξωτερικό 	Γινό μενο	Διανυσμά των

!		Βαθμωτό 	Γινό μενο	Τριώ ν	Διανυσμά των


ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ		ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ

!		Παρά γωγος		κατά 		Κατεύ θυνση

!		Παραγώ γιση	στον	Τρισδιά στατο	Χώ ρο	–	Ο	Τελεστή ς	 


ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ		ΣΤΟΝ		ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟ		ΧΩΡΟ

!		Επικαμπύ λια,	Επιφανειακά 	και	Χωρικά 	Ολοκληρώ ματα

!		Ολοκληρώ ματα	Τρισδιά στατων	Παραγώ γων

∇

ΦΥΣΙΚΗ		ΙΙΙ
ΤΜΗΜΑ		Β’


Κω5 στας		Βελλι5δης

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ		ΑΘΗΝΩΝ,	2021-2022
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ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

Τα	εισαγωγικά 	κεφά λαια	των	παρακά τω	βιβλίων	αποτελού ν	μέρος	μό νο	της	πλού σιας	
διαθέσιμης	βιβλιογραφίας	που	υπά ρχει	για	τα	θέματα	που	θίγονται	στα	επό μενα.


J.	Mardsen	&	A.	Tromba:	Διανυσματικός	Λογισμός	(Vector	Calculus),	3rd	Edition,		Από δοση	
στα	Ελληνικά 	Α.	Γιαννόπουλος,	Πανεπιστημιακές	Εκδό σεις	Κρή της	(1992)	ISBN:	
978-9607309457.

Susan	J.	Colley:	Vector	Calculus,	Pearson	4th	Edition	(2011)	ISBN:	978-0321780652.

Adrian	Banner:	The	Calculus	Lifesaver,	Princeton	University	Press,	1st		Edition	(2007)	
ISBN:	978-0691130880.

ΦΥΣΙΚΗ		ΙΙΙ
ΤΜΗΜΑ		Β’


Κω5 στας		Βελλι5δης

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ		ΑΘΗΝΩΝ,	2021-2022
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ȭȯȭȮȢȧȜȮȜȭȯȭȮȢȧȜȮȜ ȭȯȨȮȠȮȜȞȧȠȨȳȨȭȯȨȮȠȮȜȞȧȠȨȳȨ

Ȯɍ ɐɄɊɂɜɍ ��ɒɍɓ ɂɎɇɎɚɁɍɓ ɎɏɍɐɁɇɍɏɜɃɂɒȽɇ Ɋɚɐɘ ɒɄɑ ȽɈɒɜɋȽɑ ��ɈȽɇ ɒɄɑ ɀɘɋɜȽɑ Ʌǣ���ȋ�ǡ�ȋ�ǡɅɅȌȌ

ȫɍɉɇɈɚɑ ȭɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɂɑ ȠɎɇɎɚɁɍɓ
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ȭȯȭȮȢȧȜȮȜȭȯȭȮȢȧȜȮȜ ȭȯȨȮȠȮȜȞȧȠȨȳȨȭȯȨȮȠȮȜȞȧȠȨȳȨ

ȭɖɚɐɄ ȫɍɉɇɈɣɋ Ƭ��ȥȽɏɒɂɐɇȽɋɣɋ ȭɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɘɋ
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� ȪȪ ɀɂɘɊɂɒɏɇɈɟɑɀɂɘɊɂɒɏɇɈɟɑ ɒɟɎɍɑɒɟɎɍɑ r=const.r=const.

ɐɒɇɑɐɒɇɑ ɎɍɉɇɈɚɑɎɍɉɇɈɚɑ ɐɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɂɑɐɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɂɑ
ɂɜɋȽɇɂɜɋȽɇ ɚɋȽɑɚɋȽɑ ɈɠɈɉɍɑɈɠɈɉɍɑ..
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Ȯɍ ɐɄɊɂɜɍ ��ɒɍɓ ɖɣɏɍɓ ɎɏɍɐɁɇɍɏɜɃɂɒȽɇ Ɋɚɐɘ ɒɄɑ ȽɈɒɜɋȽɑ �ǡ�ɒɄɑ ɀɘɋɜȽɑ Ʌ
ɈȽɇ ɒɄɑ ɈȽɏɒɂɐɇȽɋɛɑ ɐɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɄɑ �ǣ���ȋ�ǡ��ȋ�ǡ�ɅɅǡ��ǡ��ȌȌ
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ȪȪ ɀɂɘɊɂɒɏɇɈɟɑɀɂɘɊɂɒɏɇɈɟɑ ɒɟɎɍɑɒɟɎɍɑ r=const.r=const. ɐɒɇɑɐɒɇɑ ɈɓɉɇɋɁɏɇɈɚɑɈɓɉɇɋɁɏɇɈɚɑ
ɐɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɂɑɐɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɂɑ ɂɜɋȽɇɂɜɋȽɇ ɄɄ ɂɎɇɔəɋɂɇȽɂɎɇɔəɋɂɇȽ ɈɓɉɜɋɁɏɍɓɈɓɉɜɋɁɏɍɓ..
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ		ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Παρά δειγμα

Το	σημείο	του	χώ ρου	P	με	Καρτεσιανές	
Συντεταγμένες	(+1,	-1,	+1)	έχει:

( )
1z

4
7π11-atan  θ

21)(1r 22

+=

==

=−+=

Κυλινδρικές	Συντεταγμένες

Σφαιρικές	Συντεταγμένες

( )
o

222

54.7)3acos(1/z
4

7π11-atan  θ

311)(1ρ

≈=
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=+−+=

φ x
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ȟȤȜȨȯȭȟȤȜȨȯȭ��ȜȮȜȜȮȜ ȭȮȪȨȭȮȪȨ ȮȬȤȭȟȤȜȭȮȜȮȪȮȬȤȭȟȤȜȭȮȜȮȪ ȱȳȬȪȱȳȬȪ

ȟɇəɋɓɐɊȽȟɇəɋɓɐɊȽ Ɏɍɓ ɈȽɒȽɉɛɀɂɇ ɐɒɍ ɐɄɊɂɜɍ ȋȋ��ͳͳǡ��ǡ��ʹʹȌ�Ȍ�ɒɍɓ ɂɎɇɎɚɁɍɓ ɈȽɇ ɐɒɍ ɐɄɊɂɜɍ
ȋȋ��ͳͳǡǡ ��ʹʹǡ�ǡ���͵͵Ȍ�Ȍ�ɒɍɓ ɒɏɇɐɁɇəɐɒȽɒɍɓ ɖɣɏɍɓ ɐɂ ɈȽɏɒɂɐɇȽɋɚɑ ɐɓɋɒɂɒȽɀɊɚɋɂɑǤ
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ȟɇəɋɓɐɊȽȟɇəɋɓɐɊȽ Ɏɍɓ ɈȽɒȽɉɛɀɂɇ ɐɒɍ ɐɄɊɂɜɍ ȋȋ��ͳͳǡ��ǡ��ʹʹȌ�Ȍ�ɒɍɓ ɂɎɇɎɚɁɍɓ ɈȽɇ ɐɒɍ ɐɄɊɂɜɍ
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Παράδειγμα:  η βαθμίδα της πολικής ακτίνας

f(x, y, z) = r = x2 + y2 + z2

⃗∇ r =
∂r
∂x

̂i +
∂r
∂y

̂j +
∂r
∂z

k̂

=
1
2

2x

x2 + y2 + z2

̂i +
1
2

2y

x2 + y2 + z2

̂j +
1
2

2z

x2 + y2 + z2
k̂

=
x ̂i + y ̂j + zk̂

x2 + y2 + z2
=

⃗r
r

⇒ ⃗∇ r = ̂r
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Ȣ ȽɎɟɈɉɇɐɄȽɎɟɈɉɇɐɄ ((divergence)�divergence)�ɂɋɟɑ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɍɠ ɎɂɁɜɍɓ ɂɜɋȽɇ
ȾȽɅɊɘɒɟȾȽɅɊɘɒɟ ɊɚɀɂɅɍɑǤ�ȫɏɍɐɍɊɍɇɣɋɂɇ ɒɄɋ ɏɍɛɏɍɛ ɓɎɍɅɂɒɇɈɍɠ
ɏɂɓɐɒɍɠ ɐɒɍ ɂɋ ɉɟɀɘ ɐɄɊɂɜɍ ɒɍɓ ɖɣɏɍɓǡ�ɓɎɍɅɚɒɍɋɒȽɑ
Ɏɘɑ ɒɍ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɟ ɎɂɁɜɍ ɐɒɍ ɍɎɍɜɍ ɂɎɇɁɏə ɂɈɔɏəɃɂɇ
ɒɄɋ ɒȽɖɠɒɄɒȽɒȽɖɠɒɄɒȽ ɒɍɓ ɏɂɓɐɒɍɠǤ

ȭɒɍ ɎȽɏəɁɂɇɀɊȽ Ƚɓɒɟ ɚɖɍɓɊɂ ɐɒȽɅɂɏɛɐɒȽɅɂɏɛ ȋȋɅɂɒɇɈɛɅɂɒɇɈɛȌ�Ȍ�ɏɍɛɏɍɛ ȋȋɂɈɏɍɛɂɈɏɍɛȌ�Ȍ�
ɐɂ ɈəɅɂ ɐɄɊɂɜɍ ɒɍɓ ɖɣɏɍɓǤ
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Ȣ ȽɎɟɈɉɇɐɄȽɎɟɈɉɇɐɄ ((divergence)�divergence)�ɂɋɟɑ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɍɠ ɎɂɁɜɍɓ ɂɜɋȽɇ
ȾȽɅɊɘɒɟȾȽɅɊɘɒɟ ɊɚɀɂɅɍɑǤ�ȫɏɍɐɍɊɍɇɣɋɂɇ ɒɄɋ ɏɍɛɏɍɛ ɓɎɍɅɂɒɇɈɍɠ
ɏɂɓɐɒɍɠ ɐɒɍ ɂɋ ɉɟɀɘ ɐɄɊɂɜɍ ɒɍɓ ɖɣɏɍɓǡ�ɓɎɍɅɚɒɍɋɒȽɑ
Ɏɘɑ ɒɍ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɟ ɎɂɁɜɍ ɐɒɍ ɍɎɍɜɍ ɂɎɇɁɏə ɂɈɔɏəɃɂɇ
ɒɄɋ ɒȽɖɠɒɄɒȽɒȽɖɠɒɄɒȽ ɒɍɓ ɏɂɓɐɒɍɠǤ

ȭɒɍ ɎȽɏəɁɂɇɀɊȽ Ƚɓɒɟ ɚɖɍɓɊɂ ɊɄɁɂɋɇɈɛɊɄɁɂɋɇɈɛ ɏɍɛɏɍɛ ɐɂ ɈəɅɂ ɐɄɊɂɜɍ
ɒɍɓ ɖɣɏɍɓ ȋɒɍ ɏɂɓɐɒɟ Ɋɟɋɍ ɐɒɏɍȾɇɉɜɃɂɒȽɇȌǤ
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Ȣ ɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟɑɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟɑ ((curl)�curl)�ɂɋɟɑ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɍɠ ɎɂɁɜɍɓ ɂɜɋȽɇ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɟɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɟ ɊɚɀɂɅɍɑǤ��ȟɂɜɖɋɂɇ
ɒɍɋ ɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟ ɓɎɍɅɂɒɇɈɍɠ ɏɂɓɐɒɍɠ ɐɒɍ ɂɋ ɉɟɀɘ ɐɄɊɂɜɍ ɒɍɓ ɖɣɏɍɓǡ�ɓɎɍɅɚɒɍɋɒȽɑ Ɏɘɑ
ɒɍ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɟ ɎɂɁɜɍ ɐɒɍ ɍɎɍɜɍ ɂɎɇɁɏə ɂɈɔɏəɃɂɇ ɒɄɋ ɒȽɖɠɒɄɒȽɒȽɖɠɒɄɒȽ ɒɍɓ ɏɂɓɐɒɍɠǤ

ȹɒȽɋ ɚɋȽ ɁɇȽɋɓɐɊȽɒɇɈɟ ɎɂɁɜɍ ɚɖɂɇ ɊɄɁɂɋɇɈɟɊɄɁɂɋɇɈɟ ɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟ ȽɎɍɈȽɉɂɜɒȽɇ ȽɐɒɏɟȾɇɉɍȽɐɒɏɟȾɇɉɍ ɎɂɁɜɍɎɂɁɜɍǤ

ȵɋȽɑ ɎɏȽɈɒɇɈɟɑ ɒɏɟɎɍɑ ɀɇȽ ɋȽ ȾɏɂɅɂɜ ɍ ɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟɑ ɂɋɟɑ ɎɂɁɜɍɓ ɐɂ ɈəɎɍɇɍ ɐɄɊɂɜɍ ɒɍɓ
ɂɜɋȽɇ ɋȽ ɊɂɉɂɒɄɅɂɜ Ʉ ɐɒɏɍɔɇɈɛɐɒɏɍɔɇɈɛ ɈɜɋɄɐɄɈɜɋɄɐɄ ɓɎɍɅɂɒɇɈɍɠ ɂɎɜɎɂɁɍɓ ɁɜɐɈɍɓɁɜɐɈɍɓ ɔɂɏɟɊɂɋɍɓ ɐɒɍ ɐɄɊɂɜɍ
Ƚɓɒɟ.
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ȭɖɄɊȽɒɇɈɟ ɎȽɏəɁɂɇɀɊȽ ɈɜɋɄɐɄɑ ɂɋɟɑ ɈɉȽɁɇɍɠ Ɂɚɋɒɏɍɓ ɐɒɍ ɓɁəɒɇɋɍ ɏɂɠɊȽ ɊɇȽɑ
ɉɜɊɋɄɑǤ�Ȯɍ ɈɉȽɁɜ ȽɈɍɉɍɓɅɂɜ ɒɄɋ ɎɍɏɂɜȽ Ɏɍɓ ɈȽɅɍɏɜɃɂɇ ɒɍ ɁɇəɋɓɐɊȽ ɒɄɑ
ɒȽɖɠɒɄɒȽɑ ɒɍɓ ɏɂɓɐɒɍɠ ɐɒɄɋ ɂɎɇɔəɋɂɇȽ ɒɄɑ ɉɜɊɋɄɑǤ�Ƞəɋ ɍ ɎɏɍɐȽɋȽɒɍɉɇɐɊɟɑ ɒɍɓ
ɈɉȽɁɇɍɠ Ɂɂɋ ȽɉɉəɃɂɇ ȋȽɏɇɐɒɂɏəȌǡ�ɒɟɒɂ Ɂɂɋ ɓɎəɏɖɂɇ ɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɟɑ ɐɒɍ ɎɂɁɜɍ ɒɘɋ
ɒȽɖɓɒɛɒɘɋ ȋ����Fα0ȌǤ�ȭɒɄɋ ȽɋɒɜɅɂɒɄ ɎɂɏɜɎɒɘɐɄ ɠɎȽɏɌɄɑ ɐɒɏɍȾɇɉɇɐɊɍɠ ȋɁɂɌɇəȌǡ�
ɒɍ ɈɉȽɁɜ ɎɚɏȽɋ ȽɎɟ ɒɄɋ ɊɂɒȽɔɍɏɇɈɛ ɂɈɒɂɉɂɜ ɈȽɇ ɎɂɏɇɐɒɏɍɔɇɈɛ ɈɜɋɄɐɄǤ

Stathis STILIARIS, UoA 2016-2017 28

ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ		ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΥ		ΠΕΔΙΟΥ



Φυσική ΙΙΙ,  ΕΚΠΑ  2021-22 Κώστας Βελλίδης
37

ΔΕΥΤΕΡΕΣ		ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

Απόκλιση βαθμίδας

(λαπλασιανή):

Στροβιλισμός βαθμίδας :

Βαθμίδα απόκλισης :

Απόκλιση στροβιλισμού :

Στροβιλισμός στροβιλισμού :

⃗∇ ⋅ ⃗∇ f ≡ ∇2f =
∂2f
∂x2

+
∂2f
∂y2

+
∂2f
∂z2

⃗∇ × ⃗∇ f ≡ ⃗0

⃗∇ ( ⃗∇ ⋅ ⃗v ) ≠ ( ⃗∇ ⋅ ⃗∇ ) ⃗v = ∇2 ⃗v

⃗∇ ⋅ ( ⃗∇ × ⃗v ) ≡ 0

⃗∇ × ( ⃗∇ × ⃗v ) = ⃗∇ ( ⃗∇ ⋅ ⃗v ) − ∇2 ⃗v

∇2 ⃗v = (∇2vx) ̂i + (∇2vy) ̂j + (∇2vz) k̂
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∫
⃗b

⃗a
⃗v ⋅ d ⃗l

∮C
⃗v ⋅ d ⃗l

1.3 Integral Calculus 25
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integral is independent of path and is determined entirely by the end points. It will
be our business in due course to characterize this special class of vectors. (A force
that has this property is called conservative.)

Example 1.6. Calculate the line integral of the function v = y2 x̂ + 2x(y + 1) ŷ
from the point a = (1, 1, 0) to the point b = (2, 2, 0), along the paths (1) and (2)
in Fig. 1.21. What is

∮
v · dl for the loop that goes from a to b along (1) and

returns to a along (2)?

Solution
As always, dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ. Path (1) consists of two parts. Along the
“horizontal” segment, dy = dz = 0, so

(i) dl = dx x̂, y = 1, v · dl = y2 dx = dx, so
∫

v · dl =
∫ 2

1 dx = 1.

On the “vertical” stretch, dx = dz = 0, so

(ii) dl = dy ŷ, x = 2, v · dl = 2x(y + 1) dy = 4(y + 1) dy, so
∫

v · dl = 4
∫ 2

1
(y + 1) dy = 10.

By path (1), then,
∫ b

a
v · dl = 1 + 10 = 11.

Meanwhile, on path (2) x = y, dx = dy, and dz = 0, so
dl = dx x̂ + dx ŷ, v · dl = x2 dx + 2x(x + 1) dx = (3x2 + 2x) dx,

and
∫ b

a
v · dl =

∫ 2

1
(3x2 + 2x) dx = (x3 + x2)

∣∣2
1 = 10.

(The strategy here is to get everything in terms of one variable; I could just as well
have eliminated x in favor of y.)

d ⃗l = dx ̂i + dy ̂j + dz k̂

Το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα ενός διανυσματικού πεδίου 
 είναι ένας 

αριθμός :
⃗v ( ⃗r) = vx(x, y, z) ̂i + vy(x, y, z) ̂j + vz(x, y, z)k̂

Όταν τα όρια της ολοκλήρωσης, 
με διανύσματα θέσης  και , 
συμπίπτουν ενώ η διαδρομή 
ολοκλήρωσης C παραμένει 
πεπερασμένη, το ολοκλήρωμα 
λέγεται ‘κλειστό’ ή ‘ολοκλήρωμα 
βρόχου’ που λέγεται κυκλοφορία 
του πεδίου πάνω στην κλειστή 
καμπύλη C

⃗a ⃗b
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Παράδειγμα:  επικαμπύλιο ολοκλήρωμα πάνω σε δύο διαφορετικές διαδρομές
1.3 Integral Calculus 25
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integral is independent of path and is determined entirely by the end points. It will
be our business in due course to characterize this special class of vectors. (A force
that has this property is called conservative.)

Example 1.6. Calculate the line integral of the function v = y2 x̂ + 2x(y + 1) ŷ
from the point a = (1, 1, 0) to the point b = (2, 2, 0), along the paths (1) and (2)
in Fig. 1.21. What is

∮
v · dl for the loop that goes from a to b along (1) and

returns to a along (2)?

Solution
As always, dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ. Path (1) consists of two parts. Along the
“horizontal” segment, dy = dz = 0, so

(i) dl = dx x̂, y = 1, v · dl = y2 dx = dx, so
∫

v · dl =
∫ 2

1 dx = 1.

On the “vertical” stretch, dx = dz = 0, so

(ii) dl = dy ŷ, x = 2, v · dl = 2x(y + 1) dy = 4(y + 1) dy, so
∫

v · dl = 4
∫ 2

1
(y + 1) dy = 10.

By path (1), then,
∫ b

a
v · dl = 1 + 10 = 11.

Meanwhile, on path (2) x = y, dx = dy, and dz = 0, so
dl = dx x̂ + dx ŷ, v · dl = x2 dx + 2x(x + 1) dx = (3x2 + 2x) dx,

and
∫ b

a
v · dl =

∫ 2

1
(3x2 + 2x) dx = (x3 + x2)

∣∣2
1 = 10.

(The strategy here is to get everything in terms of one variable; I could just as well
have eliminated x in favor of y.)

Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα του πεδίου  
από το σημείο  μέχρι το  κατά μήκος 
των διαδρομών (1) και (2) του σχήματος

⃗v = y2 ̂i + 2x(y + 1) ̂j
⃗a = (1, 1, 0) ⃗b = (2, 2, 0)

(i) d ⃗l = dx ̂i
y = 1 } ⇒ ⃗v ⋅ d ⃗l = y2dx = dx ⇒ ∫(i)

⃗v ⋅ d ⃗l = ∫
2

1
dx = 1

(ii) d ⃗l = dy ̂j
x = 2 } ⇒ ⃗v ⋅ d ⃗l = 4(y + 1)dy ⇒ ∫(ii)

⃗v ⋅ d ⃗l = 4∫
2

1
(y + 1)dy = 10

} ⇒

Χωρίζουμε τη διαδρομή (1) σε δύο τμήματα (i) και (ii) :

⇒ ∫(1)
⃗v ⋅ d ⃗l = 11

Στη διαδρομή (2) x = y ⇒ dx = dy ⇒ d ⃗l = dx ̂i + dy ̂j ⇒

⇒ ∫(2)
⃗v ⋅ d ⃗l = ∫

2

1
(3x2 + 2x)dx = (x3 + x2)

2

1
= 10 ⇒ ∮

(1)+(−2)

⃗v ⋅ d ⃗l = 11 − 10 = 1 ≠ 0
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But there is a poisonous snake lurking here that I’d better warn you about:
r̂, θ̂ , and φ̂ are associated with a particular point P , and they change direction
as P moves around. For example, r̂ always points radially outward, but “radially
outward” can be the x direction, the y direction, or any other direction, depend-
ing on where you are. In Fig. 1.37, A = ŷ and B = −ŷ, and yet both of them
would be written as r̂ in spherical coordinates. One could take account of this
by explicitly indicating the point of reference: r̂(θ,φ), θ̂(θ,φ), φ̂(θ,φ), but this
would be cumbersome, and as long as you are alert to the problem, I don’t think it
will cause difficulties.9 In particular, do not naïvely combine the spherical compo-
nents of vectors associated with different points (in Fig. 1.37, A + B = 0, not 2r̂,
and A · B = −1, not +1). Beware of differentiating a vector that is expressed in
spherical coordinates, since the unit vectors themselves are functions of position
(∂ r̂/∂θ = θ̂ , for example). And do not take r̂, θ̂ , and φ̂ outside an integral, as I
did with x̂, ŷ, and ẑ in Eq. 1.53. In general, if you’re uncertain about the validity
of an operation, rewrite the problem using Cartesian coordinates, for which this
difficulty does not arise.

An infinitesimal displacement in the r̂ direction is simply dr (Fig. 1.38a), just
as an infinitesimal element of length in the x direction is dx :

dlr = dr. (1.65)

x

y

z

AB
1−1

FIGURE 1.37

9I claimed back at the beginning that vectors have no location, and I’ll stand by that. The vectors
themselves live “out there,” completely independent of our choice of coordinates. But the notation we
use to represent them does depend on the point in question, in curvilinear coordinates.
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On the other hand, an infinitesimal element of length in the θ̂ direction (Fig. 1.38b)
is not just dθ (that’s an angle—it doesn’t even have the right units for a length);
rather,

dlθ = r dθ . (1.66)

Similarly, an infinitesimal element of length in the φ̂ direction (Fig. 1.38c) is

dlφ = r sin θ dφ. (1.67)

Thus the general infinitesimal displacement dl is

dl = dr r̂ + r dθ θ̂ + r sin θ dφ φ̂. (1.68)

This plays the role (in line integrals, for example) that dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ
played in Cartesian coordinates.

The infinitesimal volume element dτ , in spherical coordinates, is the product
of the three infinitesimal displacements:

dτ = dlr dlθ dlφ = r2 sin θ dr dθ dφ. (1.69)

I cannot give you a general expression for surface elements da, since these depend
on the orientation of the surface. You simply have to analyze the geometry for any
given case (this goes for Cartesian and curvilinear coordinates alike). If you are
integrating over the surface of a sphere, for instance, then r is constant, whereas
θ and φ change (Fig. 1.39), so

da1 = dlθ dlφ r̂ = r2 sin θ dθ dφ r̂.

On the other hand, if the surface lies in the xy plane, say, so that θ is constant (to
wit: π/2) while r and φ vary, then

da2 = dlr dlφ θ̂ = r dr dφ θ̂ .

Notice, finally, that r ranges from 0 to ∞, φ from 0 to 2π , and θ from 0 to π

(not 2π—that would count every point twice).10

10Alternatively, you could run φ from 0 to π (the “eastern hemisphere”) and cover the “western hemi-
sphere” by extending θ from π up to 2π . But this is very bad notation, since, among other things,
sin θ will then run negative, and you’ll have to put absolute value signs around that term in volume
and surface elements (area and volume being intrinsically positive quantities).
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On the other hand, an infinitesimal element of length in the θ̂ direction (Fig. 1.38b)
is not just dθ (that’s an angle—it doesn’t even have the right units for a length);
rather,

dlθ = r dθ . (1.66)

Similarly, an infinitesimal element of length in the φ̂ direction (Fig. 1.38c) is

dlφ = r sin θ dφ. (1.67)

Thus the general infinitesimal displacement dl is

dl = dr r̂ + r dθ θ̂ + r sin θ dφ φ̂. (1.68)

This plays the role (in line integrals, for example) that dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ
played in Cartesian coordinates.

The infinitesimal volume element dτ , in spherical coordinates, is the product
of the three infinitesimal displacements:

dτ = dlr dlθ dlφ = r2 sin θ dr dθ dφ. (1.69)

I cannot give you a general expression for surface elements da, since these depend
on the orientation of the surface. You simply have to analyze the geometry for any
given case (this goes for Cartesian and curvilinear coordinates alike). If you are
integrating over the surface of a sphere, for instance, then r is constant, whereas
θ and φ change (Fig. 1.39), so

da1 = dlθ dlφ r̂ = r2 sin θ dθ dφ r̂.

On the other hand, if the surface lies in the xy plane, say, so that θ is constant (to
wit: π/2) while r and φ vary, then

da2 = dlr dlφ θ̂ = r dr dφ θ̂ .

Notice, finally, that r ranges from 0 to ∞, φ from 0 to 2π , and θ from 0 to π

(not 2π—that would count every point twice).10

10Alternatively, you could run φ from 0 to π (the “eastern hemisphere”) and cover the “western hemi-
sphere” by extending θ from π up to 2π . But this is very bad notation, since, among other things,
sin θ will then run negative, and you’ll have to put absolute value signs around that term in volume
and surface elements (area and volume being intrinsically positive quantities).
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On the other hand, an infinitesimal element of length in the θ̂ direction (Fig. 1.38b)
is not just dθ (that’s an angle—it doesn’t even have the right units for a length);
rather,

dlθ = r dθ . (1.66)

Similarly, an infinitesimal element of length in the φ̂ direction (Fig. 1.38c) is

dlφ = r sin θ dφ. (1.67)

Thus the general infinitesimal displacement dl is

dl = dr r̂ + r dθ θ̂ + r sin θ dφ φ̂. (1.68)

This plays the role (in line integrals, for example) that dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ
played in Cartesian coordinates.

The infinitesimal volume element dτ , in spherical coordinates, is the product
of the three infinitesimal displacements:

dτ = dlr dlθ dlφ = r2 sin θ dr dθ dφ. (1.69)

I cannot give you a general expression for surface elements da, since these depend
on the orientation of the surface. You simply have to analyze the geometry for any
given case (this goes for Cartesian and curvilinear coordinates alike). If you are
integrating over the surface of a sphere, for instance, then r is constant, whereas
θ and φ change (Fig. 1.39), so

da1 = dlθ dlφ r̂ = r2 sin θ dθ dφ r̂.

On the other hand, if the surface lies in the xy plane, say, so that θ is constant (to
wit: π/2) while r and φ vary, then

da2 = dlr dlφ θ̂ = r dr dφ θ̂ .

Notice, finally, that r ranges from 0 to ∞, φ from 0 to 2π , and θ from 0 to π

(not 2π—that would count every point twice).10

10Alternatively, you could run φ from 0 to π (the “eastern hemisphere”) and cover the “western hemi-
sphere” by extending θ from π up to 2π . But this is very bad notation, since, among other things,
sin θ will then run negative, and you’ll have to put absolute value signs around that term in volume
and surface elements (area and volume being intrinsically positive quantities).

d ⃗l = dlr ̂r + dlθ ̂θ + dlϕ ̂ϕ = dr ̂r + rdθ ̂θ + r sin θdϕ ̂ϕ

Το στοιχείο επικαμπύλιας ολοκλήρωσης  
μπορεί τότε να εκφραστεί σε καμπυλόγραμμες 
συντεταγμένες αναλύοντάς το στα αντίστοιχα 
μοναδιαία διανύσματα, π.χ. σε σφαιρικές :

d ⃗l

Στις καμπυλόγραμμες συντεταγμένες ορίζουμε 
ορθογώνια μεταξύ τους μοναδιαία διανύσματα 
εφαπτόμενα στις διευθύνσεις κατά τις οποίες 
μεταβάλλονται οι αντίστοιχες συντεταγμένες. 
Αντίθετα με το καρτεσιανό σύστημα μοναδιαίων 
διανυσμάτων, το καμπυλόγραμμο αλλάζει από 
σημείο σε σημείο του χώρου
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Problem 1.41 Compute the gradient and Laplacian of the function T = r(cos θ +
sin θ cos φ). Check the Laplacian by converting T to Cartesian coordinates and
using Eq. 1.42. Test the gradient theorem for this function, using the path shown
in Fig. 1.41, from (0, 0, 0) to (0, 0, 2).

1.4.2 Cylindrical Coordinates

The cylindrical coordinates (s,φ, z) of a point P are defined in Fig. 1.42. Notice
that φ has the same meaning as in spherical coordinates, and z is the same as
Cartesian; s is the distance to P from the z axis, whereas the spherical coordinate
r is the distance from the origin. The relation to Cartesian coordinates is

x = s cos φ, y = s sin φ, z = z. (1.74)

The unit vectors (Prob. 1.42) are

ŝ = cos φ x̂ + sin φ ŷ,

φ̂ = − sin φ x̂ + cos φ ŷ,

ẑ = ẑ.




 (1.75)

The infinitesimal displacements are

dls = ds, dlφ = s dφ, dlz = dz, (1.76)
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Στοιχείο επικαμπύλιας ολοκλήρωσης  σε κυλινδρικές συντεταγμένες :d ⃗l

d ⃗l = dls ̂s + dlϕ ̂ϕ + dlz ̂z = ds ̂s + sdϕ ̂ϕ + dz ̂z
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∫S
⃗v ⋅ d ⃗a = ∫S

vxdax + ∫S
vyday + ∫S

vzdaz

∮S
⃗v ⋅ d ⃗a

26 Chapter 1 Vector Analysis

For the loop that goes out (1) and back (2), then,
∮

v · dl = 11 − 10 = 1.

(b) Surface Integrals. A surface integral is an expression of the form
∫

S
v · da, (1.50)

where v is again some vector function, and the integral is over a specified surface
S. Here da is an infinitesimal patch of area, with direction perpendicular to the
surface (Fig. 1.22). There are, of course, two directions perpendicular to any
surface, so the sign of a surface integral is intrinsically ambiguous. If the surface
is closed (forming a “balloon”), in which case I shall again put a circle on the
integral sign

∮
v · da,

then tradition dictates that “outward” is positive, but for open surfaces it’s arbi-
trary. If v describes the flow of a fluid (mass per unit area per unit time), then∫

v · da represents the total mass per unit time passing through the surface—
hence the alternative name, “flux.”

Ordinarily, the value of a surface integral depends on the particular surface
chosen, but there is a special class of vector functions for which it is independent
of the surface and is determined entirely by the boundary line. An important task
will be to characterize this special class of functions.

x

y

z
da

FIGURE 1.22
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Example 1.7. Calculate the surface integral of v = 2xz x̂ + (x+2) ŷ + y(z2−3)

ẑ over five sides (excluding the bottom) of the cubical box (side 2) in Fig. 1.23.
Let “upward and outward” be the positive direction, as indicated by the arrows.

Solution
Taking the sides one at a time:

Στο επιφανειακό ολοκλήρωμα ενός διανυσματικού πεδίου 
τα όρια ολοκλήρωσης είναι όλα τα σημεία του συνόρου της 
επιφάνειας ολοκλήρωσης S και το αποτέλεσμα είναι ένας 
αριθμός που λέγεται ροή του πεδίου μέσα από την S:

Όταν η επιφάνεια S της ολοκλήρωσης 
είναι κλειστή, το ολοκλήρωμα λέγεται 
‘κλειστό’
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dω :   διαφορική στερεά γωνία με κορυφή το σημείο x

dAy :  διαφορική επιφάνεια στο σημείο y

r :       απόσταση του y από το x

ωy :    διάνυσμα κατεύθυνσης από το x στο y

Ny :    διάνυσμα κατεύθυνσης κάθετο στην επιφάνεια dAy

Ορισμός στερεάς γωνίας :

dΩ ≡
̂r ⋅ d ⃗a
r2

=
cos θ da

r2

Παίρνοντας το στοιχείο επιφάνειας 
πάνω σε μια σφαίρα ακτίνας r :

Ω = ∫
da
r2

=
1
r2

4πr2 = 4π στερακτίνια

dΩ =
da
r2

=
dlθ ⋅ dlϕ

r2
=

rdθ ⋅ r sin θdϕ
r2

⇒ dΩ = sin θdθdϕ
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vxdτ = ∭

V

vx(x, y, z)dxdydz
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∫V
⃗v dτ = ∫V

(vx
̂i + vy

̂j + vzk̂) dτ = ∫V
vxdτ ̂i + ∫V

vydτ ̂j + ∫V
vzdτ k̂

dτ = dx dy dz

Στο χωρικό ολοκλήρωμα ενός διανυσματικού πεδίου τα όρια 
ολοκλήρωσης είναι όλα τα σημεία της επιφάνειας που περικλείνει 
τον όγκο ολοκλήρωσης V και το αποτέλεσμα είναι ένα διάνυσμα :

Το ολοκλήρωμα μιας συνιστώσας, π.χ.

όπου

είναι το

τριπλό ολοκλήρωμα μιας βαθμωτής συνάρτησης στον τρισδιάστατο χώρο
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Στοιχείο όγκου σε σφαιρικές συντεταγμένες : dτ = dlrdlθdlϕ = r2 sin θ dr dθ dϕ

Παράδειγμα:  υπολογισμός του όγκου σφαίρας ακτίνας R σε σφαιρικές συντεταγμένες

V = ∫ dτ = ∫
R

r=0 ∫
π

θ=0 ∫
2π

ϕ=0
r2 sin θ dr dθ dϕ

= (∫
R

0
r2dr) (∫

π

0
sin θ dθ) (∫

2π

0
dϕ)

= ( R3

3 ) (2) (2π) =
4
3

πR3

Στοιχείο όγκου σε κυλινδρικές συντεταγμένες : dτ = dlrdlϕdlz = r dr dϕ dz
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∫
b

a

df
dx

dx = f(b) − f(a)

1.3 Integral Calculus 29

1.3.2 The Fundamental Theorem of Calculus

Suppose f (x) is a function of one variable. The fundamental theorem of calcu-
lus says:

∫ b

a

(
d f
dx

)
dx = f (b) − f (a). (1.54)

In case this doesn’t look familiar, I’ll write it another way:
∫ b

a
F(x) dx = f (b) − f (a),

where d f/dx = F(x). The fundamental theorem tells you how to integrate F(x):
you think up a function f (x) whose derivative is equal to F .

Geometrical Interpretation: According to Eq. 1.33, d f = (d f/dx)dx is the
infinitesimal change in f when you go from (x) to (x + dx). The fundamental
theorem (Eq. 1.54) says that if you chop the interval from a to b (Fig. 1.25) into
many tiny pieces, dx , and add up the increments d f from each little piece, the
result is (not surprisingly) equal to the total change in f : f (b) − f (a). In other
words, there are two ways to determine the total change in the function: either
subtract the values at the ends or go step-by-step, adding up all the tiny increments
as you go. You’ll get the same answer either way.

Notice the basic format of the fundamental theorem: the integral of a derivative
over some region is given by the value of the function at the end points (bound-
aries). In vector calculus there are three species of derivative (gradient, diver-
gence, and curl), and each has its own “fundamental theorem,” with essentially
the same format. I don’t plan to prove these theorems here; rather, I will explain
what they mean, and try to make them plausible. Proofs are given in Appendix A.

1.3.3 The Fundamental Theorem for Gradients

Suppose we have a scalar function of three variables T (x, y, z). Starting at point
a, we move a small distance dl1 (Fig. 1.26). According to Eq. 1.37, the function
T will change by an amount

dT = (∇T ) · dl1.

xbdxa

f (x)

f (b)

f (a)

FIGURE 1.25

d l1

y

z

x

a

b

FIGURE 1.26

∫
⃗b

⃗a

⃗∇ F ⋅ d ⃗l = F( ⃗b ) − F( ⃗a )

1.3 Integral Calculus 25

y

z

x

a

bd l

FIGURE 1.20

x

y

2

1

1 2

(2)

(1)(i)

(ii)

b

a

FIGURE 1.21

integral is independent of path and is determined entirely by the end points. It will
be our business in due course to characterize this special class of vectors. (A force
that has this property is called conservative.)

Example 1.6. Calculate the line integral of the function v = y2 x̂ + 2x(y + 1) ŷ
from the point a = (1, 1, 0) to the point b = (2, 2, 0), along the paths (1) and (2)
in Fig. 1.21. What is

∮
v · dl for the loop that goes from a to b along (1) and

returns to a along (2)?

Solution
As always, dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ. Path (1) consists of two parts. Along the
“horizontal” segment, dy = dz = 0, so

(i) dl = dx x̂, y = 1, v · dl = y2 dx = dx, so
∫

v · dl =
∫ 2

1 dx = 1.

On the “vertical” stretch, dx = dz = 0, so

(ii) dl = dy ŷ, x = 2, v · dl = 2x(y + 1) dy = 4(y + 1) dy, so
∫

v · dl = 4
∫ 2

1
(y + 1) dy = 10.

By path (1), then,
∫ b

a
v · dl = 1 + 10 = 11.

Meanwhile, on path (2) x = y, dx = dy, and dz = 0, so
dl = dx x̂ + dx ŷ, v · dl = x2 dx + 2x(x + 1) dx = (3x2 + 2x) dx,

and
∫ b

a
v · dl =

∫ 2

1
(3x2 + 2x) dx = (x3 + x2)

∣∣2
1 = 10.

(The strategy here is to get everything in terms of one variable; I could just as well
have eliminated x in favor of y.)

Όταν ολοκληρώνουμε την παράγωγο μιας απλής συνάρτησης 
, προσθέτουμε απειροστές μεταβολές της  που προκύπτουν 

από απειροστές μεταβολές  της ανεξάρτητης μεταβλητής, 
οπότε το αποτέλεσμα της ολοκλήρωσης είναι απλά η συνολική 
μεταβολή της  από το κάτω στο επάνω όριο :

f(x) df
dx

f(x)

Το ίδιο ισχύει και όταν ολοκληρώνουμε την παράγωγο 
(βαθμίδα) μιας βαθμωτής συνάρτησης  στο χώρο:F(x, y, z)

Το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού σε μία και σε τρεις διαστάσεις
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∫V
( ⃗∇ ⋅ ⃗v ) dτ = ∮S

⃗v ⋅ d ⃗a

∫S
( ⃗∇ × ⃗v ) ⋅ d ⃗a = ∮C

⃗v ⋅ d ⃗l

1.3 Integral Calculus 35

=

FIGURE 1.31

da

dl

FIGURE 1.32

this is not the case with curls. For Stokes’ theorem says that
∫
(∇ × v) · da is equal

to the line integral of v around the boundary, and the latter makes no reference to
the specific surface you choose.

Corollary 1:
∫
(∇ × v) · da depends only on the boundary line, not

on the particular surface used.

Corollary 2:
∮
(∇ × v) · da = 0 for any closed surface, since the

boundary line, like the mouth of a balloon, shrinks
down to a point, and hence the right side of Eq. 1.57
vanishes.

These corollaries are analogous to those for the gradient theorem. We will develop
the parallel further in due course.

Example 1.11. Suppose v = (2xz + 3y2)ŷ + (4yz2)ẑ. Check Stokes’ theorem
for the square surface shown in Fig. 1.33.

Solution
Here

∇ × v = (4z2 − 2x) x̂ + 2z ẑ and da = dy dz x̂.

x
y

z

1

1

(iv) (ii)

(iii)

(i)

FIGURE 1.33

(In saying that da points in the x direction, we are committing ourselves to a
counterclockwise line integral. We could as well write da = −dy dz x̂, but then
we would be obliged to go clockwise.) Since x = 0 for this surface,

∫
(∇ × v) · da =

∫ 1

0

∫ 1

0
4z2 dy dz = 4

3
.

Θεώρημα Gauss :  Το ολοκλήρωμα της απόκλισης ενός διανυσματικού πεδίου πάνω σε 
έναν όγκο ισούται με τη ροή του πεδίου μέσα από την επιφάνεια που περικλείνει τον όγκο

Θεώρημα Stokes :  Η ροή του στροβιλισμού ενός διανυσματικού πεδίου μέσα από μια 
επιφάνεια ισούται με την κυκλοφορία του πεδίου πάνω στο σύνορο της επιφάνειας

Πορίσματα :

1. Η ροή του στροβιλισμού δεν εξαρτάται από την 

επιφάνεια ροής αλλά μόνο από το σύνορό της

2. Η ροή του στροβιλισμού μέσα από μια κλειστή 

επιφάνεια είναι πάντα μηδέν

Γενίκευση του θεμελιώδους θεωρήματος σε διανυσματικά πεδία
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Παράδειγμα:  εφαρμογή του θεωρήματος του Gauss

Το ολοκλήρωμα  του πεδίου 

 πάνω στη μοναδιαία σφαίρα 
 υπολογίζεται δύσκολα απευθείας, 

εύκολα εφαρμόζοντας το θεώρημα του Gauss :

∮S

⃗F ⋅ d ⃗a

⃗F = 2x ̂i + y2 ̂j + z2k̂
x2 + y2 + z2 = 1

∮S

⃗F ⋅ d ⃗a = ∫V
( ⃗∇ ⋅ ⃗F ) dτ = 2∫V

(1 + y + z) dτ

= 2∫V
dτ + 2 ∫V

ydτ

0

+ 2 ∫V
zdτ

0

= 2
4π
3

=
8π
3

επειδή το y και το z παίρνουν θετικές και αρνητικές τιμές μέσα στη 
σφαίρα συμμετρικά στα ημισφαίρια  και y > 0, y < 0 z > 0, z < 0
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Παράδειγμα:  εφαρμογή του θεωρήματος του Stokes

Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα  του πεδίου 

 πάνω στην επιφάνεια S που ορίζεται 
από τη σχέση  εφαρμόζοντας το 
θεώρημα του Stokes στο σύνορο της S, που είναι η τομή του 
παραβολοειδούς  με το επίπεδο , δηλαδή 
ο κύκλος C με εξίσωση .  
Χρησιμοποιούμε την παραμετρική εξίσωση αυτού του κύκλου:

∫S
curl ⃗F ⋅ d ⃗a

⃗F = z2 ̂i − 3xy ̂j + x3y3k̂
z = 5 − x2 − y2, z > 1

z = 5 − x2 − y2 z = 1
1 = 5 − x2 − y2 ⇒ x2 + y2 = 4

⃗r(t) = 2 cos t ̂i + 2 sin t ̂j + k̂, 0 ≤ t < 2π

⇒ d ⃗r(t) = 2(−sin t ̂i + cos t ̂j)dt

⃗F ( ⃗r(t)) = 12 ̂i − 3(2 cos t)(2 sin t) ̂j + (2 cos t)3(2 sin t)3k̂ = ̂i − 12 cos t sin t ̂j + 64(cos t sin t)3k̂

∫S
curl ⃗F ⋅ d ⃗a = ∮C

⃗F ⋅ d ⃗r = ∫
2π

0
(−2 sin t dt − 24 cos2 t sin t dt

−d(cos t)

) = (2 cos t + 8 cos3 t)
2π

0
= 0


