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3. YΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ 
EINSTEIN ME ΘΕΩΡΙΑ ∆ΙΑΤΑΡΑΧΩΝ 

 

3.1 Προκαταρκτικά 

 

ίδαµε τη σηµασία των διεργασιών απορρόφησης και εκποµπής 

ακτινοβολίας από άτοµα για την ακτινοβολία µέλανος σώµατος 

και την ανάπτυξη πυκνής µονοχρωµατικής ακτινοβολίας σε laser. 

Οι διεργασίες αυτές περιγράφονται φαινοµενολογικά µέσω των συντελεστών 

Α και Β του Einstein.  Μιά και η απορρόφηση και εκποµπή ακτινοβολίας 

από άτοµα διαλαµβάνει αλληλεπίδραση ακτινοβολίας µε τα άτοµα, θα 

µπορούσαµε να παρακολουθήσουµε την εξέλιξη τόσο  της ατοµικής κίνησης 

όσο και της ακτινοβολίας κατά την απορρόφηση και διεγειρόµενη εκποµπή. 

Για το σκοπό αυτό θα πρέπει να µελετήσουµε τη δυναµική του συστήµατος 

άτοµο και ακτινοβολία σε αλληλεπίδραση.  Για να ευκολύνουµε τα 

πράγµατα θα θεωρήσουµε την περίπτωση ενός ατόµου και µίας 

µονοχρωµατικής ακτινοβολίας και µάλιστα θα περιοριστούµε στην κίνηση 

ενός από τα ηλεκτρόνια του ατόµου.  Αυτό µπορεί να γίνει κατά προσέγγιση 

εφόσον τα φωτόνια που ανταλλάσσει η ακτινοβολία µε το άτοµο ταιριάζουν 

ενεργειακά µεταξύ δύο σταθµών όπου µπορεί να κινείται το ηλεκτρόνιο µας.  

Για να απλοποιήσουµε περισσότερο τα πράγµατα µπορούµε στις θεωρήσεις 

µας να έχουµε υπόψη το άτοµο του υδρογόνου που έχει ένα ηλεκτρόνιο ή 

ένα υδρογονοειδές άτοµο του οποίου το υπό θεώρηση ηλεκτρόνιο θα βλέπει 

ένα θωρακισµένο δυναµικό Coulomb ανάλογο του  
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     Σε πρώτο στάδιο θα πάρουµε την ακτινοβολία ως ένα χρονικά 

διαγραφόµενο εξωτερικό αίτιο και έτσι αυτό που µένει στη µελέτη µας είναι 

η κίνηση του ατόµου. Αυτή η προσέγγιση είναι επιτρεπτή εφόσον έχουµε 

αρκετά πυκνή ακτινοβολία µια και η απορρόφηση ή η εκποµπή ενός 

φωτονίου από το υπό µελέτη άτοµο δεν µπορεί να επηρεάσει αισθητά τα 

πλάτη του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου του κύµατος.  Σε περιπτώσεις 

που ενδιέφεραν οι διακυµάνσεις της πυκνότητας της ακτινοβολίας είναι 

ανάγκη να θεωρήσουµε τόσο τη δυναµική του ατόµου όσο και της 

ακτινοβολίας σε αλληλεπίδραση.  Αυτό θα γίνει αργότερα όταν το σύστηµα  

άτοµο-ακτινοβολία θα µελετηθεί στην πλήρη κβαντική του µορφή. 

     Αρχίζουµε τώρα µε την Χαµιλτονιανή  του υπό θεώρηση ηλεκτρονίου 

στο άτοµο µας  

                                                      )(
2

2
rU

m
p

Ho
v

+=                                 (3.2)        

Η κατάσταση του ηλεκτρονίου περιγράφεται από την κυµατική συνάρτηση 

Ψ( , )vr t , οποία υπακούει την εξίσωση του Schrödinger 

                                               ),(),( trHtr
t

i o
vv

h Ψ=Ψ
∂
∂                             (3.3) 

Όπως είναι γνωστό η ποσότητα rdtr vv 32),(Ψ  παρέχει την πιθανότητα 

ευρέσεως του ηλεκτρονίου τη στιγµή t µεταξύ r
r
και  rdr

rr
+ .  Όταν το 

δυναµικό είναι ελκτικό η (3-3) επιδέχεται περιοδικές λύσεις. Το δυναµικό 

Coulomb από τον πυρήνα στα άτοµα είναι ένα ισχυρό δυναµικό όσο 

πλησιάζουµε τον πυρήνα. ΄Όπως, είπαµε και προηγούµενα για  ευκολία µας 

θα φανταζόµαστε το άτοµο του υδρογόνου.   Το δυναµικό σε απόσταση r 

από τον πυρήνα είναι ./ re  Έτσι η δυναµική ενέργεια του ηλεκτρονίου σε 

απόσταση r είναι rerU /)( 2−= . 

     Οι διάφορες περιοδικές λύσεις της εξισώσεως του Schrödinger (3-

3) έχουν τη µορφή 



 

 
   45 

 

                                  Κβαντική Οπτική & lasers 

                                )exp()(),( Etirtr
h

rr
−Φ=Ψ                                (3.4) 

όπου )(r
r

Φ  υπακούει την (χρονικά ανεξάρτητη) εξίσωση Schrödinger  

                                                  )()( rErHo
rr

Φ=Φ                                     (3.5) 

µε το )(r
r

Φ να πληροί τις συνήθεις συνοριακές συνθήκες που απαιτούνται 

στην κβαντική µηχανική δηλαδή όσο µεγαλώνει το r οι τιµές της )(r
r

Φ να 

πέφτουν κατά τρόπο που 

                                                    1)( 32 =Φ∫ rdr
rr

                                    (3.6) 

Η εξίσωση της κίνησης (3-3) επιδέχεται απειρία λύσεων της µορφής (3-4) η 

κάθε µια των οποίων χαρακτηρίζεται από ορισµένους κβαντικούς αριθµούς 

τους οποίους και θα συµβολίζουµε συλλογικά µε ένα δείκτη, πέστε, k . Π.χ. 

στην περίπτωση του ατόµου του υδρογόνου το k  στέκει για τρεις 

κβαντικούς αριθµούς, mn ,,l .  Στην ιδιοκατάσταση Ψ(r,θ,φ) αντιστοιχεί 

ενέργεια  

                                            22

2

2 n
Ry

n
eE
o

nlm −=−=
α

                               ( 3.7) 

όπου α0 (≈ 0.53Å) η ακτίνα του Bohr. Έτσι, λοιπόν, η λύση µε δείκτη k  θα 

είναι kΦ .  Αυτή είναι µία ιδιοσυνάρτηση της εξίσωσης (3-3).  H kΦ είναι η 

k  ιδιοσυνάρτηση της (3-5) ή του Χαµιλτονιακού τελεστή oH  και kE είναι η 

ενέργεια του συστήµατος που περιγράφεται από την ιδιοσυνάρτηση (ή 

ιδιοκατάσταση) kΦ  

     Τα πιο πάνω για υπενθύµιση σας και τώρα µπαίνουµε στο θέµα της 

χρονικά εξαρτηµένης θεωρίας διαταραχών για χρήση στη µελέτη της 

αλληλεπίδρασης ακτινοβολίας µε άτοµα. 
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3.2 Χρονικά εξαρτώµενη θεωρία διαταραχών 

 

Είναι γνωστό ότι ένα µικρό σύνολο από τα προβλήµατα της Φυσικής 

µπορούν να τύχουν ακριβούς αναλυτικής λύσεως. Για να κάνουµε πρόοδο 

καταφεύγουµε σε προσεγγιστικές και αριθµητικές λύσεις.  Σκοπός της 

παρεµβολής του εδαφίου αυτού είναι η εξυπηρέτηση του µαθήµατος, και ως 

εκ τούτου η διαµόρφωση του θα αφορά στην αλληλεπίδραση ακτινοβολίας 

µε άτοµο. 

     Θεωρούµε άτοµο µε ενεργό ηλεκτρόνιο του οποίου η Χαµιλτονιανή είναι 

0H  και οι διάφορες ιδιοκαταστάσεις kΦ  µε αντίστοιχες ιδιοτιµές ενέργειας 

kkE Ω= h , τις οποίες είµαστε σε θέση να γνωρίζουµε. Το k  

αντιπροσωπεύει συλλογικά τους διάφορους κβαντικούς αριθµούς. Έχουµε: 

                                                      kkkH ΦΩ=Φ h0                                   (3.8) 

Αν διαταράξουµε το σύστηµα µε πρόσθετο δυναµικό  ),( trV
r

 η 

Χαµιλτονιανή του συστήµατος µας γίνεται 

                                                      ),(0 trVHH v
+=                                  (3.9) 

Στις εφαρµογές το V θα προέρχεται από το ηλεκτρικό πεδίο οδεύοντος ή 

στάσιµου κύµατος και θα είναι µικρό έναντι της 0H .  Το πρόβληµα προς 

επίλυση είναι πρόβληµα αρχικών τιµών που σχετίζεται µε την εξίσωση του 

Schrödinger µε Χαµιλτονιανή την (3 -9) 

                                                ),(),( trHtr
t

i vv
h Ψ=Ψ
∂
∂                            (3.10) 

και τίθεται ως εξής:  ∆εδοµένου ότι η κατάσταση του συστήµατος τη στιγµή 

0=t  είναι 

                                                       )()0,( rr vv
Φ=Ψ                                   (3.11) 
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ποία είναι η κατάσταση του συστήµατος ),( tr
r

Ψ ανά πάσα στιγµή t , 

όταν η Ψ  υπακούει τη (3- 10); 

     Το πρόβληµα αναλυτικά είναι εν γένει άλυτο, και καταφεύγουµε στην πιο 

κάτω διαδικασία προκειµένου υπό ορισµένες συνθήκες (κατά βάση για 

µικρούς χρόνους) να προσεγγίσουµε τη λύση. Γράφουµε τόσο την άγνωστη 

συνάρτηση,Ψ , όσο και την αρχική κατάσταση, Φ , ως γραµµικούς 

συνδυασµούς των ιδιοσυναρτήσεων kΦ . 

 

                                              )()( rfr kk
vv

Φ=Φ ∑                                    (3.12) 

                                       )()(),( retCtr k
ti

k
k vv
Φ=Ψ Ω−∑                           (3.13) 

Αυτό είναι δυνατό λόγω της πληρότητας του συνόλου των ιδιοκαταστάσεων 

{Φκ}. Είναι ενδεχόµενο πολλοί από τους συντελεστές kf (αρχικά µιγαδικά 

πλάτη) να είναι µηδέν.   Τώρα, προκειµένου η )0,(r
r

Ψ  να συµπίπτει µε την 

)(r
r

Φ  έχουµε 

                                                      kk fC =)0(                                          (3.14) 

Εν συνεχεία εισάγουµε την (3-13) στην εξίσωση κίνησης (3-10) και 

λαµβάνοντας υπόψη την (3-8) παίρνουµε 

                            ti
k

k
kk

ti

k
k

kk eCtrVeCi Ω−Ω− ∑∑ Φ=Φ ),(v&h                     (3.15) 

Πολλαπλασιάζουµε την (3-15) επί )(* rn
r

Φ  και ολοκληρώνουµε εφ’ όλου του 

χώρου, και δεδοµένης της ορθοκανονικότητος των ιδιοκαταστάσεων kΦ , 

δηλαδή 

                                         nkkn rdrr δ=ΦΦ∫ ∗ rvv 3)()(                                 (3.16) 

καταλήγουµε µε απλές ανακατατάξεις στην εξίσωση 
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                                  k
ti

k
nkn CetV

i
C nk )()( Ω−Ω−∑−=

h
&                        (3.17) 

όπου nkV  είναι το στοιχείο πίνακα που δίνεται ως 

                        nkV )()(),()( 3
knkn VrdrtrVr ΦΦ=ΦΦ= ∫ ∗ rvvv                  (3.18) 

     Η διαδικασία για την εύρεση της (3-18) ισχύει για όλες τις καταστάσεις  

της βάσεως {Φn}. Έτσι θεωρώντας όλους του κβαντικούς αριθµούς n έχουµε 

ένα άπειρο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξεως της µορφής (3-17) 

για τον υπολογισµό των πλατών )(tCn . To σύστηµα αυτό είναι ισοδύναµο 

µε την εξίσωση του Schödinger, διότι γνωρίζοντας τα πλάτη nC  ευρίσκουµε 

την ζητούµενη λύση µέσω της (3-12) & (3-13). Τα διάφορα 

)(tCn ευρίσκονται κατ’ αρχήν από την λύση του συστήµατος των (3-17) µε 

αρχικές συνθήκες που δίνονται στην (3-14).  Για τη λύση του συστήµατος 

των (3-17), που είναι γραµµικό, µπορεί σε ικανοποιητικό βαθµό να επέµβει ο 

υπολογιστής ή να γίνει εφαρµογή προσεγγιστικής διαδικασίας που 

υπαγορεύεται από τις συνθήκες του προβλήµατος.  

Τα πιο πάνω συνιστούν τη λεγόµενη χρονικά εξαρτηµένη θεωρία των 

διαταραχών, εφαρµογή της οποίας θα κάνουµε σε δισταθµικό άτοµο υπό την 

επίδραση µονοχρωµατικού ηλεκτρικού κύµατος. 

 

3.3 ∆ισταθµικό άτοµο υπό την επίδραση πολωµένου 

Η/Μ κύµατος 

 

Είδαµε ότι οι εξισώσεις για την  κίνηση των πλατών, kC , των διαφόρων 

ιδιοκαταστάσεων kΦ  ενός ηλεκτρονίου (θεωρούµε την περίπτωση ενός 

ενεργού ηλεκτρονίου) σε άτοµο υπό την επίδραση πολωµένου Η/Μ-κύµατος 

παίρνουν τη µορφή (3.17) 
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                             k
ti

k
nkn CetViC nk )()( ωω −−∑−=

h
&                        (3.19) 

Τα n  και k  είναι συλλογικά στη θέση των κβαντικών αριθµών. Το n 

διατρέχει όλες τις δυνατές τιµές του και ως εκ τούτου έχουµε ένα άπειρο 

σύστηµα γραµµικών εξισώσεων. 

     Το σύστηµα (3-19) µε τον µετασχηµατισµό  

                                                    n
ti

n CeC n ′= ω                                          (3.20) 

µπορεί να γραφτεί ως 

                                         k
k

nknnn CtViCiC ′−=′+′ ∑ )(
h

& ω                          (3.21) 

αν και αυτό δεν πολυεξυπηρετεί, εφόσον ο χρόνος εξακολουθεί να έχει την 

παρουσία του στα στοιχεία πίνακα )(tVnk .  Το πρόβληµα µας έχει ως εξής: 

Αν το σύστηµα µας πριν την διαταραχή βρισκόταν στην κατάσταση lΦ  η 

αρχική κυµατική συνάρτηση θα ήταν 

                                                )()0,( rr
rv

lΦ=Ψ                                        (3.22) 

δηλαδή 1)0( =lC  και όλα τα άλλα 0)0( =nC .  Παρεµπιπτόντως η αρχική 

κατάσταση του συστήµατος µπορεί να είναι µείγµα περισσοτέρων 

ιδιοκαταστάσεων και τότε θα µας είναι δεδοµένα για τη στιγµή 0  τόσα 

πλάτη όσα επαρκούν για την περιγραφή της )0,(r
r

Ψ . 

Επανερχόµαστε στο πρόβληµα µε αρχική τιµή τη (3-22).  Η 

περίπτωση αυτή µας ενδιαφέρει στην αλληλεπίδραση ατόµου µε Η/Μ κύµα. 

Για µικρούς χρόνους από την έναρξη της διαταραχής το )(tCl δεν θα 

διαφέρει και πολύ από το 1 , ενώ τα άλλα )(tCn δεν θα έχουν αποστεί και 

πολύ από το 0 .  Το 2)(tCl  είναι η πιθανότητα το σύστηµα να είναι κατά τη 
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στιγµή t στην κατάσταση l . Aντίστοιχα και για τα διάφορα άλλα 

2)(tCn . Για κάθε t  έχουµε 

                                                         1)( 2 =∑
n

n tC                                   (3.23) 

Περιοριζόµαστε τώρα σε δυνάµεις που προέρχονται από το ηλεκτρικό πεδίο 

οδεύοντος πολωµένου κύµατος. ΄Όπως είδαµε στην περίπτωση αυτή το 

ηλεκτρόνιο µας βρίσκεται κατά πολύ καλή προσέγγιση υπό την επίδραση 

ηλεκτρικού πεδίου της µορφής 

                                               )cos( tRko ωεε −⋅=                              (3.24) 

Το R  στην  (3-24) είναι το άνυσµα της θέσης του πυρήνα του ατόµου και 

ω  η συχνότητα του κύµατος. Η κατεύθυνση του oε
v

 καθορίζει την πόλωση. 

Το Rk ⋅  συνιστά µία φάση την οποία στους πάρα κάτω λογαριασµούς θα 

παραλείψουµε. Το ηλεκτρικό πεδίο που επενεργεί στο ηλεκτρόνιο µας 

εξαρτάται µονάχα από τον χρόνο.  Έτσι η δυναµική συνάρτηση από  την 

οποία παράγεται η δύναµη της διαταραχής είναι 

                                                  rtetrV v⋅−= )(),( ε                                  (3.25) 

Στα πιο κάτω θα θεωρήσουµε το κύµα µας πολωµένο στην κατεύθυνση 

z και  έτσι 

                                               )cos(ˆ)( tztε oε ω=                                     (3.26) 

Όσο µεγαλύτερο το πλάτος του κύµατος τόσο µεγαλύτερη και η ενέργεια 

που εδράζεται σε αυτό.  Η συχνότητα ω  καθορίζει µέσω του τύπου ωh  την 

ενέργεια των φωτονίων που µπορεί να ανταλλάξει το κύµα µας. 

Ας φανταστούµε τώρα ένα άτοµο στην κατάσταση 1Φ µε (ηλεκτρονική) 

ενέργεια 1E . Στο άτοµο αυτό υπάρχει και µια παραπλήσια ενεργειακή 

στάθµη 2E  τέτοια ώστε ωh=− 12 EE , δηλαδή τα φωτόνια του κύµατος µας 
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ταιριάζουν ενεργειακά µε την σταθµική διαφορά των καταστάσεων 1 

και 2. Στην περίπτωση αυτή λόγω της διατήρησης της ενέργειας η κίνηση 

των πλατών θα περιορίζεται κατά κύριο λόγο µεταξύ των 1C  και 2C .  Κατά 

ένα τρόπο θα έχουµε ένα δισταθµικό άτοµο τα στοιχεία του οποίου δίνονται 

στο πιο κάτω διάγραµµα του σχήµατος. Όταν περιοριζόµαστε σε δισταθµικό 

άτοµο και το ηλεκτρόνιο βρίσκεται στην κάτω στάθµη θα το λέµε αδιέγερτο 

και όταν το ηλεκτρόνιο ενεργειακά θα κατέχει την απάνω στάθµη, το άτοµο 

µας θα είναι διεγερµένο. 

Μας ενδιαφέρει το πρόβληµα της απορρόφησης ακτινοβολίας από 

ένα άτοµο και για τη µελέτη µας θα κάνουµε χρήση του τεχνάσµατος µε 

κατάλληλο δισταθµικό άτοµο. Ξεκινάµε µε το άτοµο µας αδιέγερτο και 

παίρνουµε το ηλεκτρικό πεδίο πολωµένο στην κατεύθυνση του z-άξονα.   

Με το ηλεκτρικό πεδίο )cos(ˆ)( tzt o ωεε =  που επενεργεί επί του 

ηλεκτρονίου τα στοιχεία πίνακα )(tVnk  που εµφανίζονται στην  (3-19) είναι: 

 

 

 

Σχήµα 3-1  Ενεργειακές στάθµες και ιδιοκαταστάσεις ενός δισταθµικού 

ατόµου 

   

                       rdrrzrteV o
vrvv 3

2
*
112 )()ˆ)(,()cos( Φ⋅Φ−= ∫ωε  

                        ∗∗ =Φ⋅Φ−= ∫ 12
3

1221 )()ˆ)(,()cos( VrdrrzrteV o
vrvvωε           (3.27) 

Eνέργειες Στάθµες Καταστάσεις 

       E2  

 

2 Φ2  

 

       E1  1 Φ1  
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                                                  02211 ==VV  

 

Τα 11V και V22  είναι 0 λόγω του ότι η έκφραση  rrj
v2

)(Φ  είναι 

αντισυµµετρική ως προς την αρχή των αξόνων όπου είναι ο πυρήνας του 

ατόµου. 

Το rz ⋅ˆ  στην (3-27) ισούται µε z και θα συµβολίσουµε τα 

ολοκληρώµατα για τα 12V και V21  µε 12z , z21 . Tα 12z  και z21  είναι εν 

γένει µιγαδικά µήκη και είναι κάτι ανάλογο του κλασσικού µήκους του 

δίπολου που επάγεται από την εφαρµογή ηλεκτρικού πεδίου σε άτοµο λόγω 

της µετατόπισης του κέντρου του ηλεκτρονικού φορτίου έναντι του πυρήνα. 

Στην κλασική περίπτωση είδαµε την δηµιουργία δίπολου και την ανάπτυξη 

διπολικής ροπής. Στην περίπτωση µας το αντίστοιχο είναι οι διπολικές ροπές 

12ze  και e z21 .  Στα παρακάτω θα θεωρήσουµε την περίπτωση όπου το 

12z  είναι πραγµατικό και η διπολική ροπή θα είναι  

                                                      12zep =                                            (3.28) 

Θυµίζουµε ότι η κλασσική έκφραση για την ενέργεια δίπολου υπό σταθερό 

ηλεκτρικό πεδίο είναι: Ep.− . 

     Γράφοντας τώρα την διαφορά 12 ωω −  ως Ω  (σταθµική 

διαφορά Ω=− h12 EE ) και περιοριζόµενοι σε δύο στάθµες 1 και 2 στην (3-

19) έχουµε 
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                    (3.29)    

Για την λήψη των (3-29) είχαµε εκφράσει το cosωt ως )(
2

1 titi ee ωω −+ .  Oι 

(3-29) είναι οι εξισώσεις στις οποίες κατάληξε ο Rabi την δεκαετία του 30 
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µελετώντας την απορρόφηση και εκποµπή µικροκυµάτων από σπιν 

(πραγµατικά δισταθµικά “άτοµα”) µε την διαφορά ότι εκεί την θέση των p  

και oε  παίρνουν αντίστοιχα η µαγνητική ροπή και πλάτος µαγνητικού 

πεδίου. 

Στα παρακάτω θα πάρουµε για µικρούς χρόνους λύσεις των 

εξισώσεων κίνησης (3-29) για τα πλάτη 1C  και 2C  κάνοντας χρήση της 

προσέγγισης Rabi. Στη συνέχεια ξεκινώντας µε συνθήκες απορρόφησης 

φωτονίου θα υπολογίσουµε τον συντελεστή Β του Εinstein. 

 

 

3.4 Προσέγγιση Rabi 

 

Οι εξισώσεις (3-29) είναι µεν γραµµικές, αλλά η εµφάνιση του χρόνου στους 

συντελεστές είναι τέτοια που δεν επιτρέπει την εύρεση αναλυτικών λύσεων.  

Το πρόβληµα µας για την απορρόφηση φωτονίου είναι, δοθέντος ότι  

                                       0)0(,1)0( 21 == CC                                       (3.30) 

το πως θα εξελιχθούν τα )(1 tC και )(2 tC  µε βάση την δυναµική των (3-29); 

  Ακολουθούµε την επαναληπτική µέθοδο του Νεύτωνα, παίρνοντας 

ως µηδενικής τάξεως προσέγγιση των εξής: ,1)()0(
1 =tC  .0)()0(

2 =tC  Αυτό 

γίνεται µε την σκέψη ότι για µικρούς χρόνους η λύση µας για µεν το 1C  δεν 

θα απέχει πολύ του 1  και για το C2  θα είναι κοντά στο 0 .  Από την 

δεύτερη των (3-29) έχουµε 

                     [ ] )(
2

)()()1(
2 tfeeiC titiop =+= +Ω−Ω ωωε

h
&                     (3.31) 
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∆ιατηρώντας την αρχική συνθήκη 0)0(
2 =C  η (3-31) δίνει: 

∫=
t

o
dftC ττ )()()1(

2  και παίρνουµε 
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                  (3.32) 

Η (3-32) είναι η λύση για τη 2C  αλλά για µικρά t . 

Προκειµένου να προχωρήσουµε θα εφαρµόσουµε την 

επαναληπτική διαδικασία.  Για δισταθµικά άτοµα και µονοχρωµατικά πεδία 

η λύση µε την επαναληπτική διαδικασία επαρκεί σε πρώτη τάξη.  Αν όµως 

υπάρχουν πολλές συχνότητες τότε η προσέγγιση αυτή δεν δίνει ακριβή λύση. 

Η ακριβέστερη λύση βρίσκεται όταν θεωρήσουµε το πεδίο στη κβαντισµένη 

του µορφή όπως στο επόµενο κεφάλαιο.  Πλην, όµως, ας εξετάσουµε 

στενότερα την (3-32).   Για οπτικές συχνότητες το Ω  και ω είναι της τάξεως 

του Hz1410  ως Hz1510 . ∆εδοµένου ότι 0≈−Ω ω  το δεύτερο κλάσµα στις 

τετραγωνικές παρενθέσεις είναι µηδαµινό έναντι του πρώτου που περιέχει το 

ω+Ω .  Αν κατ’ αυτό τον τρόπο πάµε σε ανώτερες τάξεις προσεγγίσεις θα 

γεννηθούν όροι ανωτέρας τάξεως µε το ω+Ω  στον παρανοµαστή και ο 

λόγος της παράλειψης τους γίνεται έτσι ευκολότερος.  Παραλείπουµε λοιπόν 

από τις αρχικές εξισώσεις (3-29) τους όρους που διαλαµβάνουν το ω+Ω  

και λαµβάνουµε τις προσεγγιστικές εξισώσεις Rabi.                                                                       
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                             (3.33) 

Oι (3-33) συνιστούν τις εξισώσεις Rabi στην προσέγγιση του λεγόµενου 

στρεφόµενου κύµατος.  Στη (3-33) έχουµε διατηρήσει τους όρους 

συστροφής από την (3-29) και αποδιώξαµε τους όρους αντιστροφής. Η 

ορολογία προέκυψε από την στροφή στο µιγαδικό επίπεδο. Για το άτοµο 
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παίρνουµε Ψ ~ tie Ω−  οµοίως και για το κύµα HMΨ ~ tie ω− . Και οι δύο 

εκφράσεις δίνουν οµόφορες στροφές στο µιγαδικό επίπεδο. Όµως, ο τρόπος 

που συµπλέκονται είναι HMΨΨ∗ ~ tie )( ω−Ω . H έκφραση tie )( ω−Ω  

διαλαµβάνει αντίφορο στροφή. 

     Οι εξισώσεις (3-33) µπορούν να λυθούν επακριβώς, πλην όµως στο 

παρόν στάδιο θα αρκεστούµε στο να τις µετασχηµατίσουµε σε βολικότερη 

µορφή µέσω της αλλαγής των µεταβλητών 1C  και 2C  ως εξής: 
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ω

ω
                               (3.34) 

Εισάγοντας τις (3-34) στις (3-33) καταλήγουµε  
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                        (3.35) 

Οι (3-35) λύνονται αναλυτικά, αλλά αυτό θα γίνει αργότερα. Επί του 

παρόντος θα προχωρήσουµε στον υπολογισµό του συντελεστή Β, όπου 

επαρκεί η προσέγγιση για µικρούς χρόνους. 

 

 

 

3.5 Υπολογισµός του συντελεστή Β του Εinstein 

 

Προκειµένου να υπολογίσουµε την πιθανότητα διέγερσης του ατόµου σε 

µικρούς χρόνους κάνουµε χρήση της αντίστοιχης λύσεως (3-32) για το 

πλάτος )()1(
2 tC ευρέσεως του ηλεκτρονίου στη στάθµη 2. Από την (3-32) 

κρατάµε τον µεγάλο όρο συστροφής και έχουµε ύστερα από τροποποίηση 
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            (3.36) 

Η πιθανότητα διέγερσης του ατόµου γράφεται, από την (3-36), ως 

                                 2
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                             (3.37) 

Στο µέλαν σώµα το 2
oE  στην (3-37) προέρχεται από µία πυκνότητα 

ακτινοβολίας )(ωρ  µεταξύ ω  και ωω d+  και αντικαθιστούµε µε 

                                                 ∫= ωωρ
ε

ε d
o

o )(12                                 (3.38) 

όπου oε  η διηλεκτρική σταθερά του κενoύ.  

Η πιθανότητα διέγερσης του ατόµου από κύµατα (της αυτής 

πολώσεως) και όλων των συχνοτήτων είναι 

                                  ∫
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                   (3.39) 

Στο ολοκλήρωµα της (3-39) η ολοκλήρωση γίνεται εφ’ όλων των 

συχνοτήτων, αλλά  σηµαντική συµβολή έχουν µόνον συχνότητες 

παραπλήσιες στην συχνότητα, Ω , του ατόµου.  Για τον υπολογισµό του πιο 

πάνω ολοκληρώµατος γράφουµε 
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Σχεδιάζουµε τώρα τη συνάρτηση ( ) 22 /sin xx  και έχουµε: 
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    Σχήµα 3-2.  H µεταβολή της συνάρτησης ( ) 22 /sin xx  συναρτήσει της x  

 

 

Βλέπουµε ότι η συµβολή σε ένα ολοκλήρωµα της 22 /)(sin xx  µε µία 

συνάρτηση )(xF  προέρχεται από τις τιµές του x  γύρω από το 0=x .  Όταν 

η )(xF  περί το 0=x  µεταβάλλεται αργά έχουµε  

                           )0(sin)0(sin)( 2

2

2

2
Fdx

x
xFdx

x
xxF π=≈ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
         (3.41) 

Μπορούµε κατά ένα τρόπο να κάνουµε την αντικατάσταση 

                                                      )(sin
2

2
x

x
x πδ→                                  (3.42) 

Με τη βοήθεια των (3-40) και (3-42) η (3-39) γράφεται 

                                              )(
2 2
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2 Ω= ρπ
ε

tP
o

p
h

                                (3.43) 

όπου για την (3-43) λάβαµε υπόψη ότι  dxtd )/2(=ω . 

Έχουµε λοιπόν 

                                                )(
2 2

2
2 Ω= ρ

ε
π
ho

p
dt
dP                                   (3.44) 
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Η (3-44) παρέχει τον ρυθµό της πιθανότητας απορρόφησης ενός φωτονίου 

από άτοµο αρχικά στην στάθµη 1E  που διαθέτει στάθµη Ω+= h12 EE .  Ο 

εν λόγω ρυθµός έχει υπολογιστεί µε βάση κύµατα πολωµένα σε δεδοµένη 

κατεύθυνση.  Στην περίπτωση µέλανος σώµατος η ακτινοβολία δεν είναι 

πολωµένη και κατά ένα τρόπο το )(Ωρ  µίας πόλωσης στην (3-44) θα πρέπει 

να αντικατασταθεί µε το 3/)(Ωρ , σύµφωνα µε τις σχέσεις πλατών έντασης 

πεδίου 

  ><>=<><>=++>=<< 2222222
3
1,3 oozozozoyoxo εεεεεεε               (3.45) 

Για µέλαν σώµα η (3-44) τροποποιείται στην 

                                               dtpdP
o

)(
6 2

2

2 Ω= ρ
ε
π
h

                                 (3.46) 

Συγκρίνοντας την (3-46) µε την σχέση του Εinstein για διεγερµένη 

απορρόφηση  

                                                 dtBdW )(., Ω= ραδ                                   (3.47) 

παίρνουµε για την συντελεστή Β την έκφραση                                                               

                                                     2

2

6 ho

p
B

ε

π
=                                          (3.48)                                                                  

`Όπως είδαµε και προηγούµενα ο συντελεστής A  εξαρτάται από τους 

διαύλους που έχει διαθέσιµους σε µία κοιλότητα να εκπέµψει ένα διεγερµένο 

άτοµο.  Έχοντας υπόψη ότι για το µέλαν σώµα ο λόγος  BA /  είναι 

                                                        32

3

cB
A

π
Ω

=
h                                         (3.49) 

βρίσκουµε για τον συντελεστή Α την έκφραση 

                                                         3

32

6 c
A

o

p
επh

Ω
=                                   (3.50) 

Στους λογαριασµούς µας, όπως θα προσέξατε, ξεχάσαµε την συνθήκη 

διατήρησης της ορµής. 
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3.6 Ασκήσεις  

Άσκηση 3-1.   

Θεωρήστε άτοµο µε ένα οπτικά ενεργό ηλεκτρόνιο το οποίο υπό την 

επίδραση του ηλεκτρικού πεδίου   

                                    ( ) ( ) ( )tzEitzEiE x ωcosˆ,ˆ
0==  

περιορίζεται να κινείται µεταξύ των ιδιοκαταστάσεων u1(r), u2(r) της 

αδιατάρακτης  Χαµιλτονιανής του ατόµου µε αντίστοιχες ενέργειες Ε1, Ε2.   

Αν η κυµατοσυνάρτηση του ηλεκτρονίου υπό την επίδραση της Η/Μ 

ακτινοβολίας είναι  

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rutEitCrutEitCtr 222111 expexp, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=Ψ

hh
 

βρείτε τις εξισώσεις κίνησης των (µιγαδικών) πλατών C1(t), C2(t) όταν το 

Ε(z) µεταβάλλεται ελάχιστα σε αποστάσεις της τάξης των ατοµικών 

διαστάσεων.  Αν Ε1<Ε2, δώστε τις αρχικές συνθήκες στις οποίες θα 

υποβάλετε τα πλάτη C1, C2 προκειµένου να βρείτε τη πιθανότητα ώστε το 

άτοµο να απορροφήσει ενέργεια ωh=− 12 EE .  Εκφράστε τη πιθανότητα 

αυτή συναρτήσει των πλατών.  ∆ώστε την αντίστοιχη απάντηση όταν το 

άτοµο θα εκπέµψει ενέργεια ωh=− 12 EE . 

Άσκηση 3-2.    

Υπολογίστε το ολοκλήρωµα 

                                   ( ) ( ) rdrurrur jj
3*

11 ∫=  

όταν η u1(r) είναι η θεµελιώδης κατάσταση του Υδρογόνου Φ100(r,θ,φ), και η 

uj(r) είναι µία από τις διεγερµένες καταστάσεις Φ200, Φ210, Φ21±1  
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µε αντίστοιχες ενέργειες 

                                        2
0

2

08
1

n
e

n
απε

−=Ωh  

όπου ε0 είναι η διηλεκτρική σταθερά του κενού και α0 = 0.53 Å η ακτίνα του 

Bohr.   

(α) ∆είξτε ότι 02211 == rr . 

(β) Bρείτε µεταξύ ποίων καταστάσεων u1j µπορεί να αναπτυχθεί διπολική 

ροπή p≠0.  ∆ιατυπώστε συµπεράσµατα σε ότι αφορά τη δυνατότητα 

διέγερσης του ατόµου από τη στάθµη Ε1 στη Ε2 µέσω ηλεκτρικού πεδίου για 

τις διάφορες καταστάσεις uj.   

(γ) Βάσει των σχέσεων (3-48) & (3-50) για το ρυθµό πιθανότητας 

διεγερµένης εκποµπής από την ακτινοβολία µέλανος σώµατος, υπολογίστε 

τους συντελεστές Β και Α για τις συγκεκριµένες ατοµικές µεταβάσεις στο 

άτοµο Υδρογόνου.    

Οι υπολογισµοί διευκολύνονται αν χρησιµοποιήσετε την πιο κάτω έκφραση 

για το διάνυσµα της θέσης 

                            ( ) ( )[ ] θθ φφ cosˆˆˆˆˆsin
2
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rkejiiejiirr ii +++−= −  

και το ολοκλήρωµα 
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