
Τι ειναι η Κβαντικη Συμπλεξη;

Χρυσvοβαλάντης Στεργίου

0.1. Εισvαγωγή. Η κβαντική σvύμπλεξη αποτελεί εκδήλωσvη της κβαντικής σvυ-

μπεριφοράς σvε σvύνθετα φυσvικά σvυσvτήματα. Προκύπτει από το γεγονός δεν είναι

δυνατόν να αποδοθούν διανυσvματικές κατασvτάσvεις σvτα σvυνισvτώντα κβαντικά υποσvυ-

σvτήματα για κάθε διανυσvματική κατάσvτασvη του σvύνθετου κβαντικού σvυσvτήματος.

0.2. Ο χώρος κατασvτάσvεων των σvύνθετων σvυσvτημάτων. Ο χώρος των

κατασvτάσvεων ενός σvύνθετου κβαντικού σvυσvτήματος M = M1 +M2 που αποτελείται

από δύο υποσvυσvτήματα M1,M2 είναι το τανυσvτικό γινόμενο H = H1 � H2

δύο χώρων Hilbert H1,H2 οι οποίοι αναπαρισvτούν το χώρο των κατασvτάσvεων των

υποσvυσvτημάτων M1,M2,αντίσvτοιχα.

0.3. Τανυσvτικό γινόμενο χώρων Hilbert, διανύσvματα και τελεσvτές.
Για λόγους απλότητας δεν παραθέτουμε τον ορισvμό του τανυσvτικού γινομένου δύο

χώρων Hilbert. Θα δώσvουμε όμως κάποιες χαρακτηρισvτικές ιδιότητές του:

• Για δύο διανύσvματα φ ∈ H1, ψ ∈ H2 το διάνυσvμα φ�ψ είναι ένα διάνυσvμα του
τανυσvτικού γινομένου H = H1 �H2. Σε σvυμβολισvμό Dirac, αν |φ〉 και |ψ〉
τα αντίσvτοιχα ket , τότε το διάνυσvμα του H = H1 �H2 γράφεται ως |φ〉 |ψ〉.

• Το τανυσvτικό γινόμενο δύο διανυσvμάτων είναι γραμμικό ως προς αμφότερες
τις θέσvεις του. Για κάθε a, b ∈ C, φ, η ∈ H1, ψ, µ ∈ H2

(1) (aφ+ bη) � ψ = (aφ) � ψ + (bη) � ψ

(2) φ� (aψ + bµ) = φ� (aψ) + φ� (bµ)

(3) a(φ� ψ) = (aφ) � ψ = φ� (aψ)

• Το εσvωτερικό γινόμενο δύο διανυσvμάτων φ�ψ και η�µ με φ, η ∈ H1, ψ, µ ∈
H2

(φ� ψ, η � µ) = (φ, η)H1
(ψ, µ)H2

Θεώρημα. Αν {φk} και {ψl} ορθοκανονικές βάσvεις των χώρων Hilbert
H1,H2 αντίσvτοιχα, τότε το σvύνολο {φk � ψl} είναι ορθοκανονική βάσvη του
χώρου H = H1 � H2. ΄Αρα, κάθε διάνυσvμα ψ ∈ H = H1 � H2 μπορεί να

γραφεί ως εξής:

ψ =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

cklφk � ψl

• ΄Ωσvτόσvο, υπάρχουν διανύσvματα του χώρουH = H1�H2 τα οποία δεν μπορούν

να γραφούν ως τανυσvτικό γινόμενο οποιωνδήποτε δύο διανυσvμάτων τα οποία

ανήκουν σvτους χώρους H1,H2 αντίσvτοιχα,

∃ψ ∈ H = H1 �H2, τέτοια ώσvτε ∀ψ1 ∈ H1,∀ψ2 ∈ H2, ψ 6= ψ1 � ψ2
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0.4. Μη διαχωρισvιμότητα των κβαντικών κατασvτάσvεων. Οι κατασvτάσvεις

που δεν έχουν τη μορφή γινομένου ονομάζονται σvύμπλεκτες κατασvτάσvεις.

Λόγω της ύπαρξης των σvύμπλεκτων κατασvτάσvεων σvυμπεραίνουμε ότι υπάρχουν κατα-

σvτάσvεις του σvύνθετου σvυσvτήματος που δεν επιγίγνονται των κατασvτάσvεων των σvυνι-

σvτωσvών του. Με άλλα λόγια, υπάρχουν δυνατοί κόσvμοι σvτους οποίους οι κατασvτάσvεις

των σvυνισvτωσvών του φυσvικού σvυσvτήματος σvε κάποια χρονική σvτιγμή ταυτίζονται και οι

κατασvτάσvεις του σvύνθετου σvυσvτήματος είναι διαφορετικές. ΄Αρα, η κβαντική μηχανική

προβλέπει τη μη διαχωρισvιμότητα των κβαντικών κατασvτάσvεων.

0.5. Τελεσvτές σvε χώρους τανυσvτικό γινόμενο και παρατηρήσvιμα

σvύνθετου σvυσvτήματος. Μπορούμε να ορίσvουμε τανυσvτικά γινόμενα τελεσvτών.

Συγκεκριμένα αν Â1 και Â2 τελεσvτές επί των χώρων Hilbert H1,H2, αντίσvτοιχα, το

τανυσvτικό γινόμενο Â1 � Â2 ορίζεται καταρχάς σvε διανύσvματα γινόμενο ψ1 � ψ2 ,

ψ1 ∈ H1, ψ2 ∈ H2,

(Â1 � Â2)ψ1 � ψ2 := (Â1ψ1) � (Â2ψ2)

και ακολούθως επεκτείνεται για κάθε ψ ∈ H = H1 �H2, με τη βοήθεια του προηγο-

ύμενου θεωρήματος,

(Â1 � Â2)ψ :=

N1∑
k=1

N2∑
l=1

ckl(Â1φk) � (Â2ψl).

΄Ομοια με την περίπτωσvη των διανυσvμάτων υπάρχουν τελεσvτές που δρουν επί του

H1 �H2 και δεν μπορούν να γραφτούν ως γινόμενο τελεσvτών Â1 � Â2. Ωσvτόσvο, όλοι

οι τελεσvτές μπορούν να γραφούν ως άθροισvμα γινομένων τελεσvτών.

΄Εσvτω σvύνθετο σvύσvτημα M =M1 +M2. Τα παρατηρήσvιμα σvε κάθε υποσvύσvτημα του

σvύνθετου σvυσvτήματος μπορούν να αναπαρασvταθούν ως τανυσvτικά γινόμενα τελεσvτών

σvτο σvύνθετο σvύσvτημα. ΄Ετσvι, ένα παρατηρήσvιμο A1 σvτο σvύσvτημα M1 περιγράφεται

από τον τελεσvτή Â1 � I που δρα επί του H1 �H2 και, αντίσvτοιχα, ένα παρατηρήσvιμο

A2 σvτο σvύσvτημα M2 περιγράφεται από τον τελεσvτή I� Â2 που δρα επί του H1 �H2:(
Â1 � I

)
ψ1 � ψ2 =

(
Â1ψ1

)
� ψ2 και

(
I � Â2

)
ψ1 � ψ2 = ψ1 �

(
Â2ψ2

)
Τα παρατηρήσvιμα αυτά είναι σvυμβατά με τετριμμένο τρόπο:[

Â1 � I, I � Â2

]
= 0

0.6. Πιθανότητα να. ΄Εσvτω ψ = ψ1 � ψ2 μια κατάσvτασvη γινόμενο και Â1, Â2 οι

τελεσvτές που αναπαρισvτούν τα παρατηρήσvιμα A1, A2 σvτα υποσvυσvτήματα M1 και M2

ενός σvύνθετου σvυσvτήματος M = M1 +M2. Για λόγους απλότητας υποθέτουμε ότι

σvτους τελεσvτές Â1, Â2 δεν υπάρχει εκφυλισvμός.


