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0.1. Η οπερασvιοναλισvτική άποψη του von Neumann για τα ταυτόχρο-

να μετρήσvιμα παρατηρήσvιμα. Θα λέμε ότι δύο παρατηρήσvιμα A και B είναι

ταυτόχρονα μετρήσvιμα αν και μόνο αν υπάρχει μια μετρητική διάταξη με την

οποία να μπορούμε να μετρήσvουμε και τα δύο ταυτόχρονα σvτο ίδιο σvύσvτημα – μολο-

νότι οι τιμές των A και B υπολογίζονται με διαφορετικό τρόπο από τις ενδείξεις της

σvυσvκευής.

«Ας ξεχάσvουμε το σvύνολο της κβαντικής μηχανικής κρατώντας την ακόλουθη ιδέα.

Θεωρείσvτε δεδομένο ένα σvύσvτημα S για τον πειραματισvτή χαρακτηρίζεται από την

απαρίθμησvη όλων των αποτελεσvματικά μετρήσvιμων ποσvοτήτων του και τις μεταξύ τους

σvυναρτησvιακές σvχέσvεις. Σε κάθε ποσvότητα περιλαμβάνουμε και τις οδηγίες για το πώς

αυτή θα πρέπει να μετρηθεί – και το πώς θα διαβάσvουμε ή θα υπολογίσvουμε την τιμή

της από τη θέσvη του δείκτη σvτα όργανα μέτρησvης. Αν R είναι μια ποσvότητα και f(x)
κάποια σvυνάρτησvη, τότε η ποσvότητα f(R) ορίζεται ως εξής: Για να μετρήσvουμε την

f(R), μετράμε την R και βρίσvκουμε την τιμή a (για την R). Τότε η f(R) έχει την

τιμή f(a). ΄Οπως βλέπουμε όλες οι ποσvότητες f(R) (όπου το R είναι δεδομένο και
f είναι μια τυχούσvα σvυνάρτησvη) μετριούνται ταυτόχρονα με την R. Αυτό είναι το
πρώτο παράδειγμα ταυτόχρονα μετρήσvιμων ποσvοτήτων. ... Για τέτοιες ποσvότητες και

μια σvυνάρτησvη δύο μεταβλητών f(x, y), μπορούμε να ορίσvουμε την ποσvότητα f(R,G)
η οποία μετριέται αν μετρήσvουμε ταυτόχρονα τα R,G – αν, γι αυτά, βρούμε τις τιμές
a, b, τότε η τιμή της f(R,G) είναι η f(a, b). Αλλά θα πρέπει να σvυνειδητοποιήσvουμε
ότι αν τα R,G δεν είναι ταυτόχρονα μετρήσvιμα, τότε το να σvχηματίζουμε τον τύπο
f(R,G) δεν έχει καμία απολύτως σvημασvία: δεν είναι δυνατόν να δοθεί η αντίσvτοιχη
μετρητική διάταξη.» (1955: 297-298)

Ορισμός. Δύο παρατηρήσvιμα A και B είναι ταυτόχρονα μετρήσvιμα αν και

μόνο αν υπάρχει παρατηρήσvιμο C και υπάρχουν σvυναρτήσvεις f, g : R → R τέτοια
ώσvτε A = f(C) και B = g(C).

Για τη μαθηματική αναπαράσvτασvη των σvυναρτήσvεων παρατηρήσvιμων από αυτοσvυζυγής

τελεσvτές σvε ένα χώρο Hilbert Hυποθέτουμε ότι ισvχύει η ακόλουθη σvυνθήκη για τη
διατήρησvη των σvυναρτησvιακών σvχέσvεων:

Για κάθε σvυνάρτησvη f : R → R και για κάθε παρατηρήσvιμο C, ορίζουμε το παρατη-
ρήσvιμο f(C) ως το παρατηρήσvιμο που λαμβάνει την τιμή f(c), αν το αποτέλεσvμα της

μέτρησvης του C είναι c. Αντίσvτοιχα, με δεδομένο ότι το παρατηρήσvιμο C αντισvτοιχεί

σvτον αυτοσvυζυγή τελεσvτή Ĉ, ορίζουμε τον τελεσvτή f(Ĉ) ως τον τελεσvτή που οι ιδιοτι-

μές του είναι εικόνες των ιδιοτιμών του Ĉ με τη σvυνάρτησvη f . Τότε, ο τελεσvτής που

αντισvτοιχεί σvτο παρατηρήσvιμο f(C), f̂(C), ταυτίζεται με τον f(Ĉ). Δηλαδή,

f̂(C) = f(Ĉ).
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Πρόταση. ΄Εσvτω δύο αυτοσvυζυγείς τελεσvτές Âκαι B̂ που δρουν επί ενός χώρου

Hilbert H.Τότε,
[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â = 0 αν και μόνο αν υπάρχει αυτοσvυζυγής

τελεσvτής C και υπάρχουν σvυναρτήσvεις f, g : R → R τέτοια ώσvτε Â = f(Ĉ) και

B̂ = g(Ĉ).

Για δύο τελεσvτές Âκαι B̂ που δρουν επί ενός χώρου Hilbert H, ο τελεσvτής
[
Â, B̂

]
=

ÂB̂ − B̂Â ονομάζεται μεταθέτης. Αν ο μεταθέτης δύο τελεσvτών είναι μηδέν τότε

οι τελεσvτές καλούνται μετατιθέμενοι.

0.2. Πλήρες Σύνολο Μετατιθέμενων Τελεσvτών. ΄Εσvτω Â, B̂ δύο μετατι-

θέμενοι αυτοσvυζυγείς τελεσvτές, [Â, B̂] = 0, σvε ένα χώρο Hilbert H πεπερασvμένης

διάσvτασvης, με φασvματική ανάλυσvη Â =
MA∑
i=1

aiP̂i και B̂ =
MB∑
j=1

bjQ̂j αντίσvτοιχα. Τα

διανύσvματα P̂iQ̂jψ ∈ H, για κάθε i = 1, ...,MA και j = 1, ...,MB , είναι κοινά

ιδιοδιανύσvματα του Â και του B̂ με ιδιοτιμές ai και bj αντίσvτοιχα.

Πρόταση. Για κάθε χώρο Hilbert H υπάρχει πεπερασvμένο σvύνολο αυτοσvυζυγών
τελεσvτών, Â1, Â2, ..., Âr, οι οποίοι μετατίθενται ανά ζεύγη,

[
Âi, Âj

]
= 0 για κάθε

i, j = 1, .., r , και τα κοινά ιδιοδιανύσvματά τους αποτελούν ορθοκανονική βάσvη του H.
Επιπλέον, σvε κάθε r-άδα ιδιοτιμών a1, a2, ..., ar των τελεσvτών αντισvτοιχεί ένα ακριβώς

διάνυσvμα της βάσvης, δηλαδή, δεν υπάρχει εκφυλισvμός.

Αν ένας τελεσvτής Â έχει εκφυλισvμένες ιδιοτιμές, τότε σvε κάθε ιδιοτιμή an αντισvτοιχεί

ένας υπόχωρος του H με διάσvτασvη ίσvη με τον εκφυλισvμό d(n) της ιδιοτιμής. Για να
διακρίνουμε ανάμεσvα σvτα διανύσvματα του υπόχωρου που είναι ιδιοδιανύσvματα του Â

θεωρούμε ένα δεύτερο τελεσvτή B̂ ο οποίος μετατίθεται με τον Â . Τώρα μπορούμε να

ταξινομήσvουμε τα ιδιοδιανύσvματα του Â που αντισvτοιχούν σvτην ιδιοτιμή an ως προς

τις ιδιοτιμές bj του Bτου έτσvι ώσvτε να λάβουμε τα κοινά ιδιοδιανύσvματα και των δύο

τελεσvτών. Η παραπάνω πρότασvη μας λέει ότι αυτή η διαδικασvία περατώνεται με ολική

άρσvη του εκφυλισvμού.

Ορισμός. ΄Ενα σvύνολο τελεσvτών Â1, Â2, ..., Âr, θα ονομάζεται πλήρες σvύνολο

μετατιθέμενων τελεσvτών σvε ένα χώρο HilbertH αν και μόνο αν (α) οι τελεσvτές
μετατίθενται ανά ζεύγη,

[
Âi, Âj

]
= 0 για κάθε i, j = 1, .., r , και, (β) οι ιδιοτιμές

των τελεσvτών του σvυνόλου καθορίζουν τα διανύσvματα μιας ορθοκανονικής βάσvης του

χώρου Hilbert H ως κοινά ιδιοδιανύσvματά τους.

0.3. Οι σvχέσvεις απροσvδιορισvτίας (αβεβαιότητας) του Heisenberg. Το

1927, ο Heisenberg υποσvτήριξε ότι μια πειραματική σvυνέπεια της μετρητικής διαδικα-

σvίας είναι ότι οι τιμές σvυγκεκριμένων ζευγών παρατηρήσvιμων A και B δεν μπορούν

να διαπισvτωθούν με απόλυτη ακρίβεια.

Αν τα δυνατά αποτελέσvματα της μέτρησvης του A είναι a1, a2, ..., an τότε η μέσvη τιμή

του A, ⟨A⟩, προσvδιορίζεται σvε N επαναλήψεις τις μέτρησvης από τη σvχέσvη,
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⟨A⟩ =
n∑
j=1

aj
N(aj)

N
=

n∑
j=1

ajpj

όπουN(aj) το πλήθος εμφανίσvεων της τιμής aj και pj η αντίσvτοιχη σvχετική σvυχνότητα

εμφάνισvης. Η σvτατισvτική διασvπορά των μετρούμενων τιμών γύρω από τη μέσvη τιμή,

∆A, είναι

(∆A)2 =

n∑
j=1

(aj − ⟨A⟩)2

N
=

〈
A2

〉
− ⟨A⟩2

Παρατηρείσvτε αν η τιμή που μετράμε σvε όλες τις επαναλήψεις τις μέτρησvης του A είναι

η ak, τότε

⟨A⟩ = ak

και

∆A = 0

Ο Heisenberg υποσvτήριξε ότι η αλληλεπίδρασvη του σvυσvτήματος με τη μετρητική δι-

άταξη που μετράει το παρατηρήσvιμο A διαταράσvσvει την τιμή που θα λάμβανε το παρα-

τηρήσvιμο B κατά τη μέτρησvή του έτσvι ώσvτε το γινόμενο των σvτατισvτικών διασvπορών

των παρατηρήσvιμων να είναι μεγαλύτερο ή ίσvο από΄μια μη μηδενική θετική ποσvότητα.

Συγκεκριμένα αν τα παρατηρήσvιμα είναι η x-σvυντεταγμένη της θέσvης ενός σvωματιδίου

και η αντίσvτοιχη ορμή, px, τότε ισvχύει,

∆x∆px ≥ ℏ
2

Μια άλλη σvχέσvη απροσvδιορισvτίας είναι αυτή του χρόνου–ενέργειας:

∆E∆t ≥ ℏ
2

Κατά τη μέτρησvη της ενέργειας ενός σvυσvτήματος παράγεται μια μη ελεγχόμενη και

μη προβλέψιμη διαφορά ∆E της ενέργειας του σvυσvτήματος από τη μετρούμενη τιμή

της η οποία είναι αντισvτρόφως ανάλογη του χρόνου που διαρκεί η μέτρησvη (Landau

� Peierls 1931).

Η σvταθερά του Πλανςκ ℏ αποτελεί ένα μέτρο του μεγέθους της μη ελεγχόμενης
διαταραχής.

Αν τα παρατηρήσvιμα A και B αναπαρίσvτανται από αυτοσvυζυγείς τελεσvτές Â και B̂,

αντίσvτοιχα, και το κβαντικό σvύσvτημα είναι σvτην κατάσvτασvη ψ, τότε, σvύμφωνα με τον

κανόνα του Born. έχουμε,

⟨A⟩ ψ = ⟨ψ| Â |ψ⟩

∆ψA = ⟨ψ| Â2 |ψ⟩ −
(
⟨ψ| Â |ψ⟩

)2

⟨B⟩ ψ = ⟨ψ| B̂ |ψ⟩
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∆ψB = ⟨ψ| B̂2 |ψ⟩ −
(
⟨ψ| B̂ |ψ⟩

)2

Πρόταση. Ισvχύει ∆ψA = 0 αν και μόνο αν το ψ είναι ιδιοδιάνυσvμα του Â.

Παρατήρηση. Θεωρείσvτε μια κατάσvτασvη του κβαντικού σvυσvτήματος που έχει τη μορ-

φή,

ψ = c1ψ1 + c2ψ2,

με c1, c2 ∈ C και |c1|2 + |c2|2 = 1, όπου ψ1, ψ2 ∈ H ιδιοδιανύσvματα του Â. Η κα-
τάσvτασvη αυτή είναι υπέρθεσvη δύο ιδιοκατασvτάσvεων του παρατηρήσvιμου

του A. Με βάσvη την παραπάνω πρότασvη ισvχύει ότι ∆ψA ̸= 0

Στο αυτό το πλαίσvιο οι σvχέσvεις απροσvδιορισvτίας λαμβάνουν την εξής μορφή:

∆ψA∆ψB ≥ 1

2
|⟨ψ|[A,B]|ψ⟩|

Στην περίπτωσvη των τελεσvτών θέσvης και ορμής ισvχύει, [x̂, p̂x] = iℏ οπότε ∆x∆px ≥
ℏ
2 .

0.4. ΄Αλλες ερμηνείες των σvχέσvεων απροσvδιορισvτίας.

(1) Η σvτατισvτική ερμηνεία (Ποππερ 1934): « Οι σvχέσvεις [του Heisen-

berg] είναι, αναμφίβολα, σvτατισvτικές σvχέσvεις που σvυνάγονται από την κβαντι-

κή θεωρία. Αλλά, από σvυνήθεια, κάποιοι θεωρητικοί της κβαντικής μηχανικής

τις ερμηνεύουν εσvφαλμένα ως ορίζουσvες ενός ανώτερου ορίου ακρίβειας των

μετρήσvεων μας»

(2) Η οντική ερμηνεία: Η αβεβαιότητα δεν έχει να κάνει με την προσvπάθειά

μας να πραγματοποιήσvουμε μετρήσvεις. Η αβεβαιότητα είναι ενδογενής σvε ένα

κβαντικό σvύσvτημα και είναι ανεξάρτητη από το αν εκτελούμε μετρήσvεις σvτο

κβαντικό σvύσvτημα.

0.5. Ταυτόχρονη μετρησvιμότητα και χωροχρόνος. Η μέτρησvη ενός παρα-

τηρήσvιμου λαμβάνει χώρα σvε μία χρονική σvτιγμή t σvε ένα σvημείο του χώρου. Δύο

παρατηρήσvιμα A και B είναι ταυτόχρονα μετρήσvιμα αν οι μετρήσvεις των A και

B αν λαμβάνουν χώρα την ίδια χρονική σvτιγμή t.

Η ταυτόχρονη μετρησvιμότητα καθίσvταται προβληματική έννοια λόγω της σvχετικότη-

τας της ταυτοχρονίας την οποία προβλέπει η Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας:

δύο σvυμβάντα (μετρήσvεις) A και B τα οποία βρίσvκονται σvτην ίδια επιφάνεια σvταθερού

χρόνου t = σταθ. ως προς ένα αδρανειακό σvύσvτημα αναφοράς Σ, δηλαδή είναι ταυ-

τόχρονα ως προς το Σ, δεν είναι κατ΄ ανάγκην ταυτόχρονα και ως προς οποιοδήποτε

άλλο αδρανειακό σvύσvτημα αναφοράς Σ′
. Σε ένα χωρόχρονο 1+1, αν η χωρική απόσvτα-

σvη των δύο σvυμβάντων (μετρήσvεων) ως προς το σvύσvτημα Σ είναι ∆x = xA − xB ̸= 0

ενώ ∆t = tA− tB = 0, τότε ως προς κάποιο κάποιο άλλο αδρανειακό σvύσvτημα Σ′
, που

κινείται ως προς το Σ με ταχύτητα −→v , η χρονική διαφορά των δύο σvυμβάντων είναι
∆t′ = t′A − t′B = γ(− v

c2∆x). Αν η ταχύτητα του Σ
′
είναι προς τη θετική κατεύθυνσvη
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του Σ τότε v > 0 και ∆t′ < 0 ⇒ t′A < t′B ενώ αν η ταχύτητα του Σ
′
είναι προς την

αρνητική κατεύθυνσvη του Σ τότε v < 0 και ∆t′ > 0 ⇒ t′A > t′B . Δηλαδή, υπάρχουν

αδρανειακά σvυσvτήματα σvτα οποία το σvυμβάν (μέτρησvη) A είναι χρονικά πρότερο του

B και άλλα αδρανειακά σvυσvτήματα σvτα οποία το σvυμβάν (μέτρησvη) A είναι χρονικά

ύσvτερο του B.

Δύο παρατηρήσvιμα A και B είναι ταυτόχρονα μετρήσvιμα αν οι μετρήσvεις των

A και B δίνουν τα ίδια αποτελέσvματα είτε εφόσvον η μέτρησvη του A διεξάγεται πρώτη

και ακολουθείται από μια μέτρησvη του B είτε η μέτρησvη του B διεξάγεται πρώτη και

ακολουθείται από μια μέτρησvη του A.


