
Τι ειναι η Αρχη τησv Υπερθεσvης;

Υπερθέσvεις και Μίγματα

Χρυσvοβαλάντης Στεργίου

0.1. Εισvαγωγή. Η Αρχή της Υπέρθεσvης είναι μια θεμελιώδης αρχή της κβαντικής

μηχανικής η οποία αντισvτοιχεί σvτην γραμμικότητα του φορμαλισvμού (γραμμικοί διανυ-

σvματικοί χώροι και γραμμικοί τελεσvτές) και την υιοθέτησvη ενός γραμμικού δυναμικού

νόμου εξέλιξης (εξίσvωσvη Schrödinger).

Ο Dirac προτείνει την αρχή της υπέρθεσvης ως την κύρια διαφορά ανάμεσvα σvτην κλα-

σvική και σvτην κβαντική φυσvική.

0.2. Η αρχή της υπέρθεσvης (P.A.M. Dirac 1930). Η γενική αρχή της υ-

πέρθεσvης σvτην κβαντική μηχανική εφαρμόζεται σvτις κατασvτάσvεις [...] κάθε δυναμι-

κού σvυσvτήματος. Απαιτεί από εμάς να κάνουμε την υπόθεσvη ότι ανάμεσvα σvε αυτές

τις κατασvτάσvεις υφίσvτανται ιδιαίτερες σvχέσvεις που είναι τέτοιες ώσvτε κάθε φορά που

το σvύσvτημα βρίσvκεται σvε μια καθορισvμένη κατάσvτασvη να μπορούμε να θεωρήσvουμε

ότι βρίσvκεται εν μέρει σvε μία από δύο ή περισvσvότερες άλλες κατασvτάσvεις. Η αρχι-

κή κατάσvτασvη θα πρέπει να θεωρηθεί ως υπέρθεσvη των δύο ή περισvσvότερων νέων

κατασvτάσvεων, κατά τρόπον που δεν μπορεί να κατανοηθεί με βάσvη κλασvικές ιδέες.

Κάθε κατάσvτασvη μπορεί να θεωρηθεί ως το αποτέλεσvμα υπέρθεσvης δύο ή περισvσvότε-

ρων άλλων κατάσvτάσvεων και, μάλισvτα, αυτό μπορεί να γίνει με άπειρους τρόπους.[1]

Αντίσvτροφα, οποιεσvδήποτε δύο ή περισvσvότερες κατασvτάσvεις μπορούν να υπερτεθούν

ώσvτε να δώσvουν μια νέα κατάσvτασvη.[2] Η διαδικασvία έκφρασvης μιας κατάσvτασvης ως το

αποτέλεσvμα υπέρθεσvης ενός αριθμού διαφορετικών κατασvτάσvεων είναι μια μαθηματική

διαδικασvία που είναι πάντοτε επιτρεπτή, ανεξάρτητα από την αναφορά σvε άλλες φυσvικές

σvυνθήκες, όπως η διαδικασvία της ανάλυσvης ενός κύματος σvτις σvυνισvτώσvες της μέσvω

της ανάλυσvης Fourier. Το αν είναι χρήσvιμη αυτή η ανάλυσvη, πράγματι, εξαρτάται από

τις ιδιαίτερες σvυνθήκες του προβλήματος που εξετάζεται. (σv. 12)

΄Οταν μια κατάσvτασvη σvχηματίζεται ως υπέρθεσvη δύο άλλων κατασvτάσvεων, αυτή θα

έχει ιδιότητες που είναι με κάποιο ασvαφή τρόπο ενδιάμεσvες μεταξύ των ιδιοτήτων των

δύο αρχικών κατασvτάσvεων και προσvεγγίζουν λιγότερο ή περισvσvότερο σvε κάποιες από

αυτές ανάλογα με το μεγαλύτερο ή μικρότερο ΄βάρος΄ που αποδίδεται σvε αυτή την κα-

τάσvτασvη σvτη διαδικασvία υπέρθεσvης. Η νέα κατάσvτασvη ορίζεται πλήρως από τις αρχικές

κατασvτάσvεις όταν τα σvχετικά βάρη σvτη διαδικασvία υπέρθεσvης είναι γνωσvτά, μαζί με

μια διαφορά φάσvης. Η ακριβής σvημασvία των βαρών και των φάσvεων περιγράφεται από

τη μαθηματική θεωρία (σv.13)

0.2.1. Σχόλιο. [1] ΄Εσvτω ένα παρατηρήσvιμο A το οποίο αναπαρίσvταται από έναν αυτο-

σvυζυγή τελεσvτή Â σvε ένα N -διάσvτατο (N <∞) μιγαδικό χώρο Hilbert, H. Σύμφωνα
με τα μαθηματικά της κβαντικής μηχανικής, μπορούμε να επιλέξουμε μια ορθοκανονι-

κή βάσvη του H η οποία σvυγκροτείται από ιδιοδιανύσvματα του Â, unj
με n = 1, 2, ..,M
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και j = 1, 2, ..., d(n). Τότε κάθε διάνυσvμα ψ του χώρου Hilbert, H γράφεται ως
υπέρθεσvη των κατασvτάσvεων που αντισvτοιχούν σvτα διανύσvμα τα της βάσvης ως εξής:

ψ =

M∑
n=1

d(n)∑
j=1

(
unj

, ψ
)
unj

.

Το ίδιο μπορούμε να κάνουμε για οποιοδήποτε άλλο αυτοσvυζυγή τελεσvτή B̂, μετατι-

θέμενο ή μη με τον Â, που αντισvτοιχεί σvε κάποιο παρατηρήσvιμο B. ΄Αρα, υπάρχουν

πάρα πολλοί τρόποι να εκφρασvθεί η τυχούσvα κατάσvτασvη ως υπέρθεσvη άλλων κατα-

σvτάσvεων.

[2] Αυτό είναι προφανές σvε μαθηματικό επίπεδο, αφού οι κατασvτάσvεις αναπαρίσvτα-

νται ως διανύσvματα ενός χώρου Hilbert. Προσvοχή όμως! Δεν αντισvτοιχούν όλα τα

διανύσvματα που γράφονται ως γραμμικός σvυνδυασvμός δύο διανυσvμάτων σvε ένα χώρο

Hilbert φυσvικώς πραγματοποιήσvιμες κατασvτάσvεις. Αν δύο διανύσvματα ψ1, ψ2 ∈ H
αποτελούν διαφορετικές ιδιοκατασvτάσvεις του τελεσvτή που αναπαρισvτά τη μάζα ή το η-

λεκτρικό φορτίο, τότε κάθε γραμμικός σvυνδυασvμός του δεν αποτελεί φυσvικώς πραγμα-

τοποιήσvιμη κατάσvτασvη. Το γεγονός αυτός φανερώνει την ισvχύ κανόνων υπερεπιλογής.

Με άλλα λόγια, η αρχή της υπέρθεσvης εκφράζεται μαθηματικά με τη γραμμικότητα του

διανυσvματικού χώρου χωρίς να ταυτίζεται με αυτήν.

0.3. Η αρχή της υπέρθεσvης και η απροσvδιορισvτία των αποτελεσvμάτων

(P.A.M. Dirac 1930). Η υπόθεσvη σvχέσvεων υπέρθεσvης ανάμεσvα σvε κατασvτάσvεις

είναι δυνατή μόνο αν αναγνωρίσvουμε τη σvημασvία της διαταραχής που σvυνοδεύει μια

παρατήρησvη και τη σvυνακόλουθη απροσvδιορισvτία ως προς το αποτέλεσvμα της παρατήρη-

σvης. ΄Οταν παρατηρούμε ένα ατομικό σvύσvτημα που βρίσvκεται σvε ορισvμένη κατάσvτασvη,

γενικά το αποτέλεσvμα δεν είναι καθορισvμένο, δηλαδή αν το πείραμα εκτελεσvθεί πολλές

φορές υπό ταυτόσvημες σvυνθήκες, τα αποτελέσvματα που λαμβάνουμε είναι διαφορετικά.

Αποτελεί νόμο της φύσvης, όμως, ότι αν το πείραμα επαναληφθεί πάρα πολλές φορές, οι

φορές που θα λάβουμε το κάθε σvυγκεκριμένο αποτέλεσvμα είναι ένα ορισvμένο κλάσvμα

του αριθμού των επαναλήψεων του πειράματος, οπότε υπάρχει μια καθορισvμένη πιθα-

νότητα αυτό να λάβει χώρα. (σv.14)

0.3.1. Σχόλιο. Θεωρείσvτε μια κατάσvτασvη του κβαντικού σvυσvτήματος που έχει τη μορ-

φή,

ψ = c1ψ1 + c2ψ2,

με c1, c2 ∈ C και |c1|2 + |c2|2 = 1, όπου ψ1, ψ2 ∈ H ιδιοδιανύσvματα του Â. Η
κατάσvτασvη αυτή είναι υπέρθεσvη δύο ιδιοκατασvτάσvεων του παρατηρήσvιμου του A και

ισvχύει ότι

∆ψA = ⟨ψ| Â2 |ψ⟩ −
(
⟨ψ| Â |ψ⟩

)2
̸= 0

0.4. Η μη κλασvική φύσvη της υπέρθεσvης (P.A.M. Dirac 1930). Η μη

κλασvική φύσvη της υπέρθεσvης αναδεικνύεται αν θεωρήσvουμε την υπέρθεσvη δύο κατα-

σvτάσvεων A και B οι οποίες είναι τέτοιες ώσvτε να υπάρχει μια παρατήρησvη η οποία αν
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γίνει όταν το σvύσvτημα βρίσvκεται σvτην κατάσvτασvη A είναι βέβαιο ότι θα λάβουμε ένα

σvυγκεκριμένο αποτέλεσvμα, ας πούμε a, ενώ αν αυτή γίνει όταν το σvύσvτημα βρίσvκεται

σvτην κατάσvτασvη B είναι βέβαιο ότι θα προκύψει ένα διαφορετικό αποτέλεσvμα, έσvτω

το b. Ποιο θα είναι το αποτέλεσvμα της μέτρησvης όταν το σvύσvτημα βρίσvκεται σvτην

κατάσvτασvη υπέρθεσvης; Η απάντησvη είναι ότι το αποτέλεσvμα θα είναι κάποιες φορές

a και κάποιες φορές b σvύμφωνα με έναν πιθανοκρατικό νόμο που εξαρτάται από τα

σvχετικά βάρη των A και B σvτη διαδικασvία της υπέρθεσvης. Δεν θα είναι ποτέ διαφορε-

τικό από τα a και b. Ο ενδιάμεσvος χαρακτήρας της κατάσvτασvης που διαμορφώνεται με

υπέρθεσvη εκφράζεται, άρα μέσvω του γεγονότος ότι η πιθανότητα ενός σvυγκεκριμένου

αποτελέσvματος μέτρησvης είναι ενδιάμεσvη των πιθανοτήτων που προκύπτουν για τις αρ-

χικές κατασvτάσvεις [Σημ. δική μου: αυτό, παρατηρεί ο Dirac δεν ισvχύει γενικά. Ισvχύει

όμως όταν οι αρχικές πιθανότητες είναι μηδέν ή μονάδα] και όχι μέσvω του γεγονότος

ότι το ίδιο το αποτέλεσvμα είναι ενδιάμεσvο των αντισvτοίχων αποτελεσvμάτων σvτις αρχικές

κατασvτάσvεις. (σv.13)

... οι άνθρωποι προσvπάθησvαν να διαπισvτώσvουν αναλογίες με σvυσvτήματα σvτην κλασvική

μηχανική, όπως οι ταλαντούμενες χορδές ή μεμβράνες, οι οποίες διέπονται απο γραμ-

μικές εξισvώσvεις και, άρα, γι αυτές ισvχύει η αρχή της υπέρθεσvης. Τέτοιες αναλογίες

αναλογίες οδήγησvαν σvτην απόδοσvη σvτην κβαντική μηχανική του ονόματος «Κυματο-

μηχανική». Ωσvτόσvο, είναι σvημαντικό να θυμόμασvτε ότι η υπέρθεσvη που σvυμβαίνει

σvτην κβαντική μηχανική είναι ουσvιωδώς διαφορετικής φύσvης από οποιαδήποτε σvυμ-

βαίνει σvτην κλασvική θεωρία, όπως υποδεικνύει το γεγονός ότι η κβαντική αρχή της

υπέρθεσvης απαιτεί απροσvδιορισvτία των αποτελεσvμάτων της παρατήρησvης για να μπορεί

να επιδεχθεί μια νοηματικά αποδεκτή φυσvική ερμηνεία. Δηλαδή, οι αναλογίες μπορεί

να είναι παραπλανητικές. (σv.14)

0.5. Η εξίσvωσvη Schrödinger και η αρχή της υπέρθεσvης (P.A.M. Dirac

1930). Η υπόθεσvη σvχέσvεων υπέρθεσvης ανάμεσvα σvε κατασvτάσvεις, οδηγεί σvε μια μα-

θηματική θεωρία σvτην οποία οι εξισvώσvεις που ορίζουν την κατάσvτασvη είναι γραμμικές

ως προς τους αγνώσvτους. (σv. 14)

Η αρχή της υπέρθεσvης εφαρμόζεται σvε αυτές τις κατασvτάσvεις κίνησvης καθ΄ όλη τη

διάρκεια του χρόνου που παραμένει το σvύσvτημα αδιατάρακτο, πράγμα που σvημαίνει ότι

αν μια σvχέσvη υπέρθεσvης ισvχύει για σvυγκεκριμένες κατασvτάσvεις τη χρονική σvτιγμή t0

και δίνει λαβή για μια γραμμική εξίσvωσvη ανάμεσvα σvτα αντίσvτοιχα kets, την εξίσvωσvη,

|Rt0⟩ = c1 |At0⟩+ c2 |Bt0⟩ ,

η ίδια υπέρθεσvη θα πρέπει να ισvχύει ανάμεσvα σvτις κατατάσvεις κίνησvης καθ΄ όλη τη

διάρκεια σvτην οποία το σvύσvτημα είναι αδιατάρακτο και πρέπει να οδηγεί σvτην ίδια

εξίσvωσvη ανάμεσvα σvτα kets που αντισvτοιχούν σvε αυτές τις κατασvτάσvεις σvε κάθε χρονική

σvτιγμή t (εντός του χρονικού διασvτήματος που το σvύσvτημα είναι αδιατάρακτο), δηλαδή,

την εξίσvωσvη

|Rt⟩ = c1 |At⟩+ c2 |Bt⟩ ,
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δεδομένου ότι οι αυθαίρετοι αριθμητικοί παράγοντες με τους οποίους πολλαπλασvιάζο-

νται τα είναι κατάλληλα επιλεγμένοι. Από τα παραπάνω σvυνεπάγεται ότι τα διανύσvματα

|Pt⟩ είναι γραμμικές σvυναρτήσvεις των |Pt0⟩ και κάθε |Pt⟩ είναι το αποτέλεσvμα της ε-
φαρμογής ενός γραμμικού τελεσvτή σvτο |Pt0⟩. Σε σvυμμβολική μορφή,

|Pt⟩ = T |Pt0⟩ ,

όπου T είναι ένας γραμμικός τελεσvτής ανεξάρτητος από το P και εξαρτώμενος μόνο

απο το t (και το t0). (σv.108-9)

0.6. Κατασvτάσvεις μίγματος. Οι καθαρές κατασvτάσvεις ενός κβαντικού σvυσvτήμα-

τος σvυμπυκνώνουν τη μέγισvτη δυνατή πληροφορία που διαθέτουμε για το σvύσvτημα και

αναπαρίσvτανται, μαθηματικά, από διανύσvματα σvε κάποιο χώρο Hilbert H. Τι γίνεται,
όμως, αν αγνοούμε την καθαρή κατάσvτασvη του σvυσvτήματος; Τι γίνεται αν με

βάσvη τα δεδομένα που διαθέτουμε για το κβαντικό σvύσvτημα, το καλύτερο που μπο-

ρούμε να σvυναγάγουμε γι αυτό είναι ότι το σvύσvτημα είναι δυνατόν να βρίσvκεται σvε

ένα σvύνολο καθαρών κατασvτάσvεων, η οποία αναπαρίσvταται από μια οικογένεια δια-

νυσvμάτων {ψ1, ψ2, ..., ψd} ,με πιθανότητες {w1, w2, ..., wd}, αντίσvτοιχα; Σε αυτή την
περίπτωσvη θα λέμε ότι το σvύσvτημα βρίσvκεται σvε κατάσvτασvη μίγματος,

ρ := {ψ1, ψ2, ..., ψd;w1, w2, ..., wd} ,

όπου ψi ∈ H, 0 < wi ≤ 1 και
d∑
i=1

wi = 1, i = 1, ...d. Οι πιθανότητες wi είναι

κλασvικές πιθανότητες, υπό την έννοια ότι δεν προκύπτουν από τον κανόνα του Born,

και εκφράζουν την άγνοιά μας για το ποια είναι η καθαρή κατάσvτασvη του σvυσvτήματος.

Επίσvης, οι κατασvτάσvεις μίγματος μπορούν να κατανοηθούν ως κατασvτάσvεις που περι-

γράφουν μια σvτατισvτική σvυλλογή πανομοιότυπων κβαντικών σvυσvτημάτων, καθένα εκ

των οποίων βρίσvκεται σvε μια καθαρή κατάσvτασvη ψi. Οι τιμές πιθανοτήτων wi να εκ-

φράζουν την κλασvική πιθανότητα ένα σvύσvτημα της σvτατισvτικής σvυλλογής να βρίσvκεται

σvτην σvυγκεκριμένη κατάσvτασvη ψi.

Σημειώσvτε ότι οι κατασvτάσvεις μίγματος δεν έχουν να κάνουν αποκλεισvτικά με την

κβαντική μηχανική. Συναντώνται, επίσvης, και σvτην κλασvική σvτατισvτική μηχανική όταν

μελετάμε σvύνθετα σvυσvτήματα αποτελούμενα από πολλά όμοια κλασvικά σvυσvτήματα και

αγνοούμε, ή δεν ενδιαφερόμασvτε να γνωρίζουμε για τη μελέτη τους, την ακριβή κα-

τάσvτασvη του κλασvικού σvυσvτήματος.

0.7. Πιθανότητα μέτρησvης αποτελέσvματος παρατηρήσvιμου σvε κα-

τάσvτασvη μίγματος. Αν θεωρήσvουμε ένα παρατηρήσvιμο A που αναπαρίσvταται από

έναν αυτοσvυζυγή τελεσvτή Â σvε ένα χώρο Hilbert H. Ας θεωρήσvουμε ότι το κβαντικό
μας σvύσvτημα είναι δυνατόν να βρίσvκεται σvε μία από τις κατασvτάσvεις ψ1, ψ2, ..., ψd ∈ H.
Σύμφωνα με τον κανόνα του Born,

Prob(A = an; |ψi⟩) = ⟨ψi| P̂n |ψi⟩ , i = 1, ...d,
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όπου P̂n ο προβολικός τελεσvτής που αντισvτοιχεί σvτην ιδιοτιμή an, σvύμφωνα με τη

φασvματική ανάλυσvη του Â .

Επειδή δεν γνωρίζουμε σvε ποια κατάσvτασvη βρίσvκεται το κβαντικό σvύσvτημα, περι-

γράφουμε την κατάσvτασvη αυτού ως κατάσvτασvη μίγματος ρ = {ψ1, ψ2, ..., ψd;w1, w2, ..., wd}
με wi την πιθανότητα να βρίσvκεται το σvύσvτημα σvτην κατάσvτασvη ψi. Τα ενδεχόμενα

να βρίσvκεται το σvύσvτημα σvε οποιαδήποτε από τις παραπάνω καθαρές κατασvτάσvεις είναι

ανεξάρτητες, επομένως από το νόμο για την ολική πιθανότητα έχουμε ότι

Prob(A = an; ρ) =

d∑
i=1

wi ⟨ψi| P̂n |ψi⟩ ,

υποθέτοντας ότι οι κβαντικές και οι κλασvικές πιθανότητες είναι μεταξύ τους ανεξάρ-

τητες.

0.8. ΄Ιχνος τελεσvτή. ΄Εσvτω B̂ ένας τελεσvτής και {e1, e2, ..., eN} μια ορθοκανονική
βάσvη σvε ένα N - διάσvτατο χώρο Hilbert H. Ορίζουμε το ίχνος του B̂ με τη σvχέσvη,

trB̂ :=

N∑
i=1

⟨ei| B̂ |ei⟩ .

Το ίχνος του τελεσvτή είναι ανεξάρτητο από την ορθοκανονική βάσvη που επιλέγουμε

και είναι γραμμική σvυνάρτησvη του B̂.

Με τη βοήθεια του ίχνους μπορούμε να εκφράσvουμε τον κανόνα του Born για ένα

παρατηρήσvιμο A που αναπαρίσvταται από τον αυτοσvυζυγή τελεσvτή Â ως εξής:

Prob(A = an; |ψ⟩) = tr(P̂ψP̂n),

⟨A⟩ψ = tr(P̂ψÂ),

όπου P̂ψ = |ψ⟩ ⟨ψ| , ο προβολικός τελεσvτής σvτην κατάσvτασvη ψ και P̂n ο προβολικός
τελεσvτής που αντισvτοιχεί σvτην ιδιοτιμή an, σvύμφωνα με τη φασvματική ανάλυσvη του Â

.

0.9. Κατασvτάσvεις μίγματος και τελεσvτές (πίνακες) πυκνότητας. Για

την κατάσvτασvη μίγματος κατάσvτασvη μίγματος ρ = {ψ1, ψ2, ..., ψd;w1, w2, ..., wd} ο-
ρίζουμε τον τελεσvτή μίγματος

ρ̂ :=

d∑
i=1

wiP̂|ψi⟩,

όπου wi η κλασvική πιθανότητα το διάνυσvμα κατάσvτασvης να είναι το |ψi⟩. Τότε

Prob(A = an; ρ) =

d∑
i=1

wi ⟨ψi| P̂n |ψi⟩ =
d∑
i=1

witr(P̂|ψi⟩P̂n) = tr

(
d∑
i=1

wiP̂|ψi⟩P̂n

)
,

άρα,

Prob(A = an; ρ) = tr
(
ρ̂P̂n

)
.
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Η αντίσvτοιχη έκφρασvη για τις αναμενόμενες τιμές των παρατηρήσvιμων,

⟨A⟩ρ = tr
(
ρ̂Â
)
.

0.9.1. Μαθηματική σvημείωσvη. Ο τελεσvτής μίγματος ρ̂ έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

(1) Ο ρ̂ είναι αυτοσvυζυγής, δηλαδή, ρ̂ =ρ̂∗

(2) Ο ρ̂ είναι θετικά ημιορισvμένος, για κάθε διάνυσvμα |ψ⟩ , ⟨ψ| ρ̂ |ψ⟩ ≥ 0.

(3) trρ̂ = 1

Οι τελεσvτές που ικανοποιούν τις τρεις παραπάνω σvυνθήκες καλείται τελεσvτής πυ-

κνότητας.

0.10. Η διάκρισvη υπερθέσvεων και μιγμάτων είναι ένα κβαντικό γε-

γονός. ΄Εσvτω ένα παρατηρήσvιμο A που αναπαρίσvταται από έναν αυτοσvυζυγή τελεσvτή

Â σvε ένα N -διάσvτατο (N < ∞) μιγαδικό χώρο Hilbert, H και
{
|ai⟩Ni=1

}
μια ορθο-

κανονική βάσvη που ορίζεται από τα ιδιοδιανύσvματα του Â.

Θεωρούμε το ανάπτυγμα τυχόντος διανύσvματος ως προς τη βάσvη αυτή,

|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci |ai⟩ , ci ∈ C

και τον τελεσvτή πυκνότητας

ρ̂ =

N∑
i=1

|ci|2 P̂|ai⟩

όπου P̂|ai⟩ = |ai⟩ ⟨ai|. Τότε για κάθε B̂ τέτοιο ώσvτε
[
Â, B̂

]
= 0,

⟨B⟩ψ = ⟨B⟩ρ

Η παραπάνω πρότασvη μας λέει ότι αναγκαία σvυνθήκη για να διακρίνουμε

υπερθέσvεις από μίγματα είναι η μη μεταθετότητα των τελεσvτών που

αναπαρισvτούν τα παρατηρήσvιμα.


