
Παράγωγος συνάρτησης



Ορισμός. Έστω συνάρτηση 𝑓: 𝐼 → ℝ, όπου Ι ⊆ ℝ διάστημα και 𝑥) ∈ Ι.
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πραγματικός αριθμός.
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• Αν θέσουμε 𝑥 = 𝑥) + ℎ προκύπτει 𝑓4(𝑥)) = lim
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0 ./<; 10(./)
;



Παραδείγματα
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Συνάρτηση παράγωγος 

Έστω συνάρτηση 𝑓: 𝐼 → ℝ, όπου Ι ⊆ ℝ διάστημα.
Αν η 𝑓 έχει παράγωγο σε κάθε 𝑥 ∈ 𝐼 ορίζουμε τη συνάρτηση

𝑓4: 𝐼 → ℝ, με 𝑓4 𝑥 = lim;→)
0 .<; 10(.)

;
και την ονομάζουμε παράγωγο συνάρτηση της 𝑓.



Κανόνες παραγώγισης



H εξίσωση της 
εφαπτομένης της 
καμπύλης 
στο σημείο Α(xo, f(xo))

Παράδειγμα



Ακρότατα και Μονοτονία συνάρτησης
Ορισμός. Έστω συνάρτηση 𝑓: 𝐼 → ℝ με I διάστημα και 𝑥) ∈ 𝐼.
• Το 𝑥) είναι λέγεται ολικό μέγιστο ή απλώς μέγιστο αν 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)) για κάθε 𝑥 ∈ 𝐼
• Το 𝑥) είναι λέγεται ολικό ελάχιστο ή απλώς ελάχιστο αν 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥)) για κάθε 𝑥 ∈ 𝐼
• Το 𝑥) είναι λέγεται τοπικό μέγιστο αν υπάρχει 𝛿>0 ώστε 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥))

για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥) − 𝛿, 𝑥) + 𝛿)
• Το 𝑥) είναι λέγεται τοπικό ελάχιστο αν υπάρχει 𝛿>0 ώστε 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥))

για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥) − 𝛿, 𝑥) + 𝛿)

Ορισμός. Έστω συνάρτηση 𝑓: 𝐼 → ℝ.
• Η 𝑓 λέγεται γνησίως αύξουσα αν 

για κάθε 𝑥F, 𝑥G ∈ 𝐼µε 𝑥F < 𝑥G 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝑓 𝑥F < 𝑓(𝑥G)
• Η 𝑓 λέγεται γνησίως φθίνουσα αν 

για κάθε 𝑥F, 𝑥G ∈ 𝐼µε 𝑥F < 𝑥G ⟹ 𝑓 𝑥F > 𝑓(𝑥G)



Θεώρημα. Έστω 𝐼 διάστημα, συνάρτηση 𝑓: 𝐼 → ℝ και 𝑥) ∈ 𝐼.
Αν το 𝑥) είναι εσωτερικό σημείο του 𝐼 και τοπικό ακρότατο της 𝑓 τότε 
𝑓4 𝑥) = 0.

Θεώρημα. Έστω 𝐼 διάστημα και 𝑓: 𝐼 → ℝ συνεχής στο 𝐴 και 
διαφορίσιμη στο εσωτερικό του 𝐴.
α) Αν 𝑓4 𝑥 > 0 για κάθε 𝑥 εσωτερικό σημείο του 𝐼 τότε η 𝑓 είναι 
γνησίως αύξουσα.
β) Αν 𝑓4 𝑥 < 0 για κάθε 𝑥 εσωτερικό σημείο του 𝐼 τότε η 𝑓 είναι 
γνησίως φθίνουσα.



Μέγιστο (max) / ελάχιστο (min) συνάρτησης
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

Αόριστο ολοκλήρωμα 
Παράγουσα ή αρχική συνάρτηση 

Η F(x) ονομάζεται παράγουσα συνάρτηση της f(x) όταν: 

Ø Η f(x) ορίζεται σε ένα διάστημα [ ]βα, . 

Ø Η F(x) είναι παραγωγίσιμη στο. [ ]βα,  

Ø F΄(x) = f(x) ( )βα,xÎ"  

Κάθε συνεχής συνάρτηση f(x) έχει άπειρες παράγουσες. 

Ορισμός: Αόριστο ολοκλήρωμα της f(x) συμβολίζεται: ò dx)x(f  και είναι το 

σύνολο όλων των παραγουσών της f(x). 

Δηλαδή:  Rc,c)x(Fdx)x(f Î+=ò  όταν )x(f)x(F =¢  

Η σταθερά c ονομάζεται σταθερά ολοκλήρωσης 



Βασικά αόριστα ολοκληρώματα

• ∫1𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑐

• ∫𝑥U𝑑𝑥 = .VWX

U<F
+ 𝑐 για κάθε 𝑛 ≠ −1

• ∫ F
.
𝑑𝑥 = ln 𝑥 + 𝑐

• ∫ 𝑒.𝑑𝑥 = 𝑒. + 𝑐

• ∫𝑎.𝑑𝑥 = ^_

`a ^
+ 𝑐 για 𝛼 > 0

• ∫ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥 = −𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝑐
• ∫𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥 = 𝜂𝜇𝑥 + 𝑐



Ιδιότητες του ολοκληρώματος

• ∫ 𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ± ∫𝑔 𝑥 𝑑𝑥
• 𝜆 ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝜆𝑓 𝑥 𝑑𝑥 για κάθε 𝜆 ∈ ℝ



Ορισμένο ολοκλήρωμα

Έστω συνεχής συνάρτηση 𝑓: 𝑎, 𝛽 → ℝ και F: 𝑎, 𝛽 → ℝ μια 
παράγουσα της 𝑓.

Ορισμένο ολοκλήρωμα της 𝑓 (συμβολισμός ∫̂l 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ) λέμε τον 
αριθμό 𝐹 𝛽 − 𝐹(𝑎). Δηλαδή

∫̂l 𝑓 𝑥 𝑑𝑥= 𝐹 𝛽 − 𝐹(𝑎)



Παραδείγματα
• ∫F

n 𝑥𝑑𝑥 = [.
p

G
]Fn =

np

G
− Fp

G
= r

G
− F

G
= s

G
= 4

• ∫F
u F
.
𝑑𝑥 == [ln 𝑥]Fu= ln 𝑒 − ln 1 = 1 − 0 = 1

• ∫)
v
p 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥 = [−𝜎𝜐𝜈𝑥])

v
p= −𝜎𝜐𝜈 w

G
− (−𝜎𝜐𝜈0) = 0 − (−1) = 1



Ιδιότητες ορισμένου ολοκληρώματος
• ∫x

l 𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = ∫x
l 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ± ∫x

l 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

• 𝜆 ∫x
l 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = ∫̂l 𝜆𝑓 𝑥 𝑑𝑥 για κάθε 𝜆 ∈ ℝ

• Αν 𝑓: 𝑎, 𝛽 → ℝ και 𝛼 < 𝛾 < 𝛽 τότε ∫x
z 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + ∫z

l 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

• Αν 𝑓 𝑥 ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽] τότε ∫x
l 𝑓(𝑥) ≥ 0



Έστω συνεχής συνάρτηση 𝑓: 𝑎, 𝛽 → ℝ. Αν 𝑓(𝑥) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽] το 
∫̂l 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 εκφράζει το εμβαδόν που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της 𝑓 τον άξονα 𝑥𝑥4 και τις ευθείες 𝑥 = 𝑎 και 𝑥 = 𝛽.
Αν 𝑓, 𝑔: 𝑎, 𝛽 → ℝ και 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔 𝑥 ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽] τότε το εμβαδόν 
που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 𝑓, 𝑔 ισούται με το 
∫̂l 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 − ∫̂l 𝑔 𝑥 𝑑𝑥= ∫̂l 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

Παραδείγματα 
Ø Να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την ευθεία        

y = x + 2 και τη συνάρτηση y = x2.  
 
Πρέπει να βρούμε τα σημεία στα  
οποία συναντιούνται οι συναρτήσεις 
 
x+2 = x2 

x2 –x-2=0 όταν x = -1,x = 2 
 
Το εμβαδόν του χωρίου που  
ζητείται υπολογίζεται από το  
ορισμένο ολοκλήρωμα:  
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