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Μεθοδολογικό ερώτημα:
Σύμφωνα με την παράδοση, οι απαρχές των ελληνικών μαθηματικών εντοπίζονται κατά τον 6ο αιώνα π.Χ. Το 
πρώτο, ωστόσο, σωζόμενο κείμενο είναι τα Στοιχεία του Ευκλείδη, το οποίο γράφεται περίπου τρεις αιώνες 
μετά. Πώς μπορούμε να αντλήσουμε πληροφορίες για το ενδιάμεσο διάστημα; 



Τον 5ο αιώνα μ.Χ., ο Πρόκλος γράφει σχόλια στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων του 
Ευκλείδη. Σε αυτό το έργο, περιέχεται μια ενότητα (η οποία υποτίθεται ότι 
βασίζεται σε παλαιότερους συγγραφείς) που περιγράφει την εξέλιξη των 

μαθηματικών από τον Θαλή μέχρι τον Ευκλείδη (64.16 – 70.18)









Προτεινόμενη εργασία:
Ψηφιακός χάρτης για αρχαία ελληνικά μαθηματικά (με εξαγωγή html).

Βιβλιογραφία:

1. Netz, Reviel (1997), 'Classical Mathematics in the Classical Mediterranean', Mediterranean Historical Review, 12 (2), 
1-24.

2. DSB και NDSB



Τα μαθηματικά κατά τον 5ο αιώνα π.Χ.

• Διατυπώνονται γεωμετρικές προτάσεις με καθολικούς όρους.
• Αναδεικνύεται ο ρόλος του σχήματος.
• Εμφανίζεται η ανάγκη απόδειξης των μαθηματικών προτάσεων (π.χ. απόδειξη του «Πυθαγόρειου» 

θεωρήματος). Αφού οι προτάσεις είναι διατυπωμένες με καθολικούς όρους, αναγκαστικά και οι 
αποδείξεις πρέπει να είναι διατυπωμένες με καθολικούς όρους.

• Οι αριθμοί κατατάσσονται σε κατηγορίες (π.χ. πρώτοι, φίλιοι, τέλειοι κτλ.) και εξετάζονται οι σχέσεις 
που έχουν μεταξύ τους. 

• Έτσι, προκύπτει η θεωρία αναλογιών και η ασυμμετρία.
• Κατασκευάζονται τα κανονικά πολύεδρα.
• Επειδή συσσωρεύεται ένα σώμα μαθηματικής γνώσης, προκύπτει η ανάγκη οργάνωσής του.



Τα «άλυτα» προβλήματα



Τα λεγόμενα «άλυτα» (classical) γεωμετρικά προβλήματα

Τετραγωνισμός ενός Κύκλου

Να κατασκευαστεί τετράγωνο με εμβαδόν ίσο με το 
εμβαδόν δεδομένου κύκλου.

Διπλασιασμός ενός Κύβου
ή 

«Το Δήλιο Πρόβλημα»

Να κατασκευαστεί κύβος με όγκο ίσο με το διπλάσιο δεδομένου κύβου.

Τριχοτόμηση μιας Γωνίας

Να τριχοτομηθεί μια τυχαία γωνία. 



Γιατί χρησιμοποιήθηκε ιστοριογραφικά ο όρος «άλυτα»;

Ἠιτήσθω ἀπὸ παντὸς σημείου 

ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν

γραμμὴν ἀγαγεῖν. 

Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ

διαστήματι κύκλον 

γράφεσθαι.



Ο τετραγωνισμός
του κύκλου



Ένα κυκλικό χωράφι έχει διάμετρο 9 κετ. Πόσα σετάτ γης 
περικλείει;

Αφαίρεσε το 1/9 της διαμέτρου, δηλαδή 1. Περισσεύουν 8.

Πολλαπλασίασε 8 φορές. Μας κάνει 64. 

Άρα ο κύκλος περικλείει 64 σετάτ γης. 

Πρόβλημα 50 (από τον πάπυρο Rhind):

Σημείωση: Ένα κετ = 52.3 μέτρα
Αυτό μας δίνει μια εκτίμηση για το π = 256/81
περίπου ίση με 3,16



Ο τετραγωνισμός του κύκλου στον ελληνικό κόσμο

• Στους Όρνιθες (414 π.Χ.), ο Αριστοφάνης παρουσιάζει μια καρικατούρα του 
Μέτωνα που εμφανίζεται ως τοπογράφος της Νεφελοκοκκυγίας:

Εάν τοποθετήσω αυτόν τον καμπυλωτό χάρακα από πάνω, βάζοντας από μέσα ένα διαβήτη – με 
παρακολουθείς; Τοποθετώντας τον, θα μετρήσω με ένα ίσιο χάρακα, έτσι ώστε να σου γίνει ο 
κύκλος τετράγωνος.

Όρν. 1001-5

• Στο σχόλιο του Μέτωνα θα απαντήσει ο Πεισθέταιρος, αρχηγός των Όρνιθων: 
«Αυτός ο άνθρωπος, αλήθεια, είναι ένας Θαλής!»



• Ο πρώτος που αναφέρεται ότι ασχολήθηκε με τον τετραγωνισμό του κύκλου είναι ο 
Αναξαγόρας κατά τη διάρκεια της κράτησής του στην Αθήνα, με την κατηγορία της 
ασέβειας.

• Ο δεύτερος είναι ο σοφιστής Αντιφώντας. Οι σχολιαστές του 
Αριστοτέλη περιγράφουν την προσπάθειά του να εξαντλήσει 
τον κύκλο εκ των έσω με τον εξής τρόπο: εγγράφοντας, 
αρχικά, ένα τετράγωνο στον κύκλο και, στη συνέχεια, 
κατασκευάζοντας διαδοχικά ισοσκελή τρίγωνα πάνω στις 
εκτιθέμενες πλευρές.

• Ο τρίτος είναι ο σοφιστής Βρύσωνας, σύγχρονος του Αντιφώντα. Εμπλούτισε τη 
μέθοδο Αντιφώντα με περιγεγραμμένα πολύγωνα.    



Αυτές οι προσπάθειες δεν θεωρήθηκαν επιτυχημένες (γιατί;)
Είναι όντως αποτυχημένες;



Έτσι άλλαξε η στόχευση: 

Να τετραγωνιστούν άλλα καμπυλόγραμμα σχήματα
Ερώτηση: τι σημαίνει στην πράξη «να τετραγωνιστεί» ένα σχήμα;

μηνίσκος παραβολή







ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΑΠΟΔΕΙΞΗ
ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΥ ΜΗΝΙΣΚΟΥ



ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ
Αρχικά κατασκευάζουμε τρία ημικύκλια: το ροζ, το κίτρινο και το γαλάζιο.

Ισχύουν: AC= CB και η γωνία C είναι ορθή.



Το ροζ ημικύκλιο αποτελείται από τις περιοχές Ι και ΙΙΙ. Η περιοχή Ι είναι μηνίσκος.

Αντίστοιχα, το κίτρινο ημικύκλιο αποτελείται από τις περιοχές ΙΙ και ΙV. Η περιοχή ΙI
είναι μηνίσκος.



O Ιπποκράτης θέλει να δείξει ότι ο μηνίσκος Ι + ο μηνίσκος ΙΙ = τρίγωνο ABC



Για να το πετύχει αυτό, βασίζεται σε δύο θεωρήματα:

(α) Στο πυθαγόρειο θεώρημα: 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2

(β) Την ιδέα ότι τα εμβαδά δύο κύκλων (ή ημικυκλίων) έχουν 
μεταξύ τους τη σχέση που έχουν τα τετράγωνα των διαμέτρων 
τους. Άρα, σε αυτή την περίπτωση:
Το εμβαδό του ροζ ημικυκλίου προς το εμβαδό του γαλάζιου 

ημικυκλίου είναι ίσο προς 
AC2

𝐴𝐵2

Αν βάλω τη σχέση (α) μέσα στη σχέση (β), προκύπτει:

ότι το εμβαδό του ροζ προς το εμβαδό του γαλάζιου είναι 
AC2

𝐴𝐶2+𝐵𝐶2
.



Από την κατασκευή όμως του σχήματος, AC= CB. Άρα η προηγούμενη σχέση γίνεται:

AC2

𝐴𝐶2+Α𝐶2
. 

Δηλαδή: 
AC2

2𝐴𝐶2
= 
1

2

Με απλά λόγια, το ροζ είναι το μισό του γαλάζιου.



Με ένα αντίστοιχο επιχείρημα και το κίτρινο είναι το μισό του γαλάζιου.

Άρα ροζ + κίτρινο = γαλάζιο

Άρα Ι + ΙΙΙ + ΙΙ + ΙV = ΙΙΙ + ΙV + τρίγωνο

Δηλαδή οι δύο μηνίσκοι έχουν εμβαδόν ίσο με το τρίγωνο. 





Τετραγωνισμοί παραβολής από τον Αρχιμήδη
1ος τρόπος: Γεωμετρικός (εξάντληση)

(βλ. Τετραγωνισμός Παραβολής (τομής ορθ. Κώνου), προτ. 24)



2ος τρόπος: Μηχανικός (ζυγός)

(βλ. Τετραγωνισμός Παραβολής (τομής ορθ. Κώνου), προτ. 14-16)



3ος τρόπος: Ευρετικός (αδιαίρετα)

(βλ. προτ. 1, Μέθοδος)



Ο διπλασιασμός 
του κύβου



Ας δούμε ένα άλλο πρόβλημα πρώτα: να διπλασιάσουμε ένα τετράγωνο



Ο διπλασιασμός του τετραγώνου στον 

Μένωνα του Πλάτωνα



Ο διπλασιασμός του κύβου ή, αλλιώς, το «Δήλιο Πρόβλημα»





Δύο απορίες:
1) Τι σημαίνει «αναγωγή/απαγωγή» 

ενός προβλήματος σε ένα άλλο; 

2) Τι είναι η μέση ανάλογος;





Βασικό Ερώτημα: Είναι η Αρετή Διδακτή; Αλλάζω το αρχικό ερώτημα: Είναι η Αρετή γνώση; 

Μια αναφορά: επιστροφή στον Μένωνα του Πλάτωνα



Τι είναι η μέση ανάλογος;

• Αν δηλαδή έχουμε τους αριθμούς 4 και 9 ποιος αριθμός είναι η μέση ανάλογος;

Α
Χ

Β
𝐴Χ

ΧΒ
=
ΧΒ

ΑΒ

4

6
=
6

9



«τι εστι το τετραγωνίζειν, ότι μέσης εύρεσις»

α

α

β

γ

𝑎2 = β ⋅ γ

𝑎

𝛽
=
𝛾

𝛼



Οι δύο μέσοι ανάλογοι;

1

2
=
2

4
=
4

8





Το Δήλιο Πρόβλημα



Ο Πλάτωνας αγανάκτησε μαζί τους και θεώρησε ότι αυτοί έχασαν και
διέφθειραν το αγαθό της γεωμετρίας, γιατί από τα ασώματα και νοητά αυτοί
ξέπεσαν στα αισθητά, και η γεωμετρία κατάντησε μηχανική
Πλούταρχος, Β. Μαρκ. 14.11.1-5

Και όταν αυτοί [οι γεωμέτρες της Ακαδημίας] εργάστηκαν με 
επιμέλεια και αναζήτησαν τον τρόπο κατασκευής των δυο μέσων 
αναλόγων των δεδομένων ευθυγράμμων τμημάτων, λέγεται ότι ο 
Αρχύτας ο Ταραντίνος τον ανακάλυψε χρησιμοποιώντας 
ημικυλίνδρους ενώ ο Εύδοξος [το έλυσε] μέσω των λεγόμενων 
«καμπύλων γραμμών». Ωστόσο, όλοι τους έλυσαν το πρόβλημα με 
αποδεικτικό τρόπο, αλλά δεν ήταν σε θέση να το κατασκευάσουν 
φυσικά ή να το θέσουν σε λειτουργία, με εξαίρεση σε μικρό βαθμό τον 
Μέναιχμο, που το έκανε με μεγάλη δυσκολία.



• Ο Ευτόκιος (σχολιαστής του Αρχιμήδη) διασώζει 
δώδεκα λύσεις του «Δήλιου προβλήματος».

• Αποδίδονται σε διάφορους συγγραφείς, π.χ. 
Ιπποκράτης, Αρχύτας, Πλάτων, Μέναιχμος, 
Αρχιμήδης, Ερατοσθένης, Απολλώνιος, Νικομήδης, 
Ήρων, Διοκλής, Πάππος.

• Σύμφωνα με τον Ερατοσθένη, τρεις από τους 
συνεργάτες του Πλάτωνα επεξεργάστηκαν λύσεις για 
το Δήλιο πρόβλημα: Ο Αρχύτας «μέσω ημικυλίνδρων», 
ο Εύδοξος «μέσω καμπύλων γραμμών» και ο 
Μέναιχμος «μέσω των τριάδων που αποκόπτονται 
από τον κώνο». 

• Η κατασκευή του Αρχύτα είναι ένα εντυπωσιακό 
κατόρθωμα στερεομετρικής ενόρασης. 





Η τριχοτόμηση της γωνίας

Ας δούμε ένα άλλο πρόβλημα πρώτα: Τη διχοτόμηση της γωνίας







• Γιατί είναι σημαντικό να ξέρουμε να φτιάχνουμε συγκεκριμένες γωνίες;



Η τριχοτόμηση της γωνίας

• Δεν ξέρουμε πότε ξεκίνησε η ενασχόληση με το πρόβλημα, αλλά γρήγορα οι αρχαίοι Έλληνες στράφηκαν σε γραμμές 
πέραν της ευθείας και του κύκλου.

• Η πρώτη προσπάθεια έγινε από τον Ιππία τον Ηλείο. Επίσης καταγράφονται οι λύσεις του Αρχιμήδη, του Νικομήδη και 
του Πάππου.

• Η αρχαιότερη γνωστή µέθοδος για την τριχοτόµηση µιας γωνίας είναι µέσω µιας καμπύλης που θα την ονοµάζουµε
τριχοτοµούσα. Η κατασκευή περιγράφεται από τον Πάππο: Ξεκινώντας από το τετράγωνο ΑΒΓΔ ας φαντασθούµε την 
ευθεία ΒΓ να µετατοπίζεται παράλληλα µε σταθερή ταχύτητα προς τα κάτω µέχρι να συµπέσει µε την ΑΔ και, 
ταυτόχρονα, την ευθεία ΑΒ να περιστρέφεται οµαλά, εντός του τετραγώνου, γύρω από το σταθερό άκρο Α µέχρι να 
συµπέσει και αυτή, στον αυτό χρόνο, µε την ΑΔ. Η τριχοτοµούσα είναι η καµπύλη που διαγράφει το σηµείο τοµής των 
δύο κινουµένων ευθειών (βλ. σχήµα αριστερά).





λαʹ. Δυσαρεστεῖται δὲ αὐτῇ ὁ Σπόρος 
εὐλόγως διὰ ταῦτα. 
πρῶτον μὲν γὰρ πρὸς ὃ δοκεῖ
χρειώδης εἶναι πρᾶγμα, τοῦτ' ἐν
ὑποθέσει λαμβάνει. πῶς γὰρ
δυνατόν, δύο σημείων ἀρξαμένων
ἀπὸ τοῦ Β κινεῖσθαι, τὸ μὲν κατ' 
εὐθείας ἐπὶ τὸ Α, τὸ δὲ κατὰ
περιφερείας ἐπὶ τὸ Δ ἐν ἴσῳ χρόνῳ
συναποκαταστῆσαι μὴ πρότερον τὸν
λόγον τῆς ΑΒ εὐθείας πρὸς τὴν ΒΕΔ 
περιφέρειαν ἐπιστάμενον; ἐν γὰρ
τούτῳ τῷ λόγῳ καὶ τὰ τάχη τῶν
κινήσεων ἀνάγκη εἶναι. 


