


Τον 5ο αιώνα μ.Χ., ο Πρόκλος γράφει σχόλια στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων του 
Ευκλείδη. Σε αυτό το έργο, περιέχεται μια ενότητα (η οποία υποτίθεται ότι 
βασίζεται σε παλαιότερους συγγραφείς) που περιγράφει την εξέλιξη των 

μαθηματικών από τον Θαλή μέχρι τον Ευκλείδη (64.16 – 70.18)









Η «ευκλείδεια» παράδοση



~1600 π.Χ. 529-534 μ.Χ. 1629 μ.Χ.~600 π.Χ. ~300 π.Χ.

Τα συμπεράσματά του ήταν 

τόσο αλάνθαστα όσο τόσες 

προτάσεις του Ευκλείδη.
A. C. Doyle, A Study in Scarlet



Τα μαθηματικά κατά την Ελληνιστική περίοδο 
(3ος – 1ος αιώνας π.Χ.)

• Η Αλεξάνδρεια μετατρέπεται σταδιακά σε κέντρο της μαθηματικής δραστηριότητας.

• Για πρώτη φορά, εμφανίζονται μαθηματικές σχολές που δεν σχετίζονται άμεσα με τις φιλοσοφικές.

• Κατά την περίοδο αυτή, δραστηριοποιείται η «αγία τριάδα» των ελληνικών μαθηματικών: Ευκλείδης (ο στοιχειωτής), 

Αρχιμήδης (ο μηχανικός), Απολλώνιος (ο γεωμέτρης). 

• Μπορούμε να εντοπίσουμε δύο σημαντικές κατευθύνσεις έρευνας: «στοιχείωση» και «εφαρμογές».

• Τυποποίηση μορφολογικών στοιχείων των μαθηματικών κειμένων.

• Δημιουργία συγκεκριμένων θεματικών («τόποι»).

• Από αυτή την περίοδο αρχίζουμε να έχουμε τις πρώτες σωζόμενες μαθηματικές πραγματείες (Αυτόλυκος, Ευκλείδης). 



Από τον Κλασικό, στον Ελληνιστικό Κόσμο





• Η βιβλιοθήκη ιδρύεται από τον Δημήτριο τον Φαληρέα, υπό την αιγίδα του Πτολεμαίου του Α΄.
• Δημόσια βιβλιοθήκη. Οικονομική στήριξη από το κράτος.
• ~500,000 πάπυροι. ~100 ερευνητές. Αναφορές ότι ο Πτολεμαίος ο Β΄ αγοράζει τη βιβλιοθήκη του Αριστοτέλη 

από τον Νηλέα, ένα μαθητή του Αριστοτέλη.
• Ανέκδοτα για τη συλλογή των βιβλίων.

Βιβλιοθήκη και Μουσείο



Συστηματική συλλογή, αποκατάσταση, αναθεώρηση και έκδοση των πιο σημαντικών έργων της κλασσικής αρχαιότητας.

• Δημήτριος (ιδρυτής) ετοιμάζει μια συλλογή με τους μύθους του Αισώπου και γράφει μια αναθεωρημένη Ιστορία των Αθηνών

• Ζηνόδοτος (1ος διευθυντής, βασιλικός παιδαγωγός) εκδίδει Όμηρο, Ησίοδο και Πίνδαρο.

• Αλέξανδρος ο Αιτωλός, εκδίδει τραγωδίες και κωμωδίες.

• Καλλίμαχος, συστηματοποιεί και καταγράφει την κλασσική γραμματεία. Οι Πίνακες καταγράφουν και τα περιεχόμενα της Βιβλιοθήκης.

• Ερατοσθένης εκδίδει αναθεωρημένη γεωγραφία.

• Αριστοφάνης ο Βυζάντιος εκδίδει Όμηρο, Ησίοδο, Αριστοφάνη και Ευριπίδη. Δημιουργεί τα σημεία στίξης.

• Αρίσταρχος εκδίδει Όμηρο, Ησίοδο, αστρονομικά έργα.

• Η μετάφραση των Εβδομήκοντα (της Παλαιάς Διαθήκης).

Υπό μια έννοια, οι Αλεξανδρινοί συνεχίζουν την κειμενική παράδοση του Λυκείου.

• Ο Αλέξανδρος (ιδρυτής της πόλης) και ο Πτολεμαίος (πρώτος κυβερνήτης) υπήρξαν μαθητές του Αριστοτέλη.

• Ο Δημήτριος (ιδρυτής της Βιβλιοθήκης) ήταν μαθητής του Θεόφραστου (διάδοχου του Αριστοτέλη στο Λύκειο).

• Ο Στράτων (δάσκαλος του Πτολεμαίου Β΄) ήταν ο διάδοχος του Θεόφραστου.

Πρόγραμμα



Ευκλείδης





Πληροφορίες για τη ζωή του Ευκλείδη

«Αυτός ο άνδρας έζησε την εποχή του Πρώτου 
Πτολεμαίου -- γιατί ο Αρχιμήδης, ο οποίος 
έζησε αμέσως μετά από τον Πτολεμαίο, 
αναφέρει τον Ευκλείδη. Επιπλέον, λένε ότι ο 
Πτολεμαίος τον ρώτησε εάν υπάρχει κάποια 
οδός για τη γεωμετρία που να είναι πιο 
σύντομη από την οδό των Στοιχείων. Και ο 
Ευκλείδης, τότε, απάντησε ότι δεν υπάρχει 
βασιλική οδός στη γεωμετρία. Έζησε πριν 
από τον Ερατοσθένη και τον Αρχιμήδη, αφού 
αυτοί ήταν σύγχρονοι, όπως αναφέρει κάπου ο 
Ερατοσθένης.»

Proclus, In Eucl. 68.10-7.

Συρακούσες, 212 π.Χ.

Παρ’ Εὐκλείδῃ τις ἀρξάμενος γεωμετρεῖν, ὡς τὸ πρῶτον 
θεώρημα ἔμαθεν, ἤρετο τὸν Εὐκλείδην· “τί δέ μοι πλέον ἔσται 
ταῦτα μαθόντι;”, καὶ ὁ Εὐκλείδης τὸν παῖδα καλέσας “δός”, 
ἔφη, “αὐτῷ τριώβολον, ἐπειδὴ δεῖ αὐτῷ ἐξ ὧν μανθάνει 
κερδαίνειν”.
Stobaeus, Anth. 2.31.114.



Ισλαμικές Μαρτυρίες

«Ήταν ο Ευκλείδης, ο γιος του Ναυκράτη και της Βερενίκης, ήταν αυτός που αποκάλυψε τα μυστικά της 
γεωμετρίας, πριν από τον Αρχιμήδη  και τους άλλους. Ήταν ένας από τους μαθηματικούς φιλοσόφους…»

Al-Nadim, Fihrist 7.2

«Ο Ευκλείδης, γιος του Ναυκράτη, γιος του Ζήναρχου, ο καλούμενος και συγγραφέας της γεωμετρίας, ένας 
φιλόσοφος παλαιότερων χρόνων, Ρωμαίος κατά την εθνικότητα, γεννήθηκε στην Τύρο και έζησε στη Δαμασκό.»

Al-Qifti, Ta’ rikh al Ḥukama



Terminus post quem

• Οι μαθηματικοί του 4ου αιώνα (π.χ. Εύδοξος) φαίνεται να τον αγνοούν. Ο Αριστοτέλης δεν τον αναφέρει. 
Σε μια περίπτωση (APr. 41b; cf. Metaph. 1051a) προσφέρει μια απόδειξη για την πρόταση Ι.5 η οποία είναι πολύ 
διαφορετική από αυτή των Στοιχείων.

Terminus ante quem

• Ο Αρχιμήδης (α) αναφέρει τρεις φορές τον Ευκλείδη (Sph. Cyl. I.2, I.6; Euch. 29r 1.3-5), (b) δεν γράφει Στοιχεία, 
(c) ερευνά 8 πολύεδρα πλέον των 5 κανονικών.

• Ο Απολλώνιος (α) δεν γράφει Στοιχεία, (β) αναφέρεται στον Ευκλείδη και προσπαθεί να τον βελτιώσει, (γ) 
σπούδασε με τους μαθητές του Ευκλείδη στην Αλεξάνδρεια (Coll. 7.678.10-2.).

Πότε έζησε; 



Αναπαραστάσεις του Ευκλείδη
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Ευκλείδης ο Μεγαρεύς

O Πλάτωνας αναφέρει (Φαίδων) ότι ο 
Ευκλείδης ήταν παρών την ώρα του θανάτου 
του Σωκράτη. Επίσης, ο Ευκλείδης είναι ο 
αφηγητής στον Θεαίτητο.

Euclid of Megara Dressing as a Woman to Hear Socrates Teach in Athens, by 
Domenico Marolì, c. 1650









Euclid of  Megara Dressing as a Woman to Hear Socrates Teach in Athens, by Domenico Marolì, c. 1650





Τα έργα του Ευκλείδη

Σωζόμενα έργα Απολεσθέντα έργα

Στοιχεία Ψευδάρια
Περί εσφαλμένων συλλογισμών στα μαθηματικά

Δεδομένα Κωνικά στοιχεία

Περί διαιρέσεων
Σώζεται στα Αραβικά

Τόποι επί επιφανειών

Οπτικά Πορίσματα

Κατοπτρικά

Κατατομή κανόνος

Φαινόμενα

Επίσης διασώζονται δύο έργα στα αραβικά που αποδίδονται στον Ευκλείδη αλλά η αυθεντικότητα τους αμφισβητείται.
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Ποιο είναι το πρόγραμμα του Ευκλείδη;

Στοιχείωση

Σχεδόν για κάθε μαθηματική επιστήμη, ετοίμασε Στοιχεία ως εισαγωγές, όπως για τη γεωμετρία με τα 13 βιβλία, και την αστρονομία στα 
Φαινόμενα, και για τη μουσική και την οπτική παρομοίως…

Μαρίνος, Εις Ευκλ. 254.16-20.

Ο Ευκλείδης συνέθεσε τα Στοιχεία, συγκέντρωσε πολλά από τα αποτελέσματα του Ευδόξου, τελειοποίησε αρκετά του Θεαίτητου, και 
επίσης απόδειξε με αναντίλεκτο τρόπο αυτά τα οποία οι προηγούμενοι είχαν δείξει κάπως πιο χαλαρά.

Πρόκλος, Εις Ευκλ. 68.7-10.

Εκπαίδευση

• Ανέκδοτο με τον μαθητή.

• Ο Πάππος μαρτυρεί ότι ο Απολλώνιος σπούδασε με τους μαθητές του Ευκλείδη στην Αλεξάνδρεια.

• Τα έργα του έχουν παιδαγωγικό χαρακτήρα (ειδικά τα Ψευδάρια).



Τα Στοιχεία ως «κειμενικό είδος»

• Η πρακτική της συγγραφής Στοιχείων δεν ήταν αποκλειστικά μαθηματική 

(π.χ. Ο Αριστόξενος γράφει Στοιχεία αρμονίας, ο Εύδρομος ηθικής, ο Ποσειδώνιος μετεωρολογίας, ο 
Πρόκλος θεολογίας κτλ.)

• Ο Ευκλείδης δεν ήταν ο πρώτος που έγραψε Στοιχεία με μαθηματικό περιεχόμενο (Ιπποκράτης ο Χίος, 
Λέοντας, Θεύδιος).

Ο Πλάτωνας χρησιμοποιεί τον όρο για να περιγράψει τα μέρη του λόγου, π.χ. τα γράμματα, τα οποία συνδυαζόμενα 

δημιουργούν συλλαβές, λέξεις κτλ. cf. Tht. 201d-202c; Cra. 424d; R. 402a-b. 

Επίσης, με τον όρο «στοιχεία» περιγράφεται η πρώτη αρχή της ύλης (In Ph. 9.7.10-3; cf. Plato, Ti. 54d-56b, Sph. 252b.).

Ο Αριστοτέλης ονομάζει «στοιχεία αποδείξεων» τα βασικά επιχειρήματα από τα οποία προκύπτουν τα πιο σύνθετα 

(Aristotle, Metaph. 998a, 1014a-b.)

Στη γεωμετρία ο όρος χρησιμοποιείται για να περιγράψει 

(1) Τα απλούστερα γεωμετρικά όντα, π.χ. σημεία, γραμμές, από τα οποία προκύπτουν τα πιο σύνθετα σχήματα.

(2) Προτάσεις οι οποίες χρησιμοποιούνται στην απόδειξη άλλων προτάσεων.

(3) Ένα βιβλίο το οποίο περιέχει αρχές γεωμετρίας και είναι δομημένο με αυτό τον τρόπο. Η συγγραφή ενός τέτοιου 

έργου λέγεται «στοιχείωσις» και ο συγγραφέας «στοιχειωτής».



Το περιεχόμενο των Στοιχείων
Τι σημαίνει Στοιχεία Γεωμετρίας;

Το έργο αποτελείται από 13 βιβλία:

• Τα δύο πρώτα πραγματεύονται την κατασκευή και τις ιδιότητες βασικών ευθυγράμμων σχημάτων και τα κύρια

αποτελέσματα που περιέχουν είναι το πυθαγόρειο θεώρημα (Ι.47-8) και ο τετραγωνισμός τυχόντος πολυγώνου

(ΙΙ.14).

• Τα βιβλία ΙΙΙ και IV πραγματεύονται τις ιδιότητες του κύκλου και των εγγεγραμμένων και  περιγεγραμμένων

πολυγώνων.

• Το βιβλίο V είναι αφιερωμένο στη θεωρία αναλογιών επί γεωμετρικών μεγεθών, η οποία στο  επόμενο βιβλίο 

εφαρμόζεται στην ομοιότητα των επιπέδων σχημάτων.

• Τα τρία βιβλία που ακολουθούν περιέχουν τη θεωρία των αριθμών.

• Το βιβλίο Χ, που είναι το ογκωδέστερο όλων, πραγματεύεται την ασυμμετρία και την  ταξινόμηση των 

ασύμμετρων μεγεθών.

• Τέλος, τα βιβλία ΧΙ-ΧΙΙΙ περιλαμβάνουν τη γεωμετρία του χώρου και περιέχουν μεταξύ άλλων  τις αποδείξεις 

των τύπων των όγκων του κυλίνδρου και του κώνου και τις κατασκευές των  κανονικών πολυέδρων.
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Τα μέρη της Ευκλείδειας πρότασης

• Πρόταση

• Έκθεση

• Διορισμός

• Κατασκευή

• Απόδειξη

• Συμπέρασμα





Prop. 1

Prop. 2

Prop. 3



Οι πρώτες αρχές που χρησιμοποιούνται στα Στοιχεία είναι τριών ειδών: (1) οι ορισμοί, (2)  τα αιτήματα και (3) οι κοινές έννοιες.

Η αξιωματική-παραγωγική δομή



• Αξιωματικο-παραγωγική δομή

• Πρώτες Αρχές

• Ορισμοί

• Αιτήματα

• Κοινές Έννοιες

• Διάκριση «θεωρήματος»/«προβλήματος»

• Εσωτερικά μέρη μιας πλήρους πρότασης: «πρόταση», «έκθεση», «διορισμός», «κατασκευή», «απόδειξη», «συμπέρασμα»

Ανακεφαλαίωση Σημαντικών Όρων





Το «Πυθαγόρειο» θεώρημα



• Ισότητα Τριγώνων: Π-Γ-Π

• Τα παραλληλόγραμμα που βρίσκονται 

εντός δύο παραλλήλων και έχουν ίση βάση 

είναι ίσα μεταξύ τους.

• Εάν ένα τετράγωνο και ένα τρίγωνο 

βρίσκονται εντός δύο παραλλήλων 

και έχουν κοινή βάση, 

το τρίγωνο είναι ίσο με το μισό του τετραγώνου.

Προκαταρτικά Θεωρήματα

Α Β

Γ Ε Δ



Η απόδειξη









Απόδειξη απειρίας των πρώτων αριθμών
Προσοχή στη διατύπωση!

• Τι είναι πρώτος αριθμός και τι σύνθετος; 

• Μια εύλογη ερώτηση; Πόσοι τέτοιοι υπάρχουν;



Περίγραμμα απόδειξης:

Είτε υπάρχει πεπερασμένο πλήθος, είτε άπειρο. 

• Έστω ότι υπάρχει άπειρο πλήθος, τότε ο.ε.δ.

• Έστω ότι είναι πεπερασμένο το πλήθος (απαγωγή εις άτοπον).

Άρα υπάρχει το γινόμενο: 2*3*5*7*…*p.

Τι να είναι άραγε ο αριθμός: Α = (2*3*5*7*…*p) + 1  ;

Το 1 διαιρεί τον Α.

Το 2 δεν μπορεί να τον διαιρέσει ακριβώς γιατί περισσεύει το 1.

Το 3 δεν μπορεί να τον διαιρέσει ακριβώς γιατί περισσεύει το 1.

Το 4 δεν μπορεί να τον διαιρέσει ακριβώς. (όπως το 2) κτλ.

Ο Α διαιρεί τον Α. Επομένως ο Α είναι ένας πρώτος αριθμός ο οποίος, όμως, δεν περιλήφθηκε στην αρχική λίστα.

Η διαδικασία επαναλαμβάνεται χωρίς τέλος, άρα η αρχική υπόθεση είναι λανθασμένη. 



«Βρήκα μια πέτρα αλλά δεν τη ζύγισα. Πρόσθεσα το ένα 

έβδομό της και σε αυτό το ένα ενδέκατό του. Ζύγισα: 1 

mana. Ποιο ήταν το αρχικό βάρος;»

Σύγκριση ελληνικών και προελληνικών διαδικασιών επιβεβαίωσης αποτελεσμάτων



Η Χειρόγραφη Παράδοση





Κώδικας D’ Orville 301

















Ἀρχὴν δὲ ποιούμενοι τῆς τῶν καθ’ ἕκαστα ζητήσεως 

προαγορεύομεν τοῖς ἐντευξομένοις, μὴ ταῦτα παρ' 

ἡμῶν ἀπαιτεῖν ὅσα διατεθρύληται τοῖς πρὸ ἡμῶν 

λημμάτια καὶ πτώσεις καὶ εἴ τι τοιοῦτο. τούτων μὲν 

γὰρ διακορεῖς ἐσμὲν καὶ σπανίως αὐτῶν ἐφαψόμεθα. 

ὅσα δὲ πραγματειωδεστέραν ἔχει θεωρίαν καὶ 

συντελεῖ πρὸς τὴν ὅλην φιλοσοφίαν, τούτων 

προηγουμένην ποιησόμεθα τὴν ὑπόμνησιν.

Proclus, In Eucl. 84.8-23.





Al- Hajjaj I

Al- Hajjaj IΙ

Ishaq I

Άγνωστη Ελληνική Έκδοση

Ishaq-Thabit





(α) Gerard από την Κρεμόνα
(β) Adelard από το Μπαθ

• Adelard Ι
• Adelard ΙΙ
• Adelard ΙΙΙ

(γ) Hermann από την Καρινθία

CAMPANUS







Κώδικας Vat. Gr. 190



Theon

B F V b p +

P

?

P=Vatican MS gr. 190

B = Oxford, Bodleian Library, MS D’Orville 

F= Florence, Biblioteca Laurenziana MS Plut. XXVIII, 3

V=Vienna, Osterreichische Nationalbibliothek, MS gr.103 

b=Bologna, Biblioteca Communale, MS A 18-19 

p=Paris, Bibliotheque Nationale, MS gr. 2466





Ένα από τα σημαντικά προβλήματα των εκδόσεων Heiberg-Stamatis

είναι ότι δεν περιέχουν κριτική έκδοση των διαγραμμάτων











Ιστοριογραφικές διαμάχες για το βιβλίο ΙΙ των Στοιχείων







Artmann, Benno (1990), 'Mathematical motifs on Greek Coins', 

The Mathematical Intelligencer, 12 (4), 43-50.



Πρόταση

Έκθεση

Κατασκευή: Κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΑΔΕΒ, φέρουμε την ΓΖ παράλληλη προς τις ΑΔ, ΒΕ, φέρουμε  τη διαγώνιο ΒΔ, και 

από το σημείο Η φέρουμε την ΘΚ παράλληλη προς τις ΑΒ, ΔΕ.

Απόδειξη:

• ∡ ΓΗΒ = ∡ ΑΔΒ.

• Αλλά ∡ ΑΔΒ = ∡ ΑΒΔ (διότι τρ. ΑΔΒ ισοσκελές).

• Άρα ∡ ΓΗΒ = ∡ ΗΒΓ.

• Άρα ΒΓ =ΓΗ.

• Αλλά ΓΒ = ΗΚ και ΓΗ = ΚΒ. Άρα παραλληλόγραμμο ΓΗΚΒ είναι ισόπλευρο.

• ∡ ΚΒΓ + ∡ ΗΓΒ = 2 ορθές (παραπληρωματικές γωνίες).

• Η ∡ ΚΒΓ είναιορθή.

• Άρα και ∡ ΗΓΒ είναιορθή.

• Άρα και οι απέναντι γωνίες του ΓΗΚΒ είναιορθές.

• Άρα το παραλληλόγραμμο ΓΗΚΒ είναι ισόπλευρο και ισογώνιο.

• Άρα το ΓΗΚΒ είναι τετράγωνο. Δηλαδή ΓΗΚΒ = Τ (ΓΒ).

• Ομοίως το ΘΗΖΔ είναι τετράγωνο. Δηλαδή ΘΗΖΔ = Τ (ΘΗ) = Τ (ΑΓ).

• Τα ορθογώνια ΑΓΗΘ και ΗΚΕΖ είναι ίσα και το καθένα ισούται με Ο (ΑΓ, ΓΒ).

• Άρα τα δύο ορθογώνια μαζί ισούνται με το διπλάσιο του Ο (ΑΓ, ΓΒ).

• Άρα (ΘΖ) + (ΓΚ) + (ΑΗ) + (ΗΕ) = Τ (ΑΓ) + Τ (ΓΒ) + 2 Ο (ΑΓ, ΓΒ).

• Αλλά (ΘΖ) + (ΓΚ) + (ΑΗ) + (ΗΕ) = ΑΔΕΒ = Τ (ΑΒ).

• Άρα Τ (ΑΒ) = Τ (ΑΓ) + Τ (ΓΒ) + 2 Ο (ΑΓ, ΓΒ).

Συμπέρασμα

Γεωμετρική ερμηνεία



Αλγεβρική Ερμηνεία









‘ …[I have] attempt[ed] to make the work of  "the great geometer" accessible to the 

mathematician of  today who might not be able, in consequence of  its length and 

of  its form, either to read it in the original Greek or in a Latin translation, or, 

having read it, to master it and grasp the whole scheme of  the treatise…’

[they] were at bottom algebraists, 

they thought algebraically even though they put their 

reasoning in a geometric dress



‘...it is the purpose of  this paper to show what 
is historically wrong with the traditional way the 
history of  ancient Greek mathematics has been 
written and to call to the new generation of  
historians of  Greek mathematics to rewrite that 
history on a new and historically sane basis...’



Elem. VI.28





‘Who can see that?

If you face a smart student of Greek synthetic geometry, whose
mind was never exposed to the algebraic way of thinking, with
Heath’s statement quoted above, there is not the slightest doubt
whatever that he would fail to understand it.

Indeed, I think that Euclid himself would have failed to understand
Heath’s statement; not because Euclid was less smart than Heath, but
because, living when he did, he did not have at his disposal what
Heath had in the nineteenth and twentieth centuries (primarily
algebra and analytical geometry) and because (and this is another
way of saying the same thing) his pattern of mathematical though
was different that Heath’s.’



...The proof is purely geometrical, constructive,
intuitive in the sense of its appeal to the eye,
and it consists of a logical concatenation
of statements about geometrical objects
(in this case, rectangles, squares, and gnomons). There are no
symbols and, consequently,
there are no operations performed on symbols;
the proof appears to spatial perception
rather than being abstract and it is essentially rootedin what has
become known as Aristotelian predicate logic. All these are the
very characteristics of Greek geometry...



Who betrayed Euclid? 

• Mr Z

• (who is)  ‘a parasite growing between disciplines’

• (and) ‘a disease needed to be stopped before proved fatal’ 






