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1 Ολοκληρωτικές Καµπύλες

1.1 Ορισµός. ΄Εστω ξ ∈ X (M). Μια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε
αρχική συνθήκη xo, είναι µια διαφορίσιµη καµπύλη α : I → M , µε

(1) α̇ = ξ ◦ α

και

(2) α(0) = xo,

όπου I ⊆ R ανοιχτό διάστηµα, µε 0 ∈ I.

Ο προηγούµενος ορισµός συνεπάγεται ότι ο περιορισµός ξ|α(I) του ξ στην
εικόνα α(I) συµπίπτει µε το α̇. Ακόµη, η ισότητα α̇ = Tα ◦ d

dt
συνεπάγεται

την µεταθετικότητα του διαγράµµατος

TI
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- TM

I

d
dt
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α
- M

ξ
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δηλαδή, α είναι µια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ, αν και µόνον αν d
dt

και ξ
είναι α–συσχετισµένα.

Θα ϐρούµε τις τοπικές εκφράσεις των (1) και (2). ΄Εστω (U, ϕ) ένα χάρτης
επί του M µε xo ∈ U και xi, i = 1, . . . ,m οι συντεταγµένες του. Επειδή α
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είναι συνεχής, µπορούµε να ϐρούµε ένα ανοιχτό διάστηµα J ⊆ I µε 0 ∈ J
και α(J) ⊆ U . Θεωρούµε την διαφορίσιµη συνάρτηση

(3) αi := xi ◦ α : J −→ R.

Τότε, για κάθε t ∈ J , έχουµε ότι α̇(t) ∈ Tα(t)M , άρα

α̇(t) = Ttα

(
d

dt

∣∣∣∣
t

)
=

m∑
i=1

(
Ttα

(
d

dt

∣∣∣∣
t

))
(xi) ·

∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

d(xi ◦ α)
dt

∣∣∣∣
t

· ∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

dαi

dt

∣∣∣∣
t

· ∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

α′
i(t) ·

∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

Με παρόµοιο τρόπο,

ξ(α(t)) =
m∑
i=1

ξα(t)(xi) ·
∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

ξi(α(t)) ·
∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

δηλαδή,

(4) α′
i(t) = ξi(α(t)), i = 1, . . . ,m.

Μετασχηµατίζοντας παίρνουµε

ξi(α(t)) = ξi ◦ α(t) = ξi ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ α(t)
= ξi ◦ ϕ−1(α1(t), . . . , αm(t)).

Θέτοντας ξ̃i := ξi ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R και αντικαθιστώντας στην (4), παίρνουµε

(5) α′
i(t) = ξ̃i(α1(t), . . . , αm(t)), i = 1, . . . ,m

που είναι ένα σύστηµα από m συνήθεις διαφορικές εξισώσεις ως προς τις
άγνωστες συναρτήσεις α1, . . . , αm. Ακόµη, ικανοποιούν την αρχική συνθήκη

αi(0) = xi(xo), i = 1, . . . ,m.
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Σύµφωνα µε την γενική ϑεωρία των Σ∆Ε, το ανωτέρω σύστηµα έχει (τοπικά)
µια µοναδική λύση

α̃ ≡ (α1, . . . , αm) : J −→ ϕ(U).

Θέτουµε
α := ϕ−1 ◦ α̃ : J −→ U.

Τετριµµένα διαπιστώνουµε ότι α είναι µια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε
α(0) = xo. Τα προηγούµενα συνοψίζονται στην επόµενη

1.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική m–διάστατη πολλαπλότητα και
έστω ξ ∈ X (M). Για κάθε x ∈ M , υπάρχει ένα ανοιχτό διάστηµα J ⊆ R µε
0 ∈ J , και µια ολοκληρωτική καµπύλη α : J → M του ξ µε α(0) = x.

Η Πρόταση 1.2 εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας ολοκληρωτικής καµπύλης
που ικανοποιεί µια συγκεκριµένη αρχική συνθήκη x, αλλά όχι την µοναδι-
κότητα της, παρ΄ όλο που η αντίστοιχη λύση α̃ επί ενός χάρτη είναι µοναδι-
κή. ΄Οµως, το µονοσήµαντο των ολοκληρωτικών καµπυλών εξασφαλίζεται, σε
Hausdorff πολλαπλότητες.

1.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m–διάστατη διαφορική πολλαπλότητα
Hausdorff και έστω ξ ∈ X (M). Αν x ∈ M και α : Jα → M , β : Jβ → M είναι
ολοκληρωτική καµπύλες του ξ µε α(0) = β(0) = x, τότε α και β συµπίπτουν
στην τοµή Jα ∩ Jβ των πεδίων ορισµού τους.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε ότι ένας χώρος είναι Hausdorff, αν και µόνον αν η
διαγώνιος ∆M είναι κλειστό υποσύνολο του M ×M .

Θεωρούµε το σύνολο

J := {t ∈ Jα ∩ Jβ | α(t) = β(t)}.

Προφανώς 0 ∈ J και J ̸= ∅. Αποδεικνύουµε ότι J είναι ένα κλειστό υποσύνο-
λο του Jα ∩ Jβ. Πράγµατι,

J = f−1(∆M)

όπου
f := (α, β) : J −→ M ×M : f(t) = (α(t), β(t)).

Επειδή η f είναι συνεχής και ∆M είναι ένα κλειστό υποσύνολο του M ×M ,
J είναι κλειστό στο Jα ∩ Jβ σαν αντίστροφη εικόνα κλειστού µέσω συνεχούς.
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Αποδεικνύουµε τώρα ότι J είναι επίσης ένα ανοιχτό υποσύνολο του Jα∩Jβ.
Πράγµατι, έστω s ∈ J και α(s) = β(s) =: y. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) µε
y ∈ U . Σύµφωνα µε τους συλλογισµούς προ της προηγούµενης Πρότασης
1.2, οι m–άδες (α1, . . . , αm) = ϕ ◦α και (β1, . . . , βm) = ϕ ◦ β είναι λύσεις του
ίδιου συστήµατος διαφορικών εξισώσεων

γ′
i = ξ̃i(γ1, . . . , γm), i = 1, . . . ,m,

που ικανοποιούν την ίδια αρχική συνθήκη ϕ ◦ α(0) = ϕ ◦ β(0) = ϕ(x).
Εποµένως, υπάρχουν ένας ανοιχτό διάστηµα Jo ⊆ J µε s ∈ Jo, έτσι ώστε
α|Jo = β|Jo. ΄Αρα, για κάθε s ∈ J , υπάρχει µια ανοιχτή περιοχή Jo του s µε
Jo ⊆ J . ∆ηλαδή, J είναι ανοιχτό στο Jα ∩ Jβ.

Εποµένως, J είναι ένα µη κενό, ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του
Jα ∩ Jβ. Αλλά Jα ∩ Jβ είναι διάστηµα, σαν τοµή δύο διαστηµάτων, που
συνεπάγεται ότι J = Jα ∩ Jβ, ολοκληρώνοντας την απόδειξη.

Συνδυάζοντας τις δύο προηγούµενες προτάσεις µπορούµε να διατυπώ-
σουµε το παρακάτω

1.4 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλότητα Hausdorff, ξ ∈ X (M)
και x ∈ M . Τότε υπάρχει ένα ανοιχτό διάστηµα I ⊆ R µε 0 ∈ I και ολοκλη-
ϱωτική καµπύλη α : I → M του ξ µε α(0) = x.

Εξάλλου, αν β : J → M είναι ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε β(0) = x,
τότε α|I∩J = β|I∩J .

Σε όλα τα επόµενα, όλες οι πολλαπλότητες ϑεωρούνται Hausdorff .

1.5 Παραδείγµατα. (Α) Θεωρούµε το R2 µε την συνήθη διαφορική δοµή.
Συµβολίζουµε µε (x, y) ≡ (pr1, pr2) τις συντεταγµένες του χάρτη (R2, idR2).
΄Εστω το διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο

(6) ξ = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

δηλ. ξ1 = x = pr1 και ξ2 = y = pr2. Οι ολοκληρωτικές καµπύλες του ξ
δίνονται από τις λύσεις του συστήµατος

(7) α′
i(t) = ξ̃i

(
α1(t), α2(t)

)
, i = 1, 2.
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Επειδή

ξ̃1
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ1(α1(t), α2(t)) = α1(t)

ξ̃2
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ2(α1(t), α2(t)) = α2(t),

οι ισότητες (7) γίνονται

α′
1(t) = α1(t), α′

2(t) = α2(t).

Εποµένως οι συντεταγµένες της α̃ είναι οι

α1(t) = c1 exp t, α2(t) = c2 exp t; t ∈ R,

όπου c1 και c2 σταθερές. ∆ηλ. οι ολοκληρωτικές καµπύλες της (6) έχουν την
γενική µορφή

(8) α(t) = id−1
R2 ◦ α̃(t) = (c1 exp t, c2 exp t); t ∈ R.

Αν συµβολίσουµε µε α(x,y) την ολοκληρωτική καµπύλη µε αρχική συνθή-
κη α(x,y)(0) = (x, y), όπου (x, y) ∈ R2 τυχαίο, τότε

α(x,y)(t) = (x exp t, y exp t),

για κάθε t ∈ R.
(Β) Πάλι στο R2, ϑεωρούµε το

(9) ξ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
,

δηλ. ξ1 = y = pr2 και ξ2 = −x = −pr1. Οι ολοκληρωτικές καµπύλες του ξ
δίνονται από τις λύσεις του συστήµατος

(10) α′
i(t) = ξ̃i

(
α1(t), α2(t)

)
, i = 1, 2.

Επειδή

ξ̃1
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ1(α1(t), α2(t)) = α2(t)

ξ̃2
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ2(α1(t), α2(t)) = −α1(t),

οι ισότητες (10) γίνονται

α′
1(t) = α2(t), α′

2(t) = −α1(t).
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Εποµένως οι συντεταγµένες της α̃ είναι οι

α1(t) = c1 sin(t+ c2), α2(t) = c1 cos(t+ c2); t ∈ R,

όπου c1 και c2 σταθερές. ∆ηλ. οι ολοκληρωτικές καµπύλες της (6) έχουν την
γενική µορφή

(11) α(t) = id−1
R2 ◦ α̃(t) = (c1 sin(t+ c2), c1 cos(t+ c2)); t ∈ R.

(Γ) ΄Εστω (M,A) m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα (Hausdorff) και
(U, ϕ) ∈ A. Θεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο ξ = ∂

∂x1
∈ X (U). ∆ηλ.

ξ1 = 1 = σταθ. και ξi = 0, για κάθε i = 2, 3, . . . ,m. Η ολοκληρωτική
καµπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη α(0) = x ∈ U δίνεται από την λύση του
συστήµατος

α′
i(t) = ξ̃i(α1(t), . . . , αm(t)), i = 1, . . . ,m

δηλ. του συστήµατος

α′
1(t) = 1

α′
2(t) = 0

...
α′
m(t) = 0

εποµένως

α1(t) = t+ c1

αi(t) = ci, i = 2, . . . ,m.

΄Αρα
α̃(t) = (α1(t), . . . , αm(t)) = (t+ c1, c2, . . . , cm)

και
α(t) = ϕ−1 ◦ α̃(t) = ϕ−1(t+ c1, c2, . . . , cm).

Για να ικανοποιείται η αρχική συνθήκη α(0) = x, ϑα πρέπει

ϕ ◦ α(0) = α̃(0) = (c1, c2, . . . , cm),

δηλ. ϑα πρέπει

ci = xi(x) = pri ◦ ϕ(x), i = 1, . . . ,m.
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(∆) Θεωρούµε το ολικό διανυσµατικό πεδίο ξ = d
dt

του R. Πρόκειται για
ειδική περίπτωση του (Γ). Το ξ έχει µια µοναδική συντεταγµένη ξ1 = 1 και η
ολοκληρωτική του καµπύλη δίνεται από την λύση της ∆Ε

α′
1(t) = ξ̃1(α1(t)) = ξ1(α1(t)) = 1

απ΄ όπου παίρνουµε
α̃(t) = α1(t) = t+ c

και
α(t) = id−1

R ◦ α̃(t) = t+ c.

Η αρχική συνθήκη α(0) = s µας δίνει c = s. Αν συµβολίσουµε µε ℓs την
µεταφορά κατά s, δηλ. την συνάρτηση ℓs(t) = t + s, t ∈ R, έχουµε ότι η ℓs
είναι η ολοκληρωτική καµπύλη του d

dt
µε αρχική συνθήκη s, άρα

(12) ℓ̇s =
d

dt
◦ ℓs.

1.6 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N
διαφορίσιµη, ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N). Τότε τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

(i) Τα ξ, η είναι f -συσχετισµένα.
(ii) Για κάθε ολοκληρωτική καµπύλη α του ξ, η f ◦ α είναι ολοκληρωτική

καµπύλη του η.

Απόδειξη. (i ⇒ ii) ΄Εστω ότι ξ, η είναι f-συσχετισµένα και α : I → M µε
α̇ = ξ ◦ α. ΄Εστω και β = f ◦ α. Θα δείξουµε ότι β̇ = η ◦ β. Πράγµατι :

β̇ = T (f ◦ α) ◦ d

dt
= Tf ◦ Ta ◦ d

dt
= Tf ◦ α̇

= Tf ◦ ξ ◦ α = η ◦ f ◦ α = η ◦ β.

(ii ⇒ i) ΄Εστω ότι η f µεταφέρει τις ολοκληρωτικές καµπύλες του ξ σε ολο-
κληρωτικές καµπύλες του η, δηλ. ισχύει η (ii). Θα δείξουµε ότι, για κάθε
x ∈ M , ισχύει (Tf ◦ ξ)(x) = (η ◦ f)(x). ΄Εστω x ∈ M . Τότε υπάρχει ολοκλη-
ϱωτική καµπύλη α του ξ µε α(0) = x. Από την (ii), η σύνθεση β = f ◦α είναι
ολοκληρωτική του η, άρα β̇ = η ◦ β. Εφαρµόζοντας αυτή την ισότητα στο 0,
έχουµε

β̇(0) = (η ◦ β)(0) = η(f(x))
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άρα

(η ◦ f)(x) = β̇(0) = T (f ◦ α)
(

d

dt

∣∣∣∣
0

)
= Tf ◦ Tα

(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= Tf ◦ α̇(0) = Tf ◦ ξ ◦ α(0)
= (Tf ◦ ξ)(x)

΄Εστω ξ ∈ X (M) και α ολοκληρωτική του ξ. Τότε d
dt

και ξ είναι
α-συσχετισµένα. Επειδή, για κάθε s ∈ R, η ℓs είναι ολοκληρωτική του d

dt
,

σύµφωνα µε την Πρόταση 1.6, η α ◦ ℓs είναι ολοκληρωτική του ξ. ∆ηλ. για
κάθε t, s ∈ R για τα οποία το t+ s ϐρίσκεται µέσα στο π.ο. της α,

˙︷ ︸︸ ︷
α ◦ ℓs(t) = (ξ ◦ α ◦ ℓs)(t) ⇒

Ta ◦ Tℓs ◦
d

dt
(t) = ξ(α(t+ s)) ⇒

Tα

(
ℓ′s(t) ·

d

dt

∣∣∣∣
ℓs(t)

)
= ξ(α(t+ s)) ⇒

Tα

(
d

dt

∣∣∣∣
t+s

)
= ξ(α(t+ s)) ⇒

α̇(t+ s) = ξ(α(t+ s)) = ξ ◦ α ◦ ℓs(t)(13)


