
1

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 10
Αγκύλη Lie - Συσχετισµένα Πεδία

1. Αποδείξτε την ισότητα

[fξ, gη] = fg[ ξ, η ] + fξ(g)η − gη(f)ξ,

για κάθε ξ, η ∈ X (M) και f, g, h ∈ C∞(M,R).
2. ∆είξτε ότι τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία ενός χάρτη (U, ϕ), µε συντεταγµένες (xi)1≤i≤m,

ικανοποιούν την ισότητα [
∂

∂xi
, ∂

∂xj

]
= 0; i, j = 1, . . . ,m.

3. Αν (x, y) είναι οι συντεταγµένες του ταυτοτικού χάρτη του R2, υπολογίστε τις αγκύλες Lie

X =

[
∂

∂x
, x

∂

∂y
− y

∂

∂x

]
, Y =

[
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, e−y ∂

∂y

]
µε δύο τρόπους : α) υπολογίζοντας τις συνιστώσες των αγκυλών, και ϐ) χρησιµοποιώντας τον τύπο
της ΄Ασκησης 1.

4. Αν (U, ϕ) χάρτης της M και f, h ∈ C∞(M,R), δείξτε ότι[
f
∂

∂xi
, ∂

∂xj

]
(h) = − ∂f

∂xj

∂h

∂xi
.

5. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N). Θεωρούµε τις
απεικονίσεις

ξ̃ :M ×N −→ TM × TN : ξ̃(x, y) = (ξx, 0y),

η̃ :M ×N −→ TM × TN : η̃(x, y) = (0x, ηy).

Χρησιµοποιώντας την ταύτιση T (M ×N) = TM × TN , δείξτε ότι ξ̃, η̃ ∈ X (M ×N) µε [ξ̃, η̃] = 0.
6. ΄Εστω α : J → M (J ⊆ R ανοιχτό διάστηµα) µια διαφορίσιµη καµπύλη και ξ ∈ X (M). Να

δείξετε ότι το ϐασικό διανυσµατικό πεδίο
d

dt
του R είναι α-συσχετισµένο µε το ξ ∈ X (M) αν και

µόνον αν
α̇(t) = ξ(α(t)), t ∈ J.

7. ΄Εστω f : M → N διαφορίσιµη. Υποθέτουµε ότι (U, ϕ) και (V, ψ) είναι χάρτες των M και
N , αντίστοιχα, µε f(U) ⊆ V . Αν (xi)1≤i≤m και (yj)1≤j≤n είναι οι συναρτήσεις συντεταγµένων των

ανωτέρω χαρτών, να ϐρείτε ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε
∂

∂x1
να είναι f-συσχετισµένο µε το

∂

∂yn
.

8. ΄Εστω f : R → R2 η συνάρτηση f(t) = (sin t, cos t). Αν η ∈ X (R2) είναι το διανυσµατικό

πεδίο η = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, δείξτε ότι

d

dt
και η είναι f-συσχετισµένα.


