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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 09
∆ιανυσµατικά Πεδία

1. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη πολλαπλότητα και (U, ϕ), (V, ψ) δύο τεµνόµενοι χάρτες µε
αντίστοιχες συντεταγµένες (xi)1≤i≤m, (yj)1≤j≤m. ∆είξτε ότι
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2. Με τις υποθέσεις της προηγούµενης άσκησης, έστω (ξi) και
(
ξj
)

οι συντεταγµένες του
ξ ∈ X (M) ως προς τους δύο δεδοµένους χάρτες. ∆είξτε ότι
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3. ∆είξτε ότι ξ(c) = 0, για κάθε ξ ∈ X (M) και κάθε σταθερή c ∈ C∞(M,R).
4. ΄Εστω (x1, x2, x3) οι συντεταγµένες του (R3, idR3). Θεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο

ξ ∈ X (R3)
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Αν f ∈ C∞(R3,R), µε f(x, y, z) = x− 2y, υπολογίστε την ξ(f) στο (1, 3,−2).
5. ΄Εστω ξ ∈ X (M) και xo ∈ M , µε ξ(xo) ̸= 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ανοιχτή περιοχή A του

xo µε ξ(x) ̸= 0, για κάθε x ∈ A.
6. Θεωρούµε τους χάρτες (UN , θN), (US, θS) του µοναδιαίου κύκλου S1 (ϐλ. Παράδειγµα 1.2

(∆3) του Μαθήµατος 01). Συµβολίζουµε µε ∂
∂xN

και ∂
∂xS

τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία αυτών των
χαρτών.

(α) Να δείξετε ότι
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=
∂

∂xN

∣∣∣∣
UN∩US

.

(ϐ) Να δείξετε ότι υπάρχει ένα ολικό ϐασικό διανυσµατικό πεδίο ξo ∈ X (S1). ∆ηλ. ένα ξo µε την
ιδιότητα :

∀ ξ ∈ X (S1), ∃! f ∈ C∞(S1,R) : ξ = fξo.

7. Μια m-διάστατη πολλαπλότητα (M,A) λέγεται παραλληλοποιήσιµη, αν υπάρχουν
ξ1, . . . , ξm ∈ X (M) µε την ιδιότητα : ∀ ξ ∈ X (M), υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένες συναρτή-
σεις f1, . . . , fm ∈ C∞(M,R):

ξ =
m∑
i=1

fiξi.

(α) Εξηγείστε γιατί οι πολλαπλότητες Rn, A (A ⊂ Rn ανοιχτό), και S1 είναι παραλληλοποιήσιµες.
Βρείτε τις αντίστοιχες οικογένειες {ξi}i.

(ϐ) Να εξετάσετε αν το καρτεσιανό γινόµενο παραλληλοποιήσιµων πολλαπλοτήτων είναι παραλ-
ληλοποιήσιµο.


