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1 Αγκύλη Lie

΄Εστω ξ, η ∈ X (M) και f ∈ C∞(M,R). Επειδή ξ(f), η(f) ∈ C∞(M,R),
µπορούµε να ορίσουµε τα ξ(η(f)) και η(ξ(f)) που είναι επίσης στοιχεία του
C∞(M,R).

1.1 Ορισµός. Για κάθε ξ, η ∈ X (M), η απεικόνιση

(1)
[ξ, η] : C∞(M,R) −→ C∞(M,R) :
[ξ, η](f) := ξ(η(f))− η(ξ(f))

καλείται αγκύλη Lie των ξ και η.

Απλοί υπολογισµοί δείχνουν ότι η απεικόνιση (1) είναι µια παραγώγηση
της C∞(M,R). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.7 του Μαθήµατος 09, είναι ένα
διανυσµατικό πεδίο. ΄Ετσι, η αγκύλη Lie µπορεί να ϑεωρηθεί σαν πράξη

(2) [ , ] : X (M)×X (M) −→ X (M) : (ξ, η) 7−→ [ξ, η]

1.2 Πρόταση. Η αγκύλη Lie (2) έχει τις επόµενες ιδιότητες :
( i) Είναι R–διγραµµική.
( ii) Είναι αντισυµµετρική, δηλαδή,

[ξ, η] = −[η, ξ],

για κάθε ξ, η ∈ X (M).
( iii) Ικανοποιεί την ταυτότητα Jacobi

[[ξ, η], ζ] + [[η, ζ], ξ] + [[ζ, ξ], η] = 0

για κάθε ξ, η, ζ ∈ X (M).
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Υπενθυµίζουµε ότι ένας διανυσµατικός χώρος µε µια πράξη που ικανο-
ποιεί τις συνθήκες (i)–(iii) της προηγούµενης πρότασης ονοµάζεται άλγεβρα
Lie.

1.3 Παρατήρηση. Η αγκύλη Lie είναι R–διγραµµική, αλλά δεν είναι διγραµ-
µική ως προς την δοµή του C∞(M,R)–προτύπου. ΄Ετσι, αν ξ, η ∈ X (M) και
f, g, h ∈ C∞(M,R), τότε

[fξ, gη](h) = fξ(gη(h))− gη(fξ(h))

= fξ(g)η(h) + fξ(η(h))g − gη(f)ξ(h)− fgη(ξ(h))

= fg(ξ(η(h)))− fg(η(ξ(h))) + fξ(g)η(h)− gη(f)ξ(h)

= fg[ξ, η](h) + fξ(g)η(h)− gη(f)ξ(h)

= (fg[ξ, η] + fξ(g)η − gη(f)ξ)(h)

δηλαδή
[fξ, gη] = fg[ξ, η] + fξ(g)η − gη(f)ξ.

2 ∆ιανυσµατικά πεδία κατά µήκος µιας απει-
κόνισης

2.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, και
f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Μια απεικόνιση ξ : M → TN
λέγεται διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f , αν ξx ∈ Tf(x)N , για κάθε
x ∈M . Ισοδύναµα, αν

πN ◦ ξ = f,

δηλ. αν το διάγραµµα

TN

M
f

-

ξ

-

N

πN

?

είναι µεταθετικό.

Συµβολίζουµε το σύνολο των διανυσµατικών πεδίων κατά µήκος µιας f µε
X (f).
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2.2 Παρατηρήσεις. (1) ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος µιας f δεν είναι
διανυσµατικό πεδίο.

(2) ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο ξ ∈ X (M) είναι διανυσµατικό πεδίο κατά
µήκος της idM .

2.3 Παράδειγµα. Για κάθε διαφορίσιµη καµπύλη α : J → M , το πεδίο
ταχυτήτων της α

α̇ : J −→ TM : α̇(s) := Tsα

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
∈ Tα(s)M

είναι διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της α.

Ας ϑεωρήσουµε ένα ξ ∈ X (f) και (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B, µε f(U) ⊆ V ,
και έστω {yj}j=1,...,n οι συναρτήσεις συντεταγµένων του χάρτη ψ. Τότε, για
κάθε x ∈ U , είναι ξx ∈ Tf(x)N , εποµένως γράφεται ως προς την κανονική
ϐάση του Tf(x)N που ορίζεται από τον (V, ψ) σαν

(3) ξx =
n∑
j=1

ξx(yj)
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

=
n∑
j=1

ξj(x)
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

,

όπου
ξj : U −→ R : ξj(x) = ξx(yj)

οι συντεταγµένες του ξ ως προς τον χάρτη (V, ψ).

2.4 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες,
f : M → N διαφορίσιµη απεικόνιση και ξ ∈ X (f). Οι επόµενες συνθήκες
είναι ισοδύναµες :

( i) Το ξ είναι διαφορίσιµο.
( ii) Για κάθε Ϲεύγος χαρτών (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε f(U) ⊆ V , οι

συντεταγµένες ξj, j = 1, . . . , n, είναι διαφορίσιµες.
( iii) Για κάθε x ∈M και g ∈ C∞

f(x)(N,R), έχουµε ξ(g) ∈ C∞
x (M,R).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι για κάθε Ϲεύγος χαρτών (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B
που δίνουν τοπική παράσταση της f , οι χάρτες (U, ϕ) και (π−1

N (V ),Ψ) ορίζουν
τοπική παράσταση του ξ. Πράγµατι,

πN ◦ ξ(U) = f(U) ⊆ V =⇒ ξ(U) ⊆ π−1
N (V ).
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Υπολογίζουµε την τοπική παράσταση

Ψ ◦ ξ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )× Rn

σε ένα h = ϕ(x) ∈ ϕ(U):

Ψ ◦ ξ ◦ ϕ−1(h) = Ψ(ξx) = (ψ(πN(ξx)), ψ̄(ξx)) = (ψ(f(x)), ψ̄(ξx)) =

=

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h), ψ̄

(
n∑
j=1

ξj(x)
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

))

=

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h),

n∑
j=1

ξj(x)ψ̄

(
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

))

=

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h),

n∑
j=1

(ξj ◦ ϕ−1)(h) · ej

)
= (ψ ◦ f ◦ ϕ−1, ξ1 ◦ ϕ−1, . . . , ξn ◦ ϕ−1)(h)

΄Οµως οι ψ ◦ f ◦ ϕ−1 και ξj ◦ ϕ−1 είναι οι τοπικές παραστάσεις της f και των
συντεταγµένων ξj. Από την ανωτέρω η σχέση συµπεραίνουµε ότι (i)⇔ (ii).

Αποδεικνύουµε ότι (ii) ⇒ (iii): ΄Εστω xo ∈ M και g ∈ C∞
f(xo)

(N,R). Η
g είναι διαφορίσιµη συνάρτηση, µε πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό B ⊆ N µε
f(xo) ∈ B. Επειδή τα πεδία ορισµού των χαρτών του B είναι ϐάση της
τοπολογίας του N , υπάρχει χάρτης (V, ψ) ∈ B µε f(xo) ∈ V ⊆ B. Η
f είναι συνεχής, σαν διαφορίσιµη, άρα αντιστρέφει τα ανοιχτά σύνολα σε
ανοιχτά. Εποµένως, f−1(V ) ⊆ M είναι ανοιχτό που περιέχει το xo, άρα
υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε xo ∈ U και U ⊆ f−1(V ), δηλ. f(U) ⊆ V . Τότε, λόγω
της ισότητας (3), το ξ|U παίρνει την µορφή

ξ|U =
n∑
j=1

ξ(yj)

(
∂

∂yj
◦ f
)
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Εφαρµόζοντας την ξ(g) σε ένα x ∈ U έχουµε

ξ(g)(x) = ξx(g) =

(
n∑
j=1

ξ(yj)

(
∂

∂yj
◦ f
))

x

(g)

=
n∑
j=1

ξj(x) ·
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

(g)

=
n∑
j=1

ξj(x)
∂(g ◦ ψ−1)

∂uj

∣∣∣∣
ψ◦f(x)

άρα η ξ(g)|U είναι διαφορίσιµη.
Τέλος, η συνεπαγωγή (iii) ⇒ (ii) είναι προφανής : το (ii) είναι ειδική πε-

ϱίπτωση του (iii), για g = yj.

Παρατηρούµε ότι στο σύνολο X (f) ορίζεται πρόσθεση, αριθµητικός πολ-
λαπλασιασµός και πολλαπλασιασµός µε τις συναρτήσεις της C∞(M,R), δηλ.
το X (f) είναι C∞(M,R)-πρότυπο. Επιπλέον, ορίζεται και η απεικόνιση

(4) ξ : C∞(N,R) −→ C∞(M,R) : g 7−→ ξ(g)

είναι R-γραµµική και ικανοποιεί µια παραλλαγή της συνθήκης του Leibniz:

ξ(gh)(x) = ξx(gh) = g(f(x))ξx(h) + h(f(x))ξx(g), x ∈M,

δηλ.
ξ(gh) = (g ◦ f) · ξ(h) + (h ◦ f) · ξ(g).

3 Συσχετισµένα ∆ιανυσµατικά Πεδία

Σταθεροποιούµε δύο διαφορικές πολλαπλότητες (M,A) και (N,B) διαστάσε-
ων m και n, αντίστοιχα, και µια διαφορίσιµη απεικόνιση f :M → N .

3.1 Ορισµός. Λέµε ότι το τα διανυσµατικά πεδία ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N)
είναι f–συσχετισµένα, αν

Tf ◦ ξ = η ◦ f,
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δηλαδή, αν το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

TM
Tf

- TN

M

ξ

6

f
- N

η

6

3.2 Παρατήρηση. Για κάθε ξ ∈ X (M), ισχύει Tf ◦ ξ ∈ X (f). Οµοίως,
για κάθε η ∈ X (N), ισχύει η ◦ f ∈ X (f). Εποµένως, τα ξ και η είναι
f–συσχετισµένα, αν ορίζουν το ίδιο πεδίο κατά µήκος της f .

Θεωρώντας τα διανυσµατικά πεδία σαν ολικές παραγωγήσεις, παίρνουµε
µια ισοδύναµη συνθήκη, που είναι επίσης ένα χρήσιµο κριτήριο για την
f–συσχέτιση.

3.3 Πρόταση. Τα διανυσµατικά πεδία ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N) είναι
f–συσχετισµένα, αν και µόνον αν, για κάθε x ∈M και g ∈ C∞

f(x)(N,R),

(5) ξ(g ◦ f) = η(g) ◦ f.

Απόδειξη. Ας σηµειώσουµε πρώτα ότι αν g ∈ C∞
f(x)(N,R), τότε g◦f ∈ C∞

x (M,R),
και κατά συνέπεια, ξ(g ◦ f) ∈ C∞

x (M,R). Από την άλλη µεριά έχουµε
η(g) ∈ C∞

f(x)(N,R), εποµένως η(g) ◦ f ∈ C∞
x (M,R). Η ισότητα (5) είναι

ισοδύναµη µε
Txf(ξx) = ηf(x) ∈ Tf(x)N, ∀x ∈M.

Θεωρώντας τα ανωτέρω εφαπτόµενα διανύσµατα σαν παραγωγήσεις του
C∞
f(x)(N,R), παίρνουµε ότι η (5) είναι ισοδύναµη µε την

Txf(ξx)(g) = ηf(x)(g) ∀x ∈M, g ∈ C∞
f(x)(N,R)

που, µε τη σειρά της, είναι ισοδύναµη µε την

(ξ(g ◦ f))(x) = (η(g) ◦ f)(x) ∀x ∈M, g ∈ C∞
f(x)(N,R)

αποδεικνύοντας τον ισχυρισµό.

3.4 Πόρισµα. ΄Εστω ξ, ξ′ ∈ X (M) και η, η′ ∈ X (N), έτσι ώστε ξ να είναι
f–συσχετισµένο µε το η και ξ′ να είναι f–συσχετισµένο µε το η′. Τότε [ξ, ξ′]
είναι f–συσχετισµένο µε το [η, η′].
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Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι [ξ, ξ′], [η, η′] είναι f–συσχετισµένα, σύµφωνα
µε την προηγούµενη πρόταση, αρκεί να δείξουµε ότι

[η, η′](g) ◦ f = [ξ, ξ′](g ◦ f),

για κάθε τοπικά ορισµένη διαφορίσιµη g : A → R, όπου A διατρέχει όλα τα
ανοιχτά υποσύνολα του N . Εφαρµόζοντας τον ορισµό της αγκύλης Lie στο
αριστερό µέλος της ανωτέρω ισότητας παίρνουµε

[η, η′](g) ◦ f = (η(η′(g))− η′(η(g))) ◦ f
= η(η′(g)) ◦ f − η′(η(g)) ◦ f

Επειδή ξ, η είναι f–συσχετισµένα και η′(g) : A → R είναι µια τοπικά διαφο-
ϱίσιµη συνάρτηση στο N , έχουµε

η(η′(g)) ◦ f = ξ(η′(g) ◦ f).

Οµοια, αφού ξ′, η′ είναι f–συσχετισµένα και η(g) : A → R είναι µια τοπικά
διαφορίσιµη συνάρτηση στο N , έχουµε

η′(η(g)) ◦ f = ξ′(η(g) ◦ f).

΄Ετσι παίρνουµε

[η, η′](g) ◦ f = ξ(η′(g) ◦ f)− ξ′(η(g) ◦ f)
= ξ(ξ′(g ◦ f))− ξ′(ξ(g ◦ f))
= [ξ, ξ′](g ◦ f)

και η απόδειξη είναι πλήρης.

3.5 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες και έστω
f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Αν f είναι αµφιδιαφόριση, τότε η
απεικόνιση

f∗ : X (M) −→ X (N) : ξ 7−→ f∗(ξ) := Tf ◦ ξ ◦ f−1

είναι ισοµορφισµός αλγεβρών Lie.

Απόδειξη. (ι) Παρατηρούµε ότι η f∗ είναι καλά ορισµένη, διότι Tf ◦ ξ ◦ f−1

είναι διαφορίσιµη και, για κάθε y = f(x) ∈ N ,

Tf ◦ ξ ◦ f−1(y) = Txf(ξx) ∈ Tf(x)N = TyN,
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δηλαδή, Tf ◦ ξ ◦ f−1 είναι ένα διανυσµατικό πεδίο.
(ii) Η f∗ είναι 1–1: Αν ξ, ξ′ ∈ X (M) µε f∗(ξ) = f∗(ξ

′), τότε

Tf ◦ ξ ◦ f−1 = Tf ◦ ξ′ ◦ f−1.

Επειδή f και Tf είναι αντιστρέψιµες, παίρνουµε ξ = ξ′.
(iii) Η f∗ είναι επί : ΄Εστω η ∈ X (N) και

ξ := (Tf)−1 ◦ η ◦ f = (f−1)∗(η).

Τότε προφανώς, f∗(ξ) = η.
(iv) Η f∗ είναι R–γραµµική: Για κάθε ξ, η ∈ X (M), κάθε λ ∈ R και κάθε

y = f(x) ∈ N , έχουµε

f∗(λξ + η)(y) = Tf ◦ (λξ + η) ◦ f−1(y)

= Tf(λξx + ηx) = λTf(ξx) + Tf(ηx)

= λ(Tf ◦ ξ ◦ f−1)(y) + (Tf ◦ η ◦ f−1)(y)

= λf∗(ξ)(y) + f∗(η)(y)

(v) Η f∗ διατηρεί την αγκύλη Lie, δηλαδή,

(6) f∗([ξ, ξ
′]) = [f∗(ξ), f∗(ξ

′)],

για κάθε ξ, ξ′ ∈ X (M). Πράγµατι, η ισοδυναµία

f∗(ξ) = Tf ◦ ξ ◦ f−1 ⇔ f∗(ξ) ◦ f = Tf ◦ ξ

συνεπάγεται ότι f∗(ξ) είναι το µοναδικό διανυσµατικό πεδίο του N , που είναι
f–συσχετισµένο µε ξ. ΄Αρα, για κάθε ξ, ξ′ ∈ X (M), ξ είναι f–συσχετισµένο
µε f∗(ξ) και ξ′ είναι f–συσχετισµένο µε f∗(ξ′). Λόγω του Πορίσµατος 3.4,
[ξ, ξ′] είναι f–συσχετισµένο µε [f∗(ξ), f∗(ξ

′)]. Η µοναδικότητα συνεπάγεται
την Ϲητούµενη ισότητα (6).


