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1 Παραγωγίσεις

Σε αυτή την παράγραφο ϑα παρουσιάσουµε µια άποψη των εφαπτόµενων δια-
νυσµάτων που εξηγεί γιατί χρησιµοποιείται το σύµβολο ∂

∂xi
|x για τα κανονικά

ϐασικά διανύσµατα ενός χάρτη.
Σε όλη την παράγραφο (M,A) είναι µια m-διάστατη διαφορική πολλα-

πλότητα.
Υπενθυµίζουµε ότι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση της M στο x ∈ M

είναι µια διαφορίσιµη συνάρτηση f : A → R, όπου A ⊆ M ανοιχτό µε x ∈ A.
Συµβολίζουµε µε C∞

x (M,R) το σύνολο αυτών των συναρτήσεων.
Για κάθε f ∈ C∞

x (M,R), ορίζεται το σηµειακό διαφορικό

Txf : TxM → Tf(x)R.

Παρατηρούµε ότι για κάθε χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , το Ϲεύγος των χαρτών
(U, ϕ) και (R, idR) δίνει τοπική παράσταση της f στο x

f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R

και το διάγραµµα

TxM
Txf - Tf(x)R

Rm

ϕ̄

?

D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))
- R

idR

?

είναι µεταθετικό. ΄Εστω u = [(α, x)] ∈ TxM . Τότε η κοινή τιµή των idR ◦ Txf
και D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄ στο u ισούται µε τον πραγµατικό αριθµό

idR(Txf(u)) = idR([(f ◦ α, f(x))]) = (idR ◦ f ◦ α)′(0) = (f ◦ α)′(0).
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Θα µελετήσουµε πώς µεταβάλλεται η ανωτέρω παράσταση όταν κρατάµε στα-

ϑερό το u και µεταβάλλουµε την συνάρτηση f . Θέτουµε

(1) δu : C∞
x (M,R) −→ R : f 7−→ δu(f) := (f ◦ α)′(0).

Από την συζήτηση που έχει προηγηθεί προκύπτει ότι

(2) δu(f) = idR(Txf(u)) = D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(u).

1.1 Παρατήρηση. Η ισότητα (2) δείχνει ότι η παράσταση δu(f) συµπίπτει µε
την κατευθυνόµενη παράγωγο της τοπικής παράστασης f ◦ ϕ−1 στο σηµείο
ϕ(x) κατά την κατεύθυνση του διανύσµατος ϕ̄(u) (ϐλ. Παράρτηµα Α, Ορισµός
1.18).

1.2 Πρόταση. Η συνάρτηση (1) είναι καλά ορισµένη, δηλ. είναι ανεξάρτητη

της καµπύλης α που υλοποιεί το u.

Απόδειξη. Προφανές, αφού

δu(f) = idR(Txf(u)),

και οι συναρτήσεις idR και Txf είναι καλά ορισµένες, δηλ. ανεξάρτητες της
καµπύλης που υλοποιεί το διάνυσµα στο οποίο εφαρµόζονται.

Παρατηρούµε τώρα ότι στο σύνολο C∞
x (M,R) ορίζονται :

(1) Μια πρόσθεση: αν f, g ∈ C∞
x (M,R) τότε οι f και g ορίζονται σε ανοιχτές

περιοχές A και B του x, αντίστοιχα. Θέτοντας

f + g : A ∩B → R : (f + g)(x) = f(x) + g(x)

παίρνουµε f + g ∈ C∞
x (M,R).

(2) ΄Ενα ϐαθµωτό γινόµενο: αν f ∈ C∞
x (M,R) και λ ∈ R, ϑέτοντας

λf : A → R : (λf)(x) = λ · f(x)

παίρνουµε λf ∈ C∞
x (M,R).

(3) ΄Ενα γινόµενο: αν f, g ∈ C∞
x (M,R) όπως στο (1), ϑέτοντας

fg : A ∩B → R : (fg)(x) = f(x) · g(x)

παίρνουµε fg ∈ C∞
x (M,R).
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1.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα, x ∈ M και

u = [(α, x)] ∈ TxM . Τότε, για κάθε f, g ∈ C∞
x (M,R) και λ ∈ R, ισχύουν

οι ισότητες

δu(f + g) = δu(f) + δu(g)(3)
δu(λf) = λδu(f)(4)
δu(fg) = δu(f) · g(x) + f(x) · δu(g)(5)

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι, για κάθε f, g ∈ C∞
x (M,R) και κάθε

λ ∈ R, έχουµε ότι

(f + g) ◦ α = (f ◦ α) + (g ◦ α)
(λf) ◦ α = λ(f ◦ α)
(fg) ◦ α = (f ◦ α)(g ◦ α).

Εποµένως,

δu(f + g) = ((f + g) ◦ α)′(0) = (f ◦ α)′(0) + (g ◦ α)′(0)
= δu(f) + δu(g),

δu(λf) = ((λf) ◦ α)′(0) = (λ(f ◦ α))′(0) = λ(f ◦ α)′(0)
= λ · δu(f),

δu(fg) = ((fg) ◦ α)′(0) = ((f ◦ α)(g ◦ α))′(0)
= (f ◦ α)′(0) · (g ◦ α)(0) + (f ◦ α)(0) · (g ◦ α)′(0)
= δu(f) · g(x) + f(x) · δu(g)

και η απόδειξη είναι πλήρης.

Οι ισότητες (3) και (4) κάνουν την δu να µοιάζει γραµµική (όµως δεν είναι·
γιατί ;). Η (5) λέγεται συνθήκη Leibniz.

Στα επόµενα, για να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό, ϑα γράφουµε και
u(f) αντί του δu(f).

1.4 Παραδείγµατα. (Α) Θεωρούµε την παραγώγηση την ορισµένη από ένα
ϐασικό εφαπτόµενο διάνυσµα ∂

∂xi
|x. Για κάθε τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση
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f παίρνουµε

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

:=
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

(f)

= D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))

(
ϕ̄

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))
= D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))(ei)

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

δηλαδή,

(6)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

(Β) Εφαρµόζοντας την (6) στη συντεταγµένη xj (του ίδιου χάρτη (U, ϕ)),
παίρνουµε

∂xj

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∂(xj ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

=
∂uj

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

= δij

όπου δij είναι το δέλτα του Kronecker.
(Γ) ΄Εστω u =

∑
λi

∂
∂xi

|x ∈ TxM . Θεωρώντας και τα δύο µέρη της προηγού-
µενης ισότητας σαν στοιχεία του DxM και εφαρµόζοντας στο xj, παίρνουµε

u(xj) = (
∑
i

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)(xj) =
∑

λi
∂xj

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∑
i

λiδij = λj.

Σαν αποτέλεσµα έχουµε

(7) u =
∑
i

u(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.

(∆) Συνδυάζοντας τώρα (6) και (7) παίρνουµε

u(f) =
∑
i

u(xi)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∑
i

u(xi)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

.

(Ε) Από τον τρόπο που ορίστηκε η παραγώγιση δu, έχουµε για κάθε
f ∈ C∞

x (M,R), την ισότητα

u(f) = idR(Txf(u)).
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Η ανωτέρω ισότητα είναι συνήθως γραµµένη σαν

(8) u(f) = Txf(u)

µε την ταύτιση idR να παραλείπεται. Σηµειώνουµε ότι στην (8) το δεξιό µέ-
λος είναι ένα εφαπτόµενο διάνυσµα ενώ το αριστερό είναι ένας πραγµατικός
αριθµός.

(Ζ) ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N µια
διαφορίσιµη απεικόνιση, x ∈ M , u = [(α, x)] ∈ TxM και g µια τοπικά
διαφορίσιµη συνάρτηση της N στο f(x). Τότε Txf(u) ∈ Tf(x)N ορίζει µια
παραγώγηση της Cf(x)(N) και [g]f(x) ∈ Cf(x)(N). Εφαρµόζοντας το Txf(u)
στην g παίρνουµε

[Txf(u)](g) = [(f ◦ α, f(x))](g) = (g ◦ (f ◦ α))′(0).

Από την άλλη µεριά, g ◦ f είναι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση επί του
M στο x και εφαρµόζοντας την παραγώγηση που ορίζεται από το u στην g ◦f ,
έχουµε

u(g ◦ f) = ((g ◦ f) ◦ α)′(0)
εποµένως

(9) [Txf(u)](g) = u(g ◦ f).

(Η) Τώρα περιοριζόµαστε στην περίπτωση M = Rm. Θεωρούµε τον ολικό
χάρτη (Rm, idRm) και τα αντίστοιχα κανονικά ϐασικά εφαπτόµενα διανύσµατα
∂
∂xi

|x, i = 1, . . . ,m, σε κάποιο x ∈ Rm. Τότε για κάθε τοπικά διαφορίσιµη
συνάρτηση επί του Rm στο x, έχουµε

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∂(f ◦ id−1

Rm)

∂ui

∣∣∣∣
id(x)

=
∂f

∂ui

∣∣∣∣
x

.

(Θ) Στην ειδική περίπτωση M = R, ο ολικός χάρτης (R, idR) ορίζει στο
t ∈ R ένα κανονικό ϐασικό εφαπτόµενο διάνυσµα

d

dt

∣∣∣∣
t

:= id−1
R (1) ∈ TtR.

Αυτό το εφαπτόµενο διάνυσµα, ϑεωρούµενο σαν παραγώγηση και εφαρµο-
σµένο σε µια κατάλληλη f δίνει

d

dt

∣∣∣∣
t

(f) =
df

dt

∣∣∣∣
t

= f ′(t).
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1.5 Ορισµός. Μια απεικόνιση d : C∞
x (M,R) −→ R που ικανοποιεί τις ι-

διότητες (3), (4) και (5) ϑα λέµε ότι είναι µια (σηµειακή) παραγώγιση του
συνόλου C∞

x (M,R).
Συµβολίζουµε µε DxM το σύνολο των παραγωγίσεων του C∞

x (M,R).

Αν d, d1 ∈ DxM και λ ∈ R, ορίζουµε τις κατά σηµείο πράξεις

(d+ d1)(f) := d(f) + d1(f)(10)
(λd)(f) := λ · d(f)(11)

για κάθε f ∈ C∞
x (M,R). Είναι άµεσο ότι d + d1 και λd είναι παραγωγήσεις

του C∞
x (M,R). Το επόµενο αποτέλεσµα είναι επίσης ϕανερό.

1.6 Λήµµα. Το σύνολο DxM µε πρόσθεση και ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό που

ορίζονται κατά σηµείο είναι πραγµατικός διανυσµατικός χώρος.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι κάθε παραγώγιση µηδενίζεται στις σταθερές συν-
αρτήσεις : πράγµατι, για την συνάρτηση c1 : M → R που παίρνει σταθερά
την τιµή 1, από την συνθήκη Leibniz έχουµε

d(c1) = d(c1 · c1) = d(c1)c1(x) + c1(x)d(c1) =

= 2d(c1)

εποµένως συµπεραίνουµε ότι d(c1) = 0. Για µια τυχαία σταθερή c : M → R,
έχουµε c = c · c1, έτσι από την (4) παίρνουµε

d(c) = d(c · c1) = c · d(c1) = 0.

1.7 Θεώρηµα. Η απεικόνιση

(12) δ : TxM −→ DxM : u 7→ δ(u) := δu

είναι ένας ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων.

Απόδειξη. Λόγω της Πρότασης 1.3, έχουµε ότι η απεικόνιση (12) είναι κα-
λά ορισµένη. Είναι επίσης γραµµική: για κάθε u, v ∈ TxM , λ ∈ R και
f ∈ C∞

x (M,R), και για ένα τυχαίο χάρτη (U, ϕ) µε x ∈ U , έχουµε (ϐλ. (2) )

δ(λu+ v)(f) = D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(λu+ v)

= λD(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(u)+
D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(v)

= (λδ(u) + δ(v))(f)
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δηλαδή,
δ(λu+ v) = λδ(u) + δ(v).

Αποδεικνύουµε τώρα ότι δ είναι µονοµορφισµός : Πράγµατι, έστω u = [(α, x)],
v = [(β, x)] ∈ TxM µε δ(u) = δ(v). Τότε, για κάθε f ∈ C∞

x (M,R) έχουµε

(13) δu(f) = δv(f).

Θεωρώντας πάλι ένα χάρτη (U, ϕ) µε x ∈ U , και εφαρµόζοντας την ανωτέρω
ισότητα στις συντεταγµένες xi ∈ C∞

x (M,R), παίρνουµε

(xi ◦ α)′(0) = (xi ◦ β)′(0), ∀i = 1, . . . ,m,

ή, ισοδύναµα,
(ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0),

που, από τον ορισµό, συνεπάγεται α x∼ β και u = v.
Για την απόδειξη του επί της δ χρειαζόµαστε το επόµενο

1.8 Λήµµα. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα, x ∈ M και

(U, ϕ = (x1, . . . , xm)) ∈ A µε x ∈ U και ϕ(x) = 0. Τότε, για κάθε

f ∈ C∞
x (M,R), υπάρχει ένα ανοιχτό Uo ⊆ U µε x ∈ Uo έτσι ώστε

f(y) = f(x) +
m∑
i=1

xi(y)fi(y); ∀ y ∈ Uo,(14)

fi(x) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

, i = 1, . . . ,m.(15)

Απόδειξη του επί της δ: Θεωρούµε µια τυχαία παραγώγιση d ∈ Dx(M). Θα
δείξουµε ότι υπάρχει ένα διάνυσµα u ∈ TxM µε δu = d, που ισοδυναµεί µε
την ισότητα

u(f) = δu(f) = δ(f),

για κάθε f ∈ C∞
x (M,R). Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ = (x1, . . . , xm)) ∈ A µε

x ∈ U και ϕ(x) = 0 και ϑέτουµε

u =
m∑
i=1

d(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.
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Επαληθεύουµε ότι δu = d. ΄Εστω τυχαία f ∈ C∞
x (M,R). Τότε, γράφοντας την

f µε την µορφή (14), παίρνουµε

δu(f) = u(f) = u

(
f(x) +

m∑
i=1

xifi

)
= u(f(x)) + u

(
m∑
i=1

xifi

)

= 0 +
m∑
i=1

u(xifi) =
m∑
i=1

(
u(xi)fi(x) + xi(x)u(fi)

)
=

m∑
i=1

u(xi)fi(x)

και µε ανάλογο τρόπο,

d(f) = d

(
f(x) +

m∑
i=1

xifi

)
= d(f(x)) + d

(
m∑
i=1

xifi

)

= 0 +
m∑
i=1

d(xifi) =
m∑
i=1

(d(xi)fi(x) + xi(x)d(fi)))

=
m∑
i=1

d(xi)fi(x)

Από τον ορισµό του διανύσµατος u, έχουµε u(xi) = d(xi), για κάθε
i = 1, . . . ,m. Εποµένως, δu(f) = d(f), για κάθε f ∈ C∞

x (M,R), δηλ. δu = d
που ολοκληρώνει την απόδειξη.

2 Σπέρµατα ∆ιαφορίσιµων Συναρτήσεων

΄Οπως σηµειώσαµε και στην προηγούµενη παράγραφο, το σύνολο C∞
x (M,R)

είναι εφοδιασµένο µε τις τρεις πράξεις (3), (4) και (5), οι οποίες όµως δεν
ορίζουν κάποια αλγεβρική δοµή. Παρατηρείστε για παράδειγµα, ότι η πρό-
σθεση έχει πολλά µηδενικά στοιχεία : για οποιαδήποτε f ∈ C∞

x (M,R) µε
πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό A ⊆ M , µε x ∈ A, κάθε σταθερά µηδενική συ-
νάρτηση 0B : B → R µε B ανοιχτό που περιέχει το A, µας δίνει f + 0B = f .
Μπορούµε όµως να πάρουµε µια δοµή πραγµατικής άλγεβρας ταυτίζοντας τα
στοιχεία του C∞

x (M,R) που έχουν ίσους περιορισµούς σε κάποια υποπεριοχή
των πεδίων ορισµού τους. Πιο συγκεκριµένα, δίνουµε τον επόµενο ορισµό:
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2.1 Ορισµός. ΄Εστω f, g ∈ C∞
x (M,R). Υπάρχουν ανοιχτές περιοχές U , V του

x µε f : U → R, g : V → R διαφορίσιµες. Λέµε ότι f και g είναι ισοδύναµες
στο x και γράφουµε f

x∼ g, αν υπάρχει ένα ανοιχτό A ⊆ U ∩ V µε x ∈ A και
f |A = g|A.

Είναι προφανές ότι η ανωτέρω ‘ισοδυναµία’ είναι, πράγµατι, µια σχέση
ισοδυναµίας. Η κλάση της f στο x ϑα λέγεται το σπέρµα της f στο x και ϑα
συµβολίζεται µε [f ]x. Το σύνολο αυτών των κλάσεων ισοδυναµίας ϑα λέγεται η
άλγεβρα των διαφορίσιµων σπερµάτων του M στο x και ϑα συµβολίζεται
µε A∞

x (M).

Υπενθυµίζουµε και τον επόµενο ορισµό:

2.2 Ορισµός. ΄Ενα σύνολο A ̸= ∅ εφοδιασµένο µε τρεις πράξεις

A× A −→ A : (a, b) 7−→ a+ b(16)
R× A −→ A : (λ, a) 7−→ λa(17)
A× A −→ A : (a, b) 7−→ ab(18)

λέγεται (πραγµατική) άλγεβρα, αν :
(i) µε τις (16) και (17) είναι πραγµατικός διανυσµατικός χώρος,
(ii) µε τις (16) και (18) είναι δακτύλιος, και
(iii) για κάθε a, b ∈ A και λ ∈ R, ισχύει

λ(ab) = (λa)b = a(λb).

Ιδιαιτέρως, µια άλγεβρα λέγεται µεταθετική (αντ. µοναδιαία), αν είναι µε-
ταθετικός (αντ. µοναδιαίος) δακτύλιος.

2.3 Πρόταση. Το σύνολο A∞
x (M) είναι µια πραγµατική, µοναδιαία, µεταθετι-

κή άλγεβρα.

Απόδειξη. Ορίζουµε τις αλγεβρικές πράξεις µέσω των ισοτήτων

[f ]x + [g]x := [f + g]x(19)
λ[f ]x := [λf ]x(20)

[f ]x · [g]x := [fg]x(21)

για κάθε [f ]x, [g]x ∈ A∞
x (M) και λ ∈ R. Πρέπει να αποδείξουµε ότι αυτές

οι ισότητες είναι καλά ορισµένες, δηλ. δεν εξαρτώνται από την επιλογή των
απεικονίσεων f και g που αντιπροσωπεύουν τις κλάσεις ισοδυναµίας [f ]x
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και [g]x. Πράγµατι, αν U,U1, V, V1 ∈ N (x) και f : U → R, f1 : U1 → R,
g : V → R, g1 : V1 → R είναι διαφορίσιµες, f

x∼ f1 και g
x∼ g1, τότε

υπάρχουν ανοιχτά A ⊆ U ∩U1 και B ⊆ V ∩V1 µε f |A = f1|A και g|B = g1|B.
Στο σύνολο C := A ∩ B ∈ N (x), έχουµε (f + g)|C = (f1 + g1)|C , δηλαδή,
[f + g]x = [f1 + g1]x. Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι (20) και (21) είναι
επίσης καλά ορισµένες.

Είναι τετριµµένο να ελέγξουµε ότι οι ανωτέρω πράξεις κάνουν το A∞
x (M)

µια άλγεβρα µε τις Ϲητούµενες ιδιότητες.
Σηµειώνουµε ότι το µηδενικό στοιχείο και η µονάδα της A∞

x (M) είναι οι
κλάσεις των σταθερών απεικονίσεων ίσων µε 0 και 1, αντίστοιχα.

2.4 Ορισµός. Μια παραγώγηση της A∞
x (M) είναι µια R–γραµµική απει-

κόνιση
δ : A∞

x (M) −→ R

που ικανοποιεί την συνθήκη Leibniz:

(22) δ([f ]x[g]x) = δ([f ]x)g(x) + f(x)δ([g]x),

για κάθε [f ]x, [g]x ∈ A∞
x (M).

Είναι προφανές ότι η σχέση f
x∼ g συνεπάγεται ότι δu(f) = δu(g), για

κάθε u ∈ TxM , απ΄ όπου προκύπτει άµεσα η επόµενη

2.5 Πρόταση. Για κάθε u ∈ TxM , η απεικόνιση

δu : A∞
x (M) −→ R : [f ]x 7−→ δu([f ]x) = u(f)

είναι µια παραγώγηση της A∞
x (M).


