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1 ∆ιανυσµατικά Πεδία

Σε όλη αυτή την παράγραφο, (M,A) είναι µια m–διάστατη διαφορική πολ-
λαπλότητα.

1.1 Ορισµός. ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο επί της M είναι µια τοµή της
εφαπτόµενης δέσµης, δηλαδή, µια απεικόνιση ξ : M → TM , τέτοια ώστε
π ◦ ξ = idM .

Ισοδύναµα, ένα διανυσµατικό πεδίο ξ κάνει το επόµενο διάγραµµα µετα-
ϑετικό :

M
ξ

- TM

M

π

?
idM -

1.2 Παρατηρήσεις. (1) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 1.1, για ένα διανυσµατικό
πεδίο ξ έχουµε

π(ξ(x)) = (π ◦ ξ)(x) = idM(x) = x,

για κάθε x ∈ M , δηλαδή, ξ(x) είναι ένα εφαπτόµενο διάνυσµα στο x.
(2) Σαν αποτέλεσµα του (1), τα διανυσµατικά πεδία είναι 1–1 απεικονίσεις.
(3) Για ευκολία, για τις τιµές ενός διανυσµατικού πεδίου, συνήθως γρά-

ϕουµε ξx αντί του ξ(x).
(4) Μπορούµε να ορίζουµε διανυσµατικά πεδία πάνω από οποιοδήποτε

υποσύνολο A του M .
(5) Επειδή το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών ενός διανυσµατικού πε-

δίου ξ : M → TM είναι διαφορικές πολλαπλότητες, µπορεί το ξ να είναι
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διαφορίσιµο. Συµβολίζουµε µε X (M) το σύνολο όλων των διαφορίσιµων δια-
νυσµατικών πεδίων επί του M . ΄Οµοια, γράφουµε X (A), για το σύνολο όλων
των διαφορίσιµων διανυσµατικών πεδίων των ορισµένων σε µια ανοιχτή υπο-
πολλαπλότητα A.

(6) ΄Εστω ξ ένα διανυσµατικό πεδίο επί του M και xo ∈ M . Για κάθε
(U, ϕ) ∈ A µε xo ∈ U , ο (U, ϕ) και ο αντίστοιχος χάρτης (π−1(U),Φ) στην
εφαπτόµενη δέσµη TM ορίζουν τοπική παράσταση του ξ στο xo. Πράγµατι,
για κάθε x ∈ U ,

ξx ∈ TxM ⊆ π−1(U)

εποµένως η τοπική παράσταση

Φ ◦ ξ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ϕ(U)× Rm

υπάρχει.

1.3 Παραδείγµατα. (1) Η απεικόνιση

Ω : M −→ TM : x 7−→ Ω(x) := 0x ∈ TxM,

όπου 0x είναι το µηδενικό διάνυσµα στον TxM , είναι ένα διανυσµατικό πεδίο
επί του M . Για κάθε (U, ϕ) ∈ A και h = ϕ(x) ∈ ϕ(U), η τοπική παράσταση
υπολογισµένη στο h είναι

Φ ◦ Ω ◦ ϕ−1(h) = Φ(Ωx) = (ϕ(π(0x)), ϕ̄(0x)) =

= (ϕ(x), 0) = (h, 0)

δηλ. είναι διαφορίσιµη, έτσι Ω ∈ X (M).
(2) ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A. Η απεικονίσεις

(1)
∂

∂xi

: U −→ TU : x 7−→ ∂

∂xi

∣∣∣∣
x

, ∀ i = 1, . . . ,m

είναι διανυσµατικά πεδία επί του U . Η τοπική παράσταση του ∂
∂xi

ως προς
τους (ολικούς) χάρτες (U, ϕ) και (π−1(U),Φ) (των ανοιχτών υποπολλαπλοτή-
των U της M και π−1(U) της TM )

Φ ◦ ∂

∂xi

◦ ϕ−1(h) = Φ

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
=

=

(
ϕ

(
π

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))
, ϕ̄

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))
=

= (ϕ(x), ei) = (h, ei)
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είναι διαφορίσιµη, δηλαδή, ∂
∂xi

∈ X (U). Η απεικονίσεις (1) λέγονται ϐασικά

διανυσµατικά πεδία ορισµένα από τον χάρτη (U, ϕ).

Επειδή κάθε τιµή ξx ενός διανυσµατικού πεδίου είναι ένα εφαπτόµενο
διάνυσµα, µπορεί να ϑεωρείται σαν παραγώγιση του C∞

x (M,R). ΄Ετσι, αν
ξ ∈ X (M) και f ∈ C∞

x (M,R), µε πεδίο ορισµού µια ανοιχτή περιοχή A του
x, µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση

(2) ξ(f) : A −→ R : x 7−→ ξ(f)(x) := ξx(f).

Ιδιαιτέρως, για κάθε (U, ϕ) ∈ A, εφαρµόζοντας το ξ στις συντεταγµένες xi,
i = 1, . . . ,m, παίρνουµε

(3) ξi := ξ(xi) : U −→ R : x 7−→ ξx(xi).

Η απεικονίσεις (3) λέγονται συντεταγµένες του ξ ως προς τον χάρτη

(U, ϕ).
Από την άλλη µεριά, κάθε ξx παίρνει την µορφή

ξx =
∑
i

ξx(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

= (
∑
i

ξi ·
∂

∂xi

)(x)

για κάθε x ∈ U , εποµένως

(4) ξ|U =
∑
i

ξi ·
∂

∂xi

.

Το επόµενο ϑεώρηµα παρέχει ένα κριτήριο για τη διαφορισιµότητα ενός
διανυσµατικού πεδίου.

1.4 Θεώρηµα. ΄Εστω ξ : M → TM ένα διανυσµατικό πεδίο. Οι επόµενες
συνθήκες είναι ισοδύναµες :

( i) Το ξ είναι διαφορίσιµο.
( ii) Για κάθε (U, ϕ) ∈ A, οι συντεταγµένες ξi, i = 1, . . . ,m, είναι διαφορί-

σιµες.
( iii) Για κάθε x ∈ M και f ∈ C∞

x (M,R), έχουµε ξ(f) ∈ C∞
x (M,R).

Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την (4), υπολογίζουµε την
τοπική παράσταση του ξ ως προς τους (U, ϕ) και (π−1(U),Φ) στο h ∈ ϕ(U):
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αν ϕ−1(h) = x, τότε

Φ ◦ ξ ◦ ϕ−1(h) = Φ(ξx) = (ϕ(π(ξx)), ϕ̄(ξx))

= (ϕ(x), ϕ̄(ξx)) =

=

(
h, ϕ̄

(∑
i

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))

=

(
h,
∑
i

ξi(x)ϕ̄

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))

=

(
h,
∑
i

ξi(x)ei

)
= (h, ξ1 ◦ ϕ−1(h), . . . , ξm ◦ ϕ−1(h))

΄Οµως οι ξi ◦ϕ−1 είναι οι τοπικές παραστάσεις των συντεταγµένων ξi. Από την
ανωτέρω η σχέση συµπεραίνουµε ότι (i)⇔ (ii).

Αποδεικνύουµε ότι (ii) ⇒ (iii): ΄Εστω xo ∈ M και f ∈ C∞
x (M,R). Τότε

f : A → R διαφορίσιµη συνάρτηση, µε πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό A ⊆ M
και xo ∈ A. Υπάρχει χάρτης (U, ϕ) ∈ A µε xo ∈ U ⊆ A. Για κάθε x ∈ U
έχουµε

ξ(f)(x) = ξx(f) =

(∑
i

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
(f)

=
∑
i

ξi(x)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∑
i

ξi(x)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

δηλαδή, ξ(f)|U είναι ένα άθροισµα γινοµένων από διαφορίσιµες συναρτήσεις.
Τέλος, η συνεπαγωγή (iii) ⇒ (ii) είναι προφανής : το (ii) είναι ειδική πε-

ϱίπτωση του (iii), για f = xi.

1.5 Παρατήρηση. Η συνθήκη (ii) του προηγούµενου ϑεωρήµατος παρέχει
έναν εύκολο τρόπο να αποδείξουµε ότι ένα διανυσµατικό πεδίο είναι διαφο-
ϱίσιµο: Για παράδειγµα, το µηδενικό διανυσµατικό πεδίο

Ω =
∑
i

0 · ∂

∂xi
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είναι διαφορίσιµο, αφού οι συντεταγµένες του είναι σταθερά µηδενικές. Επί-
σης, για κάθε χάρτη (U, ϕ), το ϐασικό διανυσµατικό πεδίο

∂

∂xi

= 0 · ∂

∂x1

+ · · ·+ 1 · ∂

∂xi

+ · · ·+ 0 · ∂

∂xm

έχει σταθερές συντεταγµένες.

1.6 Πρόταση. Το σύνολο X (M) είναι ένα πραγµατικός διανυσµατικός χώρος.

Απόδειξη. Ορίζουµε πράξεις

X (M)×X (M) −→ X (M)

R×X (M) −→ X (M)

κατά σηµείο, δηλαδή, για κάθε ξ, η ∈ X (M), λ ∈ R και x ∈ M , ϑέτουµε

(ξ + η)x := ξx + ηx,

(λξ)x := λξx.

Οι απεικονίσεις ξ + η και λ · ξ είναι διανυσµατικά πεδία. Ακόµη, είναι
διαφορίσιµες. Πράγµατι, για κάθε χάρτη (U, ϕ) επί του M , οι συντεταγµένες
τους δίνονται από

(ξ + η)i = (ξ + η)(xi) = ξ(xi) + η(xi) = ξi + ηi

(λξ)i = (λξ)(xi) = λξ(xi) = λξi

εποµένως, είναι διαφορίσιµες. Τα αξιώµατα ενός διανυσµατικού χώρου προ-
ϕανώς ικανοποιούνται.

Το σύνολο X (M) έχει µια πρόσθετη δοµή: Θέτουµε

C∞(M,R) := {f : M → R : διαφορίσιµη}.

Το C∞(M,R) µε τις (κατά σηµείο) πράξεις που δίνονται από τις ισότητες

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(λf)(x) = λ · f(x)
(fg)(x) = f(x)g(x)

για κάθε x ∈ M , f, g ∈ C∞(M,R) και λ ∈ R, είναι µια πραγµατική µεταθετική
άλγεβρα µε µονάδα.
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Για κάθε f ∈ C∞(M,R) και ξ ∈ X (M), ορίζουµε

fξ : M −→ TM : x 7−→ f(x)ξx.

Προφανώς, fξ είναι ένα διανυσµατικό πεδίο και οι συντεταγµένες ως προς
ένα χάρτη (U, ϕ) σε ένα σηµείο x ∈ U , δίνονται από

(fξ)i(x) = (f(x)ξx)(xi) = f(x)ξx(xi) = f(x)ξi(x) = (fξi)(x)

ή αλλιώς
(fξ)i = fξi,

δηλαδή, είναι διαφορίσιµες. Σαν αποτέλεσµα, υπάρχει ένας πολλαπλασια-
σµός

C∞(M,R)×X (M) −→ X (M) : (α, ξ) 7−→ αξ.

Είναι άµεσο να αποδείξουµε την επόµενη

1.7 Πρόταση. X (M) είναι ένα C∞(M,R)–πρότυπο.

2 Τα διανυσµατικά πεδία σαν παραγωγίσεις

΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Θεωρούµε πάλι την
άλγεβρα C∞(M,R) των (ολικά ορισµένων) διαφορίσιµων συναρτήσεων του M .

Σύµφωνα µε την καθιερωµένη ορολογία, κάθε R–γραµµική απεικόνιση

δ : C∞(M,R) −→ C∞(M,R)

που ικανοποιεί την συνθήκη Leibniz:

δ(fg) = δ(f)g + fδ(g),

για κάθε f, g ∈ C∞(M,R), ονοµάζεται παραγώγιση της άλγεβρας C∞(M,R).
Απλοί υπολογισµοί µας δίνουν την επόµενη

2.1 Πρόταση. Το σύνολο D(M) όλων των παραγωγίσεων της C∞(M,R) είναι
ένα C∞(M,R)–πρότυπο.

΄Εστω τώρα ξ ∈ X (M). Αφήνοντας την συνάρτηση f να διατρέχει την
άλγεβρα C∞(M,R) παίρνουµε µια απεικόνιση

(5) ξ : C∞(M,R) −→ C∞(M,R) : f 7−→ ξ(f).
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Επειδή

ξ(λf + g)(x) = λξx(f) + ξx(g) = λξ(f)(x) + ξ(g)(x)

= (λξ(f) + ξ(g))(x)

και

ξ(fg)(x) = ξx(fg) = ξx(f)g(x) + f(x)ξx(g)

= ξ(f)(x)g(x) + f(x)ξ(g)(x)

= (ξ(f)g + fξ(g))(x),

για κάθε x ∈ M , συµπεραίνουµε ότι

ξ(λf + g) = λξ(f) + ξ(g)

ξ(fg) = ξ(f)g + fξ(g),

για κάθε f, g ∈ C∞(M,R) και λ ∈ R. ∆ηλαδή, η (5) είναι R–γραµµική και
ικανοποιεί την συνθήκη Leibniz. Εποµένως, έχουµε την επόµενη

2.2 Πρόταση. Κάθε διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο ξ ∈ X (M) ορίζει µια
παραγώγιση της άλγεβρας C∞(M,R).

Ανάλογα µε την ταύτιση των σηµειακών παραγωγίσεων µε τα εφαπτόµενα
διανύσµατα, έχουµε και την ταύτιση των παραγωγίσεων της C∞(M,R) µε τα
διανυσµατικά πεδία. Για να το αποδείξουµε αυτό, χρειαζόµαστε τα επόµενα
ϐοηθητικά λήµµατα.

2.3 Λήµµα. Για κάθε m ∈ N και κάθε 0 < a < b στο R, υπάρχει διαφορίσιµη
λ : Rm → [0, 1] µε λ(h) = 1, αν ∥h∥ ≤ a και λ(h) = 0, αν ∥h∥ ≥ b.

2.4 Λήµµα. Για κάθε χάρτη (U, ϕ) και κάθε xo ∈ U , υπάρχουν ανοιχτά
W ⫋ V ⫋ U µε xo ∈ W και διαφορίσιµη ρ : M → [0, 1] µε ρ(x) = 1, αν
x ∈ W και ρ(x) = 0, αν x /∈ V .

2.5 Λήµµα. Για κάθε f ∈ C∞
x (M,R) µε πεδίο ορισµού µια ανοιχτή περιοχή

A του x, υπάρχουν ένα ανοιχτό B ⫋ A µε x ∈ B και µια f̃ ∈ C∞(M,R) µε
f |B = f̃ |B.

2.6 Λήµµα. ΄Εστω δ µια παραγώγιση της C∞(M,R). Τότε, για κάθε x ∈ M , η
απεικόνιση

δx : C∞
x (M,R) −→ C∞

x (M,R) : δx(f) = δ(f̃)(x)

είναι σηµειακή παραγώγιση του C∞
x (M,R).



2 ΤΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ ΣΑΝ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΕΙΣ 8

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το επόµενο

2.7 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Τότε
X (M) και D(M) είναι ισόµορφα C∞(M,R)-πρότυπα.

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση

∆ : X (M) −→ D(M) : ξ 7−→ δξ,

όπου δξ ≡ ξ είναι η παραγώγιση (2).
(1) Η ∆ είναι C∞(M,R)-γραµµική : ΄Εστω ξ, η ∈ X (M) και f ∈ C∞(M,R).

Πρέπει να δείξουµε ότι

∆(fξ + η) = f∆(ξ) + ∆(η).

Επειδή τα δύο µέλη της ανωτέρω ισότητας είναι παραγωγίσεις της C∞(M,R),
αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε h ∈ C∞(M,R), ισχύει

[∆(fξ + η)](h) = [f∆(ξ) + ∆(η)](h) ∈ C∞(M,R).

Πράγµατι, για κάθε x ∈ M , είναι

[∆(fξ + η)](h)(x) = (fξ + η)x(h) = (f(x)ξx + ηx)(h)

= f(x)ξx(h) + ηx(h) = f(x)∆(ξ)(h)(x) + ∆(η)(h)(x)

= [f∆(ξ)(h) + ∆(η)(h)](x)

= [f∆(ξ) + ∆(η)](h)(x)

απ΄ όπου προκύπτει η Ϲητούµενη ισότητα.
(2) Η ∆ είναι 1-1: ΄Εστω ξ, η ∈ X (M) µε ∆(ξ) = ∆(η). Για να δείξουµε

ότι ξ = η, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε x ∈ M , ξx = ηx ∈ TxM . Προς
τούτο, ϑεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , και ϑα δείξουµε ότι οι
συντεταγµένες των ξx και ηx ως προς την κανονική ϐάση που ορίζει ο (U, ϕ)
είναι ίσες. Αρκεί δηλ. να δείξουµε ότι ξx(xi) = ηx(xi). Από το Λήµµα 2.5,
για κάθε i = 1, . . . ,m, υπάρχει ένα ανοιχτό Bi ⊆ U µε x ∈ Bi και µια
διαφορίσιµη x̃i ∈ C∞(M,R), µε xi|B = x̃i|B. Επειδή x̃i ∈ C∞(M,R), από
την υπόθεση ξ(x̃i) = η(x̃i) ∈ C∞(M,R). Εφαρµόζοντας στο x, παίρνουµε
ξx(x̃i) = ηx(x̃ii). Η τοπική σύµπτωση των x̃i µε τις συντεταγµένες xi, µας
δίνει

ξx(xi) = ξx(x̃i) = ηx(x̃i) = ηx(xi)
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απ΄ όπου προκύπτει η ισότητα των διανυσµάτων ξx = ηx.
(3) Η ∆ είναι επί : ΄Εστω µια παραγώγιση δ ∈ D(M). Για κάθε x ∈ M ,

ορίζεται η σηµειακή παραγώγιση δx : C∞
x (M,R) → R, που αντιστοιχεί σε ένα

διάνυσµα ux ∈ TxM . Η απεικόνιση ξ : M → TM µε ξ(x) = ux ∈ TxM , για
κάθε x ∈ M , είναι διανυσµατικό πεδίο. Για να δείξουµε ότι είναι διαφορίσιµο,
αρκεί να δείξουµε ότι έχει διαφορίσιµες συντεταγµένες. Θεωρούµε ένα χάρτη
(U, ϕ) ∈ A και ένα xo ∈ U . Θα δείξουµε ότι οι ξi = ξ(xi) είναι διαφορίσιµες
σε µια περιοχή του xo. ΄Οπως στο (2), ϑεωρούµε τα ανοιχτά Bi ⊆ U και τις
ολικά ορισµένες συναρτήσεις x̃i και παρατηρούµε ότι, για κάθε x ∈ Bi,

ξi(x) = ξx(xi) = ux(xi) = ux(x̃i) = δ(x̃i)(x),

δηλ
ξi|Bi

= δ(x̃i)|Bi
,

που είναι διαφορίσιµη.


