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1 Η κανονική τοπολογία µιας πολλαπλότητας

Θα δείξουµε πρώτα ότι κάθε πολλαπλότητα είναι τοπολογικός χώρος και τότε
ϑα µελετήσουµε τις ιδιότητες της τοπολογίας της. Για το ορισµό µιας τοπολο-
γίας χρειαζόµαστε µόνον την ύπαρξη ενός τοπολογικού άτλαντα, έτσι, σε όλη
αυτή την παράγραφο, οι ϑεωρούµενες πολλαπλότητες είναι τοπολογικές.

1.1 Ορισµός. ΄Εστω A ένας m-διάστατος τοπολογικός άτλαντας επί του M
(όχι κατ΄ ανάγκη µέγιστος). ΄Ενα υποσύνολο A του M ϑα λέγεται ανοιχτό αν,
για κάθε (U, ϕ) ∈ A, το σύνολο ϕ(U ∩ A) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm.

Αν τA είναι το σύνολο όλων των ανοιχτών υποσυνόλων τουM που ορίζονται
από τον A, ως ανωτέρω, τότε ισχύει η επόµενη πρόταση.

1.2 Πρόταση. Το σύνολο τA είναι µια τοπολογία επί του M .

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει ∅ ∈ τA. Ακόµη, για κάθε (U, ϕ) ∈ A,

ϕ(M ∩ U) = ϕ(U)

είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm, από τον ορισµό του χάρτη, που αποδει-
κνύει ότι M ∈ τA.

΄Εστω τώρα A,B ∈ τA. Θα δείξουµε ότι A ∩ B ∈ τA. Πράγµατι, για κάθε
(U, ϕ) ∈ A

ϕ((A ∩B) ∩ U) = ϕ((A ∩ U) ∩ (B ∩ U)) = ϕ(A ∩ U) ∩ ϕ(B ∩ U).

Επειδή ϕ(A ∩ U), ϕ(B ∩ U) είναι ανοιχτά στο Rm, το ϕ((A ∩ B) ∩ U) είναι
ανοιχτό, σαν τοµή ανοιχτών του Rm.

΄Εστω τέλος (Ai)i∈I µια οικογένεια, µε Ai ∈ τA, για κάθε i ∈ I. Θα
δείξουµε ότι A := ∪i∈IAi ∈ τA. Πράγµατι, για κάθε χάρτη (U, ϕ) ∈ A,

A ∩ U = (∪i∈IAi) ∩ U = ∪i∈I(Ai ∩ U),
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εποµένως
ϕ(A ∩ U) = ϕ((∪i∈IAi) ∩ U) = ∪i∈Iϕ(Ai ∩ U)

είναι ανοιχτό στον Rm, σαν ένωση ανοιχτών, και η απόδειξη είναι πλήρης.

1.3 Πρόταση. Αν A είναι ένας m-διάστατος τοπολογικός άτλαντας επί του
M και τA είναι η τοπολογία που ορίζεται από τον A, τότε, για κάθε χάρτη
(U, ϕ) ∈ A, έχουµε :

i) U ∈ τA.
ii) Η απεικόνιση ϕ : U → ϕ(U) είναι οµοιοµορφισµός.

Απόδειξη. Για κάθε (V, ψ) ∈ A, λόγω της συµβιβαστότητας των χαρτών του A,
ψ(V ∩ U) είναι ανοιχτό στο Rm, εποµένως η i) ισχύει.

΄Οσον αφορά στην ii), πρέπει να δείξουµε ότι οι ϕ, ϕ−1 είναι συνεχείς.
Σηµειώνουµε ότι τα σύνολα U , ϕ(U) είναι τοπολογικοί χώροι µε τη σχετική
τοπολογία που ορίζεται από την τοπολογία των M , Rm αντίστοιχα. Εποµένως,
(ϐλ. Παράρτηµα Β) ένα σύνολο A είναι ανοιχτό για την σχετική τοπολογία
του U , αν και µόνον αν είναι ανοιχτό στην τA και A ⊆ U , και ένα σύνολο
B είναι ανοιχτό για την σχετική τοπολογία του ϕ(U), αν και µόνον αν είναι
ανοιχτό στην (συνήθη) τοπολογία του Rm και B ⊆ ϕ(U).

Για την συνέχεια της ϕ: ΄Εστω B ένα τυχαίο ανοιχτό υποσύνολο του ϕ(U)
(εποµένως του Rm). Θα δείξουµε ότι ϕ−1(B) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του
U (εποµένως του M ). ΄Εστω (V, ψ) ∈ A. Τότε, αφού ϕ−1(B) ⊆ U , είναι

ψ(ϕ−1(B) ∩ V ) = ψ(ϕ−1(B) ∩ U ∩ V )

= ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ(ϕ−1(B) ∩ U ∩ V )(1)
= (ψ ◦ ϕ−1)(B ∩ ϕ(U ∩ V )).

Λόγω της συµβιβαστότητας των χαρτών (U, ϕ) και (V, ψ), το ϕ(U ∩ V ) είναι
ανοιχτό στον Rm και το B∩ϕ(U∩V ) είναι ανοιχτό σαν τοµή ανοιχτών. Επειδή
η ψ ◦ ϕ−1 είναι οµοιοµορφισµός, µεταφέρει το ανοιχτό σύνολο B ∩ ϕ(U ∩ V )
στο ανοιχτό σύνολο (ψ ◦ ϕ−1)(B ∩ ϕ(U ∩ V )), άρα το σύνολο (1) είναι ανοιχτό
στον Rm, που συνεπάγεται ότι το ϕ−1(B) είναι ανοιχτό στην τA.

Για τη συνέχεια της ϕ−1 : ϕ(U) → U , αρκεί να δείξουµε ότι, αν A είναι ένα
ανοιχτό υποσύνολο του U , τότε (ϕ−1)−1(A) = ϕ(A) είναι ανοιχτό στο ϕ(U).
Πράγµατι, αν A είναι ανοιχτό στο U , είναι επίσης ανοιχτό στο M , εποµένως
σύµφωνα µε το ορισµό της τA, η εικόνα ϕ(A) = ϕ(A ∩ U) είναι ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Rm, εποµένως επίσης και του ϕ(U).
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1.4 Λήµµα. ΄Εστω A ένας άτλαντας επί ενός συνόλου M και A ∈ τA. Τότε,
για κάθε (U, ϕ) ∈ A µε U ∩A ̸= ∅, το Ϲεύγος (U ∩A, ϕ|U∩A) είναι ένας χάρτης
του M που ανήκει στον A∗.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε U ∩ A ̸= ∅. Τότε ϕ|U∩A είναι
1–1 σαν περιορισµός µιας 1–1 απεικόνισης και ϕ(U ∩ A) είναι ανοιχτό στον
Rm, αφού A ∈ τA. ∆ηλαδή, (U ∩ A, ϕ|U∩A) είναι χάρτης του M .

Για να δείξουµε ότι (U ∩ A, ϕ|U∩A) ∈ A∗, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε
χάρτης (V, ψ) ∈ A είναι τοπολογικά συµβιβστός µε τον (U ∩A, ϕ|U∩A). Πράγ-
µατι, για U ∩ V ∩ A ̸= ∅, έχουµε ότι U ∩ V ∩ A ⊆ U ∩ V είναι ανοιχτό,
σαν τοµή τριών ανοιχτών, εποµένως οι οµοιοµορφισµοί ϕ : U → ϕ(U) και
ψ : V → ψ(V ) το στέλνουν στα ανοιχτά υποσύνολα ϕ(U ∩ V ∩ A) και
ψ(U ∩ V ∩ A) του Rm. Μένει να δείξουµε ότι οι απεικονίσεις ψ ◦ (ϕ|U∩A)

−1

και (ϕ|U∩A) ◦ ψ−1 είναι οµοιοµορφισµοί. ΄Οµως, λόγω της συµβιβαστότητας
των χαρτών (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A, οι απεικονίσεις µεταφοράς ψ ◦ϕ−1 και ϕ◦ψ−1

είναι οµοιοµορφισµοί. ΄Αρα

ψ ◦ (ϕ|U∩A)
−1 = (ψ ◦ ϕ−1)|ϕ(U∩V ∩A)

και
ϕ|(U∩A) ◦ ψ−1 = (ϕ ◦ ψ−1)|ψ(U∩V ∩A)

είναι οµοιοµορφισµοί σαν περιορισµοί οµοιοµορφισµών.

1.5 Πρόταση. ΄Εστω A ένας τοπολογικός άτλαντας επί του M και A∗ ο αντί-
στοιχος µέγιστος. Τότε τα πεδία ορισµού των χαρτών του A∗ ορίζουν µια ϐάση
για την τοπολογία τA.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε A ∈ τA και x ∈ A, υπάρχει
(U, ϕ) ∈ A∗ µε x ∈ U ⊆ A. Πράγµατι, αφού οι χάρτες του A καλύπτουν
το M , υπάρχει (V, ψ) ∈ A, µε x ∈ V . Θέτοντας U := V ∩ A, ϕ := ψ|U και
χρησιµοποιώντας το προηγούµενο λήµµα, παίρνουµε το αποτέλεσµα.

1.6 Ορισµός. Η τοπολογία που ορίζεται επί µιας πολλαπλότητας από ένα
µέγιστο άτλαντα ονοµάζεται κανονική τοπολογία της πολλαπλότητας.

Σε όλα τα επόµενα, όταν αναφερόµαστε στην τοπολογία µιας πολλαπλότη-
τας (M,A), ϑα εννοούµε την κανονική τοπολογία τA.

Αποδεικνύουµε τώρα ότι η ανωτέρω τοπολογία µπορεί να οριστεί από
οποιονδήποτε άτλαντα περιέχεται στον δεδοµένο µέγιστο.
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1.7 Πρόταση. ΄Εστω A ένας άτλαντας του M και έστω A∗ ο µοναδικός µέγι-
στος άτλαντας που περιέχει τον A. Συµβολίζουµε µε τA και τA∗ τις αντίστοιχες
τοπολογίες επί του M . Τότε τA = τA∗.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι οι δύο τοπολογίες έχουν την ίδια ϐάση.
Πράγµατι, από την Πρόταση 1.5, η τA έχει ϐάση που αποτελείται από τα
πεδία ορισµού των χαρτών του A∗. Παρόµοια, η τA∗ έχει ϐάση που αποτελεί-
ται από τα πεδία ορισµού των χαρτών του (A∗)∗ = A∗.

Σύµφωνα µε την προηγούµενη απόδειξη, δύο τοπολογικά συµβιβαστοί
άτλαντες A και B έχουν τον ίδιο µέγιστο A∗ = B∗, άρα ορίζουν επί του M την
ίδια τοπολογία. Πράγµατι,

τA = τA∗ = τB∗ = τB.

Το αντίστροφο ισχύει επίσης :

1.8 Πρόταση. ΄Εστω A, B άτλαντες επί του M , που ορίζουν επί του M την
ίδια τοπολογία τ . Τότε A, B είναι τοπολογικά συµβιβαστοί.

Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B. Τότε U ∩ V ∈ τ και ϕ|U∩V , ψ|U∩V
είναι οµοιοµορφισµοί. ΄Αρα ϕ(U ∩ V ), ψ(U ∩ V ) είναι ανοιχτά σαν εικόνες
ανοιχτών συνόλων µέσω οµοιοµορφισµών και ψ ◦ ϕ−1 είναι οµοιοµορφισµός
σαν σύνθεση οµοιοµορφισµών.

Συνδυάζοντας τα ανωτέρω αποτελέσµατα, παίρνουµε το επόµενο

1.9 Θεώρηµα. Οι άτλαντες A, B επί του M είναι τοπολογικά συµβιβαστοί, αν
και µόνον αν ορίζουν την ίδια τοπολογία επί του M . 2

Σε µερικές περιπτώσεις, εκτός από την κανονική τοπολογία, µια πολλα-
πλότητα M µπορεί επίσης να έχει µια άλλη τοπολογία τ (π.χ. η σφαίρα S2

έχει τη σχετική τοπολογία, σαν υπόχωρος του R3). Στην επόµενη πρόταση
συγκρίνουµε τις δύο τοπολογίες τA και τ .

1.10 Πρόταση. ΄Εστω (M, τ) ένας τοπολογικός χώρος, εφοδιασµένος µε έναν
άτλαντα A. Τότε οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

i) τ = τA.
ii) Για κάθε (U, ϕ) ∈ A, ισχύει ότι U ∈ τ και ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rm είναι

οµοιοµορφισµός ως προς την τ (όπου U έχει τη σχετική τοπολογία σαν ανοι-
χτό υποσύνολο του τοπολογικού χώρου (M, τ), και το ϕ(U) έχει την σχετική
τοπολογία σαν ανοιχτό υποσύνολο του Rm).
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Απόδειξη. Η συνεπαγωγή i) ⇒ ii) είναι γνωστή από την Πρόταση 1.3. Απο-
δεικνύουµε το αντίστροφο.

΄Εστω A ∈ τ . Θα αποδείξουµε ότι A ∈ τA. Θεωρούµε (U, ϕ) ∈ A. Επειδή
U ∈ τ , παίρνουµε ότι U ∩A ∈ τ , δηλαδή U ∩A είναι ανοιχτό υποσύνολο του
U (ως προς τ ). Εποµένως, ο οµοιοµορφισµός (ως προς τ ) ϕ στέλνει το U ∩ A
σε ένα ανοιχτό υποσύνολο του ϕ(U), το οποίο, µε τη σειρά του, είναι ανοιχτό
υποσύνολο του Rm, σαν εικόνα χάρτη. ΄Αρα, για κάθε (U, ϕ) ∈ A, έχουµε ότι
ϕ(U ∩ A) ⊆ Rm είναι ανοιχτό. ∆ηλαδή (ϐλ. Ορισµό 1.1), A ∈ τA και τ ⊆ τA.

Αντίστροφα, έστω B ∈ τA. Θα δείξουµε ότι B ∈ τ . Θεωρούµε και x ∈ B
και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Από την υπόθεση, U ∈ τ . Επειδή B ∈ τA, από
τον ορισµό της τA, ϕ(B ∩ U) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm, εποµένως και
του ϕ(U). Συνεπώς, ο οµοιοµορφισµός ϕ−1 στέλνει το ανοιχτό υποσύνολο
ϕ(B ∩ U) του ϕ(U) στο ανοιχτό B ∩ U του U (ως προς τ ). ΄Ετσι έχουµε
αποδείξει ότι, για κάθε B ∈ τA και κάθε x ∈ B, υπάρχει U ∩ B ∈ τ µε
x ∈ U ∩B ⊆ B. ΄Αρα B ∈ τ και τA ⊆ τ .

Μια πολλαπλότητα (M,A), εφοδιασµένη µε την κανονική τοπολογία τA,
πάντοτε έχει ορισµένες τοπολογικές ιδιότητες. Πιο συγκεκριµένα:

1.11 Πρόταση. ΄ΕστωA ένας άτλαντας επί τουM . Τότε (M, τA) είναι ένας T1–
χώρος, τοπικά συµπαγής, τοπικά συνεκτικός και τοπικά κατά τόξα συνεκτικός.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε ότι (M, τA) είναι T1: ΄Εστω x, y ∈ M µε x ̸= y.
Υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Αν y /∈ U , τότε U ∈ τA είναι η Ϲητούµενη
περιοχή. Αν y ∈ U , ϑεωρούµε το σηµεία ϕ(x) ̸= ϕ(y) ∈ ϕ(U). Επειδή ο
χώρος Rm (και ο ϕ(U)) είναι T1, υπάρχει ένα ανοιχτό A ⊆ ϕ(U), µε ϕ(x) ∈ A
και ϕ(y) /∈ A. Τότε ϕ−1(A) είναι η Ϲητούµενη περιοχή.

Αποδεικνύουµε τώρα τις άλλες ιδιότητες : ΄Εστω x ∈ M και A ανοιχτή
περιοχή του x. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Τότε x ∈ U ∩ A
και ϕ(U ∩ A) είναι ανοιχτή περιοχή του ϕ(x) στον Rm. Εποµένως, υπάρχει
ε > 0, µε

ϕ(x) ∈ B̂(ϕ(x), ε/2) ⊆ B(ϕ(x), ε) ⊆ ϕ(U ∩ A).

Παρατηρούµε ότι η κλειστή µπάλα B̂(ϕ(x), ε/2) είναι µια συµπαγής, συνε-
κτική και κατά τόξα συνεκτική περιοχή του ϕ(x). Επειδή οι οµοιοµορφι-
σµοί διατηρούν τις προηγούµενες ιδιότητες, ϕ−1(B̂(ϕ(x), ε/2)) ⊆ U ∩ A ⊆ A
είναι η Ϲητούµενη συµπαγής, συνεκτική και κατά τόξα συνεκτική περιοχή
του x.
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Οι προηγούµενες ιδιότητες της κανονικής τοπολογίας είναι τοπικές, δηλα-
δή αναφέρονται στις περιοχές ενός τυχαίου σηµείου. Οι ισχυρότερες ιδιότη-
τες (Hausdorff, συµπάγεια, συνεκτικότητα και κατά τόξα συνεκτικότητα) δεν
εξασφαλίζονται σε µια πολλαπλότητα, όπως µπορεί κανείς να δει στα επόµενα
Παραδείγµατα.

1.12 Παραδείγµατα.

(Α) Η κανονική τοπολογία του (Rm,A = {(Rm, idRm)}) είναι η συνήθης
τοπολογία του Rm, που τον κάνει µιά Hausdorff, συνεκτική και κατά τόξα
συνεκτική, µη συµπαγή πολλαπλότητα.

(Β) Η κανονική τοπολογία που ορίζεται στην µοναδιαία σφαίρα από τον
άτλαντα των στερεογραφικών προβολών (ή αυτόν των ηµισφαιρίων) είναι η
σχετική τοπολογία που ορίζεται από συνήθη τοπολογία του Rm, και κάνει
την S2 µιά Hausdorff, συνεκτική και κατά τόξα συνεκτική, συµπαγή
πολλαπλότητα.

(Γ) Οποιαδήποτε µη τεµνόµενα ανοιχτά A,B ⊆ Rm έχουν ένωση A ∪ B
που είναι πολλαπαπλότητα, µε άτλαντα αποτελούµενο από τον ολικό χάρτη
(A ∪ B, idA∪B). Η κανονική της τοπολογία, που συµπίπτει µε την σχετική
τοπολογία, κάνει την A∪B µια Hausdorff, µη συµπαγή, µη συνεκτική και
µη κατά τόξα συνεκτική πολλαπλότητα.

Μια ιδιαίτερη περίπτωση είναι ο χώρος GL(n,R): Θεωρούµε το χώρο
Mn×n(R) των n× n πραγµατικών πινάκων, που συµπίπτει µε τον ευκλείδειο
χώρο Rn2 µέσω του γραµµικού ισοµορφισµού

Φ : Mn×n(R) → Rn2

,

που στέλνει κάθε πίνακα A = (aij) στο διάνυσµα της µορφής

(a11, a12, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann).

Το Ϲεύγος (Mn×n(R), Φ) είναι ολικός χάρτης του Mn×n(R) και η απεικόνιση

det : Mn×n(R) → R : A→ det(A)

είναι συνεχής, εποµένως η γενική γραµµική οµάδα

GL(n,R) = det−1(R∗),

δηλαδή, το σύνολο των αντιστρέψιµων n× n πινάκων, είναι ένα ανοιχτό υπο-
σύνολο του Mm×m(R). Εποµένως, το Ϲεύγος (GL(n,R), Φ|GL(n,R)) είναι ένας
n2–διάστατος (ολικός) χάρτης του GL(n,R), και

A = {(GL(n,R), Φ|GL(n,R))}
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είναι ένας n2-διάστατος διαφορικός άτλαντας. Θεωρούµε την GL(n,R) εφο-
διασµένη µε τον αντίστοιχο µέγιστο άτλαντα. Ορίζουµε τα επόµενα υποσύνο-
λα του GL(n,R):

GL+(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : det(A) > 0},
GL−(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : det(A) < 0}.

Προφανώς,

GL+(n,R) = det−1(0,+∞) ⊆ GL(n,R),
GL−(n,R) = det−1(−∞, 0) ⊆ GL(n,R)

είναι ανοιχτά και
GL+(n,R) ∩GL−(n,R) = ∅.

Εποµένως η GL(n,R) καλύπτεται από δύο ανοιχτά, µη κενά, ξένα σύνολα.
∆ηλαδή, δεν είναι συνεκτικός χώρος. Πιό συγκεκριµένα, έχει δύο συνεκτικές
συνιστώσες, τις GL+(n,R) και GL−(n,R).

(∆) Μιά µη–Hausdorff πολλαπλότητα (Reeb-Haefliger, 1957): Θεω-
ϱούµε το σύνολο

M := {(t, 0) : t ∈ R} ∪ {(0, 1)}.

Ορίζουµε τα Ϲεύγη (U1, ϕ1) και (U2, ϕ2) µε:

U1 := {(t, 0) : t ∈ R}, ϕ1 := pr1|U1 : U1 → R,
U2 := {(t, 0) : t ∈ R∗} ∪ {(0, 1)}, ϕ2 := pr1|U2 : U2 → R,

όπου pr1 : R2 → R είναι η προβολή στην πρώτη συντεταγµένη. Προφανώς,
ϕ1, ϕ2 είναι 1–1 απεικονίσεις µε ϕ1(U1) = ϕ2(U2) = R.

΄Αρα είναι χάρτες που καλύπτουνM . Ακόµη είναι διαφορικά συµβιβαστοί :
Πράγµατι, U1 ∩ U2 = {(t, 0) : t ∈ R∗}, εποµένως

ϕ1(U1 ∩ U2) = ϕ2(U1 ∩ U2) = R∗ ⊆ R (ανοιχτό).

Η απεικόνιση µεταφοράς

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 = ϕ1 ◦ ϕ−1

2 = idR∗ ,

είναι µια C∞–απεικόνιση. Σαν αποτέλεσµα, A = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} είναι
ένας άτλαντας επί του M και (M,A∗) είναι µια διαφορική πολλαπλότητα.
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΄Οµως ο τοπολογικός χώρος (M, τA) δεν είναι Hausdorff. Για να δείξουµε
αυτό τον ισχυρισµό, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχουν δύο σηµεία στο M , που
δεν έχουν µη τεµνόµενες ανοιχτές περιοχές. Πράγµατι, ϑεωρούµε τα σηµεία
(0,0) και (0,1) και τυχαίες ανοιχτές (ως προς τA) περιοχές τους, A και B,
αντίστοιχα. Τότε, σύµφωνα µε το ορισµό της τA, ϕ1(A ∩ U1) και ϕ2(B ∩ U2)
είναι ανοιχτά υποσύνολα του R. Επειδή (0, 0) ∈ A ∩ U1 και (0, 1) ∈ B ∩ U2,
συµπεραίνουµε ότι 0 = ϕ1(0, 0) = ϕ2(0, 1) ∈ ϕ1(A ∩ U1) ∩ ϕ2(B ∩ U2), που
είναι ένα ανοιχτό, µη κενό υποσύνολο του R. ΄Ετσι περιέχει κάποιο to ̸= 0.
Παρατηρούµε ότι ϕ1(to, 0) = to ∈ ϕ1(A ∩ U1), άρα (to, 0) ∈ A ∩ U1. Οµοια
(to, 0) ∈ B ∩ U2, άρα (to, 0) ∈ A ∩ B. ∆ηλαδή, έχουµε αποδείξει ότι κάθε
Ϲεύγος ανοιχτών περιοχών των (0,0) και (0,1) τέµνεται, εποµένως το M δεν
είναι χώρος Hausdorff.

∆ίνουµε τώρα µια αναγκαία και ικανή συνθήκη για τους χάρτες µιας
πολλαπλότητας που εξασφαλίζει ότι ο αντίστοιχος τοπολογικός χώρος είναι
Hausdorff.

1.14 Πρόταση. Μια πολλαπλότητα (M,A) είναι χώρος Hausdorff, αν και
µόνον αν, για κάθε x ̸= y ∈M , υπάρχουν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A, τέτοιοι ώστε :

x ∈ U, y ∈ V και U ∩ V = ∅.

Απόδειξη. Αν υπάρχουν τέτοιοι χάρτες, προφανώς το M είναι χώρος Haus-
dorff. Αντίστροφα, έστω M Hausdorff. Τότε, υπάρχουν ανοιχτά σύνολα A και
B, µε x ∈ A, y ∈ B και A ∩ B = ∅. Επειδή τα πεδία ορισµού των χαρτών
ενός µέγιστου άτλαντα είναι ϐάση για την κανονική τοπολογία (ϐλ. Πρόταση
1.5) υπάρχουν χάρτες (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A, µε x ∈ U ⊆ A και y ∈ V ⊆ B.
Προφανώς U ∩ V = ∅.

Η συµπάγεια συνεπάγεται περιορισµούς στον άτλαντα µιας πολλαπλότη-
τας, όπως µπορούµε να δούµε στην επόµενη

1.15 Πρόταση. ΄Εστω A ένας άτλαντας επί του M , τέτοιος ώστε (M, τA) να
είναι συµπαγής χώρος. Τότε ο A έχει τουλάχιστον δύο χάρτες.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µόνον ένας (ολικός) χάρτης (M,ϕ).
Τότε ϕ(M) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο ενός ευκλείδειου χώρου Rm (από
τον ορισµό του χάρτη)· είναι επίσης συµπαγές (σαν εικόνα του συµπαγούς
M µέσω της συνεχούς ϕ), δηλαδή είναι κλειστό και ϕραγµένο. Επειδή Rm

είναι συνεκτικός, ϕ(M) είναι ή Rm ή ∅. Επειδή Rm δεν είναι ϕραγµένο, κατ΄
ανάγκη έχουν ϕ(M) = ∅, άτοπο.
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Επειδή κάθε πολλαπλότητα είναι τοπικά κατά τόξα συνεκτική, κάθε συ-
νεκτική πολλαπλότητα είναι επίσης κατά τόξα συνεκτική. Μια άλλη ιδιότητα
των συνεκτικών πολλαπλοτήτων είναι η σταθερή διάσταση, όπως ϕαίνεται στην
επόµενη

1.16 Πρόταση. Αν (M,A) είναι συνεκτικός χώρος ως προς την κανονική
τοπολογία, τότε οι χάρτες του A έχουν την ίδια διάσταση.

Απόδειξη. ΄Εστω για κάθε n ∈ N, An το σύνολο όλων των n-διάστατων χαρτών
του A. Τότε τα σύνολα

Mn :=
⋃

(U,ϕ)∈An

U, n ∈ N,

είναι ανοιχτά, µη τεµνόµενα υποσύνολα του M , και κάποια από αυτά είναι
µη κενά. Εποµένως, κάθε µη κενό Mn είναι µια συνεκτική συνιστώσα του M .
Αν ο M είναι συνεκτικός, µόνο µια τέτοια υπάρχει, και όλοι οι χάρτες έχουν
την ίδια διάσταση.

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο αποδεικνύοντας ότι τα ανοιχτά υποσύνο-
λα µιάς πολλαπλότητας κληρονοµούν τη δοµή πολλαπλότητας. Πιο συγκε-
κριµένα, έχουµε

1.17 Πρόταση. ΄Εστω A ένας n-διάστατος διαφορικός άτλαντας επί του M
και A ∈ τA. Τότε το σύνολο

A|A := {(U ∩ A, ϕ|U∩A) : (U, ϕ) ∈ A µε U ∩ A ̸= ∅}

είναι ένας n-διάστατος διαφορικός άτλαντας επί του A. Ιδιαιτέρως, αν A είναι
µέγιστος, τότε A|A είναι επίσης µέγιστος.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.4, τα στοιχεία του A|A είναι χάρτες επί του
M που ανήκουν στον A∗. Προφανώς είναι επίσης χάρτες του A, καλύπτουν το
A (αφού για κάθε x ∈ A υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , εποµένως x ∈ A∩U )
και είναι συµβιβαστοί µεταξύ τους (αφού ανήκουν στον ίδιο άτλαντα A∗). Σαν
αποτέλεσµα, ο A|A είναι ένας n-διάστατος διαφορικός άτλαντας επί του A.

΄Εστω τώρα ότι ο A είναι µέγιστος και έστω (V, ψ) ένας χάρτης του A
συµβιβαστός µε κάθε χάρτη του A|A. Θα δείξουµε ότι (V, ψ) ∈ A|A. ΄Εστω
(U, ϕ) ∈ A µε U ∩V ̸= ∅. Επειδή (V, ψ) και (U ∩A, ϕ|U∩A) είναι συµβιβαστοί,
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τα σύνολα ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V ) και ψ(U ∩ A ∩ V ) είναι ανοιχτά στο Rn και οι
απεικονίσεις

ψ ◦ ϕ|−1
U∩A : ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V ) −→ ψ(U ∩ A ∩ V ),

ϕ|U∩A ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ A ∩ V ) −→ ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V )

είναι διαφορίσιµες. ΄Οµως, αφού A ∩ V = V ,

ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V ) = ϕ(U ∩ A ∩ V ) = ϕ(U ∩ V ),

ψ(U ∩ A ∩ V ) = ψ(U ∩ V )

και

ψ ◦ ϕ|−1
U∩A = ψ ◦ ϕ−1|ϕ(U∩V ),

ϕ|U∩A ◦ ψ−1 = ϕ ◦ ψ−1|ψ(U∩V ),

δηλαδή, οι χάρτες (U, ϕ), (V, ψ) είναι συµβιβαστοί. ΄Αρα (V, ψ) ∈ A, εποµένως
(V ∩ A, ψ|V ∩A) = (V, ψ) ∈ A|A.

Θα λέµε ότι η διαφορική πολλαπλότητα (A, (A|A)∗) που ορίστηκε στην
προηγούµενη πρόταση είναι µια ανοιχτή υποπολλαπλότητα του (M,A∗).


