MA®HMA 03

1 H ravoviki tonoloyia prag noAAanAdtntag

®a 6¢ei§oupe mpota 0t KAOe oAAaAdTHTA £ival TOMTOAOYIKOG XMOPOG KAl TOTE
9a peAetrjooupe g 181011eg NG ToTtoAOyiag tng. I'ia o oplopd pag toroAo-
ylag xpetaddpaote povov v UIapsh evog TOrOAOYIKOU ATAavid, £101, 0€ OAn
aut) my napaypago, ot Yewpovueveg moAAamotieg eivat TomofoyIkeES.

1.1 Opiopdg. Eoww A évag m-8idotatog torodoyikog atdaviag eri tou M
(01 kat avaykn péyiotog). 'Eva urtoouvodo A tou M 9a Aéyetal avoryto av,
yua kaBe (U, ¢) € A, 1o ouvoro ¢(U N A) eivat avoiytd urtoouvodo tou R™.

Av T4 €ival 1o 6UVOAO OA®V TOV AVOTXTOV UTTIOoUVOA®V tou M mou opiloviat
and v A, ©g avatépe, Tote 10XVEL 1] EOPEVH PATAOT).

1.2 IIpotaon. To ovvoflo T4 gival pia torofoyia emi touv M.
Anoben. Tpopavag wyvetl ) € 74. Akdpn, yia kabe (U, @) € A,
M NU) = oU)

eivat éva avoiyto urtocuvolo tou R, amod tov 0piopo tou Xaptr), rmou arnodet-
kvuer ot M € 74.

Eow wpa A, B € 74. ®a dei§oupe 611t AN B € 74. Mpaypat, yia kabe
(U, 9) € A

S(ANB)NU) = ¢((ANU)N(BNU)) = p(ANTU)N$(BNU).

Enedn ¢(ANU), ¢(BNU) eivat avota oo R™, 10 ¢((AN B) NU) eivar
avoiXto, oav topn avoiXt®v tou R,

'Eoto tédog (A;)icr ma owoyévela, pe A; € 74, yia kabe i € I. ®a
Set§oupe ott A 1= Ui A; € 74. Mpaypan, yia kdbe xaptw (U, ¢) € A,

Aﬂ U = (UieIAi) N U = UiEI(Ai N U),
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ETTOPEVOG

P(ANU) = ¢((UicsrAs) NU) = Uicro(A; N U)

etvat avoiyto otov R™, oav évewon avoixtov, kat n arodeidn eivat minpng. O

1.3 IIpdétaon. Av A civar évagc m-6idotarog tomofoyikog atiaviag €mi tou
M xar 74 elvar n tonofoyia mwou opiletar ano v A, 10te, yia kade yapin
(U, ) € A, épouue:

)yUu er A-

it) H arneucovion ¢ : U — ¢(U) givar opotopop@ioudg.

Anobeailn. Ta kabe (V1) € A, Adye g oupbiBaoctdtntag tov Xaptov tou A,
(V' NU) eivat avoitd oto R™, enopéveg ) i) woxvst.

‘Ocov adopd otnv ii), mpénet va deifoupe ot o1 @, ¢! eival ouvexeig.
Lnpewovoupe ot ta ouvoda U, ¢(U) eival toroloyikoi Xopot pe ) OXETKY)
TortoAoyia rou opiletat aro v torodoyia twv M, R™ avtictoixa. Enopévag,
(BA. TIapaptnua B) éva cuvoro A eivat avoiytd yla v OXeETIKY] TOroAoyia
tou U, av xkat povov av eivat avoiyxto otny 74 kat A C U, kat éva ouvolo
B givat avoitd yia mv oxeukn torodoyia tou ¢(U), av kat povov av sivat
avoixto otnv (ouvrOn) torodoyia tou R™ ka1t B C ¢(U).

T'a myv ouvéxela g ¢: 'Eotw B éva tuxaio avoixtd uroouvodo tou ¢(U)
(emopévag tou R™). @a deifoune ot ¢~ (B) eivat éva avorytd unooyvolo tou
U (emopéveg tou M). Eote (V1)) € A. Téte, apou ¢ (B) C U, eivat

Y@ H(B)NV)=y(¢ (B)ynUNYV)
(1) =gop log(p (B)NUNYV)
= (od ) BNHUNV)),

Adye tng oupBiBactottag tev xaptov (U, ¢) xat (V,¢), 1o ¢(U NV) eivar
avoixto otov R™ katto BN¢(UNV) eivat avoixtd oav topr) avoixtov. Emneidn
n ¢ o ¢! eival opolopopPiondg, petadépet 1o avorxté cuvoro BN op(U NV)
010 avotxté ouvodo (o ¢ 1) (BN (U NV)), dpa 1o ovvodo (1) etvat avorxtd
otov R™, mou ouvendyetat 6t 10 ¢~ (B) eivat avoité oty 74.

Ta ) ouvéxela g ¢ ' : ¢(U) — U, apkel va dei§oune 611, av A eivat éva
avoiyté uroouvodo tou U, 16te (¢ 1)1 (A) = ¢(A) eivar avorxto oto ¢(U).
[paypat, av A eivat avoixto oto U, eivat emiong avoixto oto M, emopévag
OUPQ®OVA HE TO 0PIoRO NG T4, 1 ekova P(A) = ¢(A N U) eivar éva avorytd
urtoouvodo tou R™, enopéveg eriong kat tou ¢(U). O
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1.4 Afqppa. 'Eoww A évag dtiaviag eni evdg ovvoiou M kair A € T4. TOte,
yia kade (U, ¢) € AueUNA # 0, 1o Levyog (UN A, pluna) eivar évag xdaotng
tou M mou avnket otov A*.

Anobealn. Bsopoupe éva xaptn (U,¢) € Ape UN A # (). Téte ¢|lyna stvar
1-1 oav nieplopiopdg pag 1-1 anewoviong kat ¢(U N A) etvat avoitd otov
R™, apou A € 74. AnAady), (U N A, ¢|una) etvar xapmg tou M.

Ta va deifoupe ou (U N A, dlyna) € A*, apket va bei§oupe ot kabe
xapwng (V,¢) € A eivat tonodoyika cupbiBotog pe tov (UN A, ¢lyna). Hpay-
pat, ya UNV NA # (), éxoupe Su UNV N A C UNV eivar avoryto,
oav Topf TPV avolXtev, EMOPEVRg ot opotopopgiopol ¢ : U — ¢(U) rat
v Vo= (V) 10 otédvouv ota avoitd urocuvoda (U NV N A) xat
YU NV NA) tou R™. Mévet va 8ei€oupe 611 o1 aneikovioeig 1 o (¢lyna) !
kat (Plyna) o ¥~ etvar opolopoppiopoi. ‘Opeg, Adye tng oupBiBactdtnTag
tov xaptov (U, ¢), (V, 1) € A, ot aneikovioeig petapopdg 1o ¢~ xat ¢pop*
etvat opolopopPiopoi. Apa

Yo (dlona)™ = (o ¢ ™")|swnvna

Kat
Olwnayo v = (o) |pwnvna

elvatl opolopopP1o0l oav IEPI0P1IoU0l OPOI0UO0PPIoHIAV. O

1.5 IIpdétaon. 'Eotw A cvag tonofoyucdg atdaviag eni tov M rkar A* o avti-
otoyog ugylotog. Tote ta mebia opiouov twv xaptov tou A* opilouv wa Baon
yla v tomoAoyia T.4.

Anobeiln. Tpénet va deioupe ou yua kabe A € 74 kat x € A, undapxet
(U,¢p) € A* pe z € U C A. Tlpaypat, agou ot xapteg tou A kadurtouv
0 M, vnapxel (V,¢) € A, pex € V. @étovtag U := VN A, ¢ := |y xat
XPNOHOTIOIWVIAG TO TIPONYOUHEVO ANpd, TTaipvoupe 1o anotéAsopd. O

1.6 Oplopodg. H torodoyia mou opidetat eri piag rmoAdardotntag amo €va
péytloto dtdavia ovopdadetal Ravoviky toroloyia tg roAdarAotntag.

e 0Aa ta emmopeva, otav avadepopacte otV TonoAoyia piag moAAamndotn-
tag (M, A), 9a evvooupe v Kavovikr) ToroAoyia 7.4.

Amnodeikvioupe Twpa OTl N AVETEP® TOroAoyia propei va opilotel aro
orto1ovorImote AtAavta replEXetal otov HedopEvo PEYLoTO.
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1.7 IIpoétaon. 'Eotw A évag atiaviag tou M kai éotw A* o povabdikdg uéyr-
oto¢ atiaviag mouv mepiéxet tov A. ZuuGoAilouus ue T4 KAl T4+ TG AUTIOTOLYES
tonofoyieg emi tou M. TOte T4 = Ty+.

Anodeifn. Apkel va 6ei§oupe Ot ot o torodoyieg €xouv v ida Paon.
[Mpaypatt, arno wmyv [Ipdtaon 1.5, n 74 €xer faon mou aroteAeitat anod ta
nedia opopou twv xaptov tou A*. Tlapdpoia, n 74+ €Xel BAot) 1ou arotelei-
tat and ta nedia oplopou wv xaptev ou (A*)* = A" O

ZUpgoova pe ty nponyoupevn arnodeiln, duo torodoyikd oupbiBaoctoi
atdavieg A xat B éxouv tov 1610 péyioto A* = B*, apa opilouv emi tou M v
161a tortoAoyia. IIpdypat,

TA=Tpx = Tx = T3.
To avtiotpodo 1oxVEl emiong:

1.8 IIpotaon. 'Eoww A, B datiavieg eni tou M, mou opilovv eni tou M v
ib1a tonofoyia 7. Tote A, B eivar tonofloyikd oup6i16actol.

Anodeiln. Eow (U,¢) € A, (V,¢) € B. Tote UNV € 7 xat dlynv, ¥|vnv
gtvat opotopoppiopoi. Apa (U NV), (U NV) eivar avoita oav eikoveg
AVOIXTGOV OUVOAGV HE0® O010P0PPIOPOV Kat ¥ o ¢~ ' eival opolopoppiopdg
oav oUvOeor OUO0100PPIoUWV. O

Zuvdudadoviag 1a aveTEP® ATIOTEAEOUATA, TIAIPVOULE TO ETIOEVO

1.9 @zapnpa. Ot dtiavieg A, B eni tou M eivar tonofoyika oupbi6aoctol, av
Kat povov av opidouv v idta toroAoyia emni tou M. O

Ze PePIKEG MEPUTIWOELS, EKTOG ATTO TNV KAVOVIKI] TOIoAoyia, pia rmoAAa-
mAotnta M propet emiong va £xel pia dAAn tomodoyia 7 (L. 1 opaipa S?
£XEl TN OXETIKY TormoAoyia, cav unéxmpog tou R3). Zinv enduevn npdtaon
ouyKpivoupe 11§ 6U0 TOToAOYieg T4 KAl T.

1.10 Ipdtaon. 'Eotw (M, T) évag tomofoyucog xwpog, epobiacuvog ue Evav
atfavia A. Tote o1 eMOUEVES TPOTAOEIS gival 100OUVAUES:

)T =Ty

it) INa kade (U, ¢) € A, wxvaeroulU € T kar¢p : U — ¢(U) C R™ elvar
OUOOUOPPIOUOS &G TPog L T (Omou U €xer tn oxetkn tomojloyla oav avor-
X160 umoouvolo tou tomooyikou xwpou (M, 1), kar to ¢(U) éyet tqu oxetucn
tonofoyia oav avoyyto vurtoovvoo tou R™).
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Anodéeln. H ouvenayoyr) i) = i) eival yvootr] ano v [potaon 1.3. Aro-
dewkvuoupe 1o avtiotpodo.

‘Eoww A € 7. ®a anobei§oupe 61 A € 74. Bewpouvpe (U, ¢) € A. Enedn
U € 7, naipvoupe ot U N A € 7, 6ndadr U N A eivat avoiytd urtoouvolo tou
U (og ripog 7). Enopéveg, o opotopopdlopdg (og rpog 7) ¢ otédver to U N A
ot éva avoi to urtoouvodo tou ¢(U), to omoio, pe ) og1pd Tou, eivat avoryto
urtoouvo)o tou R™, cav ewkéva xaptn. Apa, yia kabe (U, ¢) € A, éxoupe ot
o»(UNA) CR™ eivat avoixtd. Anhadr) (BA. Opiopo 1.1), A € 74 kar 7 C 74.

Avtiotpoga, ¢otw B € 74. Oa dsi§oupe ot B € 7. @cwpoupe kat x € B
kat (U,¢) € Apex € U. And v unobeon, U € 7. Enedyy B € 74, ano
oV 0p1opod g T4, ¢(B N U) eivat avoiyto urnoouvodo tou R™, emopévag kat
tou ¢(U). Zuvendg, 0 opolopopPlonds ¢! otédvel T0 avolytd UTIOGUVOAO
(B NU) twu ¢p(U) oto avorxtdé BN U tou U (og mpog 7). 'Etot €xoupe
arodei§etl o1, yua kdbe B € T4 kat kabe x € B, vniapxet U N B € T pe
reUNBCB. ApaBeTratty C. O

Mia noddarddmta (M, A), epobiaopévn pe v Kavovikr) toroloyia 74,
TTAVTOTE £XEL OPLOPEVESG TOTTOAOYIKEG 1810t TeG. [T10 ouyKkekppéva:

1.11 HIpéraon. 'Eotw A évag atiaviag enitov M. Tote (M, 74) eivat évagT)-
X@POG, TOTKA CUUTLAyNG, TOTIKA OUVEKTIKOG Kal TOTKd Katd 10{a OUVEKTIKOG.

Anoberfn. Arodeikvuoupe ot (M, 74) eivar 11: Eoww x,y € M pe x # .
Yrnapxet (U,¢) € Apex € U. Avy ¢ U, tote U € 74 eivatl n {nrovpevn
nepoxyy. Av y € U, 9ewpovpe to onpeia ¢(x) # ¢(y) € ¢(U). Enedn o
xopog R™ (kat o ¢(U)) eivar T, unapxet éva avoxto A C ¢(U), pe ¢(x) € A
kat ¢(y) ¢ A. Tote ¢ 1(A) eival n {nrovpevn miepoxy.

Arnobeikvuoupe topa tg dddeg 161otteg: Eoww © € M xat A avoi )
neploxy) tou z. @swpoupe éva xapt (U, ¢) € Apex € U. Totex € UN A
kat (U N A) eivar avoi ) rieploxty tou ¢(z) otov R™. Enopéveg, urnapxet
€ >0, pe

é(x) € B(¢(x),£/2) € B(d(x),e) € ¢(U N A).

[Mapatnpoupe Ot 1 KAgot) prdda B (¢(x),e/2) eivar ma ouprnayng, ouve-
KTIKI] KAl KAtd 10%a OUVEKTIKY Teptoxy) tou ¢(z). Emneidry ot opolopopdr-
opot 61atnpouv Tig MPONYOoUHEVES 1810TNTES, ¢_1(§(¢(:U), e/2)) CUNACA
elvat n {nrovpevn oUPIAYNG, OUVEKTIKY KAl KATA TO§A OUVEKTIKY IEPLOXH
TO0U Z. O
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Ot ponyoupeveg 1610TNTeg TG KAVOVIKNG TOIToAoyiag eivat torukég, dnia-
o1 avagpépovral otig meploxég evog tuxaiou onpeiou. Ot 10xUpOTEPES 1610TN-
1eg (Hausdorff, ouprnayeia, ouvekTIKOTNTA KAl KATA TOEA OUVEKTIKOTNTA) SV
eCaopalidovtal oe pia moAAarAdtna, Onwg PIopei kaveig va det ota enopeva
[Mapadetypata.

1.12 Mapadeiypata.

(A) H xavovikr) torodoyia tou (R, A = {(R™,idgm)}) eivar n ouvnéng
tortoAdoyia tou R, rou tov kavet pra Hausdorff, ouvektikn xat kata toa
OUVEKTLKI], in oupnayr noAlanAdtnta.

(B) H xavovikr] tortoAdoyia mou opidetat oty povadiaia opaipa anod tov
ATAQVIa TV OTEPEOYPAPIKOV TTPOoBOA®V (1] autdv Tewv nuiodpalpiov) eivatl n
OXEUKN ToroAoyia 1rmou opiletat ano ouvrOn torodoyia tou R™, kat kavet
mv S? md Hausdorff, ouvektiky Kat Katd t6fa OUVEKTIKY, cupnayn
noAAamAotnta.

() Ormowadnnote pn tepvopeva avoixta A, B C R™ éxouv évoon A U B
mou eival moAAananAotnta, Pe ATAavia AroTEAOUHEVO ATIO TOV OAIKO XAPTH)
(AU B,idaup). H xavovikr) tng toroAoyia, mou CUUIUITIEL Pe TV OXETKN
tortodoyia, kavel tnv AU B piia Hausdorff, pn oupnayr), pn OUveRTiKI Kat
A1 Katd toa OUVERTIKI noAAanAodtnta.

Mia 18iaitepn mepimwon etvat o xopog GL(n,R): @ewpoupe 10 XOpo
Mxn(R) 10V 17 X 1 paypatikev mvAakev, IIoU CURITITIEL He TOV EUKAEIBe10
X®PO R H£0® TOU YPAPHIKOU 10010P(10H0U

® : Mpun(R) — R,
rou otédvetl kaBe mivaka A = (a;;) oto Slavuopa g pHopPrg
(@11, @125« 5 Alpy Q215+ ooy A2y« oy Ay -+ 5 Q) -
To Geuyog (M,,xn(R), ®) eivat oAdkog xaping tou M, (R) kat n anewkovion
det : Myun(R) - R: A — det(A)
elvat ouvexrg, EMOPEVOG 1 YEVIKY YPARP1KY Opada
GL(n,R) = det ' (R,),

6nAadn, 10 OUVOAO TV AVTICTPEWYTHI®V 1 X N TIIVAK®V, £ival €évd avoiyto UTIo-
oUVOAO TOU M, (R). Emopévag, to Zevyog (GL(n,R), ®|qrmr)) elvat évag
n?-8&1aotatog (0Akog) xdptng tou GL(n, R), xat

A= {(GL(n,R), ®lgrmr)}
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eivat évag n?-61dotatog Sradopikog drdaviag. @swpoupe v GL(n, R) epo-
draopévn pe tov avtiotorko peytoto dtdavia. Opidoupe ta endpeva UOGUVO-
Aa tou GL(n,R):

GL"(n,R) = {A € GL(n,R) : det(A) > 0},
GL™(n,R) = {A € GL(n,R) : det(A) < 0}.

IMpogpavwg,

GL*(n,R) = det (0, +00) C GL(n,R),
GL™ (n,R) = det™(—00,0) C GL(n,R)

elvatl avoiytda kat

GL*(n,R)NGL™ (n,R) = 0.

Eropévag 1 GL(n, R) xaduretal and dUo avoitd, pn Kevd, &Eva ouvola.
AnAadn, dev etval ouvekTIKog X®MPog. 110 ouyrekppéva, £€xel SUO OUVEKTIKEG
ouviotwoeg, g GLT(n, R) xat GL™ (n, R).

(A) Mia pn-Hausdorff moAAanAotnta (Reeb-Haefliger, 1957): Ocw-

POUE TO OUVOAO
M = {(t,0):t € R}U{(0,1)}.

Opigoupe ta evyn (Us, ¢1) xat (Uy, ¢2) pe:

U, = {(t,O)tGR}, ¢1 Z:pT’1|U12U1—)R,
Uy = {(t,O) tER*}U{<0,1)}, (bg I:pT’1|U2 IUQ%R,

érmou pry : R? — R etvatl n mpoBoAn otnv mpdtn ouvietaypévn. Ipodpaveg,
¢1, ¢o etvar 1-1 anewovioeig pe ¢y (Uy) = ¢o(Us) = R.

‘Apa eivatl xapteg rou kaAurtouv M. Akoun eivat Stapopikda oupbiBaotoi:
Hpaypatw, Uy N Uz = {(t,0) : t € R, }, emopévag

¢1(U1 N UQ) = ¢2(U1 N UQ) = R* Q R (QVOlXTé).
H aneikovion petagopdg
Gp0d' = ¢1o¢," =idg,,

etvat pua C*-anewkovion. Zav arotédeopa, A = {(Uy, ¢1), (Uz, ¢2)} eivar
¢vag ardavrag eni tou M xat (M, A*) eivat pjia dagopikr) roAdardomta.
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'Opwg 0 torodoyikog Xopog (M, 74) ev eivar Hausdorff. Ta va 8ei§oupe
auTo ToV 10XUPLoN0, apkel va dei§oupe 6t urntapyxouv duo onueia oto M, mou
dev €xouv Hn teEPVOPEVEG avolXTEG TEPloxES. Ilpaypartt, Sewpoupe ta onpeia
(0,0) xat (0,1) kat tuyaieg avoiytég (g mPog 74) meploxég toug, A kat B,
avtiotoixa. Tdte, oupgeva pe 1 0plopd g 74, ¢1(A N UL) kat ¢o(B N Us)
gtvat avoiyta urtoouvoda tou R. Enedn (0,0) € ANU; kar (0,1) € BN Uy,
ouprtepaivoupe 6t 0 = ¢1(0,0) = ¢2(0,1) € ¢1(ANUy) N gpo(B N Us), mou
elvat éva avoiyto, pun kevo urtoouvodo tou R. 'Etot mepiéyetl kamnow t, # 0.
[apatwmpouvpe ot ¢ (t,,0) = t, € ¢p1(ANUL), dpa (t,,0) € ANU;. Opoa
(t5,0) € BN U, apa (t,,0) € AN B. AnAadr, ¢xoupe anodeiel 6T kKAOe
{euyog avoiytav rneplox®v v (0,0) kat (0,1) tépvetatl, ernopéveog to M dev
etvat xopog Hausdorft.

Atvoupe tpa pla avaykaia Kail 1Kavry cUvONKL yla Toug XApTeg Hiag
roAdarAotntag rmou e§aodadilel 0Tl 0 avtiotol oG TOTTOAOYIKOG XWPOS eivat
Hausdorff.

1.14 Ipéraon. Miwa noddarnioma (M, A) eivar yopog Hausdorff, av kai
uovov av, yia kade x # y € M, unapyouvv (U, @), (V) € A, této10t @ote:

relU,yeV ka UNV =0.

Amédeifn. Av undpyouv t€tolol xapteg, ripopaveg to M eivar xopog Haus-
dorff. Avtiotpoga, ¢ot® M Hausdorff. Tote, urtapyouv avoiytd ouvoda A kat
B,pex € Ay € Brat AN B = (). Eneidr) ta nedia opiopou 1oV Xaptwv
€VOG p€ylotou atdavta eivat Bdon yla v kavovikr) tortodoyia (BA. Ilpdtaon
1.5) uniapyouv xapteg (U, ¢), (V,v)) € A, pexr € U C Axary € V C B.
Ipogavas U NV = (. O

H oupnayela ouvendyetatl meplopioplousg otov atAavia piag moAAarndotn-
1ag, OTIG PIIOPOUHE va SOUHE OtV eMOPEVN

1.15 Hpdraon. 'Eoww A vag atlaviag eni tou M, térowog wote (M, T4) va
glvat ouurayng xwpog. Tote o A €xet touilayiotov U0 xdoteg.

Anoberfn. Ag unobooupe Ot urapxel povov évag (0Akog) xaptng (M, ¢).
Tote ¢p(M) eivar éva avoi(td uroouvodo evog eurAeideiou xopou R™ (amé
TOV OplOPO TOU Xdptr): eival emiong ouprnayeg (oav ekova tou CUPIAayoug
M péowm tng ouvexoug ¢), dndadn eival kAewotd kat gpaypévo. Emedry R™
etvat ouvektikdg, (M) eivar ) R™ 1) (). Enedry R™ dev eivatl gpaypévo, kat
avaykn éxouv ¢(M) = (), atoro. O
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Erne1dr) kdOe moAdarddtnta eivat TormkKa KAatd to§a OUVEKTIKY, KABs ou-
VEKTIKY] TIOAAATIAGTNTA €lval €MioNg KATd T0&a oUVeEKTIKTY. Mia aAAn 16i6tnta
TV OUVEKTIKQOV TTOAAATAOT TRV ivatl 1 otabepr) Siaotaor), 6TIOG @aivetat otnv
ETTIOLIEVT

1.16 IIpoétaon. Av (M, A) eivar oUveKtikKOg XMPOS &S TPOS TNV KAVOVIKN
tormooyla, t0te ot xapteg tou A gxouv v ibia idotaon.

Anobeiln. Eow yua kabe n € N, A, 10 0Uvodo 6Aev oV n-61a0tat®v Xaptov
tou A. Téte ta ouvoda

M, = U U neN,
(U,p)eA,

elvat avoiytd, pn tepvopeva urnoouvoda tou M, kat karola and auvta eivat
un keva. Enopéveg, kabe pn kevo M, eivatl pia ouvektikn cuviotwoad tou M.
Av o M eivail ouveKTIKOG, POVO H1d TETO1A UTTAPXEL, KAl OAOL 01 XAPTEG £€XOUV
v 161a iaotaorn. O

KAetvoupe aut) v napdaypado anodeikvyoviag 0Tt Td avolytd UItoouvo-
Aa pudg moAAardotntag KAnpovopouv 1 dopr) moAdardotnrag. ITo ouyke-
KPéva, £X0UE

1.17 Ipdétaon. 'Eotw A évag n-6idotarog dtapopikog atiaviag eni tou M
rkat A € 74. Tote 10 ovvoAo

Ala:={UNA, dluna) : (U,¢) € ApeUN A # 0}

glvat évag n-6laotarog dragopicog atiaviag emi tou A. Isiaitépwg, av A sivat
ueyiotog, tote Al 4 elvar emiong uéyiotog.

Anobeifn. Tupgova pe 1o Anppa 1.4, ta otoiyeia tou A| 4 sivat xapteg erti tou
M mou aviikouv otov A*. TIpopavag eivat eriong xapteg tou A, KaAUmtouv to
A (a@ou yia ka0e x € A undpxel (U, ¢) € Ape x € U, enopévag x € ANU)
kat eivat oupBiBaoctoi petadu toug (apou avrikouv otov 1610 atdavia A*). Tav
anotédeopa, o A|4 eival évag n-61dotatog S1apopikog drdaviag erti tou A.
'Eoto tpa ot o A eival péyotog kat ¢oww (V1) évag xapmng tou A
oupBiBaotog pe kabes xdaptn wou Al4. @a beifoupe ou (V)1)) € Als. Eoww
(U,¢) € Ape UNV # . Enedn (V, ) xar (UNA, ¢|yna) eivat oupbiBaotoi,



1 H KANONIKH TOIIOAOI'TIA MIAY IIOAAAIIANAOTHTAX 10

ta ouvora ¢|yna(UNANV) kat (U N ANV) eivat avoixtd oto R” xat ot
ATEIKOVIOELG

Vo dlghs: dlura(UNANYV) — p(UNANV),
Pluna o L p(UNANY) — lura(UNANY)

elvat duapopiopeg. 'Opwg, apou ANV =V,

Plora(UNANV) =g(UNANV) =9l NYV),
Y(UNANV)=yUNYV)

Kdti

Yo ¢’UnA—¢ o |¢>(Unv
¢|U0AO¢ =go |wUmV)>

&nAabdn, ovxaptes (U, ¢), (V, 1) eivar oupbiBaotot. Apa (V, 1)) € A, enopévog
(VA Ylvaa) = (V) € Ala. O

®a Aépe ou n dagopikr) roAdarddmnta (A, (Al4)*) mou opiotnke oty
nponyoupevn rpdtaon ivat pia avoiyty vnonoAAarmdtnta wou (M, A%).



