
ΜΑΘΗΜΑ 04

1 ∆ιαφορίσιµες Απεικονίσεις

Θα ορίσουµε την έννοια της διαφορισιµότητας για απεικονίσεις µεταξύ πολλαπλο-
τήτων, γενικεύοντας έτσι τη συνήθη διαφορισιµότητα απεικονίσεων µεταξύ ευκλεί-
δειων χώρων. Η αντίστοιχη έννοια της παραγώγου (ή του διαφορικού) ϑα ορισθεί
αργότερα, πάνω σε κατάλληλους γραµµικούς χώρους (τους εφαπτόµενους χώρους),
που είναι προσαρτηµένοι στα σηµεία της πολλαπλότητας.

Σε όλη την παρούσα Παράγραφο, υποθέτουµε ότι (M,A), (N,B) είναι διαφορικές
πολλαπλότητες µε αντίστοιχες διαστάσεις m και n.

1.1 Ορισµός. Μια απεικόνιση f :M → N ονοµάζεται Ck
–διαϕοϱίσιµη στο x ∈M ,

αν υπάρχουν (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B τέτοιοι ώστε : x ∈ U, f(U) ⊆ V και η
απεικόνιση

F := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊆ Rm −→ ψ(V ) ⊆ Rn

είναι Ck–διαφορίσιµη στο ϕ(x) (σύµφωνα µε τη συνήθη έννοια της διαφορισιµότητας
σε ευκλείδειους χώρους). Ονοµάζουµε την απεικόνιση F τοπική παράσταση της f
µέσω των χαρτών (U, ϕ) και (V, ψ).

Μια απεικόνιση f : M −→ N ονοµάζεται Ck
–διαϕοϱίσιµη, αν είναι Ck–διαϕο-

ϱίσιµη, σε κάθε x ∈M . Συµβολίζουµε µε Ck(M,N) το σύνολο των Ck–διαφορίσιµων
απεικονίσεων µεταξύ των πολλαπλοτήτων M και N .
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Στα επόµενα, λέγοντας διαφορίσιµη απεικόνιση, εννοούµε C∞–διαφορίσιµη απει-
κόνιση.

Είναι σηµαντικό ότι η διαφορισιµότητα µιας απεικόνισης δεν εξαρτάται από την
επιλογή των χαρτών. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε την

1.2 Πρόταση. ΄Εστω f :M → N διαφορίσιµη στο x ∈M . Τότε, για κάθε Ϲεύγος από
χάρτες (U1, ϕ1) ∈ A και (V1, ψ1) ∈ B µε x ∈ U1, και f(U1) ⊆ V1, η τοπική παράσταση

F1 := ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1) → ψ1(V1)

είναι διαφορίσιµη στο ϕ1(x).

Απόδειξη. Αφού η f είναι διαφορίσιµη στο x, υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B που ικανοποιούν τις συνθήκες του ορισµού. ΄Εστω (U1, ϕ1) ∈ A και
(V1, ψ1) ∈ B µε x ∈ U1 και f(U1) ⊆ V1. Θα δείξουµε ότι η τοπική παράσταση F1

της f µέσω των (U1, ϕ1) και (V1, ψ1) είναι διαφορίσιµη στο ϕ1(x). Αρκεί να ϐρούµε
ένα ανοιχτό υποσύνολο A του ϕ1(U1), τέτοιο ώστε ϕ1(x) ∈ A και F1|A να είναι C∞-
απεικόνιση στο ϕ1(x).

Λόγω της συµβιβαστότητας των χαρτών (U, ϕ), (U1, ϕ1) και (V, ψ), (V1, ψ1), έχου-
µε ότι οι

ϕ ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U) → ϕ(U1 ∩ U),

ψ1 ◦ ψ−1 : ψ(V ∩ V1) → ψ(V ∩ V1)

είναι C∞-απεικονίσεις (σε όλο το πεδίο ορισµού τους). ΄Εστω F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 η
τοπική παράσταση της f µέσω των (U, ϕ) και (V, ψ), που από την υπόθεση είναι
διαφορίσιµη στο ϕ(x). Επειδή το ϕ(U ∩ U1) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του ϕ(U),
ο περιορισµός

F |ϕ(U∩U1) : ϕ(U ∩ U1) → ψ(V ∩ V1)
είναι διαφορίσιµος στο ϕ(x) (σαν περιορισµός µιας διαφορίσιµης απεικόνισης σε
ένα ανοιχτό υποσύνολο του πεδίου ορισµού της). Εποµένως, έχουµε το επόµενο
µεταθετικό διάγραµµα:

ϕ1(U1) ⊇ ϕ1(U ∩ U1)
ϕ ◦ ϕ−1

1- ϕ(U ∩ U1) ⊆ ϕ(U)

ψ1(V1)

F1

?

⊇ ψ1(V ∩ V1)

F1|ϕ1(U∩U1)

?
�
ψ1 ◦ ψ−1

ψ(V ∩ V1)

F |ϕ(U∩U1)

?

⊆ ψ(V )

F

?

΄Αρα, ϐρίσκουµε ότι

F1|ϕ1(U∩U1) = (ψ1 ◦ ψ−1) ◦ F |ϕ(U∩U1) ◦ (ϕ ◦ ϕ−1
1 ),

είναι C∞ στο σηµείο ϕ1(x), σαν σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων. Θέτοντας
A := ϕ1(U ∩ U1) παίρνουµε το αποτέλεσµα.
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1.3 Πρόταση. Μια απεικόνιση f : (M,A) → (N,B) που είναι διαφορίσιµη στο x ∈M ,
είναι συνεχής στο x.

Απόδειξη. Επειδή η f είναι διαφορίσιµη στο x, υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B µε x ∈ U , f(U) ⊆ V και

F := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

διαφορίσιµη στο ϕ(x). Τότε η F , αφού είναι διαφορίσιµη, είναι επίσης συνεχής στο
ϕ(x). Επειδή οι ϕ και ψ είναι οµοιοµορφισµοί, η

f |U = ψ−1 ◦ F ◦ ϕ : U → V

είναι συνεχής στο x. Εποµένως η f είναι συνεχής στο x.

1.4 Παρατηρήσεις. (1) Ας υποθέσουµε ότι η διαφορική δοµή του M (αντίστ. του N )
ορίζεται από τον µέγιστο άτλαντα A′ (αντίστ. B′), που περιέχει τον δοθέντα άτλαντα
A (αντίστ. B) του M (αντίστ. του N ). Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, για
να ελέγξουµε τη διαφορισιµότητα µιας f : M → N στο x ∈ M , αρκεί να ελέγξουµε
τη διαφορισιµότητα της τοπικής παράστασης F , για δύο χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B, µε x ∈ U και f(U) ⊆ V . ∆ηλαδή, αρκεί να ελέξουµε τη διαφορισιµότητα
της F για τους δεδοµένους χάρτες που ανήκουν στους A και B.

Αυτό είναι ιδιαιτέρως χρήσιµο στην περίπτωση µιας πολλαπλότητας της οποίας η
διαφορική δοµή εισάγεται από συγκεκριµένους (ϐολικούς) άτλαντες. Για παράδειγ-
µα, στην περίπτωση του Rn, µπορούµε να περιοριστούµε στον άτλαντα {(Rn, idRn)},
στην περίπτωση της σφαίρα S2 µπορούµε να χρησιµοποιούµε τους δύο χάρτες της
στερεογραφικής προβολής, κλπ.

(2) Στην Ανάλυση, η διαφορισιµότητα µιας απεικόνισης έχει απόλυτη σηµασία.
Στο πλαίσιο των πολλαπλοτήτων, µια απεικόνιση µπορεί να είναι ή να µην είναι δια-
ϕορίσιµη, ανάλογα µε την επιλογή της διαφορικής δοµής (: µέγιστος άτλαντας) που
ϑεωρείται. Για παράδειγµα, αν A είναι ο συνήθης µέγιστος άτλαντας στο R, ο επα-
γόµενος από τον ολικό χάρτη (R, idR), και B είναι ο µέγιστος άτλαντας ο επαγόµενος
από τον ολικό χάρτη (R, ψ) (ϐλ. ΄Ασκηση 8 από τις Ασκήσεις 01), τότε η απεικόνιση

f : R → R : t 7→ t1/3

δεν είναι διαφορίσιµη σαν απεικόνιση f : (R,A) → (R,A), αλλά είναι διαφορίσιµη
σαν απεικόνιση f : (R,A) → (R,B).

1.5 Θεώρηµα. (Κανόνας της Αλυσίδας, µέρος Ι) Υποθέτουµε ότι οι (X,A), (Y,B) και
(Z, C) είναι διαφορικές πολλαπλότητες και ότι οι απεικονίσεις f : X → Y , g : Y → Z
είναι διαφορίσιµες στα x ∈ X και f(x) ∈ Y , αντίστοιχα. Τότε η g◦f είναι διαφορίσιµη
στο x.
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Απόδειξη. Επειδή η g είναι διαφορίσιµη στο f(x), υπάρχουν χάρτες (W,χ) ∈ C και
(V, ψ) ∈ B, τέτοιοι ώστε f(x) ∈ V , g(V ) ⊆ W και η τοπική παράσταση

χ ◦ g ◦ ψ−1 : ψ(V ) → χ(W )

είναι διαφορίσιµη στο ψ(f(x)). Η συνέχεια της f στο x συνεπάγεται ότι υπάρχει ένα
ανοιχτό A ⊆ X, µε x ∈ A και f(A) ⊆ V . Επειδή τα πεδία ορισµού των χαρτών
ενός µέγιστου άτλαντα σχηµατίζουν µια ϐάση για την κανονική τοπολογία, υπάρχει
ένας χάρτης (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U ⊆ A. Τότε f(U) ⊆ V και η αντίστοιχη τοπική
παράσταση

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x). Θεωρούµε τους χάρτες (U, ϕ) του X και (W,χ) του Z.
Τότε x ∈ U , g(f(U)) ⊆ g(V ) ⊆ W , και η τοπική παράσταση

χ ◦ (g ◦ f) ◦ ϕ−1 = (χ ◦ g ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) : ϕ(U) → χ(W )

είναι διαφορίσιµη σαν σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων.

Το Θεώρηµα 1.5 είναι µέρος του κανόνα της αλυσίδας για απεικονίσεις που
ορίζονται σε πολλαπλότητες. Η πλήρης µορφή του κανόνα της αλυσίδας ϑα δοθεί
αργότερα, όταν ϑα αποδείξουµε ένα τύπο για το διαφορικό της σύνθεσης.

2 Παραδείγµατα

Οι επόµενες προτάσεις παρέχουν µερικά παραδείγµατα διαφορίσιµων απεικονίσεων
µεταξύ πολλαπλοτήτων.

Αν οι ευκλείδειοι χώροι ϑεωρούνται σαν πολλαπλότητες µε την συνήθη διαφορική
δοµή, τότε οι διαφορίσιµες απεικονίσεις µε την έννοια του Ορισµού 1.1 συµπίπτουν
µε τις συνήθεις διαφορίσιµες απεικονίσεις του Απειροστικού Λογισµού:

2.1 Πρόταση. ΄Εστω A ⊆ Rn ανοιχτό και f : A → Rm. Τότε η f είναι διαφο-
ϱίσιµη σαν απεικόνιση µεταξύ των διαφορικών πολλαπλοτήτων (A, {(A, idA)}′) και
(Rn, {(Rn, idRn)}′), αν και µόνον αν η f είναι διαφορίσιµη σαν (τοπικά ορισµένη)
απεικόνιση µεταξύ ευκλείδειων χώρων.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι οι χάρτες (A, idA) και (Rn, idRn) είναι κατάλληλοι για
να ϑεωρήσουµε τοπική παράσταση της f σε κάθε σηµείο x ∈ A. Τότε η f είναι
διαφορίσιµη σαν απεικόνιση µεταξύ πολλαπλοτήτων, αν και µόνον αν η τοπική πα-
ϱάσταση

idRn ◦ f ◦ (idA)−1 : idA(A) → idRn(Rn),

δηλαδή η απεικόνιση
f : A→ Rn

είναι διαφορίσιµη, µε τη συνήθη έννοια.
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2.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Τότε η απεικόνιση
idM : M →M είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ M και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Παρατηρούµε ότι idM(U) =
U ⊆ U , δηλαδή, υπάρχει τοπική παράσταση της idM ως προς τους χάρτες (U, ϕ) και
(U, ϕ)

ϕ ◦ idM ◦ ϕ−1 = idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

που είναι διαφορίσιµη.

2.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλότητα και (A,A|A) ανοιχτή υποπολ-
λαπλότητά της. Τότε η κανονική εµφύτευση i : A→M είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ A και (U, ϕ) ∈ A|A ⊆ A µε x ∈ U . Προφανώς, η τοπική
παράσταση

ϕ ◦ i ◦ ϕ−1 = idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

της i ως προς τους χάρτες (U, ϕ) ∈ A|A και (U, ϕ) ∈ A υπάρχει και είναι διαφορίσι-
µη.

2.4 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες. Θεωρούµε το καρ-
τεσιανό γινόµενο M × N εφοδιασµένο µε τον διαφορικό άτλαντα (A × B)′. Τότε οι
κανονικές προβολές pM : M ×N →M και pN : M ×N → N είναι διαφορίσιµες.

Απόδειξη. ΄Εστω (x, y) ∈ M × N και έστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U και (V, ψ) ∈ B µε
y ∈ V . Θεωρούµε το Ϲεύγος των χαρτών (U ×V, ϕ×ψ) επί M ×N και (U, ϕ) επί του
M . Τότε (x, y) ∈ U × V , pM(U × V ) = U και η τοπική παράσταση της pM ως προς
τους ανωτέρω χάρτες είναι η κανονική προβολή

ϕ ◦ pM ◦ (ϕ× ψ)−1 = Pϕ(U) : ϕ(U)× ψ(V ) −→ ϕ(U) :

(h, k) 7−→ h,

που είναι διαφορίσιµη. Ανάλογα δείχνουµε ότι η pN είναι επίσης διαφορίσιµη.

2.5 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες. Θεωρούµε το καρ-
τεσιανό γινόµενο M ×N εφοδιασµένο µε τον διαφορικό άτλαντα (A×B)′. ΄Εστω και
ένα σταθεροποιηµένο σηµείο (xo, yo) ∈M ×N . Τότε οι κανονικές εµφυτεύσεις

iM :M −→M ×N : iM(x) = (x, yo)

iN : N −→M ×N : iN(y) = (x0, y)

είναι διαφορίσιµες.
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Απόδειξη. ∆είχνουµε την διαφορισιµότητα της iM : ΄Εστω x ∈ M . Υπάρχουν χάρτες
(U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U και yo ∈ V . Θεωρούµε τους χάρτες (U, ϕ) και
(U × V, ϕ × ψ). Τότε x ∈ U , iM(U) = U × {yo} ⊆ U × V και η τοπική παράσταση
της iM µέσω των ανωτέρω χαρτών

(ϕ× ψ) ◦ iM ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ϕ(U)× ψ(V )

(ϕ× ψ) ◦ iM ◦ ϕ−1(h) = (ϕ× ψ)(ϕ−1(h), yo) = (h, ψ(yo)), ∀ h ∈ ϕ(U)

είναι διαφορίσιµη.

Θα µελετήσουµε τώρα δύο ειδικές περιπτώσεις που εµφανίζονται συχνά στο πλαί-
σιό µας. Πρώτα ϑεωρούµε µια πραγµατική συνάρτηση f : M → R, όπου R είναι
πολλαπλότητα µε τη συνήθη διαφορική δοµή. Αν ϑεωρήσουµε τον ολικό χάρτη
(R, idR) στο R, τότε κάθε χάρτης (U, ϕ) επί του M έχει την ιδιότητα f(U) ⊆ R. ΄Ετσι,
για κάθε χάρτη (U, ϕ) επί του M µε x ∈ U , η τοπική παράσταση

(1) f ◦ ϕ−1 = idR ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R

ορίζεται. Παίρνουµε λοιπόν την

2.6 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Μια πραγµατική απει-
κόνιση f : M → R είναι διαφορίσιµη στο x ∈ M , αν υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U ,
τέτοιος ώστε η (1) να είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x).

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το σύνολο

C∞(M,R) = {f : (M,A) → R}

όλων των διαφορίσιµων συναρτήσεων επί του M είναι µια µεταθετική, προσεταιρι-
στική άλγεβρα µε µονάδα.

Η δεύτερη περίπτωση είναι, πιο γενικά, µια διανυσµατική απεικόνιση
f :M → Rn. Αν pri : Rn → R είναι οι συνήθεις προβολές, ορίζονται οι απεικονίσεις

(2) fi := pri ◦ f :M → R, i = 1, . . . , n

η διαφορισιµότητα των οποίων περιγράφεται στην προηγούµενη πρόταση. Τότε,
παίρνουµε

2.7 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Μια διανυσµατική απει-
κόνιση f :M → Rn είναι διαφορίσιµη στο x ∈M , αν και µόνον αν όλες οι πραγµατικές
απεικονίσεις (2) είναι διαφορίσιµες.
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Απόδειξη. Αν f είναι διαφορίσιµη στο x, τότε κάθε fi είναι διαφορίσιµη στο x, σαν
σύνθεση της f µε τη γραµµική απεικόνιση pri.

Αντίστροφα, έστω fi διαφορίσιµη στο x, για κάθε i = 1, . . . , n. ΄Εστω και (U, ϕ)
ένας χάρτης επί του M µε x ∈ U . Θεωρούµε την τοπική παράσταση

idRn ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ Rn.

Είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x), αν και µόνον αν οι συνιστώσες της

pri ◦ (f ◦ ϕ−1) = fi ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R

είναι διαφορίσιµες στο ϕ(x). Το τελευταίο ισχύει, αφού οι απεικονίσεις pri ◦ (f ◦ϕ−1)
είναι οι τοπικές παραστάσεις της fi µέσω των χαρτών (U, ϕ) και (R, idR).

3 Αµφιδιαφορίσεις

3.1 Ορισµός. Μια διαφορίσιµη απεικόνιση f :M → N µεταξύ διαφορικών πολλα-
πλοτήτων ονοµάζεται αµφιδιαφόριση, αν είναι αµφιµονοσήµαντη και η αντίστροφη
f−1 : N →M είναι διαφορίσιµη.

3.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και έστω
(U, ϕ) ∈ A. Τότε ϕ : U → ϕ(U) είναι µια αµφιδιαφόριση µεταξύ των ανοιχτών
υποπολλαπλοτήτων U και ϕ(U) των M και Rm, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Θεωρούµε U και ϕ(U) εφοδιασµένα µε τους ολικούς χάρτες (U, ϕ) και
(ϕ(U), idϕ(U)). Οι τοπικές παραστάσεις των ϕ και ϕ−1 συµπίπτουν µε την αµφιδια-
ϕόριση

idϕ(U) = idϕ(U) ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Συνδυάζοντας τις Προτάσεις 2.5 και 3.2 έχουµε

3.3 Πόρισµα. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα και (U, ϕ) ∈ A. Τότε οι
συντεταγµένες xi = pri ◦ ϕ : U → R είναι διαφορίσιµες.

Το αντίστροφο της Πρόταση 3.2 είναι επίσης αληθινό :

3.4 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και έστω U
και A ανοιχτά υποσύνολα των M και Rm, αντίστοιχα. Αν ϕ : U → A είναι µια
αµφιδιαφόριση (ως προς την δοµή ανοιχτής υποπολλαπλότητας), τότε (U, ϕ) είναι ένας
χάρτης του A.
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Απόδειξη. Επειδή η ϕ είναι αµφιµονοσήµαντη και A = ϕ(U) είναι ανοιχτό στον Rm,
(U, ϕ) είναι ένας m-διάστατος χάρτης επί του M . Για να αποδείξουµε ότι (U, ϕ) ∈ A,
αρκεί να αποδείξουµε ότι (U, ϕ) είναι C∞–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη (V, ψ) ∈ A.

΄Εστω (V, ψ) ∈ A. Αν U ∩ V = ∅, οι χάρτες είναι C∞–συµβιβαστοί. Αν U ∩ V ̸= ∅,
τότε U ∩ V είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο των U και V , έτσι οι οµοιοµορφισµοί ϕ και
ψ το στέλνουν στα ανοιχτά υποσύνολα ϕ(U ∩ V ) και ψ(U ∩ V ) των ϕ(U) και ψ(V ),
εποµένως του Rm. Από την άλλη µεριά, αφού ϕ και ψ είναι αµφιδιαφορίσεις, το ίδιο
είναι και οι περιορισµοί

ϕ|U∩V : U ∩ V −→ ϕ(U ∩ V ) και ψ|U∩V : U ∩ V −→ ψ(U ∩ V )

στο ανοιχτό υποσύνολο U ∩V των πεδίων ορισµού τους. Σαν αποτέλεσµα, η σύνθεση

ψ ◦ ϕ−1 ≡ ψ|U∩V ◦ (ϕ|U∩V )
−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )

είναι αµφιδιαφόριση, που αποδεικνύει τη C∞-συµβιβαστότητα των (U, ϕ) και (V, ψ)
και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Στο επόµενο ϑεώρηµα, δείχνουµε ότι η σύµπτωση δύο διαφορικών δοµών επί
ενός συνόλου M είναι ισοδύναµη µε την αµφιδιαφορισιµότητα της ταυτοτικής απει-
κόνισης idM ως προς αυτές τις δύο δοµές. Πιό συγκεκριµένα, έχουµε

3.5 Θεώρηµα. ΄Εστω A και B δύο µέγιστοι διαφορικοί άτλαντες διαστάσεων m και
n, αντίστοιχα, επί του συνόλου M . Τότε οι επόµενοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι :

( i) Οι διαφορικές δοµές συµπίπτουν, δηλαδή, m = n και A = B.
( ii) Η ταυτοτική απεικόνιση idM :M →M είναι αµφιδιαφόριση.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή (i) ⇒ (ii) είναι άµεση· αρκεί να ελέγξουµε την διαφορισι-
µότητα της idM ως προς τους (U, ϕ) και (U, ϕ), για κάθε (U, ϕ) ∈ A = B.

Αποδεικνύουµε ότι (ii) ⇒ (i): Θεωρούµε δύο τυχαίους χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B µε U ∩ V ̸= ∅ και ϑα αποδείξτε ότι είναι C∞–συµβιβαστοί. Επειδή
idM : (M,A) → (M,B) είναι µια αµφιδιαφόριση, είναι επίσης οµοιοµορφισµός,
έτσι στέλνει τα ανοιχτά σύνολα του τA σε ανοιχτά σύνολα του τB και αντιστρόφως.
∆ηλαδή, τA = τB =: τ . Σαν αποτέλεσµα, U ∩ V ∈ τ , εποµένως οι οµοιοµορφισµοί ϕ
και ψ τα στέλνουν στα ανοιχτά υποσύνολα ϕ(U∩V ) και ψ(U∩V ) των ϕ(U) και ψ(V ),
αντίστοιχα, που είναι ανοιχτά υποσύνολα ττων Rm και Rn, αντίστοιχα. Εποµένως,
ϕ(U ∩ V ) και ψ(U ∩ V ) είναι ανοιχτά υποσύνολα των Rm και Rn, αντίστοιχα.

Από την άλλη µεριά, (U ∩ V, ϕ|U∩V ) ∈ A και (U ∩ V, ψ|U∩V ) ∈ B (ϐλ. Λήµµα
1.4 του Μαθήµατος 03) και idM(U ∩ V ) ⊆ U ∩ V , έτσι µπορούµε να ϑεωρούµε την
τοπική παράσταση της idM ως προς αυτούς τους δύο χάρτες

ψ|U∩V ◦ idM ◦ (ϕ|U∩V )
−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),
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που είναι αµφιδιαφόριση, διότι idM είναι αµφιδιαφόριση. Επειδή

ψ|U∩V ◦ idM ◦ (ϕ|U∩V )
−1 = ψ ◦ ϕ−1,

παίρνουµε ότι (U, ϕ) και (V, ψ) είναι C∞–συµβιβαστοί. ΄Ετσι, κάθε χάρτης του A είναι
C∞–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη στον B και B είναι µέγιστος. ΄Επεται ότι A ⊆ B. Αλλά
A είναι επίσης µέγιστος, εποµένως A = B. Τότε προφανώς επίσης m = n.

3.6 Παρατήρηση. Το Θεώρηµα 3.5 επίσης ισχύει για τοπολογικές πολλαπλότητες.
Σε αυτή την περίπτωση, η idM είναι απλά ένας οµοιοµορφισµός. Η απόδειξη δου-
λεύει όπως στην ανωτέρω διαφορική περίπτωση, αν οι οµοιοµορφισµοί πάρουν την
ϑέση των αµφιδιαφορίσεων.

4 Τοπική ∆ιαφορισιµότητα

4.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλότητα και x ∈ M . Μια τοπι-

κά διαφορίσιµη συνάρτηση επί του M στο x είναι µια πραγµατική συνάρτηση
f : A → R, όπου A είναι µια ανοιχτή περιοχή του x στο M και f είναι διαφορίσιµη
στο x ως προς τη δοµή της ανοιχτής υποπολλαπλότητας. Ανάλογα, µια τοπικά δια-

ϕορίσιµη συνάρτηση επί του M είναι µια διαφορίσιµη πραγµατική συνάρτηση
f : A→ R, όπου A είναι µια ανοιχτή υποπολλαπλότητα του M .

Συµβολίζουµε µε C∞
x (M,R) το σύνολο των τοπικά διαφορίσιµων συναρτάσεων

επί του M στο x. Σηµειώνουµε ότι f, g ∈ C∞
x (M,R) συνεπάγεται ότι f : A → R

και g : B → R είναι διαφορίσιµες απεικονίσεις στα ανοιχτά σύνολα A,B ⊆ M µε
x ∈ A ∩B, αλλά, γενικά, A ̸= B.

4.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες διαστάσεων m,
n, αντίστοιχα, και έστω f : M → N µια απεικόνιση. Οι επόµενοι ισχυρισµοί είναι
ισοδύναµοι :

( i) Η απεικόνιση f είναι διαφορίσιµη.
( ii) Η απεικόνιση f είναι συνεχής και, για κάθε τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση

g επί του N , η απεικόνιση g ◦ f |f−1(A), όπου A είναι το πεδίο ορισµού της g, είναι
διαφορίσιµη.

Απόδειξη. Αν η f είναι διαφορίσιµη, τότε είναι συνεχής, λόγω της Πρότασης 1.3.
Ακόµη, αν g : A→ R είναι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση επί της N , όπου A ⊆
N ανοιχτό, τότε f−1(A) είναι ανοιχτό και f |f−1(A) είναι διαφορίσιµη σαν περιορισµός
µιας διαφορίσιµης απεικόνισης σε ανοιχτό σύνολο. Εποµένως, η g ◦ f |f−1(A) είναι
σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η ii) ισχύει. Θα αποδείξουµε ότι η f είναι διαφο-
ϱίσιµη σε ένα τυχαίο σηµείο x ∈ M . ΄Εστω (V, ψ) ∈ B µε f(x) ∈ V . Επειδή η f
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είναι συνεχής, f−1(V ) είναι ανοιχτή περιοχή του x, εποµένως υπάρχει (U, ϕ) ∈ A,
µε x ∈ U ⊆ f−1(V ). Τότε f(U) ⊆ V , δηλαδή, η τοπική παράσταση F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1

της f µέσω (U, ϕ) και (V, ψ) ορίζεται. Αποδεικνύουµε ότι η F : ϕ(U) → ψ(V ) είναι
διαφορίσιµη στο ϕ(x): Η τελευταία, επειδή είναι διανυσµατική απεικόνιση, είναι
διαφορίσιµη αν και µόνον αν οι συνιστώσες prj ◦ F : ϕ(U) → R είναι διαφορίσιµες,
για κάθε j = 1, . . . , n. Επειδή ψ : V → ψ(V ) είναι αµφιδιαφόριση µε τιµές στον
Rn, οι συνιστώσες ψj := prj ◦ ψ είναι διαφορίσιµες, για κάθε j = 1, . . . , n, δηλαδή,
κάθε ψj : V → R είναι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση επί του N . Από την
υπόθεση, κάθε σύνθεση ψj ◦ f : U → R είναι διαφορίσιµη, που, µε τη σειρά του,
συνεπάγεται ότι η τοπική της παράσταση ψj ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ(U) → R είναι διαφορίσιµη.
Το αποτέλεσµα τώρα ακολουθεί, από το γεγονός ότι ψj ◦ f ◦ ϕ−1ϕ(U) = prj ◦ F .

4.3 Σχόλιο. Το σύνολο των τοπικά διαφορίσιµων συναρτήσεων επί µιας πολλαπλότη-
τας καθορίζει τη δοµή πολλαπλότητας. ∆ηλαδή, αν αυτό το σύνολο είναι γνωστό, τότε
ο µέγιστος άτλαντας είναι γνωστός. Για αυτό το λόγο, το σύνολο των τοπικά οριζόµε-
νων διαφορίσιµων συναρτήσεων χρησιµοποιείται αντί ενός άτλαντα, για ένα ισοδύνα-
µο ορισµό της πολλαπλότητας. Η απόδειξη αυτής της ισοδυναµίας είναι πέραν του
σκοπού αυτών των σηµειώσεων.


