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1 Η εφαπτόµενη δέσµη

΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Θεωρούµε όλους

τους εφαπτόµενους χώρους TxM , x ∈M , και ϑέτουµε

(1) TM :=
⋃
x∈M

TxM

και

(2) π(u) := x, αν u ∈ TxM.

Σε αυτή την παράγραφο ϑα αποδείξουµε ότι TM είναι µια διαφορική πολλα-

πλότητα και ότι π : TM →M είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.

1.1 Ορισµός. Το σύνολο TM ονοµάζεται εφαπτόµενη δέσµη του M και η

απεικόνιση π προβολή της TM επί του M .

Πιο τυπικά, και σύµφωνα µε την ορολογία που χρησιµοποιείται για τις

νηµατικές δέσµες, η εφαπτόµενη δέσµη της M είναι η τριάδα (TM, π,M).
Η TM ονοµάζεται ολικός χώρος, η π προβολή και η M ϐάση της δέσµης.

Εµείς ϑα χρησιµοποιούµε την απλούστερη ορολογία του Ορισµού 1.1.

1.2 Λήµµα. Η απεικόνιση π : TM →M είναι επί.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ M . Ο εφαπτόµενος χώρος TxM δεν είναι κενός· για

κάθε u ∈ TxM , έχουµε π(u) = x.

1.3 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) µιαm–διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Τότε

TM εφοδιάζεται µε δοµή 2m–διάστατης διαφορικής πολλαπλότητας.
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Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A. Θεωρούµε το Ϲεύγος (π−1(U),Φ), όπου η απει-

κόνιση

Φ : π−1(U) =
⋃
x∈U

TxM −→ ϕ(U)× Rm ⊆ Rm × Rm

ορίζεται από την ισότητα

(3) Φ(u) := (ϕ(π(u)), ϕ̄(u)).

(1) Ισχυριζόµαστε ότι (π−1(U),Φ) είναι ένας 2m–διάστατος χάρτης της

TM .

(1α) Η απεικόνιση Φ είναι 1–1: Αν u, v ∈ TM µε Φ(u) = Φ(v), τότε η

(3) συνεπάγεται ότι ϕ(π(u)) = ϕ(π(v)). Επειδή ϕ είναι 1–1, π(u) = π(v),
δηλαδή, u και v ανήκουν στον ίδιο εφαπτόµενο χώρο TxM , µε x = π(u) =
π(v). Ακόµη, ϕ̄(u) = ϕ̄(v) και ϕ̄ : TxM → Rm

είναι αµφιµονοσήµαντη, έτσι

u = v.
(1β) Η εικόνα Φ(π−1(U)) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm×Rm

: Θα δείξου-

µε ότι Φ(π−1(U)) = ϕ(U)×Rm
. Επειδή, προφανώς, Φ(π−1(U)) ⊆ ϕ(U)×Rm

,

αρκεί να αποδείξουµε ότι Φ είναι επί του ϕ(U)×Rm
. ΄Εστω (h, k) ∈ ϕ(U)×Rm

.

Υπάρχει ένα µοναδικό x ∈ U µε ϕ(x) = h. Θεωρούµε τον επιµορφισµό

ϕ̄ : TxM → Rm
. Για το στοιχείο k ∈ Rm

, υπάρχει ένα µοναδικό u ∈ TxM µε

ϕ̄(u) = k. Εποµένως,

Φ(u) = (ϕ(π(u)), ϕ̄(u)) = (ϕ(x), k) = (h, k),

και η εικόνα Φ(π−1(U)) είναι το σύνολο ϕ(U) × Rm
, που είναι ανοιχτό στο

Rm × Rm
, σαν καρτεσιανό γινόµενο ανοιχτών υποσυνόλων του Rm

.

(2) Θεωρούµε τώρα το σύνολο

B := {(π−1(Ui),Φi) : (Ui, ϕi) ∈ A}

από όλους τους χάρτες στην TM της προηγούµενης µορφής, και ισχυριζό-

µαστε ότι ο B είναι ένας διαφορικός άτλαντας επί της TM .

(2α) Οι χάρτες του B καλύπτουν την TM , διότι⋃
i

π−1(Ui) = π−1(
⋃
i

Ui) = π−1(M) = TM.

(2β) Οι χάρτες του B είναι διαφορικά συµβιβαστοί: Θεωρούµε δύο χάρτες

(Ui, ϕi) και (Uj, ϕj) του A µε Ui ∩ Uj ̸= ∅, και τους αντίστοιχους χάρτες

(π−1(Ui),Φi) και (π−1(Uj),Φj) στον B. Τότε

π−1(Ui) ∩ π−1(Uj) = π−1(Ui ∩ Uj) ̸= ∅
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και

Φi(π
−1(Ui) ∩ π−1(Uj)) = Φi(π

−1(Ui ∩ Uj)) = ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm

είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm × Rm
, αφού ϕi(Ui ∩ Uj) είναι ανοιχτό

στον Rm
, από την συµβιβαστότητα των (Ui, ϕi) και (Uj, ϕj). ΄Οµοια, η εικόνα

Φj(π
−1(Ui) ∩ π−1(Uj)) = ϕj(Ui ∩ Uj)× Rm

είναι ανοιχτό στο Rm × Rm
. Θεωρούµε τώρα τις απεικονίσεις µεταφοράς

Φj ◦ Φ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm −→ ϕj(Ui ∩ Uj)× Rm,

Φi ◦ Φ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj)× Rm −→ ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm.

Θα δείξουµε ότι είναι διαφορίσιµες. Για την πρώτη, ϑεωρούµε ένα τυχαίο

σηµείο (h, k) ∈ ϕi(Ui ∩ Uj) × Rm = Φi(π
−1(Ui ∩ Uj)). Τότε Φ−1

i (h, k) = u,

για ένα µοναδικό u ∈ π−1(Ui ∩ Uj) µε ϕi(π(u)) = h και ϕ̄(u) = k. Αρα,

Φj ◦ Φ−1
i (h, k) = Φj(u) = (ϕj(π(u)), ϕ̄j(u))

= (ϕj ◦ ϕ−1
i (ϕi(π(u))), ϕ̄j ◦ ϕ̄−1

i (ϕ̄i(u)))

= (ϕj ◦ ϕ−1
i (h), ϕ̄j ◦ ϕ̄−1

i (k))

= (ϕj ◦ ϕ−1
i (h), [D(ϕj ◦ ϕ−1

i )(h)](k)).

Παρατηρούµε ότι η πρώτη συντεταγµένη στην ανωτέρω έκφραση είναι διαφο-

ϱίσιµη, διότι

(ϕj ◦ ϕ−1
i )(h) = (ϕj ◦ ϕ−1

i ◦ pr1)(h, k).

Από την άλλη µεριά, η δεύτερη συντεταγµένη είναι διαφορίσιµη, διότι είναι

η σύνθεση των διαφορίσιµων απεικονίσεων στο επόµενο διάγραµµα

ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm D(ϕj ◦ ϕ−1
i )× idRm

- L(Rm,Rm)× Rm

Rm

ev

?-

όπου

(D(ϕj ◦ ϕ−1
i )× idRm)(h, k) = (D(ϕj ◦ ϕ−1

i )(h), k) ∈ L(Rm,Rm)× Rm
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για κάθε (h, k) ∈ ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm
, και

ev(f, k) := f(k) ∈ Rm,

για κάθε f ∈ L(Rm,Rm) και k ∈ Rm
. Υπενθυµίζουµε ότι, αφού η

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) −→ ϕj(Ui ∩ Uj)

είναι διαφορίσιµη, η παράγωγος

D(ϕj ◦ ϕ−1
i ) : Ui ∩ Uj −→ L(Rm,Rm)

είναι επίσης διαφορίσιµη και ότι η (εκτιµήτρια) ev είναι διαφορίσιµη αφού

είναι διγραµµική. ΄Ετσι Φj ◦ Φ−1
i είναι διαφορίσιµη. Το ίδιο ισχύει και για

την αντίστροφη Φi ◦ Φ−1
j .

Σαν αποτέλεσµα, ο B είναι ένας 2m-διάστατος διαφορικός άτλαντας της

TM και ο αντίστοιχος µέγιστος άτλαντας B′
ορίζει µια διαφορική δοµή στην

TM .

1.4 Παρατήρηση. Στο προηγούµενο ϑεώρηµα, υποθέτοντας ότι M είναι δια-

ϕορική πολλαπλότητα, δείχνουµε ότι TM είναι επίσης διαφορική πολλα-

πλότητα. Αν M είναι Cr
–πολλαπλότητα, µε r πεπερασµένο, τότε η απεικόνιση

µεταφοράς ϕj ◦ ϕ−1
i είναι Cr

–διαφορίσιµη, αλλά η παράγωγός της

D(ϕj ◦ ϕ−1
i ) : ϕ(Ui ∩ Uj) −→ L(Rm,Rm)

είναι Cr−1
–διαφορίσιµη και η τάξη διαφορισιµότητας επί της TM είναι περιο-

ϱισµένη κατά µια µονάδα.

1.5 Πρόταση. Αν M είναι µια διαφορική πολλαπλότητα, η απεικόνιση

π : TM →M είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω u ∈ TM . Θα δείξουµε ότι η π είναι διαφορίσιµη στο u. Το

u είναι διάνυσµα ενός εφαπτόµενου χώρου, έστω του TxM , οπότε π(u) = x.

΄Εστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Θεωρούµε τον αντίστοιχο χάρτη (π−1(U),Φ) ∈ B.

Τότε u ∈ π−1(U) και π(π−1(U)) ⊆ U , δηλ. το Ϲεύγος των χαρτών (π−1(U),Φ)
και (U, ϕ) µας δίνουν τοπική παράσταση της π

ϕ ◦ π ◦ Φ−1 : Φ(π−1(U)) = ϕ(U)× Rm −→ ϕ(U).

΄Εστω (h, k) ∈ ϕ(U) × Rm
. Υπάρχει ένα µοναδικό u ∈ π−1(U) µε

Φ(u) = (ϕ(π(u)), ϕ̄(u)) = (h, k). Τότε

(ϕ ◦ π ◦ Φ−1)(h, k) = ϕ(π(u)) = h = pr1(h, k)

δηλαδή, ϕ ◦ π ◦Φ−1 = pr1 είναι διαφορίσιµη, σαν περιορισµός γραµµικής σε

ανοιχτό υποσύνολο του πεδίου ορισµού της.
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2 Ολικό ∆ιαφορικό

2.1 Ορισµός. ΄Εστω M,N διαφορικές πολλαπλότητες και f : M → N µια

διαφορίσιµη απεικόνιση. Ονοµάζουµε εφαπτόµενη απεικόνιση ή παράγω-

γο ή ολικό διαφορικό της f την απεικόνιση Tf : TM → TN , που δίνεται

από την σχέση

Tf :=
⋃
x∈M

Txf

ή, ισοδύναµα,

Tf |TxM = Txf.

∆ηλαδή, για κάθε u = [(α, x)] ∈ TM ,

Tf(u) = Txf(u).

2.2 Παρατήρηση. Να σηµειωθεί ότι Tf δεν είναι γραµµική απεικόνιση, παρ΄

όλο που οι περιορισµοί της στους εφαπτόµενους χώρους είναι γραµµικές.

2.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες και

f :M → N διαφορίσιµη απεικόνιση. Αν πM και πN συµβολίζουν τις προβολές

των εφαπτόµενων δεσµών TM και TN , αντίστοιχα, τότε Tf : TM → TN είναι

διαφορίσιµη και το διάγραµµα

TM
Tf

- TN

M

πM

?

f
- N

πN

?

είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε πρώτα την µεταθετικότητα του διαγράµµατος : για

κάθε u = [(α, x)] ∈ TM , έχουµε

πN ◦ Tf(u) = πN ◦ Txf([(α, x)]) = πN([(f ◦ α, f(x))]) =
= f(x) = f ◦ πM([(α, x)]) = f ◦ πM(u),

δηλαδή, πN ◦ Tf = f ◦ πM και το διάγραµµα είναι µεταθετικό.
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Αποδεικνύουµε τώρα ότι Tf είναι διαφορίσιµη σε ένα τυχαίο σηµείο

uo = [(α, xo)] ∈ TM . Επειδή η f είναι διαφορίσιµη στο xo, υπάρχουν

χάρτες (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B, µε xo ∈ U και f(U) ⊆ V , έτσι ώστε

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ) είναι διαφορίσιµη στο ϕ(U). Θεωρούµε τους

χάρτες (π−1
M (U),Φ) και (π−1

N (V ),Ψ), αντίστοιχα. Τότε, xo ∈ U συνεπάγεται

ότι uo ∈ π−1
M (U) και η µεταθετικότητα του διαγράµµατος συνεπάγεται ότι

Tf(π−1
M (U)) ⊆ π−1

N (V ). Πράγµατι, για κάθε u ∈ π−1
M (U), πN ◦ Tf(u) =

f ◦ πM(u) ∈ f(U) ⊆ V , δηλαδή, Tf(u) ∈ π−1
N (V ). Εφαρµόζουµε την τοπική

παράσταση

Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1 : ϕ(U)× Rm −→ ψ(V )× Rn

της Tf µέσω Φ και Ψ στο (h, k) ∈ ϕ(U) × Rm
: υπάρχει ένα µοναδικό u =

[(α, x)] ∈ π−1
M (U) µε Φ(u) = (ϕ(x), ϕ̄(u)) = (h, k). ΄Ετσι,

Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k) = Ψ ◦ Tf(u) = (ψ ◦ πN ◦ Tf(u), ψ̄ ◦ Tf(u)) =
= (ψ ◦ f ◦ πM(u), ψ̄ ◦ Txf(ϕ̄−1(k)))

= (ψ ◦ f(x), ψ̄ ◦ Txf ◦ ϕ̄−1(k))

= (ψ ◦ f ◦ ϕ−1(ϕ(x)), D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))(k))

= (ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h), D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(h)(k)).

Οι παράγοντες της Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k)

pr1(Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k)) = ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h) = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ pr1(h, k),
pr2(Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k)) = ev ◦ (D(Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1)× idRm)(h, k),

όπου

ev : L(Rm,Rn)× Rm −→ Rn : (f, x) 7→ f(x)

είναι η εκτιµήτρια απεικόνιση, είναι διαφορίσιµοι σαν συνθέσεις διαφορίσι-

µων απεικονίσεων, εποµένως Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1
είναι διαφορίσιµη.

2.4 Παρατήρηση. Αν f : M → N είναι Ck
–διαφορίσιµη, τότε ψ ◦ f ◦ ϕ−1

είναι Ck
–διαφορίσιµη, αλλά D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1) είναι Ck−1

–διαφορίσιµη, δηλαδή,

Tf είναι Ck−1
–διαφορίσιµη.


