
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 03
ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ

1. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 1.10, αποδείξτε ότι :
(i) Η τοπολογία τA, που ορίζεται στον Rn από την συνήθη διαφορική δοµή

του, συµπίπτει µε τη συνήθη τοπολογία του.
(ii) Οι τοπολογίες τA και τB του S2 που ορίζονται από τους άτλαντες A

και B των στερεογραφικών προβολών και των ηµισφαιρίων, αντίστοιχα, συ-
µπίπτουν µε τη σχετική τοπολογία που ορίζεται στο S2 από τον R3.

(iii) Η τοπολογία τA του P2(R) συµπίπτει µε την τοπολογία–πηλίκο του
R3 \ {(0, 0, 0)}/ ∼.

(iv) Η τοπολογία τA|A µιας ανοιχτής υποπολλαπλότητας A συµπίπτει µε
τη σχετική τοπολογία του υποσυνόλου A του M (όπου M είναι εφοδιασµένο
µε τA).

(v) Η τοπολογία τC του M ×N (Πρότ. 2.7 του Μαθήµατος 02) συµπίπτει
µε την τοπολογία–γινόµενο τA × τB.

2. Αποδείξτε ότι η γενική γραµµική οµάδα GL(n,R) είναι ανοιχτή υπο-
πολλαπλότητα του Mm×n(R).

3. Αποδείξτε ότι GL(n,R) δεν είναι συµπαγής πολλαπλότητα.
4. Αποδείξτε ότι το R∗ δεν είναι συνεκτική πολλαπλότητα.
5. Θεωρούµε το σύνολο

M = {(x, 0) : x ∈ R} ∪ {(0, 1)} ⊆ R2

και τον άτλαντα A = {(Ui, ϕi) : i = 1, 2} της Ασκησης 17, από τις Ασκήσεις
01. Να δείξετε ότι (M, τA) δεν είναι χώρος Hausdorff.

6. ΄Εστω A ένας µέγιστος άτλαντας. Αποδείξτε ότι τα µη κενά ανοιχτά
σύνολα της τοπολογίας τA συµπίπτουν µε τα πεδία ορισµού των χαρτών του
A, αν και µόνον αν ο A περιέχει έναν ολικό χάρτη.

7. ΄Εστω A άτλαντας επί του M ̸= ∅, µε την ιδιότητα : για κάθε x ̸= y ∈ M ,
υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x, y ∈ U . Να δείξετε ότι η κανονική τοπολογία που
ορίζεται από τον A κάνει το M χώρο Hausdorff.


