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1 Σηµειακό ∆ιαφορικό

1.1 Ορισµός. ΄Εστω f : (M,A) → (N,B) µια διαφορίσιµη απεικόνιση µετα-
ξύ διαφορικών πολλαπλοτήτων και x ∈ M . Ονοµάζουµε διαφορικό της f
στο x ή παράγωγο της f στο x την απεικόνιση

Txf : TxM −→ Tf(x)N : [(α, x)] 7→ [(f ◦ α, f(x))].

1.2 Λήµµα. Το διαφορικό Txf µιας διαφορίσιµης απεικόνισης f σε ένα σηµείο

x είναι καλά ορισµένο.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε ότι [(f ◦ α, f(x))] ∈ Tf(x)N , αφού f ◦ α είναι
µια διαφορίσιµη καµπύλη στην N που περνά από το f(α(0)) = f(x), για
κάθε [(α, x)] ∈ TxM .

Αποδεικνύουµε ότι [(f ◦ α, f(x))] δεν εξαρτάται από την επιλογή της κα-
µπύλης α: Αν β είναι άλλη διαφορίσιµη καµπύλη στην κλάση [(α, x)], τότε
(ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0), ή, ισοδύναµα,

D(ϕ ◦ α)(0) = D(ϕ ◦ β)(0),

για κάθε χάρτη (U, ϕ) ∈ A, µε x ∈ U . Επειδή f είναι διαφορίσιµη, υπάρχουν
χάρτες (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U , f(U) ⊆ V , έτσι ώστε η αντίστοιχη
τοπική παράσταση ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ) να είναι διαφορίσιµη. ΄Ετσι,
για τις διαφορίσιµες καµπύλες f ◦ α και f ◦ β, έχουµε

D(ψ ◦ (f ◦ α))(0) = D((ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ α))(0)
= D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ ◦ α)(0)) ◦D(ϕ ◦ α)(0)
= D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ ◦ β)(0)) ◦D(ϕ ◦ β)(0)
= D((ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ β))(0)
= D(ψ ◦ (f ◦ β))(0),

δηλαδή, [(f ◦ α, f(x))] = [(f ◦ β, f(x))], που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.
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Θα δείξουµε τώρα ότι το διαφορικό Txf είναι γραµµική απεικόνιση.
Πρώτα χρειαζόµαστε το

1.3 Λήµµα. ΄Εστω f : (M,A) → (N,B) διαφορίσιµη στο x ∈ M . Αν (U, ϕ),
(V, ψ) είναι χάρτες επί των M , N , αντίστοιχα, µε x ∈ U και f(U) ⊆ V , και

F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1
είναι η αντίστοιχη τοπική παράσταση της f , τότε

(1) ψ̄ ◦ Txf = DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄,

δηλαδή, το επόµενο διάγραµµα

TxM
Txf - Tf(x)N

Rm

ϕ̄

?

DF (ϕ(x))
- Rn

ψ̄

?

είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. Λόγω της διαφορισιµότητας της f στο x, η τοπική παράσταση F
είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x), έτσι το σύνηθες διαφορικό DF (ϕ(x)) : Rm → Rn

ορίζεται. Θεωρούµε τους γραµµικούς ισοµορφισµούς ϕ̄ : TxM → Rm και
ψ̄ : Tf(x)N → Rn. Αποδεικνύουµε ότι η (1) ισχύει : ΄Εστω [(α, x)] ∈ TxM .
Τότε

(DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄)([(α, x)]) = [D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(α(0)))](ϕ̄([(α, x)]))

= [D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(α(0)))]([D(ϕ ◦ α)(0)](1))
= [D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ (f ◦ α))(0)](1)
= ψ̄([(f ◦ α, f(x))]) = (ψ̄ ◦ Txf)([(α, x)])

και ο ισχυρισµός έχει αποδειχθεί.

1.4 Πρόταση. ΄Εστω f : (M,A) → (N,B) διαφορίσιµη στο x ∈ M . Τότε το

διαφορικό Txf : TxM → Tf(x)N της f στο x είναι µια γραµµική απεικόνιση.

Απόδειξη. Λόγω του (1),

Txf = ψ̄−1 ◦DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄,

δηλαδή, Txf είναι σύνθεση τριών γραµµικών απεικονίσεων.
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1.5 Παραδείγµατα. (1) Αν f : (M,A) → (N,B) είναι σταθερή, τότε η f είναι
διαφορίσιµη και Txf = 0, για κάθε x ∈ M . Πράγµατι, έστω ένα x ∈ M και
έστω yo ∈ N η σταθερή τιµή της f . Υπάρχει χάρτης (V, ψ) ∈ B µε yo ∈ V .
΄Εστω και ένας τυχαίος χάρτης (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Τότε f(U) = {yo} ⊆ V
και οι ανωτέρω χάρτες δίνουν τοπική παράσταση της f

F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )

που είναι σταθερή και ίση µε ψ(yo), άρα διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο του
πεδίου ορισµού της. ΄Αρα και η f είναι διαφορίσιµη, και για κάθε u ∈ TxM ,
ισχύει

Txf(u) = ψ̄−1 ◦DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄(u) = ψ̄−1(0) = 0,

αφού DF (h) = 0, για κάθε h ∈ ϕ(U) ⊆ Rm, σαν διαφορικό σταθερής και
ψ̄−1(0) = 0, επειδή η ψ̄−1 είναι γραµµική.

(2) Εφαρµόζοντας τον ορισµό του σηµειακού διαφορικού στην ταυτοτική
απεικόνιση idM :M →M , παίρνουµε για κάθε u = [(α, x)] ∈ TxM , ότι

TxidM(u) = [(idM ◦ α, idM(x))] = [(α, x)] = u,

δηλ.

(2) TxidM = idTxM ,

για κάθε x ∈M .
(3) Υποθέτουµε ότι (M,A) είναι µια m–διάστατη διαφορική πολλαπλότη-

τα, x ∈ M και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Η απεικόνιση ϕ : U → Rm, αφού
είναι διαφορίσιµη, έχει ένα διαφορικό Txϕ : TxM → Tϕ(x)Rm. Θεωρούµε τον
ολικό χάρτη (Rm, idRm) στο Rm. Τότε Tϕ(x)Rm και Rm είναι ισόµορφοι, µέσω
της idRm. Υπολογίζουµε την σύνθεση idRm ◦ Txϕ:

idRm ◦ Txϕ(u) = idRm([(ϕ ◦ α, ϕ(x))])
= (idRm ◦ ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ α)′(0)
= ϕ̄(u),

δηλ.

(3) idRm ◦ Txϕ = ϕ̄.
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και (ισοδύναµα) το διάγραµµα

TxM
Txϕ- Tϕ(x)Rm

Rm

idRm

?

ϕ̄
-

είναι µεταθετικό.
Βλέπουµε συχνά στην ϐιβλιογραφία την ισότητα (3) γραµµένη σαν

Txϕ ≡ ϕ̄

µε τον ισοµορφισµό idRm να παραλείπεται.

1.6 Θεώρηµα. (Κανόνας της Αλυσίδας, µέρος ΙΙ) Αν f : (M,A) → (N,B) και

g : (N,B) → (P, C) είναι διαφορίσιµες στο x ∈ M και f(x) ∈ N , αντίστοιχα,

τότε

(4) Tx(g ◦ f) = Tf(x)g ◦ Txf.

Απόδειξη. ΄Εστω [(α, x)] ∈ TxM . Τότε

(Tx(g ◦ f))([(α, x)]) = [((g ◦ f) ◦ α, (g ◦ f)(x))]
= [(g ◦ (f ◦ α), g(f(x)))]
= Tf(x)g([(f ◦ α, f(x))])
= Tf(x)g(Txf([(α, x)]))

= (Tf(x)g ◦ Txf)([(α, x)])

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Αποδεικνύουµε τώρα το επόµενο ϑεµελιώδες αποτέλεσµα.

1.7 Θεώρηµα. (Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης) ΄Εστω (M,A), (N,B)
διαφορικές πολλαπλότητες και έστω f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση.

Αν το διαφορικό της f σε ένα σηµείο xo ∈ M είναι γραµµικός ισοµορφισµός,

τότε η f είναι µια τοπική αµφιδιαφόριση στο xo· δηλαδή, υπάρχουν ανοιχτά

υποσύνολα Uo ⊆ M και Vo ⊆ N , τέτοια ώστε xo ∈ Uo, f(Uo) = Vo και

f |Uo : Uo → Vo να είναι µια αµφιδιαφόριση.
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Απόδειξη. Ας υποθέτουµε ότι οι διαστάσεις των M και N είναι m και n,
αντίστοιχα. Επειδή f είναι διαφορίσιµη στο xo, υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A,
(V, ψ) ∈ B, τέτοιοι ώστε xo ∈ Uo, f(Uo) ⊆ Vo και η τοπική παράσταση

F := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

είναι διαφορίσιµη στο ϕ(xo), δηλαδή, υπάρχει το γραµµικό διαφορικό

DF (ϕ(xo)) : Rm −→ Rn.

Λόγω της ισότητας (1), παίρνουµε ότι

DF (ϕ(xo)) = ψ̄ ◦ Txof ◦ ϕ̄−1,

που µας δίνει ότι DF (ϕ(xo)) είναι γραµµικός ισοµορφισµός, σαν σύνθεση
τριών γραµµικών ισοµορφισµών, και, κατ΄ ανάγκη, m = n. Από το Θεώρη-
µα Αντίστροφης Απεικόνισης του Απειροστικού Λογισµού, υπάρχουν ανοιχτά
σύνολα A ⊆ ϕ(U) και B ⊆ ψ(V ) µε ϕ(xo) ∈ A, F (A) = B και F |A : A → B
αµφιδιαφόριση. Θέτουµε Uo := ϕ−1(A) ⊆ U και Vo := ψ−1(B) ⊆ V . Τότε
Uo και Vo είναι ανοιχτά υποσύνολα των U και V , σαν αντίστροφες εικόνες
των ανοιχτών συνόλων A και B µέσω των συνεχών απεικονίσεων ϕ και ψ,
αντίστοιχα, xo ∈ Uo,

f(Uo) = ψ−1 ◦ F ◦ ϕ(Uo)
= ψ−1 ◦ F (A)
= ψ−1(B) = Vo

και f |Uo = ψ−1|B ◦ F |A ◦ ϕ|Uo είναι αµφιδιαφόριση σαν σύνθεση τριών αµφι-
διαφορίσεων.

1.8 Πόρισµα. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες και έστω

f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Αν f είναι αµφιµονοσήµαντη και

Txf είναι γραµµικός ισοµορφισµός, για κάθε x ∈ M , τότε η f είναι αµφιδια-

ϕόριση.

2 Υπόχωροι και Χώροι-γινόµενα . . .

∆ύο χρήσιµα αποτελέσµατα που αφορούν εφαπτόµενους χώρους δίνονται στις
επόµενες δύο προτάσεις.
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2.1 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και

έστω A ⊆M ανοιχτό και x ∈ A. Αν A ϑεωρείται σαν ανοιχτή υποπολλαπλότη-

τα του M , τότε υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός

Φ : TxA −→ TxM.

Σηµείωση. Γνωρίζουµε ότι οι TxA και TxM είναι m-διάστατοι διανυσµατικοί
χώροι, άρα είναι ισόµορφοι µεταξύ τους (και µε το Rm). Για δύοm-διάστατους
διανυσµατικούς χώρους X και Y µπορούµε να ϕτιάξουµε ένα ισοµορφισµό f
µεταξύ τους, ϑεωρώντας µια ϐάση {x1, . . . , xm} του X, µια ϐάση {y1, . . . , ym}
του Y , ϑέτοντας f(xi) = yi, για κάθε i = 1, . . . ,m, και επεκτείνοντας γραµ-
µικά. Ο ισοµορφισµός που ϐρίσκουµε αλλάζει αν αλλάξουµε τις χρησιµο-
ποιούµενες ϐάσεις. Η λέξη «ϕυσικός» στην ανωτέρω εκφώνηση σηµαίνει οτι
υπάρχει ισοµορφισµός που ορίζεται χωρίς την χρήση ϐάσεων, άρα χωρίς να
εξαρτάται από ϑεωρούµενους χάρτες.

Απόδειξη. Αν α : I → A είναι µια διαφορίσιµη καµπύλη στο A, είναι επίσης
µια διαφορίσιµη καµπύλη στοM . Ας συµβολίσουµε µε [(α, x)]A και [(α, x)]M
τις κλάσεις ισοδυναµίας της α στα A και M , αντίστοιχα. Θεωρώντας το δια-
ϕορικό της ϕυσικής εµφύτευσης iA : A→M στο x, παίρνουµε

TxiA : TxA −→ TxM : [(α, x)]A 7−→ [(iA ◦ α, iA(x))]M = [(α, x)]M .

Ακόµη, έστω (U, ϕ) ∈ A µε U ⊆ A και x ∈ U . Τότε (U, ϕ) ∈ A|A. Συµβο-
λίζουµε µε ϕ̄M : TxM → Rm και ϕ̄A : TxA → Rm τους αντίστοιχους ισοµορ-
ϕισµούς. Προφανώς το διάγραµµα

TxA
Txi - TxM

Rm

ϕ̄M
�

ϕ̄A
-

είναι µεταθετικό : Για κάθε [(α, x)]A ∈ TxA, έχουµε

ϕ̄M ◦ TxiA([(α, x)]A) = ϕ̄M([(iA ◦ α, iA(x)]) = ϕ̄M([(α, x)]M)

= (ϕ ◦ α)′(0) = ϕ̄A([(α, x)]A).

΄Ετσι, το Ϲητούµενος ισοµορφισµός είναι

Φ := Txi = ϕ̄−1
M ◦ ϕ̄A.
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2.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες διαστάσεων

m,n ∈ N, αντίστοιχα. Για κάθε x ∈ M και y ∈ N , υπάρχει ένας ϕυσικός

ισοµορφισµός

Φ : T(x,y)(M ×N) −→ TxM × TyN.

Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U και (V, ψ) ∈ B µε y ∈ V . Θεωρούµε
τον χάρτη (U × V, ϕ× ψ) ∈ A × B και τους ισοµορφισµούς ϕ̄ : TxM → Rm,
ψ̄ : TyN → Rn και ϕ× ψ : T(x,y)(M × N) → Rm × Rn. Ακόµη, ϑεωρούµε
τις (διαφορίσιµες) προβολές pM : M ×N → M και pN : M ×N → N , και τα
διαφορικά τους

T(x,y)pM : T(x,y)(M ×N) → TxM

T(x,y)pN : T(x,y)(M ×N) → TyN.

Παρατηρούµε ότι για κάθε διαφορίσιµη καµπύλη α : I → M × N που
περνά από το (x, y), συνθέτοντας µε τις προβολές παίρνουµε δύο διαφορίσιµες
καµπύλες αM = pM ◦ α : I → M και αN = pN ◦ α : I → N . Θεωρώντας το
αντίστοιχο εφαπτόµενο διάνυσµα [(α, (x, y)], έχουµε

T(x,y)pM([(α, (x, y))]) = [(pM ◦ α, pM(x, y))] = [(αM , x)],

T(x,y)pN([(α, (x, y))]) = [(pN ◦ α, pN(x, y))] = [(αN , y)].

Αποδεικνύουµε ότι το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

T(x,y)(M ×N)
(T(x,y)pM , T(x,y)pN)- TxM × TyN

Rm × Rn

ϕ̄× ψ̄
�

ϕ× ψ
-

Πράγµατι, για κάθε [(α, (x, y))] ∈ T(x,y)(M ×N), έχουµε

(ϕ̄× ψ̄) ◦ (T(x,y)pM , T(x,y)pN)([(α, (x, y))]) = (ϕ̄× ψ̄)([(αM , x)], [(αN , y)])

= (ϕ̄([(αM , x)]), ψ̄([(αN , y)])

= ((ϕ ◦ αM)′(0), (ψ ◦ αN)′(0))

και

ϕ× ψ([(α, (x, y))]) = ((ϕ× ψ) ◦ α)′(0)
= ((ϕ× ψ) ◦ (αM , αN))′(0)
= ((ϕ ◦ αM)′(0), (ψ ◦ αN)′(0))
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Από την µεταθετικότητα του διαγράµµατος προκύπτει ότι το Ϲεύγος

(T(x,y)pM , T(x,y)pN) = (ψ̄−1 × ϕ̄−1) ◦ ¯ϕ× ψ

είναι γραµµικός ισοµορφισµός σαν σύνθεση δύο τέτοιων, άρα ο Ϲητούµενος
ισοµορφισµός Φ είναι ο

(5) Φ := (T(x,y)pM , T(x,y)pN) : T(x,y)(M ×N) −→ TxM × TyN.

Με τις υποθέσεις της προηγούµενης Πρότασης, συµβολίζουµε µε

PTxM : TxM × TyN −→ TxM

PTyN : TxM × TyN −→ TyN

τις κανονικές προβολές. Εύκολα ϐλέπουµε ότι

T(x,y)pM = PTxM ◦ Φ,
T(x,y)pN = PTyN ◦ Φ.

3 . . . και λίγος ∆ιαφορικός Λογισµός

3.1 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B), (P, C) διαφορικές πολλαπλότητες δια-

στάσεων m, n και p, αντίστοιχα και f : P → M × N µια απεικόνιση. Τότε

η f είναι διαφορίσιµη, αν και µόνον αν οι fM = prM ◦ f : P → M και

fN = prN ◦ f : P → N είναι διαφορίσιµες. Σε αυτή την περίπτωση, για κάθε

p ∈ P ,

(6) Φ ◦ Tpf = (TpfM , TpfN),

όπου Φ ο ισοµορφισµός (5).

Απόδειξη. ΄Εστω f διαφορίσιµη. Τότε προφανώς οι fM και fN είναι διαφορίσι-
µες, σαν συνθέσεις διαφορίσιµων. Αντίστροφα, έστω fM και fN διαφορίσιµες.
Θα δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη. Παίρνουµε ένα τυχαίο z ∈ P και δύο
χάρτες (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U και y ∈ V . Επειδή οι διαφορίσι-
µες fM και fN είναι συνεχείς, οι αντίστροφες εικόνες f−1

M (U) και f−1
N (V ) είναι

ανοιχτά υποσύνολα της P , µε z ∈ f−1
M (U) ∩ f−1

N (V ). Οι χάρτες του µέγιστου
άτλαντα C είναι ϐάση της τοπολογίας του P , άρα υπάρχει χάρτης (W,χ) ∈ C
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µε z ∈ W ⊆ f−1
M (U)∩f−1

N (V ), και f(W ) ⊆ fM(W )×fN(W ) ⊆ U×V . ∆ηλ. οι
χάρτες (W,χ) και (U ×V, ϕ×ψ) δίνουν τοπική παράσταση της f = (fM , fN):

F = (ϕ× ψ) ◦ f ◦ χ−1 : χ(W ) −→ ϕ(U)× ψ(V ).

Εφαρµόζοντας την F σε ένα h ∈ χ(W ) ⊆ Rp, παίρνουµε

F (h) = (ϕ× ψ) ◦ f ◦ χ−1(h)

= (ϕ× ψ) ◦ (fM(χ−1(h)), fN(χ
−1(h)))

= (ϕ ◦ fM ◦ χ−1(h), ψ ◦ fN ◦ χ−1(h))

δηλ. η
F = (ϕ ◦ fM ◦ χ−1, ψ ◦ fN ◦ χ−1)

είναι διαφορίσιµη, αφού έχει παράγοντες τις τοπικές παραστάσεις των fM ,
fN , που είναι διαφορίσιµες.

Για την ισότητα (6), παρατηρούµε ότι για κάθε u = [(α, z)] ∈ TzP , ισχύει

Φ ◦ Tzf(u) = (T(x,y)pM , T(x,y)pN)([(f ◦ α, f(z))])
= (T(x,y)pM([(f ◦ α, f(z))]), T(x,y)pN([(f ◦ α, f(z))]))
= ([(pM ◦ f ◦ α, pM ◦ f(z))], [(pN ◦ f ◦ α, pN ◦ f(z))])
= ([(fM ◦ α, fM(z))], [(fN ◦ α, fN(z))])
= (TzfM(u), TzfN(u)).

Συχνά η ισότητα (6), µε παράλειψη του ισοµορφισµού Φ, γράφεται σαν
ταύτιση

(7) Tpf ≡ (TpfM , TpfN)

΄Εστω τώρα µια απεικόνιση f : M × N → P . Για ένα σταθεροποιηµένο
σηµείο (xo, yo) ∈M ×N , ϑεωρούµε τις µερικές απεικονίσεις

fxo : N −→ P : y 7→ f(xo, y),

fyo :M −→ P : x 7→ f(x, yo).

Αν η f είναι διαφορίσιµη, τότε fxo και fyo είναι διαφορίσιµες (ϐλ. ΄Ασκ. 8,
από τις Ασκήσεις 03). ΄Εχουµε το επόµενο
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3.2 Θεώρηµα (Τύπος του Leibniz). ΄Εστω (M,A), (N,B), (P, C) διαφο-

ϱικές πολλαπλότητες και f : M × N → P µια διαφορίσιµη απεικόνιση.

Τότε, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ταύτιση του T(x,y)(M × N) µε το γινόµενο

TxM × TyN , για κάθε (x, y) ∈M ×N , έχουµε

(8) T(x,y)f(u, v) ≡ Txfy(u) + Tyfx(v),

για κάθε (u, v) ∈ TxM × TyN .

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα (x, y) ∈ M × N και ϑεωρούµε ένα χάρτη
(W,χ) ∈ C µε f(x, y) ∈ W . Επειδή η f είναι συνεχής, f−1(W ) είναι µια
ανοιχτή περιοχή του (x, y) ∈M×N , ως προς την τοπολογία-γινόµενο τA×τB.
΄Ετσι, υπάρχουν ανοιχτά σύνολα A ⊆ M και B ⊆ N µε (x, y) ∈ A × B ⊆
f−1(V ). Οι χάρτες ενός µέγιστου άτλαντα είναι ένα ϐάση για την κανονική
τοπολογία, εποµένως υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B, µε (x, y) ∈
U ×V ⊆ A×B ⊆ f−1(W ). Τότε το Ϲεύγος των χαρτών (U ×V, ϕ×ψ), (W,χ)
ορίζει τοπική παράσταση της f

F = χ ◦ f ◦ (ϕ× ψ)−1 : ϕ(U)× ψ(V ) −→ χ(W ),

που είναι διαφορίσιµη στο (ϕ(x), ψ(y)). Θεωρούµε το µεταθετικό διάγραµµα

TxM × TyN ∼= T(x,y)(M ×N)
T(x,y)f - Tf(x,y)P

Rm × Rn

ϕ× ψ

?

DF (ϕ(x), ψ(y))
-

ϕ̄× ψ̄
-

Rp

χ̄

?

΄Εστω w ∈ T(x,y)(M × N), που συµπίπτει µε (u, v) ∈ TxM × TyN µέσω της
ταύτισης (5). Τότε

χ̄ ◦ T(x,y)f(w) = [DF (ϕ(x), ψ(y))] ◦ [ϕ× ψ](w)

= [DF (ϕ(x), ψ(y))] ◦ (ϕ̄× ψ̄)(u, v) =

= [DF (ϕ(x), ψ(y))](ϕ̄(u), ψ̄(v)) =

= [DFψ(y)(ϕ(x))](ϕ̄(u)) + [DFϕ(x)(ψ(y))](ψ̄(v)).

Παρατηρούµε ότι

Fϕ(x)(k) = χ ◦ f ◦ (ϕ× ψ)−1(ϕ(x), k)

= χ ◦ f(x, ψ−1(k))

= χ ◦ fx ◦ ψ−1(k),
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είναι η τοπική παράσταση της fx µέσω (V, ψ) και (W,χ) και, παρόµοια,

Fψ(y)(h) = χ ◦ fy ◦ ϕ−1(h),

είναι η τοπική παράσταση της fy µέσω (U, ϕ) και (W,χ). Εποµένως, έχουµε
τα µεταθετικά διαγράµµατα

TxM
Txfy - Tf(x,y)P

Rm

ϕ̄

?

D(χ ◦ fy ◦ ϕ−1)(ϕ(x))
- Rp

χ̄

?

και

TyN
Tyfx - Tf(x,y)P

Rn

ψ̄

?

D(χ ◦ fx ◦ ψ−1)(ψ(y))
- Rp

χ̄

?

από τα οποία παίρνουµε

χ̄ ◦ T(x,y)f(u, v) = [D(χ ◦ fy ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](ϕ̄(u))

+ [D(χ ◦ fx ◦ ψ−1)(ψ(y))](ψ̄(v))

= χ̄ ◦ Txfy(u) + χ̄ ◦ Tyfx(v).

Επειδή χ̄ είναι γραµµικός ισοµορφισµός, η τελευταία ισότητα συνεπάγεται
τον ισχυρισµό.

3.3 Παραδείγµατα. (Α) ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες δια-
στάσεων m και n, αντίστοιχα, f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση και
x ∈ M . ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B που οριζουν τοπική παράσταση
F = ψ◦f ◦ϕ−1. Θεωρούµε τις κανονικές ϐάσεις { ∂

∂xi
|x}1≤i≤m και { ∂

∂yj
|y}1≤j≤n

του TxM και Tf(x)N ως προς τους χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ). Από τον ορισµό
των κανονικών ϐάσεων, παίρνουµε ότι ο πίνακας του ϕ̄ : TxM → Rm ως προς
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{ ∂
∂xi

|x}1≤i≤m και {ei}1≤i≤m είναι ο Im, ενώ ο πίνακας του ψ̄ : Tf(x)N → Rn

ως προς { ∂
∂yj

|y}1≤j≤n και {ej}1≤j≤n είναι ο In. ΄Εστω A ο πίνακας της Txf ως
προς τις κανονικές ϐάσεις { ∂

∂xi
|x}1≤i≤m και { ∂

∂yj
|y}1≤j≤n. Η ισότητα (1) (ϐλ.

Λήµµα 1.3) συνεπάγεται ότι

(9) A = In · A = Jϕ(x)F · Im = Jϕ(x)F.

(Β) ΄Εστω f : R → R µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Τότε, για κάθε s ∈ R,
το διάγραµµα

TsR
Tsf - Tf(s)R

R

idR

?

D(idR ◦ f ◦ id−1
R )(idR(s))

- R

idR

?

είναι µεταθετικό, εποµένως, εφαρµόζοντας το Tsf στο d
dt
|s παίρνουµε

Tsf

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= ((idR)

−1 ◦Df(s) ◦ idR)

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= ((idR)

−1 ◦Df(s))(1)
= (idR)

−1(f ′(s))

= f ′(s)(idR)
−1(1)

= f ′(s)
d

dt

∣∣∣∣
f(s)

.

∆ηλαδή,

(10) Tsf

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= f ′(s)

d

dt

∣∣∣∣
f(s)

,

για κάθε s ∈ R.
(Γ) ΄Εστω α : I → M µια διαφορίσιµη καµπύλη στο M και s ∈ I. Συµβο-

λίζουµε µε α̇(s) το εφαπτόµενο διάνυσµα

(11) α̇(s) := Tsα

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
∈ Tα(s)M

και το ονοµάζουµε το εφαπτόµενο διάνυσµα της α στο s.


