
ΜΑΘΗΜΑ 02

1 ΄Ατλαντες

1.1 Ορισµός. ΄Εστω M ̸= ∅ ένα σύνολο και

A = {(Ui, ϕi) : i ∈ I}

µια οικογένεια από χάρτες του M . Η οικογένεια A λέγεται Ck–άτλαντας του

M , αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες :

1) {Ui}i∈I είναι µια κάλυψη του M , και

2) γιά κάθε i, j ∈ I, οι χάρτες (Ui, ϕi), (Uj, ϕj) είναι Ck–συµβιβαστοί.

΄Ενας C0
–άτλαντας του M ϑα λέγεται τοπολογικός άτλαντας, ενώ ένας

C∞
–άτλαντας ϑα λέγεται διαφορικός άτλαντας.

Αν όλοι οι χάρτες ενός άτλαντα A έχουν την ίδια διάσταση m ∈ N, ο A
ονοµάζεται m–διάστατος.

1.2 Παραδείγµατα. Παρακάτω αναφερόµαστε πάλι στα Παραδείγµατα 1.2

του Μαθήµατος 01.

(Α) Για κάθε ανοιχτό A ⊆ Rm
, το µονοσύνολο

A = {(A, idA)}

είναι ένας m–διάστατος διαφορικός άτλαντας του A.

(Β) ΄Εστω V ένας n–διάστατος πραγµατικός διανυσµατικός χώρος και

ψ : V → Rn
ένας γραµµικός ισοµορφισµός. Το µονοσύνολο

A := {(V, ψ)}

είναι ένας n–διάστατος διαφορικός άτλαντας του V .

(Γ) Αν S ⊆ R3
είναι µια κανονική επιφάνεια και {(Ui, ri,Wi) : i ∈ I}

είναι µια οικογένεια από κανονικές παραµετρήσεις της S, έτσι ώστε {Wi}i∈I
να είναι µια ανοιχτή κάλυψη της S, τότε το σύνολο

A = {(Wi, r
−1
i ) : i ∈ I}
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είναι ένας 2–διάστατος διαφορικός άτλαντας της S.

(∆) Οι οικογένειες

A := {(UN , ϕN), (US, ϕS)},
B := {(Ua

i , ϕ
a
i ) | a = +,− και i = x, y},

C := {(UN , θN), (US, θS)}

είναι 1–διάστατοι διαφορικοί άτλαντες του µοναδιαίου κύκλου.

(Ε) Αντίστοιχα µε τον κύκλο, οι οικογένειες

A := {(UN , ϕN), (US, ϕS)},
B := {(Ua

i , ϕ
a
i ) | a = +,− και i = x, y, z}

είναι 2–διάστατοι διαφορικοί άτλαντες της µοναδιαίας σφαίρας.

(Ζ) Το σύνολο

A := {(Ui, ϕi) : i = 1, 2, 3}

είναι 2–διάστατος διαφορικός άτλαντας του P2(R).

Συµβολίζουµε µε Ak
m(M) το σύνολο όλων των m–διάστατων Ck–ατλάντων

επί ενός συνόλου M ̸= ∅.

1.3 Ορισµός. ΄Εστω A,B ∈ Ak
m(M). Θα λέµε ότι ο A είναι µικρότερος του

B και ϑα γράφουµε A ≤ B, αν ο A περιέχεται (συνολοθεωρητικά) στον B.

∆ηλαδή,

(1) A ≤ B ⇐⇒ A ⊆ B.

Είναι ϕανερό ότι

η σχέση (1) ορίζει µιά µερική διάταξη στο Ak
m(M).

1.4 Ορισµός. ΄Εστω A, B ∈ Ak
m(M). Θα λέµε ότι A και B είναι Ck–

συµβιβαστοί και ϑα γράφουµε A k∼ B, αν η οικογένεια A ∪ B είναι ένας

Ck–άτλαντας, δηλαδή,

(2) A k∼ B ⇐⇒ A∪ B ∈ Ak
m(M).
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Η ένωση δύο Ck–ατλάντων είναι πάντοτε µια κάλυψη του M . Από την

άλλη µεριά, αν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A ∪ B, τότε είτε οι δύο χάρτες ανήκουν στον

ίδιο άτλαντα, ή ο ένας ανήκει στον A και ο άλλος ανήκει στον B. Στην

πρώτη περίπτωση, η συµβιβαστότητά τους εξασφαλίζεται από τον Ορισµό 1.1,

εποµένως αρκεί να ελέγξουµε την συµβιβαστότητα στην δεύτερη περίπτωση.

΄Αρα,

A k∼ B, αν και µόνον αν, κάθε χάρτης του A είναι Ck–συµϐιϐαστός µε

κάθε χάρτη του B.

Ακόµη σηµειώνουµε ότι αν A ≤ B, τότε A ∪ B = B ∈ Ak
m(M), δηλαδή,

η σχέση διάταξης (1) συνεπάγεται την σχέση συµβιβαστότητας (2).

1.5 Πρόταση. Στο σύνολο Ak
m(M), η σχέση (2) είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η σχέση
k∼ είναι προφανώς αυτοπαθής και συµµετρική. ΄Εστω

τώρα A, B, C ∈ Ak
m(M) µε A k∼ B και B k∼ C. Θα δείξουµε ότι η σχέση (2)

είναι µεταβατική, δηλαδή, A k∼ C.

΄Εστω (U, ϕ) ∈ A και (W,χ) ∈ C µε U ∩W ̸= ∅.

Πρώτα πρέπει να δείξουµε ότι ϕ(U∩W ), χ(U∩W ) είναι ανοιχτά υποσύνο-

λα του Rm
. Για να δείξουµε ότι ϕ(U ∩W ) είναι ανοιχτό, αρκεί να δείξουµε

ότι, για κάθε a ∈ ϕ(U ∩W ), υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο B του Rm
, µε

a ∈ B ⊆ ϕ(U ∩W ).

Θεωρούµε λοιπόν ένα a ∈ ϕ(U ∩ W ) και ϑέτουµε x := ϕ−1(a) ∈ U ∩ W .

Επειδή οι χάρτες του B καλύπτουν το M , υπάρχει (V, ψ) ∈ B µε x ∈ V ,

εποµένως x ∈ A := U ∩ V ∩W . Παρατηρούµε ότι

ϕ(A) = ϕ(U ∩ V ∩W ) = (ϕ ◦ ψ−1)(ψ(U ∩ V ∩W )) =

= (ϕ ◦ ψ−1)(ψ(U ∩ V ) ∩ ψ(V ∩W )).

Οι χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ) είναι Ck–συµβιβαστοί από την υπόθεση, εποµένως

το ψ(U ∩V ) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
. ΄Οµοια, το ψ(V ∩W ) είναι

ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
, λόγω της συµβιβαστότητας των (V, ψ) και

(W,χ). Εποµένως, ϕ(A) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
, ως εικόνα του
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ανοιχτού ψ(U ∩ V ) ∩ ψ(V ∩W ) µέσω του οµοιοµορφισµού ϕ ◦ ψ−1
. Επειδή

ισχύει a ∈ ϕ(A) ⊆ ϕ(U ∩W ), ϑέτοντας B := ϕ(A), έχουµε την Ϲητούµενη

σχέση, εποµένως ϕ(U ∩W ) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
. Ανάλογα,

δείχνουµε ότι χ(U ∩W ) είναι επίσης ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
.

Κατόπιν πρέπει να δείξουµε ότι οι απεικονίσεις µεταφοράς

χ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩W ) −→ χ(U ∩W )(5)

ϕ ◦ χ−1 : χ(U ∩W ) −→ ϕ(U ∩W )(6)

είναι Ck–διαφορίσιµες. ∆είχνουµε την διαφορισιµότητα της πρώτης (µε ανά-

λογο τρόπο δείχνουµε και την διαφορισιµότητα της δεύτερης). Επειδή η

διαφορισιµότητα είναι µια τοπική ιδιότητα, αρκεί να δείξουµε ότι, για κάθε

a ∈ ϕ(U ∩ V ), υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο B του ϕ(U ∩ V ), τέτοιο ώστε

a ∈ B και ο περιορισµός της ψ ◦ ϕ−1
στο B, δηλαδή η απεικόνιση ψ ◦ ϕ−1|B,

είναι Ck–διαφορίσιµη.

΄Οπως πριν, ϑεωρούµε τον χάρτη (V, ψ) ∈ B µε x := ϕ−1(a) ∈ V και την

τοµή A := U ∩ V ∩W ∋ x. ∆είξαµε πριν ότι οι εικόνες ϕ(A) και χ(A) =
χ(U ∩W )∩χ(V ∩W ) είναι ανοιχτά υποσύνολα του Rm

. Από την άλλη µεριά,

η Ck–συµβιβαστότητα των χαρτών (U, ϕ), (V, ψ) και (V, ψ), (W,χ) συνεπάγεται

την Ck–διαφορισιµότητα των απεικονίσεων

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ),

χ ◦ ψ−1 : ψ(V ∩W ) → χ(V ∩W ).

Σαν αποτέλεσµα, οι περιορισµοί των προηγούµενων απεικονίσεων στα ϕ(A),
ψ(A) αντίστοιχα, είναι Ck–διαφορίσιµες απεικονίσεις της µορφής

ψ ◦ ϕ−1|ϕ(A) : ϕ(A) → ψ(A), χ ◦ ψ−1|ψ(A) : ψ(A) → χ(A).

Εποµένως, η σύνθεσή τους

χ ◦ ϕ−1|ϕ(A) = (χ ◦ ψ−1|ψ(A)) ◦ (ψ ◦ ϕ−1|ϕ(A))

είναι Ck–απεικόνιση. ΄Ετσι έχουµε αποδείξει ότι η χ◦ϕ−1
είναι Ck–διαφορίσιµη

στην περιοχή B = ϕ(A) του a, που σηµαίνει ότι η (5) είναι επίσης Ck–
διαφορίσιµη.

΄Αρα έχουµε αποδείξει την Ck–συµβιβαστότητα των χαρτών (U, ϕ), (V, ψ),
εποµένως και την Ck–συµβιβαστότητα των ατλάντων A και C.
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2 Πολλαπλότητες

2.1 Ορισµός. ΄Ενας (m–διάστατος) Ck–άτλαντας A επί του M ονοµάζεται

µέγιστος, αν είναι ένα µεγιστικό στοιχείο του Ak
m(M), ως προς την διάτα-

ξη (1), δηλαδή, αν

B ∈ Ak
m(M), A ≤ B =⇒ A = B.

Ας υποθέσουµε ότι A ∈ Ak
m(M) είναι µέγιστος και ότι (U, ϕ) είναι ένας

(m-διάστατος) χάρτης επί του M , που είναι Ck–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη

του A. Τότε A ⊆ A ∪ {(U, ϕ)} ∈ Ak
m(M), εποµένως από τον ορισµό του

µέγιστου άτλαντα, A = A ∪ {(U, ϕ)}, δηλαδή (U, ϕ) ∈ A. Αντίστροφα, ας

υποθέσουµε ότι A περιέχει κάθε χάρτη συµβιβαστό µε όλους τους χάρτες του

A, και έστω A ≤ B ∈ Ak
m(M). Τότε, αφού B είναι ένας άτλαντας, κάθε

χάρτης του B είναι Ck–συµβιβαστός µε κάθε άλλο χάρτη του B, εποµένως µε

όλους τους χάρτες του A, οπότε, από την υπόθεση, κάθε χάρτης του B ανήκει

στον A, δηλαδή B ≤ A, και τελικά B = A. ΄Εχουµε έτσι αποδείξει ότι

΄Ενας άτλαντας A ∈ Ak
m(M) είναι µέγιστος, αν και µόνον αν, για κάθε

χάρτη (U, ϕ) του M , που είναι Ck–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη του A,

έχουµε ότι (U, ϕ) ∈ A.

΄Εστω τώρα ένας A ∈ Ak
m(M) και η κλάση [A] ως προς την σχέση ισοδυνα-

µίας (2). Θεωρούµε την ένωση A∗
όλων των ατλάντων B που είναι ισοδύναµοι

(: Ck–συµβιβαστοί) µε τον A, δηλ.

(7) A∗ :=
⋃

B∈[A]

B.

Τότε :

(1) Ο A∗
είναι άτλαντας. Πράγµατι, A ⊆ A∗

και ο A είναι κάλυψη του

M , άρα και ο A∗
είναι κάλυψη. ΄Εστω (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ A∗

. Τότε υπάρχουν

άτλαντες B1,B2 ∈ [A], µε (U1, ϕ1) ∈ B1 και (U2, ϕ2) ∈ B2. Επειδή B1
k∼ A

και A k∼ B2, από την µεταβατικότητα της
k∼, έχουµε B1

k∼ B2 και οι (U1, ϕ1),
(U2, ϕ2) είναι Ck–συµβιβαστοί. ΄Αρα ο A∗

είναι ένας m–διάστατος Ck–άτλαντας

επί του M .

(2) Ο A∗
είναι µεγαλύτερος του A. Είναι προφανές, αφού A ∈ [A], προ-

κύπτει ότι A ⊆ A∗
(άρα και A k∼ A∗

, δηλ. A∗ ∈ [A]).
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(3) Ο A∗
είναι µέγιστος. Πράγµατι, έστω C ∈ Ak

m µε A∗ ≤ C. Τότε

C k∼ A∗ k∼ A, δηλ. C ∈ [A] και C ⊆ A∗
. ΄Αρα C = A∗

.

(4) Ο A∗
είναι ο µοναδικός µέγιστος άτλαντας στο Ak

m που περιέχει τον A.

Πράγµατι : ΄Εστω D ένας µέγιστος άτλαντας, µε A ⊆ D. Τότε D k∼ A, άρα

D ∈ [A] και D ⊆ A∗
. ΄Οµως D µέγιστος, και ο τελευταίος εγκλεισµός µας

δίνει D = A∗
.

Τα ανωτέρω έχουν αποδείξει το επόµενο

2.2 Θεώρηµα. Για κάθε A ∈ Ak
m(M), υπάρχει ένα µοναδικός µέγιστος άτλα-

ντας A∗ ∈ Ak
m(M), µε A ⊆ A∗

.

Αξίζει να δούµε και µια δεύτερη περιγραφή του µέγιστου που περιέχει

ένα δεδοµένο άτλαντα A.

Συµβολίζουµε µε A′
το σύνολο όλων των m–διάστατων χαρτών του M , που

είναι Ck–συµβιβαστοί µε όλους τους χάρτες του A. Προφανώς A ⊆ A′
.

Θα δείξουµε ότι A′
είναι ένας Ck–άτλαντας. Είναι άµεσο ότι οι χάρτες

του αποτελούν κάλυψη του M . Γιά την συµβιβαστότητα των χαρτών του,

ϑεωρούµε δύο τυχαίους χάρτες (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A′
. Επειδή αυτοί οι χάρτες

είναι Ck–συµβιβαστοί µε κάθε χάρτη του A, οι οικογένειες A1 := A∪{(U, ϕ)}
και A2 := A∪{(V, ψ)} ανήκουν στο Ak

m(M), και A k∼ A1, όπως και A k∼ A2.

Λόγω της µεταβατικότητας της
k∼, έχουµε A1

k∼ A2, εποµένως οι χάρτες (U, ϕ)
και (V, ψ) του A′

είναι Ck–συµβιβαστοί και ο A′
είναι ένας m–διάστατος Ck–

άτλαντας.

Θα δείξουµε τώρα, ότι A′
είναι µέγιστος. Πράγµατι, αν (U, ϕ) είναι χάρ-

της του M , Ck–συµβιβαστός µε τους χάρτες του A′
, τότε (U, ϕ) είναι Ck–

συµβιβαστός µε τους χάρτες του A (αφού A ⊆ A′
), εποµένως, σύµφωνα µε το

ορισµό του A′
, έχουµε ότι (U, ϕ) ∈ A′

, δηλαδή A′
είναι µέγιστος.

Η µοναδικότητα του µέγιστου που περιέχει τον A, από το Θεώρηµα 2.2,

µας εξασφαλίζει ότι

(8) A′ = A∗.

Επίσης, από τον ορισµό του άτλαντα A∗
, έχουµε ότι για κάθε B ∈ [A], ισχύει

B∗ = A∗.

Αντίστροφα, αν A∗ = B∗
, τότε οι χάρτες του A και οι χάρτες του B ανήκουν

στον ίδιο άτλαντα A∗ = B∗
, δηλαδή, είναι Ck–συµβιβαστοί µεταξύ τους. Αρα,
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A k∼ B. ΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι

(9) A k∼ B ⇐⇒ A∗ = B∗.

2.3 Ορισµός. Λέµε ότι ένας µέγιστος άτλαντας A ∈ Ak
m(M) ορίζει µια

Ck–διαφορική δοµή επί του M , και ότι το Ϲεύγος (M,A) είναι µια

Ck–πολλαπλότητα. Αν όλοι οι χάρτες του A έχουν την ίδια διάσταση m,

λέµε ότι η m είναι η διάσταση της πολλαπλότητας και ότι το χώρος Rm

είναι το µοντέλο της πολλαπλότητας.

Ιδιαιτέρως, αν k = 0, λέµε ότι η (M,A) είναι µια τοπολογική πολλα-

πλότητα· αν k = ∞, λέµε ότι είναι µια διαφορική πολλαπλότητα.

Αν είναι σαφές ποιός άτλαντας ορίζει τη διαφορική δοµή, λέµε (και γρά-

ϕουµε) ‘‘η πολλαπλότητα M ’’.

2.4 Παράδειγµα. Γνωρίζουµε ότι (Rn, idRn) είναι n–διάστατος ολικός χάρτης

του Rn
και A = {(Rn, idRn)} είναι n–διάστατος διαφορικός άτλαντας του Rn

.

΄Αρα ϑεωρώντας τον αντίστοιχο µέγιστο A∗
παίρνουµε µια διαφορική πολλα-

πλότητα (Rn,A∗). Θα αναφερόµαστε σε αυτήν ως την συνήθη διαφορική δοµή

του Rn
.

2.5 Παρατήρηση. Η σηµασία του Θεωρήµατος 2.2 είναι προϕανής. Για να

ελέγξουµε αν ένα σύνολο M είναι πολλαπλότητα (δηλαδή, αν έχει ένα µέγι-

στο άτλαντα), αρκεί να ϐρούµε ένα (µη µέγιστο) άτλαντα· τότε ο αντίστοιχος

µέγιστος άτλαντας ορίζει τη Ϲητούµενη δοµή πολλαπλότητας.

2.6 Παρατήρηση. (1) Είναι αποτέλεσµα της ∆ιαφορικής Τοπολογίας, ότι αν

ένας χώρος M έχει ένα Ck–άτλαντα, k ≥ 1, τότε έχει επίσης και ένα Ck+1
–

άτλαντα. Αυτό δεν αληθεύει γιά k = 0, δηλαδή αν ο αρχικός άτλαντας είναι

τοπολογικός.

(2) ΄Ενας µέγιστος τοπολογικός άτλαντας µπορεί να περιέχει πολλούς µέγι-

στους διαφορικούς άτλαντες.

2.7 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) και (N,B) Ck–πολλαπλότητες διαστάσεων m
και n, αντίστοιχα. Τότε το καρτεσιανό γινόµενο M × N δέχεται τη δοµή µιας

(m+ n)–διάστατης Ck–πολλαπλότητας.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

C := {(U × V, ϕ× ψ) : (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B}.
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Θα δείξουµε ότι C είναι ένας Ck–άτλαντας του M ×N , διάστασης m+ n.

Πράγµατι, κάθε (U × V, ϕ × ψ) είναι ένας χάρτης του M × N , διότι η

απεικόνιση

ϕ× ψ : U × V → ϕ(U)× ψ(V ) : (x, y) 7→ (ϕ(x), ψ(y))

είναι 1–1 σαν καρτεσιανό γινόµενο 1–1 απεικονίσεων και η εικόνα της

ϕ(U) × ψ(V ) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm × Rn
σαν ένα καρτεσιανό

γινόµενο ανοιχτών συνόλων.

Ακόµη, οι χάρτες του C καλύπτουν το M × N : αν (x, y) ∈ M × N ,

τότε υπάρχουν (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U και y ∈ V , εποµένως

(x, y) ∈ U × V .

Τέλος, κάθε δύο χάρτες του C είναι συµβιβαστοί : πράγµατι, αν

(U1 × V1, ϕ1 × ψ1), (U2 × V2, ϕ2 × ψ2) ∈ C,

µε (U1 × V1) ∩ (U2 × V2) ̸= ∅, τότε U1 ∩ U2, V1 ∩ V2 ̸= ∅ και

(10)
(ϕ1 × ψ1)((U1 × V1) ∩ (U2 × V2)) =

= ϕ1(U1 ∩ U2)× ψ1(V1 ∩ V2)

(10
′
)

(ϕ2 × ψ2)((U1 × V1) ∩ (U2 × V2)) =

= ϕ2(U1 ∩ U2)× ψ2(V1 ∩ V2)

είναι ανοιχτά υποσύνολα του Rm × Rn
, σαν καρτεσιανό γινόµενο ανοιχτών

συνόλων και η απεικόνιση µεταφοράς

(ϕ2 × ψ2) ◦ (ϕ1 × ψ1)
−1 = (ϕ2 ◦ ϕ−1

1 ) × (ψ2 ◦ ψ−1
1 )

που στέλνει το σύνολο (10) στο σύνολο (10
′
) είναι Ck–αµφιδιαφόριση, σαν

καρτεσιανό γινόµενο Ck–αµφιδιαφορίσεων.

΄Αρα ο C είναι Ck–άτλαντας του M ×N και ο αντίστοιχος µέγιστος C∗ = C ′

ορίζει στο M ×N δοµή Ck–πολλαπλότητας.


