
ΜΑΘΗΜΑ 01

1 Χάρτες

1.1 Ορισµός. ΄Εστω M ̸= ∅ ένα σύνολο. ΄Ενας (n–διάστατος) χάρτης επί

του M είναι ένα Ϲεύγος (U, ϕ), όπου U ⊆M και

ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rn

είναι µια 1–1 απεικόνιση (επί του ϕ(U)), µε ϕ(U) ανοιχτό στον Rn.

Αν U είναι ένα γνήσιο υποσύνολο του M , το Ϲεύγος (U, ϕ) ονοµάζεται
τοπικός χάρτης, ενώ, αν U =M , ονοµάζεται ολικός χάρτης.

Αν υπάρχει ένας ολικός χάρτης (M,ϕ), τότε το M ταυτίζεται, µέσω της ϕ,
µε το υποσύνολο ϕ(M) του Rn, εποµένως, µε τετριµµένο τρόπο, µπορεί να
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ϑεωρηθεί σαν ένα σύνολο πάνω στο οποίο µπορούν να οριστούν διαφορίσιµες
απεικονίσεις. Στην γενική περίπτωση, ολικοί χάρτες δεν υπάρχουν. Συνήθως,
ένας χάρτης ϑα είναι ένας τοπικός χάρτης.

Συχνά λέµε ότι ένας τοπικός χάρτης (U, ϕ) ορίζει ένα τοπικό σύστηµα

συντεταγµένων, αφού, για κάθε x ∈ U , µπορούµε να ορίσουµε τις συν-

τεταγµένες (που γενικεύουν τις συνήθεις συντεταγµένες της Αναλυτικής Γεω-
µετρίας)

xi(x) := pri(ϕ(x)), i = 1, . . . , n,

όπου pri : Rn → R είναι η προβολή στην i–συνταταγµένη.

1.2 Παραδείγµατα. (Α) Τα ανοιχτά υποσύνολα του Rn
. Θεωρούµε ένα

ανοιχτό ∅ ≠ A ⊆ Rn και το Ϲεύγος (A, idA), και παρατηρούµε ότι η ταυτοτική
idA : A → A ⊆ Rn είναι 1–1 και η εικόνα της idA(A) = A είναι ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Rn, δηλαδή το Ϲεύγος (A, idA) είναι ένας n–διάστατος ολικός
χάρτης του A.

(Β) Οι πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικοί χώροι. ΄Εστω V ένας
n–διάστατος πραγµατικός διανυσµατικός χώρος. Τότε, υπάρχει ένας ισοµορ-
ϕισµός ψ : V → Rn. Το Ϲεύγος (V, ψ) είναι προφανώς ένας n–διάστατος
ολικός χάρτης του V . Τα ανωτέρω ισχύουν ιδιαιτέρως για το χώρο Mm×n(R)
των m× n πραγµατικών πινάκων.

(Γ) Οι κανονικές επιφάνειες στο R3
. Στη ∆ιαφορική Γεωµετρία των

Επιφανειών συναντούµε τις έννοιες της κανονικής παραµέτρησης και της κα-
νονικής επιφάνειας. Για διευκόλυνση του αναγνώστη υπενθυµίζουµε αυτές
τις έννοιες εδώ: ΄Εστω U ⊆ R2 ένα ανοιχτό σύνολο, έστω r : U → R3 µια
διαφορίσιµη απεικόνιση και έστω W := r(U). Η τριάδα (U, r,W ) ονοµάζεται
κανονική παραµέτρηση, αν ικανοποιούνται οι επόµενες συνθήκες :

(i) Αν W ⊆ R3 είναι εφοδιασµένο µε την σχετική τοπολογία, r : U → W
είναι ένας οµοιοµορφισµός.

(ii) Για κάθε q ∈ U , το διαφορικό Dr(q) : R2 → R3 είναι 1–1.
΄Ενα υποσύνολο S ⊆ R3 ονοµάζεται κανονική επιφάνεια, αν υπάρχει

µια οικογένεια A = {(Ui, ri,Wi)}i∈I από κανονικές παραµετρήσεις, έτσι ώστε
{Wi}i∈I να είναι µια ανοιχτή κάλυψη του S.

Κάθε κανονική παραµέτρηση (U, r,W ) µιας κανονικής επιφάνειας S ορί-
Ϲει ένα 2–διάστατο χάρτη της S, τον (W, r−1).

(∆) Ο µοναδιαίος κύκλος. Θεωρούµε τον µοναδιαίο κύκλο, δηλαδή το
σύνολο

S1 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
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Επάνω στον κύκλο ϑα ορίσουµε χάρτες µε τρεις τρόπους :
(∆1) Οι στερεογραφικές προβολές. Σταθεροποιούµε τα σηµεία του

κύκλου N = (0, 1) και S = (0,−1) και ϑεωρούµε τα Ϲεύγη (UN , ϕN) και
(US, ϕS), όπου UN = S1 \ {N}, US = S1 \ {S}, και

ϕN : UN −→ R : (x, y) 7→ ϕN(x, y) :=
x

1− y
,

ϕS : US −→ R : (x, y) 7→ ϕS(x, y) :=
x

1 + y
,

(στερεογραφικές προβολές). Ελέγχουµε αµέσως ότι οι απεικονίσεις ϕN και
ϕS είναι 1–1 και επί του R, µε αντίστροφες τις απεικονίσεις

ϕ−1
N (a) =

(
2a

a2 + 1
,
a2 − 1

a2 + 1

)
,

ϕ−1
S (a) =

(
2a

a2 + 1
,
1− a2

a2 + 1

)
.

΄Αρα τα Ϲεύγη (UN , ϕN) και (US, ϕS) είναι 1–διάστατοι χάρτες του S1.
(∆2) Τα ηµικύκλια. Ορίζουµε το σύνολα

U+
y := {(x, y) ∈ S1 : y > 0},

U−
y := {(x, y) ∈ S1 : y < 0}.

∆ηλαδή, U+
y (αντίστ. U−

y ) είναι το ϑετικό (αντίστ. το αρνητικό) ηµικύκλιο πάνω
(αντίστ. κάτω) από τον άξονα x′Ox. Ακόµη, ορίζουµε τις απεικονίσεις

ϕ+
y : U+

y −→ (−1, 1) : (x, y) 7→ x,

ϕ−
y : U−

y −→ (−1, 1) : (x, y) 7→ x,

δηλαδή, ϕ+
y , ϕ

−
y είναι οι προβολές των προηγούµενων ηµικυκλίων στη διά-

µετρο που τα χωρίζει. Τότε τα Ϲεύγη (U+
y , ϕ

+
y ), (U

−
y , ϕ

−
y ) είναι χάρτες. Είναι

άµεσο ότι οι απεικονίσεις ϕ+
y , ϕ

−
y είναι 1–1. Ακόµη είναι επί του (−1, 1) µε

(ϕ+
y )

−1(x) = (x,
√
1− x2)

(ϕ−
y )

−1(x) = (x,−
√
1− x2)

για κάθε x ∈ (−1, 1). ΄Αρα οι εικόνες ϕ+
y (U

+
y ) := ϕ−

y (U
−
y ) = (−1, 1) ⊆ R είναι

ανοιχτές.
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Συνολικά µπορούµε να ορίσουµε τέσσερεις 1–διάστατους χάρτες (Uα
i ϕ

α
i ),

µε i = x, y και α = +, − στο S1.
(∆3) Το όρισµα. Θεωρούµε πάλι τα υποσύνολα UN και US του S1 και

ορίζουµε τις απεικονίσεις θi : Ui → R, i = N,S, που στέλνουν κάθε σηµείο
A = (x, y) ∈ Ui στη γωνία θi(x, y) που σχηµατίζεται µεταξύ OA και Ox και
µε την υπόθεση θN(x, y) ∈ (π/2, 5π/2) και θS(x, y) ∈ (−π/2, 3π/2).

Είναι γνωστό ότι οι απεικονίσεις θi, i = N,S, είναι 1–1 και επί των
αντίστοιχων διαστηµάτων, που είναι ανοιχτά υποσύνολα του R, εποµένως τα
Ϲεύγη (UN , θN), (US, θS) είναι 1–διάστατοι χάρτες του S1.

(Ε) Η επιφάνεια της σφαίρας. Επάνω στην σφαίρα

S2 := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}

ϑα ορίσουµε χάρτες µε δύο τρόπους, ανάλογους των (∆1) και (∆2):
(Ε1) Η στερεογραφική προβολή. Θεωρούµε τα σηµεία N = (0, 0, 1)

(ϐόρειος πόλος) και S = (0, 0,−1) (νότιος πόλος) της σφαίρας, και ϑεωρούµε
τα Ϲεύγη (UN , ϕN) και (US, ϕS), όπου UN = S2 \ {N}, US = S2 \ {S}, και

ϕN : UN −→ R2 : (x, y, z) → ϕN(x, y, z) :=

(
x

1− z
,

y

1− z

)
,

ϕS : US −→ R2 : (x, y, z) → ϕS(x, y, z) :=

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
,

(στερεογραφικές προβολές). Ελέγχουµε ότι η απεικόνιση ϕN είναι 1–1: Αν
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ UN µε

ϕN(x1, y1, z1) = ϕN(x2, y2, z2),

δηλαδή, (
x1

1− z1
,

y1
1− z1

)
=

(
x2

1− z2
,

y1
1− z1

)
τότε προσθέτοντας τα τετράγωνα των συντεταγµένων και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι x21 + y21 + z21 = x22 + y22 + z22, έχουµε ότι z1 = z2, απ΄ όπου αµέσως
συµπεραίνουµε ότι x1 = x2 και y1 = y2. Ανάλογα, δείχνουµε ότι και η ϕS
είναι 1–1. Επίσης, παρατηρούµε ότι ϕN είναι επί του R2. Πράγµατι, αν
(a, b) ∈ R2, εύκολα επαληθεύουµε ότι

ϕ−1
N (a, b) =

(
2a

1 + a2 + b2
,

2b

1 + a2 + b2
,
−1 + a2 + b2

1 + a2 + b2

)
.
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΄Αρα ϕN(UN) = R2 είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του R2 . Με ανάλογο τρόπο,
επαληθεύουµε ότι, για κάθε (a, b) ∈ R2,

ϕ−1
S (a, b) =

(
2a

1 + a2 + b2
,

2b

1 + a2 + b2
,
1− a2 − b2

1 + a2 + b2

)
,

δηλαδή, ϕS είναι επί του R2 και ϕS(US) = R2 ⊆ R2 είναι ανοιχτό.
΄Ετσι έχουµε δείξει ότι (UN , ϕN), (US, ϕS) είναι 2–διάστατοι χάρτες της S2.
(Ε2) Τα ηµισφαίρια. Ορίζουµε το σύνολα

U+
z := {(x, y, z) ∈ S2 : z > 0},

U−
z := {(x, y, z) ∈ S2 : z < 0},

Dz := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}.

∆ηλαδή, U+
z (αντίστ. U−

z ) είναι το ϑετικό (αντίστ. το αρνητικό) ηµισφαίριο πάνω
(αντίστ. κάτω) από το επίπεδο των x, y, χωρίς τον ισηµερινό, ενώ Dz είναι ο
ανοιχτός δίσκος µε κέντρο (0, 0, 0) και ακτίνα 1 στο επίπεδο των x, y. Ακόµη,
ορίζουµε τις απεικονίσεις

ϕ+
z : U+

z → Dz : (x, y, z) → (x, y),

ϕ−
z : U−

z → Dz : (x, y, z) → (x, y),

δηλαδή, ϕ+
z , ϕ

−
z είναι οι προβολές των προηγούµενων ηµισφαιρίων στο δίσκο

που τα χωρίζει. Τότε τα Ϲεύγη (U+
z , ϕ

+
z ), (U

−
z , ϕ

−
z ) είναι χάρτες. Είναι άµεσο

ότι οι απεικονίσεις ϕ+
z , ϕ

−
z είναι 1–1. Ακόµη είναι επί του Dz µε

(ϕ+
z )

−1(x, y) = (x, y,
√

1− x2 − y2)

(ϕ−
z )

−1(x, y) = (x, y,−
√
1− x2 − y2)

για κάθε (x, y) ∈ Dz. ΄Αρα ϕ+
z (U

+
z ) := ϕ−

z (U
−
z ) = Dz ⊆ R2 είναι ανοιχτά.

Συνολικά µπορούµε να ορίσουµε έξι 2-διάστατους χάρτες (Uα
i ϕ

α
i ), µε

i = x, y, z και α = +, − στο S2.
(Ζ) Ο προβολικός χώρος P2(R). Θεωρούµε τον ευκλείδειο χώρο R3 και

ορίζουµε στον R3 \ {(0, 0, 0)} τη σχέση

(x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇔
∃ λ ∈ R \ {0} : yi = λxi, ∀ i = 1, 2, 3.
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Εύκολα επαληθεύουµε ότι η ανωτέρω σχέση είναι µια ισοδυναµία και συµ-
ϐολίζουµε µε [(x1, x2, x3)] την κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου (x1, x2, x3) ∈
R3 \ {(0, 0, 0)}. Το σύνολο των ανωτέρω κλάσεων, δηλαδή το σύνολο-πηλίκο

P2(R) := (R3 \ {(0, 0, 0)})/ ∼,

καλείται προβολικός χώρος.
Θεωρούµε Ui = {[(x1, x2, x3)] ∈ P2(R) : xi ̸= 0} (i = 1, 2, 3) και ορίζουµε

τις απεικονίσεις

ϕ1 : U1 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7−→
(
x2
x1
,
x3
x1

)
,

ϕ2 : U2 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7−→
(
x1
x2
,
x3
x2

)
,

ϕ3 : U3 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7−→
(
x1
x3
,
x2
x3

)
.

Αποδεικνύουµε ότι (U1, ϕ1) είναι 2–διάστατος χάρτης του P2(R): πρώτα πα-
ϱατηρούµε ότι ϕ1 είναι 1–1, διότι, αν ϕ1([(x1, x2, x3)]) = ϕ1([(y1, y2, y3)]), τότε

xi
x1

=
yi
y1
,

για i = 2, 3, δηλαδή
yi
xi

=
y1
x1

= λ ̸= 0,

απ΄ όπου συµπεραίνουµε ότι [(x1, x2, x3)] = [(y1, y2, y3)]. Ακόµη ϕ1(U1) =
R2. Πράγµατι, για κάθε (a, b) ∈ R2 έχουµε ότι

ϕ1([(1, a, b)]) = (a, b),

δηλαδή η απεικόνιση ϕ1 είναι επί. ΄Αρα, ϕ1(U1) είναι ανοιχτό υποσύνολο του
R2 και (U1, ϕ1) είναι χάρτης. Με ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι τα Ϲεύγη
(U2, ϕ2) και (U3, ϕ3) είναι 2–διάστατοι χάρτες.

2 Συµβιβαστότητα χαρτών

2.1 Ορισµός. ΄Εστω (U, ϕ) και (V, ψ) χάρτες του M . Λέµε ότι (U, ϕ) και
(V, ψ) είναι Ck–συµβιβαστοί (k = 0, 1, . . . ,∞) σε κάθε µια από τις επόµενες
περιπτώσεις :
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(1) U ∩ V = ∅.
(2) U ∩ V ̸= ∅, ϕ(U ∩ V ) και ψ(U ∩ V ) είναι ανοιχτά υποσύνολα του Rm

και οι απεικονίσεις µεταφοράς ή αλλαγής των συντεταγµένων

(1)
ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),

ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) −→ ϕ(U ∩ V ),

είναι Ck-διαφορίσιµες (σε κάθε σηµείο των πεδίων ορισµού τους).

Επειδή οι απεικονίσεις (1) είναι αντίστροφες η µια της άλλης, η προη-
γούµενη συνθήκη διαφορισιµότητας συνεπάγεται ότι και οι δύο απεικονίσεις
είναι Ck-αµφιδιαφορίσεις.

Για k = 0, οι απεικονίσεις ψ ◦ ϕ−1 και ϕ ◦ ψ−1 είναι µόνον συνεχείς
(εποµένως οµοιοµορφισµοί).

Στην τελευταία περίπτωση, οι χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ) λέγονται τοπολο-

γικά συµβιβαστοί. Αν k = ∞, οι χάρτες λέγονται διαφορικά συµβιβαστοί.
Προφανώς, η διαφορική συµβιβαστότητα των χαρτών συνεπάγεται την Ck–

συµβιβαστότητά τους, για κάθε k ∈ N, και η τελευταία, µε τη σειρά της,
συνεπάγεται την τοπολογική τους συµβιβαστότητα.
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Αν κάποιος ϑέλει να είναι τυπικός, οι απεικονίσεις (1) έπρεπε να γράφο-
νται ψ ◦ (ϕ−1|ϕ(U∩V )) και ϕ ◦ (ψ−1|ψ(U∩V )). ΄Οµως, χάριν απλότητας, δεν ϑα
γράφουµε τον περιορισµό όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης.

2.2 Παρατήρηση. Η Ck–συµβιβαστότητα δύο τεµνόµενων χαρτών συνεπάγε-
ται ότι οι χάρτες έχουν την ίδια διάσταση. Πράγµατι, έστω ότι (U, ϕ) και (V, ψ)
είναι Ck–συµβιβαστοί χάρτες διάστασης m και n, αντίστοιχα, µε U ∩ V ̸= ∅.
Αν k ≥ 1, η απεικόνιση µεταφοράς ψ ◦ϕ−1 είναι µια Ck–αµφιδιαφόριση, έτσι,
για κάθε x ∈ U ∩ V , το διαφορικό D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) : Rm → Rn υπάρχει και
είναι ένας γραµµικός ισοµορφισµός, εποµένως m = n. Αν k = 0, τα ανοιχτά
σύνολα ϕ(U ∩V ) και ψ(U ∩V ) στους χώρους Rm και Rn είναι οµοιοµορφικά
και η ισότητα των διαστάσεων είναι ένα αποτέλεσµα του Θεωρήµατος του
Brawer (Invariance of domain) της Αλγεβρικής Τοπολογίας.

Μη τεµνόµενοι χάρτες (του ίδιου χώρου M ), δεν είναι κατ΄ ανάγκη της
ίδιας διάστασης.

2.3 Παραδείγµατα. Παρακάτω αναφερόµαστε στους χάρτες των Παραδειγ-
µάτων 1.2.

(Α-Β) Στα Παραδείγµατα (Α) και (Β) ο χώρος M έχει ολικό χάρτη. Εν
προκειµένω, ισχύει ότι κάθε χάρτης είναι διαφορικά συµβιβαστός µε τον εαυτό

του. Πράγµατι : ΄Εστω (U, ϕ) ένας n-διάστατος χάρτης ενός συνόλου M . Τότε

ϕ(U ∩ U) = ϕ(U) ⊆ Rn

είναι ανοιχτό, από τον ορισµό του χάρτη, και

ϕ ◦ ϕ−1 = idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

είναι C∞-αµφιδιαφόριση.
(Γ) Αν S ⊆ R3 είναι µια κανονική επιφάνεια, τότε κάθε Ϲεύγος κανονικών

παραµετρήσεων (Ui, ri,Wi) και (Uj, rj,Wj) ορίζει Ϲεύγος χαρτών (Wi, r
−1
i ) και

(Wj, r
−1
j ) που είναι διαφορικά συµβιβαστοί : ανWi∩Wj ̸= ∅, τότε r−1

i (Wi∩Wj)

και r−1
j (Wi∩Wj) είναι ανοιχτά στο R2, διότιWi∩Wj είναι η τοµή δύο ανοιχτών

υποσυνόλων του S και ri, rj είναι οµοιοµορφισµοί. Η διαφορισιµότητα της
απεικόνισης µεταφοράς r−1

j ◦ (r−1
i )−1 = r−1

j ◦ ri είναι συνέπεια της τοπικής
σύµπτωσης κάθε κανονικής παραµέτρησης µε ένα γράφηµα (παραµέτρηση
Monge).

(∆1–∆2) Για την απόδειξη ότι οι χάρτες του Παραδείγµατος 1.2(∆1) (αντ.
(∆2) ) είναι διαφορικά συµβιβαστοί παραπέµπουµε στην απόδειξη της διαφο-
ϱικής συµβιβαστότητας των αντίστοιχων χαρτών της µοναδιαίας σφαίρας.
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(∆3) Για την συµβιβαστότητα των χαρτών (UN , θN) και (US, θS) παρατη-
ϱούµε ότι UN ∩ US = UN \ {S} = US \ {N} και

θN(UN ∩ US) = (π/2, 3π/2) ∪ (3π/2, 5π/2),

θS(UN ∩ US) = (−π/2, π/2) ∪ (π/2, 3π/2),

δηλαδή είναι ανοιχτά υποσύνολα του R, ενώ η απεικόνιση µεταφοράς

θN ◦ θ−1
S : θN(UN ∩ US) −→ θS(UN ∩ US)

δίνεται από τον τύπο

θN ◦ θ−1
S (t) =

{
t, t ∈ (π/2, 3π/2),

t+ 2π, t ∈ (−π/2, π/2),

είναι εποµένως C∞–αµφιδιαφόριση και οι εν λόγω χάρτες είναι διαφορικά
συµβιβαστοί.

(Ε1) Θεωρούµε τους δύο χάρτες των στερεογραφικών προβολών (UN , ϕN),
(US, ϕS). Παρατηρούµε ότι πάλι UN ∩US = UN \ {S} = US \ {N}, εποµένως

ϕN(UN ∩ US) = ϕN(UN \ {S}) = ϕN(UN) \ {ϕN(S)}
= R2 \ {(0, 0)},

ϕS(UN ∩ US) = ϕS(US \ {N}) = ϕS(US) \ {ϕS(N)}
= R2 \ {(0, 0)}.

΄Αρα η εικόνες

ϕN(UN ∩ UN) = ϕS(UN ∩ US) = R2 \ {(0, 0)} ⊆ R2

είναι ανοιχτές. Ακόµη, οι απεικονίσεις

ϕS ◦ ϕ−1
N , ϕN ◦ ϕ−1

S : R2 \ {(0, 0)} −→ R2 \ {(0, 0)}

δίνονται από τον τύπο

ϕS ◦ ϕ−1
N (a, b) = ϕN ◦ ϕ−1

S (a, b) =

(
a

a2 + b2
,

b

a2 + b2

)
,

για κάθε (a, b) ∈ R2 \{(0, 0)}, δηλαδή είναι C∞–απεικονίσεις. ΄Αρα, οι χάρτες
(UN , ϕN) και (US, ϕS) είναι διαφορικά συµβιβαστοί.
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(Ε2 ) Θεωρούµε τους έξι χάρτες (Uα
i ϕ

α
i ), µε i = x, y, z και α = +, − και

τους τρεις δίσκους Di, i = x, y, z. Αποδεικνύουµε τη συµβιβαστότητα των
(U+

x ϕ
+
x ) και (U−

y ϕ
−
y ). ΄Εχουµε

U+
x ∩ U−

y = {(x, y, z) ∈ S2 : x > 0, y < 0},

εποµένως

U+
x ∩ U−

y ∋ (x, y, z) 7−→ ϕ+
x (x, y, z) = (y, z) ∈ Dx,

µε y < 0, δηλαδή

ϕ+
x (U

+
x ∩ U−

y ) = Dx ∩ {(y, z) ∈ R2 : y < 0}.

΄Αρα, ϕ+
x (U

+
x ∩ U−

y ) είναι το εσωτερικό του µισού του δίσκου Dx και είναι ένα
ανοιχτό υποσύνολο του R2. ΄Οµοια,

ϕ−
y (U

+
x ∩ U−

y ) = Dy ∩ {(x, z) ∈ R2 : x > 0} ⊆ R2

είναι ανοιχτό.
Για τη διαφορισιµότητα των απεικονίσεων µεταφοράς, παρατηρούµε ότι,

για κάθε (y, z) ∈ ϕ+
x (U

+
x ∩ U−

y ), δηλαδή για κάθε (y, z) ∈ R2 µε y2 + z2 < 1
και y < 0, έχουµε

(ϕ−
y ◦ (ϕ+

x )
−1)(y, z) = ϕ−

y (
√

1− y2 − z2, y, z)

= (
√

1− y2 − z2, z),

εποµένως η απεικόνιση ϕ−
y ◦ (ϕ+

x )
−1 είναι C∞–διαφορίσιµη στο πεδίο ορισµού

της, και, για κάθε (x, z) ∈ ϕ−
y (U

+
x ∩ U−

y ), δηλαδή, για κάθε (x, z) ∈ R2 µε
x2 + z2 < 1 και x > 0, έχουµε

(ϕ+
x ◦ (ϕ−

y )
−1)(x, z) = ϕ+

x (x, −
√
1− x2 − z2, z)

= (−
√
1− x2 − z2, z),

σαν αποτέλεσµα, ϕ+
x ◦ (ϕ−

y )
−1 είναι C∞–διαφορίσιµη στο πεδίο ορισµού της.

Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε τη συµβιβαστότητα κάθε άλλου Ϲεύγους
από τους ανωτέρω χάρτες.

(Ζ) ∆είχνουµε ότι οι χάρτες (Ui, ϕi), µε i = 1, 2, 3, είναι διαφορικά συµβι-
ϐαστοί. Ας ϑεωρήσουµε τους (U1, ϕ1) και (U2, ϕ2):

U1 ∩ U2 = {[(x1, x2, x3)] ∈ P2(R) : x1 ̸= 0, x2 ̸= 0},
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εποµένως, αν [(x1, x2, x3)] ∈ U1 ∩ U2, τότε

ϕ1([(x1, x2, x3)]) =

(
x2
x1
,
x3
x1

)
∈ (R \ {0})× R

και αν (a, b) ∈ (R\{0})×R τότε [(1, a, b)] ∈ U1∩U2 µε ϕ1([(1, a, b)]) = (a, b),
δηλαδή ϕ1(U1 ∩ U2) = (R \ {0}) × R που είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του
R2. Για τις απεικονίσεις µεταφοράς παρατηρούµε ότι

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 = ϕ1 ◦ ϕ−1

2 : (R \ {0})× R −→ (R \ {0})× R : (a, b) 7−→
(
1

a
,
b

a

)
,

δηλαδή είναι C∞–απεικονίσεις. ΄Οµοια δείχνουµε την διαφορική συµβιβα-
στότητα των άλλων Ϲευγών χαρτών.


