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1. (1+1μον.) (α) ΄Εστω 1 6 p <∞ και f ∈ Lp(Rd). Για κάθε t ∈ R ορίζουμε ft(x) = f(x+ t). Αποδείξτε

ότι ‖ft − f‖p
t→0−→ 0.

(β) ΄Εστω (Kδ)δ>0 οικογένεια καλών πυρήνων και f : R→ C μετρήσιμη και φραγμένη συνάρτηση. ΄Εστω ότι η
f είναι συνεχής στο t0 ∈ R. Αποδείξτε ότι (f ∗Kδ)(t0)

δ→0+−→ f(t0).

2. (1.5+1.5 μον.) (α) ΄Εστω f ∈ C(T) και g ∈ L1(T) με f ∗ g = f . Δείξτε ότι η f είναι τριγωνομετρικό
πολυώνυμο.

(β) ΄Εστω f ∈ L1(T). Δείξτε ότι

sup{‖f ∗ g‖1 : g ∈ L1(T), ‖g‖1 6 1} = ‖f‖1.

[Υπόδειξη: Για το (β) μπορείτε να χρησιμοποιήσετε το γεγονός ότι ‖f ∗ Fn − f‖1
n→∞−→ 0.]

3. (1+1+1.5 μον.) (α) ΄Εστω f ∈ C(T) τέτοια ώστε
∞∑

k=−∞
|f̂(k)| < +∞. Αποδείξτε ότι sn(f)

n→∞−→ f

ομοιόμορφα επί του T.
(β) ΄Εστω f : R → R 2π-περιοδική συνάρτηση και M > 0, α ∈ (0, 1] τέτοια ώστε |f(x) − f(y)| 6 M |x − y|α
για κάθε x, y ∈ R. Δείξτε ότι υπάρχει C > 0 ώστε για κάθε k ∈ Z \ {0} να ισχύει ότι |f̂(k)| 6 C

|k|α .

(γ) ΄Εστω f ∈ C1(T) με |f ′(x) − f ′(y)| 6 M |x − y|α για κάθε x, y ∈ R (για κάποιο M > 0 και 0 < α 6 1).

Αποδείξτε ότι sn(f)
n→∞−→ f ομοιόμορφα επί του T.

4. (1+1μον.) (α) ΄Εστω f ∈ L1(T). Δείξτε ότι για κάθε A ⊆ T μετρήσιμο η σειρά
∞∑

k=−∞
f̂(k)

∫
A
eiktdt είναι

Cesàro αθροίσιμη στο
∫
A
f(t) dt, δηλαδή οι μέσοι όροι των μερικών αθροισμάτων αυτής της σειράς συγκλίνουν

στο
∫
A
f(t) dt.

(β) ΄Εστω ε1, ε2, . . . , εn ∈ {−1, 1}. Δείξτε ότι αν f(t) =
n∑
j=1

εje
ijt
, t ∈ T, τότε ‖f‖∞ >

√
n.

5. (1.5+1μον.) (α) ΄Εστω g : (−π, π)→ R ώστε g(x) = x(π−x). Βρείτε τη σειρά Fourier της g και κατόπιν
αποδείξτε ότι

∞∑
k=1

1

(2k + 1)6
=

π6

960
και

∞∑
k=1

1

k6
=

π6

945
.

(β) ΄Εστω f ∈ L2(T). Για κάθε α > 1
2 δείξτε ότι

∞∑
k=1

|f̂(k)|
kα

< +∞.
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