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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

1o FULLADIO ASKHSEWN

(1) 'Ena fusikì sÔsthma perigr�fetai apì èna nìmo thc morf c f(E,P,A) ìpou ta megèjh E, P
kai A parist�noun, antÐstoiqa, enèrgeia, pÐesh kai embadìn epifaneÐac. DeÐxte ìti up�rqei ènac
isodÔnamoc nìmoc thc morf c

PA
3
2

E
= c,

ìpou c > 0 eÐnai mÐa jetik  stajer�. DÐdetai ìti to A èqei diast�seic thc morf c m koc2, to P
thc morf c m�za·qrìnoc−2 · m koc−1 kai to E thc morf c m�za·qrìnoc−2 · m koc2.

(2) 'Ena fusikì fainìmeno perigr�fetai apì tic posìthtec P, l, m, t kai ρ, pou parist�noun,
antÐstoiqa, pÐesh, m koc, m�za, qrìno kai puknìthta. An up�rqei ènac fusikìc nìmoc thc morf c

f(P, l,m, t, ρ) = 0

pou susqetÐzei autèc tic posìthtec. DeÐxte ìti up�rqei ènac isodÔnamoc nìmoc thc morf c

G(
l3ρ

m
,
t6P 3

m2ρ
) = 0.

DÐdetai ìti to t èqei diast�seic qrìnou, to l diast�seic m kouc, to ρ èqei diast�seic thc morf c
m�za·m koc−3 kai to P thc morf c m�za·qrìnoc−2 · m koc−1.

(3) Me thn mèjodo twn kanonik¸n diataraq¸n breÐte mia prosèggish me dÔo ìrouc twn dÔo riz¸n
thc exÐswshc

x2 − εx− 4 = 0, ìpou 0 < ε << 1.

(4) JewroÔme to prìblhma

my′ + 2ay + by3 = 0, t > 0,

y(0) = V0

ìpoum, a, b, V0 jetikèc stajerèc kai 0 < b << 1. ProsdiorÐste tic kat�llhlec kanonikopoi seic
sto t kai y, ètsi ¸ste to parap�nw prìblhma na mporeÐ na grafeÐ sth morf 

y′ + y + εy3 = 0, t > 0 ìpou 0 < ε =
bV 2

0

2a
<< 1,

y(0) = 1.
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O tìnoc dhl¸nei parag¸gish wc proc thn nèa metablht  t. Tèloc breÐte mÐa prosseggistik  lÔsh
me dÔo ìrouc gia to parap�nw prìblhma me th mèjodo twn kanonik¸n diataraq¸n.

(5) JewroÔme to prìblhma

my′′ + ay + by2 = 0, t > 0,

y(0) = V0,

y′(0) = 0.

ìpoum, a, b, V0 jetikèc stajerèc kai 0 < b << 1. ProsdiorÐste tic kat�llhlec kanonikopoi seic
sto t kai y, ètsi ¸ste to parap�nw prìblhma na mporeÐ na grafeÐ sth morf 

y′′ + y + εy2 = 0, t > 0 ìpou 0 < ε =
bV0
a

<< 1,

y(0) = 1,

y′(0) = 0.

O tìnoc dhl¸nei parag¸gish wc proc thn nèa metablht  t. Tèloc breÐte mÐa proseggistik  lÔsh
me dÔo ìrouc gia to parap�nw prìblhma me th mèjodo twn kanonik¸n diataraq¸n. DÐdetai ìti

cos2 t =
1 + cos(2t)

2
.

2



1 Διαστατική Ανάλυση, Κανονικοποίηση και Κανονική Διαταραχή

Άσκηση 1. Το πρώτο βήμα είναι να προσδιορίσουμε ανεξάρτητα θεμελιώδη μεγέθη ως προς
τα οποία να μπορούν να εκφρασθούν όλες οι παραπάνω διαστατικές ποσότητες. Μία κα-
τάλληλη επιλογή θεμελιωδών μεγεθών εδώ είναι οι ποσότητες M (μάζα), T (χρόνος) και L
(μήκος). Έχουμε:

[E] = MT−2L2, [P ] = MT−2L−1, [A] = L2.

Ο πίνακας διαστάσεων είναι:

A =

E P A
M 1 1 0

T −2 −2 0

L 2 −1 2

.

Εδώ έχουμε m = n = 3 και η τάξη του πίνακα A είναι 2, αφού η δεύτερη γραμμή του είναι
πολλαπλάσιο της πρώτης γραμμής του. Συνεπώς, υπάρχει 3− 2 = 1 αδιάστατη ποσότητα, η
οποία είναι δυνατόν να σχηματιστεί από τα μεγέθη E, P και A. Αν το π είναι μία τέτοια
αδιάστατη ποσότητα, τότε για κάποια επιλογή εκθετών a1, a2, a3 θα έχουμε:

1 = [π] = [Ea1P a2Aa3 ] = Ma1T−2a1L2a1Ma2T−2a2L−a2L2a3 = Ma1+a2T−2a1−2a2L2a1−a2+2a3 .

Άρα, οι εκθέτες των θεμελιωδών μεγεθών πρέπει να μηδενίζονται. Έτσι, παίρνουμε το εξής
γραμμικό σύστημα: 

a1 + a2 = 0

−2a1 − 2a2 = 0

2a1 − a2 + 2a3 = 0

.

Λύνοντας το γραμμικό σύστημα, βρίσκουμε ότι μία μη-μηδενική λύση του είναι η εξής:

a1 = −1, a2 = 1, a3 =
3

2
.

Η λύση αυτή δίνει την εξής αδιάστατη ποσότητα:

π =
PA

3
2

E
.

Άρα το θεώρημα π εξασφαλίζει ότι ο αρχικός φυσικός νόμος είναι ισοδύναμος με έναν νόμο
της μορφής F (π) = 0. Λύνοντας ως προς π, έχουμε:

PA
3
2

E
= c.

Άσκηση 2. Το πρώτο βήμα είναι να προσδιορίσουμε ανεξάρτητα θεμελιώδη μεγέθη ως προς
τα οποία να μπορούν να εκφρασθούν όλες οι παραπάνω διαστατικές ποσότητες. Μία κα-
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τάλληλη επιλογή θεμελιωδών μεγεθών εδώ είναι οι ποσότητες M (μάζα), T (χρόνος) και L
(μήκος). Έχουμε:

[P ] = MT−2L−1, [ℓ] = L, [m] = M, [t] = T, [ρ] = ML−3.

Ο πίνακας διαστάσεων είναι ο εξής:

A =

P ℓ m t ρ
M 1 0 1 0 1

T −2 0 0 1 0

L −1 1 0 0 −3

.

Εδώ έχουμε m = 5, n = 3 και η τάξη του πίνακα A είναι 3. Συνεπώς, υπάρχουν 5 − 3 = 2

αδιάστατες ποσότητες, οι οποίες είναι δυνατόν να σχηματιστούν από τα μεγέθη P , ℓ, m, t
και ρ. Αν το π είναι μία τέτοια αδιάστατη ποσότητα, τότε για κάποια επιλογή εκθετών a1,
a2, a3, a4, a5 θα έχουμε:

1 = [π] = [P a1ℓa2ma3ta4ρa5 ]

= Ma1T−2a1L−a1La2Ma3T a4Ma5L−3a5

= Ma1+a3+a5T−2a1+a4L−a1+a2−3a5 .

Άρα, οι εκθέτες των θεμελιωδών μεγεθών πρέπει να μηδενίζονται. Έτσι, παίρνουμε το εξής
γραμμικό σύστημα: 

a1 + a3 + a5 = 0

−2a1 + a4 = 0

−a1 + a2 − 3a5 = 0

.

Λύνοντας το γραμμικό σύστημα, βρίσκουμε ότι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του είναι
οι εξής:

a1 = 0, a2 = 3, a3 = −1, a4 = 0, a5 = 1,

a1 = 3, a2 = 0, a3 = −2, a4 = 6, a5 = −1.

Οι λύσεις αυτές δίνουν τις εξής αδιάστατες ποσότητες:

π1 =
ρℓ3

m
, π2 =

P 3t6

ρm2
.

Άρα το θεώρημα π εξασφαλίζει ότι ο αρχικός φυσικός νόμος είναι ισοδύναμος με έναν νόμο
της μορφής G(π1, π2) = 0.

Άσκηση 3. Αναζητούμε λύσεις της μορφής x = x0 + x1ε+ · · · . Αντικαθιστούμε:

(x0 + x1ε+ · · · )2 − ε(x0 + x1ε+ · · · )− 4 = 0 ⇒
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x20 + 2x0x1ε+ x21ε
2 − x0ε− x1ε

2 − 4 + · · · = 0 ⇒(
x20 − 4

)
+ (2x0x1 − x0) ε+

(
x21 − x1

)
ε2 + · · · = 0 ⇒(

x20 − 4
)
+ (2x0x1 − x0) ε+ · · · = 0 ⇒x20 − 4 = 0

2x0x1 − x0 = 0
⇒

x0 = ±2

x1 =
1
2

⇒

x(1) = −2 +
ε

2
+ · · · , x(2) = 2 +

ε

2
+ · · · .

Άσκηση 4. Προφανώς, μία κατάλληλη κανονικοποίηση στο y για την οποία θα ισχύει y(0) = 1

είναι η εξής:

y(t) =
y(t)

V0
, t > 0.

Αυτή η κανονικοποίηση μας δίνει ότι:

mV0
dy

dt
+ 2aV0y + bV 3

0 y
3 = 0 ⇒ m

2a
· dy
dt

+ y +
bV 2

0

2a
y3 = 0, 0 < ε =

bV 2
0

2a
≪ 1.

Από την τελευταία σχέση προκύπτει η εξής κατάλληλη κανονικοποίηση στο t:

dy

dt
=

m

2a
· dy
dt

.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dt
· dt
dt

⇒ dt

dt
=

m

2a
⇒ t =

mt

2a
⇒ t =

2a

m
· t > 0.

Επομένως, συμπεραίνουμε ότι το αρχικό πρόβλημα μπορεί να γραφτεί στην παρακάτω ισο-
δύναμη μορφή:

dy

dt
+ y + εy3 = 0, t > 0, y(0) = 1.

Αναζητούμε λύση της μορφής y = y0 + y1ε+ · · · με y0(0) = 1 και y1(0) = 0. Αντικαθιστούμε:

(y0 + y1ε+ · · · )′ + (y0 + y1ε+ · · · ) + ε (y0 + y1ε+ · · · )3 = 0 ⇒

y′0 + y′1ε+ y0 + y1ε+ y30ε+ 3y20y1ε
2 + 3y0y

2
1ε

3 + y31ε
4 + · · · = 0 ⇒(

y′0 + y0
)
+
(
y′1 + y1 + y30

)
ε+ 3y20y1ε

2 + 3y0y
2
1ε

3 + y31ε
4 + · · · = 0 ⇒(

y′0 + y0
)
+
(
y′1 + y1 + y30

)
ε+ · · · = 0 ⇒y′0 + y0 = 0, y0(0) = 1

y′1 + y1 + y30 = 0, y1(0) = 0
⇒

y0(t) = e−t, t > 0

y′1 + y1 + e−3t = 0, y1(0) = 0
.

Η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση y′1+y1 = 0 έχει γενική λύση ce−t, ενώ η μη-ομογενής εξίσωση
y′1 + y1 + e−3t = 0 έχει μία ειδική λύση της μορφής Ae−3t. Αντικαθιστούμε και υπολογί-
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ζουμε ότι A = 1
2 , οπότε y1(t) = ce−t + e−3t

2 . Χρησιμοποιώντας την αρχική συνθήκη y1(0) = 0,
υπολογίζουμε ότι c = −1

2 , οπότε y1(t) =
e−3t−e−t

2 . Επομένως,

y(t) = e−t +
e−3t − e−t

2
· ε+ · · · , t > 0.

Άσκηση 5. Προφανώς, μία κατάλληλη κανονικοποίηση στο y για την οποία θα ισχύει y(0) = 1

είναι η εξής:

y(t) =
y(t)

V0
, t > 0.

Αυτή η κανονικοποίηση μας δίνει ότι:

mV0
d2y

dt2
+ aV0y + bV 2

0 y
2 = 0 ⇒ m

a
· d

2y

dt2
+ y +

bV0

a
y2 = 0, 0 < ε =

bV0

a
≪ 1.

Από την τελευταία σχέση προκύπτει η εξής κατάλληλη κανονικοποίηση στο t:

d2y

dt
2 =

m

a
· d

2y

dt2
.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dt
· dt
dt

⇒ d2y

dt
2 =

d

dt

dy

dt
· dt
dt

+
dy

dt
· d

dt

dt

dt
=

d2y

dt2
·
(
dt

dt

)2

+
dy

dt
· d

2t

dt
2 ⇒

(
dt

dt

)2

=
m

a
,

d2t

dt
2 = 0 ⇒ t =

√
m

a
· t ⇒ t =

√
a

m
· t > 0.

Παρατηρούμε ότι:
dy

dt
(0) =

dy

dt
(0) · dt

dt
(0) =

0

V0
·
√

m

a
= 0.

Επομένως, συμπεραίνουμε ότι το αρχικό πρόβλημα μπορεί να γραφτεί στην παρακάτω ισο-
δύναμη μορφή:

d2y

dt
2 + y + εy2 = 0, t > 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Αναζητούμε λύση της μορφής y = y0+y1ε+ · · · με y0(0) = 1, y1(0) = 0, y′0(0) = 0 και y′1(0) = 0.
Αντικαθιστούμε:

(y0 + y1ε+ · · · )′′ + (y0 + y1ε+ · · · ) + ε (y0 + y1ε+ · · · )2 = 0 ⇒

y′′0 + y′′1ε+ y0 + y1ε+ y20ε+ 2y0y1ε
2 + y21ε

3 + · · · = 0 ⇒(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + y1 + y20

)
ε+ 2y0y1ε

2 + y21ε
3 + · · · = 0 ⇒(

y′′0 + y0
)
+
(
y′′1 + y1 + y20

)
ε+ · · · = 0 ⇒y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 1, y′0(0) = 0

y′′1 + y1 + y20 = 0, y1(0) = 0, y′1(0) = 0
⇒
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y0(t) = cos t, t > 0

y′′1 + y1 + cos2 t = 0, y1(0) = 0, y′1(0) = 0
.

Η ομογενής εξίσωση y′′1+y1 = 0 έχει γενική λύση c1 cos t+ c2 sin t, ενώ η μη-ομογενής εξίσωση
y′′1+y1+

1+cos(2t)
2 = 0 έχει μία ειδική λύση της μορφής A+B cos(2t)+C sin(2t). Αντικαθιστούμε

και υπολογίζουμε ότι A = −1
2 , = 1

6 και C = 0, οπότε y1(t) = c1 cos t + c2 sin t − 1
2 + cos(2t)

6 .
Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 0 και y′1(0) = 0, υπολογίζουμε ότι c1 = 1

3 και
c2 = 0, οπότε y1(t) =

cos t
3 + cos(2t)

6 − 1
2 . Επομένως,

y(t) = cos t+
[
cos t
3

+
cos(2t)

6
− 1

2

]
ε+ · · · , t > 0.
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

2o FULLADIO ASKHSEWN

1) Na breÐte mia prosèggish diataraq¸n me dÔo ìrouc gia ta akìlouja probl mata qrhsimopoi¸n-
tac th mèjodo Poincaré-Lindstedt:

a)

y′′(t) + y(t) = εy(t)(y′)2(t), ìpou 0 < ε << 1 kai t > 0,

y(0) = 2,

y′(0) = 0.

b)

y′′(t) + y(t) = εy(t)(1− (y′)2(t)), ìpou 0 < ε << 1 kai t > 0,

y(0) = 1,

y′(0) = 0.

g)

y′′(t) + y(t) = εy3(t), ìpou 0 < ε << 1 kai t > 0,

y(0) = 0,

y′(0) = 1.

Upìdeixh. K�nontac thn allag  metablht¸n

ψ(τ) = y(
τ

ω
), ìpou τ = ωt kai ω = 1 + εω1 + ...

kai jewr¸ntac ìti h lÔsh eÐnai thc morf c ψ(τ) = ψ0(τ) + εψ1(τ) + ..., tìte oi arqikèc timèc
gÐnontai

ψ0(0) + εψ1(0) + ... = 0⇒ ψ0(0) = ψ1(0) = 0

kai

(1 + εω1 + ...)(ψ′
0(0) + εψ′

1(0) + ...) = 1⇒ ψ′
0(0) = 1 kai εω1ψ

′
0(0) + εψ′

1(0) = 0.

DÐdetai ìti

cos3(τ) =
1

4
(cos(3τ) + 3 cos(τ)),

sin3(τ) =
1

4
(3 sin(τ)− sin(3τ)).
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2 Η Μέθοδος Poincaré ‐ Lindstedt

Άσκηση 1. Θέτουμε:
y(τ) = y0(τ) + y1(τ)ε+ · · · ,

τ = (1 + w1ε+ · · · )t.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dτ
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · ) · dy
dτ

⇒ d2y

dt2
= (1+w1ε+ · · · ) · d

2y

dτ2
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
.

Παρατηρούμε ότι:
dy

dτ
(0) =

dy

dt
(0) · dt

dτ
(0) = 0 · 1

1 + w1ε+ · · ·
= 0.

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

(1 + w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
+ y = εy · (1 + w1ε+ · · · )2

(
dy

dτ

)2

, τ > 0,

y(0) = 2,
dy

dτ
(0) = 0.

Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι:

(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

) (
y′′0 + y′′1ε+ · · ·

)
+ (y0 + y1ε+ · · · )

= ε
(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

)
(y0 + y1ε+ · · · )

(
y′0 + y′1ε+ · · ·

)2 ⇒
(
y′′0 + y′′1ε+ 2w1y

′′
0ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + · · ·
)
+ (y0 + y1ε+ · · · )

=
(
y0ε+ y1ε

2 + 2w1y0ε
2 + 2w1y1ε

3 + · · ·
) [(

y′0
)2

+ 2y′0y
′
1ε+

(
y′1
)2

ε2 + · · ·
]
⇒

(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1

)
ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + · · ·

= y0
(
y′0
)2

ε+ 2y0y
′
0y

′
1ε

2 + y1
(
y′0
)2

ε2 + 2w1y0
(
y′0
)2

ε2 + · · · ⇒

(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1

)
ε+ · · · = y0

(
y′0
)2

ε+ · · · ⇒y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 2, y′0(0) = 0

y′′1 + y1 = y0 (y
′
0)

2 − 2w1y
′′
0 , y1(0) = 0, y′1(0) = 0

⇒

y0(τ) = 2 cos τ, τ > 0

y′′1 + y1 = 8 cos τ sin2 τ + 4w1 cos τ, y1(0) = 0, y′1(0) = 0
.
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Άρα η διαφορική εξίσωση γίνεται:

y′′1 + y1 = 8 cos τ
(
1− cos2 τ

)
+ 4w1 cos τ ⇒

y′′1 + y1 = 4(w1 + 2) cos τ − 8 cos3 τ ⇒

y′′1 + y1 = 4(w1 + 2) cos τ − 8 · cos(3τ) + 3 cos τ
4

⇒

y′′1 + y1 = 2(2w1 + 1) cos τ − 2 cos(3τ).

Η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση y′′1 + y1 = 0 έχει γενική λύση c1 cos τ + c2 sin τ . Άρα ο όρος
2(2w1+1) cos τ θα οδηγήσει σε αιώνιο όρο, οπότε επιλέγουμε w1 = −1

2 για να τον αποφύγουμε.
Η μη-ομογενής εξίσωση y′′1 + y1 = −2 cos(3τ) έχει μία ειδική λύση της μορφής A cos(3τ) +
B sin(3τ). Αντικαθιστούμε και υπολογίζουμε ότι A = 1

4 και B = 0, οπότε y1(τ) = c1 cos τ +

c2 sin τ+ cos(3τ)
4 . Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 0 και y′1(0) = 0, υπολογίζουμε

ότι c1 = −1
4 και c2 = 0, οπότε y1(τ) =

cos(3τ)−cos τ
4 . Επομένως,

y(τ) = 2 cos τ +
cos(3τ)− cos τ

4
· ε+ · · · , τ =

(
1− ε

2
+ · · ·

)
t > 0.

Άσκηση 2. Θέτουμε:
y(τ) = y0(τ) + y1(τ)ε+ · · · ,

τ = (1 + w1ε+ · · · )t.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dτ
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · ) · dy
dτ

⇒ d2y

dt2
= (1+w1ε+ · · · ) · d

2y

dτ2
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
.

Παρατηρούμε ότι:
dy

dτ
(0) =

dy

dt
(0) · dt

dτ
(0) = 0 · 1

1 + w1ε+ · · ·
= 0.

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

(1 + w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
+ y = εy

[
1− (1 + w1ε+ · · · )2

(
dy

dτ

)2
]
, τ > 0,

y(0) = 1,
dy

dτ
(0) = 0.

Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι:

(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

) (
y′′0 + y′′1ε+ · · ·

)
+ (y0 + y1ε+ · · · )

= ε (y0 + y1ε+ · · · )
[
1−

(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

) (
y′0 + y′1ε+ · · ·

)2]⇒
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(
y′′0 + y′′1ε+ 2w1y

′′
0ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + · · ·
)
+ (y0 + y1ε+ · · · )

=
(
y0ε+ y1ε

2 + · · ·
) [

1−
(
y′0
)2 − 2y′0y

′
1ε− 2w1

(
y′0
)2

ε+ · · ·
]
⇒

(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1

)
ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + · · ·

= y0ε− y0
(
y′0
)2

ε− 2y0y
′
0y

′
1ε

2 − 2w1y0
(
y′0
)2

ε2 + y1ε
2 − y1

(
y′0
)2

ε2 + · · · ⇒

(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1

)
ε+ · · · = y0

[
1−

(
y′0
)2]

ε+ · · · ⇒y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 1, y′0(0) = 0

y′′1 + y1 = y0

[
1− (y′0)

2
]
− 2w1y

′′
0 , y1(0) = 0, y′1(0) = 0

⇒

y0(τ) = cos τ, τ > 0

y′′1 + y1 = cos τ
(
1− sin2 τ

)
+ 2w1 cos τ, y1(0) = 0, y′1(0) = 0

.

Άρα η διαφορική εξίσωση γίνεται:

y′′1 + y1 = cos3 τ + 2w1 cos τ ⇒

y′′1 + y1 =
cos(3τ) + 3 cos τ

4
+ 2w1 cos τ ⇒

y′′1 + y1 =

(
2w1 +

3

4

)
cos τ +

cos(3τ)
4

.

Η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση y′′1 + y1 = 0 έχει γενική λύση c1 cos τ + c2 sin τ . Άρα ο όρος(
2w1 +

3
4

)
cos τ θα οδηγήσει σε αιώνιο όρο, οπότε επιλέγουμε w1 = −3

8 για να τον αποφύγουμε.
Η μη-ομογενής εξίσωση y′′1 +y1 =

cos(3τ)
4 έχει μία ειδική λύση της μορφής A cos(3τ)+B sin(3τ).

Υπολογίζουμε ότι A = − 1
32 και B = 0, οπότε y1(τ) = c1 cos τ + c2 sin τ − cos(3τ)

32 . Χρησιμοποιώ-
ντας τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 0 και y′1(0) = 0, υπολογίζουμε ότι c1 = 1

32 και c2 = 0, οπότε
y1(τ) =

cos τ−cos(3τ)
32 . Επομένως,

y(τ) = cos τ +
cos τ − cos(3τ)

32
· ε+ · · · , τ =

(
1− 3ε

8
+ · · ·

)
t > 0.

Άσκηση 3. Θέτουμε:
y(τ) = y0(τ) + y1(τ)ε+ · · · ,

τ = (1 + w1ε+ · · · )t.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dτ
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · ) · dy
dτ

⇒ d2y

dt2
= (1+w1ε+ · · · ) · d

2y

dτ2
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
.
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Παρατηρούμε ότι:

1 =
dy

dt
(0) =

dy

dτ
(0) · dτ

dt
(0) =

[
y′0(0) + y′1(0)ε+ · · ·

]
(1 + w1ε+ · · · )

= y′0(0) + w1y
′
0(0)ε+ y′1(0)ε+ w1y

′
1(0)ε

2 + · · · = y′0(0) +
[
w1y

′
0(0) + y′1(0)

]
ε+ · · · ⇒ .

y′0(0) = 1

w1y
′
0(0) + y′1(0) = 0

⇒

y′0(0) = 1

y′1(0) = −w1

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

(1 + w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
+ y = εy3, τ > 0,

y(0) = 0,
dy

dτ
(0) =

1

1 + w1ε+ · · ·
.

Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι:

(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

) (
y′′0 + y′′1ε+ · · ·

)
+ (y0 + y1ε+ · · · ) = ε (y0 + y1ε+ · · · )3 ⇒

(
y′′0 + y′′1ε+ 2w1y

′′
0ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + · · ·
)
+ (y0 + y1ε+ · · · )

= y30ε+ 3y20y1ε
2 + 3y0y

2
1ε

3 + y31ε
4 + · · · ⇒

(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1

)
ε+ · · · = y30ε+ · · · ⇒y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 0, y′0(0) = 1

y′′1 + y1 = y30 − 2w1y
′′
0 , y1(0) = 0, y′1(0) = −w1

⇒

y0(τ) = sin τ, τ > 0

y′′1 + y1 = sin3 τ + 2w1 sin τ, y1(0) = 0, y′1(0) = −w1

.

Άρα η διαφορική εξίσωση γίνεται:

y′′1 + y1 =
3 sin τ − sin(3τ)

4
+ 2w1 sin τ ⇒

y′′1 + y1 =

(
2w1 +

3

4

)
sin τ − sin(3τ)

4
.

Η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση y′′1 + y1 = 0 έχει γενική λύση c1 cos τ + c2 sin τ . Άρα ο όρος(
2w1 +

3
4

)
sin τ θα οδηγήσει σε αιώνιο όρο, οπότε επιλέγουμε w1 = −3

8 για να τον αποφύγουμε.
Η μη-ομογενής εξίσωση y′′1+y1 = − sin(3τ)

4 έχει μία ειδική λύση της μορφής A cos(3τ)+B sin(3τ).
Υπολογίζουμε ότι A = 0 και B = 1

32 , οπότε y1(τ) = c1 cos τ+c2 sin τ+ sin(3τ)
32 . Χρησιμοποιώντας

τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 0 και y′1(0) = 3
8 , υπολογίζουμε ότι c1 = 0 και c2 = 9

32 , οπότε
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y1(τ) =
9 sin τ+sin(3τ)

32 . Επομένως,

y(τ) = sin τ +
9 sin τ + sin(3τ)

32
· ε+ · · · , τ =

(
1− 3ε

8
+ · · ·

)
t > 0.
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

3o FULLADIO ASKHSEWN

1) Na breÐte mia prosèggish diataraq¸n me èna ìro gia ta akìloujo prìblhma qrhsimopoi¸ntac
th mèjodo twn kanonik¸n diataraq¸n.

y′′(t) + 9y(t) = εy(t)(y′)2(t), ìpou 0 < ε << 1 kai t > 0,

y(0) = 2,

y′(0) = 0.

H proseggistik  lÔsh pou br kate plhroÐ th diaforik  exÐswsh omoiìmorfa gia t ≥ 0;

2) Me qr sh thc mejìdou twn idiìmorfwn diataraq¸n breÐte mia proseggistik  lÔsh me dÔo ìrouc
thc exÐswshc

εx3 − x− 2 = 0, ìpou 0 < ε << 1.

Upìdeixh. Gia thn kanonikopoihmènh exÐswsh upojèste ìti y = y0 +
√
εy1 + εy2....

3) Me th qr sh thc mejìdou twn idiìmorfwn diataraq¸n breÐte mÐa omoiìmorfh proseggistik 
lÔsh gia ta akìlouja probl mata, upojètontac ìti 0 < ε << 1 kai 0 < t < 1.

a) εy′′ + y′ + y2 = 0, y(0) = 1
4 kai y(1) = 1

2 .

b) εy′′ + (1 + t)y′ = 1, y(0) = 0 kai y(1) = 1 + ln 2.

g) εy′′ − (2− t2)y = −1, y(0) = 0 kai y(1) = 1.

1



3 Ασυμπτωτική Ανάλυση και Ιδιόμορφη Διαταραχή

Άσκηση 1. Αναζητούμε λύση της μορφής y = y0 + y1ε + · · · με y0(0) = 2 και y′0(0) = 0.
Αντικαθιστούμε:

y′′0 + 9y0 + · · · = y0
(
y′0
)2

ε+ · · · ⇒

y′′0 + 9y0 = 0, y0(0) = 2, y′0(0) = 0 ⇒

y0(t) = 2 cos(3t), t > 0 ⇒

r(t, ε) = y′′0(t) + 9y0(t)− εy0(t)
[
y′0(t)

]2
= −�����

18 cos(3t) +�����
18 cos(3t) − 72ε cos(3t) sin2(3t).

Παρατηρούμε ότι:

|r(t, ε)| =
∣∣72ε cos(3t) sin2(3t)

∣∣ ⩽ 72ε → 0, ∀t > 0,

καθώς ε → 0+. Επομένως, η προσεγγιστική λύση με έναν όρο πληροί τη διαφορική εξίσωση
ομοιόμορφα για t ⩾ 0.

Άσκηση 2. Ας προσπαθήσουμε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο των κανονικών διαταραχών, θέ-
τοντας x = x0 + x1ε+ · · · . Αντικαθιστούμε:

ε(x0 + x1ε+ · · · )3 − (x0 + x1ε+ · · · )− 2 = 0 ⇒

x30ε+ 3x20x1ε
2 + 3x0x

2
1ε

3 + x31ε
4 − x0 − x1ε− 2 + · · · = 0 ⇒

− (x0 + 2) +
(
x30 − x1

)
ε+ 3x20x1ε

2 + 3x0x
2
1ε

3 + x31ε
4 + · · · = 0 ⇒

− (x0 + 2) +
(
x30 − x1

)
ε+ · · · = 0 ⇒x0 + 2 = 0

x30 − x1 = 0
⇒

x0 = −2

x1 = −8
⇒ x(1) = −2− 8ε+ · · · .

Η μέθοδος των κανονικών διαταραχών μας δίνει μία μόνο ρίζα. Για να βρούμε τις άλλες
δύο ρίζες πρέπει να υποθέσουμε ότι ο όρος εx3 δεν είναι μικρός. Αν θέλουμε λοιπόν να
απαλείψουμε κάποιον όρο της εξίσωσης ώστε να την κάνουμε απλούστερη, υπάρχουν δύο
δυνατότητες:

• Τα εx3 και −2 είναι της ίδιας τάξης και είναι μεγάλα σε σύγκριση με το −x. Στην
περίπτωση αυτή θα έχουμε ότι x = O

(
ε−

1
3

)
. Όμως τότε το x θα είναι μεγάλο.

• Τα εx3 και −x είναι της ίδιας τάξης και είναι μεγάλα σε σύγκριση με το −2. Στην
περίπτωση αυτή θα έχουμε ότι x = O

(
ε−

1
2

)
. Άρα οι συνθήκες αυτής της περίπτωσης

είναι συμβιβαστές.

Αυτό μας δίνει μία ιδέα για την κανονικοποίηση που πρέπει να χρησιμοποιήσουμε. Για να
βρούμε τις άλλες δύο ρίζες θα κάνουμε μία αλλαγή μεταβλητής στην εξίσωση, επιλέγοντας
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τη νέα μεταβλητή y ως:
y =

x

ε−
1
2

.

Με αυτήν την αλλαγή μεταβλητής η αρχική εξίσωση γίνεται:

ε · ε−
3
2 y3 − ε−

1
2 y − 2 = 0 ⇒ y3 − y − 2

√
ε = 0.

Θεωρούμε τη σειρά διαταραχών:

y = y0 + y1
√
ε+ · · · .

Αντικαθιστούμε στην εξίσωση:

(
y0 + y1

√
ε+ · · ·

)3 − (y0 + y1
√
ε+ · · ·

)
− 2

√
ε = 0 ⇒

y30 + 3y20y1
√
ε+ 3y0y

2
1ε+ y31ε

√
ε− y0 − y1

√
ε− 2

√
ε+ · · · = 0 ⇒(

y30 − y0
)
+
(
3y20y1 − y1 − 2

)√
ε+ 3y0y

2
1ε+ y31ε

√
ε+ · · · = 0 ⇒(

y30 − y0
)
+
(
3y20y1 − y1 − 2

)√
ε+ · · · = 0 ⇒y30 − y0 = 0

3y20y1 − y1 − 2 = 0
⇒

y0 = ±1

y1 = 1
⇒ y = ±1 +

√
ε+ · · · ⇒

x(2) = − 1√
ε
+ 1 + · · · , x(3) =

1√
ε
+ 1 + · · · .

Άσκηση 3. α) Το μη-διαταραγμένο πρόβλημα είναι το y′+y2 = 0 που είναι μία διαφορική
εξίσωση χωριζομένων μεταβλητών και έχει γενική λύση:

y(t) =
1

t− c
, 0 < t < 1.

Θα υποθέσουμε την ύπαρξη ενός οριακού στρώματος στο t = 0. Αφού το t = 1 βρίσκεται
στο εξωτερικό χωρίο, επιβάλλοντας τη συνοριακή συνθήκη y(1) = 1

2 στη γενική λύση
του μη-διαταραγμένου προβλήματος, βρίσκουμε την εξωτερική προσέγγιση:

y0(t) =
1

t+ 1
, t = O(1).

Για να υπολογίσουμε το πλάτος δ(ε) του οριακού στρώματος, κανονικοποιούμε κοντά
στο t = 0 μέσω της αλλαγής μεταβλητών:

τ =
t

δ(ε)
, Y = y.
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Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dY

dτ
· dτ
dt

=
1

δ(ε)
· dY
dτ

⇒ d2y

dt2
=

1

δ(ε)
· d

2Y

dτ2
· dτ
dt

=
1

δ2(ε)
· d

2Y

dτ2
.

Ως προς τις νέες μεταβλητές, η διαφορική εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ε

δ2(ε)
Y ′′ +

1

δ(ε)
Y ′ + Y 2 = 0.

Αν ε
δ2(ε)

∼ 1 είναι η κύρια συνθήκη εξισορρόπησης, τότε δ(ε) = O (
√
ε) και ο δεύτε-

ρος όρος 1
δ(ε) θα είναι της τάξης O

(
ε−

1
2

)
, οπότε δε θα είναι μικρός σε σχέση με τους

κυρίαρχους όρους. Επομένως, υποθέτουμε ότι ε
δ2(ε)

∼ 1
δ(ε) είναι η κύρια συνθήκη εξισορ-

ρόπησης. Τότε δ(ε) = O(ε) και ο όρος 1 είναι μικρός σε σύγκριση με τους όρους ε
δ2(ε)

και
1

δ(ε) που είναι της τάξης O
(
ε−1
)
. Συνεπώς, είναι απολύτως συμβιβαστό να επιλέξουμε

δ(ε) = ε. Έτσι, η διαφορική εξίσωση ως προς τις νέες μεταβλητές παίρνει τη μορφή:

Y ′′ + Y ′ + εY 2 = 0.

Ο πρώτος όρος της εσωτερικής προσέγγισης θα πληροί την εξίσωση Y ′′ + Y ′ = 0, της
οποίας η γενική λύση είναι:

Y (τ) = c1e
−τ + c2 ⇒ y(t) = c1e

− t
ε + c2.

Εφαρμόζοντας τη συνοριακή συνθήκη y(0) = 1
4 στο οριακό στρώμα, παίρνουμε ότι

c2 =
1
4 − c1, οπότε η εσωτερική προσέγγιση είναι:

yi(t) = c1e
− t

ε +
1

4
− c1.

Για να προσδιορίσουμε τη σταθερά c1, εισάγουμε ένα χωρίο επικάλυψης της τάξης του
√
ε και την ενδιάμεση μεταβλητή η = t√

ε
. Τότε η συνθήκη συναρμογής είναι:

lim
ε→0+

y0
(
η
√
ε
)
= lim

ε→0+
yi
(
η
√
ε
)
⇒ lim

ε→0+

1

η
√
ε+ 1

= lim
ε→0+

(
c1e

− η
√

ε
ε +

1

4
− c1

)
⇒

1 =
1

4
− c1 ⇒ c1 = −3

4
⇒ yi(t) = −3

4
e−

t
ε + 1.

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε μία συνολική προσέγγιση που ισχύει ομοιόμορφα
στο [0, 1], αθροίζοντας την εσωτερική και την εξωτερική προσέγγιση και αφαιρώντας το
κοινό όριο στο χωρίο επικάλυψης, το οποίο ισούται με 1. Άρα η ζητούμενη προσέγγιση
δίνεται από τον τύπο:

yu(t) =
1

t+ 1
− 3

4
e−

t
ε .
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β) Το μη-διαταραγμένο πρόβλημα είναι το (1 + t)y′ = 1 που έχει γενική λύση:

y(t) = ln(t+ 1) + c, 0 < t < 1.

Θα υποθέσουμε την ύπαρξη ενός οριακού στρώματος στο t = 0. Αφού το t = 1 βρίσκεται
στο εξωτερικό χωρίο, επιβάλλοντας τη συνοριακή συνθήκη y(1) = 1 + ln 2 στη γενική
λύση του μη-διαταραγμένου προβλήματος, βρίσκουμε την εξωτερική προσέγγιση:

y0(t) = ln(t+ 1) + 1, t = O(1).

Για να υπολογίσουμε το πλάτος δ(ε) του οριακού στρώματος, κανονικοποιούμε κοντά
στο t = 0 μέσω της αλλαγής μεταβλητών:

τ =
t

δ(ε)
, Y = y.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dY

dτ
· dτ
dt

=
1

δ(ε)
· dY
dτ

⇒ d2y

dt2
=

1

δ(ε)
· d

2Y

dτ2
· dτ
dt

=
1

δ2(ε)
· d

2Y

dτ2
.

Ως προς τις νέες μεταβλητές, η διαφορική εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ε

δ2(ε)
Y ′′ +

1

δ(ε)
Y ′ + τY ′ = 1.

Αν ε
δ2(ε)

∼ 1 είναι η κύρια συνθήκη εξισορρόπησης, τότε δ(ε) = O (
√
ε) και ο δεύτε-

ρος όρος 1
δ(ε) θα είναι της τάξης O

(
ε−

1
2

)
, οπότε δε θα είναι μικρός σε σχέση με τους

κυρίαρχους όρους. Επομένως, υποθέτουμε ότι ε
δ2(ε)

∼ 1
δ(ε) είναι η κύρια συνθήκη εξισορ-

ρόπησης. Τότε δ(ε) = O(ε) και ο όρος 1 είναι μικρός σε σύγκριση με τους όρους ε
δ2(ε)

και
1

δ(ε) που είναι της τάξης O
(
ε−1
)
. Συνεπώς, είναι απολύτως συμβιβαστό να επιλέξουμε

δ(ε) = ε. Έτσι, η διαφορική εξίσωση ως προς τις νέες μεταβλητές παίρνει τη μορφή:

Y ′′ + Y ′ + ετY ′ = ε.

Ο πρώτος όρος της εσωτερικής προσέγγισης θα πληροί την εξίσωση Y ′′ + Y ′ = 0, της
οποίας η γενική λύση είναι:

Y (τ) = c1e
−τ + c2 ⇒ y(t) = c1e

− t
ε + c2.

Εφαρμόζοντας τη συνοριακή συνθήκη y(0) = 0 στο οριακό στρώμα, παίρνουμε ότι
c2 = −c1, οπότε η εσωτερική προσέγγιση είναι:

yi(t) = c1e
− t

ε − c1.
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Για να προσδιορίσουμε τη σταθερά c1, εισάγουμε ένα χωρίο επικάλυψης της τάξης του
√
ε και την ενδιάμεση μεταβλητή η = t√

ε
. Τότε η συνθήκη συναρμογής είναι:

lim
ε→0+

y0
(
η
√
ε
)
= lim

ε→0+
yi
(
η
√
ε
)
⇒ lim

ε→0+

[
ln
(
η
√
ε+ 1

)
+ 1
]
= lim

ε→0+

(
c1e

− η
√
ε

ε − c1

)
⇒

1 = −c1 ⇒ c1 = −1 ⇒ yi(t) = −e−
t
ε + 1.

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε μία συνολική προσέγγιση που ισχύει ομοιόμορφα
στο [0, 1], αθροίζοντας την εσωτερική και την εξωτερική προσέγγιση και αφαιρώντας το
κοινό όριο στο χωρίο επικάλυψης, το οποίο ισούται με 1. Άρα η ζητούμενη προσέγγιση
δίνεται από τον τύπο:

yu(t) = ln(t+ 1)− e−
t
ε + 1.

γ) Το μη-διαταραγμένο πρόβλημα είναι το −
(
2− t2

)
y′ = −1. Χρησιμοποιώντας την ανά-

λυση σε απλά κλάσματα:

1

t2 − 2
=

1

2
√
2
(√

2− t
) + 1

2
√
2
(√

2 + t
) ,

παίρνουμε:

y(t) = −
ln
(√

2− t
)

2
√
2

+
ln
(√

2 + t
)

2
√
2

+ c =
1

2
√
2
ln
(√

2 + t√
2− t

)
+ c, 0 < t < 1.

Θα υποθέσουμε την ύπαρξη ενός οριακού στρώματος στο t = 1. Αφού το t = 0 βρίσκεται
στο εξωτερικό χωρίο, επιβάλλοντας τη συνοριακή συνθήκη y(0) = 0 στη γενική λύση του
μη-διαταραγμένου προβλήματος, βρίσκουμε την εξωτερική προσέγγιση:

y0(t) =
1

2
√
2
ln
(√

2 + t√
2− t

)
.

Για να υπολογίσουμε το πλάτος δ(ε) του οριακού στρώματος, κανονικοποιούμε κοντά
στο t = 1 μέσω της αλλαγής μεταβλητών:

τ =
1− t

δ(ε)
, Y = y.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dY

dτ
· dτ
dt

= − 1

δ(ε)
· dY
dτ

⇒ d2y

dt2
= − 1

δ(ε)
· d

2Y

dτ2
· dτ
dt

=
1

δ2(ε)
· d

2Y

dτ2
.

Ως προς τις νέες μεταβλητές, η διαφορική εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ε

δ2(ε)
Y ′′ +

1

δ(ε)
Y ′ + 2τY ′ − δ(ε)τ2Y ′ = −1.
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Αν ε
δ2(ε)

∼ 1 είναι η συνθήκη εξισορρόπησης, τότε δ(ε) = O (
√
ε) και ο δεύτερος όρος 1

δ(ε)

θα είναι της τάξης O
(
ε−

1
2

)
, οπότε δε θα είναι μικρός σε σχέση με τους κυρίαρχους όρους.

Αν ε
δ2(ε)

∼ δ(ε) είναι η συνθήκη εξισορρόπησης, τότε δ(ε) = O
(
ε

1
3

)
και ο δεύτερος όρος

1
δ(ε) θα είναι της τάξης O

(
ε−

1
3

)
, οπότε δε θα είναι μικρός σε σχέση με τους κυρίαρχους

όρους. Επομένως, υποθέτουμε ότι ε
δ2(ε)

∼ 1
δ(ε) είναι η κύρια συνθήκη εξισορρόπησης.

Τότε δ(ε) = O(ε) και οι όροι δ(ε) 1 είναι μικρός σε σύγκριση με τους όρους ε
δ2(ε)

και
1

δ(ε) που είναι της τάξης O
(
ε−1
)
. Συνεπώς, είναι απολύτως συμβιβαστό να επιλέξουμε

δ(ε) = ε. Έτσι, η διαφορική εξίσωση ως προς τις νέες μεταβλητές παίρνει τη μορφή:

Y ′′ + Y ′ + 2ετY ′ − ε2τ2Y ′ = −ε.

Ο πρώτος όρος της εσωτερικής προσέγγισης θα πληροί την Y ′′ + Y ′ = 0, της οποίας η
γενική λύση είναι:

Y (τ) = c1e
−τ + c2 ⇒ y(t) = c1e

− 1−t
ε + c2.

Εφαρμόζοντας τη συνοριακή συνθήκη y(1) = 1 στο οριακό στρώμα, παίρνουμε ότι
c2 = 1− c1, οπότε η εσωτερική προσέγγιση είναι:

yi(t) = c1e
− 1−t

ε + 1− c1.

Για να προσδιορίσουμε τη σταθερά c1, εισάγουμε ένα χωρίο επικάλυψης της τάξης του
√
ε και την ενδιάμεση μεταβλητή η = t√

ε
. Τότε η συνθήκη συναρμογής είναι:

lim
ε→0+

y0
(
η
√
ε
)
= lim

ε→0+
yi
(
η
√
ε
)
⇒

lim
ε→0+

[
1

2
√
2
ln
(√

2 + η
√
ε√

2− η
√
ε

)]
= lim

ε→0+

(
c1e

− 1−η
√
ε

ε + 1− c1

)
⇒

0 = 1− c1 ⇒ c1 = 1 ⇒ yi(t) = e−
1−t
ε .

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε μία συνολική προσέγγιση που ισχύει ομοιόμορφα
στο [0, 1], αθροίζοντας την εσωτερική και την εξωτερική προσέγγιση και αφαιρώντας
το κοινό όριο στο χωρίο επικάλυψης, το οποίο ισούται με 0. Άρα η προσέγγιση δίνεται
από τον τύπο:

yu(t) =
1

2
√
2
ln
(√

2 + t√
2− t

)
+ e−

1−t
ε .
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

4o FULLADIO ASKHSEWN

1) Qrhsimopoi ste th mèjodo WKB gia na breÐte mÐa proseggistik  lÔsh tou probl matoc arqi-
k¸n tim¸n

y′′ − (1 + ε2t2)2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = ε, ìpou 0 < ε << 1.

Upìdeixh. Jèste τ = εt kai k�nte thn kanonikopoÐhsh.
2) Qrhsimopoi ste th mèjodo WKB gia na breÐte mÐa proseggistik  lÔsh tou probl matoc

y′′ + q2(εx)y = 0,

ìpou 0 < ε << 1 kai q eÐnai mia gn sia jetik  sun�rthsh.
3) BreÐte mia prosèggish gia tic meg�lec idiotimèc tou probl matoc

y′′ + λe4xy = 0, 0 < x < 1, y(0) = y(1) = 0.

1



4 Η Προσέγγιση WKB

Άσκηση 1. Θέτουμε τ = εt. Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dτ
· dτ
dt

= ε · dy
dτ

⇒ d2y

dt2
= ε · d

2y

dτ2
· dτ
dt

= ε2 · d
2y

dτ2
.

Παρατηρούμε ότι:
dy

dτ
(0) =

dy

dt
(0) · dt

dτ
(0) = ε · 1

ε
= 1.

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

ε2 · d
2y

dτ2
−
(
1 + τ2

)2
y = 0, τ > 0,

y(0) = 0,
dy

dτ
(0) = 1.

Αν το k(τ) = 1 + τ2 > 0 ήταν σταθερά, τότε η διαφορική εξίσωση θα είχε πραγματικές
λύσεις εκθετικής μορφής e±

kτ
ε . Το γεγονός αυτό μας οδηγεί να δοκιμάσουμε στην εξίσωση

την αντικατάσταση y = e
u(τ)
ε . Τότε η εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ε2
u′′(τ)

ε
e

u(τ)
ε + ε2

[
u′(τ)

ε

]2
e

u(τ)
ε −

(
1 + τ2

)2
e

u(τ)
ε = 0

w=u′
⇒

εw′ + w2 −
(
1 + τ2

)2
= 0.

Ας επιχειρήσουμε τώρα ένα ανάπτυγμα κανονικών διαταραχών της μορφής:

w(τ) = w0(τ) + w1(τ)ε+ · · · .

Αντικαθιστώντας την παράσταση αυτή στην εξίσωση, παίρνουμε:

ε
[
w′
0(τ) + w′

1(τ)ε+ · · ·
]
+ [w0(τ) + w1(τ)ε+ · · · ]2 −

(
1 + τ2

)2
= 0 ⇒

w′
0(τ)ε+ w′

1(τ)ε
2 + w2

0(τ) + 2w0(τ)w1(τ)ε+ w1(τ)
2ε2 −

(
1 + τ2

)2
+ · · · = 0 ⇒[

w2
0(τ)−

(
1 + τ2

)2]
+
[
w′
0(τ) + 2w0(τ)w1(τ)

]
ε+

[
w′
1(τ) + w2

1(τ)
]
ε2 + · · · = 0 ⇒[

w2
0(τ)−

(
1 + τ2

)2]
+
[
w′
0(τ) + 2w0(τ)w1(τ)

]
ε+ · · · = 0 ⇒w2

0(τ)−
(
1 + τ2

)2
= 0

w′
0(τ) + 2w0(τ)w1(τ) = 0

⇒

w0(τ) = ±
(
1 + τ2

)
w1(τ) = − τ

1+τ2

⇒ w(τ) = ±
(
1 + τ2

)
− τε

1 + τ2
+ · · · .

Συνεπώς, το u(τ) δίνεται από τη σχέση:

u(τ) = ±
∫ τ

0

(
1 + ξ2

)
dξ − ε

∫ τ

0

ξ

1 + ξ2
dξ + · · · = ±

(
τ +

τ3

3

)
− ε

2
ln
(
1 + τ2

)
+ · · · .

23



Άρα το ανάπτυγμα για την y(τ) είναι:

y(τ) =
1√

1 + τ2
exp

{
±1

ε

(
τ +

τ3

3

)}
.

Η εξίσωση αυτή ορίζει δύο γραμμικά ανεξάρτητες προσεγγίσεις της διαφορικής εξίσωσης. Ο
γραμμικός συνδυασμός των προσεγγίσεων αυτών μας δίνει την προσέγγιση WKB:

yWKB(τ) =
c1√

1 + τ2
exp

{
−1

ε

(
τ +

τ3

3

)}
+

c2√
1 + τ2

exp
{
1

ε

(
τ +

τ3

3

)}
.

Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και dy
dτ (0) = 1, υπολογίζουμε ότι c1 = − ε

2 και
c2 =

ε
2 . Επομένως,

yWKB(τ) = − ε

2
√
1 + τ2

exp
{
−1

ε

(
τ +

τ3

3

)}
+

ε

2
√
1 + τ2

exp
{
1

ε

(
τ +

τ3

3

)}
⇒

yWKB(t) = − ε

2
√
1 + ε2t2

exp
{
−
(
t+

ε2t3

3

)}
+

ε

2
√
1 + ε2t2

exp
{
t+

ε2t3

3
)

}
.

Άσκηση 2. Θέτουμε τ = εx. Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dx
=

dy

dτ
· dτ
dx

= ε · dy
dτ

⇒ d2y

dx2
= ε · d

2y

dτ2
· dτ
dx

= ε2 · d
2y

dτ2
.

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

ε2 · d
2y

dτ2
+ q2(τ)y = 0, τ > 0.

Αν το q(τ) > 0 ήταν σταθερά, τότε η διαφορική εξίσωση θα είχε πραγματικές λύσεις εκθετικής
μορφής e±

iqτ
ε . Το γεγονός αυτό μας οδηγεί να δοκιμάσουμε στην εξίσωση την αντικατάσταση

y = e
iu(τ)

ε . Τότε η εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ε2
iu′′(τ)

ε
e

iu(τ)
ε − ε2

[
u′(τ)

ε

]2
e

iu(τ)
ε + q2(τ)e

iu(τ)
ε = 0

w=u′
⇒

iεw′(τ)− w2(τ) + q2(τ) = 0.

Ας επιχειρήσουμε τώρα ένα ανάπτυγμα κανονικών διαταραχών της μορφής:

w(τ) = w0(τ) + w1(τ)ε+ · · · .

Αντικαθιστώντας την παράσταση αυτή στην εξίσωση, παίρνουμε:

iε
[
w′
0(τ) + w′

1(τ)ε+ · · ·
]
− [w0(τ) + w1(τ)ε+ · · · ]2 + q2(τ) = 0 ⇒

w′
0(τ)iε+ w′

1(τ)iε
2 − w2

0(τ)− 2w0(τ)w1(τ)ε− w1(τ)
2ε2 + q2(τ) + · · · = 0 ⇒
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[
−w2

0(τ) + q2(τ)
]
+
[
w′
0(τ)i− 2w0(τ)w1(τ)

]
ε+

[
w′
1(τ)i− w2

1(τ)
]
ε2 + · · · = 0 ⇒[

−w2
0(τ) + q2(τ)

]
+
[
w′
0(τ)i− 2w0(τ)w1(τ)

]
ε+ · · · = 0 ⇒−w2

0(τ) + q2(τ) = 0

w′
0(τ)i− 2w0(τ)w1(τ) = 0

⇒

w0(τ) = ±q(τ)

w1(τ) =
q′(τ)i
2q(τ)

⇒ w(τ) = ±q(τ) +
q′(τ)iε

2q(τ)
+ · · · .

Συνεπώς, το u(τ) δίνεται από τη σχέση:

u(τ) = ±
∫ τ

a
q(ξ)dξ +

iε ln q(τ)

2
+ · · · ,

όπου το a είναι αυθαίρετη σταθερά. Άρα το ανάπτυγμα για την y(τ) είναι:

y(τ) =
1√
q(τ)

exp
{
± i

ε

∫ τ

a
q(ξ)dξ

}
.

Η εξίσωση αυτή ορίζει δύο γραμμικά ανεξάρτητες προσεγγίσεις της διαφορικής εξίσωσης. Ο
γραμμικός συνδυασμός των προσεγγίσεων αυτών μας δίνει την προσέγγιση WKB:

yWKB(τ) =
k1√
q(τ)

exp
{
− i

ε

∫ τ

a
q(ξ)dξ

}
+

k2√
q(τ)

exp
{
i

ε

∫ τ

a
q(ξ)dξ

}
.

Χρησιμοποιώντας τον τύπο του Euler, eiθ = cos θ + i sin θ, μπορούμε να γράψουμε την προ-
σέγγιση ως:

yWKB(τ) =
c1√
q(τ)

cos
[
1

ε

∫ τ

a
q(ξ)dξ

]
+

c2√
q(τ)

sin
[
1

ε

∫ τ

a
q(ξ)dξ

]
⇒

yWKB(x) =
c1√
q(εx)

cos
[
1

ε

∫ εx

a
q(ξ)dξ

]
+

c2√
q(εx)

sin
[
1

ε

∫ εx

a
q(ξ)dξ

]
,

όπου c1 = k1 + k2 και c1 = (k2 − k1)i.

Άσκηση 3. Θέτουμε ε = λ− 1
2 και q(x) = e2x > 0, οπότε η διαφορική εξίσωση γράφεται στη

μορφή:
ε2y′′ + e4xy = 0, 0 < x < 1,

για την οποία εφαρμόζεται η μέθοδος WKB, δεδομένου ότι το ε είναι μικρό ή ισοδύναμα ότι
το λ είναι μεγάλο. Σύμφωνα με την προηγούμενη άσκηση, η προσέγγιση WKB δίνεται από
τη σχέση:

yWKB(x) =
c1
ex

cos
[
1

ε

∫ x

0
e2ξdξ

]
+

c2
ex

sin
[
1

ε

∫ x

0
e2ξdξ

]
= c1e

−x cos
[√

λ
(
e2x − 1

)
2

]
+ c2e

−x sin
[√

λ
(
e2x − 1

)
2

]
.

Η συνοριακή συνθήκη y(0) = 0 μας δίνει ότι c1 = 0. Η συνοριακή συνθήκη y(1) = 0 μας δίνει
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ότι:

c2 sin
[√

λ
(
e2 − 1

)
2

]
= 0.

Αν c2 = 0, τότε θα καταλήξουμε στην τετριμμένη λύση, την οποία προσπαθούμε να αποφύ-
γουμε. Συνεπώς, πρέπει:

sin
[√

λ
(
e2 − 1

)
2

]
= 0.

Η εξίσωση αυτή πληρούται αν επιλέξουμε λ τέτοιο, ώστε:
√
λ
(
e2 − 1

)
2

= nπ,

όπου το n είναι μεγάλος ακέραιος. Επομένως, οι μεγάλες ιδιοτιμές του προβλήματος δίνονται
κατά προσέγγιση από τον τύπο:

λn =
4n2π2

(e2 − 1)2
.

Συνεπώς, οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις είναι:

yWKB(x) = c2e
−x sin

[
nπ
(
e2x − 1

)
e2 − 1

]
.

26



EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

5o FULLADIO ASKHSEWN

1) Na prosdioristoÔn oi lÔseic isorropÐac kai na exetasteÐ h eust�jei� touc gia kajemi� apì tic
epìmenec diaforikèc exis¸seic:

a) −y′ + y − y2 = 0,

b) y′ = ay + by2, a, b > 0,

g) y′ = ey − 1.

2) Na prosdioristoÔn oi lÔseic isorropÐac kai na exetasteÐ h eust�jei� touc

y′ = −(y − 1
2)(y − 1)3

3) Na prosdioristoÔn oi lÔseic isorropÐac kai na sqediasteÐ di�gramma diakl�dwshc gia tic epì-
menec diaforikèc exis¸seic. Na brejoÔn ta shmeÐa diakl�dwshc kai oi diakladoÔmenec lÔseic. Na
exetasteÐ h eust�jeia twn lÔsewn isorropÐac kai na brejeÐ pou sumbaÐnei antallag  eust�jeiac:

a) y′ = (y − µ)(y2 − µ),

b) y′ = y(9− µy)(µ+ 2y − y2).

1



5 Ευστάθεια και Διακλάδωση Μονοδιάστατων Προβλημάτων

Άσκηση 1. α) Οι λύσεις ισορροπίας βρίσκονται από τη σχέση f(y) = y − y2 = 0 και είναι
οι y = 0 και y = 1. Στην παρούσα περίπτωση f ′(y) = 1 − 2y. Για τη λύση ισορροπίας
y = 0 έχουμε f ′(0) = 1 > 0, οπότε η y = 0 είναι ασταθής. Για τη λύση ισορροπίας y = 1

έχουμε f ′(1) = −1 < 0, οπότε η y = 1 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

β) Οι λύσεις ισορροπίας βρίσκονται από τη σχέση f(y) = ay + by2 = 0 και είναι οι y = 0

και y = −a
b . Στην παρούσα περίπτωση f ′(y) = a + 2by. Για τη λύση ισορροπίας y = 0

έχουμε f ′(0) = a > 0, οπότε η y = 0 είναι ασταθής. Για τη λύση ισορροπίας y = −a
b

έχουμε f ′ (−a
b

)
= −a < 0, οπότε η y = −a

b είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

γ) Η λύση ισορροπίας βρίσκεται από τη σχέση f(y) = ey − 1 = 0 και είναι η y = 0. Στην
παρούσα περίπτωση f ′(y) = ey. Έχουμε f ′(0) = 1 > 0, οπότε η y = 0 είναι ασταθής.

Άσκηση 2. Οι λύσεις ισορροπίας βρίσκονται από τη σχέση f(y) = −
(
y − 1

2

)
(y − 1)3 = 0 και

είναι οι y = 1
2 και y = 1. Στην παρούσα περίπτωση:

f ′(y) = −(y − 1)3 − 3

(
y − 1

2

)
(y − 1)2 = −(y − 1)2

(
y − 1 + 3y − 3

2

)
= −(y − 1)2

(
4y − 5

2

)
.

Έχουμε f ′ (1
2

)
= 1

8 > 0, οπότε η y = 1
2 είναι ασταθής. Έχουμε f(y) > 0 για y ∈

(
1
2 , 1
)
και

f(y) < 0 για y ∈ (1,∞), οπότε η λύση ισορροπίας y = 1 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

Άσκηση 3. α) Οι λύσεις ισορροπίας βρίσκονται από τη σχέση f(y) = (y − µ)
(
y2 − µ

)
= 0.

Εδώ έχουμε:
f ′(y) = y2 − µ+ 2y(y − µ) = 3y2 − 2µy − µ.

• Αν µ ∈ (−∞, 0), τότε η λύση ισορροπίας είναι y = µ και έχουμε f ′(µ) = µ(µ−1) > 0,
οπότε η λύση y = µ είναι ασταθής.

• Αν µ = 0, τότε η λύση ισορροπίας είναι y = 0. Έχουμε f(y) = y3 < 0 για y ∈ (−∞, 0)

και f(y) = y3 > 0 για y ∈ (0,∞), οπότε η λύση ισορροπίας y = 0 είναι ασταθής.

• Αν µ ∈ (0, 1), τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = µ, y = −√
µ και y =

√
µ. Έχουμε

f ′(µ) = µ(µ − 1) < 0, οπότε η λύση y = µ είναι ασυμπτωτικά ευσταθής. Έχουμε
f ′ (−√

µ
)

= 2µ
(
1 +

√
µ
)

> 0, οπότε η λύση y = −√
µ είναι ασταθής. Έχουμε

f ′ (√µ
)
= 2µ

(
1−√

µ
)
> 0, οπότε η λύση y =

√
µ είναι ασταθής.

• Αν µ = 1, τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = 1 και y = −1. Έχουμε f(y) > 0

για y ∈ (−1, 1) και f(y) > 0 για y ∈ (1,∞), οπότε η λύση ισορροπίας y = 1 είναι
ασταθής. Έχουμε f ′ (−1) = 4 > 0, οπότε η λύση y = −1 είναι ασταθής.

• Αν µ ∈ (1,∞), τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = µ, y = −√
µ και y =

√
µ. Έχουμε

f ′(µ) = µ(µ − 1) > 0, οπότε η λύση ισορροπίας y = µ είναι ασταθής. Έχουμε
f ′ (−√

µ
)

= 2µ
(
1 +

√
µ
)

> 0, οπότε η λύση y = −√
µ είναι ασταθής. Έχουμε

f ′ (√µ
)
= 2µ

(
1−√

µ
)
< 0, οπότε η λύση y =

√
µ είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.
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Στο σημείο διακλάδωσης (0, 0) εμφανίζονται οι λύσεις y = −√
µ και y =

√
µ και γί-

νεται ανταλλαγή ευστάθειας του σημείου ισορροπίας y = µ. Στο σημείο διακλάδωσης
(1, 1) τέμνονται οι διακλαδούμενες λύσεις y = µ και y =

√
µ και γίνεται ανταλλαγή

ευστάθειάς τους. Το διάγραμμα διακλάδωσης φαίνεται παρακάτω.

β) Οι λύσεις ισορροπίας βρίσκονται από τη σχέση f(y) = y(9− µy)
(
µ+ 2y − y2

)
= 0. Εδώ

έχουμε:
f ′(y) = 4µy3 − 3(2µ+ 9)y2 − 2

(
µ2 − 18

)
y + 9µ.

• Αν µ ∈ (−∞,−1), τότε έχουμε τις λύσεις ισορροπίας y = 0 και y = 9
µ . Έχουμε

f ′(0) = 9µ < 0, οπότε η λύση ισορροπίας y = 0 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.
Έχουμε f(y) < 0 για y ∈

(
−∞, 9

µ

)
και f(y) > 0 για y ∈

(
9
µ , 0
)
, οπότε η λύση y = 9

µ

είναι ασταθής.

• Αν µ = −1, τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι οι y = 0, y = −9 και y = 1. Έχουμε
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f ′(0) = −9 < 0, οπότε η λύση ισορροπίας y = 0 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.
Έχουμε f(y) < 0 για y ∈ (−∞,−9) και f(y) > 0 για y ∈ (−9, 0), οπότε η λύση
y = −9 είναι ασταθής. Έχουμε f(y) < 0 για y ∈ (0, 1) και f(y) < 0 για y ∈ (1,∞),
οπότε η λύση y = 1 είναι ασταθής.

• Αν µ ∈ (−1, 0), τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = 0, y = 9
µ , y = 1 −

√
µ+ 1 και

y = 1 +
√
µ+ 1. Έχουμε f ′(0) = 9µ < 0, οπότε η λύση y = 0 είναι ασυμπτωτικά

ευσταθής. Έχουμε f(y) < 0 για y ∈
(
−∞, 9

µ

)
και f(y) > 0 για y ∈

(
9
µ , 0
)
, οπότε η

λύση y = 9
µ είναι ασταθής. Έχουμε f(y) < 0 για y ∈

(
0, 1−

√
µ+ 1

)
και f(y) > 0 για

y ∈
(
1−

√
µ+ 1, 1 +

√
µ+ 1

)
, οπότε η λύση y = 1−

√
µ+ 1 είναι ασταθής. Έχουμε

f(y) > 0 για y ∈
(
1−

√
µ+ 1, 1 +

√
µ+ 1

)
και f(y) < 0 για y ∈

(
1 +

√
µ+ 1,∞

)
,

οπότε η λύση y = 1 +
√
µ+ 1 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

• Αν µ = 0, τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = 0 και y = 2. Έχουμε f(y) > 0

για y ∈ (−∞, 0) και f(y) > 0 για y ∈ (0, 2), οπότε η λύση ισορροπίας y = 0

είναι ασταθής. Έχουμε f ′ (2) = −36 < 0, οπότε η λύση y = 2 είναι ασυμπτωτικά
ευσταθής.

• Αν µ ∈ (0, 3), τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = 0, y = 9
µ , y = 1 −

√
µ+ 1 και

y = 1+
√
µ+ 1. Έχουμε f ′(0) = 9µ > 0, οπότε η λύση y = 0 είναι ασταθής. Έχουμε

f(y) < 0 για y ∈
(
1 +

√
µ+ 1, 9

µ

)
και f(y) > 0 για y ∈

(
9
µ ,∞

)
, οπότε η λύση

y = 9
µ είναι ασταθής. Έχουμε f(y) > 0 για y ∈

(
−∞, 1−

√
µ+ 1

)
και f(y) < 0 για

y ∈
(
1−

√
µ+ 1, 0

)
, οπότε η λύση y = 1 −

√
µ+ 1 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

Έχουμε f(y) > 0 για y ∈
(
0, 1 +

√
µ+ 1

)
και f(y) < 0 για y ∈

(
1 +

√
µ+ 1, 9

µ

)
,

οπότε η λύση y = 1 +
√
µ+ 1 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

• Αν µ = 3, τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = 0, y = 3 και y = −1. Έχουμε
f ′(0) = 27 > 0, οπότε η λύση ισορροπίας y = 0 είναι ασταθής. Έχουμε f(y) > 0

για y ∈ (0, 3) και f(y) > 0 για y ∈ (3,∞), οπότε η λύση ισορροπίας y = 3 είναι
ασταθής. Έχουμε f(y) > 0 για y ∈ (∞,−1) και f(y) < 0 για y ∈ (−1, 0), οπότε η
λύση ισορροπίας y = −1 είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

• Αν µ ∈ (3,∞), τότε οι λύσεις ισορροπίας είναι y = 0, y = 9
µ , y = 1 −

√
µ+ 1

και y = 1 +
√
µ+ 1. Έχουμε f ′(0) = 9µ > 0, οπότε η λύση y = 0 είναι ασταθής.

Έχουμε f(y) > 0 για y ∈
(
0, 9

µ

)
και f(y) < 0 για y ∈

(
9
µ , 1 +

√
µ+ 1

)
, οπότε η λύση

y = 9
µ είναι ασυμπτωτικά ευσταθής. Έχουμε f(y) > 0 για y ∈

(
−∞, 1−

√
µ+ 1

)
και f(y) < 0 για y ∈

(
1−

√
µ+ 1, 0

)
, οπότε η λύση y = 1 −

√
µ+ 1 είναι ασυμ-

πτωτικά ευσταθής. Έχουμε f(y) < 0 για y ∈
(

9
µ , 1 +

√
µ+ 1

)
και f(y) > 0 για

y ∈
(
1 +

√
µ+ 1,∞

)
, οπότε η λύση y = 1 +

√
µ+ 1 είναι ασταθής.

Στο σημείο διακλάδωσης (−1, 1) εμφανίζονται οι λύσεις ισορροπίας y = 1 −
√
µ+ 1

και y = 1+
√
µ+ 1. Στο σημείο διακλάδωσης (0, 0) τέμνονται οι διακλαδούμενες λύσεις

ισορροπίας y = 0 και y = 1−
√
µ+ 1 και γίνεται ανταλλαγή ευστάθειάς τους. Στο σημείο

διακλάδωσης (3, 3) τέμνονται οι διακλαδούμενες λύσεις y = 9
µ και y = 1 +

√
µ+ 1 και
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γίνεται ανταλλαγή ευστάθειάς τους. Το διάγραμμα διακλάδωσης φαίνεται παρακάτω.
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

6o FULLADIO ASKHSEWN

1) Na deiqjeÐ ìti k�je mh tetrimmènh lÔsh thc x′ = x eÐnai mh fragmènh kai astaj c, en¸ k�je
lÔsh thc x′ = 1 eÐnai mh fragmènh kai eustaj c.

2) Na exetasjeÐ wc proc thn eust�jeia oi lÔseic twn

i) x
′

y′

z′

 =

1 −2 1

0 −2 3

0 0 −3


xy
z

+

t+ 1

et

cos t

 , t > 0.

ii) x′′ − x′ + 2x = cost, t > 0.

3) Gia tic di�forec timèc tou λ, µ ∈ R prosdiorÐste thn eust�jeia twn lÔsewn

x′ = λx+ µy

y′ = x+ λy.

4) Na brejeÐ h kat�llhlh allag  metablht¸n pou na metatrèpei k�je èna apì ta epìmena sust -
mata se omogen 

i)

x′ = x+ y + 1

y′ = x− y − 1.

ii)

x′ = x+ y + 2

y′ = x+ 2y + 3.

1



6 Ευστάθεια Μονοδιάστατων Προβλημάτων και Γραμμικών Συ‐
στημάτων

Άσκηση 1. Η διαφορική εξίσωση x′ = x έχει γενική λύση x(t) = cet, η οποία είναι μη-φραγμένη
για c ̸= 0. Αν x (0) = x0 ̸= 0, τότε παίρνουμε τη λύση x1(t) = x0e

t. Αν x (0) = x0 + x̃, τότε
παίρνουμε τη λύση x2(t) = (x0 + x̃)et. Για κάθε δ > 0 με |x̃| < δ ισχύει ότι:

|x1(t)− x2(t)| =
∣∣x̃et∣∣ = |x̃| et → ∞,

καθώς t → ∞. Επομένως, κάθε μη-τετριμμένη λύση x1(t) = x0e
t της εξίσωσης είναι ασταθής.

Η διαφορική εξίσωση x′ = 1 έχει γενική λύση x(t) = t + c, η οποία είναι μη-φραγμένη. Αν
x (0) = x0, τότε παίρνουμε τη λύση x1(t) = t+ x0. Αν x (0) = x0 + x̃, τότε παίρνουμε τη λύση
x2(t) = t+ x0 + x̃. Για κάθε ε > 0 με |x̃| < ε ισχύει ότι |x1(t)− x2(t)| = |x̃| < ε για κάθε t ⩾ 0.
Επομένως, κάθε λύση x1(t) = t+ x0 της εξίσωσης είναι ευσταθής.

Άσκηση 2. i) Γνωρίζουμε ότι οι λύσεις του μη-ομογενούς γραμμικού συστήματος έχουν
την ίδια ιδιότητα ευστάθειας με εκείνη της μηδενικής λύσης του αντίστοιχου ομογενούς
συστήματος. Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι άνω τριγωνικός, οπότε οι ιδιο-
τιμές του ταυτίζονται με τα διαγώνια στοιχεία του. Αφού ο πίνακας έχει μία θετική
ιδιοτιμή, η μηδενική λύση του ομογενούς συστήματος είναι ασταθής. Επομένως, όλες οι
λύσεις του μη-ομογενούς συστήματος είναι ασταθείς.

ii) Έστω y = x′. Τότε, y′ = x′′ = x′ − 2x + cos t = y − 2x + cos t. Επομένως, παίρνουμε το
ισοδύναμο γραμμικό σύστημα:[

x′

y′

]
=

[
0 1

−2 1

][
x

y

]
+

[
0

cos t

]
.

Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = −λ(1− λ) + 2 = λ2 − λ+ 2.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1,2 = 1±i
√
7

2 . Αφού οι ιδιοτιμές του πίνακα έχουν
θετικό πραγματικό μέρος, η μηδενική λύση του ομογενούς συστήματος είναι ασταθής.
Επομένως, όλες οι λύσεις της γραμμικής εξίσωσης δεύτερης τάξης είναι ασταθείς.

Άσκηση 3. Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(z) = det (A− zI2) = (λ− z)2 − µ = z2 − 2λz + λ2 − µ,

το οποίο έχει διακρίνουσα ∆ = 4µ.

• Αν µ < 0, τότε ο πίνακας έχει ιδιοτιμές z1,2 = λ ± i
√
−µ. Αν λ < 0, τότε οι λύσεις του

συστήματος είναι ασυμπτωτικά ευσταθείς. Αν λ = 0, τότε οι λύσεις του συστήματος
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είναι ευσταθείς. Αν λ > 0, τότε οι λύσεις του συστήματος είναι ασταθείς.

• Αν µ = 0, τότε ο πίνακας έχει διπλή ιδιοτιμή z = λ. Αν λ < 0, τότε οι λύσεις του
συστήματος είναι ασυμπτωτικά ευσταθείς. Αν λ = 0, τότε η γεωμετρική πολλαπλότητα
της ιδιοτιμής 0 είναι 1, οπότε οι λύσεις του συστήματος είναι ασταθείς. Αν λ > 0, τότε
οι λύσεις του συστήματος είναι ασταθείς.

• Αν µ > 0, τότε ο πίνακας έχει ιδιοτιμές z1,2 = λ ± √
µ. Αν λ +

√
µ ⩽ 0, τότε οι λύσεις

του συστήματος είναι ασυμπτωτικά ευσταθείς. Αν λ +
√
µ > 0, τότε οι λύσεις του

συστήματος είναι ασταθείς.

Άσκηση 4. i) Το σύστημα έχει σημείο ισορροπίας το (0,−1). Επομένως, με την αλλαγή
μεταβλητών x̃ = x και ỹ = y+1, το αρχικό σύστημα μετατρέπεται στο ομογενές σύστημα:x̃′ = x̃+ ỹ

ỹ′ = x̃− ỹ
.

ii) Το σύστημα έχει σημείο ισορροπίας το (−1,−1). Επομένως, με την αλλαγή μεταβλητών
x̃ = x+ 1 και ỹ = y + 1, το αρχικό σύστημα μετατρέπεται στο ομογενές σύστημα:x̃′ = x̃+ ỹ

ỹ′ = x̃+ 2ỹ
.
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

7o FULLADIO ASKHSEWN

1) Na brejoÔn oi lÔseic kai na sqediastoÔn ta diagr�mmata f�sewn twn akìloujwn susthm�twn

i) x′ = x− 3y iv) x′ = −3x+ y

y′ = −3x+ y y′ = −x− y

ii) x′ = −2x+ y v) x′ = x+ y

y′ = −x+ 2y y′ = 4x− 2y

iii) x′ = 4y vi) x′ = 3x− 4y

y′ = −9x y′ = x− y

2) Na apodeiqjeÐ ìti to krÐsimo shmeÐo (0,0) tou grammikoÔ sust matoc

x′ = ax+ by

y′ = cx+ dy

eÐnai asumptwtik� eustajèc e�n kai mìno e�n p > 0 kai q > 0, ìpou p = −(a+ d) kai q = ad− bc.

3) H exÐswsh enìc armonikoÔ talantwt  me apìsbesh eÐnai

mx′′ + ax′ + kx = 0, m, a, k > 0.

Na perigrafeÐ o tÔpoc kai h eust�jeia tou krÐsimou shmeÐou stic akìloujec peript¸seic

i) a = 0 iii) a2 − 4mk < 0

ii) a2 − 4mk = 0 iv) a2 − 4mk > 0
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7 Ευστάθεια Γραμμικών Συστημάτων

Άσκηση 1. i) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
1 −3

−3 1

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (1− λ)2 − 9 = λ2 − 2λ− 8.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −2 και λ2 = 4 με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

(A− λ1I2) v1 = 0 ⇒

[
3 −3

−3 3

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ a1 = b1 ⇒ v1 =

[
1

1

]
⇒ ϕ1(t) = e−2t

[
1

1

]
,

(A− λ2I2) v2 = 0 ⇒

[
−3 −3

−3 −3

][
a2

b2

]
=

[
0

0

]
⇒ b2 = −a2 ⇒ v2 =

[
1

−1

]
⇒ ϕ2(t) = e4t

[
1

−1

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) =

[
c1e

−2t + c2e
4t

c1e
−2t − c2e

4t

]
.

Αφού λ1 < 0 < λ2, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι σάγμα, οπότε ασταθές. Οι ευθείες
y = x και y = −x που ορίζονται από τα ιδιοδιανύσματα v1 και v2 αποτελούν τις διαχωρί-
ζουσες. Οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = x κατευθύνονται προς την αρχή
των αξόνων, ενώ οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = −x απομακρύνονται
από αυτή. Όλες οι υπόλοιπες τροχιές είναι ασυμπτωτικές στις ημιευθείες που ορίζονται
από τις y = x και y = −x καθώς t → ±∞, οπότε δεν μπορούν να εισχωρήσουν στην αρχή
των αξόνων.

ii) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
−2 1

−1 2

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (−2− λ)(2− λ) + 1 = λ2 − 3.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −
√
3 και λ2 =

√
3 με αντίστοιχα ιδιοδιανύ-
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σματα:

(A− λ1I2) v1 = 0 ⇒

[
−2 +

√
3 1

−1 2 +
√
3

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ a1 =

(
2 +

√
3
)
b1 ⇒

v1 =

[
2 +

√
3

1

]
⇒ ϕ1(t) = e−t

√
3

[
2 +

√
3

1

]
,

(A− λ2I2) v2 = 0 ⇒

[
−2−

√
3 1

−1 2−
√
3

][
a2

b2

]
=

[
0

0

]
⇒ a2 =

(
2−

√
3
)
b2 ⇒

v2 =

[
2−

√
3

1

]
⇒ ϕ2(t) = et

√
3

[
2−

√
3

1

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) =

[
c1
(
2 +

√
3
)
e−t

√
3 + c2

(
2−

√
3
)
et

√
3

c1e
−t

√
3 − c2e

t
√
3

]
.

Αφού λ1 < 0 < λ2, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι σάγμα, οπότε ασταθές. Οι ευθείες
y = x

2+
√
3
και y = x

2−
√
3
που ορίζονται από τα ιδιοδιανύσματα v1 και v2 αποτελούν τις

διαχωρίζουσες. Οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = x
2+

√
3
κατευθύνονται

προς την αρχή των αξόνων, ενώ οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = x
2−

√
3

απομακρύνονται από αυτή. Όλες οι υπόλοιπες τροχιές είναι ασυμπτωτικές στις ημιευ-
θείες που ορίζονται από τις y = x

2+
√
3
και y = x

2−
√
3
καθώς t → ±∞, οπότε δεν μπορούν

να εισχωρήσουν στην αρχή των αξόνων.

iii) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
0 4

−9 0

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = λ2 + 36.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1,2 = ±6i με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα:

(A− λ1I2) v1 = 0 ⇒

[
−6i 4

−9 −6i

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ 2b1 = 3ia1 ⇒ v1 =

[
2

3i

]
=

[
2

0

]
+ i

[
0

3

]
⇒

ϕ1(t) = cos(6t)
[
2

0

]
− sin(6t)

[
0

3

]
=

[
2 cos(6t)
−3 sin(6t)

]
,
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ϕ2(t) = cos(6t)
[
0

3

]
+ sin(6t)

[
2

0

]
=

[
2 sin(6t)
3 cos(6t)

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) =

[
2c1 cos(6t) + 2c2 sin(6t)
−3c1 sin(6t) + 3c2 cos(6t)

]
.

Αφού λ1,2 ∈ C με Re (λ1,2) = 0, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι κέντρο, οπότε ευσταθές.
Όλες οι τροχιές είναι ελλείψεις με κέντρο την αρχή των αξόνων. Οι ευθείες y = 0 και
x = 0 που ορίζονται από το πραγματικό και το φανταστικό μέρος του ιδιοδιανύσματος
v1 αποτελούν τον μικρό και τον μεγάλο άξονα των ελλείψεων αντίστοιχα.

iv) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
−3 1

−1 −1

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (−3− λ)(−1− λ) + 1 = λ2 + 4λ+ 4 = (λ+ 2)2.

Επομένως, ο πίνακας έχει διπλή ιδιοτιμή λ = −2 με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα:

(A− λI2) v1 = 0 ⇒

[
−1 1

−1 1

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ a1 = b1 ⇒ v1 =

[
1

1

]
⇒ ϕ1(t) = e−2t

[
1

1

]
.

Αφού η γεωμετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιμής λ = −2 είναι 1, αναζητούμε ένα γενι-
κευμένο ιδιοδιάνυσμα τάξης 2:

(A− λI2) v2 = v1 ⇒

[
−1 1

−1 1

][
a2

b2

]
=

[
1

1

]
⇒ b2 = a2 + 1 ⇒ v2 =

[
0

1

]
⇒

ϕ2(t) = eλt (v2 + v1t) = e−2t

([
0

1

]
+ t

[
1

1

])
= e−2t

[
t

t+ 1

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) = e−2t

[
c1 + c2t

c1 + c2 + c2t

]
.

Αφού λ = −2 < 0 διπλή ιδιοτιμή με γεωμετρική πολλαπλότητα 1, το σημείο ισορροπίας
(0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθής εκφυλισμένος κόμβος. Η ευθεία y = x που ορίζεται
από το ιδιοδιάνυσμα v1 ορίζει δύο τροχιές του συστήματος που κατευθύνονται προς την
αρχή των αξόνων. Όλες οι υπόλοιπες τροχιές εισχωρούν στην αρχή των αξόνων καθώς
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t → ∞ με κατεύθυνση v1.

v) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
1 1

4 −2

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (1− λ)(−2− λ)− 4 = λ2 + λ− 6.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −3 και λ2 = 2 με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

(A− λ1I2) v1 = 0 ⇒

[
4 1

4 1

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ b1 = −4a1 ⇒ v1 =

[
1

−4

]
⇒ ϕ1(t) = e−3t

[
1

−4

]
,

(A− λ2I2) v2 = 0 ⇒

[
−1 1

4 −4

][
a2

b2

]
=

[
0

0

]
⇒ b2 = a2 ⇒ v2 =

[
1

1

]
⇒ ϕ2(t) = e2t

[
1

1

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) =

[
c1e

−3t + c2e
2t

−4c1e
−3t + c2e

2t

]
.

Αφού λ1 < 0 < λ2, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι σάγμα, οπότε ασταθές. Οι ευθείες
y = −4x και y = x που ορίζονται από τα ιδιοδιανύσματα v1 και v2 αποτελούν τις δια-
χωρίζουσες. Οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = −4x κατευθύνονται προς
την αρχή των αξόνων, ενώ οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = x απομα-
κρύνονται από αυτή. Όλες οι υπόλοιπες τροχιές είναι ασυμπτωτικές στις ημιευθείες που
ορίζονται από τις y = −4x και y = x καθώς t → ±∞, οπότε δεν μπορούν να εισχωρήσουν
στην αρχή των αξόνων.

vi) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
3 −4

1 −1

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (3− λ)(−1− λ) + 4 = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2.

Επομένως, ο πίνακας έχει διπλή ιδιοτιμή λ = 1 με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα:

(A− λI2) v1 = 0 ⇒

[
2 −4

1 −2

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ a1 = 2b1 ⇒ v1 =

[
2

1

]
⇒ ϕ1(t) = et

[
2

1

]
.
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Αφού η γεωμετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιμής λ = 1 είναι 1, αναζητούμε ένα γενικευ-
μένο ιδιοδιάνυσμα τάξης 2:

(A− λI2) v2 = v1 ⇒

[
2 −4

1 −2

][
a2

b2

]
=

[
2

1

]
⇒ a2 = 2b2 + 1 ⇒ v2 =

[
1

0

]
⇒

ϕ2(t) = eλt (v2 + v1t) = et

([
1

0

]
+ t

[
2

1

])
= et

[
1 + 2t

t

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) = et

[
2c1 + c2 + 2c2t

c1 + c2t

]
.

Αφού λ = 1 > 0 διπλή ιδιοτιμή με γεωμετρική πολλαπλότητα 1, το σημείο ισορροπίας
(0, 0) είναι ασταθής εκφυλισμένος κόμβος. Η ευθεία y = x

2 που ορίζεται από το ιδιοδιά-
νυσμα v1 ορίζει δύο τροχιές του συστήματος που απομακρύνονται την αρχή των αξόνων.
Όλες οι υπόλοιπες τροχιές απομακρύνονται με αρχική κατεύθυνση v1 από την αρχή των
αξόνων καθώς t → ∞.

Άσκηση 2. Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
a b

c d

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (a− λ)(d− λ)− bc = λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc,

το οποίο έχει διακρίνουσα ∆ = (a+ d)2 − 4(ad− bc) = p2 − 4q.

• Αν p2 < 4q, τότε ο πίνακας έχει ιδιοτιμές:

λ1,2 =
a+ d± i

√
4q − p2

2
=

−p± i
√

4q − p2

2
.

Επομένως, το σημείο (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές αν και μόνο αν p > 0. Σε αυτήν
την περίπτωση, παρατηρούμε ότι q > p2

4 > 0.

• Αν p2 = 4q, τότε ο πίνακας έχει διπλή ιδιοτιμή λ = a+d
2 = −p

2 . Επομένως, το σημείο
(0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές αν και μόνο αν p > 0. Σε αυτήν την περίπτωση,
παρατηρούμε ότι q = p2

4 > 0.

• Αν p2 > 4q, τότε ο πίνακας έχει ιδιοτιμές:

λ1,2 =
a+ d±

√
p2 − 4q

2
=

−p±
√

p2 − 4q

2
.
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Επομένως, το σημείο (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές αν και μόνο αν:

−p+
√
p2 − 4q < 0 ⇔

√
p2 − 4q < p ⇔ p2 − 4q < p2 ⇔ q > 0.

Σε αυτήν την περίπτωση, παρατηρούμε ότι p >
√
p2 − 4q > 0.

Επομένως, το σημείο (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές αν και μόνο αν p > 0 και q > 0.

Άσκηση 3. Έστω y = x′. Τότε,

y′ = x′′ = −ax′ + kx

m
= − k

m
· x− a

m
· y.

Επομένως, παίρνουμε το ισοδύναμο γραμμικό σύστημα:[
x′

y′

]
=

[
0 1

− k
m − a

m

][
x

y

]
.

Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = −λ
(
− a

m
− λ

)
+

k

m
= λ2 +

a

m
· λ+

k

m
,

το οποίο έχει διακρίνουσα:

∆ =
a2

m2
− 4k

m
=

a2 − 4km

m2
.

i) Αν a = 0, τότε ∆ = −4k
m < 0, οπότε ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1,2 = ±i

√
k
m . Επομένως, το

κρίσιμο σημείο της εξίσωσης είναι κέντρο, δηλαδή ευσταθές.

ii) Αν a2 − 4km = 0, τότε ∆ = 0, οπότε ο πίνακας έχει διπλή ιδιοτιμή λ = − a
2m < 0 με γεω-

μετρική πολλαπλότητα 1. Επομένως, το κρίσιμο σημείο της εξίσωσης είναι ασυμπτωτικά
ευσταθής εκφυλισμένος κόμβος.

iii) Αν a2 − 4km < 0, τότε ∆ < 0, οπότε ο πίνακας έχει μιγαδικές ιδιοτιμές:

λ1,2 = − a

2m
± i

2

√
4km− a2.

Αφού Re (λ1,2) = − a
2m < 0, το κρίσιμο σημείο της εξίσωσης είναι ασυμπτωτικά ευσταθής

εστία.

iv) Αν a2 − 4km > 0, τότε ∆ > 0, οπότε ο πίνακας έχει πραγματικές ιδιοτιμές:

λ1,2 = − a

2m
± 1

2

√
a2 − 4km.

• Αν
√
a2 − 4km < a

m , τότε το κρίσιμο της εξίσωσης είναι ασυμπτωτικά ευσταθής
κόμβος.

• Αν
√
a2 − 4km = a

m , τότε κάθε σημείο στην κατεύθυνση του ιδιοδιανύσματος που
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αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 0 είναι ευσταθές κρίσιμο σημείο.

• Αν
√
a2 − 4km > a

m , τότε το κρίσιμο της εξίσωσης είναι σάγμα, δηλαδή ασταθές.
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

8o FULLADIO ASKHSEWN

1) Na prosdioristoÔn to eÐdoc kai oi idiìthtec eust�jeiac twn krÐsimwn shmeÐwn twn akìloujwn
susthm�twn.

a) x′ = y, y′ = −x− x3
b) x′ = sin(x+ y), y′ = y

2) DeÐxte ìti h V (x, y) = x2 + y2 eÐnai asjen c sun�rthsh Lyapounov sto (0, 0) gia kajèna apì
ta sust mata

a) x′ = −x+ y2, y′ = −xy
b) x′ = −x3, y′ = −x2y + x4y.

3) Epilèxte kat�llhlh stajer� a tètoia ¸ste h V (x, y) = x2 + y2 + axy na eÐnai mia isqur 
sun�rthsh Lyapounov sto (0, 0) gia to sÔsthma

x′ = y, y′ = −x− y − y3.

4) Na prosdiorisjeÐ e�n ta akìlouja sust mata èqoun periodikèc lÔseic sto kleistì di�sthma
K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1/4}.

a) x′ = y − y2, y′ = x2 + y2 − 1

b) x′ = y, y′ = 2y − y2

2 − x− sin y

5) Na brejoÔn oi timèc tou µ ìpou diaklad¸nontai oi lÔseic twn akìloujwn susthm�twn kai na
exetasjeÐ h eust�jeia thc arq c twn axìnwn se k�je perÐptwsh

a) x′ = 2y, y′ = 2x− µy
b) x′ = µy + xy, y′ = −µx+ µy + x2 + y2

6) DeÐxte ìti to sÔsthma

x′ = 4x+ 4y − x(x2 + y2)

y′ = −4x+ 4y − y(x2 + y2).

èqei mÐa periodik  lÔsh, h opoÐa na brejeÐ. Tèloc sqedi�ste to di�gramma f�sewn.
Upìdeixh. Qrhsimopoi ste polikèc suntetagmènec.
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8 Ευστάθεια και Διακλάδωση Μη‐Γραμμικών Συστημάτων

Άσκηση 1. α) Τα σημεία ισορροπίας ικανοποιούν το σύστημα:y = 0

−x− x3 = 0
⇒

y = 0

x = 0
.

Επομένως, το σημείο ισορροπίας του συστήματος είναι το (0, 0). Θέτοντας F (x, y) = y

και G(x, y) = −x− x3, έχουμε:[
∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y

]
(x,y)=(0,0)

=

[
0 1

−1 0

]
,

οπότε η γραμμικοποίηση στο (0, 0) είναι:[
x′

y′

]
=

[
0 1

−1 0

][
x

y

]
.

Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = λ2 + 1.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1,2 = ±i. Αφού λ1,2 ∈ C με Re (λ1,2) = 0, το
σημείο ισορροπίας (0, 0) του γραμμικού συστήματος είναι κέντρο. Σύμφωνα με το θεώ-
ρημα γραμμικοποίησης το σημείο ισορροπίας (0, 0) του μη-γραμμικού συστήματος είναι
ασυμπτωτικά ευσταθής εστία, ασταθής εστία ή ευσταθές κέντρο.

β) Τα σημεία ισορροπίας ικανοποιούν το σύστημα:sin(x+ y) = 0

y = 0
⇒

x = nπ, n ∈ Z

y = 0
.

Επομένως, τα σημεία ισορροπίας είναι τα (nπ, 0) για n ∈ Z. Εισάγουμε τις τοπικές
συντεταγμένες x̃ = x − 2nπ και ỹ = y. Θέτοντας F (x, y) = sin(x + y) και G(x, y) = y,
έχουμε: [

∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y

]
(x,y)=(2nπ,0)

=

[
1 1

0 1

]
,

οπότε η γραμμικοποίηση στα σημεία (2nπ, 0) είναι:[
x̃′

ỹ′

]
=

[
1 1

0 1

][
x̃

ỹ

]
.
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Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = (1− λ)2.

Επομένως, ο πίνακας έχει διπλή ιδιοτιμή λ = 1. Αφού λ > 0 με γεωμετρική πολλα-
πλότητα 1, το σημείο ισορροπίας (0, 0) του γραμμικού συστήματος είναι ασταθής εκ-
φυλισμένος κόμβος. Σύμφωνα με το θεώρημα γραμμικοποίησης τα σημεία ισορροπίας
(2nπ, 0) του μη-γραμμικού συστήματος είναι ασταθείς εκφυλισμένοι κόμβοι.

Εισάγουμε τις τοπικές συντεταγμένες x̃ = x− (2n+ 1)π και ỹ = y. Για n ∈ Z, έχουμε:[
∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y

]
(x,y)=((2n+1)π,0)

=

[
−1 −1

0 1

]
,

οπότε η γραμμικοποίηση στα σημεία ((2n+ 1)π, 0) είναι:[
x̃′

ỹ′

]
=

[
−1 −1

0 1

][
x̃

ỹ

]
.

Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = (−1− λ)(1− λ).

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −1 και λ2 = 1. Αφού λ1 < 0 < λ2, το σημείο
ισορροπίας (0, 0) του γραμμικού συστήματος είναι σάγμα. Σύμφωνα με το θεώρημα
γραμμικοποίησης το σημείο ισορροπίας ((2n+ 1)π, 0) του μη-γραμμικού συστήματος
είναι σάγματα, δηλαδή ασταθή.

Άσκηση 2. Η συνάρτηση V (x, y) = x2 + y2 είναι συνεχής και θετικά ορισμένη σε μία περιοχή
του (0, 0) και οι μερικές παράγωγοί της είναι συνεχείς σε μία περιοχή του (0, 0).

α) Υπολογίζουμε ότι:

∂V

∂t
= 2xx′ + 2yy′ = 2x

(
−x+ y2

)
+ 2y (−xy) = −2x2 ⩽ 0.

Η ∂V
∂t μηδενίζεται για x = 0 και για κάθε y ∈ R. Επομένως, η ∂V

∂t είναι αρνητικά
ημιορισμένη, δηλαδή η V (x, y) = x2 + y2 είναι μία ασθενής συνάρτηση Lyapunov στο
(0, 0). Συνεπώς, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι ευσταθές.

β) Για |x| < 1, υπολογίζουμε ότι:

∂V

∂t
= 2xx′ + 2yy′ = 2x

(
−x3

)
+ 2y

(
−x2y + x4y

)
= −2x4 − 2x2y2 + 2x4y2

= −2x2
(
x2 + y2 − x2y2

)
⩽ −2x2

(
x2 + y2 − y2

)
= −2x4 ⩽ 0.

Η ∂V
∂t μηδενίζεται για x = 0 και για κάθε y ∈ R. Επομένως, η ∂V

∂t είναι αρνητικά
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ημιορισμένη στην περιοχή A =
{
(x, y) ∈ R2 : |x| < 1

}
του (0, 0), δηλαδή η V (x, y) είναι

μία ασθενής συνάρτηση Lyapunov στο (0, 0). Επομένως, το σημείο ισορροπίας (0, 0)

είναι ευσταθές.

Άσκηση 3. Η συνάρτηση V (x, y) = x2+y2+axy και οι μερικές παράγωγοί της είναι συνεχείς σε
μία περιοχή του (0, 0). H V (x, y) είναι θετικά ορισμένη αν και μόνο αν |a| < 2. Υπολογίζουμε
ότι:

∂V

∂t
= 2xx′ + 2yy′ + ax′y + axy′ = 2x · y + 2y

(
−x− y − y3

)
+ ay · y + ax

(
−x− y − y3

)
= −2y4 − axy3 + (a− 2)y2 − axy − ax2.

Για a = 1, παρατηρούμε ότι:

∂V

∂t
= −2y4 − xy3 − y2 − xy − x2 ⩽ −xy3 − y2 − xy − x2 = −x2 − y

(
y2 + 1

)
x− y2,

∆ = β2 − 4αγ = y2
(
y2 + 1

)2 − 4y2 = y2
(
y4 + 2y2 − 3

)
< 0 ⇔ y4 + 2y2 − 3 < 0, y ̸= 0.

Θέτουμε z = y2. Τότε, θέλουμε z2+2z−3 < 0. Το τριώνυμο έχει ρίζες z1 = −3 και z2 = 1, οπότε
ισχύει ότι z2 + 2z − 3 < 0 αν και μόνο αν z ∈ (−3, 1) Όμως z = y2 > 0, οπότε z = y2 ∈ (0, 1),
δηλαδή 0 < |y| < 1. Επομένως, −x2 − y

(
y2 + 1

)
x − y2 < 0 για κάθε x ̸= 0 αν και μόνο αν

0 < |y| < 1. Η ∂V
∂t μηδενίζεται στην περιοχή A =

{
(x, y) ∈ R2 : |y| < 1

}
του (0, 0) αν και μόνο αν

x = y = 0. Επομένως, η ∂V
∂t είναι αρνητικά ορισμένη στην περιοχή A =

{
(x, y) ∈ R2 : |y| < 1

}
του (0, 0), δηλαδή η V (x, y) = x2 + y2 + xy είναι μία ισχυρή συνάρτηση Lyapunov στο (0, 0).
Επομένως, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές.

Άσκηση 4. α) Σύμφωνα με το κριτήριο του Poincaré γνωρίζουμε ότι κάθε κλειστή τρο-
χιά ενός συστήματος περικλείει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο του συστήματος. Τα
κρίσιμα σημεία ικανοποιούν το σύστημα:y − y2 = 0

x2 + y2 − 1 = 0
.

Επομένως, τα κρίσιμα σημεία του συστήματος είναι τα (0, 1), (−1, 0) και (1, 0). Αφού
ο κλειστός δίσκος K =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ⩽ 1

4

}
δεν περιέχει κανένα από τα κρίσιμα

σημεία του συστήματος, συμπεραίνουμε ότι το σύστημα δεν έχει κλειστή τροχιά, δηλαδή
περιοδική λύση, στο K.

β) Θέτουμε F (x, y) = y και G(x, y) = 2y − y2

2 − x − sin y. Σύμφωνα με το κριτήριο των
Bendixson και Dulac γνωρίζουμε ότι αν η συνάρτηση ∂F

∂x + ∂G
∂y έχει σταθερό πρόσημο σε

ένα χωρίο του επιπέδου φάσεων, τότε το σύστημα δεν μπορεί να έχει κλειστή τροχιά,
δηλαδή περιοδική λύση, στο χωρίο αυτό. Για (x, y) ∈ K =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ⩽ 1

4

}
,
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υπολογίζουμε ότι:

∂F

∂x
+

∂G

∂y
= 2− y − cos y ⩾ 2− 1

2
− 1 =

1

2
> 0.

Επομένως, το σύστημα δεν έχει περιοδική λύση στο K.

Άσκηση 5. α) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
0 2

2 −µ

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = −λ(−µ− λ)− 4 = λ2 + µλ− 4.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο έχει διακρίνουσα ∆ = µ2+16 > 0. Επομένως, ο πίνακας
έχει ιδιοτιμές:

λ1,2 =
−µ±

√
µ2 + 16

2
.

Παρατηρούμε ότι λ1 < 0 < λ2 για κάθε µ ∈ R. Επομένως, το σημείο ισορροπίας (0, 0)

είναι σάγμα, δηλαδή ασταθές, για κάθε µ ∈ R.

β) Τα κρίσιμα σημεία ικανοποιούν το σύστημα:µy + xy = 0

−µx+ µy + x2 + y2 = 0
.

Επομένως, τα κρίσιμα σημεία του συστήματος είναι τα (0, 0) και (µ, 0). Θέτοντας
F (x, y) = µy + xy και G(x, y) = −µx+ µy + x2 + y2, έχουμε:[

∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y

]
(x,y)=(0,0)

=

[
0 µ

−µ µ

]
,

οπότε η γραμμικοποίηση στο (0, 0) είναι:[
x′

y′

]
=

[
0 µ

−µ µ

][
x

y

]
.

Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = −λ(µ− λ) + µ2 = λ2 − µλ+ µ2.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο έχει διακρίνουσα ∆ = −3µ2 ⩽ 0. Επομένως, ο πίνακας
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έχει μιγαδικές ιδιοτιμές:

λ1,2 =
µ± iµ

√
3

2
.

• Αν µ < 0, τότε Re (λ1,2) < 0, οπότε το κρίσιμο σημείο (0, 0) του γραμμικού συστή-
ματος είναι ασυμπτωτικά ευσταθής εστία. Σύμφωνα με το θεώρημα γραμμικοποί-
ησης το κρίσιμο σημείο (0, 0) του μη-γραμμικού συστήματος είναι ασυμπτωτικά
ευσταθής εστία.

• Αν µ > 0, τότε Re (λ1,2) > 0, οπότε το κρίσιμο σημείο (0, 0) του γραμμικού συστή-
ματος είναι ασταθής εστία. Σύμφωνα με το θεώρημα γραμμικοποίησης το κρίσιμο
σημείο (0, 0) του μη-γραμμικού συστήματος είναι ασταθής εστία.

• Αν µ = 0, τότε κάθε σημείο του επιπέδου φάσεων του γραμμικού συστήματος είναι
ευσταθές κρίσιμο σημείο. Επομένως, δεν μπορούμε να βγάλουμε συμπέρασμα για
το κρίσιμο σημείο (0, 0) του μη-γραμμικού συστήματος.

Συνεπώς, στην τιμή διακλάδωσης µ = 0 γίνεται ανταλλαγή ευστάθειας του κρίσιμου
σημείου (0, 0) του μη-γραμμικού συστήματος.

Εισάγοντας τις τοπικές συντεταγμένες x̃ = x− µ και ỹ = y, έχουμε:[
∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y

]
(x,y)=(µ,0)

=

[
0 2µ

µ µ

]
,

οπότε η γραμμικοποίηση στο σημείο (µ, 0) είναι:[
x̃′

ỹ′

]
=

[
0 2µ

µ µ

][
x̃

ỹ

]
.

Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = −λ(µ− λ)− 2µ2 = λ2 − µλ− 2µ2.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο έχει διακρίνουσα ∆ = 9µ2 ⩾ 0. Επομένως, ο πίνακας
έχει πραγματικές ιδιοτιμές λ1 = −µ και λ2 = 2µ.

• Αν µ ̸= 0, τότε λ1λ2 < 0, οπότε το κρίσιμο σημείο (0, 0) του γραμμικού συστήματος
είναι σάγμα. Σύμφωνα με το θεώρημα γραμμικοποίησης το κρίσιμο σημείο (µ, 0)

του μη-γραμμικού συστήματος είναι σάγμα, δηλαδή ασταθές.

• Αν µ = 0, τότε κάθε σημείο του επιπέδου φάσεων του γραμμικού συστήματος είναι
ευσταθές κρίσιμο σημείο. Επομένως, δεν μπορούμε να βγάλουμε συμπέρασμα για
το κρίσιμο σημείο (µ, 0) του μη-γραμμικού συστήματος.
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Άσκηση 6. Εισάγουμε πολικές συντεταγμένες x = r cosϑ και y = r sinϑ, οπότε:

x′ = r′ cosϑ− rϑ′ sinϑ

y′ = r′ sinϑ+ rϑ′ cosϑ
⇒



x′x = r′r cos2 ϑ− r2ϑ′ cosϑ sinϑ

y′y = r′r sin2 ϑ+ r2ϑ′ cosϑ sinϑ

x′y = r′r cosϑ sinϑ− r2ϑ′ sin2 ϑ

y′x = r′r cosϑ sinϑ+ r2ϑ′ cos2 ϑ

⇒

x′x+ y′y = r′r

y′x− x′y = r2ϑ′
⇒

r′r = 4x2 +��4xy − x2
(
x2 + y2

)
−��4xy + 4y2 − y2

(
x2 + y2

)
r2ϑ′ = −4x2 +��4xy −�������

xy
(
x2 + y2

)
−��4xy − 4y2 +�������

xy
(
x2 + y2

) ⇒

r′r =
(
x2 + y2

) (
4− x2 − y2

)
r2ϑ′ = −4

(
x2 + y2

) ⇒

r′ = −r
(
r2 − 4

)
ϑ′ = −4

.

Προφανώς, ϑ = −4t + ϑ0, όπου ϑ0 ∈ R σταθερά. Χρησιμοποιώντας την ανάλυση σε απλά
κλάσματα:

1

r (r2 − 4)
= − 1

4r
+

1

8(r − 2)
+

1

8(r + 2)
,

παίρνουμε:

− ln r

4
+

ln |r − 2|
8

+
ln(r + 2)

8
= −t+ c0 ⇒ ln

∣∣r2 − 4
∣∣− 2 ln r = −8t+ c1 ⇒

ln
∣∣r2 − 4

∣∣− ln r2 = −8t+ c1 ⇒ ln
∣∣∣∣r2 − 4

r2

∣∣∣∣ = −8t+ c1 ⇒
∣∣∣∣r2 − 4

r2

∣∣∣∣ = c2e
−8t ⇒

r2 − 4

r2
= ce−8t ⇒ 4

r2
= 1− ce−8t ⇒ r2 =

4

1− ce−8t
⇒ r =

2√
1− ce−8t

.

Αν c = 0, βρίσκουμε τη λύση r = 2 και ϑ = −4t+ϑ0, η οποία είναι περιοδική λύση της οποίας
η τροχιά παριστάνεται από τον κύκλο με κέντρο (0, 0) και ακτίνα r = 2 στο επίπεδο φάσεων.
Με άλλα λόγια, x(t) = 2 cos (−4t+ ϑ0) και y(t) = 2 sin (−4t+ ϑ0) για κάθε t ⩾ 0.
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN

TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

9o FULLADIO ASKHSEWN

1) DeÐxte ìti ∫ ∞
0

ln(t+ 1)e−λtdt ∼ 1

λ2
− 1

λ3
+O(

1

λ4
), λ >> 1.

2) DeÐxte ìti ∫ π
2

0
e−λ tan(θ)dθ ∼ 1

λ
− 2

λ3
+O(

1

λ5
), λ >> 1.

3) DeÐxte ìti ∫ π
2

0
e−λ tan

2(θ)dθ ∼ 1

2

(
Γ(12)

λ
1
2

−
Γ(32)

2λ
3
2

)
+O(

1

λ
5
2

), λ >> 1,

ìpou Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−tdt, gia x > 0.

4) DeÐxte ìti ∫ 1

0

√
1 + teλ(2t−t

2)dt ∼
√

π

2λ
eλ, λ >> 1

kai ∫ 2

1

√
3 + te

λ
t+1dt ∼ 8

λ
e
λ
2 , λ >> 1.

5) Jewr ste thn pragmatik  ekjetik  sun�rthsh

Ei(λ) =

∫ ∞
λ

e−t

t
dt,

gia meg�lec timèc tou λ.
a) Qrhsimopoi¸ntac olokl rwsh kat� mèrh, deÐxte ìti

Ei(λ) = e−λ
n∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!

λk
+ rn(λ),

ìpou

rn(λ) = (−1)nn!

∫ ∞
λ

e−t

tn+1
dt.

b) DeÐxte ìti
|rn(λ)| ≤ n!λ−n−1e−λ.

1



9 Ασυμπτωτικά Αναπτύγματα Ολοκληρωμάτων

Άσκηση 1. Έστω T > 0. Παρατηρούμε ότι ln(t+ 1) ⩽ t για κάθε t ⩾ T > 0. Επομένως,

|EMO| =
∫ ∞

T
ln(t+ 1)e−λtdt ⩽

∫ ∞

T
te−λtdt =

e−λT (λT + 1)

λ2
,

το οποίο είναι εκθετικά μικρό για λ ≫ 1. Δηλαδή, μπορούμε να αντικαταστήσουμε το ln(t+1)

από το ανάπτυγμά του σε σειρά Taylor γύρω από το t = 0:

∫ T

0
ln(t+ 1)e−λtdt =

∫ T

0

(
t− t2

2
+

t3

3
− · · ·

)
e−λtdt

u=λt
=

∫ λT

0

(
u

λ
− u2

2λ2
+

u3

3λ3
− · · ·

)
e−u

λ
du.

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της συνάρτησης Γάμμα, παίρνουμε:∫ ∞

0
ln(t+ 1)e−λtdt ∼ 1

λ2

∫ ∞

0
ue−udu− 1

2λ3

∫ ∞

0
u2e−udu+

1

3λ4

∫ ∞

0
u3e−udu− · · ·

=
Γ(2)

λ2
− Γ(3)

2λ3
+

Γ(4)

3λ4
− · · · = 1

λ2
− 1

λ3
+

2

λ4
− · · · ⇒

∫ ∞

0
ln(t+ 1)e−λtdt ∼ 1

λ2
− 1

λ3
+O

(
1

λ4

)
, λ ≫ 1.

Άσκηση 2. Χρησιμοποιώντας την αντικατάσταση t = tan θ, παίρνουμε dt =
(
1 + tan2 θ

)
dθ ⇒

dt =
(
1 + t2

)
dθ, οπότε: ∫ π

2

0
e−λ tan θdθ =

∫ ∞

0

e−λt

1 + t2
dt.

Έστω T > 0. Παρατηρούμε ότι 1
1+t2

⩽ 1 για κάθε t ⩾ T > 0. Επομένως,

|EMO| =
∫ ∞

T

e−λt

1 + t2
dt ⩽

∫ ∞

T
e−λtdt =

e−λT

λ
,

το οποίο είναι εκθετικά μικρό για λ ≫ 1. Δηλαδή, μπορούμε να αντικαταστήσουμε το 1
1+t2

από το ανάπτυγμά του σε σειρά Taylor γύρω από το t = 0:

∫ T

0

e−λt

1 + t2
dt =

∫ T

0

(
1− t2 + t4 − · · ·

)
e−λtdt

u=λt
=

∫ λT

0

(
1− u2

λ2
+

u4

λ4
− · · ·

)
e−u

λ
du.

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της συνάρτησης Γάμμα, παίρνουμε:

∫ π
2

0
e−λ tan θdθ ∼ 1

λ

∫ ∞

0
e−udu− 1

λ3

∫ ∞

0
u2e−udu+

1

λ5

∫ ∞

0
u4e−udu− · · ·

=
Γ(1)

λ
− Γ(3)

λ3
+

Γ(5)

λ5
− · · · = 1

λ
− 2

λ3
+

24

λ5
− · · · ⇒

∫ π
2

0
e−λ tan θdθ ∼ 1

λ
− 2

λ3
+O

(
1

λ5

)
, λ ≫ 1.
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Άσκηση 3. Χρησιμοποιώντας την αντικατάσταση t = tan2 θ, παίρνουμε:

dt = 2 tan θ
(
1 + tan2 θ

)
dθ ⇒ dt = 2

√
t (1 + t) dθ ⇒

∫ π
2

0
e−λ tan2 θdθ =

∫ ∞

0

e−λt

2
√
t(1 + t)

dt.

Έστω T > 0. Παρατηρούμε ότι 1√
t(1+t)

⩽ 1√
T

για κάθε t ⩾ T > 0. Επομένως,

|EMO| =
∫ ∞

T

e−λt

√
t(1 + t)

dt ⩽ 1√
T

∫ ∞

T
e−λtdt =

e−λT

λ
√
T
,

το οποίο είναι εκθετικά μικρό για λ ≫ 1. Δηλαδή, μπορούμε να αντικαταστήσουμε το 1
1+t

από το ανάπτυγμά του σε σειρά Taylor γύρω από το t = 0:

∫ T

0

e−λt

2
√
t(1 + t)

dt =

∫ T

0

(
1− t+ t2 − · · ·

) e−λt

2
√
t
dt

u=λt
=

∫ λT

0

(
1− u

λ
+

u2

λ2
− · · ·

)
e−u

2
√
λu

du.

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της συνάρτησης Γάμμα, παίρνουμε:

∫ π
2

0
e−λ tan2 θdθ ∼ 1

2λ
1
2

∫ ∞

0
u−

1
2 e−udu− 1

2λ
3
2

∫ ∞

0
u

1
2 e−udu+

1

2λ
5
2

∫ ∞

0
u

3
2 e−udu− · · ·

=
Γ
(
1
2

)
2λ

1
2

−
Γ
(
3
2

)
2λ

3
2

+
Γ
(
5
2

)
2λ

5
2

− · · · .

Χρησιμοποιώντας ότι Γ
(
1
2

)
=

√
π και Γ

(
3
2

)
= 1

2Γ
(
1
2

)
, παίρνουμε:

∫ π
2

0
e−λ tan2 θdθ ∼

Γ
(
1
2

)
2λ

1
2

−
Γ
(
3
2

)
2λ

3
2

+O

(
1

λ
5
2

)
=

√
π

2λ
1
2

−
√
π

4λ
3
2

+O

(
1

λ
5
2

)
, λ ≫ 1.

Άσκηση 4. Η συνάρτηση f(t) =
√
1 + t είναι συνεχής και η g(t) = 2t − t2 παρουσιάζει ένα

μοναδικό μέγιστο στο σημείο t = 1, όπου g′(1) = 0 και g′′(1) = −2. Αφού η g παίρνει τη
μέγιστη τιμή της στο δεξί άκρο του διαστήματος ολοκλήρωσης, παίρνουμε:

∫ 1

0

√
t+ 1eλ(2t−t2)dt ∼ 1

2
f(1)eλg(1)

√
− 2π

λg′′(1)
= eλ

√
π

2λ
, λ ≫ 1.

Η συνάρτηση f(t) =
√
3 + t είναι συνεχής και η g(t) = 1

t+1 παρουσιάζει ένα μοναδικό μέγιστο
στο σημείο t = 1, όπου g′(1) = −1

4 < 0. Αναπτύσσουμε την g ως:

g(t) = g(1) + g′(1)(t− 1) + · · · = 1

2
− t− 1

4
+ · · · .

Τότε, το ολοκλήρωμα γίνεται:∫ 2

1

√
3 + te

λ
t+1dt =

∫ 2

1

√
3 + t exp

{
λ

(
1

2
− t− 1

4
+ · · ·

)}
dt.
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Είναι αναμενόμενο ότι η κύρια συνεισφορά στο ολοκλήρωμα προέρχεται από την περιοχή του
σημείου t = 1. Για να πάρουμε μία προσέγγιση αντικαθιστούμε την f(t) από την f(1) = 2,
οπότε θα έχουμε:

∫ 2

1

√
3 + te

λ
t+1dt ∼ 2e

λ
2

∫ 2

1
e−

λ(t−1)
4 dt

u=
λ(t−1)

4=
8

λ
e

λ
2

∫ λ
4

1
e−udu

∼ 8

λ
e

λ
2

∫ ∞

1
e−udu =

8

λ
e

λ
2 , λ ≫ 1.

Άσκηση 5. α) Υπολογίζουμε ότι:

Ei(λ) =
[
−e−t

t

]∞
t=λ

−
∫ ∞

λ

e−t

t2
dt =

e−λ

λ
+ r1(λ).

Έστω ότι ισχύει:

Ei(λ) = e−λ
n−1∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!

λk
+ (−1)n−1(n− 1)!

∫ ∞

λ

e−t

tn
dt, n ⩾ 2.

Τότε,

Ei(λ) = e−λ
n−1∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!

λk
+ (−1)n−1(n− 1)!

([
−e−t

tn

]∞
t=λ

− n

∫ ∞

λ

e−t

tn+1
dt

)

= e−λ
n−1∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!

λk
+

(−1)n−1(n− 1)!

λn
+ (−1)nn!

∫ ∞

λ

e−t

tn+1
dt

= e−λ
n∑

k=1

(−1)k−1(k − 1)!

λk
+ rn(λ).

Σύμφωνα με την αρχή της μαθηματικής επαγωγής το ζητούμενο ισχύει για κάθε n ⩾ 1.

β) Παρατηρούμε ότι 1
tn+1 ⩽ 1

λn+1 για κάθε t ⩾ λ. Επομένως,

∫ ∞

λ

e−t

tn+1
dt ⩽ 1

λn+1

∫ ∞

λ
e−tdt =

e−λ

λn+1
⇒ |rn(λ)| = n!

∫ ∞

λ

e−t

tn+1
dt ⩽ n!

e−λ

λn+1
.
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EJNIKO & KAPODISTRIAKO PANEPISTHMIO AJHNWN
TMHMA MAJHMATIKWN

MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN

Jèmata Exetastik c FebrouarÐou 2019

Jèma 1o
(1.5 mon�dec)

Jèloume na upologÐsoume thn dÔnamh F pou askeÐtai apì thn peristrof  mÐac èlikac, h opoÐa
brÐsketai mèsa se èna reustì. Upojètoume ìti h dÔnamh aut  exart�tai apì thn di�metro D thc
èlikac, thn taqÔthta peristrof c w, thn puknìthta tou reustoÔ p kai thn paroq  Q.

a) DeÐxte ìti up�rqoun dÔo adi�statec posìthtec π1 = F
w2D4p

kai π2 = Q
D3w

.

b) E�n up�rqei ènac eleÔjeroc mon�dwn fusikìc nìmoc f(F, p, w,D,Q) = 0, gr�yte thn F
sunart sei twn �llwn posot twn.

DÐdetai ìti to F èqei diast�seic thc morf c m�za ·m koc · (qrìnoc)−2, to Q thc morf c (m koc)3 ·
(qrìnoc)−1, to D thc morf c m koc, to p thc morf c m�za · (m koc)−3 kai to w thc morf c
(qrìnoc)−1.

Jèma 2o
(1.5 mon�dec)

Na breÐte mia prosèggish diataraq¸n me dÔo ìrouc gia to akìloujo prìblhma qrhsimopoi¸ntac
th mèjodo Poincaré-Lindstedt

y′′(t) + (1 + ε)y(t) = 0, ìpou 0 < ε << 1, t > 0, y(0) = 0 kai y′(0) = 1.

Jèma 3o
(2 mon�dec)

BreÐte mÐa omoiìmorfh proseggistik  lÔsh gia to akìloujo probl ma

√
εy′′(t) + (1 + t2)y′(t) + ty(t) = 0, ìpou 0 < ε << 1, 0 < t < 1, y(0) = 0 kai y(1) = 1.

Jèma 4o
(2 mon�dec)

Na brejeÐ o tÔpoc kai h eust�jeia tou krÐsimou shmeÐou tou probl matoc

x′ = −2x− 5y, y′ = x+ 4y

kai na sqediasjeÐ to di�gramma f�sewn.

Jèma 5o
(3 mon�dec)

a) DeÐxte ìti h V (x, y) = x2 + y2 eÐnai isqur  sun�rthsh Lyapounov sto (0, 0) gia to sÔsthma

x′ = x+ y + x(x2 + y2 − 5), y′ = −x+ y + y(x2 + y2 − 5).

b) DeÐxte ìti to parap�nw sÔsthma èqei mÐa periodik  lÔsh, h opoÐa na brejeÐ. Tèloc sqedi�ste
to di�gramma f�sewn.

Kal  EpituqÐa!

1



10 Θέματα Εξετάσεων

Φεβρουάριος 2019

Θέμα 1. α) Το πρώτο βήμα είναι να προσδιορίσουμε ανεξάρτητα θεμελιώδη μεγέθη ως
προς τα οποία να μπορούν να εκφρασθούν όλες οι παραπάνω διαστατικές ποσότητες.
Μία κατάλληλη επιλογή θεμελιωδών μεγεθών εδώ είναι οι ποσότητες M (μάζα), T
(χρόνος) και L (μήκος). Έχουμε:

[F ] = MT−2L, [p] = ML−3, [w] = T−1, [D] = L, [Q] = L3T−1.

Ο πίνακας διαστάσεων είναι ο εξής:

A =

F p w D Q
M 1 1 0 0 0

T −2 0 −1 0 −1

L 1 −3 0 1 3

.

Εδώ έχουμε m = 5, n = 3 και η τάξη του πίνακα A είναι 3. Συνεπώς, υπάρχουν 5−3 = 2

αδιάστατες ποσότητες, οι οποίες είναι δυνατόν να σχηματιστούν από τα μεγέθη F , p,
w, D και Q. Αν το π είναι μία τέτοια αδιάστατη ποσότητα, τότε για κάποια επιλογή
εκθετών a1, a2, a3, a4, a5 θα έχουμε:

1 = [π] = [F a1pa2wa3Da4Qa5 ]

= Ma1T−2a1La1Ma2L−3a2T−a3La4T−a5L3a5

= Ma1+a2T−2a1−a3−a5La1−3a2+a4+3a5 .

Άρα, οι εκθέτες των θεμελιωδών μεγεθών πρέπει να μηδενίζονται. Έτσι, παίρνουμε το
εξής γραμμικό σύστημα: 

a1 + a2 = 0

−2a1 − a3 − a5 = 0

a1 − 3a2 + a4 + 3a5 = 0

.

Λύνοντας το γραμμικό σύστημα, βρίσκουμε ότι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του
είναι οι εξής:

a1 = 1, a2 = −1, a3 = −2, a4 = −4, a5 = 0,

a1 = 3, a2 = 0, a3 = −2, a4 = 6, a5 = −1.

Οι λύσεις αυτές δίνουν τις εξής αδιάστατες ποσότητες:

π1 =
F

pw2D4
, π2 =

Q

wD3
.
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β) Το θεώρημα π εξασφαλίζει ότι ο αρχικός φυσικός νόμος είναι ισοδύναμος με έναν νόμο
της μορφής G(π1, π2) = 0. Λύνοντας ως προς π1, έχουμε:

π1 = g (π2) ⇒ F = pw2D4g

(
Q

wD3

)
.

Θέμα 2. Θέτουμε:
y(τ) = y0(τ) + y1(τ)ε+ · · · ,

τ = (1 + w1ε+ · · · )t.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dτ
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · ) · dy
dτ

⇒ d2y

dt2
= (1+w1ε+ · · · ) · d

2y

dτ2
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
.

Παρατηρούμε ότι:

1 =
dy

dt
(0) =

dy

dτ
(0) · dτ

dt
(0) =

[
y′0(0) + y′1(0)ε+ · · ·

]
(1 + w1ε+ · · · )

= y′0(0) + w1y
′
0(0)ε+ y′1(0)ε+ w1y

′
1(0)ε

2 + · · · = y′0(0) +
[
w1y

′
0(0) + y′1(0)

]
ε+ · · · ⇒ .

y′0(0) = 1

w1y
′
0(0) + y′1(0) = 0

⇒

y′0(0) = 1

y′1(0) = −w1

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

(1 + w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
+ (1 + ε)y = 0, τ > 0,

y(0) = 0,
dy

dτ
(0) =

1

1 + w1ε+ · · ·
.

Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι:

(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

) (
y′′0 + y′′1ε+ · · ·

)
+ (1 + ε) (y0 + y1ε+ · · · ) = 0 ⇒

(
y′′0 + y′′1ε+ 2w1y

′′
0ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + · · ·
)
+
(
y0 + y1ε+ y0ε+ y1ε

2 + · · ·
)
= 0 ⇒(

y′′0 + y0
)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1 + y0

)
ε+ · · · = 0 ⇒y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 0, y′0(0) = 1

y′′1 + y1 = −y0 − 2w1y
′′
0 , y1(0) = 0, y′1(0) = −w1

⇒

y0(τ) = sin τ, τ > 0

y′′1 + y1 = (2w1 − 1) sin τ, y1(0) = 0, y′1(0) = −w1

.

Η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση y′′1 + y1 = 0 έχει γενική λύση c1 cos τ + c2 sin τ . Άρα ο όρος
(2w1 − 1) sin τ θα οδηγήσει σε αιώνιο όρο, οπότε επιλέγουμε w1 =

1
2 για να τον αποφύγουμε.
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Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 0 και y′1(0) = −1
2 , υπολογίζουμε ότι c1 = 0

και c2 = −1
3 , οπότε y1(τ) = − sin τ

2 . Επομένως,

y(τ) = sin τ − sin τ

2
· ε+ · · · , τ =

(
1 +

ε

2
+ · · ·

)
t > 0.

Θέμα 3. Το μη-διαταραγμένο πρόβλημα είναι το
(
1 + t2

)
y′ + ty = 0. Η εξίσωση είναι χωρι-

ζομένων μεταβλητών, οπότε έχει γενική λύση:

y′

y
= − t

1 + t2
⇒ ln |y| = −

ln
(
1 + t2

)
2

+ k ⇒ y(t) =
c√

1 + t2
, 0 < t < 1.

Θα υποθέσουμε την ύπαρξη ενός οριακού στρώματος στο t = 0. Αφού το t = 1 βρίσκεται
στο εξωτερικό χωρίο, επιβάλλοντας τη συνοριακή συνθήκη y(1) = 1 στη γενική λύση του
μη-διαταραγμένου προβλήματος, βρίσκουμε την εξωτερική προσέγγιση:

y0(t) =

√
2

1 + t2
, t = O(1).

Για να υπολογίσουμε το πλάτος δ(ε) του οριακού στρώματος, κανονικοποιούμε κοντά στο
t = 0 μέσω της αλλαγής μεταβλητών:

τ =
t

δ(ε)
, Y = y.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dY

dτ
· dτ
dt

=
1

δ(ε)
· dY
dτ

⇒ d2y

dt2
=

1

δ(ε)
· d

2Y

dτ2
· dτ
dt

=
1

δ2(ε)
· d

2Y

dτ2
.

Ως προς τις νέες μεταβλητές, η διαφορική εξίσωση παίρνει τη μορφή:
√
ε

δ2(ε)
Y ′′ +

1

δ(ε)
Y ′ + δ(ε)τ2Y ′ + δ(ε)τY = 0.

Αν
√
ε

δ2(ε)
∼ δ(ε) είναι η κύρια συνθήκη εξισορρόπησης, τότε δ(ε) = O

(
ε

1
6

)
και ο δεύτερος

όρος 1
δ(ε) θα είναι της τάξης O

(
ε−

1
6

)
, οπότε δε θα είναι μικρός σε σχέση με τους κυρίαρχους

όρους. Επομένως, υποθέτουμε ότι
√
ε

δ2(ε)
∼ 1

δ(ε) είναι η κύρια συνθήκη εξισορρόπησης. Τότε
δ(ε) = O (

√
ε) και ο όρος δ(ε) είναι μικρός σε σύγκριση με τους όρους

√
ε

δ2(ε)
και 1

δ(ε) που είναι

της τάξης O
(
ε−

1
2

)
. Συνεπώς, είναι απολύτως συμβιβαστό να επιλέξουμε δ(ε) =

√
ε. Έτσι, η

διαφορική εξίσωση ως προς τις νέες μεταβλητές παίρνει τη μορφή:

Y ′′ + Y ′ + ετ2Y ′ + ετY = 0.

Ο πρώτος όρος της εσωτερικής προσέγγισης θα πληροί την εξίσωση Y ′′ + Y ′ = 0, της οποίας
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η γενική λύση είναι:
Y (τ) = c1e

−τ + c2 ⇒ y(t) = c1e
− t√

ε + c2.

Εφαρμόζοντας τη συνοριακή συνθήκη y(0) = 0 στο οριακό στρώμα, παίρνουμε ότι c2 = −c1,
οπότε η εσωτερική προσέγγιση είναι:

yi(t) = c1e
− t√

ε − c1.

Για να προσδιορίσουμε τη σταθερά c1, εισάγουμε ένα χωρίο επικάλυψης της τάξης του ε
1
4

και την ενδιάμεση μεταβλητή η = tε−
1
4 . Τότε η συνθήκη συναρμογής είναι:

lim
ε→0+

y0

(
ηε

1
4

)
= lim

ε→0+
yi

(
ηε

1
4

)
⇒ lim

ε→0+

√
2

1 + η2ε
1
2

= lim
ε→0+

(
c1e

− η√
ε
ε
1
4 − c1

)
⇒

√
2 = −c1 ⇒ c1 = −

√
2 ⇒ yi(t) = −

√
2e

− t√
ε +

√
2.

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε μία συνολική προσέγγιση που ισχύει ομοιόμορφα στο [0, 1],
αθροίζοντας την εσωτερική και την εξωτερική προσέγγιση και αφαιρώντας το κοινό όριο στο
χωρίο επικάλυψης, το οποίο ισούται με

√
2. Άρα η ζητούμενη προσέγγιση δίνεται από τον

τύπο:
yu(t) =

√
2

1 + t2
−
√
2e

− t√
ε .

Θέμα 4. Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
−2 −5

1 4

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (−2− λ)(4− λ) + 5 = λ2 − 2λ− 3.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −1 και λ2 = 3 με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

(A− λ1I2) v1 = 0 ⇒

[
−1 −5

1 5

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ a1 = −5b1 ⇒ v1 =

[
−5

1

]
⇒ ϕ1(t) = e−t

[
−5

1

]
,

(A− λ2I2) v2 = 0 ⇒

[
−5 −5

1 1

][
a2

b2

]
=

[
0

0

]
⇒ b2 = −a2 ⇒ v2 =

[
1

−1

]
⇒ ϕ2(t) = e3t

[
1

−1

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) =

[
−5c1e

−t + c2e
3t

c1e
−t − c2e

3t

]
.

Αφού λ1 < 0 < λ2, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι σάγμα, οπότε ασταθές. Οι ευθείες y = −x
5
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και y = −x που ορίζονται από τα ιδιοδιανύσματα v1 και v2 αποτελούν τις διαχωρίζουσες. Οι
δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = −x

5 κατευθύνονται προς την αρχή των αξόνων,
ενώ οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = −x απομακρύνονται από αυτή. Όλες
οι υπόλοιπες τροχιές είναι ασυμπτωτικές στις ημιευθείες που ορίζονται από τις y = −x

5 και
y = −x καθώς t → ±∞, οπότε δεν μπορούν να εισχωρήσουν στην αρχή των αξόνων.

Θέμα 5. α) Η συνάρτηση V (x, y) = x2 + y2 είναι συνεχής και θετικά ορισμένη σε μία
περιοχή του (0, 0) και οι μερικές παράγωγοί της είναι συνεχείς σε μία περιοχή του
(0, 0). Για x2 + y2 < 4, υπολογίζουμε ότι:

∂V

∂t
= 2xx′ + 2yy′ = 2x2 +��2xy + 2x2

(
x2 + y2 − 5

)
−��2xy + 2y2 + 2y2

(
x2 + y2 − 5

)
= 2

(
x2 + y2

) (
x2 + y2 − 4

)
⩽ 0.

Η ∂V
∂t μηδενίζεται στην περιοχή

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 4

}
του (0, 0) αν και μόνο αν

x = y = 0. Επομένως, η ∂V
∂t είναι αρνητικά ορισμένη, δηλαδή η V (x, y) = x2 + y2 είναι

μία ισχυρή συνάρτηση Lyapunov στο (0, 0). Συνεπώς, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι
ασυμπτωτικά ευσταθές.

β) Εισάγουμε πολικές συντεταγμένες x = r cosϑ και y = r sinϑ, οπότε:

x′ = r′ cosϑ− rϑ′ sinϑ

y′ = r′ sinϑ+ rϑ′ cosϑ
⇒



x′x = r′r cos2 ϑ− r2ϑ′ cosϑ sinϑ

y′y = r′r sin2 ϑ+ r2ϑ′ cosϑ sinϑ

x′y = r′r cosϑ sinϑ− r2ϑ′ sin2 ϑ

y′x = r′r cosϑ sinϑ+ r2ϑ′ cos2 ϑ

⇒

x′x+ y′y = r′r

y′x− x′y = r2ϑ′
⇒

r′r =
(
x2 + y2

) (
x2 + y2 − 4

)
r2ϑ′ = −x2 +��xy +((((((((

xy
(
x2 + y2 − 5

)
−��xy − y2 −((((((((

xy
(
x2 + y2 − 5

) ⇒

r′ = r
(
r2 − 4

)
r2ϑ′ = −

(
x2 + y2

) ⇒

r′ = r
(
r2 − 4

)
ϑ′ = −1

.

Προφανώς, ϑ = −t+ϑ0, όπου ϑ0 ∈ R σταθερά. Χρησιμοποιώντας την ανάλυση σε απλά
κλάσματα:

1

r (r2 − 4)
= − 1

4r
+

1

8(r − 2)
+

1

8(r + 2)
,

παίρνουμε:

− ln r

4
+

ln |r − 2|
8

+
ln(r + 2)

8
= t+ c0 ⇒ ln

∣∣r2 − 4
∣∣− 2 ln r = 8t+ c1 ⇒
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ln
∣∣r2 − 4

∣∣− ln r2 = 8t+ c1 ⇒ ln
∣∣∣∣r2 − 4

r2

∣∣∣∣ = 8t+ c1 ⇒
∣∣∣∣r2 − 4

r2

∣∣∣∣ = c2e
8t ⇒

r2 − 4

r2
= ce8t ⇒ 4

r2
= 1− ce8t ⇒ r2 =

4

1− ce8t
⇒ r =

2√
1− ce8t

.

Αν c = 0, βρίσκουμε τη λύση r = 2 και ϑ = −t + ϑ0, η οποία είναι περιοδική λύση της
οποίας η τροχιά παριστάνεται από τον κύκλο με κέντρο (0, 0) και ακτίνα r = 2 στο
επίπεδο φάσεων. Με άλλα λόγια, x(t) = 2 cos (−t+ ϑ0) και y(t) = 2 sin (−t+ ϑ0) για
κάθε t ⩾ 0.
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MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN
Jèmata Exetastik c SeptembrÐou 2019

Jèma 1o (1 mon�da) 'Ena fusikì fainìmeno perigr�fetai apì ènan fusikì nìmo e-
leÔjerwn mon�dwn, thc morf c f(x, t, g) = 0. 'Opou ta megèjh x, t kai g parist�noun,
antÐstoiqa, m koc, qrìno kai epit�qunsh. DeÐxte ìti up�rqei ènac isodÔnamoc nìmoc thc
morf c x = cgt2, ìpou c > 0 eÐnai mÐa jetik  stajer�. DÐdetai ìti to g èqei diast�seic
thc morf c m koc ·(qrìnoc)−2.

Jèma 2o (1 mon�da) Na breÐte mia prosèggish diataraq¸n me dÔo ìrouc gia to akì-
loujo prìblhma qrhsimopoi¸ntac th mèjodo Poincaré-Lindstedt

y′′(t) + (1 + ε)y(t) = εy2, ìpou 0 < ε << 1, t > 0, y(0) = −1 kai y′(0) = 0.

Jèma 3o (2 mon�dec) BreÐte mÐa omoiìmorfh proseggistik  lÔsh gia to akìloujo
prìblhma

ε(y′′(t) + y′(t)) − (3 − t)y(t) = −2, ìpou 0 < ε << 1, 0 < t < 1, y(0) = 0 kai y(1) = 1.

Jèma 4o (2 mon�dec) DeÐxte ìti∫ ∞
0

ln(t+ 1)

t
e−λtdt ∼ 1

λ
− 1

2λ2
+O(

1

λ3
), λ >> 1.

Jèma 5o (2 mon�dec) Na brejeÐ o tÔpoc kai h eust�jeia tou krÐsimou shmeÐou twn
akìloujwn susthm�twn kai na sqediastoÔn ta diagr�mmata f�sewn.

(a) x′ = 2x+ y, y′ = 5x− 2y
(b) x′ = x− 3y, y′ = 2x− 4y.

Jèma 6o (1 mon�da) DeÐxte ìti h V (x, y) = x2+y2 eÐnai isqur  sun�rthsh Lyapounov
sto (0, 0) gia to sÔsthma

x′ = −x+ 3xy, y′ = −y + x2y.

Jèma 7o (2 mon�dec) DeÐxte ìti to sÔsthma

x′ = x− 2y − x
√
x2 + y2, y′ = 2x+ y − y

√
x2 + y2.

èqei mÐa periodik  lÔsh, h opoÐa na brejeÐ. Tèloc sqedi�ste to di�gramma f�sewn.

Kal  EpituqÐa!

1



Σεπτέμβριος 2019

Θέμα 1. Το πρώτο βήμα είναι να προσδιορίσουμε ανεξάρτητα θεμελιώδη μεγέθη ως προς τα
οποία να μπορούν να εκφρασθούν όλες οι παραπάνω διαστατικές ποσότητες. Μία κατάλληλη
επιλογή θεμελιωδών μεγεθών εδώ είναι οι ποσότητες T (χρόνος) και L (μήκος). Έχουμε:

[x] = L, [t] = T, [g] = T−2L.

Ο πίνακας διαστάσεων είναι:

A =

x t g( )
T 0 1 −2

L 1 0 1
.

Εδώ έχουμε m = 3, n = 2 και η τάξη του πίνακα A είναι 2. Συνεπώς, υπάρχει 3 − 2 = 1

αδιάστατη ποσότητα, η οποία είναι δυνατόν να σχηματιστεί από τα μεγέθη x, t και g. Αν
το π είναι μία τέτοια αδιάστατη ποσότητα, τότε για κάποια επιλογή εκθετών a1, a2, a3 θα
έχουμε:

1 = [π] = [xa1ta2ga3 ] = La1T a2L−a2T−2a3La3 = T a2−2a3La1+a3 .

Άρα, οι εκθέτες των θεμελιωδών μεγεθών πρέπει να μηδενίζονται. Έτσι, παίρνουμε το εξής
γραμμικό σύστημα: a2 − 2a3 = 0

a1 + a3 = 0
.

Λύνοντας το γραμμικό σύστημα, βρίσκουμε ότι μία μη-μηδενική λύση του είναι η εξής:

a1 = 1, a2 = −2, a3 = −1.

Η λύση αυτή δίνει την εξής αδιάστατη ποσότητα:

π =
x

t2g
.

Άρα το θεώρημα π εξασφαλίζει ότι ο αρχικός φυσικός νόμος είναι ισοδύναμος με έναν νόμο
της μορφής F (π) = 0. Λύνοντας ως προς π, έχουμε:

π = c ⇒ x = ct2g.

Θέμα 2. Θέτουμε:
y(τ) = y0(τ) + y1(τ)ε+ · · · ,

τ = (1 + w1ε+ · · · )t.
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Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dτ
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · ) · dy
dτ

⇒ d2y

dt2
= (1+w1ε+ · · · ) · d

2y

dτ2
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
.

Παρατηρούμε ότι:
dy

dτ
(0) =

dy

dt
(0) · dt

dτ
(0) = 0 · 1

1 + w1ε+ · · ·
= 0.

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

(1 + w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
+ (1 + ε)y = εy2 τ > 0,

y(0) = −1,
dy

dτ
(0) = 0.

Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι:

(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

) (
y′′0 + y′′1ε+ · · ·

)
+ (1 + ε) (y0 + y1ε+ · · · ) = ε (y0 + y1ε+ · · · )2 ⇒

(
y′′0 + y′′1ε+ 2w1y

′′
0ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + · · ·
)
+
(
y0 + y1ε+ y0ε+ y1ε

2 · · ·
)

= y20ε+ 2y0y1ε
2 + y21ε

3 + · · · ⇒

(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1 + y0 − y20

)
ε+

(
2w1y

′′
1 + y1

)
ε2 + · · · = 2y0y1ε

2 + y21ε
3 + · · · ⇒(

y′′0 + y0
)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1 + y0 − y20

)
ε+ · · · = · · · ⇒y′′0 + y0 = 0, y0(0) = −1, y′0(0) = 0

y′′1 + y1 = y20 − y0 − 2w1y
′′
0 , y1(0) = 0, y′1(0) = 0

⇒

y0(τ) = − cos τ, τ > 0

y′′1 + y1 = cos2 τ + (1− 2w1) cos τ, y1(0) = 0, y′1(0) = 0
.

Άρα η διαφορική εξίσωση γίνεται:

y′′1 + y1 =
cos(2τ) + 1

2
+ (1− 2w1) cos τ.

Η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση y′′1 + y1 = 0 έχει γενική λύση c1 cos τ + c2 sin τ . Άρα ο όρος
(1− 2w1) cos τ θα οδηγήσει σε αιώνιο όρο, οπότε επιλέγουμε w1 = 1

2 για να τον αποφύ-
γουμε. Η μη-ομογενής διαφορική εξίσωση y′′1 + y1 = cos(2τ)+1

2 έχει μία ειδική λύση της
μορφής A cos(2τ) + B sin(2τ) + C. Υπολογίζουμε ότι A = −1

6 , B = 0 και C = 1
2 , οπότε

y1(τ) = c1 cos τ + c2 sin τ − cos(2τ)
6 + 1

2 . Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 0 και
y′1(0) = 0, υπολογίζουμε ότι c1 = −1

3 και c2 = 0. Επομένως,

y(τ) = − cos τ +

[
−cos τ

3
− cos(2τ)

6
+

1

2

]
ε+ · · · , τ =

(
1 +

ε

2
+ · · ·

)
t > 0.
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Θέμα 3. Το μη-διαταραγμένο πρόβλημα είναι το −(3− t)y = −2, οπότε:

y0(t) =
2

3− t
, t = O(1).

Αυτή η εξωτερική προσέγγιση ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη y(1) = 1, η οποία αφορά το
εξωτερικό χωρίο. Για να υπολογίσουμε το πλάτος δ(ε) του οριακού στρώματος, κανονικο-
ποιούμε κοντά στο t = 0 μέσω της αλλαγής μεταβλητών:

τ =
t

δ(ε)
, Y = y.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dY

dτ
· dτ
dt

=
1

δ(ε)
· dY
dτ

⇒ d2y

dt2
=

1

δ(ε)
· d

2Y

dτ2
· dτ
dt

=
1

δ2(ε)
· d

2Y

dτ2
.

Ως προς τις νέες μεταβλητές, η διαφορική εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ε

δ2(ε)
Y ′′ +

ε

δ(ε)
Y ′ − 3Y + δ(ε)τY = −2.

Αν ε
δ(ε) ∼ δ(ε) είναι η κύρια συνθήκη εξισορρόπησης, τότε δ(ε) = O (

√
ε) και οι όροι ε

δ(ε) , δ(ε)
είναι μικροί σε σύγκριση με τους όρους ε

δ2(ε)
και 1. Συνεπώς, είναι απολύτως συμβιβαστό να

επιλέξουμε δ(ε) =
√
ε. Έτσι, η διαφορική εξίσωση ως προς τις νέες μεταβλητές παίρνει τη

μορφή:
Y ′′ +

√
εY ′ − 3Y +

√
ετY = −2.

Ο πρώτος όρος της εσωτερικής προσέγγισης θα πληροί την εξίσωση Y ′′−3Y = −2, της οποίας
η γενική λύση είναι:

Y (τ) = c1e
−τ

√
3 + c2e

τ
√
3 +

2

3
⇒ y(t) = c1e

−t
√

3
ε + c2e

t
√

3
ε +

2

3
.

Εφαρμόζοντας τη συνοριακή συνθήκη y(0) = 0 στο οριακό στρώμα, παίρνουμε ότι c2 = −c1− 2
3 ,

οπότε η εσωτερική προσέγγιση είναι:

yi(t) = c1e
−t

√
3
ε −

(
c1 +

2

3

)
e
t
√

3
ε +

2

3
.

Για να προσδιορίσουμε τη σταθερά c1, εισάγουμε ένα χωρίο επικάλυψης της τάξης του ε
1
4

και την ενδιάμεση μεταβλητή η = tε−
1
4 . Τότε η συνθήκη συναρμογής είναι:

lim
ε→0+

y0

(
ηε

1
4

)
= lim

ε→0+
yi

(
ηε

1
4

)
⇒

lim
ε→0+

2

3− ηε
1
4

= lim
ε→0+

[
c1e

−ηε
1
4

√
3
ε −

(
c1 +

2

3

)
e
ηε

1
4

√
3
ε +

2

3

]
⇒
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c1 +
2

3
= 0 ⇒ c1 = −2

3
⇒ yi(t) = −2

3
e
−t

√
3
ε +

2

3
.

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε μία συνολική προσέγγιση που ισχύει ομοιόμορφα στο [0, 1],
αθροίζοντας την εσωτερική και την εξωτερική προσέγγιση και αφαιρώντας το κοινό όριο στο
χωρίο επικάλυψης, το οποίο ισούται με 2

3 . Άρα η ζητούμενη προσέγγιση δίνεται από τον
τύπο:

yu(t) =
2

3− t
− 2

3
e
−t

√
3
ε .

Θέμα 4. Έστω T > 0. Παρατηρούμε ότι ln(t+1)
t ⩽ 1 για κάθε t ⩾ T > 0. Επομένως,

|EMO| =
∫ ∞

T

ln(t+ 1)

t
e−λtdt ⩽

∫ ∞

T
e−λtdt =

e−λT

λ
,

το οποίο είναι εκθετικά μικρό για λ ≫ 1. Δηλαδή, μπορούμε να αντικαταστήσουμε το ln(t+1)

από το ανάπτυγμά του σε σειρά Taylor γύρω από το t = 0:

∫ T

0

ln(t+ 1)

t
e−λtdt =

∫ T

0

(
1− t

2
+

t2

3
− · · ·

)
e−λtdt

u=λt
=

∫ λT

0

(
1− u

2λ
+

u2

3λ2
− · · ·

)
e−u

λ
du.

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της συνάρτησης Γάμμα, παίρνουμε:∫ ∞

0

ln(t+ 1)

t
e−λtdt ∼ 1

λ

∫ ∞

0
e−udu− 1

2λ2

∫ ∞

0
ue−udu+

1

3λ3

∫ ∞

0
u2e−udu− · · ·

=
Γ(1)

λ
− Γ(2)

2λ2
+

Γ(3)

3λ3
− · · · = 1

λ
− 1

2λ2
+

2

3λ3
− · · · ⇒

∫ ∞

0

ln(t+ 1)

t
e−λtdt ∼ 1

λ
− 1

2λ2
+O

(
1

λ3

)
, λ ≫ 1.

Θέμα 5. α) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
2 1

5 −2

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (2− λ)(−2− λ)− 5 = λ2 − 9.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −3 και λ2 = 3 με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

(A− λ1I2) v1 = 0 ⇒

[
5 1

5 1

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ b1 = −5a1 ⇒

v1 =

[
1

−5

]
⇒ ϕ1(t) = e−3t

[
1

−5

]
,
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(A− λ2I2) v2 = 0 ⇒

[
−1 1

5 −5

][
a2

b2

]
=

[
0

0

]
⇒ b2 = a2 ⇒

v2 =

[
1

1

]
⇒ ϕ2(t) = e3t

[
1

1

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) =

[
c1e

−3t + c2e
3t

−5c1e
−3t + c2e

3t

]
.

Αφού λ1 < 0 < λ2, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι σάγμα, οπότε ασταθές. Οι ευθείες
y = −5x και y = x που ορίζονται από τα ιδιοδιανύσματα v1 και v2 αποτελούν τις
διαχωρίζουσες. Οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = −5x κατευθύνονται
προς την αρχή των αξόνων, ενώ οι δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = x

απομακρύνονται από αυτή. Όλες οι υπόλοιπες τροχιές είναι ασυμπτωτικές στις ημιευ-
θείες που ορίζονται από τις y = −5x και y = x καθώς t → ±∞, οπότε δεν μπορούν να
εισχωρήσουν στην αρχή των αξόνων.

β) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
1 −3

2 −4

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (1− λ)(−4− λ) + 6 = λ2 + 3λ+ 2.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −2 και λ2 = −1 με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

(A− λ1I2) v1 = 0 ⇒

[
3 −3

2 −2

][
a1

b1

]
=

[
0

0

]
⇒ b1 = a1 ⇒

v1 =

[
1

1

]
⇒ ϕ1(t) = e−2t

[
1

1

]
,

(A− λ2I2) v2 = 0 ⇒

[
2 −3

2 −3

][
a2

b2

]
=

[
0

0

]
⇒ 2a2 = 3b2 ⇒

v2 =

[
3

2

]
⇒ ϕ2(t) = e−t

[
3

2

]
.

Επομένως, το σύστημα έχει γενική λύση:[
x(t)

y(t)

]
= c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) =

[
c1e

−2t + 3c2e
−t

c1e
−2t + 2c2e

−t

]
.
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Αφού λ1 < λ2 < 0, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθής κόμβος. Οι
δύο τροχιές που ορίζονται από την ευθεία y = x και οι δύο τροχιές που ορίζονται από
την ευθεία y = 2x

3 κατευθύνονται προς την αρχή των αξόνων. Όλες οι υπόλοιπες τροχιές
εισχωρούν στην αρχή των αξόνων εφαπτομενικά της ευθείας y = 2x

3 καθώς t → ∞, ενώ
τείνουν στο άπειρο με κλίση ασυμπτωτική της ευθείας y = x καθώς t → −∞.

Θέμα 6. Η συνάρτηση V (x, y) = x2+y2 είναι συνεχής και θετικά ορισμένη σε μία περιοχή του
(0, 0) και οι μερικές παράγωγοί της είναι συνεχείς σε μία περιοχή του (0, 0). Υπολογίζουμε
ότι:

∂V

∂t
= 2xx′ + 2yy′ = −2x2 + 6x2y − 2y2 + 2x2y2 = 2

(
x2 − 1

)
y2 + 6x2y − 2x2,

∆ = β2 − 4αγ = 36x4 + 16x2
(
x2 − 1

)
= 52x4 − 16x2 = 4x2

(
13x2 − 4

)
< 0 ⇔ 0 < |x| < 2√

13
.

Για 0 < |x| < 2√
13
, παρατηρούμε ότι x2 − 1 < 0, οπότε 2

(
x2 − 1

)
y2 + 6x2y− 2x2 < 0 για κάθε

y ̸= 0. Η συνάρτηση ∂V
∂t μηδενίζεται στην περιοχή

{
(x, y) ∈ R2 : |x| < 2√

13

}
του (0, 0) αν και

μόνο αν x = y = 0. Επομένως, η ∂V
∂t είναι αρνητικά ορισμένη, δηλαδή η V (x, y) = x2 + y2

είναι μία ισχυρή συνάρτηση Lyapunov στο (0, 0). Συνεπώς, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι
ασυμπτωτικά ευσταθές.

Θέμα 7. Εισάγουμε πολικές συντεταγμένες x = r cosϑ και y = r sinϑ, οπότε:

x′ = r′ cosϑ− rϑ′ sinϑ

y′ = r′ sinϑ+ rϑ′ cosϑ
⇒



x′x = r′r cos2 ϑ− r2ϑ′ cosϑ sinϑ

y′y = r′r sin2 ϑ+ r2ϑ′ cosϑ sinϑ

x′y = r′r cosϑ sinϑ− r2ϑ′ sin2 ϑ

y′x = r′r cosϑ sinϑ+ r2ϑ′ cos2 ϑ

⇒

x′x+ y′y = r′r

y′x− x′y = r2ϑ′
⇒

r′r = x2 −��2xy − x2
√

x2 + y2 +��2xy + y2 − y2
√

x2 + y2

r2ϑ′ = 2x2 +��xy −������
xy
√

x2 + y2 −��xy + 2y2 +������
xy
√
x2 + y2

⇒

r′r =
(
x2 + y2

) (
1−

√
x2 + y2

)
r2ϑ′ = 2

(
x2 + y2

) ⇒

r′ = −r (r − 1)

ϑ′ = 2
.

Προφανώς, ϑ = 2t + ϑ0, όπου ϑ0 ∈ R σταθερά. Χρησιμοποιώντας την ανάλυση σε απλά
κλάσματα:

1

r (r − 1)
= −1

r
+

1

r − 1
,

παίρνουμε:

− ln r + ln |r − 1| = −t+ c0 ⇒ ln
∣∣∣∣r − 1

r

∣∣∣∣ = −t+ c0 ⇒
∣∣∣∣r − 1

r

∣∣∣∣ = c1e
−t ⇒

r − 1

r
= ce−t ⇒ 1

r
= 1− ce−t ⇒ r =

1

1− ce−t
.
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Αν c = 0, βρίσκουμε τη λύση r = 1 και ϑ = 2t+ ϑ0, η οποία είναι περιοδική λύση της οποίας
η τροχιά παριστάνεται από τον κύκλο με κέντρο (0, 0) και ακτίνα r = 1 στο επίπεδο φάσεων.
Με άλλα λόγια, x(t) = cos (2t+ ϑ0) και y(t) = sin (2t+ ϑ0) για κάθε t ⩾ 0.
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MEJODOI EFARMOSMENWN MAJHMATIKWN
Jèmata Exetastik c IanouarÐou 2020

Jèma 1o (1.75 mon.) 'Ena fusikì fainìmeno perigr�fetai apì ènan fusikì nìmo
eleÔjerwn mon�dwn, thc morf c f(m,u, a, b, t) = 0. 'Opou ta megèjh m, t kai u parist�-
noun, antÐstoiqa, m�za, qrìno kai taqÔthta. Ta megèjh a, b èqoun diast�seic thc morf c
(m�za)(qrìnoc)−1 kai (m�za)(taqÔthta)−1(qrìnoc)−1, antÐstoiqa. DeÐxte ìti up�rqei ènac
isodÔnamoc nìmoc thc morf c π1 = g(π2). 'Opou π1 = at

m
, π2 = but

m
kai g mÐa kat�llhlh

sun�rthsh.

Jèma 2o (1.75 mon.) Na breÐte mia prosèggish diataraq¸n me dÔo ìrouc gia to
akìloujo prìblhma qrhsimopoi¸ntac th mèjodo Poincaré-Lindstedt

y′′(t) + y(t) = ε(y2 − 2y), ìpou 0 < ε << 1, t > 0, y(0) = 0 kai y′(0) = 1.

Jèma 3o (2 mon.) BreÐte mÐa omoiìmorfh proseggistik  lÔsh gia to akìloujo prì-
blhma

ε
1
4y′′(t) + (ε

1
4 + (1 + t)2)y′(t) + (1 + t)y(t) = 0,

ìpou 0 < ε << 1, 0 < t < 1, y(0) = 0 kai y(1) = 1.

Jèma 4o (2 mon.) Na brejeÐ o tÔpoc kai h eust�jeia tou krÐsimou shmeÐou twn
akìloujwn susthm�twn.

(a) x′ = x+ 3y, y′ = 3x+ y (b) x′ = x− 3y, y′ = 2x− y

(g) x′ = −2x+ 2y, y′ = x− 3y (d) x′ = −2x+ y, y′ = −3x− 2y.

Jèma 5o (1.5 mon.) DeÐxte ìti to shmeÐo isorropÐac (0, 0) tou parak�tw sust matoc
eÐnai asumptwtik� eustajèc.

x′ = 2y + xy2(y − 1) − x3, y′ = −2x+ x2y(yx− 1
2
) − y3.

Upìdeixh: Qrhsimopoi ste thn V (x, y) = x2 + y2.

Jèma 6o (2 mon.) DeÐxte ìti to sÔsthma

x′ = x−
√

2

3
y − x

(√
x2

2
+
y2

3
− 1

)
, y′ =

√
3

2
x+ y − y

(√
x2

2
+
y2

3
− 1

)
,

èqei mÐa mh stajer  periodik  lÔsh, h opoÐa na brejeÐ.

Kal  EpituqÐa!

1
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Θέμα 1. Έχουμε:
[a] = mt−1, [b] = mu−1t−1.

Ο πίνακας διαστάσεων είναι ο εξής:

A =

m u a b t
m 1 0 1 1 0

t 0 0 −1 −1 1

u 0 1 0 −1 0

.

Εδώ έχουμε m = 5, n = 3 και η τάξη του πίνακα A είναι 3. Συνεπώς, υπάρχουν 5 − 3 = 2

αδιάστατες ποσότητες, οι οποίες είναι δυνατόν να σχηματιστούν από τα μεγέθη m, u, a, b
και t. Αν το π είναι μία τέτοια αδιάστατη ποσότητα, τότε για κάποια επιλογή εκθετών a1,
a2, a3, a4, a5 θα έχουμε:

1 = [π] = [ma1ua2aa3ba4ta5 ]

= ma1ua2ma3t−a3ma4t−a4u−a4ta5

= ma1+a3+a4t−a3−a4+a5ua2−a4 .

Άρα, οι εκθέτες των θεμελιωδών μεγεθών πρέπει να μηδενίζονται. Έτσι, παίρνουμε το εξής
γραμμικό σύστημα: 

a1 + a3 + a4 = 0

−a3 − a4 + a5 = 0

a2 − a4 = 0

.

Λύνοντας το γραμμικό σύστημα, βρίσκουμε ότι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του είναι
οι εξής:

a1 = −1, a2 = 0, a3 = 1, a4 = 0, a5 = 1,

a1 = −1, a2 = 1, a3 = 0, a4 = 1, a5 = 1.

Οι λύσεις αυτές δίνουν τις εξής αδιάστατες ποσότητες:

π1 =
at

m
, π2 =

but

m
.

Το θεώρημα π εξασφαλίζει ότι ο αρχικός φυσικός νόμος είναι ισοδύναμος με έναν νόμο της
μορφής G(π1, π2) = 0. Λύνοντας ως προς π1, έχουμε π1 = g (π2).

Θέμα 2. Θέτουμε:
y(τ) = y0(τ) + y1(τ)ε+ · · · ,

τ = (1 + w1ε+ · · · )t.
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Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dy

dτ
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · ) · dy
dτ

⇒ d2y

dt2
= (1+w1ε+ · · · ) · d

2y

dτ2
· dτ
dt

= (1+w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
.

Παρατηρούμε ότι:

1 =
dy

dt
(0) =

dy

dτ
(0) · dτ

dt
(0) =

[
y′0(0) + y′1(0)ε+ · · ·

]
(1 + w1ε+ · · · )

= y′0(0) + w1y
′
0(0)ε+ y′1(0)ε+ w1y

′
1(0)ε

2 + · · · = y′0(0) +
[
w1y

′
0(0) + y′1(0)

]
ε+ · · · ⇒ .

y′0(0) = 1

w1y
′
0(0) + y′1(0) = 0

⇒

y′0(0) = 1

y′1(0) = −w1

Με χρήση αυτού του μετασχηματισμού γράφουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών στη μορφή:

(1 + w1ε+ · · · )2 · d
2y

dτ2
+ y = εy (y − 2) , τ > 0,

y(0) = 0,
dy

dτ
(0) =

1

1 + w1ε+ · · ·
.

Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι:

(
1 + 2w1ε+ w2

1ε
2 + · · ·

) (
y′′0 + y′′1ε+ · · ·

)
+ (y0 + y1ε+ · · · )

= ε (y0 + y1ε+ · · · ) (y0 + y1ε+ · · · − 2) ⇒

(
y′′0 + y′′1ε+ 2w1y

′′
0ε+ 2w1y

′′
1ε

2 + w2
1y

′′
0ε

2 + · · ·
)
+ (y0 + y1ε+ · · · )

=
(
y20ε− 2y0ε+ 2y0y1ε

2 − 2y1ε
2 + y21ε

3 + · · ·
)
⇒

(
y′′0 + y0

)
+
(
y′′1 + 2w1y

′′
0 + y1 + 2y0 − y20

)
ε+ · · · = 0 ⇒y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 0, y′0(0) = 1

y′′1 + y1 = y20 − 2y0 − 2w1y
′′
0 , y1(0) = 0, y′1(0) = −w1

⇒

y0(τ) = sin τ, τ > 0

y′′1 + y1 = 2 (w1 − 1) sin τ + sin2 τ, y1(0) = 0, y′1(0) = −w1

.

Άρα η διαφορική εξίσωση γίνεται:

y′′1 + y1 = 2 (w1 − 1) sin τ +
1− cos(2τ)

2
.

Η αντίστοιχη ομογενής εξίσωση y′′1 + y1 = 0 έχει γενική λύση c1 cos τ + c2 sin τ . Άρα ο όρος
2 (w1 − 1) sin τ θα οδηγήσει σε αιώνιο όρο, οπότε επιλέγουμε w1 = 1 για να τον αποφύ-
γουμε. Η εξίσωση y′′1 + y1 = 1−cos(2τ)

2 έχει ειδική λύση της μορφής A cos(2τ) + B sin(2τ) + C.
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Υπολογίζουμε ότι A = 1
6 , B = 0 και C = 1

2 , οπότε y1(τ) = c1 cos τ + c2 sin τ + cos(2τ)
6 + 1

2 .
Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 0 και y′1(0) = −1, υπολογίζουμε ότι c1 = −2

3

και c2 = −1, οπότε y1(τ) = −2 cos τ
3 − sin τ + cos(2τ)

6 + 1
2 . Επομένως,

y(τ) = sin τ +

[
−2 cos τ

3
− sin τ +

cos(2τ)
6

+
1

2

]
· ε+ · · · , τ = (1 + ε+ · · · ) t > 0.

Θέμα 3. Το μη-διαταραγμένο πρόβλημα είναι το (1 + t)2 y′ + (1 + t)y = 0. Η εξίσωση είναι
χωριζομένων μεταβλητών, οπότε έχει γενική λύση:

y′

y
= − 1

1 + t
⇒ ln |y| = − ln (1 + t) + k ⇒ y(t) =

c

1 + t
, 0 < t < 1.

Θα υποθέσουμε την ύπαρξη ενός οριακού στρώματος στο t = 0. Αφού το t = 1 βρίσκεται
στο εξωτερικό χωρίο, επιβάλλοντας τη συνοριακή συνθήκη y(1) = 1 στη γενική λύση του
μη-διαταραγμένου προβλήματος, βρίσκουμε την εξωτερική προσέγγιση:

y0(t) =
2

1 + t
, t = O(1).

Για να υπολογίσουμε το πλάτος δ(ε) του οριακού στρώματος, κανονικοποιούμε κοντά στο
t = 0 μέσω της αλλαγής μεταβλητών:

τ =
t

δ(ε)
, Y = y.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, γνωρίζουμε ότι:

dy

dt
=

dY

dτ
· dτ
dt

=
1

δ(ε)
· dY
dτ

⇒ d2y

dt2
=

1

δ(ε)
· d

2Y

dτ2
· dτ
dt

=
1

δ2(ε)
· d

2Y

dτ2
.

Ως προς τις νέες μεταβλητές, η διαφορική εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ε
1
4

δ2(ε)
Y ′′ +

ε
1
4

δ(ε)
Y ′ +

1

δ(ε)
Y ′ + 2τY ′ + δ(ε)τ2Y ′ + Y + δ(ε)τY = 0.

Αν ε
1
4

δ2(ε)
∼ 1

δ(ε) είναι η κύρια συνθήκη εξισορρόπησης, τότε δ(ε) = O
(
ε

1
4

)
και οι όροι ε

1
4

δ2(ε)
, 1,

δ(ε) είναι μικροί σε σύγκριση με τους όρους ε
1
4

δ2(ε)
, 1
δ(ε) που είναι της τάξης O

(
ε−

1
4

)
. Συνεπώς,

είναι απολύτως συμβιβαστό να επιλέξουμε δ(ε) = ε
1
4 . Έτσι, η διαφορική εξίσωση ως προς τις

νέες μεταβλητές παίρνει τη μορφή:

Y ′′ + ε
1
4Y ′ + Y ′ + 2ε

1
4 τY ′ + ε

1
2 τ2Y ′ + ε

1
4Y + ε

1
2 τY = 0.

Ο πρώτος όρος της εσωτερικής προσέγγισης θα πληροί την εξίσωση Y ′′ + Y ′ = 0, της οποίας
η γενική λύση είναι:

Y (τ) = c1e
−τ + c2 ⇒ y(t) = c1e

−tε−
1
4 + c2.
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Εφαρμόζοντας τη συνοριακή συνθήκη y(0) = 0 στο οριακό στρώμα, παίρνουμε ότι c2 = −c1,
οπότε η εσωτερική προσέγγιση είναι:

yi(t) = c1e
−tε−

1
4 − c1.

Για να προσδιορίσουμε τη σταθερά c1, εισάγουμε ένα χωρίο επικάλυψης της τάξης του ε
1
8

και την ενδιάμεση μεταβλητή η = tε−
1
8 . Τότε η συνθήκη συναρμογής είναι:

lim
ε→0+

y0

(
ηε

1
8

)
= lim

ε→0+
yi

(
ηε

1
8

)
⇒ lim

ε→0+

2

1 + ηε
1
8

= lim
ε→0+

(
c1e

−ηε−
1
8 − c1

)
⇒

2 = −c1 ⇒ yi(t) = −2e−tε−
1
4 + 2.

Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε μία συνολική προσέγγιση που ισχύει ομοιόμορφα στο [0, 1],
αθροίζοντας την εσωτερική και την εξωτερική προσέγγιση και αφαιρώντας το κοινό όριο στο
χωρίο επικάλυψης, το οποίο ισούται με 2. Άρα η ζητούμενη προσέγγιση δίνεται από τον τύπο:

yu(t) =
2

1 + t
− 2e−tε−

1
4 .

Θέμα 4. α) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
1 3

3 1

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (1− λ)2 − 9 = λ2 − 2λ− 8.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −2 και λ2 = 4. Αφού λ1 < 0 < λ2, το σημείο
ισορροπίας (0, 0) είναι σάγμα, οπότε ασταθές.

β) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
1 −3

2 −1

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (1− λ)(−1− λ) + 6 = λ2 + 5.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1,2 = ±i
√
5. Αφού λ1,2 ∈ C με Re (λ1,2) = 0, το

σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι κέντρο, οπότε ευσταθές.
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γ) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
−2 2

1 −3

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (−2− λ)(−3− λ)− 2 = λ2 + 5λ+ 4.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1 = −4 και λ2 = −1. Αφού λ1 < λ2 < 0, το σημείο
ισορροπίας (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθής κόμβος.

δ) Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι ο:

A =

[
−2 1

−3 −2

]
,

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

ϕ(λ) = det (A− λI2) = (−2− λ)2 + 3 = λ2 + 4λ+ 7.

Επομένως, ο πίνακας έχει ιδιοτιμές λ1,2 = −2±i
√
3. Αφού λ1,2 ∈ C με Re (λ1,2) = −2 < 0,

το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθής εστία.

Θέμα 5. Η συνάρτηση V (x, y) = x2+y2 είναι συνεχής και θετικά ορισμένη σε μία περιοχή του
(0, 0) και οι μερικές παράγωγοί της είναι συνεχείς σε μία περιοχή του (0, 0). Υπολογίζουμε
ότι:

∂V

∂t
= 2xx′ + 2yy′ = ��4xy + 2x2y3 − 2x2y2 − 2x4 −��4xy + 2x3y3 − x2y2 − 2y4

= −2y4 + 2x3y3 + 2x2y3 − 3x2y2 − 3x4 ⩽ 2x3y3 + 2x2y3 − 3x2y2 = x2y2 (2yx+ 2y − 3) .

Έστω ότι x ∈ (−1, 1) και y < 0. Τότε,

2y < 2yx < −2y ⇔ 4y − 3 < 2yx+ 2y − 3 < −3 < 0.

Έστω ότι x ∈ (−1, 1) και y > 0. Τότε,

−2y < 2yx < 2y ⇔ −3 < 2yx+ 2y − 3 < 4y − 3.

Επομένως, 2yx + 2y − 3 < 0 αν και μόνο αν |x| < 1 και y < 3
4 . Η συνάρτηση ∂V

∂t μηδενίζεται
στην περιοχή

{
(x, y) ∈ R2 : |x| < 1, y < 3

4

}
του (0, 0) αν και μόνο αν x = y = 0. Επομένως, η

∂V
∂t είναι αρνητικά ορισμένη, δηλαδή η V (x, y) = x2+y2 είναι μία ισχυρή συνάρτηση Lyapunov
στο (0, 0). Συνεπώς, το σημείο ισορροπίας (0, 0) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές.
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Θέμα 6. Αρχικά κάνουμε την αλλαγή συντεταγμένων X = x√
2
και Y = y√

3
, οπότε παίρνουμε:


√
2X ′ =

√
2X −

√
2Y −

√
2X
(√

X2 + Y 2 − 1
)

√
3Y ′ =

√
3X +

√
3Y −

√
3Y
(√

X2 + Y 2 − 1
) ⇒

X ′ = X − Y −X
(√

X2 + Y 2 − 1
)

Y ′ = X + Y − Y
(√

X2 + Y 2 − 1
) .

Εισάγουμε πολικές συντεταγμένες X = r cosϑ και Y = r sinϑ, οπότε:

X ′ = r′ cosϑ− rϑ′ sinϑ

Y ′ = r′ sinϑ+ rϑ′ cosϑ
⇒



X ′X = r′r cos2 ϑ− r2ϑ′ cosϑ sinϑ

Y ′Y = r′r sin2 ϑ+ r2ϑ′ cosϑ sinϑ

X ′Y = r′r cosϑ sinϑ− r2ϑ′ sin2 ϑ

Y ′X = r′r cosϑ sinϑ+ r2ϑ′ cos2 ϑ

⇒

X ′X + Y ′Y = r′r

Y ′X −X ′Y = r2ϑ′
⇒

r′r = X2 −���XY −X2(r − 1) +���XY + Y 2 − Y 2(r − 1)

r2ϑ′ = X2 +���XY −������
XY (r − 1) −���XY + Y 2 +������

XY (r − 1)
⇒

r′ = r2 − (r − 1)
(
X2 + Y 2

)
r2ϑ′ = r2

⇒

r′ = −r2 (r − 2)

ϑ′ = 1
.

Προφανώς, ϑ = t + ϑ0, όπου ϑ0 ∈ R σταθερά. Χρησιμοποιώντας την ανάλυση σε απλά κλά-
σματα:

1

r2 (r − 2)
= − 1

4r
− 1

2r2
+

1

4(r − 2)
,

παίρνουμε:

− ln r

4
+

1

2r
+

ln |r − 2|
4

= −t+ c0 ⇒ ln
∣∣∣∣r − 2

r

∣∣∣∣+ 2

r
= −4t+ c1 ⇒

∣∣∣∣r − 2

r

∣∣∣∣ e 2
r = ce−4t.

Αν c = 0, βρίσκουμε τη λύση r = 2 και ϑ = t+ ϑ0, η οποία είναι περιοδική λύση της οποίας η
τροχιά παριστάνεται από τον κύκλο με κέντρο (0, 0) και ακτίνα r = 2 στο επίπεδο φάσεων.
Με άλλα λόγια, x(t) =

√
2X(t) = 2

√
2 cos (t+ ϑ0) και y(t) =

√
3Y (t) = 2

√
3 sin (t+ ϑ0) για

κάθε t ⩾ 0.
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