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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα

Η Επιχειρησιακή Έρευνα ασχολείται με την ανάπτυξη μαθηματικών μεθόδων για την αποτίμηση απόδοσης
και τη βελτιστοποίηση συστημάτων και διαδικασιών. Το στοχαστικό μέρος της επικεντρώνεται σε συστήματα
και διαδικασίες με κάποιο βαθμό αβεβαιότητας. Ο στόχος του παρόντος συγγράμματος είναι μια σύντομη ει-
σαγωγή στη Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα. Για τον σκοπό αυτό, παρουσιάζεται η βασική θεωρία και αρ-
κετές εφαρμογές δυο βασικών μεθοδολογικών εργαλείων: των Στοχαστικών Διαδικασιών με Δομή Κόστους
και του Στοχαστικού Δυναμικού Προγραμματισμού. Επίσης, γίνεται μια εισαγωγή σε δυο βασικές περιοχές
εφαρμογών: στη Θεωρία Ουρών Αναμονής και στη Θεωρία Ελέγχου Αποθεμάτων.

Η διδασκαλία της Στοχαστικής Επιχειρησιακής Έρευνας, και επακόλουθα η συγγραφή ενός εισαγωγικού
συγγράμματος γι’ αυτήν, θέτει μια σειρά από ερωτήματα και προβληματισμούς, που δεν επιδέχονται μοναδική
απάντηση.

Τα προβλήματα που τίθενται είναι τα εξής:

1. Η Επιχειρησιακή Έρευνα, και ειδικότερα το στοχαστικό μέρος της, είναι ένα διεπιστημονικό αντικεί-
μενο, το οποίο εντάσσεται σε προγράμματα σπουδών Τμημάτων Μαθηματικών, Οικονομικών, Πλη-
ροφορικής καιΜηχανικών (Βιομηχανίας, Παραγωγής και Διοίκησης, Ηλεκτρολόγων,Μηχανολόγων
κλπ.), καθώς και Σχολών Διοίκησης Επιχειρήσεων. Δεδομένου ότι το υπόβαθρο των φοιτητών που
προέρχονται από τέτοιες σχολές είναι πολύ διαφορετικό, σε ποιο επίπεδο μαθηματικής λεπτομέρειας
πρέπει να αναπτυχθεί η εισαγωγή και ποια πρέπει να θεωρηθούν τα ελάχιστα προαπαιτούμενα;

2. Η Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα συνδυάζει έννοιες και μεθόδους από τη Θεωρία Πιθανοτήτων
και τις Στοχαστικές Διαδικασίες με τα Μαθηματικά της Βελτιστοποίησης (Μαθηματικό Προγραμ-
ματισμό). Επομένως, μια εισαγωγή στη Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα απαιτεί ανασκόπηση των
περιοχών αυτών, ώστε να παρουσιαστεί το αναγκαίο υπόβαθρο και να εισαχθεί ο αναγκαίος συμβολι-
σμός. Σε τι έκταση, βάθος και λεπτομέρεια πρέπει να γίνει αυτή η ανασκόπηση;

Υπάρχουν πολλά βιβλία στη βιβλιογραφία που απαντάνε στα παραπάνω ερωτήματα κατά τον έναν ή τον
άλλον τρόπο. Π.χ., υπάρχουν κλασικά βιβλία που παρουσιάζουν μια ευρύτατη επισκόπηση των κυριότερων
μεθόδων και εφαρμογών της Επιχειρησιακής Έρευνας, που περιλαμβάνει τόσο προσδιοριστικά όσο και στο-
χαστικά μοντέλα, και στα οποία τα μαθηματικά προαπαιτούμενα είναι ελάχιστα. Τα βιβλία αυτά απευθύνονται
σε ένα ευρύ κοινό με πολύ διαφορετικό μαθηματικό υπόβαθρο. Στα βιβλία αυτά, η ροή του κειμένου είναι συ-
νεχής, χωρίς το συνηθισμένο για τα μαθηματικά βιβλία σχήμα«Θεώρημα - Απόδειξη». Επιπλέον, πολλά από
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τα αποτελέσματα περιγράφονται μέσω παραδειγμάτων και δεν δίνεται ξεκάθαρα κάποια γενική διατύπωσή
τους. Ή, σε κάποιες περιπτώσεις, διατυπώνονται τα αποτελέσματα με σαφήνεια, αλλά οι προϋποθέσεις κάτω
από τις οποίες ισχύουν δεν αναφέρονται σαφώς ή παρουσιάζονται κάτω από κάποιες περιοριστικές συνθή-
κες. Τα βιβλία αυτά είναι ιδιαίτερα φιλικά για τον αναγνώστη και πολύ χρήσιμα για μια πρώτη επαφή με το
αντικείμενο της Επιχειρησιακής Έρευνας. Από την άλλη μεριά, έχουν το μειονέκτημα ότι ο αναγνώστης δεν
αποκομίζει ξεκάθαρη εικόνα για τις προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες ισχύουν τα αποτελέσματα. Το γεγονός
αυτό κάνει τον προσεκτικό αναγνώστη (ιδιαίτερα αυτόν που έχει μαθηματικες ανησυχίες) επιφυλακτικό στο
κατά πόσον οι παρουσιαζόμενες μέθοδοι είναι εφαρμόσιμες σε γενικότερα πλαίσια, που μπορεί να συναντήσει
αργότερα στις σπουδές του. Επίσης, ο αναγνώστης δυσκολεύεται να προσαρμόσει τις μεθόδους ώστε να λει-
τουργήσουν, όταν κάποια εφαρμογή απαιτεί κάπως διαφορετικό πλαίσιο από αυτό που έχει αναπτυχθεί στο
βιβλίο.

Από την άλλη μεριά, υπάρχουν τα βιβλία εκείνα που εστιάζονται στο στοχαστικό μέρος της Επιχειρησιακής
Έρευνας και παρουσιάζουν μια μαθηματική ανάπτυξη της αντίστοιχης θεωρίας διανθισμένη με εφαρμογές. Τα
βιβλία αυτά προσφέρουν στον αναγνώστη ένα στέρεο υπόβαθρο, που τον κάνει να αισθάνεται ασφαλής στην
εφαρμογή των παρουσιαζόμενων μεθόδων σε ποικίλα, γενικά πλαίσια. Το μειονέκτημα τους είναι ότι αναγκα-
στικά δαπανούν το μεγαλύτερο μέρος τους για την αυστηρή ανάπτυξη της θεωρίας και επομένως αφήνουν
λίγο χώρο για την ανάπτυξη εφαρμογών και την επίλυση περίπλοκων προβλημάτων. Έτσι, δίνουν στον ανα-
γνώστη την εντύπωση ότι η Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα ταυτίζεται με τη θεωρία των Στοχαστικών
Διαδικασιών (κυρίως Μαρκοβιανών, ανανεωτικών και ημι-Μαρκοβιανών) με κάποια μορφή βελτιστοποίη-
σης στο τελευταίο μέρος της μελέτης ενός στοχαστικού συστήματος. Επιπλέον, ο αναγνώστης έρχεται σε
επαφή με μικρότερο εύρος εφαρμογών και προβλημάτων, χάνοντας έτσι την ευκαιρία να πάρει μια πραγμα-
τική γεύση από την ομορφιά και τη δυσκολία πιο περίπλοκων μοντέλων.

Ο δρόμος που ακολουθεί το παρόν σύγγραμμα είναι ενδιάμεσος των παραπάνω δυο δρόμων, προσπαθώ-
ντας να αποφύγει τα μειονεκτήματα τους. Η φιλοσοφία του συγγράμματος δίνει τις εξής απαντήσεις στα δυο
ερωτήματα που τέθηκαν:

1. Ένα πρώτο μάθημα στις Πιθανότητες και στον Απειροστικό Λογισμό μιας και πολλών μεταβλητών θα
πρέπει να θεωρούνται ως τα ελάχιστα προαπαιτούμενα μιας εισαγωγής στη Στοχαστική Επιχειρησιακή
Έρευνα.

2. Από μεθοδολογική σκοπιά, τα κυριώτερα εργαλεία της Στοχαστικής Επιχειρησιακής Έρευνας για την
αποτίμηση της απόδοσης συστημάτων και διαδικασιών είναι οι ανανεωτικές διαδικασίες και ειδικό-
τερα η διαδικασία Poisson, και οι Μαρκοβιανές αλυσίδες διακριτού και συνεχούς χρόνου. Επιπλέον,
από τη μεριά της βελτιστοποίησης, τα κυριώτερα εργαλεία είναι ο Στοχαστικός Δυναμικός Προγραμ-
ματισμός, καθώς και κάποιες έννοιες Θεωρίας Παιγνίων. Τα μεθοδολογικά αυτά εργαλεία, θα πρέπει
να αναπτυχθούν τόσο στην εννοιολογική όσο και στην τεχνική τους διάστασησταπλαίσια μιας πρώτης
εισαγωγής στη Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα. Αυτό θα πρέπει να γίνει, ακόμη κι αν υπάρχει μια
πρώτη επαφή στα πλαίσια της ανάγνωσης ενός ξεχωριστού συγγράμματος ή παρακολούθησης ενός
ξεχωριστού μαθήματος. Όμως, θα πρέπει να βρεθεί μια βέλτιστη ισορροπία βάθους - έκτασης στον
τρόπο που θα παρουσιαστούν αυτά τα αντικείμενα.

Η επιλογή που έχει γίνει στο πλαίσιο του συγκεκριμένου συγγράμματος είναι να παρουσιάζονται τα απο-
τελέσματα της θεωρίας κατά τρόπο ακριβή, τόσο όσον αφορά τις προϋποθέσεις, όσο και τα αποτελέσματα, σε
μορφή θεωρημάτων.Με άλλα λόγια, κάθε θεωρητικό πλαίσιο περιγράφεται με λεπτομέρεια και διατυπώνουμε
τι ακριβώς ισχύει και υπό ποιες προϋποθέσεις. Δεν δίνουμε, όμως, πλήρεις αποδείξεις των αποτελεσμάτων που
αφορούν τα μεθοδολογικά εργαλεία (Στοχαστικές Διαδικασίες, Στοχαστικό Δυναμικό Προγραμματισμό),
γιατί κάτι τέτοιο θα συνεπαγόταν υπερβολική αύξηση του όγκου του βιβλίου και επιπλέον θα έδινε την ψευδή
εντύπωση, για την οποία μιλήσαμε παραπάνω, ότι η Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα περίπου ταυτίζεται
με τη θεωρία των Στοχαστικών Διαδικασιών. Αντί πλήρων αποδείξεων των θεωρητικών αποτελεσμάτων, δί-
νονται απλούστερες αποδείξεις υπό επιπλέον συνθήκες κανονικότητας, ή αιτιολογήσεις των αποτελεσμάτων
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χωρίς πολλές τεχνικές λεπτομέρειες. Από την άλλη μεριά, οι αποδείξεις στις εφαρμογές είναι πλήρεις με βάση
τα θεωρητικά αποτελέσματα που έχουν παρουσιαστεί.

Πιστεύουμε ότι η επιλογή αυτή δίνει στον αναγνώστη του βιβλίου τη δυνατότητα να μάθει πώς θα εφαρ-
μόζει τα βασικά μεθοδολογικά εργαλεία της Στοχαστικής Επιχειρησιακής Έρευνας κατά τρόπο ακριβή και
επιπλέον του παρέχει τη δυνατότητα να δει ένα μεγάλο αριθμό εφαρμογών, χωρίς η έκταση του βιβλίου να
γίνει απαγορευτική. Κατά κάποιο τρόπο, τα θεωρητικά αποτελέσματα που είναι θεωρήματα της Θεωρίας Πι-
θανοτήτων και των Στοχαστικών Διαδικασιών γίνονται τα «αξιώματα» πάνω στα οποία θα οικοδομηθεί η
Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα. Έτσι, η προσοχή μετακινείται από την αυστηρή απόδειξη των θεωρη-
τικών αποτελεσμάτων, προς την αυστηρή χρήση τους (ελέγχοντας τις αναγκαίες προϋποθέσεις), ώστε να
αποδειχθεί η βελτιστότητα συστημάτων και διαδικασιών σε προβλήματα Επιχειρησιακής Έρευνας στα οποία
υπεισέρχεται αβεβαιότητα.

Βεβαίως, για τον αναγνώστη που θέλει να εμβαθύνει περαιτέρω στη Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα,
είναι απαραίτητο σε κάποιο στάδιο να μελετήσει συγγράμματα που αναφέρονται στην αυστηρή ανάπτυξη της
θεωρίας των Στοχαστικών Διαδικασιών, του Στοχαστικού Δυναμικού Προγραμματισμού και της Θεωρίας
Παιγνίων και/ή να παρακολουθήσει σχετικά μαθήματα.

Όσον αφορά τις περιοχές των εφαρμογών, παρουσιάζουμε οργανωμένα, στο τελευταίο μέρος του βιβλίου,
βασικά αποτελέσματα και μοντέλα από δυο σημαντικές περιοχές της Επιχειρησιακής Έρευνας: τη Θεωρία
Ουρών Αναμονής και τη Θεωρία Ελέγχου Αποθεμάτων. Στα άλλα μέρη του βιβλίου (Στοχαστικές διαδικα-
σίες με κόστη και Μαρκοβιανές Διαδικασίες Αποφάσεων) παρουσιάζουμε και άλλα πεδία εφαρμογών που
καλύπτουν μια μεγάλη ποικιλία προβλημάτων Επιχειρησιακής Έρευνας.

Στοχαστικές διαδικασίες με κόστη

Στοχαστική διαδικασία είναι κάθε συλλογή τυχαίων μεταβλητών ορισμένων στον ίδιο χώρο πιθανότητας που
παραμετροποιούνται από τον χρόνο, που μπορεί να θεωρείται διακριτός ή συνεχής.

Οι σημαντικότερες στοχαστικές διαδικασίες διακριτού χρόνου που υπεισέρχονται στα προβλήματα της
Στοχαστικής Επιχειρησιακής Έρευνας είναι οι Μαρκοβιανές αλυσίδες διακριτού χρόνου. Μια Μαρκοβιανή
αλυσίδα διακριτού χρόνου {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ∈ {0, 1, 2, …}} έχει αριθμήσιμο χώρο καταστάσεων (χωρίς βλάβη μπορεί να
υποτεθεί κάποιο υποσύνολο του συνόλουℕ0 των μη-αρνητικών ακεραίων). Επιπλέον, έχει τη λεγόμενηΜαρ-
κοβιανή ιδιότητα, που απαιτεί η μελλοντική εξέλιξή της, δεδομένης της παρούσας κατάστασής της, να είναι
ανεξάρτητη από την παρελθούσα ιστορία της. Τέτοιου είδους διαδικασίες χρησιμοποιούνται για τη μοντελο-
ποίηση συστημάτων που εξελίσσονται σε διακριτό χρόνο (μέρες, μήνες, έτη κλπ.) και τα οποία έχουν αριθ-
μήσιμο (δηλαδή διακριτό) χώρο καταστάσεων. Συνήθως, η κατάσταση ενός συστήματος περιγράφει στην
περίπτωση αυτή τον αριθμό των διακριτών μονάδων που υπάρχουν σε αυτό, όπως πελάτες, προϊόντα κλπ.
και/ή τον χαρακτηρισμό της κατάστασης των μονάδων του, όπως ενεργές, ανενεργές κλπ.

Οι σημαντικότερες στοχαστικές διαδικασίες συνεχούς χρόνου που εμφανίζονται στη Στοχαστική Επιχει-
ρησιακή Έρευνα είναι οι Μαρκοβιανές αλυσίδες συνεχούς χρόνου και οι ανανεωτικές διαδικασίες. Μια Μαρ-
κοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ∈ [0,∞)} έχει τις ίδιες ιδιότητες με μια Μαρκοβιανή αλυσίδα
διακριτού χρόνου (δηλαδή αριθμήσιμο χώρο καταστάσεων και τη Μαρκοβιανή ιδιότητα), με τη διαφορά ότι
ο χρόνος είναι συνεχής. Τέτοιου είδους διαδικασίες χρησιμοποιούνται για τη μοντελοποίηση συστημάτων
που εξελίσσονται σε συνεχή χρονο και τα οποία έχουν αριθμήσιμο χώρο καταστάσεων. Από την άλλη μεριά,
οι ανανεωτικές διαδικασίες χρησιμοποιούνται για την απαρίθμηση γεγονότων που συμβαίνουν τυχαία στον
χρόνο με κάποια μορφή «περιοδικότητας». Μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ∈ [0,∞)} καταγράφει το
πλήθος των γεγονότων που έχουν συμβεί μέχρι τη χρονική στιγμή 𝑡 για κάθε 𝑡 ≥ 0. Η βασική απαίτηση -
υπόθεση που μοντελοποιεί τη διαισθητική έννοια της περιοδικότητας είναι οι χρόνοι που μεσολαβούν μεταξύ
διαδοχικών γεγονότων να είναι ανεξάρτητοι και ισόνομοι.

Στα πλαίσια του συγκεκριμένου συγγράμματος θα γίνει μια επισκόπηση των βασικών εννοιών και απο-
τελεσμάτων που αφορούν τις ανανεωτικές διαδικασίες και τις Μαρκοβιανές αλυσίδες και το ενδιαφέρον μας
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θα εστιαστεί στη μελέτη τους, όταν εφοδιαστούν με κάποιες δομές κόστους. Πέρα από την παρουσίαση της
αναγκαίας θεωρίας, θα αναπτυχθούν μια σειρά από εφαρμογές σε συγκεκριμένα προβλήματα Στοχαστικής
Επιχειρησιακής Έρευνας, που σχετίζονται με τη βέλτιστη πολιτική συντήρησης - αντικατάστασης μηχανήμα-
τος, τη βέλτιστη πολιτική εκκαθάρισης μιας αποθήκης κλπ.

Δυναμικός προγραμματισμός

Ο δυναμικός προγραμματισμός είναι μια μεθοδολογία βελτιστοποίησης στο πλαίσιο ακολουθιακής λήψης
αποφάσεων για συστήματα που εξελίσσονται στο χρόνο. Στη βασική εκδοχή του, ένα τέτοιο σύστημα μοντε-
λοποιείται από μια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, που όμως μπορεί να επηρεαστεί από αποφάσεις
που λαμβάνονται, αφού παρατηρείται σε κάθε στάδιο - χρονική στιγμή η κατάστασή της.

Στα περιορισμένα πλαίσια αυτής της εισαγωγής θα περιοριστούμε αρχικά σε προβλήματα πεπερασμένου
χρονικού ορίζοντα, όταν δηλαδή χρειάζεται να πάρουμε ακολουθιακά ένα συγκεκριμένο αριθμό αποφάσεων,
παρατηρώντας την εξέλιξη του συστήματος για 𝑡 < ∞ στάδια. Η βασική ιδέα του δυναμικού προγραμματι-
σμού είναι να λύσουμε το πρόβλημα αναδρομικά, δηλαδή να βρούμε τις βέλτιστες αποφάσεις όταν απομένει
1 στάδιο, 2 στάδια κ.ο.κ. Η ιδέα αυτή βασίζεται στην αρχή βελτιστότητας του Bellman, του θεμελιωτή του
δυναμικού προγραμματισμού. Σύμφωνα με αυτή την αρχή, αν έχουμε μια βέλτιστη «τροχιά» καταστάσεων
𝐾𝑛 και αποφάσεων𝐴𝑛, 𝑛 = 𝑡, 𝑡−1, 𝑡−2,… , 1, 0 (το 𝑛 αναφέρεται στο πόσα στάδια απομένουν για να τελειώσει
ο χρονικός ορίζοντας), έστω την

𝐾𝑡 → 𝐴𝑡 → 𝐾𝑡−1 → 𝐴𝑡−1 →⋯→ 𝐾1 → 𝐴1 → 𝐾0,

τότε από κάθε (ενδιάμεσο) σημείο και μετά η υπολειπόμενη τροχιά είναι επίσης βέλτιστη για το πρόβλημα
αποφάσεων που απομένει. Με άλλα λόγια, αν φθάσουμε στην κατάσταση 𝐾1 πριν την τελευταία απόφασή
μας (𝑛 = 1), η βέλτιστη απόφαση είναι η 𝐴1, ό,τι κι αν έγινε στα προηγούμενα βήματα. Επομένως, έχοντας
βρει τη βέλτιστη απόφαση για κάθε κατάσταση 𝐾1 που μπορεί να έχει προκύψει πριν την τελευταία απόφασή
μας, μπορούμε μετά να προχωρήσουμε στην εύρεση της βέλτιστης απόφασης𝐴2 για κάθε κατάσταση 𝐾2 που
μπορεί να έχει προκύψει πριν την προτελευταία απόφασή μας (𝑛 = 2) κ.ο.κ. Με αυτό τον τρόπο λύνουμε
αναδρομικά το πρόβλημα επιλογής βέλτιστων αποφάσεων, βρίσκοντας τη βέλτιστη τελευταία απόφασή μας
για κάθε δυνατή κατάσταση και πηγαίνοντας προς τα πίσω στο χρόνο.

Στα πλαίσια του συγγράμματος αυτού θα παρουσιάσουμε τις βασικές έννοιες του δυναμικού προγραμμα-
τισμού σε πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα και θα αιτιολογήσουμε την αναδρομική λύση των προβλημάτων
με βάση την αρχή του Bellman. Κατόπιν θα παρουσιαστούν μια σειρά από εφαρμογές που σχετίζονται με ένα
ευρύ φάσμα προβλημάτωνΣτοχαστικής ΕπιχειρησιακήςΈρευνας. Τα προβλήματα αυτά αφορούν την επιλογή
βέλτιστης πολιτικής κατανάλωσης-επένδυσης, βέλτιστης στοιχηματικής πολιτικής, και βέλτιστων πολιτικών
σε προβλήματα παραγωγής. Επιπλέον, γίνεται μια εισαγωγή στις Μαρκοβιανές Διαδικασίες Αποφάσεων με
άπειρο ορίζοντα, αρχίζοντας με το κριτήριο ελαχιστοποίησης του αναμενόμενου συνολικού αποπληθωρισμέ-
νου κόστους.

Ουρές αναμονής

Οι ουρές αναμονής είναι μαθηματικά μοντέλα εισόδου - εξόδου με διακριτές οντότητες (πελάτες) στα οποία
υπεισέρχεται τυχαιότητα και αναπαριστούν συστήματα εξυπηρέτησης. Η θεωρία τους βρίσκεται στην καρ-
διά της Στοχαστικής Επιχειρησιακής Έρευνας και άρχισε να αναπτύσσεται στις αρχές του 20ου αιώνα με τις
πρωτοποριακές εργασίες του Erlang που ασχολήθηκε με τη μαθηματική μοντελοποίηση του συνωστισμού σε
τηλεφωνικά δίκτυα. Έκτοτε, ο όγκος των δημοσιευμένων εργασιών βαίνει συνεχώς αυξανόμενος και οι εφαρ-
μογές των ουρών εκτείνονται σε όλους τους τομείς της παραγωγής και των υπηρεσιών που υπεισέρχονται ο
συνωστισμός και η τυχαιότητα.
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Μια ουρά χαρακτηρίζεται από τη διαδικασία των αφίξεων των πελατών, τον μηχανισμό της εξυπηρέτη-
σης (αριθμό υπηρετών, δυναμικότητα υπηρετών, χρόνους εξυπηρέτησης), τη δομή και τη χωρητικότητα του
χώρου αναμονής και από τη λεγόμενη πειθαρχία ουράς που αναφέρεται στη σειρά με την οποία θα εξυπηρε-
τηθούν οι αναμένοντες πελάτες.

Τα προβλήματα που παρουσιάζονται στο πλαίσιο της Θεωρίας Ουρών μπορεί να είναι προβλήματα αποτί-
μησης απόδοσης, σύγκρισης συστημάτων, βέλτιστου σχεδιασμού, βέλτιστου δυναμικού ελέγχου και παιγνιο-
θεωρητικής ανάλυσης. Τα προβλήματα αποτίμησης απόδοσης αφορούν τον υπολογισμό μέτρων απόδοσης
του συστήματος (π.χ., του μέσου αριθμού πελατών σε ένα σύστημα ή του μέσου χρόνου παραμονής ενός πε-
λάτη), όταν οι παράμετροι του συστήματος είναι γνωστές και όλες οι εμπλεκόμενες οντότητες (διαχειριστής
- πελάτες - υπηρέτες) θεωρούνται παθητικές, υπό την έννοια ότι δεν λαμβάνουν αποφάσεις που επηρεάζουν
το σύστημα. Στα προβλήματα σύγκρισης συστημάτων ο σκοπός είναι να αιτιολογηθεί γιατί ένας σχεδιασμός
ενός συστήματος είναι καλύτερος από έναν άλλο, χωρίς να υπολογιστούν κατ’ ανάγκη τα μέτρα απόδοσης των
συγκρινόμενων συστημάτων. Π.χ., όταν έχουμε ένα σύστημα με 2 όμοιους υπηρέτες, είναι καλύτερο να υπάρ-
χει μια κοινή ουρά (χώρος αναμονής) ή ο καθένας να έχει τη δικιά του; Στα προβλήματα βέλτιστου σχεδια-
σμού, ο κατασκευαστής του συστήματος καλείται να πάρει κάποια απόφασηγια παραμέτρους του συστήματος
που δεν μπορεί να αλλάξει αργότερα, όταν το σύστημα τεθεί σε λειτουργία. Π.χ., πόσες θέσεις παράλληλων
υπηρετών πρέπει να έχει ένα σύστημα δεδομένης της διαδικασίας αφίξεων των πελατών ώστε να παρέχει ένα
επίπεδο εξυπηρέτησης με το ελάχιστο δυνατό κόστος; Στα προβλήματα δυναμικού ελέγχου, ο διαχειριστής
του συστήματος καλείται να παίρνει διαρκώς αποφάσεις για τη λειτουργία του συστήματος, παρατηρώντας
την εξέλιξη της κατάστασής του. Π.χ., βλέποντας τον αριθμό των πελατών σε αναμονή, ο διαχειριστής μπορεί
να έχει τη δυνατότητα να προσαρμόσει τον ρυθμό εξυπηρέτησης ή τον αριθμό των υπηρετών που παρέχουν
εξυπηρέτηση. Τέλος, στα προβλήματα παιγνιοθεωρητικής ανάλυσης, περισσότερες από μία οντότητες (π.χ.,
οι πελάτες και ο διαχειριστής) θεωρούνται ενεργές οντότητες που αποφασίζουν και αντιδρούν στις αποφάσεις
των άλλων. Στην περίπτωση αυτή, τα προβλήματα αφορούν την εύρεση στρατηγικών καταστάσεων ισορρο-
πίας για τις ενεργές οντότητες, δηλαδή συνόλων στρατηγικών, τέτοιων ώστε κανένας να μην έχει κίνητρο να
αλλάξει μονομερώς στρατηγική. Υπό μία έννοια, το πρόβλημα είναι να προβλέψουμε ποιές συμπεριφορές θα
υιοθετηθούν από τις ενεργές οντότητες, όταν η καθεμία προσπαθεί να βελτιστοποιήσει το δικό της όφελος,
λαμβάνοντας υπόψη ότι και οι άλλες κάνουν το ίδιο.

Στα πλαίσια του συγγράμματος αυτού θα γίνει μια σύντομη εισαγωγή στη Θεωρία Ουρών Αναμονής με
αναφορά σε όλους τους τύπους αυτών των προβλημάτων, με το κύριο βάρος, όμως, να δίνεται στη μοντελο-
ποίηση και στην αποτίμηση της απόδοσής τους.

Έλεγχος αποθεμάτων

ΗΘεωρία Ελέγχου Αποθεμάτων ασχολείται με μαθηματικά μοντέλα που αναπαριστούν συστήματα παραγω-
γής ή αποθηκών. Αρκετά μοντέλα που εμπίπτουν σε αυτή την περιοχή είναι προσδιοριστικά, θεωρώντας ότι
η ζήτηση των προϊόντων είναι εκ των προτέρων γνωστή, όπως και οι χρόνοι παράδοσης των παραγγελιών.
Εμείς, όμως, θα επικεντρωθούμε σε στοχαστικά μοντέλα, μια και στις περισσότερες εφαρμογές είναι σημα-
ντικό να ληφθεί υπόψη η αβεβαιότητα στη ζήτηση των προϊόντων.

Τα κύρια ερωτήματα στη Θεωρία Ελέγχου Αποθεμάτων είναι πότε και πόσο να παραγγείλουμε. Η απο-
θήκευση μεγάλου αριθμού προϊόντων έχει το πλεονέκτημα ότι μπορεί να ικανοποιηθεί άμεσα η ζήτηση, αλλά
από την άλλη μεριά συνδέεται με υψηλά κόστη αποθήκευσης. Επομένως, είναι σημαντικό να υπάρχει στην
αποθήκη ένας αριθμός προϊόντων που να είναι ισορροπημένος ως προς αυτούς τους δυο παράγοντες. Πρέπει,
επίσης, να ληφθούν υπόψη παράγοντες που αφορούν τη φύση των προϊόντων, όπως η εποχικότητα ή η μικρή
διάρκεια ζωής τους. Τέλος, πρέπει να ληφθούν υπόψη παράγοντες που συνδέονται με τη διαδικασία παραγγε-
λίας και παραλαβής των προϊόντων (πάγια κόστη ανά παραγγελία, μεταφορικά κόστη, εκπτώσεις για μεγάλες
ποσότητες παραγγελίας, χρόνος παράδοσης κλπ.).

Στα πλαίσια αυτού του συγγράμματος θα δούμε μερικά μοντέλα ελέγχου αποθεμάτων που αξιοποιούν τα
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εργαλεία και τις μεθόδους που αναπτύσσονται στα άλλα κεφάλαια. Με τον τρόπο αυτό, αυτή η σύντομη εισα-
γωγή στη Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα θα κλείσει δείχνοντας την αλληλεξάρτηση και την ενότητα των
διαφόρων περιοχών εφαρμογών της Επιχειρησιακής Έρευνας.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΑΝΑΝΕΩΤΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ ΜΕ ΚΟΣΤΗ: ΒΑΣΙΚΗ
ΘΕΩΡΙΑ

1.1 Επισκόπηση των ανανεωτικών διαδικασιών

Ένα γενικό μοντέλο για τη μελέτη γεγονότων που συμβαίνουν στον χρόνο με τυχαίο τρόπο δίνουν οι λεγό-
μενες σημειακές διαδικασίες και οι αντίστοιχες απαριθμήτριές τους. Πιο συγκεκριμένα, αν έχουμε μια ακο-
λουθία μη-αρνητικών τυχαίων μεταβλητών 𝑋1, 𝑋2, … μπορούμε να ορίσουμε τις τυχαίες μεταβλητες 𝑆0 = 0
και 𝑆𝑛 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 1, για τις οποίες ισχύει 𝑆0 ≤ 𝑆1 ≤ 𝑆2 ≤ …. Η στοχαστική διαδικασία {𝑆𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0}
αναφέρεται ως σημειακή διαδικασία με χρόνους γεγονότων 𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 0, και ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων
𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 1. Η απαριθμήτρια (σημειακή) διαδικασία {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} της {𝑆𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0} ορίζεται από τη σχέση

𝑁(𝑡) = sup{𝑛 ≥ 0 ∶ 𝑆𝑛 ≤ 𝑡}, 𝑡 ≥ 0,

δηλαδή, η𝑁(𝑡) μετράει το πλήθος των γεγονότων που έχουν συμβεί στο (0, 𝑡].
Το πιο απλό μοντέλο για τη μελέτη γεγονότων που συμβαίνουν στο χρόνο, με τυχαίο τρόπο με κάποια

μορφή πιθανοθεωρητικής περιοδικότητας, είναι μια ανανεωτική διαδικασία. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε τον
ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 1.1 (Ανανεωτική διαδικασία) Έστω {𝑆𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0} σημειακή διαδικασία με 𝑆0 = 0 και 𝑆𝑛 = ∑𝑛
𝑖=1𝑋𝑖,

𝑛 ≥ 1, όπου 𝑋1, 𝑋2, … ανεξάρτητες και ισόνομες μη-αρνητικές τυχαίες μεταβλητές με κατανομή 𝐹𝑋(𝑡) = Pr[𝑋𝑖 ≤
𝑡], που αντιστοιχούν στους ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων. Έστω, επίσης, {𝑁(𝑡)} η αντίστοιχη απαριθμήτρια δια-
δικασία με

𝑁(𝑡) = sup{𝑛 ≥ 0 ∶ 𝑆𝑛 ≤ 𝑡}, 𝑡 ≥ 0,

να είναι το πλήθος των γεγονότων που έχουν συμβεί στο (0, 𝑡]. Η {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} αναφέρεται ως (απαριθμήτρια)
ανανεωτική διαδικασία που γεννάται από την ακολουθία των τυχαίων μεταβλητών {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 1}. Η συνάρτηση
𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑁(𝑡)]που δίνει το μέσο αριθμόγεγονότων στο (0, 𝑡]για κάθε χρονική στιγμή 𝑡αναφέρεταιως ανανεωτική
συνάρτηση.

Μπουρνέτας, Α.Ν. και Οικονόμου, Α.Θ. (2022). «Στοχαστικά Μοντέλα στην Επιχειρησιακή Έρευνα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/
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Σε πρώτο επίπεδο, οι βασικοί υπολογισμοί που μας ενδιαφέρουν αφορούν τις κατανομές του χρόνου του
𝑛-οστού γεγονότος, 𝑆𝑛, και του αριθμού των γεγονότων μέχρι τη χρονική στιγμή 𝑡,𝑁(𝑡), καθώς και την ανα-
νεωτική συνάρτηση𝑚(𝑡) για σταθερά 𝑛 και 𝑡. Έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.1 (Βασικοί ανανεωτικοί υπολογισμοί σε πεπερασμένη χρονική στιγμή) Έστωανανεωτική δια-
δικασία {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} με χρόνους γεγονότων𝑆1, 𝑆2, … και ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων𝑋1, 𝑋2, … με κατανομή
𝐹𝑋(𝑡) = Pr[𝑋𝑖 ≤ 𝑡]. Τότε έχουμε:

(i) Η συνάρτηση κατανομής του χρόνου του 𝑘-οστού γεγονότος είναι

𝐹𝑆𝑘(𝑡) = Pr[𝑆𝑘 ≤ 𝑡] = 𝐹∗𝑘𝑋 (𝑡), 𝑘 ≥ 1, 𝑡 ≥ 0,

όπου 𝐹∗𝑘𝑋 (𝑡) = (𝐹𝑋 ∗ 𝐹𝑋 ∗⋯ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡) είναι η 𝑘-οστή συνέλιξη της 𝐹𝑋(𝑡), με (𝐺 ∗ 𝐹)(𝑡) = ∫∞
−∞

𝐺(𝑡 − 𝑥)𝑑𝐹(𝑥).

(ii) Η συνάρτηση πιθανότητας του αριθμού των γεγονότων τη στιγμή 𝑡 είναι

𝑝𝑘(𝑡) = Pr[𝑁(𝑡) = 𝑘] = 𝐹∗𝑘𝑋 (𝑡) − 𝐹∗𝑘+1𝑋 (𝑡), 𝑘 ≥ 1, 𝑡 ≥ 0,

με τη σύμβαση 𝐹∗0𝑋 (𝑡) = 1, 𝑡 ≥ 0.

(iii) Η ανανεωτική συνάρτηση είναι

𝑚(𝑡) =
∞
􏾜
𝑘=1

𝐹∗𝑘𝑋 (𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Το (i) είναι προφανές αφού η τυχαία μεταβλητή 𝑆𝑘 είναι το άθροισμα 𝑘 ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων
μεταβλητών με κατανομή 𝐹𝑋(𝑡), και η συνέλιξη (𝐺 ∗ 𝐹)(𝑡) δυο κατανομών 𝐺(𝑡) και 𝐹(𝑡) είναι η συνάρτηση
κατανομής του αθροίσματος δυο ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με τις κατανομές αυτές.

Για το (ii), αρκεί να παρατηρήσουμε την ισότητα ενδεχομένων {𝑁(𝑡) = 𝑘} = {𝑆𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑆𝑘+1} = {𝑆𝑘 ≤ 𝑡} ⧵
{𝑆𝑘+1 ≤ 𝑡}, να πάρουμε τις αντίστοιχες πιθανότητες και να χρησιμοποιήσουμε το (i).Πράγματι, το ενδεχόμενο
να έχουν συμβεί 𝑘 γεγονότα ως τη στιγμή 𝑡 ισοδυναμεί με το ότι το 𝑘-οστό γεγονός συνέβει το πολύ ως και τη
στιγμή 𝑡, ενώ το (𝑘 + 1)-οστό γεγονός θα συμβεί μετά από αυτή. Οπότε,

𝑝𝑘(𝑡) = Pr[𝑁(𝑡) = 𝑘] = Pr[𝑆𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑆𝑘+1]
= Pr[𝑆𝑘 ≤ 𝑡] − Pr[𝑆𝑘+1 ≤ 𝑡] = 𝐹∗𝑘𝑋 (𝑡) − 𝐹∗𝑘+1𝑋 (𝑡).

Τέλος, το (iii) προκύπτει παρατηρώντας ότι𝑁(𝑡) = ∑∞
𝑘=1 1{𝑆𝑘≤𝑡} και χρησιμοποιώντας το (i):

𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑁(𝑡)] = 𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑘=1

1{𝑆𝑘≤𝑡}

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

∞
􏾜
𝑘=1

Pr[𝑆𝑘 ≤ 𝑡] =
∞
􏾜
𝑘=1

𝐹∗𝑘𝑋 (𝑡).

Επειδή η συνέλιξη κατανομών είναι άβολη από υπολογιστική σκοπιά, συχνά στις εφαρμογές δουλεύουμε
με τους μετασχηματισμούς Laplace-Stieltjes των αντίστοιχων ποσοτήτων. Μετασχηματίζοντας τους τύπους
του Θεωρήματος 1.1, παίρνουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.2 (Μετασχηματισμοί Laplace-Stieltjes βασικών ανανεωτικών ποσοτήτων) Οι μετασχηματι-
σμοί Laplace-Stieltjes των 𝐹𝑆𝑘(𝑡), 𝑝𝑘(𝑡) και𝑚(𝑡) δίνονται αντίστοιχα από τους τύπους

𝐹̃𝑆𝑘(𝑠) = 􏾙
∞

0
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝐹𝑆𝑘(𝑡) = (𝐹̃𝑋(𝑠))𝑘, 𝑘 ≥ 1,

𝑝̃𝑘(𝑠) = 􏾙
∞

0
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑝𝑘(𝑡) = (1 − 𝐹̃𝑋(𝑠))(𝐹̃𝑋(𝑠))𝑘, 𝑘 ≥ 0,

𝑚̃(𝑠) = 􏾙
∞

0
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑚(𝑡) = 𝐹̃𝑋(𝑠)

1 − 𝐹̃𝑋(𝑠)
.
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Πράγματι, έχουμε

𝐹̃𝑆𝑘(𝑠) = 􏾫𝐹∗𝑘𝑋 (𝑠) = (𝐹̃𝑋(𝑠))𝑘,

𝑝̃𝑘(𝑠) = 􏾫𝐹∗𝑘𝑋 (𝑠) − 􏾭𝐹∗𝑘+1𝑋 (𝑠) = (𝐹̃𝑋(𝑠))𝑘 − (𝐹̃𝑋(𝑠))𝑘+1 = (1 − 𝐹̃𝑋(𝑠))(𝐹̃𝑋(𝑠))𝑘,

𝑚̃(𝑠) =
∞
􏾜
𝑘=1

􏾫𝐹∗𝑘𝑋 (𝑠) =
∞
􏾜
𝑘=1

(𝐹̃𝑋(𝑠))𝑘 =
𝐹̃𝑋(𝑠)

1 − 𝐹̃𝑋(𝑠)
.

Όσον αφορά την οριακή συμπεριφορά της {𝑁(𝑡)}, έχουμε τα αποτελέσματα που περιγράφονται παρακάτω,
στα θεωρήματα 1.3 και 1.4. Το θεώρημα 1.3 αναφέρεται στην κατανομή του συνολικού πλήθους των ανα-
νεώσεων μιας ανανεωτικής διαδικασίας στο διάστημα (0,∞). Το θεώρημα 1.4 δίνει κάποια αντίστοιχα των
κλασικών αποτελεσμάτων τηςΘεωρίαςΠιθανοτήτων, τουΝόμου τωνΜεγάλωνΑριθμών και του Κεντρικού
Οριακού Θεωρήματος, στα πλαίσια της θεωρίας των ανανεωτικών διαδικασιών.

Θεώρημα 1.3 (Κατανομή συνολικού πλήθους ανανεώσεων) Έστω𝑁(∞) τοπλήθος τωνανανεώσεων της {𝑁(𝑡)}
στο (0,∞) και 𝐹𝑋(∞) = lim𝑡→∞ 𝐹𝑋(𝑡) = Pr[𝑋𝑛 < ∞].

(i) Αν 𝐹𝑋(∞) = 1, τότε Pr[𝑁(∞) = ∞] = 1.

(ii) Αν 𝐹𝑋(∞) < 1, τότε Pr[𝑁(∞) = ∞] = 0 και Pr[𝑁(∞) = 𝑘] = (1 − 𝐹𝑋(∞))𝐹𝑋(∞)𝑘, 𝑘 ≥ 0.

Πράγματι, αν οι ενδιάμεσοι χρόνοι είναι πεπερασμένοι με πιθανότητα 1, τότε είναι βέβαιο ότι μετά από
κάθε ανανέωση ακολουθεί και άλλη σε πεπερασμένο χρόνο. Επομένως, το συνολικό πλήθος των ανανεώσεων
σε άπειρο χρονικό ορίζοντα είναι άπειρο με πιθανότητα 1.Αν, όμως, υπάρχει θετική πιθανότητα 1−𝐹𝑋(∞) ένας
ενδιάμεσος χρόνος να είναι άπειρος, τότε μετά από κάθε ανανέωση ακολουθεί και άλλη μόνο με πιθανότητα
𝐹𝑋(∞). Στην περίπτωση αυτή, το συνολικό πλήθος των ανανεώσεων είναι γεωμετρικά κατανεμημένο με τη
συνάρτηση πιθανότητας που δίνεται στο (ii).

Θεώρημα 1.4 (Οριακά θεωρήματα στην ανανεωτική θεωρία) Έστω ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0},
με ενδιάμεσους χρόνους𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1, με 𝐸[𝑋𝑘] = 𝜇,𝑉𝑎𝑟[𝑋𝑘] = 𝜎2, 𝑘 ≥ 1, και ανανεωτική συνάρτηση𝑚(𝑡). Τότε:

(i) Νόμος μεγάλων αριθμών: Για τον μακροπρόθεσμο ρυθμό (μακροπρόθεσμη συχνότητα) ανανεώσεων έχουμε

lim
𝑡→∞

𝑁(𝑡)
𝑡 = 1

𝜇, με πιθανότητα 1.

(ii) Στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα: Για τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό (μακροπρόθεσμη μέση συχνότητα)
ανανεώσεων έχουμε

lim
𝑡→∞

𝑚(𝑡)
𝑡 = 1

𝜇.

(iii) Κεντρικό οριακό θεώρημα: Αν 𝜇 < ∞ και 𝜎2 ∈ (0,∞), έχουμε

lim
𝑡→∞

Pr

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑁(𝑡) − 𝑡
𝜇

√
𝜎2𝑡
𝜇3

≤ 𝑥

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= Φ(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ,

όπουΦ(𝑥) η συνάρτηση κατανομής της τυποποιημένης κανονικής.
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Μια θεμελιώδης τεχνική για τη μελέτη των ανανεωτικών διαδικασιών και των εφαρμογών τους είναι ο ανα-
νεωτικός συλλογισμός. Συγκεκριμένα, έστω ότι έχουμε μια συνάρτηση ℎ(𝑡) που αναφέρεται στην εξέλιξη της
ανανεωτικής διαδικασίας στο (0, 𝑡] (π.χ., η ℎ(𝑡) μπορεί να είναι κάποια πιθανότητα ή μέση τιμή που εξαρτάται
από το 𝑡, όπως η ανανεωτική συνάρτηση𝑚(𝑡) ή ο μέσος χρόνος 𝐸[𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡] που απαιτείται για το επόμενο
ανανεωτικό γεγονός τη στιγμή 𝑡). Ο ανανεωτικός συλλογισμός συνίσταται στη δέσμευση στον χρόνο 𝑆1 = 𝑢
του πρώτου ανανεωτικού γεγονότος για τον υπολογισμό της ποσότητας. Αυτή η τεχνική οδηγεί σε ολοκλη-
ρωτικές εξισώσεις συγκεκριμένου τύπου για την ℎ(𝑡) που αναφέρονται ως ανανεωτικές εξισώσεις. Για να γίνει
κατανοητή η τεχνική δίνουμε δυο παραδείγματα.

Παράδειγμα 1.1 (Η ανανεωτική εξίσωση για την ανανεωτική συνάρτηση) Έστω ℎ(𝑡) = 𝑚(𝑡) η ανανεω-
τική συνάρτηση που αντιστοιχεί σε μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)}. Έστω 𝑆1 ο χρόνος του πρώτου γεγονότος
της {𝑁(𝑡)} και 𝐹𝑋(𝑡) η κατανομή των ενδιάμεσων χρόνων της {𝑁(𝑡)}. Δεσμεύοντας στον 𝑆1, έχουμε

ℎ(𝑡) = 𝑚(𝑡) = 􏾙
∞

0
𝐸[𝑁(𝑡)|𝑆1 = 𝑢]𝑑𝐹𝑋(𝑢). (1.1)

Όμως, όταν 𝑢 ≤ 𝑡, τότε η δεσμευμένη κατανομή της𝑁(𝑡), δεδομένου του ενδεχομένου {𝑆1 = 𝑢} είναι η ίδια με την

κατανομή της 1 + 𝑁(𝑡 − 𝑢). Συμβολικά γράφουμε (𝑁(𝑡)|𝑆1 = 𝑢) 𝑑= 1 + 𝑁(𝑡 − 𝑢), για 𝑢 ≤ 𝑡, ώστε να δηλώσουμε
την ισότητα κατά κατανομή (το 𝑑 πάνω από την ισότητα παραπέμπει στη λέξη distribution). Επομένως, έχουμε

𝐸[𝑁(𝑡)|𝑆1 = 𝑢] = 􏿼
0, αν 𝑡 < 𝑢,
1 + 𝐸[𝑁(𝑡 − 𝑢], αν 𝑡 ≥ 𝑢,

Αντικαθιστώντας στη (1.1), παίρνουμε

ℎ(𝑡) = 􏾙
𝑡

0
𝑑𝐹𝑋(𝑢) +􏾙

𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢)

= 𝐹𝑋(𝑡) +􏾙
𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢).

Η εξίσωση αυτή έχει τη μορφή

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢) = 𝑑(𝑡) + (ℎ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡),

όπου η ℎ(𝑡) είναι η υπό μελέτη (άγνωστη) ποσότητα, ενώ η 𝑑(𝑡) είναι μια γνωστή συνάρτηση και η 𝐹𝑋(𝑡) είναι η συ-
νάρτηση κατανομής των ενδιάμεσων χρόνων της υποκείμενης ανανεωτικής διαδικασίας. Τέτοιες (ολοκληρωτικές)
εξισώσεις αναφέρονται ως ανανεωτικές εξισώσεις.

Στην προκειμένη περίπτωση, έχουμε 𝑑(𝑡) = 𝐹𝑋(𝑡), αλλά στη γενική περίπτωση μιας ανανεωτικής εξίσωσης η
𝑑(𝑡) δεν είναι κατ’ ανάγκη κάποια συνάρτηση κατανομής, αλλά μια γνωστή συνάρτηση που έχει υπολογιστεί.

Παράδειγμα 1.2 (Η ανανεωτική εξίσωση για τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ανανέωσης) Έστω {𝑁(𝑡)}ανα-
νεωτική διαδικασία και ℎ(𝑡) = 𝐸[𝑆𝑁(𝑡)+1−𝑡] ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ανανέωσης τη στιγμή 𝑡, δηλαδή ο μέσος
χρόνος που απαιτείται για το επόμενο ανανεωτικό γεγονός από τη στιγμή 𝑡. Έστω 𝑆1 ο χρόνος του πρώτου γεγο-
νότος της {𝑁(𝑡)} και 𝐹𝑋(𝑡) η κατανομή των ενδιάμεσων χρόνων της {𝑁(𝑡)}. Δεσμεύοντας στον 𝑆1, έχουμε

ℎ(𝑡) = 𝐸[𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡] = 􏾙
∞

0
𝐸[𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡|𝑆1 = 𝑢]𝑑𝐹𝑋(𝑢). (1.2)

Όμως, όταν 𝑢 ≤ 𝑡, η δεσμευμένη κατανομή του 𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡 δεδομένου του ενδεχομένου {𝑆1 = 𝑢} είναι η ίδια με την

κατανομή του 𝑆𝑁(𝑡−𝑢)+1 − (𝑡 − 𝑢). Δηλαδή, έχουμε (𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡|𝑆1 = 𝑢) 𝑑= 𝑆𝑁(𝑡−𝑢)+1 − (𝑡 − 𝑢), για 𝑢 ≤ 𝑡. Αυτό
συμβαίνει, διότι κάθε φορά που συμβαίνει ένα ανανεωτικό γεγονός, ο υπολειπόμενος χρόνος ανανέωσης επανεκκινεί.
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Με άλλα λόγια, μετά από ένα ανανεωτικό γεγονός, ο υπολειπόμενος χρόνος ανανέωσης έχει την ίδια συμπεριφορά,
σαν όλα να ξεκινούν από την αρχή. Επομένως, έχουμε

𝐸[𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡|𝑆1 = 𝑢] = 􏿼
𝑢 − 𝑡, αν 𝑡 < 𝑢,
𝐸[𝑆𝑁(𝑡−𝑢)+1 − (𝑡 − 𝑢)], αν 𝑡 ≥ 𝑢,

Αντικαθιστώντας στην (1.2), παίρνουμε

ℎ(𝑡) = 􏾙
∞

𝑡
(𝑢 − 𝑡)𝑑𝐹𝑋(𝑢) +􏾙

𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢).

Η εξίσωση αυτή έχει τη μορφή

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢) = 𝑑(𝑡) + (ℎ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡),

είναι, δηλαδή, μια ανανεωτική εξίσωση (με την έννοια που είπαμε στο προηγούμενο παράδειγμα). Στην προκειμένη
περίπτωση έχουμε

𝑑(𝑡) = 􏾙
∞

𝑡
(𝑢 − 𝑡)𝑑𝐹𝑋(𝑢) = 􏾙

∞

𝑡
􏾙

𝑢

𝑡
𝑑𝑦𝑑𝐹𝑋(𝑢)

= 􏾙
∞

𝑡
􏾙

∞

𝑦
𝑑𝐹𝑋(𝑢)𝑑𝑦 = 􏾙

∞

𝑡
(1 − 𝐹𝑋(𝑦))𝑑𝑦.

Τα δυο αυτά παραδείγματα δείχνουν πώς η τεχνική του ανανεωτικού συλλογισμού οδηγεί σε ανανεωτικές
εξισώσεις.Υπάρχουνβέβαια ανανεωτικές εξισώσεις για πολλές συναρτήσεις ℎ(𝑡)πουσυνδέονται με την εξέλιξη
μιας ανανεωτικής διαδικασίας. Έχοντας τώρα μια εξίσωση για μια τέτοια συνάρτηση, μας ενδιαφέρει η λύση
της, δηλαδή η εύρεση κάποιου τύπου για την ℎ(𝑡), καθώς και η οριακή συμπεριφορά της λύσης για 𝑡 → ∞.

Όσον αφορά τη λύση μιας ανανεωτικής εξίσωσης έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.5 (Λύση ανανεωτικής εξίσωσης) Έστω η ανανεωτική εξίσωση

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢) = 𝑑(𝑡) + (ℎ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Η ανανεωτική εξίσωση έχει μοναδική λύση, που δίνεται από τον τύπο

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢) = 𝑑(𝑡) + (𝑑 ∗ 𝑚𝑋)(𝑡),

όπου 𝑚𝑋(𝑡) είναι η ανανεωτική συνάρτηση που αντιστοιχεί σε ανανεωτική διαδικασία με κατανομή ενδιάμεσων
χρόνων γεγονότων 𝐹𝑋(𝑡).

Ηαπόδειξη αυτού του θεωρήματος στη γενική περίπτωση έχει κάποια τεχνικά σημεία, αλλά σε τυπικό επί-
πεδο μπορεί να γίνει πολύ εύκολα μετασχηματίζοντας την ανανεωτική εξίσωση, χρησιμοποιώντας τον μετα-
σχηματισμό Laplace-Stieltjes. Πράγματι, αν συμβολίσουμε με ℎ̃(𝑠), ̃𝑑(𝑠) και 𝐹̃𝑋(𝑠) τους μετασχηματισμούς
Laplace-Stieltjes των ℎ(𝑡), 𝑑(𝑡) και 𝐹𝑋(𝑡), αντίστοιχα, έχουμε

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) + (ℎ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡)
⇒ ℎ̃(𝑠) = ̃𝑑(𝑠) + ℎ̃(𝑠)𝐹̃𝑋(𝑠)

⇒ ℎ̃(𝑠) =
̃𝑑(𝑠)

1 − 𝐹̃𝑋(𝑠)

⇒ ℎ̃(𝑠) = ̃𝑑(𝑠) + ̃𝑑(𝑠) 𝐹̃𝑋(𝑠)
1 − 𝐹̃𝑋(𝑠)

.
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Όμως, από το θεώρημα 1.2, ο μετασχηματισμός Laplace-Stieltjes της ανανεωτικής συνάρτησης είναι 𝑚̃𝑋(𝑠) =
𝐹̃𝑋(𝑠)
1−𝐹̃𝑋(𝑠)

, οπότε παίρνουμε

ℎ̃(𝑠) = ̃𝑑(𝑠) + ̃𝑑(𝑠)𝑚̃𝑋(𝑠)
⇒ ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) + (𝑑 ∗ 𝑚𝑋)(𝑡).

Η ανανεωτική εξίσωση και η λύση της έχουν επίσης την εξής «φυσική» ερμηνεία: Έστω ότι κάθε γεγονός
επάγει μια επίδραση, την οποίας η ένταση είναι 𝑑(𝑡), 𝑡 χρονικές μονάδες μετά την εκδήλωσή του και έστω ℎ(𝑡)
η ένταση της συνολικής επίδρασης από όλα τα γεγονότα μέχρι τη χρονική στιγμή 𝑡. Θεωρούμε, επίσης, ότι τη
χρονική στιγμή 0 έχει συμβεί γεγονός (το γεγονός-0), του οποίου η επίδραση λαμβάνεται υπόψη στην ℎ(𝑡).
Τότε, ο ανανεωτικός συλλογισμός δίνει για την ℎ(𝑡) την ανανεωτική εξίσωση

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢),

η οποία εκφράζει ότι η ένταση της συνολικής επίδρασης τη στιγμή 𝑡 ισούται με την ένταση της επίδρασης του
αρχικού γεγονότος της στιγμής 0 συν την ένταση της συνολικής επίδρασης των υπόλοιπων γεγονότων (από
το γεγονός-1 και μετά, που συνέβη κάποια στιγμή στο (0, 𝑡]). Όμως, η ℎ(𝑡) μπορεί να μετρηθεί εναλλακτικά,
προσθέτοντας τις εντάσεις των γεγονότων, δεσμεύοντας στις στιγμές που συνέβησαν. Έτσι, έχουμε

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +
∞
􏾜
𝑘=1

􏾙
𝑡

0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑆𝑘(𝑢) = 𝑑(𝑡) +

∞
􏾜
𝑘=1

􏾙
𝑡

0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹∗𝑘𝑋 (𝑢)

= 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢).

Όπως είπαμε, συχνά μας ενδιαφέρει το lim𝑡→∞ ℎ(𝑡), όπου ℎ(𝑡) είναι η λύση μιας ανανεωτικής εξίσωσης.
Το όριο αυτό υπάρχει κάτω από κάποιες συνθήκες κανονικότητας και υπολογίζεται με έναν σχετικά εύκολο
τρόπο. Το σχετικό θεώρημα αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως βασικό ανανεωτικό θεώρημα (key renewal the-
orem). Η διατύπωσή του εξαρτάται από μια ιδιότητα της κατανομής των ενδιάμεσων χρόνων (περιοδικότητα
- απεριοδικότητα). Συγκεκριμένα, δίνουμε για την ιδιότητα αυτή τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 1.2 (Περιοδική μη-αρνητική τυχαία μεταβλητή) Μια μη-αρνητική, γνήσια τυχαία μεταβλητή𝑋
(δηλαδή Pr[0 ≤ 𝑋 < ∞] = 1) λέγεται περιοδική, αν υπάρχει 𝑝 > 0 ώστε∑∞

𝑘=0 Pr[𝑋 = 𝑘𝑝] = 1. Ο μεγαλύτερος
αριθμός 𝑝 με αυτή την ιδιότητα αναφέρεται ως περίοδος της 𝑋. Αν δεν υπάρχει τέτοιος αριθμός 𝑝, η 𝑋 λέγεται
απεριοδική. Για την αντίστοιχη κατανομή της τυχαίας μεταβλητής χρησιμοποιούμε τους ίδιους όρους (περιοδική -
απεριοδική).

Οι συνεχείς και οι μικτές κατανομές (αυτές, δηλαδή, που έχουν κάποιο συνεχές και κάποιο διακριτό μέρος)
είναι απεριοδικές. Από τις διακριτές κατανομές, κάποιες είναι περιοδικές και κάποιες όχι. Π.χ., οι κλασικές
διακριτές κατανομές, όπως η διωνυμική, η γεωμετρική, η Poisson κλπ. είναι περιοδικές και μάλιστα με περίοδο
1.Από την άλλημεριά, μια διακριτή που παίρνει με θετική πιθανότητα μόνο τις τιμές 1 και√2 είναι απεριοδική.
Μια διακριτή που παίρνει με θετική πιθανότητα όλες τις τιμές 1

𝑛 , 𝑛 ≥ 1, είναι επίσης απεριοδική.
Είμαστε τώρα σε θέση να διατυπώσουμε το βασικό ανανεωτικό θεώρημα.

Θεώρημα 1.6 (Βασικό ανανεωτικό θεώρημα) Έστω ℎ(𝑡) η μοναδική λύση της ανανεωτικής εξίσωσης

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢) = 𝑑(𝑡) + (ℎ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Έστω, επίσης, ότι η𝑑(𝑡)γράφεταιως διαφοράδυομη-αρνητικών, φραγμένων, φθινουσώνσυναρτήσεωνκαι∫
∞
0

|𝑑(𝑢)|𝑑𝑢 <
∞. Τότε
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(i) Αν η 𝐹𝑋(𝑡) είναι απεριοδική με μέση τιμή 𝜇 > 0,

lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡) =
∫∞
0

𝑑(𝑢)𝑑𝑢
𝜇 .

(ii) Αν η 𝐹𝑋(𝑡) είναι περιοδική με περίοδο 𝑝 και μέση τιμή 𝜇 > 0,

lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡𝑝 + 𝑥) =
𝑝∑∞

𝑡=0 𝑑(𝑡𝑝 + 𝑥)
𝜇 , 𝑥 ∈ ℝ.

Σε πολλές εφαρμογές του θεωρήματος ελέγχεται ότι η 𝑑(𝑡) είναι μη-αρνητική, φραγμένη και φθίνουσα με
την απόλυτη τιμή της να έχει πεπερασμένο ολόκληρωμα στο (0,∞). Τότε γράφεται τετριμμένα ως διαφορά
της ιδίας και της μηδενικής συνάρτησης (που πληροί επίσης τις ίδιες συνθήκες) και το βασικό ανανεωτικό
θεώρημα είναι άμεσα εφαρμόσιμο.

Η απόδειξη του βασικού ανανεωτικού θεωρήματος είναι ιδιαίτερα τεχνική. Όμως, είναι σχετικά εύκολο να
δούμε γιατί ένα τέτοιο αποτέλεσμα είναι εύλογο να ισχύει. Ας υποθέσουμε ότι η 𝐹𝑋(𝑡) είναι απεριοδική.Η ℎ(𝑡),
ως λύση της ανανεωτικής εξίσωσης, δίνεται από τη σχέση

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢).

Έχουμε άμεσα ότι lim𝑡→∞ 𝑑(𝑡) = 0, αφού ∫
∞
0

|𝑑(𝑢)|𝑑𝑢 < ∞, και επομένως

lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡) = lim
𝑡→∞

􏾙
𝑡

0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢).

Επιλέγοντας ένα 𝜖 ∈ (0, 𝑡), το παραπάνω ολοκλήρωμα σπάει σε δυο κομμάτια ∫
𝜖
0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢) και ∫

𝑡
𝜖
𝑑(𝑡 −

𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢). Η τεχνική απόδειξη επιλέγει το 𝜖 κατάλληλα ώστε το ∫
𝜖
0
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢) να τείνει στο 0, καθώς

𝑡 → ∞. Πράγματι, αυτό είναι εύλογο, αφού για μικρά 𝑢 (στο [0, 𝜖]) το 𝑑(𝑡 − 𝑢) θα είναι κοντά στο 0, αφού
lim𝑡→∞ 𝑑(𝑡) = 0. Επίσης για μεγάλα 𝑢 (στο (𝜖, 𝑡)) η 𝑚𝑋(𝑢) ≃

𝑢
𝜇 , από το στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα

(θεώρημα 1.4(ii)), οπότε

􏾙
𝑡

𝜖
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑚𝑋(𝑢) ≃

1
𝜇 􏾙

𝑡

𝜖
𝑑(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑢 = 1

𝜇 􏾙
𝑡−𝜖

0
𝑑(𝑦)𝑑𝑦 →

∫∞
0

𝑑(𝑦)𝑑𝑦
𝜇 ,

καθώς 𝑡 → ∞.
Ως παράδειγμα εφαρμογής του βασικού ανανεωτικού θεωρήματος, συνεχίζουμε το παράδειγμα 1.2.

Παράδειγμα 1.3 (Οριακός μέσος υπολειπόμενος χρόνος ανανέωσης) Θεωρούμε μια ανανεωτική διαδικασία
{𝑁(𝑡)}, με απεριοδικούς ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων. Ένας ενδιάμεσος χρόνος γεγονότων 𝑋 έχει κατανομή
𝐹𝑋(𝑡), με μέση τιμή 𝜇 ∈ (0,∞) και διασπορά 𝜎2 ∈ (0,∞). Όπως είδαμε στο παράδειγμα 1.2, ο μέσος υπολειπόμε-
νος χρόνος ανανέωσης τη στιγμή 𝑡, ℎ(𝑡), ικανοποιεί την ανανεωτική εξίσωση

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) + (ℎ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

με

𝑑(𝑡) = 􏾙
∞

𝑡
(1 − 𝐹𝑋(𝑦))𝑑𝑦, 𝑡 ≥ 0.
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Η 𝑑(𝑡) είναι μη-αρνητική και φθίνουσα αφού 1 − 𝐹𝑋(𝑦) ≥ 0, 𝑦 ≥ 0. Επίσης, είναι φραγμένη αφού 𝑑(𝑡) ≤ ∫∞
0
(1 −

𝐹𝑋(𝑦))𝑑𝑦 = 𝜇 < ∞, 𝑡 ≥ 0. Τέλος, έχουμε

􏾙
∞

0
|𝑑(𝑢)|𝑑𝑢 = 􏾙

∞

0
𝑑(𝑢)𝑑𝑢

= 􏾙
∞

0
􏾙

∞

𝑢
(1 − 𝐹𝑋(𝑦))𝑑𝑦𝑑𝑢

= 􏾙
∞

0
􏾙

∞

𝑢
􏾙

∞

𝑦
𝑑𝐹𝑋(𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑢

= 􏾙
∞

0
􏾙

𝑥

0
􏾙

𝑦

0
𝑑𝑢𝑑𝑦𝑑𝐹𝑋(𝑥)

= 􏾙
∞

0
􏾙

𝑥

0
𝑦𝑑𝑦𝑑𝐹𝑋(𝑥)

= 􏾙
∞

0

𝑥2
2 𝑑𝐹𝑋(𝑥)

= 𝐸[𝑋2]
2 = 𝜇2 + 𝜎2

2 < ∞.

Επομένως, το βασικό ανανεωτικό θεώρημα είναι εφαρμόσιμο και έχουμε

lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡) =
∫∞
0

𝑑(𝑢)𝑑𝑢
𝜇

= 𝜇2 + 𝜎2
2𝜇 . (1.3)

Το αποτέλεσμα αυτό λέει ότι αν αφήσουμε να περάσει αρκετός χρόνος ώστε το σύστημα να βρεθεί σε κάποια κα-
τάσταση «ισορροπίας», οπότε έχει χαθεί η αρχική επίδραση της ύπαρξης γεγονότος τη στιγμή 0, ο αναμενόμενος
υπολειπόμενος χρόνος για το επόμενο γεγονός είναι 𝜇2 +

𝜎2

2𝜇 , δηλαδή μεγαλύτερος από μισό αναμενόμενο ενδιάμεσο
χρόνο. Αυτό μοιάζει καταρχήν παράδοξο και μάλιστα αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως ανανεωτικό παράδοξο. Την
κατάσταση αυτή θα τη συζητήσουμε εκτενώς στην παράγραφο 2.5.

1.2 Επισκόπηση της διαδικασίας Poisson

Ηστοχαστική διαδικασία Poisson είναι η ειδική περίπτωση ανανεωτικής διαδικασίας, όπου οι ενδιάμεσοι χρό-
νοι μεταξύ των γεγονότων έχουν την εκθετική κατανομή. Πιο συγκεκριμένα έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 1.3 (Ανανεωτικός ορισμός της στοχαστικής διαδικασίας Poisson) Έστω𝑋1, 𝑋2, …ανεξάρτητες και
ισόνομες μη-αρνητικές τυχαίες μεταβλητές με την Exp(𝜆) κατανομή, με συνάρτηση πυκνότητας 𝑓𝑋(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡,
𝑡 ≥ 0, που αντιστοιχούν στους ενδιάμεσους χρόνους μεταξύ γεγονότων, και 𝑆𝑛 = ∑𝑛

𝑖=1𝑋𝑖 ο χρόνος του 𝑛-οστού
γεγονότος για 𝑛 ≥ 1 και 𝑆0 = 0. Η ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με

𝑁(𝑡) = sup{𝑛 ≥ 0 ∶ 𝑆𝑛 ≤ 𝑡}, 𝑡 ≥ 0,

που καταγράφει το πλήθος των γεγονότων στο (0, 𝑡] λέγεται στοχαστική διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆.

Οι εκθετικοί ενδιάμεσοι χρόνοι της στοχαστικής διαδικασίας Poisson επιτρέπουν κλειστές μορφές για τις
βασικές ποσότητες σε πεπερασμένη χρονική στιγμή. Συγκεκριμένα, εφαρμόζοντας το θεώρημα 1.1, έχουμε
το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.7 (Βασικοί υπολογισμοί στοχαστικής διαδικασίας Poisson σε πεπερασμένη χρονική στιγμή)
Έστω διαδικασία Poisson {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} με χρόνους 𝑆1, 𝑆2, … και ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων 𝑋1, 𝑋2, … με
κατανομή Exp(𝜆). Τότε έχουμε:



ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΣΤΗΝ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 11

(i) Η κατανομή του 𝑆𝑘 είναι 𝐸𝑟𝑙𝑎𝑛𝑔(𝑘, 𝜆), δηλαδή η συνάρτηση κατανομής είναι

𝐹𝑆𝑘(𝑡) = Pr[𝑆𝑘 ≤ 𝑡] = 1 −
𝑘−1
􏾜
𝑖=0

𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
𝑖

𝑖! , 𝑡 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1,

και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι

𝑓𝑆𝑘(𝑡) =
𝜆𝑘

(𝑘 − 1)! 𝑡
𝑘−1𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1.

(ii) Η κατανομή της𝑁(𝑡) είναι Poisson με παράμετρο 𝜆𝑡, οπότε

𝑝𝑘(𝑡) = Pr[𝑁(𝑡) = 𝑘] = 𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
𝑘

𝑘! , 𝑡 ≥ 0, 𝑘 ≥ 0.

(iii) Η ανανεωτική συνάρτηση δίνεται ως
𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑁(𝑡)] = 𝜆𝑡.

Η στοχαστική διαδικασία Poisson μπορεί να οριστεί εναλλακτικά με δυο ακόμη τρόπους:

Ορισμός 1.4 (Ολικός ορισμός της στοχαστικής διαδικασίας Poisson) Μια απαριθμήτρια στοχαστική δια-
δικασία {𝑁(𝑡)} λέγεται στοχαστική διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆 αν

(i) έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, δηλαδή για κάθε 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛 οι τυχαίες μεταβλητές 𝑁(𝑡1),
𝑁(𝑡2) − 𝑁(𝑡1), ...,𝑁(𝑡𝑛) − 𝑁(𝑡𝑛−1) είναι ανεξάρτητες,

(ii) έχει ομογενείς προσαυξήσεις, δηλαδή για κάθε 𝑡, 𝑠 > 0, η κατανομή της𝑁(𝑡 + 𝑠) −𝑁(𝑠) δεν εξαρτάται από το
𝑠,

(iii) η κατανομή της𝑁(𝑡) είναι Poisson(𝜆𝑡), δηλαδή

Pr[𝑁(𝑡) = 𝑛] = 𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
𝑛

𝑛! , 𝑛 ≥ 0.

Ορισμός 1.5 (Τοπικός ορισμός της στοχαστικής διαδικασίας Poisson) Μια απαριθμήτρια στοχαστική δια-
δικασία {𝑁(𝑡)} λέγεται στοχαστική διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆 αν

(i) έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, δηλαδή για κάθε 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛 οι τυχαίες μεταβλητές 𝑁(𝑡1),
𝑁(𝑡2) − 𝑁(𝑡1), ...,𝑁(𝑡𝑛) − 𝑁(𝑡𝑛−1) είναι ανεξάρτητες,

(ii) έχει ομογενείς προσαυξήσεις, δηλαδή για κάθε 𝑡, 𝑠 > 0, η κατανομή της𝑁(𝑡 + 𝑠) −𝑁(𝑠) δεν εξαρτάται από το
𝑠,

(iii) Ισχύει

Pr[𝑁(ℎ) = 𝑛] =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 − 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ) αν 𝑛 = 0,
𝜆ℎ + 𝑜(ℎ) αν 𝑛 = 1,
𝑜(ℎ) αν 𝑛 ≥ 2,

για ℎ → 0+ (όπου 𝑜(ℎ) είναι μια συνάρτηση του ℎ με limℎ→ 0+
𝑜(ℎ)
ℎ = 0).
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Η απόδειξη της ισοδυναμίας των τριών ορισμών είναι κάπως μακροσκελής, οπότε περιοριζόμαστε στο να
δώσουμε μόνο το γενικό της περίγραμμα.

Από τον ανανεωτικό ορισμό της στοχαστικής διαδικασίας Poisson είναι εύκολο να δούμε ότι για κάθε χρο-
νική στιγμή 𝑠, η {𝑁(𝑢) ∶ 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑠} και η {𝑁𝑠(𝑢) = 𝑁(𝑠 + 𝑢) − 𝑁(𝑠) ∶ 𝑢 ≥ 0} είναι ανεξάρτητες και επιπλέον
η διαδικασία {𝑁𝑠(𝑢) ∶ 𝑢 ≥ 0} είναι στοχαστική διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆, όμοια με την αρχική. Δη-
λαδή, δοθείσης μιας χρονικής στιγμής, το μέλλον της διαδικασίας (που αντιστοιχεί στην {𝑁𝑠(𝑢) ∶ 𝑢 ≥ 0}
είναι ανεξάρτητο από το παρελθόν της (που αντιστοιχεί στην {𝑁(𝑢) ∶ 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑠}) και επιπλέον οποιαδή-
ποτε χρονική στιγμή η διαδικασία είναι σαν να ξεκινάει από την αρχή. Πραγματικά, η {𝑁(𝑢) ∶ 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑠}
καθορίζεται πλήρως από τους ενδιάμεσους χρόνους𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘 της αρχικής διαδικασίας και το ενδεχόμενο
{𝑋𝑘+1 > 𝑠 − 𝑋1 − 𝑋2 − ⋯ − 𝑋𝑘}, για κάποιο 𝑘 (όποτε ισχύει 𝑁(𝑠) = 𝑘). Η {𝑁𝑠(𝑢) ∶ 𝑢 ≥ 0} καθορίζεται
από τον υπολειπόμενο χρόνο για το πρώτο γεγονός που είναι ο 𝑋𝑘+1 − (𝑠 − 𝑋1 − 𝑋2 − ⋯ − 𝑋𝑘) και τους εν-
διάμεσους χρόνους 𝑋𝑘+2, 𝑋𝑘+3, … της αρχικής διαδικασίας. Λόγω της ανεξαρτησίας των ενδιάμεσων χρόνων
της αρχικής διαδικασίας και της αμνήμονης ιδιότητας της εκθετικής κατανομής που εξασφαλίζει ότι η κατα-
νομή του 𝑋𝑘+1 − (𝑠 − 𝑋1 − 𝑋2 − ⋯ − 𝑋𝑘), δεδομένου ότι {𝑋𝑘+1 > 𝑠 − 𝑋1 − 𝑋2 − ⋯ − 𝑋𝑘}, είναι Exp(𝜆) και
ανεξάρτητη των 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘 και του ενδεχομένου {𝑋𝑘+1 > 𝑠 − 𝑋1 − 𝑋2 − ⋯ − 𝑋𝑘} έχουμε τη ζητούμενη
ανεξαρτησία. Επιπλέον, έχουμε ότι η {𝑁𝑠(𝑢) ∶ 𝑢 ≥ 0} έχει ανεξάρτητους και ισόνομους ενδιάμεσους χρόνους
με την Exp(𝜆) κατανομή. Επομένως, έχουμε και ότι ισχύουν οι ιδιότητες (i) και (ii) του ολικού ορισμού της
διαδικασίας Poisson, ενώ η ιδιότητα (iii) ισχύει από το θεώρημα 1.7(ii). Επομένως, ο ανανεωτικός ορισμός
της στοχαστικής διαδικασίας Poisson συνεπάγεται τον ολικό ορισμό.

Αντίστροφα, έστω ότι η {𝑁(𝑡)} ικανοποιεί τον ολικό ορισμό της στοχαστικής διαδικασίας Poisson και έστω
𝑋1, 𝑋2, … οι ενδιάμεσοι χρόνοι γεγονότων της {𝑁(𝑡)}. Θα δικαιολογήσουμε ότι η {𝑁(𝑡)} ικανοποιεί τις ιδιό-
τητες του ανανεωτικού ορισμού της στοχαστικής διαδικασίας Poisson. Έχουμε

Pr[𝑋1 > 𝑡] = Pr[𝑁(𝑡) = 0] = 𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
0

0! = 𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0,

που είναι η συνάρτηση επιβίωσης τηςExp(𝜆) κατανομής. Επομένως, η𝑋1 έχει τηνExp(𝜆) κατανομή. Επίσης,
για τη δεσμευμένη συνάρτηση επιβίωσης της𝑋𝑘+1, δοθέντος ότι𝑋1 = 𝑥1,𝑋2 = 𝑥2,…𝑋𝑘 = 𝑥𝑘, έχουμε

Pr[𝑋𝑘+1 > 𝑡|𝑋1 = 𝑥1, 𝑋2 = 𝑥2, … , 𝑋𝑘 = 𝑥𝑘]
= Pr[0 γεγονότα στο (𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑘, 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑘 + 𝑡]]
= Pr[𝑁(𝑡) = 0]
= 𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0. (1.4)

Πράγματι, η ισχύς τηςπρώτης ισότηταςγίνεταιφανερήμεταφράζοντας τα ενδεχόμεναπουαφορούν τις𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘+1
με όρους της {𝑁(𝑡)}: Το ενδεχόμενο {𝑋1 = 𝑥1, 𝑋2 = 𝑥2, … , 𝑋𝑘 = 𝑥𝑘} δίνει την ιστορία της {𝑁(𝑡)} στο διάστημα
[0, 𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑘]. Είναι𝑁(𝑡) = 0για 𝑡 ∈ [0, 𝑥1),𝑁(𝑡) = 1για 𝑡 ∈ [𝑥1, 𝑥1+𝑥2) κ.ο.κ.Το ενδεχόμενο {𝑋𝑘+1 > 𝑡}
είναι ισοδύναμο με το {0 γεγονότα στο (𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑘, 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑘 + 𝑡]}, υπό τη δέσμευση. Οπότε, από τις
ανεξάρτητες προσαυξήσεις της {𝑁(𝑡)} (ιδιότητα (i) του ολικού ορισμού) η ιστορία της {𝑁(𝑡)} στο διάστημα
[0, 𝑥1 + 𝑥2 +⋯ + 𝑥𝑘] είναι ανεξάρτητη από το ενδεχόμενο {0 γεγονότα στο (𝑥1 +⋯ + 𝑥𝑘, 𝑥1 +⋯ + 𝑥𝑘 + 𝑡]}
και έχουμε την πρώτη ισότητα. Η δεύτερη ισότητα έπεται άμεσα από την ιδιότητα ομογενών προσαυξήσεων
της {𝑁(𝑡)} (ιδιότητα (ii) του ολικού ορισμού). Τέλος, η τρίτη ισότητα έπεται από το ότι η𝑁(𝑡) έχει την κατα-
νομή Poisson(𝜆) (ιδιότητα (iii) του ολικού ορισμού). Επομένως, η (1.4) δείχνει ότι η 𝑋𝑘+1 έχει την Exp(𝜆)
κατανομή και είναι ανεξάρτητη των𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘.

Θα αιτιολογήσουμε, τώρα, την ισοδυναμία του ολικού και του τοπικού ορισμού της στοχαστικής διαδικα-
σίας Poisson. Δεδομένου ότι οι ιδιότητες (i) και (ii) είναι κοινές σε αυτούς τους δυό ορισμούς, επικεντρωνό-
μαστε στην ιδιότητα (iii).
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Έστω, ότι η {𝑁(𝑡)} ικανοποιεί τον ολικό ορισμό της στοχαστικής διαδικασίας Poisson. Τότε έχουμε

Pr[𝑁(ℎ) = 0] = 𝑒−𝜆ℎ =
∞
􏾜
𝑘=0

(−𝜆ℎ)𝑘
𝑘! = 1 − 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+,

Pr[𝑁(ℎ) = 1] = 𝑒−𝜆ℎ (𝜆ℎ)
1

1! = (1 − 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ))𝜆ℎ = 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+,

Pr[𝑁(ℎ) = 𝑛] = 𝑒−𝜆ℎ (𝜆ℎ)
𝑛

𝑛! = 𝑜(ℎ), ℎ → 0+, 𝑛 ≥ 2,

που δείχνουν ότι η {𝑁(𝑡)} ικανοποιεί την ιδιότητα (iii) του τοπικού ορισμού της στοχαστικής διαδικασίας
Poisson. Επομένως ο ολικός ορισμός της διαδικασίας Poisson συνεπάγεται τον τοπικό ορισμό.

Αντίστροφα, έστω ότι η {𝑁(𝑡)} ικανοποιεί τον τοπικό ορισμό της στοχαστικής διαδικασίας Poisson. Τότε,
εξετάζοντας την εξέλιξη της {𝑁(𝑡)} στο (0, 𝑡 + ℎ], δεσμεύοντας στην𝑁(𝑡), μπορούμε να πάρουμε κάποιες δια-
φορικές εξισώσεις για την 𝑝𝑛(𝑡) = Pr[𝑁(𝑡) = 𝑛]. Συγκεκριμένα έχουμε:

𝑝0(𝑡 + ℎ) = 𝑝0(𝑡)𝑝0(ℎ) = 𝑝0(𝑡)(1 − 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ)), ℎ → 0+,

οπότε
𝑝0(𝑡 + ℎ) − 𝑝0(𝑡)

ℎ = −𝜆𝑝0(𝑡) +
𝑜(ℎ)
ℎ , ℎ → 0+.

Παίρνοντας ℎ → 0+ έχουμε

𝑝′0(𝑡) = −𝜆𝑝0(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

η οποία μαζί με την αρχική συνθήκη 𝑝0(0) = 1 δίνει

𝑝0(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0. (1.5)

Ομοίως, για 𝑛 ≥ 1, έχουμε

𝑝𝑛(𝑡 + ℎ) = 𝑝𝑛(𝑡)𝑝0(ℎ) + 𝑝𝑛−1(𝑡)𝑝1(ℎ) +
𝑛
􏾜
𝑘=2

𝑝𝑛−𝑘(𝑡)𝑝𝑘(ℎ)

= 𝑝𝑛(𝑡)(1 − 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ)) + 𝑝𝑛−1(𝑡)(𝜆ℎ + 𝑜(ℎ))

+
𝑛
􏾜
𝑘=2

𝑝𝑛−𝑘(𝑡)𝑜(ℎ)

= 𝑝𝑛(𝑡)(1 − 𝜆ℎ) + 𝑝𝑛−1(𝑡)𝜆ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+,

οπότε
𝑝𝑛(𝑡 + ℎ) − 𝑝𝑛(𝑡)

ℎ = −𝜆𝑝𝑛(𝑡) + 𝜆𝑝𝑛−1(𝑡) +
𝑜(ℎ)
ℎ , ℎ → 0+.

Παίρνοντας ℎ → 0+ έχουμε

𝑝′𝑛(𝑡) = −𝜆𝑝𝑛(𝑡) + 𝜆𝑝𝑛−1(𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Έχουμε

𝑝′𝑛(𝑡) + 𝜆𝑝𝑛(𝑡) = 𝜆𝑝𝑛−1(𝑡)
⇒ 𝑒𝜆𝑡𝑝′𝑛(𝑡) + 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝𝑛(𝑡) = 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝𝑛−1(𝑡)

⇒ 𝑑
𝑑𝑡
􏿴𝑒𝜆𝑡𝑝𝑛(𝑡)􏿷 = 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝𝑛−1(𝑡)

⇒ 𝑒𝜆𝑡𝑝𝑛(𝑡) − 𝑝𝑛(0) = 􏾙
𝑡

0
𝜆𝑒𝜆𝑢𝑝𝑛−1(𝑢)𝑑𝑢.
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η οποία μαζί με την αρχική συνθήκη 𝑝𝑛(0) = 0, 𝑛 ≥ 1 δίνει

𝑝𝑛(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡􏾙
𝑡

0
𝜆𝑒𝜆𝑢𝑝𝑛−1(𝑢)𝑑𝑢, 𝑡 ≥ 0. (1.6)

Χρησιμοποιώντας, τώρα τις σχέσεις (1.5) και (1.6), αποδεικνύεται εύκολα επαγωγικά ότι 𝑝𝑛(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
𝑛

𝑛! ,
𝑛 ≥ 0, δηλαδή ισχύει η ιδιότητα (iii) του ολικού ορισμού της Poisson για τη διαδικασία {𝑁(𝑡)}. Επομένως, ο
τοπικός ορισμός της διαδικασίας Poisson συνεπάγεται τον ολικό ορισμό.

Είδαμε, λοιπόν, ότι οι τρεις ορισμοί της στοχαστικής διαδικασίας Poisson είναι ισοδύναμοι και δίνουν κά-
ποιες διαφορετικές όψεις της ιδέας ότι μια στοχαστική διαδικασία Poisson με ρυθμό𝜆 μοντελοποιεί την εκδή-
λωση γεγονότων στο χρόνο που συμβαίνουν «εντελώς τυχαία» και «ομογενώς» με ρυθμό 𝜆. Το «εντελώς
τυχαία» αποδίδεται στον πρώτο ορισμό με την απαίτηση οι χρόνοι μεταξύ των γεγονότων να είναι ανεξάρ-
τητοι και εκθετικοί. Λόγω της αμνήμονης ιδιότητας της εκθετικής κατανομής, αυτό σημαίνει ότι δοθείσης
της μέχρι τώρα ιστορίας της διαδικασίας, ο χρόνος που απομένει ως το επόμενο γεγονός είναι εκθετικός με
παράμετρο 𝜆. Δηλαδή, το παρελθόν της διαδικασίας δεν προσφέρει κάποια πληροφορία για το μέλλον της.
Ανάλογα το«εντελώς τυχαία»αποδίδεται στους άλλους δυο ορισμούς με την ιδιότητα των ανεξάρτητων προ-
σαυξήσεων.Η ομογένεια της διαδικασίας στο χρόνο αποδίδεται στον πρώτο ορισμό με το ότι οι χρόνοι μεταξύ
των γεγονότων είναι ισόνομοι, ενώ στους άλλους δυο ορισμούς με την ιδιότητα των ομογενών προσαυξήσεων.

Πρέπει, εδώ, να τονιστεί ότι η στοχαστική διαδικασία Poisson έχει μια πιο ειδική δομή από μια αυθαίρετη
ανανεωτική διαδικασία. Η δομή αυτή επάγει επιπλέον ιδιότητες. Έτσι, π.χ., μια αυθαίρετη ανανεωτική δια-
δικασία δεν έχει την ιδιότητα των ανεξάρτητων, ούτε των ομογενών προσαυξήσεων. Δεν υπάρχουν, δηλαδή,
αντίστοιχοι των τελευταίων δυο ορισμών της διαδικασίας Poisson για ανανεωτικές διαδικασίες.

Ένα άλλο σημαντικό αποτέλεσμα που αφορά τη διαδικασία Poisson και δεν έχει αντίστοιχο στις άλλες ανα-
νεωτικές διαδικασίες είναι το παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.8 (Δεσμευμένη κατανομή χρόνων γεγονότων διαδικασίας Poisson) Ηαπόκοινού κατανομή
των χρόνων των γεγονότων 𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛 μιας στοχαστικής διαδικασίας Poisson {𝑁(𝑡)}, δεδομένου ότι 𝑁(𝑡) = 𝑛,
ισούται με την από κοινού κατανομή των διατεταγμένων τυχαίων μεταβλητών από 𝑛 ανεξάρτητες και ισόνομες τυ-
χαίες μεταβλητές, ομοιόμορφες στο (0, 𝑡]. Πιο συγκεκριμένα η δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
της (𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛), δεδομένου ότι𝑁(𝑡) = 𝑛, δίνεται ως

𝑓(𝑆1,𝑆2,…,𝑆𝑛 |𝑁(𝑡)=𝑛)(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝑛!
𝑡𝑛 , 0 < 𝑠1 < 𝑠2 < ⋯ < 𝑠𝑛 ≤ 𝑡,
0, διαφορετικά.

(1.7)

Πράγματι, για 0 < 𝑠1 < 𝑠2 < ⋯ < 𝑠𝑛 ≤ 𝑡, έχουμε ότι

𝑓(𝑆1,𝑆2,…,𝑆𝑛 |𝑁(𝑡)=𝑛(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛)

= lim
ℎ1,ℎ2,…,ℎ𝑛→0+

Pr[𝑠1 < 𝑆1 ≤ 𝑠1 + ℎ1, … , 𝑠𝑛 < 𝑆𝑛 ≤ 𝑠𝑛 + ℎ𝑛|𝑁(𝑡) = 𝑛]
ℎ1ℎ2⋯ℎ𝑛

= lim
ℎ1,ℎ2,…,ℎ𝑛→0+

Pr[𝑠1 < 𝑆1 ≤ 𝑠1 + ℎ1, … , 𝑠𝑛 < 𝑆𝑛 ≤ 𝑠𝑛 + ℎ𝑛, 𝑁(𝑡) = 𝑛]
ℎ1ℎ2⋯ℎ𝑛 Pr[𝑁(𝑡) = 𝑛] . (1.8)

Όμως, το ενδεχόμενο {𝑠1 < 𝑆1 ≤ 𝑠1+ℎ1, … , 𝑠𝑛 < 𝑆𝑛 ≤ 𝑠𝑛+ℎ𝑛, 𝑁(𝑡) = 𝑛} είναι ισοδύναμο με το ότι συμβαίνουν
0 γεγονότα στο (0, 𝑠1], 1 γεγονός στο (𝑠1, 𝑠1 + ℎ1], 0 γεγονότα στο (𝑠1 + ℎ1, 𝑠2], 1 γεγονός στο (𝑠2, 𝑠2 + ℎ2],
0 γεγονότα στο (𝑠2 + ℎ2, 𝑠3], κ.ο.κ., 1 γεγονός στο (𝑠𝑛, 𝑠𝑛 + ℎ𝑛], 0 γεγονότα στο (𝑠𝑛 + ℎ𝑛, 𝑡]. Επομένως, λόγω
των ανεξάρτητων και ομογενών προσαυξήσεων, έχουμε ότι

Pr[𝑠1 < 𝑆1 ≤ 𝑠1 + ℎ1, … , 𝑠𝑛 < 𝑆𝑛 ≤ 𝑠𝑛 + ℎ𝑛, 𝑁(𝑡) = 𝑛]
= Pr[𝑁(𝑠1) = 0]Pr[𝑁(ℎ1) = 1]Pr[𝑁(𝑠2 − 𝑠1 − ℎ1) = 0]Pr[𝑁(ℎ2) = 1]

⋯Pr[𝑁(ℎ𝑛) = 1]Pr[𝑁(𝑡 − 𝑠𝑛 − ℎ𝑛) = 0]
= 𝑒−𝜆𝑠1𝜆ℎ1𝑒−𝜆ℎ1𝑒−𝜆(𝑠2−𝑠1−ℎ1)𝜆ℎ2𝑒−𝜆ℎ2 ⋯𝜆ℎ𝑛𝑒−𝜆ℎ𝑛𝑒−𝜆(𝑡−𝑠𝑛−ℎ𝑛)

= 𝜆𝑛𝑒−𝜆𝑡ℎ1ℎ2⋯ℎ𝑛.
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Οπότε η (1.8) γίνεται

𝑓(𝑆1,𝑆2,…,𝑆𝑛 |𝑁(𝑡)=𝑛)(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) = lim
ℎ1,ℎ2,…,ℎ𝑛→0+

𝜆𝑛𝑒−𝜆𝑡ℎ1ℎ2⋯ℎ𝑛
ℎ1ℎ2⋯ℎ𝑛𝑒−𝜆𝑡

(𝜆𝑡)𝑛
𝑛!

που δίνει τον πρώτο κλάδο της (1.7). Ο δεύτερος κλάδος είναι βέβαια προφανής.
Το θεώρημα 1.8 μας επιτρέπει υπολογισμούς δεσμευμένων πιθανοτήτων της μορφής Pr[(𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛) ∈

𝐴|𝑁(𝑡) = 𝑛], καθώς και δεσμευμένων μέσων τιμών της μορφής Ε[𝑔(𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛)|𝑁(𝑡) = 𝑛]. Πράγματι, αν
συμβολίσουμε με (𝑈1∶𝑛, 𝑈2∶𝑛, … ,𝑈𝑛∶𝑛) το διάνυσμα των διατεταγμένων παρατηρήσεων από τις ανεξάρτητες
και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, με ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 𝑡], τότε

Pr[(𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛) ∈ 𝐴|𝑁(𝑡) = 𝑛] = Pr[(𝑈1∶𝑛, 𝑈2∶𝑛, … ,𝑈𝑛∶𝑛) ∈ 𝐴],
Ε[𝑔(𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛)|𝑁(𝑡) = 𝑛] = Ε[𝑔((𝑈1∶𝑛, 𝑈2∶𝑛, … ,𝑈𝑛∶𝑛))].

Ειδικότερα, για την δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής, τη δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
και τη δεσμευμένη μέση τιμή της 𝑆𝑖, δεδομένου ότι𝑁(𝑡) = 𝑛, για 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, έχουμε αντίστοιχα

𝐹(𝑆𝑖 |𝑁(𝑡)=𝑛)(𝑠𝑖) = 𝐹𝑈𝑖∶𝑛(𝑠𝑖) =
𝑛
􏾜
𝑘=𝑖

􏿶
𝑛
𝑘􏿹
􏿵𝑠𝑖
𝑡
􏿸
𝑘
􏿵1 − 𝑠𝑖

𝑡
􏿸
𝑛−𝑘

, 0 < 𝑠𝑖 ≤ 𝑡,

𝑓(𝑆𝑖 |𝑁(𝑡)=𝑛)(𝑠𝑖) = 𝑓𝑈𝑖∶𝑛(𝑠𝑖) =
𝑛!

(𝑖 − 1)!1!(𝑛 − 𝑖)!
􏿵𝑠𝑖
𝑡
􏿸
𝑖−1 1

𝑡
􏿵1 − 𝑠𝑖

𝑡
􏿸
𝑛−𝑖

, 0 < 𝑠𝑖 ≤ 𝑡,

𝐸[𝑆𝑖|𝑁(𝑡) = 𝑛] = 𝑖𝑡
𝑛 + 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Όταν έχουμε απαριθμήτριες διαδικασίες διαφόρων τύπων γεγονότων, μπορούμε να δημιουργήσουμε την
απαριθμήτρια διαδικασία όλων των γεγονότων που αναφέρεται ως η υπέρθεσή τους. Αντίστροφα, από μια
απαριθμήτρια διαδικασία μπορούμε να δημιουργήσουμε τη διάσπασή της σε απαριθμήτριες γεγονότων συ-
γκεκριμένων τύπων. Κάτω, από κάποιες προϋποθέσεις οι δυο αυτές διαδικασίες, της υπέρθεσης και της διά-
σπασης, διατηρούν την ιδιότητα μιας απαριθμήτριας διαδικασίας να είναι Poisson. Συγκεκριμένα έχουμε τα
ακόλουθα δυο αποτελέσματα.

Θεώρημα 1.9 (Υπέρθεση (superposition) διαδικασιών Poisson) Αν {𝑁1(𝑡)}, {𝑁2(𝑡)}, …, {𝑁𝑟(𝑡)} είναι ανε-
ξάρτητες διαδικασίες Poisson με ρυθμούς 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑟 και η {𝑁(𝑡)} είναι η υπέρθεσή τους, με𝑁(𝑡) = ∑𝑟

𝑗=1𝑁𝑗(𝑡),
τότε η {𝑁(𝑡)} είναι στοχαστική διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆 = ∑𝑟

𝑖=1 𝜆𝑖. Επιπλέον, έστω 𝑍𝑘 ο τύπος του 𝑘-οστού
γεγονότος της υπέρθεσης, δηλαδή το ενδεχόμενο {𝑍𝑘 = 𝑖} αντιστοιχεί στο ότι το 𝑘-οστό γεγονός της {𝑁(𝑡)} προ-
έρχεται από γεγονός της {𝑁𝑖(𝑡)}. Τότε, οι 𝑍𝑘, 𝑘 ≥ 1 είναι ανεξάρτητες, ισόνομες και επιπλέον Pr[𝑍𝑘 = 𝑖] = 𝜆𝑖

𝜆 ,
𝑖 = 1, 2, … , 𝑟.

Θεώρημα 1.10 (Διάσπαση (splitting) διαδικασιών Poisson) Έστω {𝑁(𝑡)} διαδικασία Poisson ρυθμού𝜆 και
𝑍1, 𝑍2, … ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με τιμές στο {1, 2, … , 𝑟} και Pr[𝑍𝑘 = 𝑖] = 𝑝𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟.
Έστω, επίσης 𝑁𝑖(𝑡) = ∑𝑁(𝑡)

𝑘=1 1{𝑍𝑘=𝑖}, 𝑡 ≥ 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟. Οι διαδικασίες {𝑁𝑖(𝑡)}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 αποτελούν μια τυχαία
διάσπαση της {𝑁(𝑡)} και είναι ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson με αντίστοιχους ρυθμούς 𝜆𝑝𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟.

Τα Θεωρήματα 1.9 και 1.10 αποδεικνύονται χρησιμοποιώντας οποιονδήποτε από τους τρεις ισοδύναμους
ορισμούς της Poisson. Ειδικότερα με τον τοπικό ορισμό της Poisson προκύπτουν ιδιαίτερα εύκολες αποδεί-
ξεις. Δεν υπάρχουν ανάλογα αυτών των θεωρημάτων για γενικές ανανεωτικές διαδικασίες.
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1.3 Ανανεωτικές διαδικασίες κόστους και παραδείγματα

Έστω {𝑁(𝑡)} μια ανανεωτική διαδικασία με χρόνους γεγονότων 𝑆1, 𝑆2, …, ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων
𝑋1, 𝑋2, … και κατανομή ενδιάμεσων χρόνων𝐹𝑋(𝑡). Θεωρούμε επίσης διαδικασία {𝐶(𝑡)}, την οποία ονομάζουμε
διαδικασία κόστους και η οποία μπορεί να είναι εξαιρετικά γενική. Για κάθε συγκεκριμένη σταθερή στιγμή
𝑡, σκεφτόμαστε την τυχαία μεταβλητή 𝐶(𝑡) ως το κόστος που έχει συσσωρευτεί στο διάστημα (0, 𝑡] στο υπό
εξέτασησύστημα.Τοκόστος αυτόμπορεί να μην είναι μονότονησυνάρτηση του 𝑡για μια πραγματοποίηση της
διαδικασίας. Το κόστος μπορεί να σχετίζεται με κάποιο τρόπο με τα γεγονότα της {𝑁(𝑡)} και να συσσωρεύεται
με συνεχή τρόπο ή με άλματα στις στιγμές των γεγονότων. Το κόστος μπορεί να παίρνει και αρνητικές τιμές,
οπότε τότε μπορεί να ερμηνεύεται ως αμοιβή.

Η διαδικασία κόστους {𝐶(𝑡)} λέγεται συμβατή με την ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)}, αν οι διδιάστατες τυ-
χαίες μεταβλητές (𝑋𝑛, 𝐶𝑛) με 𝐶𝑛 = 𝐶(𝑆𝑛) − 𝐶(𝑆𝑛−1) είναι ανεξάρτητες και ισόνομες για 𝑛 ≥ 1 με κοινή
συνάρτηση κατανομής 𝐹𝑋,𝐶(𝑥, 𝑦). Αυτή η συνθήκη σημαίνει ότι το κόστος𝐶𝑛 που συσσωρεύεται σε έναν ανα-
νεωτικό κύκλο δεν εξαρτάται από το τι συμβαίνει στους άλλους ανανεωτικούς κύκλους, αλλά μπορεί βέβαια
να εξαρτάται από το τι συμβαίνει στο τρέχοντα ανανεωτικό κύκλο. Είναι σημαντικό για τις εφαρμογές οι 𝐶𝑛
και𝑋𝑛 να μπορεί να είναι εξαρτημένες. Δίνουμε έτσι τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 1.6 (Ανανεωτική διαδικασία κόστους) Μια στοχαστική διαδικασία {𝐶(𝑡)} που είναι συμβατή με μια
ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} λέγεται ανανεωτική διαδικασία κόστους. Η συνάρτηση κατανομής 𝐹𝑋,𝐶(𝑥, 𝑦) των
τυχαίων μεταβλητών (𝑋𝑛, 𝐶𝑛) που δίνουν τις διάρκειες των ανανεωτικών κύκλων και τα αντίστοιχα κόστη αναφέ-
ρεται ως γεννώσα συνάρτηση κατανομής της {𝐶(𝑡)}.

Παράδειγμα 1.4 (Αλματική ανανεωτική διαδικασία κόστους) Αν έχουμε μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)}
με ενδιάμεσους χρόνους𝑋1, 𝑋2, …, μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών𝑌1, 𝑌2, …, ανε-
ξάρτητων της {𝑁(𝑡)}, και μια συνάρτηση 𝑔(𝑥, 𝑦) τότε η διαδικασία {𝐶(𝑡)} με

𝐶(𝑡) =
𝑁(𝑡)
􏾜
𝑖=1

𝑔(𝑋𝑖, 𝑌𝑖), 𝑡 ≥ 0,

αναφέρεται ως αλματική ανανεωτική διαδικασία κόστους. Στην περίπτωση αυτή

𝐶𝑛 = 𝐶(𝑆𝑛) − 𝐶(𝑆𝑛−1) = 𝑔(𝑋𝑛, 𝑌𝑛),

οπότε οι τυχαίες μεταβλητές (𝑋𝑛, 𝐶𝑛) = (𝑋𝑛, 𝑔(𝑋𝑛, 𝑌𝑛)), 𝑛 ≥ 1 είναι ανεξάρτητες και επομένως η 𝐶(𝑡) είναι
πράγματι ανανεωτική διαδικασία κόστους.

Η φυσική ερμηνεία της αλματικής ανανεωτικής διαδικασίας κόστους είναι ότι το κόστος συσσωρεύεται με άλ-
ματα που συμβαίνουν τις στιγμές των γεγονότων της υποκείμενης ανανεωτικής διαδικασίας {𝑁(𝑡)}. Το κόστος που
επάγεται τη στιγμή 𝑆𝑛 που τελειώνει ο 𝑛-οστός ανανεωτικός κύκλος εξαρτάται από τη διάρκεια 𝑋𝑛 του ανανεω-
τικού κύκλου και τυχαίους παράγοντες που εκφράζονται μέσω της τυχαίας μεταβλητής 𝑌𝑛. Η συνάρτηση 𝑔(𝑥, 𝑦)
εκφράζει τη σύνδεση του κόστους που επάγεται στο τέλος του 𝑛-οστού ανανεωτικού κύκλου με τη διάρκειά του και
τους τυχαίους παράγοντες που υπεισήλθαν σε αυτόν.

Παράδειγμα 1.5 (Ανανεωτική διαδικασία) Μια ανανεωτική διαδικασία μπορεί να θεωρηθεί αλματική ανανε-
ωτική διαδικασία κόστους ορίζοντας 𝑌𝑖 = 0 (ή γενικά κάποια αυθαίρετη τιμή) και 𝑔(𝑥, 𝑦) = 1. Στην περίπτωση
αυτή 𝐶𝑛 = 1, 𝑛 ≥ 1 και 𝐶(𝑡) = 𝑁(𝑡).

Παράδειγμα 1.6 (Σύνθετη ανανεωτική διαδικασία) Ηπερίπτωση της αλματικής ανανεωτικής διαδικασίας κό-
στους με 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦 αναφέρεται ως σύνθετη ανανεωτική διαδικασία. Στην περίπτωση αυτή 𝐶𝑛 = 𝑌𝑛, 𝑛 ≥ 1 και
𝐶(𝑡) = ∑𝑁(𝑡)

𝑖=1 𝑌𝑖. Η διαδικασία αυτή είναι χρήσιμη για να περιγράψουμε τη συσσώρευση κόστους λόγω εκδήλωσης
γεγονότων καθένα από τα οποία επάγει κόστος ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, όταν τα κόστη των γεγονότων είναι
ισόνομα.
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Μια ειδική περίπτωση προκύπτει όταν η {𝑁(𝑡)} είναι διαδικασία Poisson που μοντελοποιεί τις απαιτήσεις αποζη-
μίωσης που φθάνουν σε μια ασφαλιστικη εταιρεία και𝑌1, 𝑌2, … είναι τα χρηματικά ποσά των απαιτήσεων. Ομοίως,
η {𝑁(𝑡)} μπορεί να είναι μια διαδικασία που μοντελοποιεί τις αφίξεις παραγγελιών σε μια αποθήκη και 𝑌1, 𝑌2, …
είναι τα μεγέθη των παραγγελιών.

Μια άλλη περίπτωση προκύπτει όταν οι 𝑌1, 𝑌2, … είναι ακέραιες, μη-αρνητικές. Στην περίπτωση αυτή η {𝑁(𝑡)}
μπορεί να μοντελοποιεί τη διαδικασία ομάδωνπελατών σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης και𝑌1, 𝑌2, … είναι τα μεγέθη
των ομάδων.

1.4 Μέσος ρυθμός κόστους - Στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με κόστη

Οι ανανεωτικές διαδικασίες κόστους είναι το κατάλληλο μοντέλο για να περιγραφούν στοχαστικά περιοδικά
φαινόμενα κατά τα οποία συσσωρεύεται κόστος. Κατόπιν το ενδιαφέρον εστιάζεται στον υπολογισμό του μα-
κροπρόθεσμου μέσου ρυθμού κόστους (δηλαδή του μέσου κόστους ανά χρονική μονάδα).Τοβασικό αποτέλε-
σμα για τον υπολογισμό αυτό είναι το παρακάτω στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με κόστη που ουσιαστικά
λέει ότι ο υπολογισμός αυτός μπορεί να γίνει επικεντρώνοντας την προσοχή μας σε έναν τυπικό ανανεωτικό
κύκλο. Πιο συγκεκριμένα έχουμε το εξής:

Θεώρημα 1.11 (Στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με κόστη) Έστω {𝐶(𝑡)} ανανεωτική διαδικασία κόστους,
με τυπικό ζεύγος διάρκειας ανανεωτικού κύκλου και αντίστοιχης αμοιβής (𝑋, 𝐶) με κατανομή 𝐹𝑋,𝐶(𝑥, 𝑦). Υποθέ-
τουμε επίσης 𝐸[𝑋] < ∞ και 𝐸[𝐶] < ∞. Τότε:

(i) Για τον μακροπρόθεσμο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑡→∞

𝐶(𝑡)
𝑡 = 𝐸[𝐶]

𝐸[𝑋] , με πιθανότητα 1.

(ii) Για τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑡→∞

Ε[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐸[𝐶]

𝐸[𝑋] .

1.5 Επισκόπηση των αναγεννητικών διαδικασιών

Το κατάλληλο μοντέλο για την καταγραφή της κατάστασης ενός συστήματος που εξελίσσεται στον χρόνο με
τυχαίο τρόπομε κάποιαμορφήπεριοδικότητας είναι μια αναγεννητικήδιαδικασία.Διαισθητικάμια διαδικασία
{𝑋(𝑡)} είναι αναγεννητική, αν υπάρχει μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με χρόνους γεγονότων 𝑆𝑛, έτσι ώστε
η εξέλιξη της {𝑋(𝑡)} σε κάθε ανανεωτικό κύκλο της {𝑁(𝑡)} να είναι πιθανοθεωρητικά ίδια και ανεξάρτητη από
ό,τι συμβαίνει στους άλλους κύκλους. Πιο συγκεκριμένα έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 1.7 (Αναγεννητική διαδικασία) Μια στοχαστική διαδικασία {𝑋(𝑡)} λέγεται αναγεννητική διαδικα-
σία, αν υπάρχει μια μη-αρνητική τυχαία μεταβλητή 𝑆1 με Pr[𝑆1 = 0] < 1 και Pr[𝑆1 < ∞] = 1, τέτοια ώστε

(i) οι {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} και {𝑋(𝑡 + 𝑆1) ∶ 𝑡 ≥ 0} να είναι στοχαστικά ισοδύναμες (δηλαδή για οποιεσδήποτε επιλογές
χρονικών στιγμών να έχουν τις ίδιες από κοινού κατανομές), και

(ii) οι {𝑋(𝑡) ∶ 0 ≤ 𝑡 < 𝑆1} και {𝑋(𝑡 + 𝑆1) ∶ 𝑡 ≥ 0} να είναι ανεξάρτητες.

Ο ορισμός αυτός συνεπάγεται την ύπαρξη μιας αύξουσας ακολουθίας χρόνων 𝑆1, 𝑆2, … τέτοιων ώστε οι
διαδικασίες {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} και {𝑋(𝑡 + 𝑆𝑛) ∶ 𝑡 ≥ 0} να είναι στοχαστικά ισοδύναμες. Επιπλέον, για κάθε 𝑛 ≥ 1,
έχουμε ότι οι {𝑋(𝑡) ∶ 0 ≤ 𝑡 < 𝑆𝑛} και {𝑋(𝑡+𝑆𝑛) ∶ 𝑡 ≥ 0} είναι ανεξάρτητες. Επομένως, οι χρόνοι𝑋𝑛 = 𝑆𝑛−𝑆𝑛−1,
𝑛 ≥ 1 (με τη σύμβαση 𝑆0 = 0) είναι ανεξάρτητοι και ισόνομοι και επομένως οι 𝑆𝑛 μπορούν να θεωρηθούν ως
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οι χρόνοι των γεγονότων μιας ανανεωτικής διαδικασίας. Σε κάθε τέτοιο γεγονός, η διαδικασία {𝑋(𝑡}«ξεχνά»
το παρελθόν της (αφού οι {𝑋(𝑡) ∶ 0 ≤ 𝑡 < 𝑆𝑛} και {𝑋(𝑡 + 𝑆𝑛) ∶ 𝑡 ≥ 0} είναι ανεξάρτητες) και ξαναρχίζει την
εξέλιξή της σαν να ξεκινούσαν όλα όπως τη χρονική στιγμή 0 (αφού οι {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} και {𝑋(𝑡 + 𝑆𝑛) ∶ 𝑡 ≥ 0}
είναι στοχαστικά ισοδύναμες). Για το λόγο αυτό λέμε ότι η {𝑋(𝑡)} αναγεννάται στοχαστικά σε αυτά τα σημεία
και αναφέρεται ως αναγεννητική διαδικασία.

Παραδείγματα αναγεννητικών διαδικασιών θα δούμε αναλυτικά στο κεφάλαιο 2. Συγκεκριμένα, η εναλ-
λασσόμενη ανανεωτική διαδικασία, {𝑋(𝑡)}, που καταγράφει την κατάσταση μιας μηχανής που εναλλάσεται
μεταξύ περιόδων λειτουργίας και αντικατάστασης, όπως περιγράφεται στην παράγραφο 2.2, είναι αναγεν-
νητική διαδικασία. Οι στιγμές αναγέννησης είναι οι στιγμές που τελειώνουν οι χρόνοι αντικατάστασης της
μηχανής. Ομοίως, οι διαδικασίες που καταγράφουν το ύψος αποθέματος μιας αποθήκης που εκκαθαρίζεται
περιοδικά, όπως περιγράφονται στις παραγράφους 2.3 και 2.4 είναι αναγεννητικές διαδικασίες που αναγεν-
νώνται τις στιγμές εκκαθάρισης της αποθήκης. Τέλος, οι διαδικασίες {𝐴(𝑡)} (ηλικία), {𝑅(𝑡)} (υπολειπόμενος
χρόνος ανανέωσης) και {𝑇(𝑡)} (𝑡-εξαρτώμενος χρόνος ανανέωσης) που περιγράφονται στην παράγραφο 2.5
και σχετίζονται με την εξέλιξη μιας ανανεωτικής διαδικασίας {𝑁(𝑡)} είναι αναγεννητικές και αναγεννώνται τις
στιγμές των γεγονότων της {𝑁(𝑡)}.

Δοθείσης μιας αναγεννητικής διαδικασίας {𝑋(𝑡)} με χώρο καταστάσεων κάποιο υποσύνολο τουℝ και δεξιά
συνεχείς πραγματοποιήσεις με αριστερά όρια, ορίζουμε την οριακή μέση δειγματική συνάρτηση κατανομής
της {𝑋(𝑡)} ως

𝐹𝑋(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝐸 􏿯∫
𝑡
0
1{𝑋(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢􏿲

𝑡 , 𝑥 ∈ ℝ.

Η οριακή μέση δειγματική συνάρτηση κατανομής της {𝑋(𝑡)} σε ένα σημείο 𝑥 εκφράζει το μακροπρόθεσμο
μέσο ποσοστό του χρόνου που η {𝑋(𝑡)} περνάει σε καταστάσεις μικρότερες ή ίσες του 𝑥.

Μια άλλη κατανομή που περιγράφει την οριακή συμπεριφορά της {𝑋(𝑡)} είναι η οριακή κατανομή της που
ορίζεται ως

𝐹𝑋(∞)(𝑥) = lim
𝑡→∞

Pr[𝑋(𝑡) ≤ 𝑥], 𝑥 ∈ ℝ.

Στην περίπτωσηπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι αναγεννήσεων της διαδικασίας {𝑋(𝑡)} είναι απεριοδικοί, η οριακή
μέση δειγματική συνάρτηση κατανομής 𝐹𝑋(𝑥) της {𝑋(𝑡)} ταυτίζεται με την οριακή συνάρτηση κατανομής
𝐹𝑋(∞)(𝑥) της {𝑋(𝑡)}. Πιο συγκεκριμένα έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Θεώρημα 1.12 (Εργοδικό θεώρημα αναγεννητικών διαδικασιών) Έστωμια αναγεννητική διαδικασία {𝑋(𝑡)}
με χώρο καταστάσεων ℝ και δεξιά συνεχείς πραγματοποιήσεις με αριστερά όρια. Έστω, επίσης, 𝑆 ο χρόνος 1ης
αναγέννησης της {𝑋(𝑡)} και 1{𝑋(𝑢)≤𝑥} η δείκτρια τυχαία μεταβλητή του ενδεχομένου {𝑋(𝑢) ≤ 𝑥} «η 𝑋(𝑢) να μην
υπερβαίνει το 𝑥». Τότε, η τυχαία μεταβλητή ∫

𝑆
0
1{𝑋(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢 εκφράζει τον συνολικό χρόνο στο (0, 𝑆] που η {𝑋(𝑡)}

είναι το πολύ 𝑥. Αν 𝐸[𝑆] < ∞, ορίζουμε

𝐹𝑋(𝑥) =
𝐸[∫

𝑆
0
1{𝑋(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢]
𝐸[𝑆] , 𝑥 ∈ ℝ, (1.9)

την κατανομή ισορροπίας της {𝑋(𝑡)}. Τότε έχουμε

lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
1{𝑋(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢

𝑡 = 𝐹𝑋(𝑥), με πιθανότητα 1, 𝑥 ∈ ℝ, (1.10)

(δηλαδή το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που η {𝑋(𝑡)} είναι μικρότερη ή ίση με 𝑥 είναι ίσο με 𝐹𝑋(𝑥)),

lim
𝑡→∞

𝐸[∫
𝑡
0
1{𝑋(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢]
𝑡 = 𝐹𝑋(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ, (1.11)
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(δηλαδή το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου που η {𝑋(𝑡)} είναι μικρότερη ή ίση με 𝑥 είναι ίσο με 𝐹𝑋(𝑥)),
και

lim
𝑡→∞

∫𝑡
0

Pr[𝑋(𝑢) ≤ 𝑥]𝑑𝑢
𝑡 = 𝐹𝑋(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ, (1.12)

(δηλαδή η 𝐶-οριακή πιθανότητα η {𝑋(𝑡)} να είναι μικρότερη ή ίση με 𝑥 είναι ίση με 𝐹𝑋(𝑥)).
Αν, επιπλέον, η κατανομή του 𝑆 είναι απεριοδική, δηλ. δεν υπάρχει 𝑎 > 0 ώστε∑∞

𝑛=0 Pr[𝑆 = 𝑛𝑎] = 1, τότε

lim
𝑡→∞

Pr[𝑋(𝑡) ≤ 𝑥] = 𝐹𝑋(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ, (1.13)

(δηλαδή η οριακή πιθανότητα η {𝑋(𝑡)} να είναι μικρότερη ή ίση με 𝑥 δίνεται από την 𝐹𝑋(𝑥)).

Η απόδειξη του θεωρήματος αυτού γίνεται με εφαρμογή του στοιχειώδους ανανεωτικού θεωρήματος με
κόστη στην ανανεωτική διαδικασία κόστους {𝐶(𝑡)} με

𝐶(𝑡) = 􏾙
𝑡

0
1{𝑋(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢

που καταγράφει το χρόνο που η αναγεννητική διαδικασία πέρασε σε καταστάσεις μικρότερες ή ίσες της 𝑥 στο
διάστημα (0, 𝑡] για κάθε 𝑡. Έτσι προκύπτουν οι σχέσεις (1.10), (1.11) και (1.12). H απόδειξη της (1.13)
προκύπτει με χρήση του βασικού ανανεωτικού θεωρήματος.

Στην περίπτωση που ο χώρος καταστάσεων μιας αναγεννητικής διαδικασίας {𝑋(𝑡)} είναι διακριτός, π.χ.,
το σύνολο των μη-αρνητικών ακεραίων ℕ0, μπορούμε να επικεντρωνόμαστε στην οριακή μέση δειγματική
συνάρτηση πιθανότητας της {𝑋(𝑡)} που ορίζεται ως

𝑝𝑗 = lim
𝑡→∞

𝐸 􏿯∫
𝑡
0
1{𝑋(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢􏿲

𝑡 , 𝑗 ∈ ℕ0.

Η 𝑝𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου που η διαδικασία {𝑋(𝑡)} περνάει στην κατάσταση
𝑗. Ισχύει, επίσης, ότι

𝑝𝑗 = lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
1{𝑋(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢

𝑡 , με πιθανότητα 1, 𝑗 ∈ ℕ0,

δηλαδή, για σχεδόν κάθε πραγματοποίηση της {𝑋(𝑡)}, το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που περνάει
στην 𝑗 ισούται επίσης με 𝑝𝑗. Επίσης, έχουμε ότι

𝑝𝑗 = lim
𝑡→∞

∫𝑡
0

Pr[𝑋(𝑢) = 𝑗]𝑑𝑢
𝑡 , 𝑗 ∈ ℕ0,

και τέλος

𝑝𝑗 =
𝐸[∫

𝑆
0
1{𝑋(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢]
𝐸[𝑆] , 𝑗 ∈ ℕ0,

όπου ∫
𝑆
0
1{𝑋(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢 ο συνολικός χρόνος παραμονής της {𝑋(𝑡)} στην κατάσταση 𝑗 κατά τη διάρκεια του χρο-

νικού διαστήματος (0, 𝑆]. Δηλαδή, η 𝑝𝑗 είναι ίση με το μέσο χρόνο παραμονής της {𝑋(𝑡)} στην κατάσταση 𝑗
σε έναν αναγεννητικό κύκλο διά τη μέση διάρκεια του αναγεννητικού κύκλου. Αν οι ενδιάμεσοι χρόνοι ανα-
γέννησης της ανανεωτικής διαδικασίας είναι απεριοδικοί, έχουμε και ότι η 𝑝𝑗 είναι η οριακή πιθανότητα να
βρίσκεται η {𝑋(𝑡)} στην κατάσταση 𝑗, δηλαδή,

𝑝𝑗 = lim
𝑡→∞

Pr[𝑋(𝑡) = 𝑗], 𝑗 ∈ ℕ0.
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1.6 Μέσος ρυθμός κόστους

Δοθείσης μιας αναγεννητικής διαδικασίας {𝑋(𝑡)} με χώρο καταστάσεωνℝ, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα κό-
στος 𝑐(𝑥) ανά χρονική μονάδα παραμονής στην 𝑥. Μπορούμε τώρα, χρησιμοποιώντας το στοιχειώδες ανανε-
ωτικό θεώρημα με κόστη να δούμε ότι ο μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους βρίσκεται επικεντρώνοντας
την προσοχή μας σε έναν τυπικό αναγεννητικό κύκλο.

Θεώρημα 1.13 (Μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους σε αναγεννητική διαδικασία) Έστω {𝑋(𝑡)}ανα-
γεννητική διαδικασία με χώρο καταστάσεωνℝ. Έστω, επίσης, άνω ή κάτωφραγμένη συνάρτηση 𝑐(𝑥), που εκφράζει
το κόστος ανά χρονική μονάδα παραμονής της {𝑋(𝑡)} στην κατάσταση 𝑥 (δηλαδή τον ρυθμό κόστους παραμονής
της {𝑋(𝑡)} στην κατάσταση 𝑥), και

𝐶(𝑡) = 􏾙
𝑡

0
𝑐(𝑋(𝑢))𝑑𝑢, 𝑡 ≥ 0, (1.14)

είναι το συνολικό κόστος που συσσωρεύεται στο (0, 𝑡]. Έστω ότι 𝑋 είναι μια τυχαία μεταβλητή με την κατανομή
ισορροπίας (1.9) της {𝑋(𝑡)}.

(i) Για τον μακροπρόθεσμο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑡→∞

𝐶(𝑡)
𝑡 = 𝐸[𝑐(𝑋)], με πιθανότητα 1. (1.15)

(ii) Για τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐸[𝑐(𝑋)]. (1.16)

Η μέση τιμή 𝐸[𝑐(𝑋)] υπολογίζεται ως

𝐸[𝑐(𝑋)] =
𝐸[∫

𝑆
0
𝑐(𝑋(𝑢))𝑑𝑢]
𝐸[𝑆] = 𝐸[𝐶(𝑆)]

𝐸[𝑆] (1.17)

= 􏾙
∞

−∞
𝑐(𝑥)𝑑𝐹𝑋(𝑥) (1.18)

=
⎧⎪⎨
⎪⎩
∑𝑥 𝑐(𝑥)𝑓𝑋(𝑥) αν𝑋 διακριτή με συν. πιθ. 𝑓𝑋(𝑥),
∫∞
−∞

𝑐(𝑥)𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 αν𝑋 συνεχής με συν. πυκν. πιθ. 𝑓𝑋(𝑥),
(1.19)

όπου 𝑆 ο χρόνος 1ης αναγέννησης της {𝑋(𝑡)}. Αν επιπλέον η κατανομή του 𝑆 είναι απεριοδική, έχουμε και ότι

𝐸[𝑐(𝑋)] = lim
𝑡→∞

𝐸[𝑐(𝑋(𝑡))].

Στην περίπτωση που ο χώρος καταστάσεων της αναγεννητικής διαδικασίας {𝑋(𝑡)} είναι διακριτός, π.χ.ℕ0,
μπορούμε να απλοποιήσουμε το παραπάνω αποτέλεσμα, χρησιμοποιώντας την οριακή μέση δειγματική συ-
νάρτηση πιθανότητας (𝑝𝑗) της {𝑋(𝑡)}. Τότε έχουμε

lim
𝑡→∞

𝐶(𝑡)
𝑡 =

∞
􏾜
𝑗=0

𝑐(𝑗)𝑝𝑗, με πιθανότητα 1,

και

lim
𝑡→∞

Ε[𝐶(𝑡)]
𝑡 =

∞
􏾜
𝑗=0

𝑐(𝑗)𝑝𝑗.
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1.7 Ασκήσεις

Άσκηση 1.1 Έστω ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων Erlang(𝑟, 𝜆), δηλαδή, με συ-
νάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

𝑓𝑋(𝑡) =
𝜆𝑟

(𝑟 − 1)! 𝑡
𝑟−1𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0,

και συνάρτηση κατανομής

𝐹𝑋(𝑡) = 1 −
𝑟−1
􏾜
𝑗=0

𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
𝑗

𝑗! , 𝑡 ≥ 0.

Ναυπολογιστούν η συνάρτηση κατανομής του χρόνου του 𝑘-οστού γεγονότος,𝐹𝑆𝑘(𝑡) και η συνάρτησηπιθανότητας
του αριθμού των γεγονότων τη στιγμή 𝑡, (𝑝𝑘(𝑡) ∶ 𝑘 ≥ 0). Να αποδειχθεί ότι η ανανεωτική συνάρτηση δίνεται από
τον τύπο

𝑚(𝑡) =
∞
􏾜
𝑘=1

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1 −

𝑘𝑟−1
􏾜
𝑗=0

𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
𝑗

𝑗!

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭
, 𝑡 ≥ 0.

Να υπολογιστούν, επίσης, οι αντίστοιχοι μετασχηματισμοί Laplace - Stieltjes 𝐹̃𝑆𝑘(𝑠), (𝑝̃𝑘(𝑠) ∶ 𝑘 ≥ 0) και 𝑚̃(𝑠).

Άσκηση 1.2 Έστω ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων Hyperexp(𝑝, 1 − 𝑝, 𝜆, 𝜇),
δηλαδή, μίξη δυο κατανομώνExp(𝜆) και Exp(𝜇), με πιθανότητες 𝑝 και 1−𝑝 αντίστοιχα.Η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας των ενδιάμεσων χρόνων είναι, επομένως,

𝑓𝑋(𝑡) = 𝑝𝜆𝑒−𝜆𝑡 + (1 − 𝑝)𝜇𝑒−𝜇𝑡, 𝑡 ≥ 0,

και η συνάρτηση κατανομής είναι

𝐹𝑋(𝑡) = 𝑝(1 − 𝑒−𝜆𝑡) + (1 − 𝑝)(1 − 𝑒−𝜇𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Να υπολογιστούν οι μετασχηματισμοί Laplace - Stieltjes 𝐹̃𝑆𝑘(𝑠), (𝑝̃𝑘(𝑠) ∶ 𝑘 ≥ 0) και 𝑚̃(𝑠), της συνάρτησης κα-
τανομής του χρόνου του 𝑘-οστού γεγονότος, 𝐹𝑆𝑘(𝑡), της συνάρτησης πιθανότητας του αριθμού των γεγονότων τη
στιγμή 𝑡, (𝑝𝑘(𝑡) ∶ 𝑘 ≥ 0) και της ανανεωτικής συνάρτησης 𝑚(𝑡), αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι η ανανεωτική
συνάρτηση είναι της μορφής

𝑚(𝑡) = 𝐴 + 𝐵𝑡 + 𝐶𝑒−(𝜆(1−𝑝)+𝜇𝑝)𝑡, 𝑡 ≥ 0,

και να υπολογιστούν οι σταθερές𝐴, 𝐵 και 𝐶.

Άσκηση 1.3 Έστω ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)}, όπου ένας ενδιάμεσος χρόνος ανανέωσης είναι 0 με πιθανότητα
𝑝, και έχει την Exp(𝜆) κατανομή με πιθανότητα 1 − 𝑝. Δηλαδή, η συνάρτηση κατανομής του είναι μικτή, με μάζα
πιθανότητας 𝑝 στο 0 και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (1 − 𝑝)𝜆𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0. Η συνάρτηση κατανομής του
είναι

𝐹𝑋(𝑡) = 𝑝 + (1 − 𝑝)(1 − 𝑒−𝜆𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Να υπολογιστούν οι μετασχηματισμοί Laplace - Stieltjes 𝐹̃𝑆𝑘(𝑠), (𝑝̃𝑘(𝑠) ∶ 𝑘 ≥ 0) και 𝑚̃(𝑠), της συνάρτησης κα-
τανομής του χρόνου του 𝑘-οστού γεγονότος, 𝐹𝑆𝑘(𝑡), της συνάρτησης πιθανότητας του αριθμού των γεγονότων τη
στιγμή 𝑡, (𝑝𝑘(𝑡) ∶ 𝑘 ≥ 0) και της ανανεωτικής συνάρτησης 𝑚(𝑡), αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι η ανανεωτική
συνάρτηση είναι της μορφής

𝑚(𝑡) = 𝐴 + 𝐵𝑡, 𝑡 ≥ 0,

και να υπολογιστούν οι σταθερές𝐴 και 𝐵.
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Άσκηση 1.4 Έστω ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων Uniform([0, 1]), δηλαδή, με
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

𝑓𝑋(𝑡) = 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Να αποδειχθεί ότι για την ανανεωτική συνάρτηση𝑚(𝑡) ισχύει

𝑚(𝑡) = 𝑒𝑡 − 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Άσκηση 1.5 Έστω μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων 𝐹𝑋(𝑡), με μέση τιμή 𝜇
και έστω ℎ(𝑡) = 𝐸[𝑆𝑁(𝑡)+1], 𝑡 ≥ 0. Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την ℎ(𝑡) και, λύνοντάς την, να
αποδειχθεί ότι

ℎ(𝑡) = 𝜇(1 + 𝑚(𝑡)), 𝑡 ≥ 0,

όπου𝑚(𝑡) η ανανεωτική συνάρτηση.

Άσκηση 1.6 Έστω μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων 𝐹𝑋(𝑡) και έστω ℎ(𝑡) =
𝐸[𝑁(𝑡)(𝑁(𝑡)− 1)], 𝑡 ≥ 0. Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την ℎ(𝑡) και, λύνοντάς την, να αποδειχθεί ότι

ℎ(𝑡) = 2(𝑚 ∗ 𝑚)(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

όπου𝑚(𝑡) η ανανεωτική συνάρτηση.

Άσκηση 1.7 Έστω μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με συνεχή κατανομή ενδιάμεσων χρόνων 𝐹𝑋(𝑡) και έστω
ℎ(𝑡) = Pr[𝑁(𝑡) περιττός], 𝑡 ≥ 0. Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την ℎ(𝑡) και να λυθεί. Να βρεθεί το
όριο lim𝑡→∞ ℎ(𝑡).

Άσκηση 1.8 Έστω μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)}, με χρόνους γεγονότων 𝑆1, 𝑆2, …, με συνεχή κατανομή εν-
διάμεσων χρόνων 𝐹𝑋(𝑡) και ανανεωτική συνάρτηση 𝑚(𝑡). Έστω 𝑅(𝑡) = 𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡 ο υπολειπόμενος χρόνος ανα-
νέωσης τη στιγμή 𝑡. Θεωρούμε κάποιο σταθερό 𝑥 ≥ 0 και έστω ℎ(𝑡) = Pr[𝑅(𝑡) > 𝑥], 𝑡 ≥ 0. Να διατυπωθεί μια
ανανεωτική εξίσωση για την ℎ(𝑡) και, λύνοντάς την, να αποδειχθεί ότι

ℎ(𝑡) = Pr[𝑅(𝑡) > 𝑥] = 1 − 𝐹𝑋(𝑥 + 𝑡) +􏾙
𝑡

0
(1 − 𝐹𝑋(𝑥 + 𝑡 − 𝑢))𝑑𝑚(𝑢), 𝑡, 𝑥 ≥ 0.

Να αποδειχθεί, επίσης, ότι

lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡) = lim
𝑡→∞

Pr[𝑅(𝑡) > 𝑥] =
∫∞
𝑥
(1 − 𝐹𝑋(𝑢))𝑑𝑢

𝜇 , 𝑥 ≥ 0.

Έστω 𝐴(𝑡) = 𝑡 − 𝑆𝑁(𝑡) o παρελθών χρόνος ανανέωσης τη στιγμή 𝑡. Δικαιολογήστε την ισότητα ενδεχομένων
{𝐴(𝑡) > 𝑥} = {𝑅(𝑡 − 𝑥) > 𝑥} και, χρησιμοποιώντας την, βρείτε το lim𝑡→∞ Pr[𝐴(𝑡) > 𝑥]. Ομοίως, δείξτε ότι

lim
𝑡→∞

Pr[𝐴(𝑡) > 𝑥, 𝑅(𝑡) > 𝑦] =
∫∞
𝑥+𝑦

(1 − 𝐹𝑋(𝑢))𝑑𝑢

𝜇 , 𝑥, 𝑦 ≥ 0.

Άσκηση 1.9 Έστω μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)}, με συνεχή κατανομή ενδιάμεσων χρόνων 𝐹𝑋(𝑡) με μέση
τιμή 𝜇 ∈ (0,∞) και διασπορά 𝜎2 ∈ [0,∞). Έστω, επίσης, 𝑚(𝑡) η ανανεωτική συνάρτηση και ℎ(𝑡) = 𝑚(𝑡) − 𝑡

𝜇 ,
𝑡 ≥ 0. Να αποδειχθεί ότι η ℎ(𝑡) ικανοποιεί την ανανεωτική εξίσωση

ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡) +􏾙
𝑡

0
ℎ(𝑡 − 𝑢)𝑑𝐹𝑋(𝑢) = 𝑑(𝑡) + (ℎ ∗ 𝐹𝑋)(𝑡), 𝑡 ≥ 0,
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με

𝑑(𝑡) = 􏾙
𝑡

0
􏿶1 −

𝑢
𝜇􏿹 𝑑𝐹𝑋(𝑢) −􏾙

∞

𝑡

𝑡
𝜇𝑑𝐹𝑋(𝑢)

= 1
𝜇 􏾙

∞

𝑡
(1 − 𝐹𝑋(𝑢))𝑑𝑢 − (1 − 𝐹𝑋(𝑡)).

Επίσης, αποδείξτε ότι

lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡) = lim
𝑡→∞ 􏿶𝑚(𝑡) −

𝑡
𝜇􏿹 =

𝜎2 − 𝜇2
2𝜇2 ,

δηλαδή η ευθεία 1
𝜇 𝑡 +

𝜎2−𝜇2

2𝜇2 είναι πλάγια ασύμπτωτη της𝑚(𝑡).

Άσκηση 1.10 Έστωμια διαδικασίαPoissonμε ρυθμό𝜆,0 < 𝑠 < 𝑡 και𝑛μηαρνητικός ακέραιος.Ναυπολογιστούν
οι πιθανότητες Pr[𝑁(𝑠) = 𝑘|𝑁(𝑡) = 𝑛], 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Τι κατανομή είναι η δεσμευμένη κατανομή της𝑁(𝑠) δεδομένου
του ότι𝑁(𝑡) = 𝑛; Μπορείτε να ερμηνεύσετε διαισθητικά το αποτέλεσμα;

Άσκηση 1.11 Έστω δυο ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson, {𝑁1(𝑡)} και {𝑁2(𝑡)}, με ρυθμούς𝜆1 και𝜆2, αντίστοιχα.
Έστω, επίσης {𝑁(𝑡)} η υπέρθεσή τους. Να υπολογιστούν οι πιθανότητες Pr[𝑁1(𝑡) = 𝑘|𝑁(𝑡) = 𝑛], 0 ≤ 𝑘 ≤
𝑛. Τι κατανομή είναι η δεσμευμένη κατανομή της 𝑁1(𝑡) δεδομένου του ότι 𝑁(𝑡) = 𝑛; Μπορείτε να ερμηνεύσετε
διαισθητικά το αποτέλεσμα;

Άσκηση 1.12 Έστω {𝑁(𝑡)} μια διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆 και 𝑋 μια τυχαία μεταβλητή, ανεξάρτητη της
{𝑁(𝑡)}, με κατανομή Exp(𝜇). Έστω 𝑁 το πλήθος των γεγονότων της {𝑁(𝑡)} στο (τυχαίο) διάστημα [0, 𝑋]. Να
υπολογιστεί η συνάρτηση πιθανότητας της𝑁. Τι κατανομή είναι;

Άσκηση 1.13 Έστω {𝑁(𝑡)} μια διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆 και 𝑆1, 𝑆2, … οι χρόνοι των γεγονότων της. Να
υπολογιστεί ο μέσος χρόνος του τελευταίου γεγονότος πριν τη στιγμή 𝑡, δηλαδή η 𝐸[𝑆𝑁(𝑡)].

Άσκηση 1.14 Έστω ότι ένα μηχάνημα έχει εκθετικό χρόνο ζωής με παράμετρο 𝜆 και ότι μπορεί να επιθεωρείται
κατά μέσο όρο κάθε 𝜏 = 1

𝜇 χρονικές μονάδες,

1. είτε στις στιγμές 0, 𝜏, 2𝜏, 3𝜏,… μιας ντετερμινιστικής διαδικασίας επιθεωρήσεων,

2. είτε στις στιγμές μιας Poisson διαδικασίας επιθεωρήσεων με ρυθμό 𝜇.

Έστω 𝑌𝛼 και 𝑌𝛽 ο χρόνος στον οποίο θα ανακαλυφθεί ότι το μηχάνημα είναι χαλασμένο με τις διαδικασίες (𝛼) και
(𝛽) αντίστοιχα, δηλαδή οι στιγμές των πρώτων επιθεωρήσεων μετά το πέρας του χρονου ζωής του μηχανήματος.
Να υπολογιστούν οι 𝐸[𝑌𝛼] και 𝐸[𝑌𝛽]. Ποιά διαδικασία επιθεωρήσεων είναι προτιμότερη;

Άσκηση 1.15 Θεωρήστε έναν δρόμο και μια συγκεκριμένη διάβαση πεζών επί αυτού. Τα αυτοκίνητα περνάνε τη
διάβαση σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆 αυτοκίνητα το λεπτό. Ο δρόμος έχει πλάτος 𝑥 μέτρα.
Ένας πεζός που περπατάει με ταχύτητα 𝑢 μέτρα το λεπτό, θέλει να διασχίσει τον δρόμο και για λόγους ασφαλείας
αρχίζει να τον διασχίζει μόνο όταν βλέπει ότι δεν θα περάσουν αυτοκίνητα από τη διάβαση ενόσω θα την περνάει ο
ίδιος (υποθέτουμε ότι ο δρόμος είναι ευθύς και ο πεζός έχει εποπτεία των αυτοκινήτων που έρχονται και μπορεί να
εκτιμήσει με απόλυτη ακρίβεια πότε θα περάσει το επόμενο αυτοκίνητο από τη διάβαση). Βρείτε τον μέσο χρόνο
που απαιτείται από την άφιξή του στη διάβαση μέχρι να την περάσει.
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1.8 Σχόλια

Η αναγεννητικότητα των υποκείμενων στοχαστικών διαδικασιών είναι μια βασική υπόθεση που διατρέχει το
σύνολο σχεδόν της βιβλιογραφίας στα ΣτοχαστικάΜοντέλα στην Επιχειρησιακή Έρευνα. Τα εισαγωγικά βι-
βλία Wolff 1989, Φακίνος 2007, Tijms 2008 και Kulkarni 2010 δίνουν έμφαση σε αυτή την οπτική. Επίσης,
η οπτική αυτή συνδέεται με τη μελέτη των στοχαστικών μοντέλων εστιάζοντας σε μια πραγματοποίηση τους
(sample-path analysis). Ένα σύγγραμμα που αναπτύσσει αυτή τη θεώρηση στα πλαίσια της Θεωρίας Ουρών
είναι το El-Taha και Stidham 1998.

Άλλα συγγράμματα ακολουθούν μια πιο αναλυτική προσέγγιση. Εκεί η έμφαση δίνεται στη μοντελοποίηση
των συστημάτων μέσω κάποιων στοχαστικών διαδικασιών με ανεπτυγμένη θεωρία (π.χ. ωςΜαρκοβιανές δια-
δικασίες συνεχούς χρόνου) και κατόπιν χρησιμοποιούνται κυρίως αναλυτικές τεχνικές. Π.χ., για την ανάλυση
στοχαστικών μοντέλων που περιγράφουν ουρές αναμονής και υιοθετούν μια πιο αναλυτική προσέγγιση, ο εν-
διαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να δεί π.χ. τα Kleinrock 1975, Kleinrock 1976 και Cohen 1969.

Οι δυο θεωρήσεις, η κλασική-αναλυτική και η σύγχρονη-πιθανοθεωρητική με έμφαση στην αναγεννητι-
κότητα, είναι συμπληρωματικές και είναι σημαντικό ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης να έρθει σε επαφή και με
τις δύο.

Για πιο λεπτομερείς εισαγωγές στην ανανεωτική θεωρία με αποδείξεις των αντίστοιχων αποτελεσμάτων,
μπορεί κανείς να ανατρέξει σε κλασικά εισαγωγικά βιβλία στις στοχαστικές διαδικασίες, όπως τα Kao 1997,
Kulkarni 2010, Ross 1995, and Tijms 2008.
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Στις επόμενες παραγράφους, θα δούμε μερικές τυπικές εφαρμογές του στοιχειώδους ανανεωτικού θεωρήμα-
τος με κόστη σε προβλήματα Επιχειρησιακής Έρευνας.

2.1 Συντήρηση - αντικατάσταση μηχανήματος

Θεωρούμε μια μηχανή η οποία έχει χρόνους ζωής (λειτουργίας) 𝑂1, 𝑂2, …. Η μηχανή αντικαθίσταται όταν
χαλάσει ή όταν περάσει χρόνος 𝑠. Το κόστος αντικατάστασης είναι 𝑐𝑓 αν η αντικατάσταση γίνει λόγω βλάβης
(𝑓 → failure) ή 𝑐𝑝 αν η αντικατάσταση γίνει προληπτικά (𝑝 → preventivemaintenance) μετά από 𝑠 χρονικές
μονάδες από την έναρξη της λειτουργίας της. Οι χρόνοι που απαιτούνται για την αντικατάσταση της μηχανής
είναι οι𝐷1, 𝐷2, …. Οι τυχαίες μεταβλητές (𝑂𝑛, 𝐷𝑛), 𝑛 ≥ 1, θεωρούνται ανεξάρτητητες και ισόνομες με κατα-
νομή 𝐹𝑂,𝐷(𝑥, 𝑦). Έστω 𝐶(𝑡) το συνολικό κόστος για τις αντικαταστάσεις της μηχανής στο (0, 𝑡]. Θέλουμε να
προσδιορίσουμε τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους.

Αν συμβολίσουμε με 𝑆𝑛 τη χρονική στιγμή που ολοκληρώνεται η 𝑛-οστή αντικατάσταση, τότε έχουμε ότι

𝑋𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = min(𝑂𝑛, 𝑠) + 𝐷𝑛, 𝑛 ≥ 1,
𝐶𝑛 = 𝐶(𝑆𝑛) − 𝐶(𝑆𝑛−1) = 𝑐𝑓1{𝑂𝑛≤𝑠} + 𝑐𝑝1{𝑂𝑛>𝑠}, 𝑛 ≥ 1.

Επομένως, έχουμε άμεσα ότι οι (𝑋𝑛, 𝐶𝑛), 𝑛 ≥ 1, είναι ανεξάρτητες και ισόνομες αφού οι (𝑂𝑛, 𝐷𝑛), 𝑛 ≥ 1 είναι
ανεξάρτητες και ισόνομες.Οπότε, το στοιχειώδες ανανεωγικό θεωρήμα με κόστη είναι εφαρμόσιμο και έχουμε
ότι ο μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους λόγω αντικαταστάσεων είναι

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐸[𝐶]

𝐸[𝑋] .
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Εδώ έχουμε

𝐸[𝑋] = 𝐸[min(𝑂, 𝑠)] + 𝐸[𝐷] = 􏾙
∞

0
Pr[min(𝑂, 𝑠) > 𝑡]𝑑𝑡 +􏾙

∞

0
Pr[𝐷 > 𝑡]𝑑𝑡

= 􏾙
𝑠

0
(1 − 𝐹𝑂(𝑡))𝑑𝑡 +􏾙

∞

0
(1 − 𝐹𝐷(𝑡))𝑑𝑡,

𝐸[𝐶] = 𝑐𝑓 Pr[𝑂𝑛 ≤ 𝑠] + 𝑐𝑝 Pr[𝑂𝑛 > 𝑠] = 𝑐𝑓𝐹𝑂(𝑠) + 𝑐𝑝(1 − 𝐹𝑂(𝑠)),

και επομένως

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 =

𝑐𝑓𝐹𝑂(𝑠) + 𝑐𝑝(1 − 𝐹𝑂(𝑠))
∫𝑠
0
(1 − 𝐹𝑂(𝑡))𝑑𝑡 + ∫∞

0
(1 − 𝐹𝐷(𝑡))𝑑𝑡

.

Συμβολίζουμε το μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους ως συνάρτηση του 𝑠 ως 𝑐(𝑠).
Αν 𝑐𝑓 ≤ 𝑐𝑝, δηλαδή αν το κόστος αντικατάστασης λόγω βλάβης είναι μικρότερο ή ίσο του κόστους προλη-

πτικής αντικατάστασης τότε το 𝑐(𝑠) είναι λόγος μιας φθίνουσας μη-αρνητικής προς μια αύξουσα μη-αρνητική
συνάρτηση του 𝑠, δηλαδή είναι φθίνουσα συνάρτηση του 𝑠. Επομένως η βέλτιστη πολιτική αντικατάστασης
είναι για 𝑠 = ∞, δηλαδή το μηχάνημα να αντικαθίσταται μόνο όταν παθαίνει βλάβη.

Αν 𝑐𝑓 > 𝑐𝑝, όπως είναι λογικό να συμβαίνει στις εφαρμογές, δηλαδή το κόστος αντικατάστασης λόγω
βλάβης είναι μεγαλύτερο του κόστους προληπτικής αντικατάστασης, τότε το 𝑐(𝑠) είναι λόγος μιας αύξουσας
μη-αρνητικής προς μια αύξουσα μη-αρνητική συνάρτηση του 𝑠, οπότε δεν είναι σαφές ποια είναι η βέλτιστη
τιμή του 𝑠. Ουσιαστικά στην περίπτωση αυτή πρέπει να βρεθεί ένα ιδανικό σημείο ισορροπίας. Μικρό 𝑠 συ-
νεπάγεται ότι θα γίνονται συχνές αντικαταστάσεις, αλλά σχεδόν όλες θα είναι λόγω προληπτικής αντικατά-
στασης. Επομένως θα πληρώνεται κυρίως το μικρό 𝑐𝑝, αλλά συχνά. Μεγάλο 𝑠 συνεπάγεται ότι θα γίνονται
κυρίως αντικαταστάσεις λόγω βλάβης και επομένως θα πληρώνεται το μεγάλο 𝑐𝑓, αλλά πιό αραιά. Στη γενική
περίπτωση η βέλτιστη τιμή του 𝑠 δεν είναι υπολογίσιμη. Μόνο σε πολύ ειδικές περιπτώσεις έχουμε κλειστούς
τύπους.

Στην ειδική περίπτωση που οι χρόνοι ζωής της μηχανής είναι 𝐸𝑥𝑝(𝜆) και οι αντικαταστάσεις γίνονται ακα-
ριαία, δηλαδή𝐷𝑛 = 0 έχουμε

𝑐(𝑠) =
𝑐𝑓(1 − 𝑒−𝜆𝑠) + 𝑐𝑝𝑒−𝜆𝑠

∫𝑠
0
𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡

= 𝜆𝑐𝑓 +
𝜆𝑐𝑝𝑒−𝜆𝑠

1 − 𝑒−𝜆𝑠 = 𝜆(𝑐𝑓 − 𝑐𝑝) +
𝜆𝑐𝑝

1 − 𝑒−𝜆𝑠 ,

που είναι φθίνουσα συνάρτηση του 𝑠. Στην περίπτωση αυτή έχουμε ότι η βέλτιστη τιμή του 𝑠 είναι∞, δηλαδή
η μηχανή πρέπει να αντικαθίσταται μόνο όταν υφίσταται βλάβη. Αυτό είναι, βέβαια, αναμενόμενο αφού λόγω
της αμνήμονης ιδιότητας της εκθετικής κατανομής των χρόνων ζωής της μηχανής, η μηχανή είναι πάντα σαν
καινούργια και επομένως δεν έχει νόημα να αντικατασταθεί προληπτικά μετά από χρόνο 𝑠 για κάποιο 𝑠 < ∞.

2.2 Εναλλασσόμενη ανανεωτική διαδικασία

Θεωρούμε μια μηχανή η οποία έχει χρόνους ζωής (λειτουργίας) 𝑂1, 𝑂2, … που εναλλάσσονται με χρόνους
αντικατάστασης (αργίας) 𝐷1, 𝐷2, …. Οι τυχαίες μεταβλητές (𝑂𝑛, 𝐷𝑛), 𝑛 ≥ 1, θεωρούνται ανεξάρτητες και
ισόνομες με κατανομή 𝐹𝑂,𝐷(𝑥, 𝑦). Θέλουμε να προσδιορίσουμε το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου
λειτουργίας της μηχανής.

Είναι φανερό ότι ξεκινώντας από μια μηχανή που έχει μόλις αρχίσει να λειτουργεί, οι ανανεωτικοί κύκλοι
αρχίζουν κάθε φορά που η μηχανή ξεκινά έναν νέο χρόνο λειτουργίας. Επομένως, ο χρόνος του 𝑛-οστού ανα-
νεωτικού γεγονότος, 𝑆𝑛, είναι ο χρόνος που τελειώνει ο 𝑛-οστός χρόνος αντικατάστασης της μηχανής, οπότε
η μηχανή ξαναμπαίνει σε λειτουργία. Επίσης, αφού μας ενδιαφέρει το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρό-
νου λειτουργίας της μηχανής, είναι φυσικό να ορίσουμε ως𝐶(𝑡) τον συνολικό χρόνο λειτουργίας της μηχανής
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στο (0, 𝑡]. Επομένως έχουμε ότι

𝑋𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = 𝑂𝑛 + 𝐷𝑛, 𝑛 ≥ 1,
𝐶𝑛 = 𝐶(𝑆𝑛) − 𝐶(𝑆𝑛−1) = 𝑂𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Επομένως, έχουμε άμεσα ότι οι (𝑋𝑛, 𝐶𝑛), 𝑛 ≥ 1, είναι ανεξάρτητες και ισόνομες, αφού οι (𝑂𝑛, 𝐷𝑛), 𝑛 ≥ 1,
είναι ανεξάρτητες και ισόνομες. Συνεπώς, το στοιχειώδες ανανεωγικό θεωρήμα με κόστη είναι εφαρμόσιμο
και έχουμε ότι το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου λειτουργίας της μηχανής είναι

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐸[𝐶]

𝐸[𝑋] =
𝐸[𝑂]

𝐸[𝑂] + 𝐸[𝐷] .

2.3 Εκκαθάριση αποθήκης I

Σε μια αποθήκη φθάνουν αντικείμενα σύμφωνα με μια ανανεωτική διαδικασία {𝐴(𝑡)} με ενδιάμεσους χρόνους
𝑌1, 𝑌2, …, με μέση τιμή 𝜇. Μόλις συγκεντρωθούν𝑚 προϊόντα η αποθήκη εκκαθαρίζεται ακαριαία και η παρ-
τίδα με τα𝑚 προϊόντα διανέμεται σε λιανοπωλητές. Υπάρχει εφάπαξ κόστος𝐾 ανά εκκαθάριση της αποθήκης,
ανεξάρτητο του αριθμού των προϊόντων που θα εκκαθαριστούν. Επίσης υπάρχει κόστος 𝑘 ανά εκκαθάριση
προϊόντος και κόστος ℎ ανά προϊόν και χρονική μονάδα παραμονής του στην αποθήκη. Μας ενδιαφέρει ο
υπολογισμός του μακροπρόθεσμου μέσου ρυθμού κόστους λειτουργίας της αποθήκης και η τιμή του 𝑚 που
τον ελαχιστοποιεί.

Έστω η ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} που μετράει το πλήθος των εκκαθαρίσεων της αποθήκης
και 𝑆𝑛 ο χρόνος της 𝑛-οστής εκκαθάρισης. Έστω, επίσης,𝐶(𝑡) το συνολικό κόστος λειτουργίας της αποθήκης
στο (0, 𝑡]. Για ευκολία στο συμβολισμό, ονομάζουμε 𝑌𝑛,𝑖 τον ενδιάμεσο χρόνο της {𝐴(𝑡)} πριν την άφιξη του 𝑖-
οστού αντικειμένου που φθάνει στον 𝑛-οστο κύκλο λειτουργίας του συστήματος (δηλαδή μεταξύ 𝑛− 1-οστής
και 𝑛-οστής εκκαθάρισης). Με άλλα λόγια, έχουμε 𝑌𝑛,𝑖 = 𝑌(𝑛−1)𝑚+𝑖, 𝑛 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Έχουμε ότι

𝑋𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 =
𝑚
􏾜
𝑖=1

𝑌𝑛,𝑖, 𝑛 ≥ 1,

𝐶𝑛 = 𝐶(𝑆𝑛) − 𝐶(𝑆𝑛−1) = 𝐾 + 𝑚𝑘 + ℎ
𝑚
􏾜
𝑖=1

𝑚
􏾜
𝑗=𝑖+1

𝑌𝑛,𝑗, 𝑛 ≥ 1.

Ο τελευταίος τύπος γίνεται φανερός βλέποντας ότι το 𝑖-οστό αντικείμενο του 𝑛-οστού κύκλου λειτουργίας
θα παραμείνει στην αποθήκη για χρόνο∑𝑚

𝑗=𝑖+1 𝑌𝑛,𝑗, μέχρι να συγκεντρωθούν τα αντικείμενα 𝑖 + 1, 𝑖 + 2,… ,𝑚
για να εκκαθαριστεί και πάλι η αποθήκη. Επομένως έχουμε άμεσα ότι οι (𝑋𝑛, 𝐶𝑛), 𝑛 ≥ 1, είναι ανεξάρτητες
και ισόνομες. Επομένως, το στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με κόστη είναι εφαρμόσιμο και έχουμε ότι ο
μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους λειτουργίας της αποθήκης είναι

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐸[𝐶]

𝐸[𝑋] .

Εδώ έχουμε

𝐸[𝑋𝑛] = 𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚
􏾜
𝑖=1

𝑌𝑛,𝑖

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝑚𝜇, 𝑛 ≥ 1,

𝐸[𝐶𝑛] = 𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝐾 + 𝑚𝑘 + ℎ

𝑚
􏾜
𝑖=1

𝑚
􏾜
𝑗=𝑖+1

𝑌𝑛,𝑗

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 𝐾 + 𝑚𝑘 + ℎ
𝑚
􏾜
𝑖=1
(𝑚 − 𝑖)𝜇

= 𝐾 + 𝑚𝑘 + ℎ(𝑚 − 1)𝑚
2 𝜇, 𝑛 ≥ 1,
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και επομένως

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐾

𝑚𝜇 + 𝑘
𝜇 + ℎ(𝑚 − 1)

2 . (2.1)

Έστω ότι συμβολίζουμε τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους ως συνάρτηση του𝑚ως 𝑐(𝑚). Για την αντί-
στοιχη συνεχή επέκταση της 𝑐(𝑚) στο (0,∞) έχουμε

𝑐(𝑥) = 𝐾
𝜇𝑥 +

𝑘
𝜇 + ℎ(𝑥 − 1)

2 ,

𝑐′(𝑥) = − 𝐾
𝜇𝑥2 +

ℎ
2,

𝑐″(𝑥) = 2𝐾
𝜇𝑥3 ,

οπότε συμπεραίνουμε ότι η 𝑐(𝑥) είναι κυρτή και ελαχιστοποιείται στο σημείο

𝑥∗ =
√

2𝐾
ℎ𝜇

που μηδενίζει την παράγωγό της. Επομένως, το βέλτιστο𝑚 είναι το ⌊𝑥∗⌋ ή ⌈𝑥∗⌉.

2.4 Εκκαθάριση αποθήκης II

Σε μια αποθήκη φθάνουν αντικείμενα σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson {𝐴(𝑡)} με ρυθμό 𝜆. Κάθε 𝑥 χρο-
νικές μονάδες η αποθήκη εκκαθαρίζεται ακαριαία και η παρτίδα με τα προϊόντα διανέμεται σε λιανοπωλητές.
Υπάρχει εφάπαξ κόστος 𝐾 ανά εκκαθάριση της αποθήκης, ανεξάρτητο του αριθμού των προϊόντων που θα
εκκαθαριστούν. Επίσης υπάρχει κόστος 𝑘 ανά εκκαθάριση προϊόντος και κόστος ℎ ανά προϊόν και χρονική
μονάδα παραμονής του στην αποθήκη. Μας ενδιαφέρει ο υπολογισμός του μακροπρόθεσμου μέσου ρυθμού
κόστους λειτουργίας της αποθήκης και η τιμή του 𝑥 που τον ελαχιστοποιεί.

Έστωηντετερμινιστικήανανεωτικήδιαδικασία {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0}πουμετράει τοπλήθος των εκκαθαρίσεων της
αποθήκης και𝑆𝑛 = 𝑛𝑥ο χρόνος της𝑛-οστής εκκαθάρισης.Έστω, επίσης,𝐶(𝑡) τοσυνολικό κόστος λειτουργίας
της αποθήκης στο (0, 𝑡]. Έχουμε ότι

𝑋𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = 𝑥, 𝑛 ≥ 1,
𝐶𝑛 = 𝐶(𝑆𝑛) − 𝐶(𝑆𝑛−1)

= 𝐾 + 𝑘(𝐴(𝑛𝑥) − 𝐴((𝑛 − 1)𝑥))

+ℎ􏾙
𝑥

0
(𝐴((𝑛 − 1)𝑥 + 𝑢) − 𝐴((𝑛 − 1)𝑥)𝑑𝑢, 𝑛 ≥ 1.

Πράγματι, στον 𝑛-οστό ανανεωτικό κύκλο λειτουργίας της αποθήκης, εκκαθαρίζονται τα αντικείμενα που
έχουν συσσωρευθεί στο χρονικό διάστημα ((𝑛 − 1)𝑥, 𝑛𝑥] που είναι συνολικά 𝐴(𝑛𝑥) − 𝐴((𝑛 − 1)𝑥). Επιπλέον
στο διάστημα ((𝑛 − 1)𝑥, 𝑛𝑥] ο αριθμός των αντικειμένων στην αποθήκη τη χρονική στιγμή (𝑛 − 1)𝑥 + 𝑢 είναι
𝐴((𝑛 − 1)𝑥 + 𝑢) − 𝐴((𝑛 − 1)𝑥), για 𝑢 ∈ (0, 𝑥]. Είναι, επίσης, φανερό λόγω της ιδιότητας των ανεξάρτητων
και ομογενών προσαυξήσεων της διαδικασίας Poisson ότι οι (𝑋𝑛, 𝐶𝑛), 𝑛 ≥ 1, είναι ανεξάρτητες και ισόνομες.
Επομένως, το στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με κόστη είναι εφαρμόσιμο και έχουμε ότι ο μακροπρόθεσμος
μέσος ρυθμός κόστους λειτουργίας της αποθήκης είναι

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐸[𝐶]

𝐸[𝑋] .
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Εδώ έχουμε

𝐸[𝑋𝑛] = 𝑥, 𝑛 ≥ 1,
𝐸[𝐶𝑛] = 𝐾 + 𝑘𝐸[𝐴(𝑛𝑥) − 𝐴((𝑛 − 1)𝑥)]

+ℎ􏾙
𝑥

0
𝐸[𝐴((𝑛 − 1)𝑥 + 𝑢) − 𝐴((𝑛 − 1)𝑥]𝑑𝑢

= 𝐾 + 𝑘𝜆𝑥 + ℎ􏾙
𝑥

0
𝜆𝑢𝑑𝑢

= 𝐾 + 𝑘𝜆𝑥 + ℎ𝜆𝑥2
2 , 𝑛 ≥ 1,

και επομένως

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 𝐾

𝑥 + 𝑘𝜆 + ℎ𝜆𝑥
2 .

Ας συμβολίσουμε με 𝑐(𝑥) το μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους ως συνάρτηση του 𝑥. Τότε έχουμε

𝑐′(𝑥) = − 𝐾𝑥2 +
ℎ𝜆
2 ,

𝑐″(𝑥) = 2𝐾
𝑥3 ,

οπότε συμπεραίνουμε ότι η 𝑐(𝑥) είναι κυρτή και ελαχιστοποιείται στο σημείο

𝑥∗ =
√
2𝐾
ℎ𝜆

που μηδενίζει την παράγωγό της. Επομένως, είναι βέλτιστο να εκκαθαρίζουμε την αποθήκη κάθε 𝑥∗ χρονι-
κές μονάδες. Σε αυτό το χρόνο θα έχουν συσσωρευτεί κατά μέση τιμή 𝜆𝑥∗ αντικείμενα, δηλαδή √2𝐾𝜆/ℎ. Το
αποτέλεσμα αυτό βρίσκεται σε συμφωνία με την ενότητα 2.3, όπου η βέλτιστη πολιτική λειτουργίας της απο-
θήκης ήταν να εκκαθαρίζεται όποτε μαζευτούν περίπου√2𝐾/(ℎ𝜇) αντικείμενα, αφού 𝜇 = 1

𝜆 στην περίπτωση
της διαδικασίας Poisson.

2.5 Παρελθών, υπολειπόμενος και 𝑡-εξαρτώμενος χρόνος ανανέωσης

Θεωρούμε μια ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)}, με ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων 𝑋1, 𝑋2, … με κατανομή
𝐹𝑋(𝑥), και χρόνους γεγονότων 𝑆0 = 0, 𝑆1, 𝑆2, …. Ορίζουμε

𝐴(𝑡) = 𝑡 − 𝑆𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0,
𝑅(𝑡) = 𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡, 𝑡 ≥ 0,
𝑇(𝑡) = 𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑆𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

την ηλικία (παρελθόντα ή αναδρομικό χρόνο ανανέωσης - το 𝐴(𝑡) παραπέμπει στον όρο age process), τον
υπολειπόμενο χρόνο ανανέωσης (προδρομικό χρόνο ανανέωσης - το 𝑅(𝑡) παραπέμπει στον όρο remaining
renewal time process ή residual renewal time process) και τον 𝑡-εξαρτώμενο (το 𝑇(𝑡) παραπέμπει στο total
renewal time process), αντίστοιχα.

Η τυχαία μεταβλητή𝐴(𝑡) μετράει το χρόνο από το τελευταίο γεγονός της ανανεωτικής διαδικασίας πριν τη
στιγμή 𝑡 μέχρι τη στιγμή 𝑡. Η τυχαία μεταβλητή 𝑅(𝑡) μετράει το χρόνο από τη στιγμή 𝑡 μέχρι το επόμενο γε-
γονός της ανανεωτικής διαδικασίας. Τέλος, η τυχαία μεταβλητή𝑇(𝑡) μετράει το μήκος του ενδιάμεσου χρόνου
ανανέωσης που περιλαμβάνει τη χρονική στιγμή 𝑡.

Οι τρεις αυτές διαδικασίες παίζουν σημαντικό ρόλο στη μελέτη στοχαστικών συστημάτων που περιλαμβά-
νουν ανανεωτικές διαδικασίες. Π.χ., σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης, όπου οι αφίξεις συμβαίνουν σύμφωνα με
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μια ανανεωτική διαδικασία, η 𝑅(𝑡) μετράει το χρόνο από τη στιγμή 𝑡 μέχρι την επόμενη άφιξη πελάτη. Σε ένα
σύστημα αποθεμάτων, όπου οι παραγγελίες γίνονται σύμφωνα με μια ανανεωτική διαδικασία, η 𝑅(𝑡) μετράει
το χρόνο από τη στιγμή 𝑡 μέχρι την επόμενη πραγματοποίηση παραγγελίας.

Σκοπός μας είναι η μελέτη της μακροπρόθεσμης συμπεριφοράς αυτών των διαδικασιών. Ιδιαίτερα, θα επι-
κεντρωθούμε στη μελέτη της {𝑅(𝑡)}, που είναι και η πιο σημαντική στις εφαρμογές. Αρχικά, θα προσδιορί-
σουμε τον μακροπρόθεσμο αναμενόμενο δειγματικό μέσο του υπολειπόμενου χρόνου ανανέωσης, δηλαδή την
ποσότητα

lim
𝑡→∞

𝐸 􏿯∫
𝑡
0
𝑅(𝑢)𝑑𝑢􏿲

𝑡 .

Ηποσότητααυτή είναι κατάκάποιο τρόποηαπάντησηστο ερώτημα:«Ανεπιλεγεί τυχαίαμια χρονικήστιγμή,
πόσος χρόνος απομένει μέχρι το επόμενο ανανεωτικό γεγονός;». Ένας άλλος τρόπος για να μοντελοποιηθεί
το ίδιο ερώτημα είναι να προσδιορίσουμε την ποσότητα lim𝑡→∞ 𝐸[𝑅(𝑡)]. Ο τρόπος που γίνεται αυτό αναπτύ-
χθηκε στα Παραδείγματα 1.2 και 1.3 της ενότητας 1.1.

Για να μελετήσουμε το πρόβλημα ορίζουμε μια διαδικασία κόστους 𝐶(𝑡) = ∫𝑡
0
𝑅(𝑢)𝑑𝑢. Επομένως έχουμε

ότι

𝐶𝑛 = 􏾙
𝑆𝑛

𝑆𝑛−1
𝑅(𝑢)𝑑𝑢 = 􏾙

𝑆𝑛

𝑆𝑛−1
(𝑋𝑛 − (𝑢 − 𝑆𝑛−1))𝑑𝑢

= 􏾙
𝑋𝑛

0
(𝑋𝑛 − 𝑢)𝑑𝑢 =

𝑋2
𝑛
2 .

Επομένως, αν 𝐸[𝑋𝑛] = 𝜇 και 𝑉𝑎𝑟[𝑋𝑛] = 𝜎2, τότε εφαρμόζοντας το στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με
κόστη έχουμε

lim
𝑡→∞

𝐸 􏿯∫
𝑡
0
𝑅(𝑢)𝑑𝑢􏿲

𝑡 = 𝐸[𝐶𝑛]
𝐸[𝑋𝑛]

= 𝐸[𝑋2
𝑛]

2𝐸[𝑋𝑛]
= 𝜇2 + 𝜎2

2𝜇 . (2.2)

To γεγονός ότι ο μακροπρόθεσμος αναμενόμενος δειγματικός μέσος του υπολειπόμενου χρόνου ανανέω-
σης δίνεται από αυτόν το τύπο και επομένως είναι ίσος με 𝜇

2 + 𝜎2

2𝜇 και όχι με 𝜇
2 αναφέρεται ως ανανεωτικό

παράδοξο. Πράγματι, αν τα γεγονότα της ανανεωτικής διαδικασίας συμβαίνουν κατά μέσο όρο κάθε 𝜇 χρο-
νικές μονάδες και επιλέξουμε μια χρονική στιγμή στην τύχη, φαίνεται λογικό ότι θα περιμένουμε 𝜇

2 χρονικές
μονάδες για να δούμε το επόμενο γεγονός. Η αφελής αυτή διαίσθηση είναι σωστή μόνο όταν η ανανεωτική
διαδικασία είναι προσδιοριστική (ντετερμινιστική), δηλαδή όταν τα ανανεωτικά γεγονότα συμβαίνουν ακρι-
βώς κάθε 𝜇 χρονικές μονάδες (οπότε 𝜎 = 0). Όταν, όμως, υπάρχει τυχαιότητα και οι ενδιάμεσοι χρόνοι των
γεγονότων δεν είναι ίσοι με𝜇, η τυχαία επιλεγμένη χρονική στιγμή παρατήρησης είναι πιθανότερο να πέσει σε
μεγάλο ενδιάμεσο χρόνο ανανέωσης και επομένως και ο υπολειπόμενος χρόνος ανανέωσης θα είναι μεγάλος.
Αυτή ακριβώς η παρατήρηση δείχνει ότι ο μακροπρόθεσμος αναμενόμενος δειγματικός μέσος του υπολειπό-
μενου χρόνου ανανέωσης πρέπει να είναι μεγαλύτερος του 𝜇 και ο παραπάνω υπολογισμός δίνει την ακριβή
του τιμή.

Για να γίνει ακόμα πιο κατανοητή αυτή η σκέψη, σκεφτείτε π.χ. την ακραία περίπτωση οι ενδιάμεσοι χρόνοι
να είναι 0 με πιθανότητα 1

2 και 2𝜇 με πιθανότητα 1
2 . Τότε μια τυχαία επιλεγμένη χρονική στιγμή είναι αδύνατο

να πέφτει σε ενδιάμεσο χρόνο 0, αλλά θα πέφτει πάντα σε ενδιάμεσο χρόνο 2𝜇, οπότε ο μέσος υπολειπόμενος
χρόνος θα είναι λογικό να είναι 2𝜇2 = 𝜇. Πράγματι στην περίπτωση αυτή η διασπορά των ενδιάμεσων χρόνων

είναι 𝜎2 = 1
2 (0 − 𝜇)

2 + 1
2 (2𝜇 − 𝜇)

2 = 𝜇2 και ο τύπος δίνει 𝜇
2+𝜎2

2𝜇 = 𝜇.
Στη συνέχεια, προχωράμε στην οριακή μέση δειγματική συνάρτηση κατανομής του υπολειπόμενου χρόνου

ανανέωσης, 𝐹𝑅(𝑥), που ορίζεται ως

𝐹𝑅(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝐸 􏿯∫
𝑡
0
1{𝑅(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢􏿲

𝑡 , 𝑥 ∈ ℝ.
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Με άλλα λόγια, η ποσότητα 𝐹𝑅(𝑥) εκφράζει το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου που ο υπολειπόμε-
νος χρόνος ανανέωσης είναι το πολύ 𝑥.

Για να μελετήσουμε το πρόβλημα ορίζουμε μια διαδικασία κόστους

𝐶(𝑡) = 􏾙
𝑡

0
1{𝑅(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢, 𝑡 ≥ 0,

που για κάθε 𝑡 καταγράφει τον χρόνο που ο υπολειπόμενος χρόνος ανανέωσης ήταν το πολύ 𝑥, στο διάστημα
(0, 𝑡]. Επομένως, το κόστος που συσσωρεύεται σε έναν ανανεωτικό κύκλο ισούται με το διάστημαπου ο υπολει-
πόμενος χρόνος ανανέωσης είναι το πολύ 𝑥. Είναι φανερό ότι αν η διάρκεια του κύκλου,𝑋𝑛, είναι μικρότερη ή
ίση του 𝑥, τότε καθόλη τη διάρκεια του κύκλου ο υπολειπόμενος χρόνος ανανέωσης είναι το πολύ 𝑥 και έχουμε
𝐶𝑛 = 𝑋𝑛. Αν όμως𝑋𝑛 > 𝑥, τότε μόνο στις τελευταίες 𝑥 χρονικές μονάδες του κύκλου ο υπολειπόμενος χρόνος
ανανέωσης είναι το πολύ 𝑥 και έχουμε 𝐶𝑛 = 𝑥. Επομένως, είναι

𝐶𝑛 = min(𝑋𝑛, 𝑥).

Εφαρμόζοντας το στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με κόστη έχουμε

𝐹𝑅(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝐸 􏿯∫
𝑡
0
1{𝑅(𝑢)≤𝑥}𝑑𝑢􏿲

𝑡 = 𝐸[𝐶𝑛]
𝐸[𝑋𝑛]

(2.3)

= 𝐸[min(𝑋𝑛, 𝑥)]
𝐸[𝑋𝑛]

=
∫∞
0

Pr[min(𝑋𝑛, 𝑥) > 𝑡]𝑑𝑡
𝜇 (2.4)

=
∫𝑥
0
(1 − 𝐹𝑋(𝑡))𝑑𝑡

𝜇 . (2.5)

Ηκατανομήαυτήαναφέρεταιως κατανομή ισορροπίας της συνάρτησης κατανομής𝐹𝑋(𝑥).Ησύνδεση, λοιπόν,
των δυο κατανομών μέσα στο πλαίσιο της ανανεωτικής θεωρίας είναι η εξής: Αν η 𝐹𝑋(𝑥) είναι η κατανομή των
ενδιάμεσων χρόνων μιας ανανεωτικής διαδικασίας, η αντίστοιχη κατανομή ισορροπίας𝐹𝑅(𝑥) είναι η κατανομή
του χρόνου μέχρι το επόμενο γεγονός της ανανεωτικής διαδικασίας, αν την κοιτάξουμε μια τυχαία χρονική
στιγμή.

2.6 Ασκήσεις

Άσκηση 2.1 Σε μια στάση λεωφορείων φθάνουν επιβάτες σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆. Η
εταιρεία που εξυπηρετεί τη συγκεκριμένη στάση έχει δυο τύπους λεωφορείων, απλά και φυσούνες, που περνούν
εναλλάξ από τη στάση. Ο χρόνος από την αναχώρηση απλού λεωφορείου μέχρι την άφιξη φυσούνας είναι 𝑥 χρονικές
μονάδες, ενώ ο χρόνος από την αναχώρηση φυσούνας μέχρι την άφιξη απλού λεωφορείου είναι 𝑦 χρονικές μονάδες.
Το κόστος ανά επίσκεψη στη στάση απλού λεωφορείου είναι 𝐾1 και το κόστος ανά επίσκεψη φυσούνας είναι 𝐾2.
Το κόστος αναμονής ενός πελάτη ανά χρονική μονάδα είναι ℎ. Να βρεθεί ο μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους
και να βρεθούν οι τιμές των 𝑥 και 𝑦 που τον ελαχιστοποιούν.

Άσκηση 2.2 Πελάτες φθάνουν σε ένα κατάστημα, σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆, και ζητάνε
ένα συγκεκριμένο προϊόν. Το αρχικό απόθεμα του προϊόντος στο κατάστημα είναι 𝑆. Κάθε πελάτης που φθάνει
στο κατάστημα ικανοποιείται άμεσα αν υπάρχει απόθεμα προϊόντος, αλλιώς χάνεται. Μόλις το απόθεμα του κα-
ταστήματος εξαντληθεί, το κατάστημα παραγγέλνει 𝑆 μονάδες προϊόντος από τον προμηθευτή του, οι οποίες του
παραδίδονται μετά από τυχαίο χρόνο με μέση τιμή 𝐿. Υποθέτουμε ότι το κόστος αποθήκευσης ανά μονάδα προϊό-
ντος και χρονική μονάδα στο κατάστημα είναι ℎ. Το κόστος αγοράς ενός προϊόντος από το κατάστημα είναι 𝑐 και
η τιμή πώλησης είναι 𝑝. Το κόστος διεκπεραίωσης μας παραγγελίας είναι 𝑑 ανεξάρτητα από το μέγεθός της. Να
υπολογιστεί ο μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κέρδους του καταστήματος.
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Άσκηση 2.3 Μια εταιρεία προσφέρει συμβόλαια μακράς διαρκείας στους πελάτες της για ένα συγκεκριμένο προ-
ϊόν που εμπορεύεται. Συγκεκριμένα, σε κάθε πελάτη της με συμβόλαιο μακράς διαρκείας προσφέρει την ακόλουθη
πολιτική εγγύησης: Αντικαθιστά το προϊόν δωρεάν οσεσδήποτε φορές χαλάσει μέσα σε χρονικό διάστημα 𝑔 από
την αγορά του. Αν το προϊόν χαλάσει μετά από χρόνο 𝑔 από την αγορά του, τότε ο πελάτης πρέπει να αγοράσει
ένα νέο προϊόν με την ίδια πολιτική εγγύησης. Έστω ότι οι χρόνοι ζωής του προϊόντος είναι Exp(𝜆) και ότι 𝑐 είναι
η τιμή αγοράς ενός προϊόντος (όταν δεν αντικαθίσταται δωρεάν). Έστω επίσης 𝑑 (𝑑 < 𝑐) το κόστος κατασκευής
ενός προϊόντος για την εταιρεία. Να υπολογιστεί ο μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους για έναν πελάτη της
εταιρείας ο οποίος έχει συμβόλαιο μακράς διαρκείας με αυτήν, καθώς και ο μακροπρόθεσμος ρυθμός κέρδους από
τον πελάτη αυτόν για την εταιρεία.

Άσκηση 2.4 Έστω μια αποθήκη που εξετάζεται στην αρχή κάθε χρονικής περιόδου ως προς το απόθεμα ενός
προϊόντος. Έστω 𝑋𝑛 η στάθμη του αποθέματος στην αρχή της χρονικής περιόδου 𝑛 και 𝑋1 = 𝑆 > 0 (𝑆 γνωστός
αριθμός). Συμβολίζουμε με𝑌𝑛 τη ζήτηση του προϊόντος τη χρονική περίοδο 𝑛. Υποθέτουμε ότι οι τυχαίες μεταβλη-
τές 𝑌1, 𝑌2, … είναι ανεξάρτητες και ισόνομες με κατανομή 𝐹𝑌(𝑥). Μόλις το απόθεμα πέσει κάτω από 𝑠 (𝑠 γνωστός
αριθμός με 𝑠 < 𝑆) τότε αναπληρώνεται αμέσως σε ύψος 𝑆. Αποδείξτε ότι

lim
𝑛→∞

Pr[𝑋𝑛 ≥ 𝑥] = 1 + 𝑚𝑌(𝑆 − 𝑥)
1 + 𝑚𝑌(𝑆 − 𝑠)

, 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑆,

όπου𝑚𝑌(𝑥) η ανανεωτική συνάρτηση ανανεωτικής διαδικασίας με ενδιάμεσους χρόνους τις 𝑌1, 𝑌2, ….

Άσκηση 2.5 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης στο οποίο οι πελάτες φθάνουν σύμφωνα με μια διαδικασία
Poisson με ρυθμό 𝜆 και το οποίο έχει έναν υπάλληλο. Κάθε πελάτης που βρίσκει τον υπάλληλο ελεύθερο αρχίζει
να εξυπηρετείται και ο χρόνος εξυπηρέτησής του έχει κατανομή 𝐹𝑋(𝑥). Κάθε πελάτης που βρίσκει τον υπάλληλο
απασχολημένο αναχωρεί άμεσα από το σύστημα και χάνεται για πάντα.Να βρεθεί το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό
των χαμένων πελατών.

Άσκηση 2.6 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης στο οποίο οι πελάτες φθάνουν σύμφωνα με μια ανανεωτική
διαδικασία με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων 𝐹𝐴(𝑥) και το οποίο έχει έναν υπάλληλο. Κάθε πελάτης που βρίσκει
τον υπάλληλο ελεύθερο αρχίζει να εξυπηρετείται και ο χρόνος εξυπηρέτησής του είναι Exp(𝜇). Κάθε πελάτης που
βρίσκει τον υπάλληλο απασχολημένο αναχωρεί άμεσα από το σύστημα και χάνεται για πάντα. Να βρεθεί το μακρο-
πρόθεσμο μέσο ποσοστό των χαμένων πελατών.

Άσκηση 2.7 Έστω ανανεωτική διαδικασία {𝑁(𝑡)} με χρόνους γεγονότων 𝑆𝑛 και ενδιάμεσους χρόνους γεγονότων
𝑋𝑛. Έστω, επίσης, {𝐶𝑛} ακολουθία τυχαίων μεταβλητών με (𝑋𝑛, 𝐶𝑛), 𝑛 ≥ 1, ανεξάρτητες και ισόνομες με συνάρ-
τηση κατανομης 𝐹𝑋,𝐶(𝑥, 𝑦). Το 𝐶𝑛 είναι το ονομαστικό κόστος που συσσωρεύεται στον 𝑛-οστό ανανεωτικό κύκλο
και πληρώνεται στο τέλος του.Υποθέτουμε ότι τα κόστη αποπληθωρίζονται με έναν συνεχή αποπληθωριστή𝛼 > 0.
Έστω 𝑇𝐶 το συνολικό αποπληθωρισμένο κόστος στον άπειρο χρονικό ορίζοντα, δηλαδή

𝑇𝐶 =
∞
􏾜
𝑛=1

𝑒−𝛼𝑆𝑛𝐶𝑛.

Να αποδείξετε ότι

𝐸[𝑇𝐶] = 𝐸[𝐶𝑒−𝛼𝑋]
1 − 𝐸[𝑒−𝛼𝑋] .

2.7 Σχόλια

Τα συγγράμματα των Kao 1997, Φακίνος 2007, Kulkarni 2010, Ross 1995, and Tijms 2008 αναφέρουν
πολλές εφαρμογές των ανανεωτικών διαδικασιών με κόστη σε διάφορα μοντέλα που εμφανίζονται στη Στο-
χαστική Επιχειρησιακή Έρευνα.

Το βιβλίο του Wolff 1989 περιέχει πολλές εφαρμογές στα πλαίσια της Θεωρίας Ουρών.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΕΣ ΑΛΥΣΙΔΕΣ ΜΕ ΚΟΣΤΗ: ΒΑΣΙΚΗ
ΘΕΩΡΙΑ

3.1 Επισκόπηση των Μαρκοβιανών αλυσίδων διακριτού χρόνου

Το πιο απλό μοντέλο για την περιγραφή της κατάστασης ενός στοχαστικού δυναμικού συστήματος με δια-
κριτό χώρο καταστάσεων σε διακριτό χρόνο είναι μιαΜαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου. Πιο συγκεκρι-
μένα, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 3.1 (Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου) Μια στοχαστική διαδικασία {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0} είναιΜαρ-
κοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου με χώρο καταστάσεων𝒮 αν

(i) 𝑋𝑛 ∈ 𝒮 , 𝑛 ≥ 0, και𝒮 αριθμήσιμο,

(ii) Pr[𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋0 = 𝑖0, … , 𝑋𝑛−1 = 𝑖𝑛−1, 𝑋𝑛 = 𝑖] = Pr[𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖], 𝑛 ≥ 0, 𝑖0, … , 𝑖𝑛−1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮
(Μαρκοβιανή ιδιότητα).

Αν, επιπλέον, οι πιθανότητες Pr[𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖] δεν εξαρτώνται από το 𝑛, η Μαρκοβιανή αλυσίδα λέγεται ομο-
γενής. Συμβολίζουμε τότε τις πιθανότητες αυτές με 𝑝𝑖𝑗 και ο πίνακαςP = (𝑝𝑖𝑗) αναφέρεται ως πίνακας πιθανοτήτων
μετάβασης της Μαρκοβιανής αλυσίδας.

Η συνάρτηση πιθανότητας 𝜋(0) = (𝜋(0)𝑖 ) με 𝜋(0)𝑖 = Pr[𝑋0 = 𝑖] αναφέρεται ως αρχική κατανομή της Μαρκο-
βιανής αλυσίδας.

Η συνάρτηση πιθανότητας 𝜋(0) θεωρείται διάνυσμα-στήλη και αυτός είναι ο κανόνας και για όλα τα άλλα
διανύσματαπου εμφανίζονται στοπαρόνσύγγραμμα.Ότανχρειάζεται να εμφανιστούνωςδιανύσματα-γραμμές
χρησιμοποιούμε τον ανάστροφο. Π.χ. το διάνυσμα-γραμμή της αρχικής κατανομής της Μαρκοβιανής αλυσί-
δας συμβολίζεται ως (𝜋(0))𝑇 .

Σε ό,τι ακολουθεί θα περιοριστούμε σε ομογενείςΜαρκοβιανές αλυσίδες. Η συμπεριφορά μιαςΜαρκοβια-
νής αλυσίδας προσδιορίζεται πλήρως από την αρχική της κατανομή και τον πίνακα πιθανοτήτων μετάβασής
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της. Σε πρώτο επίπεδο, μας ενδιαφέρουν οι υπολογισμοί που αφορούν την εξέλιξη μιας Μαρκοβιανής αλυσί-
δας σε πεπερασμένο χρόνο. Ιδιαίτερα, μας ενδιαφέρει ο προσδιορισμός των πιθανοτήτων μετάβασης 𝑛-οστής
τάξης, 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 = Pr[𝑋𝑛 = 𝑗|𝑋0 = 𝑖], καθώς και ο προσδιορισμός των πιθανοτήτων 𝜋(𝑛)𝑗 = Pr[𝑋𝑛 = 𝑗]. Ο πίνακας
P(𝑛) = (𝑝(𝑛)𝑖𝑗 ) αναφέρεται ως πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης 𝑛-οστής τάξης τηςΜαρκοβιανής αλυσίδας, ενώ
η συνάρτηση πιθανότητας 𝜋(𝑛) = (𝜋(𝑛)𝑖 ) με 𝜋(𝑛)𝑖 = Pr[𝑋𝑛 = 𝑖] αναφέρεται ως η μεταβατική κατανομή της
Μαρκοβιανής αλυσίδας τη στιγμή 𝑛.

Έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Θεώρημα 3.1 (Βασικοί υπολογισμοί σε πεπερασμένη χρονική στιγμή) Έστω Μαρκοβιανή αλυσίδα {𝑋𝑛 ∶
𝑛 ≥ 0} με χώρο καταστάσεων𝒮 , αρχική κατανομή 𝜋(0) = (𝜋(0)𝑖 ) και πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης P = (𝑝𝑖𝑗).
Τότε έχουμε

(i) Η πιθανότητα πραγματοποίησης ενός συγκεκριμένου μονοπατιού 𝑖0 → 𝑖1 →⋯→ 𝑖𝑛 είναι

Pr[𝑋0 = 𝑖0, 𝑋1 = 𝑖1, … , 𝑋𝑛 = 𝑖𝑛] = 𝜋(0)𝑖0 𝑝𝑖0𝑖1𝑝𝑖1𝑖2 ⋯𝑝𝑖𝑛−1𝑖𝑛 .

(ii) Οι πιθανότητες μετάβασης 𝑛-οστής τάξης υπολογίζονται αναδρομικά από τις σχέσεις

𝑝(0)𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 = 􏿼
1 αν 𝑖 = 𝑗,
0 αν 𝑖 ≠ 𝑗,

𝑝(1)𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗,

𝑝(𝑛)𝑖𝑗 = 􏾜
𝑟∈𝒮

𝑝(𝑘)𝑖𝑟 𝑝
(𝑛−𝑘)
𝑟𝑗 , 𝑛 ≥ 2, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,

που γράφονται σε πινακική μορφή

P(0) = I,
P(1) = P,
P(𝑛) = P(𝑘)P(𝑛−𝑘), 𝑛 ≥ 2, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1.

Επομένως,
P(𝑛) = P𝑛, 𝑛 ≥ 0.

(iii) Οι μεταβατικές πιθανότητες υπολογίζονται από τη σχέση

𝜋(𝑛)𝑗 = 􏾜
𝑖∈𝒮

𝜋(0)𝑖 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 ,

που γράφεται σε πινακική μορφή ως

(𝜋(𝑛))𝑇 = (𝜋(0))𝑇P(𝑛) = (𝜋(0))𝑇P𝑛.

Το (i) αποδεικνύεται εύκολα χρησιμοποιώντας τον πολλαπλασιαστικό τύπο για τον υπολογισμό της πιθα-
νότητας τομής ενδεχομένων και εφαρμόζοντας τη Μαρκοβιανή ιδιότητα. Oι σχέσεις για τις 𝑝(0)𝑖𝑗 και 𝑝(1)𝑖𝑗 είναι
προφανείς, ενώ η σχέση για τις 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 , 𝑛 ≥ 2, προκύπτει με δέσμευση στην𝑋𝑘 από το θεώρημα ολικής πιθανότη-
τας. Ομοίως και το (iii) προκύπτει δεσμεύοντας στην𝑋0, χρησιμοποιώντας το θεώρημα ολικής πιθανότητας.

Δοθείσης μιαςΜαρκοβιανής αλυσίδας διακριτού χρόνου και δυο καταστάσεων 𝑖, 𝑗 λέμε ότι η 𝑗 είναι προσπε-
λάσιμη από την 𝑖 (συμβολικά 𝑖 → 𝑗), αν υπάρχει 𝑛 ≥ 0 τέτοιο ώστε 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 > 0. Αν η 𝑖 είναι προσπελάσιμη από την
𝑗, και, αντίστροφα, η 𝑗 είναι προσπελάσιμη από την 𝑖, λέμε ότι οι 𝑖, 𝑗 επικοινωνούν (συμβολικά 𝑖 ↔ 𝑗). Η επι-
κοινωνία είναι σχέση ισοδυναμίας και επομένως ο χώρος καταστάσεων διαμερίζεται σε κλάσεις επικοινωνίας



ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΣΤΗΝ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 37

(αδιαχώριστες κλάσεις), όπου όλες οι καταστάσεις μιας κλάσης επικοινωνούν μεταξύ τους. ΜιαΜαρκοβιανή
αλυσίδα διακριτού χρόνου λέγεται αδιαχώριστη, αν έχει μόνο μια κλάση επικοινωνίας, δηλαδή όλες οι κα-
ταστάσεις επικοινωνούν μεταξύ τους, διαφορετικά λέγεται διαχωρίσιμη. Μια κλάση επικοινωνίας 𝒞 ⊆ 𝒮
λέγεται κλειστή αν δεν υπάρχουν 𝑖 ∈ 𝒞 και 𝑗 ∉ 𝒞 , με 𝑝𝑖𝑗 > 0, αλλιώς λέγεται ανοικτή. Αν μια Μαρκοβιανή
αλυσίδα εισέλθει κάποια στιγμή σε μια κλειστή κλάση, λέμε ότι απορροφήθηκε σε αυτήν, αφού είναι αδύνατο
να ξαναβγεί. Δοθέντος ενός συνόλου καταστάσεων μιαςΜαρκοβιανής αλυσίδας διακριτού χρόνου, μπορούμε
να υπολογίσουμε τις πιθανότητες εισόδου σε αυτό, ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση της Μαρκοβια-
νής αλυσίδας, καθώς και τους αντίστοιχους μέσους χρόνους πρώτης εισόδου. Στην περίπτωση που το σύνολο
καταστάσεων είναι μια κλειστή κλάση επικοινωνίας, η Μαρκοβιανή αλυσίδα δεν θα βγει από το σύνολο από
τη στιγμή που θα εισέλθει σε αυτό, και για το λόγο αυτό μιλάμε για πιθανότητες απορρόφησης και μέσους
χρόνους απορρόφησης. Έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3.2 (Πιθανότητες εισόδου/απορρόφησης και μέσοι χρόνοι πρώτης εισόδου/απορρόφησης) Έστω
{𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0}Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, με χώρο καταστάσεων𝒮 και πίνακα πιθανοτήτων μετάβα-
σης P = (𝑝𝑖𝑗). Έστω, επίσης,𝒞 ⊆ 𝒮 . Ορίζουμε

𝑇𝒞 = inf{𝑛 ≥ 0 ∶ 𝑋𝑛 ∈ 𝒞 },

τον χρόνο πρώτης εισόδου ή απορρόφησης της Μαρκοβιανής αλυσίδας στο𝒞 . Επίσης, έστω

ℎ𝑖(𝒞 ) = Pr[𝑇𝒞 < ∞|𝑋0 = 𝑖], 𝑖 ∈ 𝒮 ,

η πιθανότητα εισόδου/απορρόφησης στο𝒞 , ξεκινώντας από την κατάσταση 𝑖, και

𝑚𝑖(𝒞 ) = 𝐸[𝑇𝒞 |𝑋0 = 𝑖], 𝑖 ∈ 𝒮 ,

ο μέσος χρόνος πρώτης εισόδου/απορρόφησης στο𝒞 , ξεκινώντας από την κατάσταση 𝑖. Τότε:

(i) Η h(𝒞 ) = (ℎ𝑖(𝒞 )) είναι η ελάχιστη μη-αρνητική λύση του γραμμικού συστήματος

𝑥𝑖 = 1, 𝑖 ∈ 𝒞 , (3.1)
𝑥𝑖 = 􏾜

𝑗∈𝒮
𝑝𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝑖 ∈ 𝒮 ⧵ 𝒞 . (3.2)

(ii) Η m(𝒞 ) = (𝑚𝑖(𝒞 )) είναι η ελάχιστη μη-αρνητική λύση του γραμμικού συστήματος

𝑦𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝒞 , (3.3)
𝑦𝑖 = 1 + 􏾜

𝑗∈𝒮
𝑝𝑖𝑗𝑦𝑗, 𝑖 ∈ 𝒮 ⧵ 𝒞 . (3.4)

Είναι άμεσο να δούμε ότι οι πιθανότητες και οι μέσοι χρόνοι απορρόφησης ικανοποιούν τις παραπάνω εξι-
σώσεις (3.1)-(3.4), δεσμεύοντας στην πρώτη μετάβαση της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Πράγματι, ξεκινώντας
από μια κατάσταση 𝑖 ∈ 𝒞 , η απορρόφηση είναι βέβαια και ο μέσος χρόνος απορρόφησης είναι μηδενικός. Αν
𝑖 ∉ 𝒞 , τότε στο πρώτο βήμα η Μαρκοβιανή αλυσίδα θα μεταβεί σε κάποια κατάσταση 𝑗 και θα πρέπει ξεκι-
νώντας από αυτήν να απορροφηθεί στο𝒞 . Το γιατί οι πιθανότητες και οι μέσοι χρόνοι απορρόφησης είναι η
ελάχιστη λύση των παραπάνω εξισώσεων απαιτεί περισσότερη εργασία.

Δοθείσης μιας κατάστασης 𝑗 μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας, ορίζουμε ℎ𝑗 της πιθανότητα επανόδου σε αυ-
τήν και με 𝑚𝑗 τον αντίστοιχο μέσο χρόνο επανόδου. Για να υπολογίσουμε αυτές τις ποσότητες, θεωρούμε
τηΜαρκοβιανή αλυσίδα που προκύπτει αν τροποποιήσουμε την αρχικήΜαρκοβιανή αλυσίδα, κάνοντας την
κατάσταση 𝑗 απορροφητική. Τότε, μπορούμε να υπολογίσουμε σε αυτήν τη νέα αλυσίδα τις πιθανότητες απορ-
ρόφησης ℎ𝑖({𝑗}) και τους μέσους χρόνους απορρόφησης𝑚𝑖({𝑗}) και είναι

ℎ𝑗 = 􏾜
𝑖∈𝒮

𝑝𝑗𝑖ℎ𝑖({𝑗}),

𝑚𝑗 = 1 + 􏾜
𝑖∈𝒮

𝑝𝑗𝑖𝑚𝑖({𝑗}).
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Ορισμός 3.2 (Επαναληπτικότητα - παροδικότητα καταστάσεων) Έστω Μαρκοβιανή αλυσίδα {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0}
και κατάστασή της, 𝑗, με πιθανότητα επανόδου ℎ𝑗 και μέσο χρόνο επανόδου𝑚𝑗.

(i) Η 𝑗 λέγεται θετικά επαληπτική, αν ℎ𝑗 = 1 και𝑚𝑗 < ∞.

(ii) Η 𝑗 λέγεται μηδενικά επαληπτική, αν ℎ𝑗 = 1 και𝑚𝑗 = ∞.

(iii) Η 𝑗 λέγεται παροδική, αν ℎ𝑗 < 1.

Οι ιδιότητες της θετικής επαναληπτικότητας, της μηδενικής επαναληπτικότητας και της παροδικότητας
είναι ιδιότητες των κλάσεων επικοινωνίας, δηλαδή, αν οι καταστάσεις 𝑖 και 𝑗 επικοινωνούν τότε είναι ίδιου
τύπου ως προς την θετική επαναληπτικότητα, μηδενική επαναληπτικότητα και παροδικότητα.

Ισχύει επίσης ότι οι καταστάσεις μιας ανοικτής κλάσης επικοινωνίας είναι παροδικές, ενώ οι καταστάσεις
μιας πεπερασμένης κλειστής κλάσης επικοινωνίας είναι θετικά επαναληπτικές. Επομένως, η μόνη περίπτωση
που απαιτεί περαιτέρω διερεύνηση είναι αυτή της άπειρης κλειστής κλάσης. Εκεί, είναι ανοικτά όλα τα ενδε-
χόμενα: Μπορεί οι καταστάσεις της να είναι όλες παροδικές ή όλες μηδενικά επαναληπτικές ή όλες θετικά
επαναληπτικές.

Μια άλλη ιδιότητα μιας κατάστασης είναι η περιοδικότητα/απεριοδικότητα. Έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 3.3 (Περιοδικότητα καταστάσεων) Έστω Μαρκοβιανή αλυσίδα {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0} και κατάστασή της, 𝑗,
με

𝑑𝑗 = ΜΚΔ{𝑛 ∶ 𝑝(𝑛)𝑗𝑗 > 0}.

Η 𝑗 λέγεται απεριοδική αν 𝑑𝑗 = 1.

Η 𝑗 λέγεται περιοδική με περίοδο 𝑑𝑗 αν 𝑑𝑗 > 1.

Αν 𝑝𝑗𝑗 > 0 τότε έχουμε προφανώς ότι η 𝑗 είναι απεριοδική. Αλλά η συνθήκη αυτή είναι ικανή και όχι ανα-
γκαία. Επίσης, οι ιδιότητες της απεριοδικότητας και της περιοδικότητας είναι ιδιότητες των κλάσεων επικοι-
νωνίας, δηλαδή, αν οι καταστάσεις 𝑖 και 𝑗 επικοινωνούν τότε 𝑑𝑖 = 𝑑𝑗.

Προχωράμε, τώρα, στην παρουσίαση της οριακής συμπεριφοράς των Μαρκοβιανών αλυσίδων διακριτού
χρόνου. Δεδομένου ότι οι περισσότερες εφαρμογές αφορούν αδιαχώριστες αλυσίδες, θα περιοριστούμε στην
περίπτωση αυτή, που είναι και η πιο σημαντική. Έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3.3 (Οριακή συμπεριφορά αδιαχώριστωνΜαρκοβιανών αλυσίδων διακριτού χρόνου) Έστω {𝑋𝑛 ∶
𝑛 ≥ 0} μια αδιαχώριστη Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, με χώρο καταστάσεων𝒮 και πίνακα πιθανοτή-
των μετάβασης P = (𝑝𝑖𝑗). Η {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0} είναι θετικά επαναληπτική, αν και μόνο αν, το σύστημα των εξισώσεων
ισορροπίας

𝜋𝑗 = 􏾜
𝑖∈𝒮

𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 , (3.5)

έχει λύση που ικανοποιεί και την εξίσωση κανονικοποίησης

􏾜
𝑗∈𝒮

𝜋𝑗 = 1.

Αν υπάρχει τέτοια λύση 𝜋 = (𝜋𝑗), τότε είναι μοναδική. Επιπλέον, όλες της οι συντεταγμένες είναι θετικές και κάθε
άλλη λύση x = (𝑥𝑗) του συστήματος των εξισώσεων ισορροπίας είναι πολλαπλάσιό της: x = 𝑐𝜋, για κάποιο 𝑐 ∈ ℝ.
Έχουμε:
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(i) Η πιθανότητα 𝜋𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που η Μαρκοβιανή αλυσίδα περνάει στην
κατάσταση 𝑗, δηλαδή,

lim
𝑛→∞

∑𝑛−1
𝑘=0 1{𝑋𝑘=𝑗}

𝑛 = 𝜋𝑗, με πιθανότητα 1, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Δηλαδή, η 𝜋 είναι η οριακή δειγματική ή οριακή εμπειρική κατανομή της {𝑋𝑛}.

(ii) Ηπιθανότητα𝜋𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου που ηΜαρκοβιανή αλυσίδα περνάει
στην κατάσταση 𝑗, δηλαδή,

lim
𝑛→∞

Ε[∑𝑛−1
𝑘=0 1{𝑋𝑘=𝑗}]
𝑛 = 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 .

(iii) Η πιθανότητα 𝜋𝑗 ισούται με τον αντίστροφο του μέσου χρόνου επανόδου στην κατάσταση 𝑗:

𝜋𝑗 =
1
𝑚𝑗
, 𝑗 ∈ 𝒮 .

(iv) Η πιθανότητα 𝜋𝑗 είναι η 𝐶-οριακή πιθανότητα (Cesaro οριακή πιθανότητα) της κατάστασης 𝑗:

lim
𝑛→∞

∑𝑛−1
𝑘=0 𝜋

(𝑘)
𝑗

𝑛 = 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Δηλαδή, η 𝜋 είναι η 𝐶-οριακή κατανομή της {𝑋𝑛}.

(v) Αν η Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι και απεριοδική, τότε η πιθανότητα 𝜋𝑗 είναι η οριακή πιθανότητα της κατά-
στασης 𝑗:

lim
𝑛→∞

𝜋(𝑛)𝑗 = 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Δηλαδή, η 𝜋 είναι η οριακή κατανομή της {𝑋𝑛}.

(vi) Αν ηΜαρκοβιανή αλυσίδα έχει αρχική κατανομή την𝜋, τότε κάθε μεταβατική κατανομή της δίνεται πάλι από
την 𝜋:

𝜋(0) = 𝜋 ⇒ 𝜋(𝑛) = 𝜋, 𝑛 ≥ 0.

Δηλαδή, η 𝜋 είναι η στάσιμη κατανομή της {𝑋𝑛}.

Από το θεώρημα 3.3 γίνεται φανερό ότι η κατανομή 𝜋 φέρει τη σημαντικότερη πληροφορία για τη μακρο-
πρόθεσμη συμπεριφορά μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας διακριτού χρόνου. Αναφέρεται ως οριακή εμπειρική, 𝐶-
οριακή, οριακή και στάσιμη κατανομή της Μαρκοβιανής αλυσίδας, καθώς και ως κατανομή ισορροπίας. Αν η
Μαρκοβιανή αλυσίδα έχει τη στάσιμη κατανομή της ως αρχική, οι μεταβατικές της κατανομές είναι όλες ίσες
με τη στάσιμη (βλέπε (vi)) και η Μαρκοβιανή αλυσίδα λέγεται στάσιμη ή λέμε ότι βρίσκεται σε κατάσταση
στατιστικής ισορροπίας. Διαισθητικά, αυτό σημαίνει ότι έχει περάσει αρκετός χρόνος που το στοχαστικό σύ-
στημα λειτουργεί και η επίδραση της αρχικής του κατάστασης έχει χαθεί και παρουσιάζει ομοιόμορφη συμπε-
ριφορά στο χρόνο. Για τα (ii), (iv) και (v) ισχύουν και οι αντίστοιχοι τύποι που αφορούν τις δεσμευμένες
ποσότητες ως προς την αρχική κατάσταση. Δηλαδή, έχουμε:

lim
𝑛→∞

Ε[∑𝑛−1
𝑘=0 1{𝑋𝑘=𝑗}|𝑋0 = 𝑖]

𝑛 = 𝜋𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

lim
𝑛→∞

∑𝑛−1
𝑘=0 𝑝

(𝑘)
𝑖𝑗

𝑛 = 𝜋𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑛)𝑖𝑗 = 𝜋𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 .
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Μια διαισθητική ερμηνεία του (iv) είναι ότι η στάσιμη πιθανότητα𝜋𝑗 εκφράζει την πιθανότητα ηΜαρκοβιανή
αλυσίδα να βρίσκεται στην κατάσταση 𝑗 μια χρονική στιγμή 𝑘 που έχει επιλεγεί ομοιόμορφα από το χρονικό
διάστημα {0, 1, 2, … , 𝑛 − 1}, για μεγάλο 𝑛. Δηλαδή, ισχύει

lim
𝑛→∞

Pr[𝑋𝐾𝑛 = 𝑗] = 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

όπου η 𝐾𝑛 είναι διακριτή ομοιόμορφη στο {0, 1, 2, … , 𝑛 − 1} και ανεξάρτητη της {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0}. Πράγματι

lim
𝑛→∞

Pr[𝑋𝐾𝑛 = 𝑗] = lim
𝑛→∞

𝑛−1
􏾜
𝑘=0

Pr[𝐾𝑛 = 𝑘]Pr[𝑋𝐾𝑛 = 𝑗|𝐾𝑛 = 𝑘]

= lim
𝑛→∞

𝑛−1
􏾜
𝑘=0

1
𝑛 Pr[𝑋𝑘 = 𝑗]

= lim
𝑛→∞

∑𝑛−1
𝑘=0 𝜋

(𝑘)
𝑗

𝑛 = 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Τα περισσότερα από τα συμπεράσματα τουΘεωρήματος 3.3 μπορούν να δικαιολογηθούν διαισθητικά, πα-
ρότι οι αυστηρές αποδείξεις τους δεν είναι απλές. Π.χ., για μια διαισθητική αιτιολόγηση των (i), (ii), ας συμ-
βολίσουμε με𝜋𝑗 τομακροπρόθεσμοποσοστό του χρόνουπουηΜαρκοβιανήαλυσίδαπερνάει στηνκατάσταση
𝑗. Τότε η ποσότητα 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ρυθμό μεταβάσεων τύπου 𝑗 → 𝑖, δηλαδή,

lim
𝑛→∞

∑𝑛−1
𝑘=0 1{𝑋𝑘=𝑗,𝑋𝑘+1=𝑖}

𝑛 = 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖, 𝑗, 𝑖 ∈ 𝒮 .

Αυτό είναι φανερό αφού η 𝑝𝑗𝑖 εκφράζει το ποσοστό των φορών που η αλυσίδα μετακινείται προς την 𝑖, όταν
βρίσκεται στην 𝑗. Επομένως, η ποσότητα ∑𝑖∈𝒮 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ρυθμό αναχωρήσεων από
την κατάσταση 𝑗, ενώ η ποσότητα ∑𝑖∈𝒮 𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ρυθμό αφίξεων στην κατάσταση
𝑗. Αυτοί οι δυο ρυθμοί θα πρέπει να είναι ίσοι, αφού κάθε άφιξη στην 𝑗 ακολουθείται από μια αναχώρηση από
αυτήν, δηλαδή αφίξεις και αναχωρήσεις στην 𝑗 βρίσκονται σε μια 1-1 αντιστοιχία. Οπότε πρέπει να ισχύει

𝜋𝑗 = 􏾜
𝑖∈𝒮

𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖 = 􏾜
𝑖∈𝒮

𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

δηλαδή τα μακροπρόθεσμα ποσοστά του χρόνου 𝜋𝑗 που η Μαρκοβιανή αλυσίδα περνάει στις διάφορες κατα-
στάσεις πρέπει να ικανοποιούν τις εξισώσεις ισορροπίας.

Για το (iii), παρατηρούμε ότι οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών επισκέψεων σε κάθε συγκεκριμένη κατάσταση 𝑗
μιαςΜαρκοβιανής αλυσίδας είναι ανεξάρτητοι και ισόνομοι, οπότε οι στιγμές επισκέψεων στην 𝑗αντιστοιχούν
στα γεγονότα μιας ανανεωτικής διαδικασίας και μάλιστα είναι αναγεννητικές στιγμές για τη Μαρκοβιανή
αλυσίδα. Εφαρμόζοντας το στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα για την ανανεωτική διαδικασία των επισκέψεων
στην 𝑗, έχουμε ότι ο μακροπρόθεσμος ρυθμός επισκέψεων στην 𝑗, δηλαδή η 𝜋𝑗, ισούται με τον αντίστροφο
του μέσου ενδιάμεσου χρόνου της ανανεωτικής διαδικασίας, που στην περίπτωση μας είναι ο μέσος χρόνος
επανόδου στη 𝑗,𝑚𝑗. Ουσιαστικά, η σχέση αυτή λέει ότι η συχνότητα των επισκέψεων στην κατάσταση 𝑗 είναι
το αντίστροφο μιας περιόδου μεταξύ δυο διαδοχικών επισκέψεων στην 𝑗.

To (iv) είναι μια απλή αναδιατύπωση του (ii), που προκύπτει αφού μπορούμε να εναλλάξουμε τη μέση τιμή
με το άθροισμα. Για το (v), είναι γνωστό ότι αν το όριο μιας ακολουθίας υπάρχει, τότε υπάρχει και το 𝐶-όριό
της και είναι ίσα. Επομένως, αν το όριο της 𝜋(𝑛)𝑗 υπάρχει, τότε θα είναι αναγκαστικά ίσο με 𝜋𝑗, λόγω του (iv).
Η απεριοδικότητα είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει αυτό το όριο.

Τέλος, υπολογίζοντας τις πιθανότητες 𝜋(𝑛+1)𝑗 = Pr[𝑋𝑛+1 = 𝑗], δεσμεύοντας στην𝑋𝑛, έχουμε

𝜋(𝑛+1)𝑗 = 􏾜
𝑖∈𝒮

𝜋(𝑛)𝑖 𝑝𝑖𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 . (3.6)
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Οπότε, αν το όριο lim𝑛→∞ 𝜋(𝑛)𝑗 υπάρχει θα έχουμε

lim
𝑛→∞

𝜋(𝑛+1)𝑗 = lim
𝑛→∞

􏾜
𝑖∈𝒮

𝜋(𝑛)𝑖 𝑝𝑖𝑗 = 􏾜
𝑖∈𝒮

lim
𝑛→∞

𝜋(𝑛)𝑖 𝑝𝑖𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

που δείχνει ότι οι οριακές πιθανότητες lim𝑛→∞ 𝜋(𝑛)𝑗 ικανοποιούν το σύστημα των εξισώσεων ισορροπίας (3.5).
Επίσης, οι εξίσωσεις (3.6), σε συνδυασμό με τις εξισώσεις ισορροπίας (3.5), δείχνουν ότι, αν 𝜋(0)𝑖 = 𝜋𝑖,

𝑖 ∈ 𝒮 , τότε 𝜋(1)𝑖 = 𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝒮 , και επαγωγικά έχουμε 𝜋(𝑛)𝑖 = 𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝒮 , για 𝑛 ≥ 0, οπότε έχουμε το (vi).
Σημειώνουμε, επίσης, ότι, αν ο χώρος καταστάσεων μιας αδιαχώριστης Μαρκοβιανής αλυσίδας διακριτού

χρόνου είναι πεπερασμένος, τότε υπάρχει πάντοτε η στάσιμη κατανομή. Αυτό συμβαίνει, διότι, όπως έχουμε
αναφέρει, οι κλειστές πεπερασμένες κλάσεις επικοινωνίας είναι πάντα θετικά επαναληπτικές.

Μια άλλη χρήσιμη παρατήρηση είναι ότι η στάσιμη κατανομή 𝜋 ικανοποιεί, επίσης, και τις λεγόμενες εξι-
σώσεις γενικευμένης ισορροπίας που απαιτούν ο μακροπρόθεσμος ρυθμός μεταβάσεων που εξέρχονται από
ένα σύνολο καταστάσεων𝒜 να ισούται με τον μακροπρόθεσμο ρυθμό μεταβάσεων που εισέρχονται στο ίδιο
σύνολο, δηλαδή

􏾜
𝑗∈𝒜

􏾜
𝑖∈𝒜 𝑐

𝜋𝑗𝑝𝑗𝑖 = 􏾜
𝑖∈𝒜 𝑐

􏾜
𝑗∈𝒜

𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗, 𝒜 ⊆ 𝒮 .

3.2 Μαρκοβιανές αλυσίδες διακριτού χρόνου με κόστη - Μέσος ρυθμός κόστους

Η εξέλιξη ενός στοχαστικού συστήματος που περιγράφεται από μια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου
συνδέεται, συνήθως, με κάποια δομή κόστους/αμοιβής. Π.χ., η παραμονή σε κάθε κατάσταση ή η μετάβαση
από κατάσταση σε κατάσταση μπορεί να επάγει κόστος. Πιο συγκεκριμένα, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 3.4 (Δομή κόστους σεΜαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου) Έστω {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0}Μαρκοβιανή
αλυσίδα διακριτού χρόνου, με χώρο καταστάσεων𝒮 και πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης P = (𝑝𝑖𝑗).

(i) Μια δομή κόστους παραμονής είναι μια συνάρτηση 𝑐 ∶ 𝒮 → ℝ, που δίνει για κάθε κατάσταση 𝑗 του𝒮 , το
κόστος 𝑐(𝑗) μιας επίσκεψης (δηλαδή, χρονικής μονάδας παραμονής) της {𝑋𝑛} σε αυτήν.

(ii) Μια δομή κόστους μετάβασης είναι μια συνάρτηση 𝑑 ∶ 𝒮 × 𝒮 → ℝ, που δίνει για κάθε μετάβαση 𝑖 → 𝑗
του𝒮 , το κόστος μετάβασης 𝑑(𝑖, 𝑗) που επάγει η {𝑋𝑛}.

Τοπαρακάτωαποτέλεσμα παρέχει έναν εύκολο τρόπο υπολογισμού του μακροπρόθεσμου ρυθμού κόστους.

Θεώρημα 3.4 (Μακροπρόθεσμος ρυθμός κόστους σεΜαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου) Έστω {𝑋𝑛 ∶
𝑛 ≥ 0} Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, με χώρο καταστάσεων 𝒮 και πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης
P = (𝑝𝑖𝑗). Έστω 𝑐 ∶ 𝒮 → ℝ μια δομή κόστους παραμονής και 𝑑 ∶ 𝒮 ×𝒮 → ℝ μια δομή κόστους μετάβασης.
Ορίζουμε

𝐶(𝑛) =
𝑛−1
􏾜
𝑘=0

(𝑐(𝑋𝑘) + 𝑑(𝑋𝑘, 𝑋𝑘+1)), 𝑛 ≥ 0,

το συνολικό κόστος που συσσωρεύεται μέχρι την 𝑛-οστή μετάβαση της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Υποθέτουμε ότι η
{𝑋𝑛} είναι αδιαχώριστη και θετικά επαναληπτική με κατανομή ισορροπίας 𝜋 = (𝜋𝑗 ∶ 𝑗 ∈ 𝒮 ) και

􏾜
𝑗∈𝒮

𝜋𝑗

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝|𝑐𝑗| + 􏾜

𝑘∈𝒮
𝑝𝑗𝑘|𝑑(𝑗, 𝑘)|

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ < ∞.

Τότε:
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(i) Για τον μακροπρόθεσμο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑛→∞

𝐶(𝑛)
𝑛 = 􏾜

𝑗∈𝒮
𝜋𝑗𝑐(𝑗) + 􏾜

𝑗∈𝒮
􏾜
𝑘∈𝒮

𝜋𝑗𝑝𝑗𝑘𝑑(𝑗, 𝑘), με πιθανότητα 1.

(ii) Για τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑛→∞

Ε[𝐶(𝑛)]
𝑛 = 􏾜

𝑗∈𝒮
𝜋𝑗𝑐(𝑗) + 􏾜

𝑗∈𝒮
􏾜
𝑘∈𝒮

𝜋𝑗𝑝𝑗𝑘𝑑(𝑗, 𝑘).

Τοαποτέλεσμα αυτό είναι διαισθητικά εύλογο, αφού η𝜋𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου
που ηΜαρκοβιανή αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση 𝑗, οπότε και το κόστος θα είναι 𝑐(𝑗) για μια χρονική μο-
νάδα. Επομένως ο όρος∑𝑗∈𝒮 𝜋𝑗𝑐(𝑗) εκφράζει το μέσο κόστος παραμονής ανά χρονική μονάδα, δεσμεύοντας
στην κατάσταση που μπορεί να βρίσκεται το σύστημα. Από την άλλη μεριά, η 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑘 εκφράζει το μακροπρό-
θεσμο ρυθμό μεταβάσεων από την 𝑗 στην 𝑘. Κάθε τέτοια μετάβαση επάγει κόστος 𝑑(𝑗, 𝑘). Επομένως, ο όρος
∑𝑗∈𝒮 ∑𝑘∈𝒮 𝜋𝑗𝑝𝑗𝑘𝑑(𝑗, 𝑘) εκφράζει το μέσο κόστος μεταβάσεων ανά χρονική μονάδα, δεσμεύοντας στην κατά-
σταση 𝑗 που μπορεί να βρίσκεται το σύστημα και στην κατάσταση 𝑘 στην οποία μεταβαίνει.

3.3 Επισκόπηση των Μαρκοβιανών αλυσίδων συνεχούς χρόνου

Για την περιγραφή της κατάστασης ενός στοχαστικού δυναμικού συστήματος με διακριτό χώρο καταστάσεων
σε συνεχή χρόνο, το απλούστερο μοντέλο είναι μια Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου. Κατ’ αναλογία
με τις Μαρκοβιανές αλυσίδες διακριτού χρόνου, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 3.5 (Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου) Μιαστοχαστική διαδικασία {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} είναιΜαρ-
κοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου με χώρο καταστάσεων𝒮 αν

(i) 𝑋(𝑡) ∈ 𝒮 , 𝑡 ≥ 0, και𝒮 αριθμήσιμο,

(ii) Pr[𝑋(𝑡 + 𝑠) = 𝑗|𝑋(𝑢), 0 ≤ 𝑢 < 𝑠, 𝑋(𝑠) = 𝑖] = Pr[𝑋(𝑡 + 𝑠) = 𝑗|𝑋(𝑠) = 𝑖], 𝑡, 𝑠 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 (Μαρκοβιανή
ιδιότητα).

Η πιθανότητα 𝑝𝑖𝑗(𝑠, 𝑠 + 𝑡) = Pr[𝑋(𝑡 + 𝑠) = 𝑗|𝑋(𝑠) = 𝑖] αναφέρεται ως πιθανότητα μετάβασης από την 𝑖 στη 𝑗 σε
χρόνο 𝑡 τη στιγμή 𝑠. Αν δεν εξαρτάται από το 𝑠 ηΜαρκοβιανή αλυσίδα αναφέρεται ως ομογενής. Τότε συμβολίζουμε
την 𝑝𝑖𝑗(𝑠, 𝑠 + 𝑡) με 𝑝𝑖𝑗(𝑡). Ο πίνακας

P(𝑡) = (𝑝𝑖𝑗(𝑡)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝00(𝑡) 𝑝01(𝑡) 𝑝02(𝑡) ⋯
𝑝10(𝑡) 𝑝11(𝑡) 𝑝12(𝑡) ⋯
𝑝20(𝑡) 𝑝21(𝑡) 𝑝22(𝑡) ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

αναφέρεται ως πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης της Μαρκοβιανής αλυσίδας (έχοντας υποθέσει, δίχως βλάβη της
γενικότητας, ότι𝒮 = {0, 1, 2, …}). Είναι φανερό ότι P(0) = Ι, αφού

𝑝𝑖𝑗(0) = 􏿼
1 αν 𝑖 = 𝑗,
0 αν 𝑖 ≠ 𝑗.

Η συνάρτηση πιθανότητας p(0) = (𝑝𝑖(0) ∶ 𝑖 ∈ 𝒮 ) με 𝑝𝑖(0) = Pr[𝑋(0) = 𝑖], 𝑖 ∈ 𝒮 , αναφέρεται ως αρχική
κατανομή της Μαρκοβιανής αλυσίδας.
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Η συνάρτηση πιθανότητας p(0) θεωρείται διάνυσμα-στήλη όπως είναι ο κανόνας και για όλα τα άλλα δια-
νύσματα που εμφανίζονται στο παρόν σύγγραμμα. Όταν χρειάζεται να εμφανιστούν ως διανύσματα-γραμμές
χρησιμοποιούμε τον ανάστροφο. Π.χ. το διάνυσμα-γραμμή της αρχικής κατανομής της Μαρκοβιανής αλυσί-
δας συμβολίζεται ως (p(0))𝑇 .

Η Μαρκοβιανή ιδιότητα εκφράζει την απαίτηση το παρελθόν και το μέλλον της διαδικασίας να είναι ανε-
ξάρτητα, δοθέντος του παρόντος. Αυτό σημαίνει ότι η κατάσταση μιας Μαρκοβιανής διαδικασίας περιέχει
όλη την πληροφορία που χρειάζεται για να προβλεφθεί πιθανοθεωρητικά η μελλοντική εξέλιξή της, χωρίς να
χρειάζεται επιπλέον πληροφορία για το πώς έφθασε μέχρι την παρούσα κατάσταση.

Σε ό,τι ακολουθεί θα περιοριστούμε σε ομογενείς Μαρκοβιανές αλυσίδες. Η {𝑋(𝑡)} είναι πλήρως καθορι-
σμένη, αν δίνονται η αρχική κατανομή της (𝑝𝑖(0) ∶ 𝑖 ∈ 𝒮 ) με

𝑝𝑖(0) = Pr[𝑋(0) = 𝑖], 𝑖 ∈ 𝒮 ,

και οι πίνακες πιθανοτήτων μετάβασης. Ειδικότερα, θα δούμε ότι μπορούμε να προσδιορίσουμε τις πιθανότη-
τες 𝑝𝑗(𝑡) = Pr[𝑋(𝑡) = 𝑗]. Η συνάρτηση πιθανότητας p(𝑡) = (𝑝𝑖(𝑡) ∶ 𝑖 ∈ 𝒮 ) με 𝑝𝑖(𝑡) = Pr[𝑋(𝑡) = 𝑖] αναφέρεται
ως η μεταβατική κατανομή της Μαρκοβιανής αλυσίδας τη στιγμή 𝑡.

Το πρόβλημα που υπάρχει είναι ότι αντίθετα με τον διακριτό χρόνο όπου χρειαστήκαμε μόνο έναν πίνακα
μετάβασης, τον P = (𝑝𝑖𝑗), εδώ χρειαζόμαστε άπειρους πίνακες μετάβασης, τους P(𝑡) = (𝑝𝑖𝑗(𝑡)), έναν για κάθε
𝑡 ≥ 0. Αυτό συμβαίνει διότι δεν υπάρχει εδώ πίνακας πιθανοτήτων 1ης τάξης, καθώς ο χρόνος είναι συνεχής
και επομένως διαιρετός επ’ άπειρον. Για να υπολογιστούν οι πίνακεςP(𝑡) χρειαζόμαστε την έννοια των ρυθμών
μετάβασης που περιγράφουν την «τοπική συμπεριφορά» μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου για
«μικρά» 𝑡. Για μια Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου αποδεικνύεται ότι υπάρχουν τα όρια

𝑞𝑖𝑗 = lim
ℎ→0+

𝑝𝑖𝑗(ℎ)
ℎ = 𝑝′𝑖𝑗(0), 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 με 𝑖 ≠ 𝑗,

𝑞𝑖 = lim
ℎ→0+

1 − 𝑝𝑖𝑖(ℎ)
ℎ = −𝑝′𝑖𝑖(0), 𝑖 ∈ 𝒮 ,

που αναφέρονται αντίστοιχα ως ο ρυθμός μετάβασης από την κατάσταση 𝑖 στην κατάσταση 𝑗 και ως ο ρυθμός
εξόδου από την κατάσταση 𝑖. Προφανώς ισχύει

𝑞𝑖 =􏾜
𝑗≠𝑖

𝑞𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝒮 ,

αφού∑𝑗 𝑝𝑖𝑗(ℎ) = 1. Εναλλακτικά, μπορούμε να σκεφτόμαστε ότι

𝑝𝑖𝑗(ℎ) = 𝑞𝑖𝑗ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+, 𝑗 ≠ 𝑖,
𝑝𝑖𝑖(ℎ) = 1 − 𝑞𝑖ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+,

όπου 𝑜(ℎ) κάποια συνάρτηση του ℎ τέτοια ώστε 𝑜(ℎ)/ℎ → 0, καθώς ℎ → 0+. Επομένως οι ρυθμοί 𝑞𝑖𝑗 πράγματι
καθορίζουν την «τοπική συμπεριφορά» της {𝑋(𝑡)}, από την οποία μπορούν να συναχθούν οι 𝑝𝑖𝑗(𝑡) για οποιο-
δήποτε 𝑡. Οπότε, μιαΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου μπορεί να περιγραφεί από την αρχική κατανομή
της και τον πίνακα ρυθμών μετάβασης

Q = 􏿴𝑝′𝑖𝑗(0)􏿷 = (𝑞𝑖𝑗) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝑞0 𝑞01 𝑞02 ⋯
𝑞10 −𝑞1 𝑞12 ⋯
𝑞20 𝑞21 −𝑞2 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Ο πίνακας αυτός αναφέρεται και ως απειροστικός ή απειροστός γεννήτορας της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Τα
εκτός διαγωνίου στοιχεία του είναι μη-αρνητικά, ενώ τα διαγώνια είναι μη-θετικά (ένα διαγώνιο στοιχείο 𝑞𝑖𝑖
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είναι 0 μόνο αν η κατάσταση 𝑖 είναι απορροφητική, δηλαδή μετά από μια είσοδο σε αυτήν η αλυσίδα παραμένει
για πάντα εκεί). Επιπλέον, τα αθροίσματα των γραμμών του πίνακα είναι όλα 0, αφού∑𝑗 𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 1. Ο πίνακας
Q πολλές φορές παριστάνεται γραφικά με το λεγόμενο διάγραμμα ρυθμών μετάβασης. Το διάγραμμα είναι ένα
γράφημα, όπου οι κορυφές (κόμβοι) είναι οι καταστάσεις της Μαρκοβιανής αλυσίδας και οι διατεταγμένες
ακμές (βέλη) αντιστοιχούν στις μεταβάσεις. Κάθε διατεταγμένη ακμή έχει μια ετικέτα που δίνει τον ρυθμό
της αντίστοιχης μετάβασης. Για παράδειγμα το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης μιας Μαρκοβιανής αλύσίδας
με 4 καταστάσεις 0, 1, 2 και 3 δίνεται στο σχήμα 3.1.

Σχήμα 3.1: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας με χώρο καταστάσεων {0, 1, 2, 3}.

Σχετικά με τη μεταβατική συμπεριφορά των Μαρκοβιανών αλυσίδων συνεχούς χρόνου, δηλαδή τη συ-
μπεριφορά τους για ένα πεπερασμένο χρόνο 𝑡 μετά την έναρξη της παρατήρησής τους, έχουμε το ακόλουθο
αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3.5 (Βασικοί υπολογισμοί σε πεπερασμένη χρονική στιγμή) ΈστωΜαρκοβιανήαλυσίδα συνεχούς
χρόνου {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0}, με χώρο καταστάσεων𝒮 , αρχική κατανομή p(0) = (𝑝𝑖(0)) και πίνακα ρυθμών μετάβασης
Q = 􏿴𝑝′𝑖𝑗(0)􏿷 = (𝑞𝑖𝑗). Έστω επίσης P(𝑡) = (𝑝𝑖𝑗(𝑡)). Τότε έχουμε:

(i) Η πιθανότητα μιας συγκεκριμένης διαδοχής καταστάσεων σε συγκεκριμένες χρονικές στιγμές 0 < 𝑡1 < 𝑡2 <
⋯ < 𝑡𝑛 είναι:

Pr[𝑋(0) = 𝑖0, 𝑋(𝑡1) = 𝑖1, 𝑋(𝑡2) = 𝑖2, … , 𝑋(𝑡𝑛) = 𝑖𝑛]
= 𝑝𝑖0(0)𝑝𝑖0𝑖1(𝑡1)𝑝𝑖1𝑖2(𝑡2 − 𝑡1)⋯𝑝𝑖𝑛−1𝑖𝑛(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1).

(ii) Οι πιθανότητες μετάβασης 𝑡-οστής τάξης ικανοποιούν τις σχέσεις

𝑝𝑖𝑗(0) = 𝛿𝑖𝑗,
𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 􏾜

𝑟∈𝒮
𝑝𝑖𝑟(𝑠)𝑝𝑟𝑗(𝑡 − 𝑠), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡,

που γράφονται σε πινακική μορφή

P(0) = I,
P(𝑡) = P(𝑠)P(𝑡 − 𝑠), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡.

(iii) Οι πιθανότητες μετάβασης 𝑡-οστής τάξης είναι η λύση του συστήματος (προδρομικών) εξισώσεων Chapman
- Kolmogorov:

𝑝𝑖𝑗(0) = 𝛿𝑖𝑗,
𝑝′𝑖𝑗(𝑡) = −𝑝𝑖𝑗(𝑡)𝑞𝑗 +􏾜

𝑘≠𝑗
𝑝𝑖𝑘(𝑡)𝑞𝑘𝑗, 𝑡 ≥ 0, (3.7)
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που γράφονται σε πινακική μορφή

P(0) = I,
P′(𝑡) = P(𝑡)Q, 𝑡 ≥ 0.

Επομένως,

P(𝑡) = 𝑒Q𝑡 =
∞
􏾜
𝑛=0

Q𝑛 𝑡𝑛
𝑛! , 𝑡 ≥ 0.

(iv) Οι μεταβατικές πιθανότητες 𝑝𝑗(𝑡) = Pr[𝑋(𝑡) = 𝑗], 𝑗 ∈ 𝒮 , υπολογίζονται από τη σχέση

𝑝𝑗(𝑡) = 􏾜
𝑖∈𝒮

𝑝𝑖(0)𝑝𝑖𝑗(𝑡),

και επομένως ικανοποιούν το σύστημα των εξισώσεων Chapman - Kolmogorov

𝑝′𝑗 (𝑡) = −𝑝𝑗(𝑡)𝑞𝑗 +􏾜
𝑘≠𝑗

𝑝𝑘(𝑡)𝑞𝑘𝑗, 𝑡 ≥ 0, (3.8)

που γράφεται σε πινακική μορφή

􏿴p′(𝑡)􏿷
𝑇

= 􏿴p(𝑡)􏿷
𝑇
Q, 𝑡 ≥ 0.

Επομένως,
(p(𝑡))𝑇 = (p(0))𝑇P(𝑡) = (p(0))𝑇𝑒Q𝑡, 𝑡 ≥ 0.

Το (i) αποδεικνύεται εύκολα χρησιμοποιώντας τον πολλαπλασιαστικό τύπο για τον υπολογισμό της πιθα-
νότητας τομής ενδεχομένων και εφαρμόζοντας τη Μαρκοβιανή ιδιότητα. Η σχέση για το 𝑝𝑖𝑗(0) στο (ii) είναι
προφανής, ενώ η σχέση για το 𝑝𝑖𝑗(𝑡), προκύπτει με δέσμευση στην τιμή 𝑟 της 𝑋(𝑠) για κάποιο 𝑠 ∈ (0, 𝑡] και
εφαρμογή του θεωρήματος ολικής πιθανότητας. Όσον αφορά την (iii), χρησιμοποιούμε την (ii) και κοιτάμε
την εξέλιξη της Μαρκοβιανής αλυσίδας στο διάστημα (0, 𝑡 + ℎ], για ℎ → 0+. Έχουμε

𝑝𝑖𝑗(𝑡 + ℎ) = 􏾜
𝑘
𝑝𝑖𝑘(𝑡)𝑝𝑘𝑗(ℎ)

= 𝑝𝑖𝑗(𝑡)(1 − 𝑞𝑗ℎ) +􏾜
𝑘≠𝑗

𝑝𝑖𝑘(𝑡)𝑞𝑘𝑗ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+

οπότε
𝑝𝑖𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝑝𝑖𝑗(𝑡)

ℎ = −𝑝𝑖𝑗(𝑡)𝑞𝑗 +􏾜
𝑘≠𝑗

𝑝𝑖𝑘(𝑡)𝑞𝑘𝑗 +
𝑜(ℎ)
ℎ , ℎ → 0+.

Παίρνοντας ℎ → 0+ συνάγουμε τις διαφορικές εξισώσεις (3.7).Ηπινακική μορφή τους είναι άμεση και η λύση
τους προκύπτει από τη θεωρία των γραμμικών διαφορικών εξισώσεων με σταθερούς συντελεστές (δείτε π.χ.,
Elaydi 2006). Αν εξετάσουμε την εξέλιξη της Μαρκοβιανής αλυσίδας στο διάστημα (0, 𝑡 + ℎ] για ℎ → 0+,
αλλά εφαρμόσουμε το θεώρημα ολικής πιθανότητας κοιτώντας την κατάσταση τη στιγμή ℎ τότε προκύπτει
αρχικά η εξίσωση

𝑝𝑖𝑗(𝑡 + ℎ) = 􏾜
𝑘
𝑝𝑖𝑘(ℎ)𝑝𝑘𝑗(𝑡).

Προχωρώνταςπαρόμοια τους υπολογισμούς όπωςπιο πάνωπροκύπτουν κάποιες διαφορικές εξισώσεις, δυϊκές
των (3.7) που αναφέρονται ως οπισθοδρομικές εξισώσεις Chapman-Kolmogorov. Η πινακική τους μορφή
είναι

P(0) = I,
P′(𝑡) = QP(𝑡), 𝑡 ≥ 0,
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και καταλήγουν και πάλι στην ίδια λύση με τις προδρομικές εξισώσεις (3.7).
Για το (iv) χρησιμοποιούμε το θεώρημα ολικής πιθανότητας δεσμεύοντας στην τιμή 𝑖 της𝑋(0).Με τον ίδιο

τρόπο προκύπτουν οι εξισώσεις Chapman - Kolmogorov για τις μεταβατικές πιθανότητες, ξεκινώντας από
τις αντίστοιχες εξισώσεις για τις πιθανότητες μετάβασης 𝑡-οστής τάξης και εφαρμόζοντας το θεώρημα ολικής
πιθανότητας.

Μπορούμε, τώρα, να προχωρήσουμε στη μελέτη των χρόνων παραμονής μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας συ-
νεχούς χρόνου στις διάφορες καταστάσεις. Αυτή θα μας οδηγήσει σε κριτήρια, εναλλακτικά του ορισμού, για
το πότε μια στοχαστική διαδικασία είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου και επιπλεόν θα χρειαστεί
για τον υπολογισμό πιθανοτήτων και μέσων χρόνων απορρόφησης σε σύνολα καταστάσεων.

Θεώρημα 3.1 (Χρόνος παραμονής σε κατάστασηΜαρκοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου) ΈστωΜαρ-
κοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0}, με πίνακα ρυθμών μετάβασης Q = (𝑞𝑖𝑗). Ο χρόνος παραμονής
𝑇𝑖 σε μια κατάσταση 𝑖 πριν από κάποια μετάβαση σε κατάσταση 𝑗 ≠ 𝑖 είναι εκθετικός με παράμετρο 𝑞𝑖.

Πράγματι έχουμε ότι η δεσμευμένη πιθανότητα

Pr[𝑇𝑖 > 𝑡 + ℎ|𝑇𝑖 > 𝑡] = Pr[𝑋(𝑡 + ℎ) = 𝑖|𝑋(𝑡) = 𝑖] + 𝑜(ℎ)
= 𝑝𝑖𝑖(ℎ) + 𝑜(ℎ) = 1 − 𝑞𝑖ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+

δεν εξαρτάται από το 𝑡, οπότε η 𝑇𝑖 έχει την αμνήμονη ιδιότητα και άρα έχει εκθετική κατανομή. Έστω 𝐹𝑇𝑖(𝑡)
η συνάρτηση κατανομής και 𝑓𝑇𝑖(𝑡) = 𝐹′𝑇𝑖(𝑡) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της 𝑇𝑖. Τότε, η παραπάνω
σχέση δίνει ότι

Pr[𝑡 < 𝑇𝑖 ≤ 𝑡 + ℎ|𝑇𝑖 > 𝑡] = 𝑞𝑖ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+

⇒ Pr[𝑡 < 𝑇𝑖 ≤ 𝑡 + ℎ]
Pr[𝑇𝑖 > 𝑡] = 𝑞𝑖ℎ + 𝑜(ℎ), ℎ → 0+

⇒ lim
ℎ→0+

Pr[𝑡 < 𝑇𝑖 ≤ 𝑡 + ℎ]
ℎPr[𝑇𝑖 > 𝑡] = 𝑞𝑖

⇒
𝑓𝑇𝑖(𝑡)

1 − 𝐹𝑇𝑖(𝑡)
= −

𝑑
𝑑𝑡 (1 − 𝐹𝑇𝑖(𝑡))
1 − 𝐹𝑇𝑖(𝑡)

= 𝑞𝑖

⇒ 𝑑
𝑑𝑡(log(1 − 𝐹𝑇𝑖(𝑡))) = −𝑞𝑖

Επομένως, έχουμε ότι log(1 − 𝐹𝑇𝑖(𝑡)) = −𝑞𝑖𝑡 που δίνει 𝐹𝑇𝑖(𝑡) = 1 − 𝑒−𝑞𝑖𝑡, 𝑡 ≥ 0, δηλαδή η 𝑇𝑖 είναι Exp(𝑞𝑖).
Όταν η {𝑋(𝑡)}φύγει από κάποια κατάσταση 𝑖, η επόμενη κατάσταση θα είναι η 𝑗 ≠ 𝑖 με πιθανότητα 𝑝𝑖𝑗 =

𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖
.

Πράγματι, για την πιθανότητα αυτή έχουμε

lim
ℎ→0+

Pr[𝑋(𝑡 + ℎ) = 𝑗|𝑋(𝑡) = 𝑖, 𝑋(𝑡 + ℎ) ≠ 𝑖]

= lim
ℎ→0+

Pr[𝑋(𝑡) = 𝑖, 𝑋(𝑡 + ℎ) = 𝑗]
Pr[𝑋(𝑡) = 𝑖, 𝑋(𝑡 + ℎ) ≠ 𝑖] = lim

ℎ→0+
Pr[𝑋(𝑡 + ℎ) = 𝑗|𝑋(𝑡) = 𝑖]
Pr[𝑋(𝑡 + ℎ) ≠ 𝑖|𝑋(𝑡) = 𝑖]

= lim
ℎ→0+

𝑞𝑖𝑗ℎ + 𝑜(ℎ)
𝑞𝑖ℎ + 𝑜(ℎ) =

𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖
, 𝑗 ≠ 𝑖.

Επομένως, ένας εναλλακτικός τρόπος για να σκεφτόμαστε την εξέλιξη μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας συνε-
χούς χρόνου, με βάση ρυθμούς είναι ότι, όντας σε μια κατάσταση 𝑖, μένει σε αυτήν για εκθετικό χρονο 𝑞𝑖 και
κατόπιν μεταβαίνει σε κάποια κατάσταση 𝑗 ≠ 𝑖 με πιθανότητα 𝑞𝑖𝑗

𝑞𝑖
.

Από τις ιδιότητες εκθετικής κατανομής, γνωρίζουμε ότι αν 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑘 είναι ανεξάρτητες εκθετικές τυ-
χαίες μεταβλητές με παραμέτρους 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘, αντίστοιχα, τότε η min(𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑘) είναι επίσης εκθετική
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Κατάσταση Επόμενη κατάσταση Χρόνος
𝑛 ≥ 0 𝑛 + 1 𝑇𝑛,𝑛+1 ∼ Exp(𝜆)

Πίνακας 3.1: Πίνακας μεταβάσεων στοχαστικής διαδικασίας Poisson.

με παράμετρο∑𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖. Επιπλέον, το ενδεχόμενο {𝑇𝑗 = min(𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑘)} είναι ανεξάρτητο της τυχαίας με-

ταβλητής min(𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑘) και ισχύει ότι Pr[𝑇𝑗 = min(𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑘)] = 𝜆𝑗/∑
𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖. Με βάση την ιδιότητα

αυτή, μπορούμε να συνάγουμε το ακόλουθο κριτήριο για το πότε μια στοχαστική διαδικασία είναι Μαρκο-
βιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου.

Θεώρημα 3.6 (ΚριτήριοΜαρκοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου) Έστω {𝑋(𝑡)} μια στοχαστική διαδικα-
σία με αριθμήσιμο (διακριτό) χώρο καταστάσεων𝒮 και δοθέντος ότι 𝑋(𝑡) = 𝑖,

(i) υπάρχουν χρόνοι 𝑇𝑖𝑘 για 𝑘 ∈ 𝒮 ⧵ {𝑖}, όπου ο χρόνος 𝑇𝑖𝑘 έχει την κατανομή Exp(𝑞𝑖𝑘), 𝑘 ∈ 𝒮 ⧵ {𝑖},

(ii) ο χρόνος που θα γίνει η επόμενη μετάβαση είναι min𝑘 𝑇𝑖𝑘 και η κατάσταση 𝑗 στην οποία πηγαίνει η {𝑋(𝑡)}
είναι αυτή για την οποία 𝑇𝑖𝑗 = min𝑘 𝑇𝑖𝑘.

Τότε η {𝑋(𝑡)} είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου με χώρο καταστάσεων𝒮 και πίνακα ρυθμών μετάβασης
Q = (𝑞𝑖𝑗).

Με άλλα λόγια, μιαΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου χαρακτηρίζεται από το ότι οποιαδήποτε κατά-
σταση είναι συνδεδεμένη με έναν αριθμό γεγονότων, τα οποία συμβαίνουν μετά από εκθετικά κατανεμημένο
χρόνο και η αλυσίδα μεταβαίνει σε μια νέα κατάσταση όταν συμβεί το γεγονός που συνδέεται με αυτή.

Ένας άλλος τρόπος να σκεφτόμαστε αυτή τη διαδικασία είναι ότι όταν ηαλυσίδαβρίσκεται στην κατάσταση
𝑖 τότε λειτουργούν «ρολόγια-ξυπνητήρια», ένα για κάθε κατάσταση 𝑘 ≠ 𝑖, που θα «χτυπήσουν» μετά από
εκθετικούς χρόνους με παραμέτρους 𝑞𝑖𝑘. Όταν χτυπήσει το πρώτο ξυπνητήρι η αλυσίδα πηγαίνει στην κατά-
σταση που αντιστοιχεί σε αυτό, έστω στην 𝑗, οπότε ξεκινάνε να λειτουργούν νέα «ρολόγια-ξυπνητήρια», ένα
για κάθε κατάσταση 𝑘 ≠ 𝑗, κ.ο.κ.

Το κριτήριο αυτό μας επιτρέπει να ελέγχουμε εύκολα κατά πόσο μια στοχαστική διαδικασία που περιγρά-
φει την εξέλιξη ενός συστήματος σε συνεχή χρόνο είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου. Στα επόμενα
κεφάλαια του βιβλίου παρουσιάζονται πολλά παραδείγματα που δείχνουν τη χρήση αυτού του κριτηρίου. Κά-
ποια πρώτα παραδείγματα δίνονται αμέσως παρακάτω.

Παράδειγμα 3.1 (Η στοχαστική διαδικασία Poisson) Έστωότι𝑋(𝑡) είναι το πλήθος τωνγεγονότωνστο (0, 𝑡]
μιας διαδικασίας Poisson με ρυθμό 𝜆. Τότε για τη στοχαστική διαδικασία {𝑋(𝑡)} έχουμε ότι ο χώρος καταστάσεων
είναι ο 𝒮 = ℕ0, δηλαδή αριθμήσιμος. Επιπλέον, δεδομένου ότι οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών αφίξεων είναι ανε-
ξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με την κατανομή Exp(𝜆), σχετικά με τις μεταβάσεις έχουμε τον πίνακα 3.1.

Αφού όλοι οι χρόνοι είναι εκθετικοί έχουμε ότι η {𝑋(𝑡)} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου με πίνακα
ρυθμών μετάβασης

Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝜆 𝜆 0 ⋯
0 −𝜆 𝜆 ⋯
0 0 −𝜆 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

και διάγραμμα ρυθμών μετάβασης που δίνεται στο σχήμα 3.2.
Οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov για τη μεταβατική κατανομή είναι

𝑝′0(𝑡) = −𝜆𝑝0(𝑡),
𝑝′𝑛(𝑡) = −𝜆𝑝𝑛(𝑡) + 𝜆𝑝𝑛−1(𝑡), 𝑛 ≥ 1.
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Σχήμα 3.2: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης διαδικασίας Poisson.

Κατάσταση Επόμενη κατάσταση Χρόνος
0 1 𝑇01 ∼ Exp(𝜆)
1 0 𝑇10 ∼ Exp(𝜇)

Πίνακας 3.2: Πίνακας μεταβάσεων M/M/1/1 ουράς.

Παράδειγμα 3.2 (ΗM/M/1/1 ουρά) Η M/M/1/1 ουρά είναι ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη,
χωρίς χώρο αναμονής, όπου οι πελάτες έρχονται σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και έχουν
χρόνους εξυπηρέτησης που ακολουθούν την Exp(𝜇) κατανομή. Έστω 𝑋(𝑡) το πλήθος των πελατών τη στιγμή 𝑡.
Τότε για τη στοχαστική διαδικασία {𝑋(𝑡)} έχουμε ότι ο χώρος καταστάσεων είναι ο𝒮 = {0, 1} και σχετικά με τις
μεταβάσεις έχουμε τον πίνακα 3.2.

Αφού όλοι οι χρόνοι είναι εκθετικοί έχουμε ότι η {𝑋(𝑡)} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου με πίνακα
ρυθμών μετάβασης

Q = 􏿶
−𝜆 𝜆
𝜇 −𝜇 􏿹 ,

και διάγραμμα ρυθμών μετάβασης που δίνεται στο σχήμα 3.3.

Σχήμα 3.3: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης M/M/1/1 ουράς.

Οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov για τη μεταβατική κατανομή είναι

𝑝′0(𝑡) = −𝜆𝑝0(𝑡) + 𝜇𝑝1(𝑡),
𝑝′1(𝑡) = −𝜇𝑝1(𝑡) + 𝜆𝑝0(𝑡).

Παράδειγμα 3.3 (ΗM/M/1 ουρά) Η M/M/1 ουρά είναι ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη και
άπειρο χώρο αναμονής, όπου οι πελάτες έρχονται σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό αφίξεων𝜆 και έχουν
χρόνους εξυπηρέτησης που ακολουθούν την Exp(𝜇) κατανομή. Έστω 𝑋(𝑡) το πλήθος των πελατών τη στιγμή 𝑡.
Τότε για τη στοχαστική διαδικασία {𝑋(𝑡)} έχουμε ότι ο χώρος καταστάσεων είναι ο 𝒮 = ℕ0 και σχετικά με τις
μεταβάσεις έχουμε τον πίνακα 3.3.

Αφού όλοι οι χρόνοι είναι εκθετικοί έχουμε ότι η {𝑋(𝑡)} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου με πίνακα
ρυθμών μετάβασης

Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝜆 𝜆 0 ⋯
𝜇 −(𝜆 + 𝜇) 𝜆 ⋯
0 𝜇 −(𝜆 + 𝜇) ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

και διάγραμμα ρυθμών μετάβασης που δίνεται στο σχήμα 3.4.
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Κατάσταση Επόμενη κατάσταση Χρόνος
0 1 𝑇01 ∼ Exp(𝜆)
𝑛 ≥ 1 𝑛 + 1 𝑇𝑛,𝑛+1 ∼ Exp(𝜆)

𝑛 − 1 𝑇𝑛,𝑛−1 ∼ Exp(𝜇)

Πίνακας 3.3: Πίνακας μεταβάσεων M/M/1 ουράς.

Σχήμα 3.4: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης M/M/1 ουράς.

Οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov για τη μεταβατική κατανομή είναι

𝑝′0(𝑡) = −𝜆𝑝0(𝑡) + 𝜇𝑝1(𝑡),
𝑝′𝑛(𝑡) = −(𝜆 + 𝜇)𝑝𝑛(𝑡) + 𝜆𝑝𝑛−1(𝑡) + 𝜇𝑝𝑛+1(𝑡), 𝑛 ≥ 1.

Παράδειγμα 3.4 (ΗD/M/1 ουρά) ΗD/M/1ουρά είναι ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτημε άπειρο
χώρο αναμονής, όπου οι πελάτες έρχονται σύμφωνα με μια ντετερμινιστική διαδικασία αφίξεων με σταθερούς ενδιά-
μεσους χρόνους (ίσους με 1

𝜆) και έχουν χρόνους εξυπηρέτησης που ακολουθούν την Exp(𝜇) κατανομή. Έστω𝑋(𝑡)
το πλήθος των πελατών τη στιγμή 𝑡. Τότε για τη στοχαστική διαδικασία {𝑋(𝑡)} έχουμε ότι ο χώρος καταστάσεων
είναι ο𝒮 = ℕ0 και σχετικά με τις μεταβάσεις έχουμε τον πίνακα 3.4.

Αφού έστω κι ένας χρόνος δεν είναι εκθετικός έχουμε ότι η {𝑋(𝑡)} δεν είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς
χρόνου.

Όσον αφορά τις έννοιες της προσπελασιμότητας, της επικοινωνίας, της επαναληπτικότητας (θετικής και
μηδενικής) και της παροδικότητας, οι ορισμοί και τα βασικά αποτελέσματα είναι εντελώς ανάλογα με την πε-
ρίπτωση των Μαρκοβιανών αλυσίδων διακριτού χρόνου. Οι έννοιες της περιοδικότητας και την απεριοδικό-
τητας δεν υπάρχουν βέβαια εδώ, αφού ο χρόνος είναι άπειρα διαιρετός. Παρακάτω περιγράφουμε τις έννοιες
αυτές στο πλαίσιο των Μαρκοβιανών αλυσίδων συνεχούς χρόνου.

Δοθείσης μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου και δυο καταστάσεων 𝑖, 𝑗 λέμε ότι η 𝑗 είναι προ-
σπελάσιμη από την 𝑖 (συμβολικά 𝑖 → 𝑗), αν υπάρχει 𝑡 ≥ 0 τέτοιο ώστε 𝑝𝑖𝑗(𝑡) > 0. Αυτό αποδεικνύεται ότι είναι
ισοδύναμο με την ύπαρξη μονοπατιού

𝑖 = 𝑖0 → 𝑖1 → 𝑖2 →⋯→ 𝑖𝑛 = 𝑗,

με 𝑞𝑖0𝑖1𝑞𝑖1𝑖2 ⋯𝑞𝑖𝑛−1𝑖𝑛 > 0. Αν η 𝑖 είναι προσπελάσιμη από την 𝑗, και, αντίστροφα, η 𝑗 είναι προσπελάσιμη από
την 𝑖, λέμε ότι οι 𝑖, 𝑗 επικοινωνούν (συμβολικά 𝑖 ↔ 𝑗). Η επικοινωνία είναι σχέση ισοδυναμίας και επομένως ο

Κατάσταση Επόμενη κατάσταση Χρόνος
0 1 𝑇01 ≁ Exp
𝑛 ≥ 1 𝑛 + 1 𝑇𝑛,𝑛+1 ≁ Exp

𝑛 − 1 𝑇𝑛,𝑛−1 ∼ Exp(𝜇)

Πίνακας 3.4: Πίνακας μεταβάσεων D/M/1 ουράς.
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χώρος καταστάσεων διαμερίζεται σε κλάσεις επικοινωνίας (αδιαχώριστες κλάσεις), όπου όλες οι καταστάσεις
μιας κλάσης επικοινωνούν μεταξύ τους. Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου λέγεται αδιαχώριστη,
αν έχει μόνο μια κλάση επικοινωνίας, δηλαδή όλες οι καταστάσεις επικοινωνούν μεταξύ τους, διαφορετικά
λέγεται διαχωρίσιμη. Μια κλάση επικοινωνίας𝒞 ⊆ 𝒮 λέγεται κλειστή αν δεν υπάρχουν 𝑖 ∈ 𝒞 και 𝑗 ∉ 𝒞 , με
𝑝𝑖𝑗 > 0, αλλιώς λέγεται ανοικτή. Αν μια Μαρκοβιανή αλυσίδα εισέλθει κάποια στιγμή σε μια κλειστή κλάση,
λέμε ότι απορροφήθηκε σε αυτήν, αφού είναι αδύνατο να ξαναβγεί. Δοθέντος ενός συνόλου καταστάσεων
μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου, μπορούμε να υπολογίσουμε τις πιθανότητες εισόδου σε αυτό,
ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας, καθώς και τους αντίστοιχους μέσους
χρόνους πρώτης εισόδου. Στην περίπτωση που το σύνολο καταστάσεων είναι μια κλειστή κλάση επικοινωνίας
της Μαρκοβιανής αλυσίδας, τότε η Μαρκοβιανή αλυσίδα δεν θα βγεί από το σύνολο από τη στιγμή που θα
εισέλθει σε αυτό, επομένως, μιλάμε για πιθανότητες απορρόφησης και για μέσους χρόνους απορρόφησης.
Έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Θεώρημα 3.7 (Πιθανότητες εισόδου/απορρόφησης και μέσοι χρόνοι πρώτης εισόδου/απορρόφησης)
Έστω {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0}Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου, με χώρο καταστάσεων𝒮 και πίνακα ρυθμών μετά-
βασης Q = (𝑞𝑖𝑗). Έστω, επίσης,𝒞 ⊆ 𝒮 . Ορίζουμε

𝑇𝒞 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑋(𝑡) ∈ 𝒞 },

τον χρόνο πρώτης εισόδου της Μαρκοβιανής αλυσίδας στο 𝒞 (δηλ. τον χρόνο απορρόφησης στο 𝒞 στην περί-
πτωση που είναι κλειστή κλάση επικοινωνίας). Επίσης, έστω

ℎ𝑖(𝒞 ) = Pr[𝑇𝒞 < ∞|𝑋(0) = 𝑖], 𝑖 ∈ 𝒮 ,

η πιθανότητα εισόδου/απορρόφησης στο𝒞 , ξεκινώντας από την κατάσταση 𝑖 και

𝑚𝑖(𝒞 ) = 𝐸[𝑇𝒞 |𝑋(0) = 𝑖], 𝑖 ∈ 𝒮 ,

ο μέσος χρόνος πρώτης εισόδου/απορρόφησης στο𝒞 , ξεκινώντας από την κατάσταση 𝑖. Τότε:

(i) Η h(𝒞 ) = (ℎ𝑖(𝒞 )) είναι η ελάχιστη μη-αρνητική λύση του γραμμικού συστήματος

𝑥𝑖 = 1, 𝑖 ∈ 𝒞 , (3.9)

𝑥𝑖 = 􏾜
𝑗≠𝑖

𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖
𝑥𝑗, 𝑖 ∈ 𝒮 ⧵ 𝒞 . (3.10)

(ii) Η m(𝒞 ) = (𝑚𝑖(𝒞 )) είναι η ελάχιστη μη-αρνητική λύση του γραμμικού συστήματος

𝑦𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝒞 , (3.11)

𝑦𝑖 = 1
𝑞𝑖
+􏾜

𝑗≠𝑖

𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖
𝑦𝑗, 𝑖 ∈ 𝒮 ⧵ 𝒞 . (3.12)

Είναι εύκολο να δούμε ότι οι πιθανότητες και οι μέσοι χρόνοι εισόδου ικανοποιούν τις εξισώσεις (3.9)-
(3.12), δεσμεύοντας στην πρώτη μετάβαση της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Πράγματι, ξεκινώντας από μια κα-
τάσταση 𝑖 ∈ 𝒞 , η είσοδος είναι βέβαια και ο αντίστοιχος μέσος χρόνος είναι μηδενικός. Αν 𝑖 ∉ 𝒞 , τότε στο
πρώτο βήμα ηΜαρκοβιανή αλυσίδα θα μεταβεί σε κάποια κατάσταση 𝑗 και θα πρέπει ξεκινώντας από αυτήν να
εισέλθει στο𝒞 . Η πιθανότητα η επόμενη κατάσταση να είναι η 𝑗 είναι 𝑞𝑖𝑗𝑞𝑖 , ενώ ο μέσος χρόνος μετάβασης είναι
ο μέσος χρόνος παραμονής στην 𝑖. Όπως έχουμε δει, ο χρόνος παραμονής στην 𝑖 έχει την Exp(𝑞𝑖) κατανομή,
με μέση τιμή 1

𝑞𝑖
.
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Δοθείσης μιας κατάστασης 𝑗 μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας, ορίζουμε ℎ𝑗 της πιθανότητα επανόδου σε αυ-
τήν και με 𝑚𝑗 τον αντίστοιχο μέσο χρόνο επανόδου. Για να υπολογίσουμε αυτές τις ποσότητες, θεωρούμε τη
Μαρκοβιανή αλυσίδα που προκύπτει, αν τροποποιήσουμε την αρχική Μαρκοβιανή αλυσίδα, κάνοντας την
κατάσταση 𝑗 απορροφητική. Τότε, μπορούμε να υπολογίσουμε σε αυτή τη νέα αλυσίδα τις πιθανότητες απορ-
ρόφησης ℎ𝑖({𝑗}) και τους μέσους χρόνους απορρόφησης𝑚𝑖({𝑗}) και είναι

ℎ𝑗 = 􏾜
𝑖≠𝑗

𝑞𝑗𝑖
𝑞𝑗
ℎ𝑖({𝑗}),

𝑚𝑗 = 1
𝑞𝑗
+􏾜

𝑖≠𝑗

𝑞𝑗𝑖
𝑞𝑗
𝑚𝑖({𝑗}).

Ορισμός 3.6 (Επαναληπτικότητα - παροδικότητα καταστάσεων) ΈστωΜαρκοβιανήαλυσίδα συνεχούς χρό-
νου {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} και κατάστασή της, 𝑗, με πιθανότητα επανόδου ℎ𝑗 και μέσο χρόνο επανόδου𝑚𝑗.

(i) Η 𝑗 λέγεται θετικά επαληπτική αν ℎ𝑗 = 1 και𝑚𝑗 < ∞.

(ii) Η 𝑗 λέγεται μηδενικά επαληπτική αν ℎ𝑗 = 1 και𝑚𝑗 = ∞.

(iii) Η 𝑗 λέγεται παροδική αν ℎ𝑗 < 1.

Οι ιδιότητες της θετικής επαναληπτικότητας, της μηδενικής επαναληπτικότητας και της παροδικότητας
είναι ιδιότητες των κλάσεων επικοινωνίας, δηλαδή, αν οι καταστάσεις 𝑖 και 𝑗 επικοινωνούν, τότε είναι ίδιου
τύπου ως προς τη θετική επαναληπτικότητα, τη μηδενική επαναληπτικότητα και την παροδικότητα.

Ισχύει, επίσης, ότι οι καταστάσεις μιας ανοικτής κλάσης επικοινωνίας είναι παροδικές, ενώ οι καταστάσεις
μιας πεπερασμένης κλειστής κλάσης επικοινωνίας είναι θετικά επαναληπτικές. Επομένως, η μόνη περίπτωση
που απαιτεί περαιτέρω διερεύνηση είναι αυτή της άπειρης κλειστής κλάσης. Εκεί, είναι ανοικτά όλα τα ενδε-
χόμενα: Μπορεί οι καταστάσεις της να είναι όλες παροδικές ή όλες μηδενικά επαναληπτικές ή όλες θετικά
επαναληπτικές.

Από τα προηγούμενα, είναι φανερό ότι η μελέτη της μεταβατικής συμπεριφοράς μιας Μαρκοβιανής αλυ-
σίδας συνεχούς χρόνου, δηλαδή η μελέτη των πιθανοτήτων η αλυσίδα να βρίσκεται στις διάφορες δυνητικές
καταστάσεις της μια δοσμένη στιγμή 𝑡 είναι ένα υπολογιστικά απαιτητικό πρόβλημα. Πράγματι, μια τέτοια
μελέτη απαιτεί τη λύση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων Chapman-Kolmogorov ή ισοδύναμα
τον υπολογισμό της πινακικής εκθετικής συνάρτησης 𝑒Q𝑡. Όπως θα δούμε τώρα η μελέτη της οριακής συ-
μπεριφοράς μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι σαφώς απλούστερη. Επιπλέον, από πλευράς εφαρμογών στη
Στοχαστική Επιχειρησιακή Έρευνα, αυτό που μας ενδιαφέρει για ένα σύστημα είναι η μακροπρόθεσμη απο-
τίμησή του στο χρόνο και όχι η εκτίμηση της λειτουργίας του για μικρό χρονικό διάστημα, οπότε η οριακή
συμπεριφορά είναι πράγματι αυτό που έχει σημασία. Τέλος, πρέπει να σημειώσουμε ότι στην πλειονότητα των
περιπτώσεων η σύγκλιση της μεταβατικής κατανομής μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας στην οριακή κατανομή
της είναι πολύ γρήγορη (εκθετική ως προς το χρόνο). Επομένως, ακόμη και για σχετικά μικρούς χρόνους 𝑡 η
εκτίμηση της μεταβατικής κατανομής από την οριακή κατανομή δίνει πολύ καλά αποτελέσματα.

Θα προχωρήσουμε, λοιπόν, στη μελέτη της οριακής συμπεριφοράς τωνΜαρκοβιανών αλυσίδων συνεχούς
χρόνου. Θα περιοριστούμε στην περίπτωση των αδιαχώριστων αλυσίδων, αφού αυτές είναι που κατά κανόνα
εμφανίζονται στις εφαρμογές στη Θεωρία Ουρών. Έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3.8 (Οριακή συμπεριφορά αδιαχώριστωνΜαρκοβιανών αλυσίδων συνεχούς χρόνου) Έστω
{𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} μια αδιαχώριστη Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου, με χώρο καταστάσεων 𝒮 και πίνακα
ρυθμών μετάβασης Q = (𝑞𝑖𝑗). Η {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} είναι θετικά επαναληπτική, αν και μόνο αν, το σύστημα των
εξισώσεων ισορροπίας

𝑝𝑗𝑞𝑗 = 􏾜
𝑖≠𝑗

𝑝𝑖𝑞𝑖𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 (3.13)
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έχει λύση που ικανοποιεί και την εξίσωση κανονικοποίησης

􏾜
𝑗∈𝒮

𝑝𝑗 = 1.

Αν υπάρχει τέτοια λύση p = (𝑝𝑗), τότε είναι μοναδική. Επιπλέον, όλες οι συντεταγμένες της είναι θετικές και κάθε
άλλη λύση x = (𝑥𝑗) του συστήματος των εξισώσεων ισορροπίας είναι πολλαπλάσιό της: x = 𝑐p, για κάποιο 𝑐 ∈ ℝ.
Έχουμε:

(i) Η πιθανότητα 𝑝𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που η Μαρκοβιανή αλυσίδα περνάει στην
κατάσταση 𝑗, δηλαδή,

lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
1{𝑋(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢

𝑡 = 𝑝𝑗, με πιθανότητα 1, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Δηλαδή, η p είναι η οριακή δειγματική ή οριακή εμπειρική κατανομή της {𝑋(𝑡)}.

(ii) Ηπιθανότητα 𝑝𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου που ηΜαρκοβιανή αλυσίδα περνάει
στην κατάσταση 𝑗, δηλαδή,

lim
𝑡→∞

𝐸[∫
𝑡
0
1{𝑋(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢]
𝑡 = 𝑝𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 .

(iii) Η πιθανότητα 𝑝𝑗 συνδέεται με τον ρυθμό εξόδου από την 𝑗, 𝑞𝑗, και τον μέσο χρόνο επανόδου στην 𝑗, 𝑚𝑗, ως
εξής:

𝑝𝑗 =
1

𝑞𝑗𝑚𝑗
, 𝑗 ∈ 𝒮 .

(iv) Η πιθανότητα 𝑝𝑗 είναι η 𝐶-οριακή πιθανότητα (Cesaro οριακή πιθανότητα) της κατάστασης 𝑗:

lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
𝑝𝑗(𝑢)𝑑𝑢
𝑡 = 𝑝𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Δηλαδή, η p είναι η 𝐶-οριακή κατανομή της {𝑋(𝑡)}.

(v) Η πιθανότητα 𝑝𝑗 είναι η οριακή πιθανότητα της κατάστασης 𝑗:

lim
𝑡→∞

𝑝𝑗(𝑡) = 𝑝𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Δηλαδή, η p είναι η οριακή κατανομή της {𝑋(𝑡)}.

(vi) Αν ηΜαρκοβιανή αλυσίδα έχει αρχική κατανομή την p, τότε κάθε μεταβατική κατανομή της δίνεται πάλι από
την p:

p(0) = p ⇒ p(𝑡) = p, 𝑡 ≥ 0.

Δηλαδή, η p είναι η στάσιμη κατανομή της {𝑋(𝑡)}.

Από το θεώρημα 3.8, βλέπουμε ότι η κατανομή pφέρει τη σημαντικότερη πληροφορία για τη μακροπρόθε-
σμη συμπεριφορά μιαςΜαρκοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου. Αναφέρεται ως οριακή εμπειρική,𝐶-οριακή,
οριακή και στάσιμη κατανομή της Μαρκοβιανής αλυσίδας, καθώς και ως κατανομή ισορροπίας. Αν η Μαρ-
κοβιανή αλυσίδα έχει τη στάσιμη κατανομή της ως αρχική, οι μεταβατικές της κατανομές είναι όλες ίσες με
τη στάσιμη (βλέπε (vi)) και η Μαρκοβιανή αλυσίδα λέγεται στάσιμη ή λέμε ότι βρίσκεται σε κατάσταση
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στατιστικής ισορροπίας. Διαισθητικά, αυτό σημαίνει ότι έχει περάσει αρκετός χρόνος από τότε που το στοχα-
στικό σύστημα άρχισε να λειτουργεί και η επίδραση της αρχικής του κατάστασης έχει χαθεί. Έτσι, παρουσιάζει
ομοιόμορφη συμπεριφορά στο χρόνο. Για τα (ii), (iv) και (v) ισχύουν και οι αντίστοιχοι τύποι που αφορούν
τις δεσμευμένες ποσότητες ως προς την αρχική κατάσταση. Δηλαδή, έχουμε:

lim
𝑡→∞

𝐸[∫
𝑡
0
1{𝑋(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢|𝑋(0) = 𝑖]

𝑡 = 𝑝𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
𝑝𝑖𝑗(𝑢)𝑑𝑢
𝑡 = 𝑝𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

lim
𝑡→∞

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝑝𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Μια διαισθητική ερμηνεία του (iv) είναι ότι η πιθανότητα 𝑝𝑗 εκφράζει την πιθανότητα ηΜαρκοβιανή αλυσίδα
να βρίσκεται στην κατάσταση 𝑗 μια χρονική στιγμή 𝑢 που έχει επιλεγεί ομοιόμορφα από το χρονικό διάστημα
(0, 𝑡], για μεγάλο 𝑡. Δηλαδή, ισχύει

lim
𝑡→∞

Pr[𝑋(𝑈𝑡) = 𝑗] = 𝑝𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

όπου η𝑈𝑡 είναι ομοιόμορφη στο (0, 𝑡] και ανεξάρτητη της {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0}. Πράγματι,

lim
𝑡→∞

Pr[𝑋(𝑈𝑡) = 𝑗] = lim
𝑡→∞

􏾙
∞

0
Pr[𝑋(𝑈𝑡) = 𝑗|𝑈𝑡 = 𝑢]𝑑𝐹𝑈𝑡(𝑢)

= lim
𝑡→∞

􏾙
𝑡

0
Pr[𝑋(𝑢) = 𝑗]1𝑡 𝑑𝑢

= lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
𝑝𝑗(𝑢)𝑑𝑢
𝑡 = 𝑝𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 . (3.14)

Τα περισσότερα από τα συμπεράσματα του θεωρήματος 3.8 μπορούν να δικαιολογηθούν διαισθητικά, πα-
ρότι οι αυστηρές αποδείξεις τους δεν είναι απλές.Π.χ., για μια διαισθητική αιτιολόγηση των (i), (ii) ας συμβο-
λίσουμε με 𝑝𝑗 το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που ηΜαρκοβιανή αλυσίδα περνάει στην κατάσταση 𝑗.
Τότε η ποσότητα 𝑝𝑗𝑞𝑗𝑖 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ρυθμό μεταβάσεων τύπου 𝑗 → 𝑖. Αυτό είναι φανερό αφού
η 𝑞𝑗𝑖 εκφράζει το ρυθμό των μεταβάσεων προς την 𝑖, για κάθε χρονική μονάδα παραμονής στην 𝑗, ενώ η 𝑝𝑗 είναι
το ποσοστό του χρονου που η αλυσίδα περνάει στην 𝑗. Επομένως, η ποσότητα ∑𝑖≠𝑗 𝑝𝑗𝑞𝑗𝑖 εκφράζει το μακρο-
πρόθεσμο ρυθμό αναχωρήσεων από την κατάσταση 𝑗, ενώ η ποσότητα∑𝑖≠𝑗 𝑝𝑖𝑞𝑖𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο
ρυθμό αφίξεων στην κατάσταση 𝑗. Αυτοί οι δυο ρυθμοί θα πρέπει να είναι ίσοι, αφού κάθε άφιξη στην 𝑗 ακο-
λουθείται από μια αναχώρηση από αυτήν, δηλαδή αφίξεις και αναχωρήσεις σε κάθε κατάσταση 𝑗 βρίσκονται
σε μια 1-1 αντιστοιχία. Οπότε, κατ’ ανάγκη ισχύει

𝑝𝑗𝑞𝑗 =􏾜
𝑖≠𝑗

𝑝𝑗𝑞𝑗𝑖 =􏾜
𝑖≠𝑗

𝑝𝑖𝑞𝑖𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 ,

δηλαδή, τα μακροπρόθεσμα ποσοστά του χρόνου 𝑝𝑗 που ηΜαρκοβιανή αλυσίδα περνάει στις διάφορες κατα-
στάσεις πρέπει να ικανοποιούν τις εξισώσεις ισορροπίας (3.13).

Για το (iii), παρατηρούμε ότι οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών επισκέψεων σε κάθε συγκεκριμένη κατάσταση
𝑗 μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι ανεξάρτητοι και ισόνομοι, οπότε οι στιγμές επισκέψεων (εισόδων) στην
𝑗 αντιστοιχούν στα γεγονότα μιας ανανεωτικής διαδικασίας και μάλιστα είναι αναγεννητικές στιγμές για τη
Μαρκοβιανή αλυσίδα. Εφαρμόζουμε το Εργοδικό θεώρημα των αναγεννητικών διαδικασιών και έχουμε ότι
το ποσοστό του χρόνου που η αλυσίδα περνάει στην 𝑗, δηλαδή η 𝑝𝑗, ισούται με τον λόγο της μέσης διάρκειας
παραμονής στην 𝑗 σε έναν ανανεωτικό κύκλο, διά τη μέση διάρκεια ενός ανανεωτικού κύκλου. Στη διάρκεια
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ενός κύκλου, δηλαδή μεταξύ δυο διαδοχικών εισόδων στην 𝑗, η αλυσίδα παραμένει στην 𝑗 για έναν εκθετικό
χρόνο με παράμετρο 𝑞𝑗. Επομένως, η μέση διάρκεια παραμονής στην 𝑗 σε έναν κύκλο είναι 1

𝑞𝑗
. Από την άλλη, η

μέση διάρκεια του κύκλου είναι𝑚𝑗, οπότε προκύπτει άμεσα η (iii).
To (iv) είναι μια απλή αναδιατύπωση του (ii) που προκύπτει αφού μπορούμε να εναλλάξουμε τη μέση τιμή

με το ολοκλήρωμα. Για το (v), είναι γνωστό ότι αν το όριο μιας συνάρτησης υπάρχει, τότε υπάρχει και το
𝐶-όριό της και είναι ίσα. Για τις Μαρκοβιανές αλυσίδες συνεχούς χρόνου αποδεικνύεται ότι το όριο της 𝑝𝑗(𝑡)
υπάρχει, οπότε θα είναι αναγκαστικά ίσο με 𝑝𝑗, λόγω του (iv).

Οι εξισώσεις ισορροπίας (3.13) γράφονται σε πινακική μορφή ως

p𝑇Q = 0𝑇 .

Επομένως, από τα (iii)-(iv) του θεωρήματος 3.5, έχουμε ότι αν p(0) = p, τότε

(p(𝑡))𝑇 = (p(0))𝑇𝑒Q𝑡 = p𝑇𝑒Q𝑡

= p𝑇
∞
􏾜
𝑛=0

Q𝑛 𝑡𝑛
𝑛!

= p𝑇 +
∞
􏾜
𝑛=1

p𝑇Q𝑛 𝑡𝑛
𝑛! = p𝑇 , 𝑡 ≥ 0.

Επομένως, αν 𝑝𝑗(0) = 𝑝𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 , τότε 𝑝𝑗(𝑡) = 𝑝𝑗, 𝑗 ∈ 𝒮 , 𝑡 ≥ 0 και έχουμε το (vi).
Σημειώνουμε, επίσης, ότι όποτε ο χώρος καταστάσεων μιας αδιαχώριστης Μαρκοβιανής αλυσίδας συνε-

χούς χρόνου είναι πεπερασμένος, τότε υπάρχει πάντοτε η στάσιμη κατανομή.
Μια χρήσιμη παρατήρηση, που σε πολλές περιπτώσεις διευκολύνει τον υπολογισμό της στάσιμης κατανο-

μής, είναι ότι αυτή ικανοποιεί επίσης και τις λεγόμενες εξισώσεις γενικευμένης ισορροπίας.Οι εξισώσεις αυτές
απαιτούν ο μακροπρόθεσμος ρυθμός μεταβάσεων που εξέρχονται από ένα σύνολο καταστάσεων𝒜 να ισούται
με τον μακροπρόθεσμο ρυθμό μεταβάσεων που εισέρχονται στο ίδιο σύνολο, δηλαδή

􏾜
𝑗∈𝒜

􏾜
𝑖∈𝒜 𝑐

𝑝𝑗𝑞𝑗𝑖 = 􏾜
𝑖∈𝒜 𝑐

􏾜
𝑗∈𝒜

𝑝𝑖𝑞𝑖𝑗, 𝒜 ⊆ 𝒮 . (3.15)

Χρησιμοποιώντας την παρατήρηση αυτή, είναι εύκολο να προσδιορίσουμε τη στάσιμη κατανομή μιαςΜαρ-
κοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου, {𝑋(𝑡)}, με χώρο καταστάσεωνℕ0 και ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆𝑖 αν 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝜇𝑖 αν 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Μια τέτοια αλυσίδα αναφέρεται ως διαδικασία γέννησης-θανάτου, δεδομένου ότι περιγράφει την εξέλιξη του
μεγέθους ενός πληθυσμού που αυξομειώνεται μέσω γεννήσεων (μεταβάσεων τύπου 𝑖 → 𝑖 + 1) και θανάτων
(μεταβάσεων τύπου 𝑖 → 𝑖−1). Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης μια τέτοιας αλυσίδας δίνεται στο σχήμα 3.5.

Σχήμα 3.5: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης διαδικασίας γέννησης-θανάτου.

Θεωρώντας τα σύνολα𝒜𝑛 = {0, 1, 2, … , 𝑛 − 1}, 𝑛 ≥ 1, έχουμε τις εξισώσεις γενικευμένης ισορροπίας

𝜆𝑛−1𝑝𝑛−1 = 𝜇𝑛𝑝𝑛, 𝑛 ≥ 1,
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που εξισώνουν τους μακροπρόθεσμους ρυθμούς εξόδου και εισόδου σε κάθε σύνολο. Από αυτές παίρνουμε ότι

𝑝𝑛 =
𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

𝑝0, 𝑛 ≥ 1.

Από την εξίσωση κανονικοποίησης∑∞
𝑛=0 𝑝𝑛 = 1, συνάγουμε ότι η διαδικασία γέννησης-θανάτου είναι ευστα-

θής, δηλαδή υπάρχει στάσιμη κατανομή, αν και μόνο αν

𝐵−1 = 1 +
∞
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

< ∞.

Τότε, η στάσιμη κατανομή της διαδικασίας γέννησης-θανάτου δίνεται από τον τύπο

𝑝𝑛 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝐵 αν 𝑛 = 0,
𝐵𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1

𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛
αν 𝑛 ≥ 1.

3.4 Μαρκοβιανές αλυσίδες συνεχούς χρόνου - Μέσος ρυθμός κόστους

Όπως και στην περίπτωση του διακριτού χρόνου, η εξέλιξη ενός στοχαστικού συστήματος που περιγράφεται
από μια Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου συνδέεται, συνήθως, με κάποια δομή κόστους/αμοιβής. Πιο
συγκεκριμένα, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 3.7 (Δομή κόστους σεΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου) Έστω {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} Μαρκο-
βιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου, με χώρο καταστάσεων𝒮 και πίνακα ρυθμών μετάβασης Q = (𝑞𝑖𝑗).

(i) Μια δομή κόστους παραμονής (holding cost) είναι μια συνάρτηση 𝑐 ∶ 𝒮 → ℝ, που δίνει για κάθε κατάσταση
𝑗 του𝒮 , το κόστος 𝑐𝑗 ανά χρονική μονάδα παραμονής της {𝑋(𝑡)} σε αυτήν.

(ii) Μια δομή κόστους μετάβασης (transition cost) είναι μια συνάρτηση 𝑑 ∶ 𝒮 × 𝒮 → ℝ, που δίνει για κάθε
μετάβαση 𝑖 → 𝑗 του𝒮 , το κόστος μετάβασης 𝑑𝑖𝑗 της {𝑋(𝑡)}.

Τοπαρακάτωαποτέλεσμα παρέχει έναν εύκολο τρόπο υπολογισμού του μακροπρόθεσμου ρυθμού κόστους.

Θεώρημα 3.9 (Μακροπρόθεσμος ρυθμός κόστους σεΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου) Έστω {𝑋(𝑡) ∶
𝑡 ≥ 0}Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου, με χώρο καταστάσεων𝒮 και πίνακα ρυθμών μετάβασηςQ = (𝑞𝑖𝑗).
Έστω 𝑐 ∶ 𝒮 → ℝ μια δομή κόστους παραμονής ανά χρονική μονάδα και 𝑑 ∶ 𝒮 × 𝒮 → ℝ μια δομή κόστους
μετάβασης. Έστω επίσης𝐴(𝑡) το πλήθος των μεταβάσεων που έχουν συμβεί στο (0, 𝑡] στην {𝑋(𝑡)} και {𝑋𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 0}
η αντίστοιχη εμφυτευμένη στοχαστική διαδικασία διακριτού χρόνου σε στιγμές μεταβάσεων της {𝑋(𝑡)}. Ορίζουμε

𝐶(𝑡) = 􏾙
𝑡

0
𝑐𝑋(𝑢)𝑑𝑢 +

𝐴(𝑡)−1
􏾜
𝑛=0

𝑑𝑋𝑛,𝑋𝑛+1 , 𝑡 ≥ 0,

το συνολικό κόστος που συσσωρεύεται μέχρι τη στιγμή 𝑡 από την εξέλιξη της Μαρκοβιανής αλυσίδας {𝑋(𝑡)}. Υπο-
θέτουμε, επίσης, ότι η Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι αδιαχώριστη, θετικά επαναληπτική με κατανομή ισορροπίας
p = (𝑝𝑗 ∶ 𝑗 ∈ 𝒮 ) και

􏾜
𝑗∈𝒮

𝑝𝑗

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝|𝑐𝑗| +􏾜

𝑘≠𝑗
𝑞𝑗𝑘|𝑑𝑗𝑘|

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ < ∞.

Τότε:
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(i) Για τον μακροπρόθεσμο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑡→∞

𝐶(𝑡)
𝑡 = 􏾜

𝑗∈𝒮
𝑝𝑗𝑐𝑗 + 􏾜

𝑗∈𝒮
􏾜
𝑘≠𝑗

𝑝𝑗𝑞𝑗𝑘𝑑𝑗𝑘, με πιθανότητα 1.

(ii) Για τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους έχουμε

lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 􏾜

𝑗∈𝒮
𝑝𝑗𝑐𝑗 + 􏾜

𝑗∈𝒮
􏾜
𝑘≠𝑗

𝑝𝑗𝑞𝑗𝑘𝑑𝑗𝑘.

Το αποτέλεσμα είναι διαισθητικά εύλογο, αφού η 𝑝𝑗 εκφράζει το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που
η Μαρκοβιανή αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση 𝑗, οπότε και το κόστος παραμονής θα είναι 𝑐𝑗 για μια χρο-
νική μονάδα. Επομένως ο όρος∑𝑗∈𝒮 𝑝𝑗𝑐𝑗 εκφράζει το μέσο κόστος παραμονής ανά χρονική μονάδα, δεσμεύ-
οντας στην κατάσταση που μπορεί να βρίσκεται το σύστημα. Από την άλλη μεριά, η 𝑝𝑗𝑞𝑗𝑘 εκφράζει το μα-
κροπρόθεσμο ρυθμό μεταβάσεων από την 𝑗 στην 𝑘. Κάθε τέτοια μετάβαση επάγει κόστος 𝑑𝑗𝑘. Επομένως, ο
όρος∑𝑗∈𝒮 ∑𝑘∈𝒮 𝑝𝑗𝑞𝑗𝑘𝑑𝑗𝑘 εκφράζει το μέσο κόστος μεταβάσεων ανά χρονική μονάδα, δεσμεύοντας στην κα-
τάσταση 𝑗 που μπορεί να βρίσκεται το σύστημα και στην κατάσταση 𝑘 στην οποία μεταβαίνει.

3.5 Ασκήσεις

Άσκηση 3.1 Θεωρούμε δυο δοχεία 𝐴 και 𝐵. Το 𝐴 περιέχει αρχικά 𝑁 λευκά σφαιρίδια ενώ το 𝐵 περιέχει αρχικά
𝑁 μαύρα σφαιρίδια. Κατόπιν, σε κάθε στάδιο του πειράματος τύχης που συνεχίζεται επ’ άπειρον επιλέγεται τυχαία
ένα σφαιρίδιο από κάθε δοχείο και τα δυο σφαιρίδια αλλάζουν δοχεία. Έστω𝑋𝑛 το πλήθος των λευκών σφαιριδίων
που περιέχει το δοχείο𝐴 μετά το 𝑛-οστό στάδιο (𝑋0 = 𝑁).

1. Δείξτε ότι η {𝑋𝑛} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου και βρείτε τις πιθανότητες μετάβασής της.

2. Βρείτε μια αναγωγική σχέση που να συνδέει τις 𝐸[𝑋𝑛+1] και 𝐸[𝑋𝑛].

3. Βρείτε έναν κλειστό τύπο για την 𝐸[𝑋𝑛].

Άσκηση 3.2 Θεωρούμε τον απλό τυχαίο περίπατο στο σύνολο τωνακεραίωνℤ, με πιθανότητες μετάβασης𝑝𝑖,𝑖+1 =
𝑝, 𝑝𝑖,𝑖−1 = 𝑞 και 𝑝𝑖,𝑖 = 𝑟, για κάθε 𝑖 ∈ ℤ (𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 1). Να βρεθούν οι πιθανότητες μετάβασης 𝑛-οστής τάξης
𝑝(𝑛)𝑖𝑖 , για κάθε 𝑖 ∈ ℤ και 𝑛 ≥ 0.

Άσκηση 3.3 Δίνεται η Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, με χώρο καταστάσεων𝒮 = {1, 2, 3} και πίνακα
πιθανοτήτων μετάβασης

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0
0 1

2
1
21

2 0 1
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Να υπολογιστούν οι πιθανότητες μετάβασης 𝑛-οστής τάξης 𝑝(𝑛)11 για κάθε 𝑛 ≥ 0.

Άσκηση 3.4 Έστω ηΜαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου {𝑋𝑛}, με χώρο καταστάσεων𝒮 = {1, 2} και πίνακα
πιθανοτήτων μετάβασης

P = 􏿶
𝛼 1 − 𝛼

1 − 𝛽 𝛽 􏿹 ,

όπου 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1). Έστω ̃𝑇𝑗 = min{𝑛 ≥ 1 ∶ 𝑋𝑛 = 𝑗}, για κάθε 𝑗 ∈ 𝒮 .

1. Να υπολογιστούν οι πιθανότητες μετάβασης 𝑛-οστής τάξης 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 , για κάθε 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 και 𝑛 ≥ 0.
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2. Να υπολογιστούν οι πιθανότητες 𝑓(𝑛)𝑖𝑗 = Pr[𝑇𝑗 = 𝑛|𝑋0 = 𝑖], για κάθε 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 και 𝑛 ≥ 1.

3. Να υπολογιστούν οι μέσες τιμές 𝑚̃𝑖𝑗 = 𝐸[𝑇𝑗|𝑋0 = 𝑖], για κάθε 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 .

Άσκηση 3.5 Θεωρούμε ανεξάρτητες ρίψεις ενός νομίσματος με πιθανότητα κορώνας𝑝 και πιθανότηταγραμμάτων
𝑞 = 1 − 𝑝 σε κάθε ρίψη. Οι ρίψεις επαναλαμβάνονται μέχρι να εμφανιστούν για πρώτη φορά είτε 𝑟 συνεχόμενες
κορώνες είτε𝑚 συνεχόμενα γράμματα. Να υπολογιστεί η πιθανότητα να εμφανιστούν 𝑟 συνεχόμενες κορώνες πριν
εμφανιστούν𝑚 συνεχόμενα γράμματα.

Άσκηση 3.6 Έστω {𝑋𝑛} ο απλός τυχαίος περίπατος στο σύνολο {0, 1, 2, … ,𝑁} με απορροφητικά φράγματα στο
0 και στο𝑁. Δηλαδή, οι μη-μηδενικές πιθανότητες μετάβασης είναι οι 𝑝00 = 𝑝𝑁𝑁 = 1 και 𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝, 𝑝𝑖,𝑖−1 = 𝑞 για
𝑖 = 1, 2, … ,𝑁 − 1. Έστω 𝑇 ο χρόνος μέχρι την απορρόφηση, δηλαδή 𝑇 = min{𝑛 ≥ 0 ∶ 𝑋𝑛 = 0 ή𝑁}.

1. Αποδείξτε ότι, για 𝑞 ≠ 𝑝, η πιθανότητα απορρόφησης στο 0 είναι

Pr[𝑋𝑇 = 0] =
􏿵 𝑞𝑝􏿸

𝑁
− 􏿵 𝑞𝑝􏿸

𝑖

􏿵 𝑞𝑝􏿸
𝑁
− 1

, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁.

2. Βρείτε την Pr[𝑋𝑇 = 0], 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, όταν 𝑞 = 𝑝.

3. Αποδείξτε ότι, για 𝑞 ≠ 𝑝, ο μέσος χρόνος απορρόφησης είναι

𝐸[𝑇|𝑋0 = 𝑖] = 𝑖
𝑞 − 𝑝 −

𝑁
𝑞 − 𝑝 ⋅

1 − (𝑞/𝑝)𝑖
1 − (𝑞/𝑝)𝑁 , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁.

4. Βρείτε την 𝐸[𝑇|𝑋0 = 𝑖], 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, όταν 𝑞 = 𝑝.

Άσκηση 3.7 Να βρείτε τις κλάσεις επικοινωνίας και να κατατάξετε ως προς την περιοδικότητα/απεριοδικότητα
και τη θετική επαναληπτικότητα/μηδενική επαναληπτικότητα/ παροδικότητα τις καταστάσεις τωνΜαρκοβιανών
αλυσίδων διακριτού χρόνου με χώρο καταστάσεων𝒮 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} και πίνακες πιθανοτήτων μετάβασης

P1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1

4
3
4 0 0

0 0 1
2

1
2 0 0

1
6 0 1

6 0 1
6

1
21

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και P2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 1
0 1

2
1
2 0 0 0

0 1
4

3
4 0 0 0

1
4

1
4 0 1

8
3
8 0

1
6 0 1

6
1
3

1
3 0

1 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Άσκηση 3.8 Δίνεται η αδιαχώριστηΜαρκοβιανήαλυσίδα διακριτού χρόνουμε χώροκαταστάσεων τους μη-αρνητι-
κούς ακεραίους και τις ακόλουθες μη-μηδενικές πιθανότητες μετάβασης:

𝑝0𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑖 ≥ 0,
𝑝𝑖,𝑖−1 = 1, 𝑖 ≥ 1.

Έστω ότι 𝑝𝑖 > 0 για κάθε 𝑖 ≥ 0, ∑∞
𝑖=0 𝑝𝑖 = 1 και ∑∞

𝑖=0 𝑖𝑝𝑖 = ∞. Τι είναι η αλυσίδα ως προς την περιοδικό-
τητα: απεριοδική ή περιοδική; Τί είναι η αλυσίδα ως προς την επαναληπτικότητα: θετικά επαναληπτική, μηδενικά
επαναληπτική ή παροδική;
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Άσκηση 3.9 Δυο δοχεία Α και Β περιέχουν συνολικά 𝑁 σφαιρίδια. Εκτελούμε το ακόλουθο πείραμα τύχης: Σε
κάθε βήμα ένα σφαιρίδιο από τα𝑁 επιλέγεται τυχαία και μετά τοποθετείται στο Α ή στο Β με πιθανότητες 𝑝 και 𝑞
αντίστοιχα. Έστω𝑋𝑛 ο αριθμός των σφαιριδίων στο δοχείοΑ μετά το𝑛-οστό βήμα.Να βρεθούν τα μακροπρόθεσμα
ποσοστά του χρόνου (δηλαδή των βημάτων) που το δοχείο Α θα περιέχει 𝑖 σφαιρίδια για 𝑖 = 0, 1, 2, … ,𝑁.

Άσκηση 3.10 Θεωρήστε μια αδιαχώριστη Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου {𝑋𝑛} με χώρο καταστάσεων
𝒮 και πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης P = (𝑝𝑖𝑗) και υποθέστε ότι κάθε επίσκεψη σε μια κατάσταση 𝑖 επάγει
κόστος 𝑐(𝑖). Ορίζουμε το μέσο αποπληθωρισμένο συνολικό κόστος που συσσωρεύεται στις περιόδους 0, 1, … ,𝑁,
αρχίζοντας από την κατάσταση 𝑖 ως

𝜙(𝑁)𝑖 = 𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑁
􏾜
𝑛=0

𝛼𝑛𝑐(𝑋𝑛)|𝑋0 = 𝑖

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

(όπου 𝛼 ∈ (0, 1) o αποπληθωριστής). Επίσης, ορίζουμε το μέσο κόστος ανά περίοδο στις περιόδους 0, 1, … ,𝑁
αρχίζοντας από την κατάσταση 𝑖 ως

𝑔(𝑁)𝑖 = 1
𝑁 + 1𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑁
􏾜
𝑛=0

𝑐(𝑋𝑛)|𝑋0 = 𝑖

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

1. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε ένα αναδρομικό σχήμα υπολογισμού των (𝜙(𝑁)𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝒮 ), ως προς 𝑁
(δηλαδή χρειάζεται να διατυπωθούν κάποιες αρχικές συνθήκες που να δίνουν τα (𝜙(0)𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝒮 ) και κατόπιν
κάποια σχέση που να δίνει για κάθε 𝑖 ∈ 𝒮 το 𝜙(𝑁)𝑖 συναρτήσει των (𝜙(𝑁−1)𝑗 ∶ 𝑗 ∈ 𝒮 )).

2. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε ένα αναδρομικό σχήμα υπολογισμού των (𝑔(𝑁)𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝒮 ), ως προς𝑁.

Άσκηση 3.11 Θεωρούμε μια συνήθη άδεια 8× 8 σκακιέρα, κι έναν Βασιλιά, ο οποίος αρχίζει να κινείται σε αυτήν
τυχαία, επιλέγοντας σε κάθε βήμα του ένα από τα επιτρεπόμενα τετράγωνα ισοπίθανα.

1. Να βρεθεί ο μέσος αριθμός κινήσεων που θα χρειαστεί για να επιστρέψει στην κάτω δεξιά γωνία για πρώτη
φορά, ξεκινώντας από αυτή.

2. Να λυθεί το ίδιο πρόβλημα για έναν Ίππο και για έναν Αξιωματικό.

3.6 Σχόλια

Τα εισαγωγικά βιβλία στοχαστικών διαδικασιών αναφέρονται στις Μαρκοβιανές αλυσίδες που είναι το αντι-
κείμενο του παρόντος κεφαλαίου. Για μια εκτενή εισαγωγή με πολλά παραδείγματα ο ενδιαφερόμενος ανα-
γνώστης παραπέμπεται στα εξαιρετικά συγγράμματα των Ross 1995, Kao 1997, Φακίνος 2007, Tijms 2008,
Kulkarni 2010 και Grimmett και Stirzaker 2020.
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Στο κεφάλαιο αυτό θα δούμε κάποιες τυπικές εφαρμογές των Μαρκοβιανών αλυσίδων με κόστη σε προβλή-
ματα Επιχειρησιακής Έρευνας. Περισσότερες εφαρμογές θα δούμε αργότερα στα πλαίσια της Θεωρίας Ου-
ρών Αναμονής.

4.1 Συντήρηση - αντικατάσταση μηχανήματος

Θεωρούμε μια μηχανή που επιθεωρείται στην αρχή κάθε ημέρας και μπορεί να βρεθεί σε οποιαδήποτε από
τις καταστάσεις 0, 1, 2, …. Η κατάσταση 0 αντιστοιχεί σε άριστη λειτουργία της μηχανής, ενώ όσο πιο μεγάλη
τιμή παίρνει η κατάσταση της μηχανής τόσο η μηχανή και χειροτερεύει. Μετά από κάθε επιθεώρηση, ο διαχει-
ριστής αποφασίζει αν θα αντικαταστήσει τη μηχανή με καινούργια ή όχι. Αν η κατάσταση της μηχανής στην
αρχή μιας ημέρας είναι 𝑖 τότε το κόστος για τη λειτουργία της εκείνη την ημέρα θα είναι 𝑏(𝑖), όπου 𝑏(𝑖) είναι μια
αύξουσα συνάρτηση του 𝑖. Το κόστος αυτό συσσωρεύεται, όποια κι αν είναι η απόφαση σχετικά με την αντι-
κατάσταση της μηχανής. Αν αποφασιστεί να αντικατασταθεί, τότε ένα επιπλέον κόστος 𝑟 πρέπει να πληρωθεί
και η κατάσταση της μηχανής την επόμενη μέρα είναι η 0. Αν η παρούσα κατάσταση της μηχανής είναι 𝑖 και
αποφασιστεί να μην αντικατασταθεί, τότε η κατάστασή της στην αρχή της επόμενης ημέρας θα είναι 𝑗 ≥ 𝑖, με
πιθανότητα 𝑔𝑖(𝑗). Αν 𝑇𝑖 είναι η τυχαία μεταβλητή που δίνει την κατάσταση της μηχανής την επόμενη ημέρα
αν η τρέχουσα κατάστασή της είναι 𝑖, τότε η συνήθης υπόθεση είναι ότι 𝑇𝑖 είναι στοχαστικά αύξουσα ως προς
𝑖, δηλαδή για κάθε 𝑖 και 𝑖′ με 𝑖 ≤ 𝑖′ και 𝑓(𝑗) αύξουσα συνάρτηση του 𝑗 ισχύει 𝐸[𝑓(𝑇𝑖)] ≤ 𝐸[𝑓(𝑇𝑖′)].

Ο διαχειριστής του συστήματος ακολουθεί μια πολιτική κατωφλίου για την αντικατάσταση της μηχανής.
Αν η κατάστασή της βρεθεί μεγαλύτερη ή ίση της 𝑛, τότε επιλέγει να την αντικαταστήσει, αλλιώς συνεχίζει με
αυτήν. Στόχος μας είναι να υπολογίσουμε τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους υπό αυτή την πολιτική.

Υπό την πολιτική κατωφλίου με κατώφλι𝑛, η κατάσταση της μηχανής στην αρχή κάθε ημέρας περιγράφεται

Μπουρνέτας, Α.Ν. και Οικονόμου, Α.Θ. (2022). «Στοχαστικά Μοντέλα στην Επιχειρησιακή Έρευνα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/
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από μια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, με πιθανότητες μετάβασης

𝑝𝑖𝑗(𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑔𝑖(𝑗) αν 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑗 ≥ 𝑖,
1 αν 𝑖 ≥ 𝑛, 𝑗 = 0,
0 διαφορετικά.

Υποθέτουμε ότι, υπό την πολιτική κατωφλίου με κατώφλι 𝑛, η Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου
που περιγράφει την κατάσταση του συστήματος στις αρχές των διαδοχικών ημερών είναι αδιαχώριστη. Οι
εξισώσεις ισορροπίας για τη στάσιμη κατανομή της, 𝜋(𝑛) = (𝜋𝑗(𝑛) ∶ 𝑗 ≥ 0), είναι

𝜋0(𝑛) = 𝑔0(0)𝜋0(𝑛) +
∞
􏾜
𝑖=𝑛

𝜋𝑖(𝑛),

𝜋𝑗(𝑛) =
𝑗
􏾜
𝑖=0

𝑔𝑖(𝑗)𝜋𝑖(𝑛), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1,

𝜋𝑗(𝑛) =
𝑛−1
􏾜
𝑖=0

𝑔𝑖(𝑗)𝜋𝑖(𝑛), 𝑗 ≥ 𝑛.

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων ισορροπίας μαζί με την εξίσωση κανονικοποίησης, παίρνουμε τη στά-
σιμη κατανομή. H δομή κόστους παραμονής περιγράφεται από τη συνάρτηση 𝑐(𝑖) = 𝑏(𝑖), 𝑖 ≥ 0, ενώ η δομή
κόστους μετάβασης περιγράφεται από τη συνάρτηση 𝑑(𝑖, 𝑗) με 𝑑(𝑖, 0) = 𝑟 για 𝑖 ≥ 𝑛 και 𝑑(𝑖, 𝑗) = 0, διαφο-
ρετικά. Επομένως, για τον υπολογισμό του μακροπρόθεσμου μέσου ρυθμού κόστους, 𝑔(𝑛), υπό την πολιτική
κατωφλίου με κατώφλι 𝑛, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα 3.4. Είναι

𝑔(𝑛) =
∞
􏾜
𝑗=0

𝜋𝑗(𝑛)𝑐(𝑗) +
∞
􏾜
𝑗=0

∞
􏾜
𝑘=0

𝜋𝑗(𝑛)𝑝𝑗𝑘𝑑(𝑗, 𝑘)

=
∞
􏾜
𝑗=0

𝜋𝑗(𝑛)𝑏(𝑗) +
∞
􏾜
𝑗=𝑛

𝑟𝜋𝑗(𝑛).

Σε κάποιες ειδικές περιπτώσεις, ο τύπος για τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό κόστους μπορεί να απλοποι-
ηθεί αρκετά. Π.χ., ας θεωρήσουμε την περίπτωση που το κόστος λειτουργίας ανά ημέρα έχει την εκθετική
μορφή 𝑏(𝑖) = 1 − 𝑏𝑖, όπου 𝑏 ∈ (0, 1), και, αν η παρούσα κατάσταση της μηχανής είναι 𝑖 και αποφασιστεί να
μην αντικατασταθεί, τότε η κατάστασή της στην αρχή της επόμενης ημέρας θα είναι 𝑖, με πιθανότητα 1 − 𝛼,
ή 𝑖 + 1, με πιθανότητα 𝛼, όπου 𝛼 ∈ (0, 1). Με άλλα λόγια, για τη συνάρτηση πιθανότητας 𝑔𝑖(𝑗)) της 𝑇𝑖 έχουμε
𝑔𝑖(𝑖) = 1 − 𝛼, 𝑔𝑖(𝑖 + 1) = 𝛼 και 𝑔𝑖(𝑗) = 0, για 𝑗 ≠ 𝑖, 𝑖 + 1.

Είναι φανερό ότι στην περίπτωση αυτή, υπό την πολιτική κατωφλίου με κατώφλι 𝑛, ηΜαρκοβιανή αλυσίδα
διακριτού χρόνου της κατάστασης του συστήματος απορροφάται στο σύνολο {0, 1, 2, … , 𝑛}, όπου είναι και
αδιαχώριστη. Οι πιθανότητες μετάβασής της έχουν τη μορφή

𝑝𝑖𝑗(𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 − 𝛼 αν 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑗 = 𝑖,
𝛼 αν 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑗 = 𝑖 + 1,
1 αν 𝑖 ≥ 𝑛, 𝑗 = 0.

Οι εξισώσεις ισορροπίας για τη στάσιμη κατανομή της, 𝜋(𝑛) = (𝜋𝑗(𝑛) ∶ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛), είναι

𝜋0(𝑛) = 𝜋𝑛(𝑛) + (1 − 𝛼)𝜋0(𝑛),
𝜋𝑗(𝑛) = 𝛼𝜋𝑗−1(𝑛) + (1 − 𝛼)𝜋𝑗(𝑛), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1,
𝜋𝑛(𝑛) = 𝛼𝜋𝑛−1(𝑛).
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Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων ισορροπίας παίρνουμε

𝜋𝑗(𝑛) = 1
𝑛 + 𝛼, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1,

𝜋𝑛(𝑛) = 𝛼
𝑛 + 𝛼.

H δομή κόστους παραμονής περιγράφεται από τη συνάρτηση 𝑐(𝑖) = 1 − 𝑏𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, ενώ η δομή κόστους
μετάβασης περιγράφεται από τη συνάρτηση 𝑑(𝑖, 𝑗) με 𝑑(𝑛, 0) = 𝑟 και 𝑑(𝑖, 𝑗) = 0, διαφορετικά. Επομένως, για
τον υπολογισμό του μακροπρόθεσμου μέσου ρυθμού κόστους, 𝑔(𝑛), υπό την πολιτική κατωφλίου με κατώφλι
𝑛, έχουμε

𝑔(𝑛) =
𝑛−1
􏾜
𝑗=0

1
𝑛 + 𝛼(1 − 𝑏

𝑗) + 𝛼
𝑛 + 𝛼(1 − 𝑏

𝑛) + 𝛼
𝑛 + 𝛼𝑟

= 𝛼
𝛼 + 𝑛(𝑟 − 1) + 1 + 1 − 𝑏𝑛

𝑛 + 𝑎 􏿶𝛼 −
1

1 − 𝑏􏿹 .

4.2 Σύστημα ελέγχου αποθεμάτων

Θεωρούμε μια αποθήκη που επιθεωρείται στο τέλος κάθε περιόδου λειτουργίας της. Σε κάθε περίοδο λει-
τουργίας της, έστω 𝑛, υπάρχει ζήτηση για 𝐷𝑛 μονάδες προϊόντος. Οι 𝐷𝑛, 𝑛 ≥ 1, που δίνουν τη ζήτηση στις
διαδοχικές περιόδους λειτουργίας της αποθήκης είναι ανεξάρτητες, ισόνομες, μη-αρνητικές ακέραιες τυχαίες
μεταβλητές με κάποια γνωστή συνάρτηση πιθανότητας (𝑝𝐷(𝑖) ∶ 𝑖 ≥ 0). Συμβολίζουμε με𝑋𝑛 το ύψος του απο-
θέματος της αποθήκης στο τέλος της 𝑛-οστής περιόδου, 𝑛 ≥ 1. Ο διαχειριστής της αποθήκης αναπληρώνει
το απόθεμα μέχρι ύψος 𝑆 άμεσα, αν διαπιστώσει ότι το απόθεμα στο τέλος μιας περιόδου είναι μικρότερο ή
ίσο από 𝑠 μονάδες. Η ζήτηση κάθε περιόδου ικανοποιείται από το υπάρχον απόθεμα στο βαθμό που αυτό είναι
δυνατό. Η υπερβάλουσα ζήτηση χάνεται, δηλαδή δεν μπορεί να ικανοποιηθεί από μελλοντικές παραγγελίες.
Επομένως, βλέπουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 1 συνδέονται με την αναδρομική σχέση

𝑋𝑛+1 = 􏿼
max(𝑆 − 𝐷𝑛+1, 0), αν𝑋𝑛 ≤ 𝑠,
max(𝑋𝑛 − 𝐷𝑛+1, 0), αν 𝑠 < 𝑋𝑛 ≤ 𝑆,

από την οποία προκύπτει ότι η {𝑋𝑛} είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου. Υποθέτοντας ότι 𝑝𝐷(𝑖) > 0
για 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑆, συμπεραίνουμε ότι είναι και αδιαχώριστη.

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει κόστος έλλειψης 𝑝 για κάθε μονάδα ζήτησης που έμεινε ανικανοποίητη, κόστος
αποθήκευσης ℎ για κάθε μονάδα προϊόντος ανά χρονική μονάδα, κόστος αγοράς 𝑐 ανά μονάδα προϊόντος και
πάγιο κόστος 𝐾 ανά παραγγελία. Αν το απόθεμα στο τέλος μιας περιόδου είναι 𝑖, τότε το μέσο κόστος για την
επόμενη περίοδο θα είναι

𝑐(𝑖) = 𝑝(𝑖) + ℎ(𝑖) + 𝑏(𝑖) + 𝑑(𝑖),
όπου τα 𝑝(𝑖), ℎ(𝑖), 𝑏(𝑖), 𝑑(𝑖) αντιστοιχούν στα μέσα κόστη έλλειψης, αποθήκευσης, αγοράς και παγίου κόστους
παραγγελίας για την επόμενη περίοδο, δεδομένου ότι το απόθεμα στο τέλος της τρέχουσας περιόδου είναι 𝑖.
Έχουμε

𝑝(𝑖) = 􏿼
𝐸[max(𝐷𝑛 − 𝑆, 0)]𝑝 αν 𝑖 ≤ 𝑠,
𝐸[max(𝐷𝑛 − 𝑖, 0)]𝑝 αν 𝑠 < 𝑖 ≤ 𝑆,

ℎ(𝑖) = 􏿼
𝐸[max(𝑆 − 𝐷𝑛, 0)]ℎ αν 𝑖 ≤ 𝑠,
𝐸[max(𝑖 − 𝐷𝑛, 0)]ℎ αν 𝑠 < 𝑖 ≤ 𝑆,

𝑏(𝑖) = 􏿼
(𝑆 − 𝑖)𝑐 αν 𝑖 ≤ 𝑠,
0 αν 𝑠 < 𝑖 ≤ 𝑆,

𝑑(𝑖) = 􏿼
𝐾 αν 𝑖 ≤ 𝑠,
0 αν 𝑠 < 𝑖 ≤ 𝑆.
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Αν (𝜋𝑗(𝑠, 𝑆) ∶ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆) είναι η στάσιμη κατανομή της {𝑋𝑛} (που βρίσκεται λύνοντας τις εξισώσεις ισορροπίας,
αλλάδεν έχει κλειστή μορφή), τότε εφαρμόζοντας το θεώρημα3.4 παίρνουμε τον μακροπρόθεσμο μέσο ρυθμό
κόστους ανά χρονική μονάδα, 𝑔(𝑠, 𝑆), που είναι

𝑔(𝑠, 𝑆) =
∞
􏾜
𝑗=0

𝜋𝑗(𝑠, 𝑆)𝑐(𝑗)

=
𝑠
􏾜
𝑗=0

𝜋𝑗(𝑠, 𝑆)(𝐸[max(𝐷𝑛 − 𝑆, 0)]𝑝 + 𝐸[max(𝑆 − 𝐷𝑛, 0)]ℎ + (𝑆 − 𝑗)𝑐 + 𝐾)

+
𝑆
􏾜
𝑗=𝑠+1

𝜋𝑗(𝑠, 𝑆)(𝐸[max(𝐷𝑛 − 𝑗, 0)]𝑝 + 𝐸[max(𝑗 − 𝐷𝑛, 0)]ℎ).

Ένα σημαντικό πρόβλημα στη Θεωρία Ελέγχου Αποθεμάτων είναι ο προσδιορισμός, ή έστω η προσέγγιση,
βέλτιστων 𝑠 και 𝑆 που να ελαχιστοποιούν το 𝑔(𝑠, 𝑆).

4.3 Εκκαθάριση αποθήκης

Θεωρούμε την ειδική περίπτωση της εφαρμογής που παρουσιάστηκε στην ενότητα 2.3, όπου σε μια αποθήκη
φθάνουν προϊόντα σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson(𝜆), και μόλις συγκεντρωθούν𝑚 από αυτά η αποθήκη
εκκαθαρίζεται ακαριαία και η παρτίδα με τα𝑚 προϊόντα διανέμεται σε λιανοπωλητές. Υπάρχει εφάπαξ κόστος
𝐾 ανά εκκαθάριση της αποθήκης, ανεξάρτητο του αριθμού των προϊόντων που θα εκκαθαριστούν. Επίσης
υπάρχει κόστος 𝑘 ανά εκκαθάριση προϊόντος και κόστος ℎ ανά προϊόν και χρονική μονάδα παραμονής του
στην αποθήκη.Μας ενδιαφέρει ο υπολογισμός του μακροπρόθεσμου μέσου ρυθμού κόστους λειτουργίας της
αποθήκης και η τιμή του𝑚 που τον ελαχιστοποιεί.

Έστω {𝑋(𝑡)} η στοχαστική διαδικασία που καταγράφει το πλήθος των προϊόντων που βρίσκονται στην
αποθήκη κάθε χρονική στιγμή 𝑡. Τότε, ο χώρος καταστάσεων της {𝑋(𝑡)} είναι το σύνολο {0, 1, 2, … ,𝑚 − 1}
(διότι, αν κάποια στιγμή υπάρχουν στην αποθήκη𝑚−1αντικείμενα, η αποθήκηθα εκκαθαριστεί μόλις έρθει το
επόμενο αντικείμενο).Οχρόνος παραμονής σε κάθε κατάσταση είναι Exp(𝜆), αφού ισούται με το χρόνο μέχρι
την άφιξη του επόμενου προϊόντος. Επομένως, η {𝑋(𝑡)} είναι αδιαχώριστη Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς
χρόνου με μη-μηδενικούς ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖,𝑖+1(𝑚) = 𝜆, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 2,
𝑞𝑚−1,0(𝑚) = 𝜆.

Οι εξισώσεις ισορροπίας για τη στάσιμη κατανομή της, p = (𝑝𝑗 ∶ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1), είναι

𝜆𝑝0(𝑚) = 𝜆𝑝𝑚−1(𝑚),
𝜆𝑝𝑗(𝑚) = 𝜆𝑝𝑗−1(𝑚), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1,

οπότε η στάσιμη κατανομή είναι ομοιόμορφη στο {0, 1, … ,𝑚 − 1}, με 𝑝𝑗(𝑚) =
1
𝑚 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1. Η δομή του

κόστους παραμονής δίνεται από τη συνάρτηση 𝑐(𝑖) = ℎ𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1, ενώ η δομή του κόστους μετάβασης
από τη συνάρτηση 𝑑(𝑖, 𝑗) με 𝑑(𝑚 − 1, 0) = 𝐾 + 𝑚𝑘 και 𝑑(𝑖, 𝑗) = 0 διαφορετικά. Επομένως, για τον υπολογισμό
του μακροπρόθεσμου μέσου ρυθμού κόστους, 𝑔(𝑚), μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα 3.9. Είναι

𝑔(𝑚) = 􏾜
𝑗∈𝒮

𝑝𝑗(𝑚)𝑐(𝑗) + 􏾜
𝑗∈𝒮

􏾜
𝑘≠𝑗

𝑝𝑗(𝑚)𝑞𝑗𝑘(𝑚)𝑑(𝑗, 𝑘)

=
𝑚−1
􏾜
𝑗=0

1
𝑚ℎ𝑗 + 1

𝑚𝜆(𝐾 + 𝑘𝑚)

= 𝜆𝐾
𝑚 + 𝜆𝑘 + ℎ(𝑚 − 1)

2 .
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Οτύπος αυτός ταυτίζεται με αυτόν που έχουμε βρει νωρίτερα για το γενικότερο πρόβλημα, όπου τα προϊόντα
φθάνουν σύμφωνα με μια ανανεωτική διαδικασία (βλέπε την εξίσωση (2.1)), λαμβάνοντας υπόψη ότι 𝜇 = 1

𝜆 .

4.4 Ασκήσεις

Άσκηση 4.1 Μια μηχανή παράγει 2 προϊόντα κάθε μέρα. Κάθε ένα από αυτά είναι μη-ελαττωματικό με πιθανό-
τητα 𝑝, ανεξάρτητα από οποιοδήποτε άλλο προϊόν. Τα ελαττωματικά προϊόντα απορρίπτονται άμεσα, ενώ τα μη-
ελαττωματικά προϊόντα αποθηκεύονται για την ικανοποίηση της ζήτησης που είναι σταθερή και ίση με 1 προϊόν
κάθε μέρα. Η ζήτηση ικανοποιείται αμέσως μετά την παραγωγή των προϊόντων κάθε μέρας και όποτε δεν μπορεί
να ικανοποιηθεί χάνεται οριστικά. Έστω 𝑋𝑛 ο αριθμός των προϊόντων που βρίσκονται στην αποθήκη στην αρχή
της μέρας 𝑛 (πριν αρχίσει η παραγωγή και η ικανοποίηση της ζήτησης).

1. Βρείτε τον πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης της {𝑋𝑛}.

2. Βρείτε μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η {𝑋𝑛} θετικά επαναληπτική.

3. Έστω ότι κοστίζει 𝑐 χρηματικές μονάδες η αποθήκευση ενός προϊόντος ανά μέρα και 𝑑 χρηματικές μονάδες
η απώλεια μιας μονάδας ζήτησης. Να υπολογίσετε το μακροπρόθεσμο μέσο κόστος ανά ημέρα λειτουργίας
της μηχανής.

Άσκηση 4.2 Ένας πωλητής κινείται σε ένα δίκτυο𝑁+1 πόλεων 0, 1, 2, … ,𝑁. Δοθέντος ότι βρίσκεται στην πόλη
𝑖, η πόλη που θα επισκεφθεί την επόμενη μέρα είναι η 𝑗 με πιθανότητα

𝑝𝑖𝑗 = 􏿼
𝑎𝑗−𝑖 αν 𝑗 ≥ 𝑖,
𝑎𝑁+1+𝑗−𝑖 αν 𝑗 < 𝑖,

όπου 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑁 > 0 και 𝑎0 + 𝑎1 +⋯ + 𝑎𝑁 = 1. Η πόλη 0 είναι η βάση του πωλητή και το κόστος παραμονής
του εκεί για μια ημέρα είναι 𝑐0, ενώ σε όλες τις άλλες πόλεις είναι 𝑐 > 𝑐0. Να υπολογιστεί το μακροπρόθεσμο μέσο
κόστος παραμονής ανά ημέρα του πωλητή.

Άσκηση 4.3 Πελάτες φθάνουν σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη και απεριόριστο χώρο αναμονής.
Η διαδικασία αφίξεων των πελατών είναι Poisson(𝜆) και οι χρόνοι εξυπηρέτησης είναι ανεξάρτητοι Exp(𝜇), ανε-
ξάρτητοι από τη διαδικασία αφίξεων. Έστω𝑋(𝑡) ο αριθμός πελατών τη στιγμή 𝑡.

1. Αποδείξτε ότι η {𝑋(𝑡)} είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου και δώστε τους ρυθμούς μετάβασής της.

2. Δώστε μια συνθήκη για τη θετική επαναληπτικότητα της αλυσίδας και υπολογίστε την οριακή κατανομή
της, όταν η συνθήκη αυτή ισχύει.

3. Βρείτε το μακροπρόθεσμο μέσο κέρδος ανά χρονική μονάδα από τη λειτουργία αυτού του συστήματος εξυ-
πηρέτησης, αν κάθε πελάτης πληρώνει εισιτήριο 𝑅 κατά την είσοδό του στο σύστημα και επιφέρει κόστος
𝐶 ανά χρονική μονάδα παραμονής του.

Άσκηση 4.4 Θεωρούμε ότι δυο κλάσεις πελατών φθάνουν σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη και
απεριόριστο χώρο αναμονής. Οι πελάτες της κλάσης 𝑖 φθάνουν σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson(𝜆𝑖), 𝑖 = 1, 2.
Οι δυο διαδικασίες Poisson θεωρούνται ανεξάρτητες. Οι πελάτες της κλάσης 1 επιτρέπεται πάντα να εισέρχονται
στο σύστημα, ενώ οι πελάτες της κλάσης 2 εισέρχονται μόνο εφόσον ο συνολικός αριθμός πελατών στο σύστημα
(μόλις πριν την άφιξη ενός πελάτη τύπου 2) είναι μικρότερος του𝐾, όπου𝐾 > 0 είναι σταθερός δοσμένος ακέραιος.
Οι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών είναι ανεξάρτητοι Exp(𝜇) και για τις δυο κλάσεις. Έστω 𝑋(𝑡) ο συνολικός
αριθμός πελατών τη στιγμή 𝑡.

1. Αποδείξτε ότι η {𝑋(𝑡)} είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου και δώστε τους ρυθμούς μετάβασής της.
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2. Δώστε μια συνθήκη για τη θετική επαναληπτικότητα της αλυσίδας και υπολογίστε την οριακή κατανομή
της, όταν η συνθήκη αυτή ισχύει.

3. Βρείτε το μακροπρόθεσμο μέσο έσοδο ανά χρονική μονάδα από τη λειτουργία αυτού του συστήματος εξυ-
πηρέτησης, αν κάθε πελάτης κλάσης 𝑖 πληρώνει εισιτήριο 𝑅𝑖 κατά την είσοδό του στο σύστημα.

Άσκηση 4.5 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης που λειτουργεί ως εξής: Υπάρχει ένας υπηρέτης ο οποίος
εναλλάσεται μεταξύ δυο καταστάσεων, λειτουργίας (1) και αργίας (0). Οι διάρκειες των διαδοχικών περιόδων
λειτουργίας και αργίας του υπηρέτη είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και ακολουθούν τις κατανομές Exp(𝜉)
και Exp(𝜂), αντίστοιχα. Όταν ο υπηρέτης βρίσκεται σε κατάσταση λειτουργίας, τότε οι πελάτες φθάνουν συμφωνα
με μια διαδικασία Poisson(𝜆) και εξυπηρετούνται ένας - ένας με ανεξάρτητους Exp(𝜇) χρόνους εξυπηρέτησης.
Όταν ο υπηρέτης βρίσκεται σε κατάσταση αργίας, σταματούν τόσο οι αφίξεις όσο και οι εξυπηρετήσεις.

1. Δικαιολογήστε ότι η στοχαστική διαδικασία {(𝐼(𝑡), 𝑁(𝑡)) ∶ 𝑡 ≥ 0}, όπου 𝐼(𝑡) είναι η κατάσταση του υπηρέτη
(1: ενεργός, 0: ανενεργός) και 𝑁(𝑡) ο αριθμός των πελατών στο σύστημα τη στιγμή 𝑡, είναι Μαρκοβιανή
αλυσίδα συνεχούς χρόνου και δώστε τους ρυθμούς μετάβασής της.

2. Βρείτε αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε η στοχαστική διαδικασία να είναι θετικά επαναληπτική και βρείτε
στην περίπτωση αυτή τη στάσιμη κατανομή της.

3. Ναβρεθεί ο δεσμευμένος μέσος χρόνος παραμονής στο σύστημα ενός πελάτη δεδομένου ότι βρήκε𝑛πελάτες
στο σύστημα (χωρίς να υπολογίζουμε τον ίδιο).

4. Αν υπάρχει κέρδος 𝑟 ανά εισερχόμενο πελάτη και κόστος αναμονής ℎ ανά πελάτη και χρονική μονάδα, να
βρεθεί το μακροπρόθεσμο μέσο κέρδος ανά χρονική μονάδα.

4.5 Σχόλια

Τα εισαγωγικά βιβλία στοχαστικών διαδικασιών περιέχουν αρκετά παραδείγματαΜαρκοβιανών αλυσίδων με
κόστη, ειδικά από την περιοχή της Στοχαστικής Επιχειρησιακής Έρευνας. Για παράδειγμα, ο ενδιαφερόμενος
αναγνώστης μπορεί να δει πληθώρα εφαρμογών στα συγγράμματα Ross 1995, Kao 1997, Φακίνος 2007,
Tijms 2008, Kulkarni 2010 και Grimmett και Stirzaker 2020.

Ακόμη περισσότερα παραδείγματα υπάρχουν σε εισαγωγικά βιβλία στη Θεωρία Ουρών Αναμονής, οπώς,
π.χ., σταAdanκαιResing2001,Kleinrock1975,Wolff1989, και Shortle,Thompson,Gross καιHarris 2018,
ή στα νεώτερα συγγράμματα των Haviv 2013 και Harchol-Balter 2013.
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Μέρος II

ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ
ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

ΔΥΝΑΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΕΣ
ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ ΣΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ
ΟΡΙΖΟΝΤΑ

Ο Δυναμικός Προγραμματισμός είναι μια μεθοδολογία της Επιχειρησιακής Έρευνας για την ανάλυση προ-
βλημάτων λήψης αποφάσεων σε ακολουθιακή μορφή. Έχει εφαρμογές σε προβλήματα όπου ένα σύστημα εξε-
λίσσεται δυναμικά στο χρόνο και η εξέλιξή του προσδιορίζεται εξ ολοκλήρου ή εν μέρει από τις δράσεις ενός
διαχειριστή ή αποφασίζοντα. Οι αποφάσεις του διαχειριστή δεν λαμβάνονται όλες μαζί εξ αρχής, αλλά διαδο-
χικά. Σε κάθε περίοδο ή στάδιο του προβλήματος ο διαχειριστής παρατηρεί την κατάσταση του συστήματος
που ελέγχει και παίρνει μια απόφαση. Κάθε απόφαση του διαχειριστή έχει γενικά δύο ειδών επιπτώσεις: πρώ-
τον επιφέρει ένα άμεσο κέρδος ή κόστος στο τρέχον στάδιο, και δεύτερον καθορίζει σε κάποιο βαθμό την
περαιτέρω εξέλιξη της κατάστασης του συστήματος. Ο σκοπός του διαχειριστή είναι να επιλέξει τις αποφά-
σεις του με τέτοιο τρόπο ώστε να μεγιστοποιήσει το αναμενόμενο συνολικό του όφελος κατά τη διάρκεια του
ορίζοντα ελέγχου.

Το παραπάνω μοντέλο έχει την ευελιξία να ενσωματώσει δύο βασικά χαρακτηριστικά των ακολουθιακών
διαδικασιών αποφάσεων και ελέγχου. Το πρώτο είναι η αλληλεξάρτηση καταστάσεων και αποφάσεων. Συ-
γκεκριμένα σε κάθε στάδιο της διαδικασίας η εξέλιξη του συστήματος επηρεάζεται από την απόφαση του
διαχειριστή. Στο επόμενο στάδιο όμως ο διαχειριστής παίρνει υπόψη του τη νέα κατάσταση του συστήματος
και με βάση αυτή προσαρμόζει την επόμενη απόφασή του. Αυτή η αμφίδρομη σχέση μεταξύ διαδοχικών κατα-
στάσεων του συστήματος και αποφάσεων του διαχειριστή ονομάζεται ιδιότητα κλειστού βρόχου και επιτρέπει
την ανάλυση αυτών των προβλημάτων με τη χρήση αναδρομικών μεθόδων.

Το δεύτερο χαρακτηριστικό των ακολουθιακών διαδικασιών αποφάσεων είναι η αλληλεπίδραση ανάμεσα
στις άμεσες και μακροπρόθεσμες επιπτώσεις των αποφάσεων του διαχειριστή. Όταν ο διαχειριστής καλείται
να πάρει μια απόφαση σε ένα στάδιο της διαδικασίας, πρέπει να λάβει υπόψη του αφενός την άμεση απόδοση
της απόφασής του σχετικά με το κέρδος ή κόστος που επιφέρει στο τρέχον στάδιο, και αφετέρου την επίπτωση
που θα έχει η απόφαση στη μετακίνηση του συστήματος σε μια νέα κατάσταση, η οποία με τη σειρά της θα
επηρεάσει τις αποφάσεις και τα κέρδη από αυτό το σημείο και πέρα. Αποφάσεις που εστιάζουν στη μεγιστο-
ποίηση του άμεσου κέρδους μπορεί να οδηγούν το σύστημα σε πολύ μειονεκτική θέση ως προς τα μελλοντικά

Μπουρνέτας, Α.Ν. και Οικονόμου, Α.Θ. (2022). «Στοχαστικά Μοντέλα στην Επιχειρησιακή Έρευνα».
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κέρδη, ενώ αντίθετα αποφάσεις που θυσιάζουν μέρος ή όλο το κέρδος της τρέχουσας περιόδου μπορεί να είναι
πολύ καλύτερες ως προς τις μακροπρόθεσμες επιπτώσεις τους.

Η δομή του κλειστού βρόχου και ο διαχωρισμός ανάμεσα σε άμεσες και μακροπρόθεσμες επιπτώσεις των
αποφάσεων του διαχειριστή επιτρέπουν τη μοντελοποίηση και ανάλυση των προβλημάτων ακολουθιακών
αποφάσεων μέσω αναδρομικών μεθόδων και αλγορίθμων. Η αρχή βελτιστότητας του Δυναμικού Προγραμ-
ματισμού (αρχή του Bellman) εκφράζει αυτή την αναδρομική ιδιότητα του προβλήματος.

Στο πλαίσιο αυτό ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ακολουθιακές διαδικασίες αποφάσεων στις οποίες
υπεισέρχεται και η αβεβαιότητα. Σε αυτές τις περιπτώσεις, οι επιπτώσεις των αποφάσεων που παίρνει ο διαχει-
ριστής του συστήματος δεν μπορούν να προβλεφθούν με ακρίβεια, τόσο σχετικά με τα άμεσα κέρδη ή κόστη,
όσο και σχετικά με τη δυναμική του συστήματος. Γενικά το άμεσο κέρδος ή κόστος μιας περιόδου, όπως επίσης
και η κατάσταση του συστήματος στην επόμενη περίοδο μπορεί να είναι τυχαίες μεταβλητές, των οποίων οι
κατανομές εξαρτώνται από την απόφαση του διαχειριστή, αλλά οι πραγματικές τους τιμές δεν είναι γνωστές
όταν λαμβάνεται η απόφαση κατά την τρέχουσα περίοδο.

Ένας εναλλακτικός τρόπος να εξετάσει κανείς μια ακολουθιακή διαδικασία αποφάσεων στην οποία υπει-
σέρχεται αβεβαιότητα είναι να θεωρήσει μια Μαρκοβιανή Διαδικασία με αμοιβές όπως αναλύθηκε στα προη-
γούμενα κεφάλαια και να υποθέσει ότι υπάρχει ένας διαχειριστής/ελεγκτής που σε κάθε περίοδο παρατηρεί
την κατάσταση της διαδικασίας και παίρνει μια απόφαση από ένα σύνολο διαθέσιμων αποφάσεων σε αυτή την
κατάσταση. Η αμοιβή ενός βήματος και οι πιθανότητες μετάβασης στην επόμενη κατάσταση εξαρτώνται από
την παρούσα κατάσταση και από την απόφαση που λαμβάνεται. Ένα μαθηματικό μοντέλο αυτού του τύπου
ονομάζεται Ελεγχόμενη Μαρκοβιανή Διαδικασία ή Μαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων (ΜΔΑ).

5.1 Επισκόπηση Ντετερμινιστικού Δυναμικού Προγραμματισμού – Αρχή του Bellman – Αναδρομή

Πριν προχωρήσουμε στην ανάπτυξη του γενικού μοντέλου μιας Μαρκοβιανής Διαδικασίας Αποφάσεων, θα
εξετάσουμε την ειδική περίπτωση στην οποία το σύστημα εξελίσσεται με ντετερμινιστικό τρόπο, δηλαδή χω-
ρίς να υπάρχει αβεβαιότητα. Σε αυτή την περίπτωση η μετάβαση του συστήματος στην επόμενη κατάσταση
προσδιορίζεται πλήρως από την παρούσα κατάσταση και την απόφαση του διαχειριστή. Η ντετερμινιστική
υπόθεση επιτρέπει την εισαγωγή των δύο κεντρικών εννοιών του Δυναμικού Προγραμματισμού, δηλαδή της
αρχής βελτιστότητας και της αναδρομικής ιδιότητας, με ευκολότερο τρόπο. Συγκεκριμένα ορίζουμε το παρα-
κάτω μοντέλο Δυναμικού Προγραμματισμού Πεπερασμένου Ορίζοντα.

Θεωρούμε ένα δυναμικό σύστημα διακριτού χρόνου, το οποίο παρατηρούμε σε διαδοχικές χρονικές στιγ-
μές 𝑡 = 0, 1, 2, … που ονομάζουμε περιόδους ή στάδια. Σε κάθε περίοδο 𝑡 το σύστημα βρίσκεται σε μια κα-
τάσταση 𝑥𝑡. Το σύνολο των δυνατών καταστάσεων του συστήματος (χώρος καταστάσεων) συμβολίζεται με
𝒳 . Για κάθε δυνατή κατάσταση 𝑥 ∈ 𝒳 υπάρχει ένα σύνολο𝒜 (𝑥𝑛) δυνατών αποφάσεων στην κατάσταση 𝑥𝑛.
Έστω𝒜 = ∪𝑥∈𝒳𝒜 (𝑥) το σύνολο όλων των δυνατών αποφάσεων για όλες τις καταστάσεις. Υποθέτουμε ότι
ο χώρος καταστάσεων𝒳 είναι αριθμήσιμο σύνολο, ενώ τα σύνολα αποφάσεων είναι πεπερασμένα.

Σε κάθε περίοδο 𝑡 o διαχειριστής του συστήματος παρατηρεί την κατάσταση και παίρνει μια απόφαση ή
δράση 𝑎𝑡, από το σύνολο𝒜 (𝑥𝑡). Αν στην κατάσταση 𝑥𝑡 = 𝑥 ληφθεί η απόφαση 𝑎𝑡 = 𝑎, τότε ο διαχειριστής έχει
ένα κόστος 𝑐(𝑥, 𝑎) για τη τρέχουσα περίοδο 𝑡. Επίσης η επόμενη κατάσταση του συστήματος 𝑥𝑡+1 προσδιορί-
ζεται μονοσήμαντα από το ζεύγος (𝑥, 𝑎), δηλαδή 𝑥𝑡+1 = 𝑔(𝑥, 𝑎). Οι συναρτήσεις 𝑐, 𝑔 ονομάζονται συνάρτηση
κόστους και δυναμική του συστήματος, αντίστοιχα και ορίζονται ως 𝑐 ∶ ℱ → ℝ και 𝑔 ∶ ℱ → 𝒳 , όπουℱ
είναι το σύνολο των δυνατών ζευγών καταστάσεων-αποφάσεων, δηλαδήℱ = {(𝑥, 𝑎) ∈ 𝒳 ×𝒜 ∶ 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥)}.

Υποθέτουμε ότι το σύστημα στην περίοδο 0 βρίσκεται σε μια δοσμένη αρχική κατάσταση 𝑥0 και θα λει-
τουργήσει σε ένα πεπερασμένο ορίζοντα 𝑁 περιόδων, δηλαδή για 𝑡 = 0, 1, … ,𝑁 − 1. Η τελευταία απόφαση
είναι η 𝑎𝑁−1 και μετά από αυτή το σύστημα θα μεταβεί στην τελική κατάσταση 𝑥𝑁 . Στην τελική κατάσταση
ο διαχειριστής θα πληρώσει ένα κόστος ̃𝑐(𝑥𝑁) και το πρόβλημα θα τελειώσει. Η συνάρτηση ̃𝑐 ∶ 𝒳 → ℝ
ονομάζεται συνάρτηση τελικού ή τερματικού κόστους.

Στο παραπάνω μοντέλο, ο διαχειριστής με τις αποφάσεις που παίρνει αφενός πληρώνει ένα κόστος σε κάθε
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περίοδο και αφετέρου ελέγχει την εξέλιξη του συστήματος στον χρόνο μέσω της συνάρτησης δυναμικής. Σκο-
πός του είναι να ελαχιστοποιήσει το συνολικό κόστος στο διάστημα των𝑁 περιόδων.

Με βάση τα παραπάνω ένα μοντέλο Δυναμικού Προγραμματισμού Πεπερασμένου Ορίζοντα ορίζεται από
την επτάδα (𝒳 ,𝒜 (𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑐, 𝑔, ̃𝑐, 𝑁, 𝑥0).

Παράδειγμα 5.1 Ένα όχημα κινείται πάνω στο οδικό δίκτυο του Σχήματος 5.1. Οι κόμβοι του δικτύου αντιστοι-
χούν σε πόλεις, ενώ οι ακμές σε απευθείας οδικές συνδέσεις μεταξύ των πόλεων. Το όχημα σε κάθε περίοδο επιλέγει
μια από τις ακμές που έχουν αφετηρία τον κόμβο στην οποία βρίσκεται και μετακινείται πάνω σε αυτή. Η κίνηση
πάνω σε κάθε ακμή διαρκεί μια περίοδο. Σε κάθε ακμή αναγράφεται ο αριθμός της και το κόστος που έχει το όχημα
όταν κινηθεί σε αυτή. Έστω ότι το όχημα την περίοδο 0 βρίσκεται στον κόμβο 1 και πρόκειται να κινηθεί για 4
περιόδους. Ζητείται να βρεθεί ποια διαδρομή πρέπει να ακολουθήσει για να ελαχιστοποιήσει το συνολικό κόστος.

Το παραπάνω πρόβλημα μπορεί να εκφραστεί ως πρόβλημα Δυναμικού Προγραμματισμού Πεπερασμένου Ορί-
ζοντα ως εξής:Οι κόμβοι του δικτύου αντιστοιχούν στις δυνατές καταστάσεις στις οποίες μπορεί να βρεθεί το όχημα
στην αρχή κάθε περιόδου. Επομένως ο χώρος καταστάσεων είναι το σύνολο𝒳 = {1, 2, 3, 4}. Όσον αφορά τις απο-
φάσεις, σε κάθε περίοδο το όχημα επιλέγει μια από τις ακμές που έχουν αφετηρία τον κόμβο που βρίσκεται. Επειδή
κάθε ακμή οδηγεί σε ένα και μόνο ένα κόμβο, μπορούμε να ταυτίσουμε την απόφαση με τον κόμβο στον οποίο οδη-
γεί η αντίστοιχη ακμή. Κάτω από αυτή την προσέγγιση, τα σύνολα αποφάσεων είναι 𝒜 (1) = {1, 2, 3},𝒜 (2) =
{1, 4},𝒜 (3) = {2},𝒜 (4) = {3, 4} και 𝒜 = {1, 2, 3, 4}. Το σύνολο των δυνατών ζευγών κατάστασης-απόφασης
είναιℱ = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 4), (3, 2), (4, 3), (4, 4)}. Οι συναρτήσεις κόστους μιας περιόδου και δυνα-
μικής του συστήματος φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. Προφανώς ισχύει 𝑔(𝑥, 𝑎) = 𝑎, για (𝑥, 𝑎) ∈ 𝐹.

(𝑥, 𝑎) 𝑐(𝑥, 𝑎) 𝑔(𝑥, 𝑎)
(1,1) 1 1
(1,2) 3 2
(1,3) 0 3
(2,1) 2 1
(2,4) 4 4
(3,2) 5 2
(4,3) 2 3
(4,4) 3 4

Η συνάρτηση τερματικού κόστους είναι ̃𝑐(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑆, το μέγεθος του ορίζοντα είναι 𝑁 = 4, ενώ η αρχική
κατάσταση 𝑥0 = 1.

Σχήμα 5.1: Δίκτυο Παραδείγματος 5.1.
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Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι το μοντέλο του δυναμικού προγραμματισμού που ορίσαμε παραπάνω
είναι ιδιαίτερα ευρύ, αλλά ταυτόχρονα εμπεριέχει κάποιους περιορισμούς - υποθέσεις που το καθιστούν επιλύ-
σιμο. Οι υποθέσεις αυτές είναι οι εξής:

Υπόθεση 1: (Μαρκοβιανή δυναμική) Σε κάθε περίοδο 𝑡 η επόμενη κατάσταση του συστήματος εξαρτάται
από την τρέχουσα κατάσταση και την απόφαση που λαμβάνεται κατά την τρέχουσα περίοδο και όχι από
προηγούμενες καταστάσεις και αποφάσεις.

Υπόθεση 2: (Μαρκοβιανή δομή κόστους) Το κόστος που επάγεται στην περίοδο 𝑡 εξαρτάται από την τρέ-
χουσα κατάσταση και την απόφαση που λαμβάνεται και όχι από προηγούμενες καταστάσεις και απο-
φάσεις.

Υπόθεση 3: (Χρονική Ομογένεια) Η συνάρτηση αμοιβής και η δυναμική δεν εξαρτώνται από τη συγκεκρι-
μένη χρονική περίοδο. Συγκεκριμένα αν σε οποιαδήποτε περίοδο 𝑡 το σύστημα βρίσκεται στην κατά-
σταση 𝑥 και ληφθεί η απόφαση 𝑎, τότε το κόστος μιας περιόδου και η επόμενη κατάσταση είναι πάντα
ίσες με 𝑐(𝑥, 𝑎) και 𝑔(𝑥, 𝑎), αντίστοιχα, ανεξάρτητα από το 𝑡.

Υπόθεση 4: (Προσθετική συνάρτηση κόστους) Το συνολικό κόστος που συσσωρεύεται είναι το άθροισμα
από τα επιμέρους κόστη των διαφόρων σταδίων.

Υπόθεση 5: (Τέλεια παρατηρησιμότητα)Ο ελεγκτής του συστήματος που λαμβάνει τις αποφάσεις στα διά-
φορα στάδια, έχει σε κάθε στάδιο τέλεια γνώση της τρέχουσας κατάστασης.

Το μοντέλο Δυναμικού Προγραμματισμού είναι δυνατό να γενικευθεί έτσι ώστε να καλύπτει και περιπτώ-
σεις όπου κάποιες από τις παραπάνω υποθέσεις δεν ικανοποιούνται, όμως κατά κανόνα αυτά τα γενικότερα
μοντέλα είναι υπολογιστικά πολύ δυσκολότερο να επιλυθούν. Για παράδειγμα, αν δεν ισχύουν οι Υποθέσεις 1
και 2, δηλαδή είτε το κόστος ενός βήματος είτε η επόμενη κατάσταση ή και τα δύο εξαρτώνται όχι μόνο από
την παρούσα κατάσταση και απόφαση αλλά από έναν αριθμό προηγούμενων καταστάσεων και αποφάσεων,
τότε η κατάσταση του συστήματος σε κάθε περίοδο μπορεί να οριστεί πιο γενικά ως το αντίστοιχο διάνυσμα
προηγούμενων καταστάσεων και αποφάσεων. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα την αύξηση της διάστασης του χώ-
ρου καταστάσεων, κάτι που όπως θα φανεί από τον αλγόριθμο επίλυσης αυξάνει σημαντικά την υπολογιστική
δυσκολία του προβλήματος. Αν δεν ικανοποιείται η Υπόθεση 3, με αντίστοιχο τρόπο το μοντέλο μπορεί να γε-
νικευθεί ενσωματώνοντας την τρέχουσαπερίοδο στην κατάσταση του συστήματος.Όσον αφορά τηνΥπόθεση
4, εκτός από το άθροισμα η αναδρομική μέθοδος του Δυναμικού Προγραμματισμού μπορεί να αντιμετωπίσει
και άλλες συναρτήσεις κέρδους που έχουν αναδρομική έκφραση (όπως, π.χ., το γινόμενο των κερδών, το μέγι-
στο ή ελάχιστο κέρδος ανάμεσα στις περιόδους του ορίζοντα κλπ). Τέλος αν η κατάσταση του συστήματος δεν
είναι πλήρως γνωστή, υπάρχουν εναλλακτικοί τρόποι μοντελοποίησης που θεωρούν την κατάσταση τυχαία
μεταβλητή και ορίζουν ως νέα κατάσταση του συστήματος μια κατανομή πιθανότητας πάνω στην άγνωστη
πραγματική κατάσταση. Στα πλαίσια του παρόντος συγγράμματος δεν θα εξετάσουμε γενικά μοντέλα όπως
τα παραπάνω, αλλά θα θεωρήσουμε ότι ικανοποιούνται οι Υποθέσεις 1-5 (με κατάλληλες γενικεύσεις όσον
αφορά την ύπαρξη αβεβαιότητας που θα δούμε στα επόμενα).

Το πρόβλημαΔυναμικούΠρογραμματισμούΠεπερασμένουΟρίζοντα μπορεί να γραφεί ως πρόβλημα βελ-
τιστοποίησης ως εξής:

𝑉𝑁
0 (𝑥0) = min

𝑎0,𝑥1,𝑎1,…,𝑎𝑁−1,𝑥𝑁
∑𝑁−1

𝑡=0 𝑐(𝑥𝑡, 𝑎𝑡) + ̃𝑐(𝑥𝑁)

𝑥𝑡+1 = 𝑔(𝑥𝑡, 𝑎𝑡), 𝑡 = 0,… ,𝑁 − 1
𝑎𝑡 ∈ 𝒜 (𝑥𝑡), 𝑡 = 0,… ,𝑁 − 1.

(5.1)

Η ποσότητα 𝑉𝑁
0 (𝑥0) δηλώνει το ελάχιστο συνολικό κόστος που μπορεί να επιτευχθεί κατά τις περιόδους

0,… ,𝑁, αν στην περίοδο 0 το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση 𝑥0. Οι ουσιαστικές μεταβλητές του προ-
βλήματος (5.1) είναι οι 𝑎0, … , 𝑎𝑁−1, δηλαδή οι αποφάσεις του διαχειριστή σε κάθε περίοδο. Οι ενδιάμεσες
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καταστάσεις 𝑥1, … , 𝑥𝑁 ουσιαστικά είναι βοηθητικές μεταβλητές που προσδιορίζονται μονοσήμαντα από τις
αποφάσεις.

Μια τροχιά ℎ𝑁0 ορίζεται ως μια πεπερασμένη ακολουθία διαδοχικών καταστάσεων και αποφάσεων:

ℎ𝑁0 = (𝑥0, 𝑎0, 𝑥1, 𝑎1, … , 𝑥𝑁−1, 𝑎𝑁−1, 𝑥𝑁).

Επομένως το πρόβλημα (5.1) αντιστοιχεί στην εύρεση μιας βέλτιστης τροχιάς ℎ𝑁0 με αρχική κατάσταση 𝑥0
που ελαχιστοποιεί το συνολικό κόστος σε ορίζοντα μεγέθους𝑁. Επειδή θα ληφθεί πεπερασμένος αριθμός απο-
φάσεων και σε κάθε κατάσταση ο αριθμός των δυνατών αποφάσεων είναι πεπερασμένος, ο συνολικός αριθμός
τροχιών είναι επίσης πεπερασμένος, συνεπώς το πρόβλημα έχει πάντα βέλτιστη λύση.

Στο επόμενο θεώρημα διατυπώνεται μια απλή αλλά θεμελιώδης ιδιότητα της βέλτιστης τροχιάς που επι-
τρέπει την επίλυση ενός προβλήματος Δυναμικού Προγραμματισμού με αναδρομική διαδικασία. Η απόδειξη
γίνεται εύκολα μέσω απαγωγής σε άτοπο και αφήνεται ως άσκηση.

Θεώρημα 5.1 Αρχή Βελτιστότητας του Bellman. Έστω ℎ𝑁0 = (𝑥0, 𝑎0, … , 𝑥𝑁) μια βέλτιστη τροχιά για το πρό-
βλημα 𝑉𝑁

0 (𝑥0) και ℎ𝑁𝑡 = (𝑥𝑡, 𝑎𝑡, … , 𝑥𝑁) το τμήμα της ℎ𝑁0 μεταξύ των περιόδων 𝑡 και 𝑁. Τότε η τροχιά ℎ𝑁𝑡 ελαχι-
στοποιεί το συνολικό κόστος των περιόδων 𝑡, 𝑡 + 1, … ,𝑁 .

Η βασική ιδέα του παραπάνω θεωρήματος είναι ότι αν ο διαχειριστής έχει πάρει οποιεσδήποτε αποφάσεις
που οδήγησαν το σύστημα στην κατάσταση 𝑥𝑡 στην αρχή της περιόδου 𝑡, τότε για να είναι η συνολική τροχιά
των𝑁 περιόδων βέλτιστη, πρέπει οπωσδήποτε να ακολουθήσει μια βέλτιστη τροχιά από αυτή την κατάσταση
μέχρι το τέλος του ορίζοντα.

ΤοΘεώρημα 5.1 υποδεικνύει ότι το πρόβλημα του Δυναμικού Προγραμματισμού μπορεί να λυθεί αναδρο-
μικά. Για το σκοπό αυτό ορίζουμε τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής ως εξής:

𝑉𝑁
𝑡 (𝑥𝑡) = min

𝑎𝑡,𝑥𝑡+1,𝑎𝑡+1,…,𝑎𝑁−1,𝑥𝑁
∑𝑁−1

𝑠=𝑡 𝑐(𝑥𝑠, 𝑎𝑠) + ̃𝑐(𝑥𝑁)

𝑥𝑠+1 = 𝑔(𝑥𝑠, 𝑎𝑠), 𝑠 = 𝑡, … ,𝑁 − 1
𝑎𝑠 ∈ 𝒜 (𝑥𝑠), 𝑠 = 𝑡, … ,𝑁 − 1.

(5.2)

Η ποσότητα𝑉𝑁
𝑡 (𝑥𝑡) δηλώνει το ελάχιστο δυνατό συνολικό κόστος για τις περιόδους 𝑡, 𝑡 + 1, … ,𝑁, αν στην

αρχή της περιόδου 𝑡 το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση 𝑥𝑡. Λόγω τηςΜαρκοβιανής δυναμικής και δομής
κόστους η𝑉𝑁

𝑡 εξαρτάται μόνο από την κατάσταση 𝑥𝑡 και όχι από την προηγούμενη ιστορία καταστάσεων και
αποφάσεων.

Θεωρούμε τώρα το πρόβλημα 𝑉𝑁
𝑡 (𝑥𝑡). Αν κατά την περίοδο 𝑡 ο διαχειριστής πάρει μια απόφαση 𝑎𝑡 και το

σύστημα μεταβεί στην κατάσταση 𝑥𝑡+1 = 𝑔(𝑥𝑡, 𝑎𝑡), τότε θα έχει κόστος 𝑐(𝑥𝑡, 𝑎𝑡) για την τρέχουσα περίοδο, ενώ
από το Θεώρημα 5.1 γνωρίζει ότι το ελάχιστο κόστος που μπορεί να εξασφαλίσει από την περίοδο 𝑡 + 1 μέχρι
το τέλος του ορίζοντα είναι ίσο με𝑉𝑁

𝑡+1(𝑔(𝑥𝑡, 𝑎𝑡)). Επομένως το ελάχιστο κόστος του αν πάρει την απόφαση 𝑎𝑡
θα είναι ίσο με 𝑐(𝑥𝑡, 𝑎𝑡) + 𝑉𝑁

𝑡+1(𝑔(𝑥𝑡, 𝑎𝑡) και για να ελαχιστοποιήσει το συνολικό κόστος των περιόδων 𝑡, … ,𝑁
θα πρέπει να ελαχιστοποιήσει αυτή την ποσότητα. Συνεπώς ισχύει ότι

𝑉𝑁
𝑡 (𝑥𝑡) = min

𝑎𝑡∈𝒜 (𝑥𝑡)
􏿴𝑐(𝑥𝑡, 𝑎𝑡) + 𝑉𝑁

𝑡+1(𝑔(𝑥𝑡, 𝑎𝑡)􏿷 , 𝑡 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑥𝑡 ∈ 𝒳 . (5.3)

Επίσης, επειδή στην τελική περίοδο𝑁 λαμβάνεται μόνο η τελική αμοιβή, παίρνουμε:

𝑉𝑁
𝑁 (𝑥𝑁) = ̃𝑐(𝑥𝑁), 𝑥𝑁 ∈ 𝒳 . (5.4)

Οι σχέσεις (5.3) περιγράφουν μια αναδρομική σχέση που ικανοποιεί η συνάρτηση βέλτιστης τιμής και ονο-
μάζονται εξισώσεις βελτιστότητας (optimality equations) του Δυναμικού Προγραμματισμού, ενώ η (5.4)
ορίζει την τελική συνθήκη. Επίσης από την προηγούμενη συζήτηση προκύπτει άμεσα ότι οποιαδήποτε από-
φαση 𝑎𝑡 ελαχιστοποιεί το δεξιό μέλος της (5.3) είναι βέλτιστη για την περίοδο 𝑡 στην κατάσταση 𝑥𝑡. Μια
βέλτιστη απόφαση τη συμβολίζουμε με 𝑎∗𝑡(𝑥𝑡).
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Όταν ο χώρος καταστάσεων είναι πεπερασμένος μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις βελτιστό-
τητας για να υπολογίσουμε τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής και τη βέλτιστη τροχιά ως εξής: Ξεκινάμε από
την τελική περίοδο 𝑡 = 𝑁, για την οποία γνωρίζουμε τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής από την (5.4). Στη συ-
νέχεια θέτουμε 𝑡 = 𝑁 − 1 και από την (5.3) βλέπουμε ότι το δεξιό μέλος μπορεί να υπολογιστεί για κάθε
ζεύγος (𝑥𝑁−1, 𝑎𝑁−1), επομένως η τιμή 𝑉𝑁−1(𝑥𝑁−1) μπορεί να υπολογιστεί για κάθε 𝑥𝑁−1 ∈ 𝒳 . Στο επόμενο
βήμα θέτουμε 𝑡 = 𝑁 − 2 και με παρόμοιο συλλογισμό μπορούμε να υπολογίσουμε την τιμή 𝑉𝑁

𝑁−2(𝑥𝑁−2) για
κάθε 𝑥𝑁−2 ∈ 𝒳 . Αυτή η διαδικασία επαναλαμβάνεται διαδοχικά για 𝑡 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,… , 0 και το τελικό
αποτέλεσμα είναι η βέλτιστη τιμή του προβλήματος πεπερασμένου ορίζοντα 𝑉𝑁

0 (𝑥0). Αυτή η επαναληπτική
διαδικασία ονομάζεται αναδρομή προς τα πίσω (backward induction).

Αφού ολοκληρωθεί η αναδρομή προς τα πίσω, οι βέλτιστες τροχιές, που μπορεί να είναι περισσότερες από
μία, μπορούν να προσδιοριστούν με ένα παρόμοιο αναδρομικό σχήμα, αυτή τη φορά προς τα εμπρός ως εξής:
Για 𝑡 = 0 προσδιορίζουμε όλες τις βέλτιστες αποφάσεις 𝑎∗0(𝑥0) και για κάθε μια από αυτές την αντίστοιχη
επόμενη κατάσταση 𝑥∗1 = 𝑔(𝑥0, 𝑎∗0). Στη συνέχεια θέτουμε 𝑡 = 1, για κάθε 𝑥∗1 προσδιορίζουμε όλες τις βέλτιστες
αποφάσεις 𝑎∗1(𝑥∗1) και ούτω καθεξής έως 𝑡 = 𝑁 − 1.

Κάτω από τις Υποθέσεις 1-3 που αναφέραμε παραπάνω είναι δυνατή μια σημαντική απλοποίηση των εξι-
σώσεων βελτιστότητας ως προς τις περιόδους και το μήκος του ορίζοντα. Ας υποθέσουμε ότι το μήκος του
ορίζοντα είναι ίσο με𝑁 και στην αρχή της περιόδου 𝑡 το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση 𝑥. Το πρόβλημα
εύρεσης της βέλτιστης τιμής 𝑉𝑁

𝑡 (𝑥) αντιστοιχεί στην εύρεση μιας βέλτιστης τροχιάς ℎ𝑁𝑡 μήκους𝑁 − 𝑡 περιό-
δων, που ξεκινά από την κατάσταση 𝑥 στην περίοδο 𝑡. Λόγω της χρονικής ομοιογένειας από την Υπόθεση 3,
το συνολικό κόστος που θα συσσωρευτεί ακολουθώντας οποιαδήποτε τροχιά θα είναι ίσο με το αντίστοιχο
κόστος αν ακολουθούσαμε την ίδια τροχιά σε ένα πρόβλημα με ορίζοντα𝑁 − 𝑡 που θα ξεκινούσε την περίοδο
𝑡 = 0 με αρχική κατάσταση 𝑥. Με άλλα λόγια, λόγω της χρονικής ομοιογένειας, η βέλτιστη τιμή 𝑉𝑁

𝑡 (𝑥) δεν
εξαρτάται από την συγκεκριμένη περίοδο 𝑡 αλλά μόνο από τον αριθμό περιόδων μέχρι το τέλος του ορίζο-
ντα. Με βάση τα παραπάνω είναι εύκολο να δούμε ότι 𝑉𝑁

𝑡 (𝑥) = 𝑉𝑁−𝑡
0 (𝑥) για κάθε 𝑡 = 0,… ,𝑁 και για κάθε

κατάσταση 𝑥.
Η ιδιότητα που περιγράψαμε επιτρέπει τον ορισμό της συνάρτησης βέλτιστης τιμής και τη διατύπωση των

εξισώσεων βελτιστότητας με έναν ισοδύναμο αλλά απλούστερο τρόπο, χρησιμοποιώντας μόνο μια χρονική
μεταβλητή που δηλώνει τον αριθμό περιόδων έως το τέλος του ορίζοντα. Συγκεκριμένα έστω 𝑣𝑛(𝑥) η βέλτι-
στη αμοιβή σε ένα σύστημα που βρίσκεται στην κατάσταση 𝑥 όταν απομένουν 𝑛 περίοδοι κατά τις οποίες θα
ληφθούν αποφάσεις έως το τέλος του ορίζοντα.

Από την προηγούμενη συζήτηση προκύπτει ότι 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑉𝑛
0 (𝑥). Επίσης η 𝑣𝑛(𝑥) ικανοποιεί ένα σύστημα

αναδρομικών εξισώσεων, αντίστοιχων των (5.3) και (5.4), σύμφωνα με το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 5.2 (Αναδρομικές εξισώσεις συνάρτησης βέλτιστης τιμής) Ορίζουμε τις συναρτήσεις𝑣∗𝑛(𝑥𝑛), 𝑛 =
0, 1, 2, … ,𝑁 επί του𝒳 από τις σχέσεις

𝑣∗0(𝑥0) = ̃𝑐(𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝒳 (5.5)
𝑣∗𝑛(𝑥𝑛) = min

𝑎𝑛∈𝒜 (𝑥𝑛)
􏿴𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛) + 𝑣∗𝑛−1(𝑔(𝑥𝑛, 𝑎𝑛)􏿷 , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 . (5.6)

Τότε ισχύει 𝑣∗𝑛(𝑥𝑛) = 𝑣𝑛(𝑥𝑛), 𝑛 = 0, 1, … ,𝑁, 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 . Eπιπλέον, έστω (𝑎∗𝑛, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁) ένα διάνυσμα απο-
φάσεων τέτοιο ώστε στην κατάσταση 𝑥𝑛 στο στάδιο 𝑛 πριν το τέλος του ορίζοντα η 𝑎∗𝑛 είναι οποιαδήποτε απόφαση
που πετυχαίνει το ελάχιστο στο δεξιό μέλος της (5.6). Τότε το (𝑎∗𝑛) είναι διάνυσμα βέλτιστων αποφάσεων για το
πρόβλημα ελαχιστοποίησης του κόστους𝑁 περιόδων.

Παράδειγμα 5.1 (Συνέχεια).Συνεχίζοντας το προηγούμενο παράδειγμα, θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση
τιμής και τη βέλτιστη πολιτική. Επειδή το μήκος ορίζοντα είναι 4 και η αρχική κατάσταση η 1, πρέπει να
υπολογίσουμε την τιμή της 𝑣4(1), χρησιμοποιώντας τις αναδρομικές εξισώσεις (5.6) και (5.5).

Για 𝑛 = 0, από την (5.5) παίρνουμε 𝑣0(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝒳 . Για 𝑛 = 1, από την (5.6) προκύπτει ότι 𝑣1(𝑥) =
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min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

𝑐(𝑥, 𝑎), επομένως

𝑣1(1) = 0, 𝑎∗1(1) = 3
𝑣1(2) = 2, 𝑎∗1(2) = 1
𝑣1(3) = 5, 𝑎∗1(3) = 2
𝑣1(4) = 2, 𝑎∗1(4) = 3

Για 𝑛 = 2 τώρα έχουμε:

𝑣2(1) = min{𝑐(1, 1) + 𝑣1(1), 𝑐(1, 2) + 𝑣1(2), 𝑐(1, 3) + 𝑣1(3)}
= min{1 + 0, 3 + 2, 0 + 5} = 1

και 𝑎∗2(1) = 1. Όμοια υπολογίζουμε και τις υπόλοιπες καταστάσεις:

𝑣2(2) = 2, 𝑎∗2(2) = 1
𝑣2(3) = 7, 𝑎∗2(3) = 2
𝑣2(4) = 5, 𝑎∗2(4) = 4

Αντίστοιχα για 𝑛 = 3

𝑣3(1) = 2, 𝑎∗3(1) = 1
𝑣3(2) = 3, 𝑎∗3(2) = 1
𝑣3(3) = 7, 𝑎∗3(3) = 2
𝑣1(4) = 8, 𝑎∗3(4) = 4

και για 𝑛 = 4

𝑣4(1) = 3, 𝑎∗4(1) = 1
𝑣4(2) = 4, 𝑎∗4(2) = 1
𝑣4(3) = 8, 𝑎∗4(3) = 2
𝑣4(4) = 9, 𝑎∗4(4) = 3.

Επομένως το ελάχιστο δυνατό κόστος σε 4 βήματα ξεκινώντας από τον κόμβο 1 είναι ίσο με 𝑣4(1) = 3. Αυτό
επιτυγχάνεται με τη βέλτιστη τροχιά : 1 − 1 − 1 − 1 − 1. Αν το όχημα ξεκινούσε από τον κόμβο 4, το ελάχιστο
δυνατό κόστος θα ήταν ίσο με 𝑣4(4) = 9 και η βέλτιστη τροχιά 4 − 3 − 2 − 1 − 3.

5.2 Μαρκοβιανές Διαδικασίες Αποφάσεων Πεπερασμένου Ορίζοντα

Σταπροβλήματα του ντετερμινιστικού δυναμικούπρογραμματισμού, όπωςαυτάπουμελετήθηκανστηνπροη-
γούμενη ενότητα, γίνεται η υπόθεση ότι όλα τα στοιχεία του προβλήματος είναι γνωστά εκ των προτέρων.
Όμως στις περισσότερες πραγματικές εφαρμογές αυτό δεν ισχύει, καθώς υπεισέρχεται αβεβαιότητα σε ένα ή
περισσότερα σημεία. Για παράδειγμα το άμεσο κόστος μιας περιόδου, όπως επίσης και η κατάσταση στην επό-
μενη περίοδο μπορεί να μην είναι γνωστά εκ των προτέρων, αλλά να εξαρτώνται και από τυχαίες επιδράσεις.

Στις επόμενες ενότητες θα εξετάσουμε την περίπτωση όπου η αβεβαιότητα υπεισέρχεται στη δυναμική του
συστήματος.

Στο βασικό μοντέλο του στοχαστικού δυναμικού προγραμματισμού, ένα στοχαστικό σύστημα μετακινείται
από κατάσταση σε κατάσταση για πεπερασμένο αριθμό, έστω𝑁, σταδίων, παίρνοντας αποφάσεις. Το στάδιο
που βρίσκεται το σύστημα αντιστοιχεί στον αριθμό των αποφάσεων που απομένουν να ληφθούν. Έτσι, αρχικά
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το στοχαστικό σύστημα βρίσκεται στο στάδιο𝑁 και προχωρά στα στάδια𝑁 − 1,𝑁 − 2,… , 1 μέχρι το τελικό
στάδιο 0, όπου η διαδικασία σταματά και δεν λαμβάνεται πια καμία απόφαση.

Συμβολίζουμε, γενικά, με 𝑛 ένα τυχόν στάδιο και με 𝑥𝑛 την κατάσταση που βρίσκεται το σύστημα στο
στάδιο 𝑛, πριν τη λήψη της απόφασης 𝑎𝑛. Ο χώρος των δυνατών καταστάσεων του συστήματος𝒳 θεωρείται
αριθμήσιμος, ενώ για κάθε κατάσταση 𝑥𝑛 στο στάδιο 𝑛 το σύνολο (δέσμη) αποφάσεων 𝒜 (𝑥𝑛; 𝑛) θεωρείται
πεπερασμένο.

Αν, όντας στο στάδιο 𝑛, στην κατάσταση 𝑥, ληφθεί η απόφαση 𝑎, επάγεται ένα άμεσο κόστος 𝑐(𝑥, 𝑎; 𝑛) και
το σύστημα μεταβαίνει στην κατάσταση 𝑦 με πιθανότητα 𝑝𝑥𝑦(𝑎; 𝑛).Με ̃𝑐(𝑥) συμβολίζεται το τερματικό κόστος
που επάγεται στο τελικό στάδιο (στάδιο 0), όταν δεν μένουν πια αποφάσεις και η κατάσταση είναι 𝑥. Σε αρκετά
προβλήματα τα άμεσα κόστη και οι πιθανότητες μετάβασης δεν εξαρτώνται από το στάδιο στο οποίο βρισκό-
μαστε, οπότε μιλάμε για χρονικά ομογενές πρόβλημα. Στην περίπτωση αυτή τα συμβολίζουμε με 𝑐(𝑥, 𝑎) και
𝑝𝑥𝑦(𝑎) αντίστοιχα.

Το ζητούμενο είναι να βρεθεί μια βέλτιστη «πολιτική» λήψης αποφάσεων 𝜋 που να ελαχιστοποιεί το ανα-
μενόμενο συνολικό κόστος που συσσωρεύεται στα 𝑁 στάδια για κάθε δυνατή αρχική κατάσταση 𝑥, δηλαδή
θέλουμε να ελαχιστοποιείται η μέση τιμή

𝐸𝜋[𝑐(𝑋𝑁 , 𝐴𝑁 ; 𝑁) + 𝑐(𝑋𝑁−1, 𝐴𝑁−1; 𝑁 − 1) +⋯ + 𝑐(𝑋1, 𝐴1; 1) + ̃𝑐(𝑋0)|𝑋𝑁 = 𝑥].

Συμβολίζουμε τις καταστάσεις και τις αποφάσεις με𝑋𝑛 και𝐴𝑛, χρησιμοποιώντας κεφαλαία, διότι είναι τυχαίες
μεταβλητές. Η τυχαιότητα υπεισέρχεται τόσο λόγω των πιθανοτήτων μετάβασης 𝑝𝑥𝑦(𝑎; 𝑛), όσο και λόγω της
τυχαιότητας που πιθανά να υπάρχει στην πολιτική.

Με βάση τα παραπάνω, μια Μαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων Πεπερασμένου Ορίζοντα ορίζεται από
την επτάδα (𝒳 ,𝒜 (𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑐, 𝑝, ̃𝑐, 𝑁, 𝑥0). Ο ορισμός βρίσκεται σε αντιστοιχία με το πρόβλημα του
Ντετερμινιστικού Δυναμικού Προγραμματισμού, με τη διαφορά ότι η ντετερμινιστική συνάρτηση δυναμι-
κής {𝑔(𝑥, 𝑎), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥)}, που ορίζει την επόμενη κατάσταση αν στην κατάσταση 𝑥 ληφθεί η απόφαση
𝑎, αντικαταστάθηκε από τη στοχαστική δυναμική {𝑝𝑥𝑦(𝑎; 𝑛), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥)}, που δίνει την κατανομή
της επόμενης κατάστασης κάτω από το ζεύγος (𝑥, 𝑎) στο στάδιο 𝑛.

5.3 Η έννοια της Πολιτικής και Κλάσεις Πολιτικών

Στην περίπτωση του ντετερμινιστικού δυναμικού προγραμματισμού, όπου σε κάθε περίοδο η απόφαση προσ-
διορίζει μονοσήμαντα την κατάσταση στην επόμενη περίδο, η τροχιά του συστήματος μπορεί να καθοριστεί
πλήρως από την αρχή του ορίζοντα, αν είναι γνωστή η αρχική κατάσταση και όλες οι αποφάσεις που θα λη-
φθούν στη συνέχεια. Αυτό δεν είναι εφικτό στην περίπτωση της στοχαστικής δυναμικής, επειδή εδώη επόμενη
κατάσταση είναι τυχαία μεταβλητή της οποίας η κατανομή καθορίζεται από το ζεύγος της παρούσας κατάστα-
σης και απόφασης. Εδώ χρειάζεται ένας γενικότερος τρόπος λήψης αποφάσεων και αυτό μας δίνει η έννοια της
πολιτικής.

Μια πολιτική γενικά είναι ένας κανόνας που καθορίζει την απόφαση που θα λάβει ο διαχειριστής του συ-
στήματος σε κάθε βήμα. Στη γενικότερη περίπτωση η απόφαση σε ένα στάδιο 𝑛 μπορεί να εξαρτάται από όλη
την προηγούμενη ιστορία καταστάσεων και αποφάσεων. Η ιστορία του συστήματος σε ένα στάδιο 𝑛 είναι
η ακολουθία των καταστάσεων και των αποφάσεων που παρατηρήθηκαν μέχρι το στάδιο αυτό. Συμβολικά
γράφουμε

ℎ𝑁 = 𝑥𝑁𝑎𝑁𝑥𝑁−1𝑎𝑁−1⋯𝑥𝑛+1𝑎𝑛+1𝑥𝑛
για να δηλώσουμε ότι το σύστημα πέρασε από τις καταστάσεις 𝑥𝑁 , 𝑥𝑁−1, … , 𝑥𝑛+1, παίρνοντας διαδοχικά τις
αποφάσεις 𝑎𝑁 , 𝑎𝑁−1, … , 𝑎𝑛+1 για να καταλήξει στο τρέχον στάδιο 𝑛 στην κατάσταση 𝑥𝑛.

Μια πολιτική 𝜋 = (𝜋(𝑁), 𝜋(𝑁 − 1), … , 𝜋(1)) για την επίλυση του προβλήματος είναι ένα σύνολο κανόνων,
ένας για κάθε στάδιο, για να αποφασιστεί ποια απόφαση πρέπει να ληφθεί, λαμβάνοντας υπόψη την ιστορία
της διαδικασίας μέχρι το τρέχον στάδιο. Πιο συγκεκριμένα, 𝜋(𝑛) είναι ο κανόνας λήψης απόφασης για το
στάδιο 𝑛. H 𝜋(𝑛) είναι μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το σύνολο όλων των δυνατών ιστοριών στο στάδιο
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𝑛 και πεδίο τιμών τις κατανομές πιθανότητας στο σύνολο των δυνατών αποφάσεων. Επομένως, αν ℎ𝑛 είναι
η ιστορία του συστήματος μέχρι το στάδιο 𝑛, τότε 𝜋ℎ𝑛(𝑎; 𝑛) είναι η πιθανότητα να ληφθεί η απόφαση 𝑎 στο
στάδιο 𝑛, δεδομένου ότι έχει παρατηρηθεί μέχρι στιγμής η ιστορία ℎ𝑛.

Ανάλογα με την εξάρτησή τους από την ιστορία του συστήματος οι πολιτικές διακρίνονται σεΜαρκοβιανές
(Markovian) και ιστοριοεξαρτώμενες (history - dependent). Μια πολιτικήℼ ειναιΜαρκοβιανή αν για κάθε
στάδιο 𝑛 και ιστορία ℎ𝑛 = 𝑥𝑁𝑎𝑁𝑥𝑁−1𝑎𝑁−1⋯𝑥𝑛+1𝑎𝑛+1𝑥𝑛, είναι 𝜋ℎ𝑛(𝑎; 𝑛) = 𝜋𝑥𝑛(𝑎; 𝑛), δηλαδή οι πιθανότητες
με τις οποίες η πολιτική επιλέγει αποφάσεις στο στάδιο 𝑛 εξαρτώνται μόνο από την τρέχουσα κατάσταση
και όχι από ολόκληρη την ιστορία μέχρι το συγκεκριμένο στάδιο. Στη γενική περίπτωση, όπου η πολιτική
επιλέγει αποφάσεις που μπορεί να εξαρτώνται από ολόκληρη την προηγηθείσα ιστορία, η πολιτική λέγεται
ιστοριοεξαρτώμενη.

Οι Μαρκοβιανές πολιτικές διακρίνονται περαιτέρω, ανάλογα με την ομοιογένεια ή ετερογένειά τους στα
διάφορα στάδια. Μια Μαρκοβιανή πολιτική λέγεται στάσιμη (stationary), αν για κάθε στάδιο 𝑛 και κατά-
σταση 𝑥𝑛, είναι 𝜋𝑥𝑛(𝑎; 𝑛) = 𝜋𝑥𝑛(𝑎), δηλαδή οι πιθανότητες με τις οποίες η πολιτική επιλέγει αποφάσεις στο
στάδιο 𝑛 εξαρτώνται μόνο από την τρέχουσα κατάσταση και όχι από το συγκεκριμένο στάδιο. Στη γενική
περίπτωση που υπάρχει εξάρτηση από το στάδιο, η πολιτική λέγεται μη-στάσιμη (non-stationary).

Σεσχέσημε τον τρόπο επιλογής τηςαπόφασης, οι πολιτικές διακρίνονται σεπροσδιοριστικές (ντετερμινιστι-
κές - deterministic) και τυχαιοποιημένες (randomized). Μια πολιτική ℼ είναι προσδιοριστική, αν για κάθε
στάδιο και ιστορία ℎ𝑛, υπάρχει μια απόφαση 𝑎𝑛(ℎ𝑛) που επιλέγεται με βεβαιότητα, δηλαδή𝜋ℎ𝑛(𝑎𝑛(ℎ𝑛); 𝑛) = 1,
ενώ 𝜋ℎ𝑛(𝛼; 𝑛) = 0, για κάθε 𝑎 ≠ 𝑎𝑛(ℎ𝑛). Στη γενική περίπτωση, η πολιτική λέγεται τυχαιοποιημένη.

Έστω ότι τα σύμβολα 𝐻, 𝑀 και 𝑆 dηλώνουν τις ιστοριοεξαρτώμενες, τις Μαρκοβιανές και τις στάσιμες
πολιτικές, ενώ τα 𝑅 και 𝐷 τις τυχαιοποιημένες και τις ντετερμινιστικές πολιτικές, αντίστοιχα. Συνδυάζοντας
αυτά τα σύμβολα έχουμε τις κλάσεις των πολιτικών Π𝐻𝑅, Π𝐻𝐷, Π𝑀𝑅, Π𝑀𝐷, Π𝑆𝑅 και Π𝑆𝐷. Μεταξύ τους
ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

Π𝑆𝐷 ⊆ Π𝑆𝑅 ⊆ Π𝑀𝑅 ⊆ Π𝐻𝑅,
Π𝑆𝐷 ⊆ Π𝑀𝐷 ⊆ Π𝑀𝑅 ⊆ Π𝐻𝑅,
Π𝑆𝐷 ⊆ Π𝑀𝐷 ⊆ Π𝐻𝐷 ⊆ Π𝐻𝑅.

Δοθείσης της αρχικής κατανομής ενός στοχαστικού συστήματος, των πιθανοτήτων μετάβασης και μιας
πολιτικής μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα πραγματοποίησης μιας συγκεκριμένης ιστορίας. Πιο
συγκεκριμένα, έχουμε

Θεώρημα 5.3 (Πιθανότητα συγκεκριμένης πραγματοποίησης ιστορίας) Έστω p(𝑁) = (𝑝(𝑁)𝑥𝑁 ) η αρχική κα-
τανομή ενός στοχαστικού συστήματος στο αρχικό στάδιο𝑁, δηλαδή 𝑝(𝑁)𝑋𝑁 = Pr[𝑋𝑁 = 𝑥𝑁], 𝑥𝑁 ∈ 𝒳 , και 𝑝𝑥𝑦(𝑎; 𝑛)
οι πιθανότητες μετάβασής του. Έστω, επίσης, μια πολιτική ℼ = (𝜋(𝑁), 𝜋(𝑁 − 1), … , 𝜋(1)). Ορίζουμε με 𝐻𝑛 την
τυχαία μεταβλητή της ιστορίας στο στάδιο 𝑛. Τότε η πιθανότητα πραγματοποίησης μιας συγκεκριμένης ιστορίας

ℎ𝑛 = 𝑥𝑁𝑎𝑁𝑥𝑁−1𝑎𝑁−1⋯𝑥𝑛+1𝑎𝑛+1𝑥𝑛
είναι

Pr[𝐻𝑛 = ℎ𝑛] = 𝑝(𝑁)𝑥𝑁 𝜋𝑥𝑁 (𝑎𝑁 ; 𝑁)𝑝𝑥𝑁𝑥𝑁−1(𝑎𝑁 ; 𝑁)𝜋𝑥𝑁𝑎𝑁𝑥𝑡−1(𝑎𝑁−1; 𝑁 − 1)𝑝𝑥𝑁−1𝑥𝑁−2(𝑎𝑁−1; 𝑁 − 1)
⋯𝜋𝑥𝑁𝑎𝑁𝑥𝑁−1𝑎𝑁−1…𝑥𝑛+1(𝑎𝑛+1; 𝑛 + 1)𝑝𝑥𝑛+1𝑥𝑛(𝑎𝑛+1; 𝑛 + 1). (5.7)

Το αποτέλεσμα αυτό αποδεικνύεται εύκολα χρησιμοποιώντας τον πολλαπλασιαστικό τύπο για τον υπο-
λογισμό της πιθανότητας τομής ενδεχομένων, δηλαδή με διαδοχική δέσμευση στις τυχαίες μεταβλητές 𝑋𝑡,
𝐴𝑡, 𝑋𝑡−1,𝐴𝑡−1, μέχρι και στην 𝑋𝑛. Επομένως, δοθείσης μιας πολιτικής ℼ, προκύπτει μια στοχαστική διαδικα-
σία {(𝑋𝑁 , 𝐴𝑁 , 𝑋𝑁−1, 𝐴𝑁−1, … , 𝑋1, 𝐴1, 𝑋0)} με την παραπάνω από κοινού συνάρτηση πιθανότητας.Η περιθώ-
ρια {(𝑋𝑁 , 𝑋𝑁−1, … , 𝑋1, 𝑋0)} αναφέρεται ως στοχαστική διαδικασία των καταστάσεων του συστήματος, ενώ η
{(𝐴𝑁 , 𝐴𝑁−1, … ,𝐴1)} αναφέρεται ως στοχαστική διαδικασία των αποφάσεων του συστήματος.

Στην περίπτωση που η πολιτική που ακολουθούμε είναι Μαρκοβιανή ή Μαρκοβιανή στάσιμη, ο τύπος
(5.7) του θεωρήματος 5.3 απλοποιείται και μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.
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Θεώρημα 5.4 (Πιθανότητες μετάβασης υπόΜαρκοβιανή πολιτική) Αν ακολουθείται μια Μαρκοβιανή πο-
λιτικήℼ, η στοχαστική διαδικασία των καταστάσεων είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου με πιθανότητες
μετάβασης

Pr[𝑋𝑛 = 𝑥𝑛|𝑋𝑛+1 = 𝑥𝑛+1] = 􏾜
𝑎𝑛+1

𝜋𝑥𝑛+1(𝑎𝑛+1; 𝑛 + 1)𝑝𝑥𝑛+1𝑥𝑛(𝑎𝑛+1; 𝑛 + 1).

Αν επιπλέον η ℼ είναι και στάσιμη και οι πιθανότητες μετάβασης χρονικά ομογενείς, δηλαδή 𝑝𝑥𝑦(𝑎; 𝑛) = 𝑝𝑥𝑦(𝑎),
τότε η διαδικασία των καταστάσεων είναι ομογενής Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου με πιθανότητες μετά-
βασης

Pr[𝑋𝑛 = 𝑥𝑛|𝑋𝑛+1 = 𝑥𝑛+1] = 􏾜
𝑎𝑛+1

𝜋𝑥𝑛+1(𝑎𝑛+1)𝑝𝑥𝑛+1𝑥𝑛(𝑎𝑛+1).

5.4 Συναρτήσεις Αξίας Πολιτικής και Συναρτήσεις Βέλτιστης Τιμής

Δοθείσης μιας πολιτικήςℼ = (𝜋(𝑁), 𝜋(𝑁 − 1), … , 𝜋(1)) η συνάρτηση της (ολικής) αξίας της ορίζεται ως

𝑢ℼ𝑁(𝑥𝑁) = 𝐸ℼ

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑁
􏾜
𝑛=1

𝑐(𝑋𝑛, 𝐴𝑛; 𝑛) + ̃𝑐(𝑋0) |𝑋𝑁 = 𝑥𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

δηλαδή, η 𝑢ℼ𝑁(𝑥𝑁) εκφράζει το μέσο συνολικό κόστος που συσσωρεύεται υπό την πολιτικήℼ δεδομένου ότι η
αρχική κατάσταση του συστήματος είναι η 𝑥𝑁 . Ανάλογα, ορίζεται και η συνάρτηση της (μερικής) αξίας από
ένα στάδιο 𝑛 και μετά, όταν η μέχρι στιγμής ιστορία του συστήματος είναι η ℎ𝑛. Πιο συγκεκριμένα, ορίζουμε

𝑢ℼ𝑛 (ℎ𝑛) = 𝐸ℼ

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛
􏾜
𝑘=1

𝑐(𝑋𝑘, 𝐴𝑘; 𝑘) + ̃𝑐(𝑋0) |𝐻𝑛 = ℎ𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Στην περίπτωση αυτή, η 𝑢ℼ𝑛 (ℎ𝑛) εκφράζει το μέσο υπολειπόμενο κόστος που συσσωρεύεται υπό την πολιτική
ℼ από το στάδιο 𝑛 και μετά, δεδομένου ότι η ιστορία του συστήματος μέχρι το στάδιο 𝑛 είναι η ℎ𝑛.

Για τον υπολογισμό της αξίας μιας πολιτικής έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.5 (Αναδρομικό σχήμα υπολογισμού συνάρτησης αξίας πολιτικής) Ησυνάρτησηαξίας μιας πο-
λιτικής ℼ υπολογίζεται αναδρομικά, για 𝑛 = 0, 1, 2, … ,𝑁, ως εξής:

𝑢ℼ0 (ℎ0) = ̃𝑐(𝑥0), (5.8)

𝑢ℼ𝑛 (ℎ𝑛) = 􏾜
𝑎𝑛
𝜋ℎ𝑛(𝑎𝑛; 𝑛)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑢

ℼ
𝑛−1(ℎ𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (5.9)

όπου ℎ𝑛 = 𝑥𝑁𝑎𝑁𝑥𝑁−1𝑎𝑁−1⋯𝑥𝑛+1𝑎𝑛+1𝑥𝑛.

Η πρώτη σχέση είναι προφανής. Για την απόδειξη της δεύτερης, αρκεί να δεσμεύσουμε στην απόφαση 𝐴𝑛
και ακολούθως στην κατάσταση𝑋𝑛−1.

Ας θεωρήσουμε, τώρα, ένα πρόβλημα 𝑁 σταδίων. Ορίζουμε τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής στο στάδιο 𝑛,
δοθέντος ότι η τρέχουσα κατάσταση του συστήματος είναι 𝑥𝑛 ως

𝑣𝑛(𝑥𝑛) = inf
ℼ,𝑥𝑁 ,𝑎𝑁 ,…,𝑥𝑛+1,𝑎𝑛+1

𝑢ℼ𝑛 (𝑥𝑁𝑎𝑁 …𝑥𝑛+1𝑎𝑛+1𝑥𝑛).

Δηλαδή, το 𝑣𝑛(𝑥𝑛) είναι το μέγιστο κάτω φράγμα (infimum) για το κόστος από το στάδιο 𝑛 και μετά, δεδομέ-
νου ότι η τρέχουσα κατάσταση είναι 𝑥𝑛, όπου το μέγιστο κάτω φράγμα λαμβάνεται ως προς όλες τις πολιτικές
ℼ και όλες τις δυνατές ιστορίες που μπορεί να οδήγησαν στην τρέχουσα κατάσταση 𝑥𝑛 στο στάδιο 𝑛. Έχουμε
τότε το επόμενο αποτέλεσμα.
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Λήμμα 5.1 (Ανισότητα συνάρτησης βέλτιστης τιμής) Η συνάρτηση βέλτιστης τιμής 𝑣𝑛(𝑥𝑛) ικανοποιεί την
ανισότητα

𝑣𝑛(𝑥𝑛) ≥ min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Για την απόδειξη, θεωρούμε μια αυθαίρετη πολιτικήℼ, ένα στάδιο 𝑛 και μια ιστορία του συστήματος μέχρι
το στάδιο 𝑛, έστω την

ℎ𝑛 = 𝑥𝑁𝑎𝑁𝑥𝑁−1𝑎𝑁−1⋯𝑥𝑛+1𝑎𝑛+1𝑥𝑛,

που οδηγεί στην κατάσταση 𝑥𝑛 στο στάδιο 𝑛. Τότε, από την (5.9), έχουμε

𝑢ℼ𝑛 (ℎ𝑛) = 􏾜
𝑎𝑛
𝜋ℎ𝑛(𝑎𝑛; 𝑛)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑢

ℼ
𝑛−1(ℎ𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 􏾜
𝑎𝑛
𝜋ℎ𝑛(𝑎𝑛; 𝑛)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 􏾜
𝑎𝑛
𝜋ℎ𝑛(𝑎𝑛; 𝑛)min

𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Όμως, η ποσότητα

min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

είναι ανεξάρτητη της 𝑎𝑛 και της ℎ𝑛, οπότε είναι κοινός παράγοντας στο παραπάνω άθροισμα. Επιπλέον,

􏾜
𝑎𝑛
𝜋ℎ𝑛(𝑎𝑛; 𝑛) = 1,

επομένως έχουμε

𝑢ℼ𝑛 (ℎ𝑛) ≥ min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Αφού αυτή η ανισότητα ισχύει για όλες τις πολιτικές ℼ και όλες τις ιστορίες ℎ𝑛 που οδηγούν στην 𝑥𝑛 στο
στάδιο 𝑛, παίρνοντας infimum για όλα ταℼ, ℎ𝑛+1 και 𝑎𝑛+1 προκύπτει το συμπέρασμα.

Με βάση το Λήμμα 5.1, μπορούμε να προχωρήσουμε στο επόμενο βασικό αποτέλεσμα που δείχνει ότι στα
προβλήματα πεπερασμένου ορίζοντα του πλαισίου που έχουμε αναπτύξει υπάρχει πάντα βέλτιστη πολιτική,
ενώ επίσης παρέχει ένα αναδρομικό σχήμα υπολογισμού της βέλτιστης πολιτικής.

Θεώρημα 5.6 (Αναδρομικό σχήμα υπολογισμού συνάρτησης βέλτιστης τιμής και βέλτιστης πολιτικής)
Ορίζουμε τις συναρτήσεις 𝑢∗𝑛(𝑥𝑛), 𝑛 = 0, 1, 2, … ,𝑁, επί του𝒳 από τις σχέσεις

𝑢∗0(𝑥0) = ̃𝑐(𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝒳 , (5.10)

𝑢∗𝑛(𝑥𝑛) = min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑢

∗
𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 . (5.11)

Για 𝑛 = 1,… ,𝑁, 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 θεωρούμε οποιαδήποτε απόφαση 𝑎∗𝑛(𝑥𝑛) που πετυχαίνει το ελάχιστο στο δεξιό μέλος
της (5.11). Έστω ℼ∗ = (𝜋∗(𝑁), 𝜋∗(𝑁 − 1), … , 𝜋∗(1)) η Μαρκοβιανή προσδιοριστική πολιτική που όντας στην
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κατάσταση 𝑥𝑛 στο στάδιο 𝑛 επιλέγει την απόφαση 𝑎∗𝑛(𝑥𝑛). Τότε, για κάθε ιστορία ℎ𝑛 = 𝑥𝑁𝑎𝑁 ⋯𝑥𝑁+1𝑎𝑁+1𝑥𝑛 που
οδηγεί στην 𝑥𝑛 στο στάδιο 𝑛 έχουμε

𝑢ℼ∗𝑛 (ℎ𝑛) = 𝑢∗𝑛(𝑥𝑛) = 𝑣𝑛(𝑥𝑛). (5.12)

Επομένως, η ℼ∗ είναι βέλτιστη. Επιπλέον, η συνάρτηση βέλτιστης τιμής ικανοποιεί τις εξισώσεις βελτιστότητας

𝑣0(𝑥0) = ̃𝑐(𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝒳 , (5.13)

𝑣𝑛(𝑥𝑛) = min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 . (5.14)

Για την απόδειξη του θεωρήματος 5.6, χρησιμοποιούμε επαγωγή στο 𝑛 για να αποδείξουμε την ισχύ της
(5.12) για κάθε 𝑛 ≥ 0. Για 𝑛 = 0 έχουμε ότι

𝑢𝜋∗0 (ℎ0) = ̃𝑐(𝑥0) = 𝑢∗0(𝑥0) = 𝑣0(𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝒳 ,

οπότε η πρόταση ισχύει.
Ας υποθέσουμε ότι η (5.12) ισχύει για 𝑛 − 1. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει και για 𝑛. Από τον αναδρομική

σχέση για τον υπολογισμό της αξίας μιας πολιτικής έχουμε για την αξία της πολιτικήςℼ∗:

𝑢ℼ∗𝑛 (ℎ𝑛) = 􏾜
𝑎𝑛
𝜋∗ℎ𝑛(𝑎𝑛; 𝑛)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑢

ℼ∗
𝑛−1(ℎ𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.15)

Όμως από τον ορισμό τηςℼ∗ έχουμε

𝜋∗ℎ𝑛(𝑎𝑛; 𝑛) = 􏿼
1, αν 𝑎𝑛 = 𝑎∗𝑛
0, διαφορετικά,

όπου 𝑎∗𝑛 είναι απόφαση που πετυχαίνει το ελάχιστο στον αναδρομικό ορισμό της 𝑢∗𝑛(𝑥𝑛), μέσω της σχέσης
(5.11). Επιπλέον, από την επαγωγική υπόθεση είναι

𝑢ℼ∗𝑛−1(ℎ𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1) = 𝑢∗𝑛−1(𝑥𝑛−1) = 𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1).

Επομένως, η σχέση (5.15) για την αξία της πολιτικήςℼ∗ παίρνει τη μορφή:

𝑢ℼ∗𝑛 (ℎ𝑛) = min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑢

∗
𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.16)

Από την πρώτη ισότητα της (5.16) και τον αναδρομικό ορισμό της 𝑢∗𝑛(𝑥𝑛) (σχέση (5.11)) παίρνουμε

𝑢ℼ∗𝑛 (ℎ𝑛) = 𝑢∗𝑛(𝑥𝑛).

Από τη δεύτερη ισότητα της (5.16) και τον ορισμό της 𝑣𝑛(𝑥𝑛) παίρνουμε

𝑣𝑛(𝑥𝑛) ≤ min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 ,

η οποία σε συνδυασμό με το λήμμα 5.1, μας δίνει ότι

𝑣𝑛(𝑥𝑛) = min
𝑎𝑛

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) + 􏾜

𝑥𝑛−1
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 . (5.17)
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Συγκρίνοντας, τώρα, τα δεξιά μέλη της δεύτερης ισότητας της (5.16) για την 𝑢ℼ∗𝑛 (ℎ𝑛) και της (5.17) για την
𝑣𝑛(𝑥𝑛), έχουμε ότι

𝑢ℼ∗𝑛 (ℎ𝑛) = 𝑣𝑛(𝑥𝑛),

που ολοκληρώνει την επαγωγή.
Παρότι η θεωρία για την επίλυση τωνπροβλημάτων δυναμικού προγραμματισμού σε πεπερασμένο χρονικό

ορίζοντα εκτέθηκε για την περίπτωση αριθμήσιμου χώρου καταστάσεων και πεπερασμένων δεσμών αποφά-
σεων για κάθε κατάσταση, τα αποτελέσματα συνεχίζουν να ισχύουν και σε πιο γενικό πλαίσιο που καλύπτει
εφαρμογές με «συνεχείς» χώρους καταστάσεων και «συνεχείς» χώρους αποφάσεων. Χρειάζονται, όμως, κά-
ποιες υποθέσεις ομαλότητας. Το πλαίσιο που προκύπτει απαιτεί οι χώροι καταστάσεων και οι δέσμες αποφά-
σεων σε όλα τα στάδια να είναι κλειστά υποσύνολα κάποιων ευκλειδείων χώρων ℝ𝑚. Επιπλέον, αν (𝑥𝑘) είναι
μια ακολουθία καταστάσεων που συγκλίνει στον χώρο καταστάσεων σε κάποιο 𝑥, τότε για κάθε ακολουθία
αποφάσεων (𝑎𝑘) με 𝑎𝑘 ∈ 𝒜 (𝑥𝑘), να υπάρχει συγκλίνουσα υπακολουθία που συγκλίνει σε κάποια απόφαση
𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥). Οι πιθανότητες μετάβασης 𝑝𝑥𝑦(𝑎; 𝑛) αντικαθίστανται από συνεχείς ως προς 𝑦 συναρτήσεις πυκνό-
τητας πιθανότητας για κάθε κατάσταση 𝑥 και απόφαση 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥). Τέλος, οι συναρτήσεις κόστους 𝑐(𝑥, 𝑎; 𝑛)
kai ̃𝑐(𝑥) πρέπει να είναι συνεχείς και κάτω φραγμένες. Υπό αυτές τις προϋποθέσεις, η συνάρτηση βέλτιστης
τιμής ικανοποιεί τις εξισώσεις

𝑣0(𝑥0) = ̃𝑐(𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝒳 ,

𝑣𝑛(𝑥𝑛) = min
𝑎𝑛

􏿰𝑐(𝑥𝑛, 𝑎𝑛; 𝑛) +􏾙
𝒳
𝑝𝑥𝑛𝑥𝑛−1(𝑎𝑛; 𝑛)𝑣𝑛−1(𝑥𝑛−1)𝑑𝑥𝑛−1􏿳 , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 ,

που αποτελούν το συνεχές ανάλογο των (5.13) και (5.14) που παρουσιάστηκαν στη διακριτή περίπτωση.
Επιπλέον, οποιαδήποτε απόφαση σε κάποιο στάδιο και κατάσταση υλοποιεί το min στην εξίσωση βελτιστο-
ποίησης, είναι βέλτιστη σε αυτό το στάδιο και αυτή την κατάσταση.

5.5 Εφαρμογές με επαγωγικά επιχειρήματα

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται μια ποικιλία από εφαρμογές που δείχνουν πώς χρησιμοποιείται το βασικό
θεώρημα 5.6 για τον υπολογισμό της συνάρτησης βέλτιστης τιμής και για την εύρεση βέλτιστης πολιτι-
κής, λύνοντας αναδρομικά τις εξισώσεις βελτιστότητας. Στις πρώτες δυο εφαρμογές (μοντέλο κατανάλωσης
- επένδυσης και πρόβλημα κατανομής πόρων) δεν υπεισέρχεται τυχαιότητα, οπότε πρόκειται για προβλήματα
προσδιοριστικού δυναμικού προγραμματισμού. Παρόλο που οι εφαρμογές αυτές δεν εμπίπτουν αυστηρά στο
στοχαστικό μέρος της ΕπιχειρησιακήςΈρευνας, είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσες και παρουσιάζουν, χωρίς περαι-
τέρω δυσκολίες, τη μεθοδολογία που χρησιμοποιείται σε ανάλογα στοχαστικά προβλήματα. Για το λόγο αυτό
παρουσιάζονται με αρκετή λεπτομέρεια. Στη συνέχεια παρουσιάζονται άλλες δυο εφαρμογές με στοχαστικό
χαρακτήρα (μοντέλο στοιχηματικής πολιτικής και πρόβλημα συντήρησης αντικατάστασης μηχανήματος).

5.5.1 Ένα μοντέλο κατανάλωσης - επένδυσης

Θεωρούμε έναν επενδυτή που λαμβάνει ετήσιο εισόδημα από κάποιο κεφάλαιο που έχει σωρεύσει. Ας υποθέ-
σουμε ότι ένα συγκεκριμένο έτος λαμβάνει 𝑥 χρηματικές μονάδες ως ετήσιο εισόδημα και πρέπει να αποφασί-
σει την ποσότητα 𝑎 από αυτές που προτίθεται να καταναλώσει, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑥. Αν καταναλώσει 𝑎, τότε το επόμενο
έτος θα λάβει εισόδημα 𝑥+𝜃(𝑥−𝑎), διότι το ποσό 𝑥−𝑎 που αποταμίευσε το προηγούμενο έτος ενσωματώθηκε
στο κεφάλαιό του και επενδύθηκε με επιτόκιο 𝜃. Ο σκοπός του επενδυτή είναι να μεγιστοποιήσει το συνολικό
ποσό που θα καταναλώσει τα επόμενα 𝑛 χρόνια, δοθέντος ότι το φετινό ετήσιο εισόδημά του είναι 𝑥.

Το πρόβλημα μοντελοποιείται στο πλαίσιο του δυναμικού προγραμματισμού ως εξής:

• Στάδιο: Ο αριθμός 𝑛 των υπόλοιπων ετών.

• Κατάσταση: Το ετήσιο εισόδημα 𝑥 στην αρχή ενός έτους.
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• Απόφαση: Το ποσό 𝑎 που θα καταναλώσει.

• Συνάρτηση βέλτιστης τιμής: 𝑣𝑛(𝑥) η μέγιστη ωφέλεια (συνολική κατανάλωση), ξεκινώντας από την
κατάσταση 𝑥, όταν απομένουν 𝑛 έτη.

Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση βελτιστοποίησης έχει τη μορφή

𝑣0(𝑥) = 0, 𝑥 ≥ 0,
𝑣𝑛(𝑥) = max

𝑎∈[0,𝑥]
[𝑎 + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 𝜃(𝑥 − 𝑎))] , 𝑥 ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, … .

Υπολογίζουμε αναδρομικά, για 𝑛 = 1, 2, τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής. Αντικαθιστώντας την αρχική
συνθήκη

𝑣0(𝑥) = 0, 𝑥 ≥ 0,
στην εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 1, έχουμε

𝑣1(𝑥) = max
𝑎∈[0,𝑥]

[𝑎 + 0] = 𝑥, 𝑥 ≥ 0.

Αντικαθιστώντας, τώρα, στην εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 2, έχουμε

𝑣2(𝑥) = max
𝑎∈[0,𝑥]

[𝑎 + 𝑥 + 𝜃(𝑥 − 𝑎)]

= (1 + 𝜃)𝑥 + max
𝑎∈[0,𝑥]

[(1 − 𝜃)𝑎] .

Επειδή η (1 − 𝜃)𝑎 είναι γραμμική συνάρτηση του 𝑎, το μέγιστό της στο [0, 𝑥] πιάνεται στο 0 ή στο 𝑥, οπότε

𝑣2(𝑥) = (1 + 𝜃)𝑥 + max
𝑎∈{0,𝑥}

[(1 − 𝜃)𝑎]

= 􏿼
(1 + 𝜃)𝑥 + (1 − 𝜃)0 αν 𝜃 ≥ 1,
(1 + 𝜃)𝑥 + (1 − 𝜃)𝑥 αν 𝜃 ≤ 1,

= 􏿼
(1 + 𝜃)𝑥 αν 𝜃 ≥ 1,
2𝑥 αν 𝜃 ≤ 1,

= max[1 + 𝜃, 2]𝑥
= 𝜌2𝑥, 𝑥 ≥ 0,

με 𝜌2 = max[1 + 𝜃, 2].
Επομένως, εικάζουμε ότι 𝑣𝑛(𝑥) = 𝜌𝑛𝑥, 𝑥 ≥ 0. Θα αποδείξουμε αυτή την εικασία με επαγωγή στο 𝑛. Για

𝑛 = 0 ισχύει προφανώς με 𝜌0 = 0. Έστω ότι ισχύει για 𝑛 − 1. Τότε από την εξίσωση βελτιστοποίησης έχουμε

𝑣𝑛(𝑥) = max
𝑎∈[0,𝑥]

􏿮𝑎 + 𝜌𝑛−1(𝑥 + 𝜃(𝑥 − 𝑎))􏿱

= (1 + 𝜃)𝜌𝑛−1𝑥 + max
𝑎∈[0,𝑥]

􏿮(1 − 𝜃𝜌𝑛−1)𝑎􏿱 , 𝑥 ≥ 0.

Δεδομένου ότι η (1 − 𝜃𝜌𝑛−1)𝑎 είναι γραμμική συνάρτηση του 𝑎, έχουμε και πάλι ότι η μέγιστη τιμή της στο
[0, 𝑥] λαμβάνεται στο 0 ή στο 𝑥. Επομένως:

𝑣𝑛(𝑥) = (1 + 𝜃)𝜌𝑛−1𝑥 + max
𝑎∈{0,𝑥}

􏿮(1 − 𝜃𝜌𝑛−1)𝑎􏿱

= max[(1 + 𝜃)𝜌𝑛−1, 1 + 𝜌𝑛−1]𝑥
= 𝜌𝑛𝑥, 𝑥 ≥ 0.

Επομένως, η εικασία αποδείχθηκε και, επιπλέον, βρέθηκε ένας αναδρομικός τύπος για τον υπολογισμό των
σταθερών 𝜌𝑛 που εμφανίζονται στη συνάρτηση βέλτιστης τιμής. Συμπερασματικά, έχουμε το ακόλουθο απο-
τέλεσμα.
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Θεώρημα 5.7 (Συνάρτηση βέλτιστης τιμής μοντέλου κατανάλωσης - επένδυσης) Ησυνάρτησηβέλτιστης
τιμής στο μοντέλο κατανάλωσης - επένδυσης δίνεται από τον τύπο

𝑣𝑛(𝑥) = 𝜌𝑛𝑥, 𝑥 ≥ 0, 𝑛 = 0, 1, 2, … ,

όπου

𝜌0 = 0,
𝜌𝑛 = max[(1 + 𝜃)𝜌𝑛−1, 1 + 𝜌𝑛−1], 𝑛 = 1, 2, … .

Όσον αφορά τη βέλτιστη πολιτική σε κάθε στάδιο έχουμε δει ότι

𝑣𝑛(𝑥) = (1 + 𝜃)𝜌𝑛−1𝑥 + max
𝑎∈{0,𝑥}

􏿮(1 − 𝜃𝜌𝑛−1)𝑎􏿱 , 𝑥 ≥ 0.

Επομένως, στο στάδιο 𝑛, η βέλτιστη πολιτική είναι 𝑎∗𝑛(𝑥) = 0, αν 1 − 𝜃𝜌𝑛−1 ≤ 0. Δηλαδή, για 𝜌𝑛−1 ≥
1
𝜃 , η

βέλτιστη πολιτική είναι να επενδύεται (αποταμιεύεται) όλο το ποσό. Αλλιώς, αν 𝜌𝑛−1 ≤
1
𝜃 , η βέλτιστη πολιτική

είναι 𝑎∗𝑛(𝑥) = 𝑥, δηλαδή να καταναλώνεται όλο το ποσό. Συνοπτικά, έχουμε

𝑎∗𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0 αν 𝜌𝑛−1 ≥

1
𝜃 ,

𝑥 αν 𝜌𝑛−1 ≤
1
𝜃 .

Από τον αναδρομικό ορισμό της ακολουθίας 𝜌𝑛 είναι φανερό ότι είναι αύξουσα. Έστω 𝑛∗ ο ελάχιστος 𝑛 για τον
οποίο 𝜌𝑛 ≥

1
𝜃 . Τότε, έχουμε 𝜌𝑛 <

1
𝜃 για 𝑛 ≤ 𝑛∗ − 1, ενώ 𝜌𝑛 ≥

1
𝜃 για 𝑛 ≥ 𝑛∗. Επίσης,

𝑎∗𝑛(𝑥) = 􏿼
0 αν 𝑛 ≥ 𝑛∗ + 1,
𝑥 αν 𝑛 ≤ 𝑛∗.

Μπορούμε, τώρα, ναπροχωρήσουμε και να απλοποιήσουμε το αναδρομικό σχήμα υπολογισμού των𝜌𝑛.Πράγ-
ματι, έχουμε:

𝜌0 = 0,
𝜌1 = max[(1 + 𝜃)𝜌0, 1 + 𝜌0] = 1, αφού 𝜃𝜌0 = 0 < 1,
𝜌2 = max[(1 + 𝜃)𝜌1, 1 + 𝜌1] = 1 + 𝜌1 = 2, αφού 𝜃𝜌1 < 1,

⋮
𝜌𝑛∗ = max[(1 + 𝜃)𝜌𝑛∗−1, 1 + 𝜌𝑛∗−1] = 1 + 𝜌𝑛∗−1 = 𝑛∗, αφού 𝜃𝜌𝑛∗−1 < 1,

𝜌𝑛∗+1 = max[(1 + 𝜃)𝜌𝑛∗ , 1 + 𝜌𝑛∗] = (1 + 𝜃)𝜌𝑛∗ = (1 + 𝜃)𝑛∗, αφού 𝜃𝜌𝑛∗ ≥ 1,
𝜌𝑛∗+2 = max[(1 + 𝜃)𝜌𝑛∗+1, 1 + 𝜌𝑛∗+1] = (1 + 𝜃)𝜌𝑛∗+1 = (1 + 𝜃)2𝑛∗, αφού 𝜃𝜌𝑛∗+1 ≥ 1,

⋮

Οπότε, μπορούμε να απλοποιήσουμε και το χαρακτηρισμό του 𝑛∗. Θα πρέπει για 𝑛 ≥ 𝑛∗ να ισχύει

𝜌𝑛 = (1 + 𝜃)𝑛−𝑛∗𝑛∗ ≥ 1
𝜃,

ενώ για 𝑛 < 𝑛∗ να ισχύει

𝜌𝑛 = 𝑛 < 1
𝜃.

Επομένως ο 𝑛∗ είναι ο ελάχιστος ακέραιος που είναι μεγαλύτερος ή ίσος του 1
𝜃 . Έχουμε, έτσι, ολοκληρώσει την

εύρεση της βέλτιστης πολιτικής και έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:
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Θεώρημα 5.8 (Βέλτιστη πολιτική στο μοντέλο κατανάλωσης - επένδυσης) Έστω

𝑛∗ = 􏿤
1
𝜃􏿧 .

Η βέλτιστη πολιτική κατανάλωσης είναι

𝑎∗𝑛(𝑥) = 􏿼
0 αν 𝑛 ≥ 𝑛∗ + 1,
𝑥 αν 𝑛 ≤ 𝑛∗,

δηλαδή να επενδύεται όλο το ετήσιο εισόδημα όταν απομένουν περισσότερα από 𝑛∗ χρόνια και να καταναλώνεται
όλο το ετήσιο εισόδημα όταν απομένουν ακριβώς ή λιγότερα από 𝑛∗ χρόνια. Η συνάρτηση βέλτιστης τιμής είναι

𝑣𝑛(𝑥) = 𝜌𝑛𝑥, 𝑥 ≥ 0, 𝑛 = 0, 1, 2, … ,

όπου

𝜌𝑛 = 􏿼
𝑛 αν 𝑛 ≤ 𝑛∗,
𝑛∗(1 + 𝜃)𝑛−𝑛∗ αν 𝑛 ≥ 𝑛∗.

Το γεγονός ότι η συνάρτηση βέλτιστης τιμής βρίσκεται μεγιστοποιώντας μια γραμμική συνάρτηση της
μεταβλητής απόφασης 𝑎 είναι το βασικό στοιχείο που επιτρέπει τη δραστική απλοποίηση των υπολογισμών.
Πράγματι, το γεγονός αυτό επιτρέπει να ψάξουμε για βέλτιστο μόνο στα ακρότατα του συνόλου [0, 𝑥] των
εφικτών αποφάσεων, όταν η κατάσταση είναι 𝑥, δηλαδή, μόνο στα σημεία 0 και 𝑥.

Ημορφή της βέλτιστης πολιτικής που υπαγορεύει αρχικά την υιοθέτηση μιας ακραίας απόφασης (επένδυσε
όλο το εισόδημα) και κατόπιν την υιοθέτηση μιας διαμετρικά αντίθετης ακραίας απόφασης (κατανάλωσε όλο
το εισόδημα) αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως πολιτική «bang-bang».

5.5.2 Το πρόβλημα κατανομής πόρων

Μοντελοποίηση
Θεωρούμε έναν επενδυτή, που έχει ένα κεφάλαιο 𝑦 χρηματικών μονάδων, το οποίο πρόκειται να επενδύσει

σε 𝑁 δυνατές επιλογές. Αν επενδύσει 𝑥 χρηματικές μονάδες στην επιλογή 𝑛, η αναμενόμενη απόδοση είναι
𝑟𝑛(𝑥). Ο σκοπός του επενδυτή είναι να βρει βέλτιστη κατανομή του κεφαλαίου των 𝑦 χρηματικών μονάδων
στις𝑁 επιλογές, που να μεγιστοποιεί την αναμενόμενη συνολική απόδοση.

Έστω 𝑎𝑛 το μέρος του κεφαλαίου (χρηματικές μονάδες) που θα επενδυθούν στην επιλογή 𝑛. Τότε, έχουμε
το πρόβλημα μη-γραμμικού προγραμματισμού:

max ∑𝑁
𝑛=1 𝑟𝑛(𝑎𝑛)

υπό
∑𝑁

𝑛=1 𝑎𝑛 ≤ 𝑦
𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Το πρόβλημα μοντελοποιείται στο πλαίσιο του δυναμικού προγραμματισμού, υποθέτοντας ότι η κατανομή
του κεφαλαίου στις 𝑛 επιλογές γίνεται ακολουθιακά. Τότε, έχουμε:

• Στάδιο: Ο αριθμός των υπόλοιπων επενδυτικών επιλογών, 𝑛, για επένδυση του υπόλοιπου κεφαλαίου.

• Κατάσταση: Το υπόλοιπο κεφάλαιο, 𝑥, που απομένει για επένδυση στις επενδυτικές επιλογές που δεν
έχουν ήδη θεωρηθεί.

• Απόφαση: Η ποσότητα κεφαλαίου, 𝑎, που θα επενδυθεί στην επόμενη διαθέσιμη επιλογή.
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• Συνάρτηση βέλτιστης τιμής:Ηυπόλοιπη αναμενόμενη συνολική απόδοση από την επένδυση στις υπό-
λοιπες 𝑛 επενδυτικές επιλογές, 𝑣𝑛(𝑥), όταν το διαθέσιμο κεφάλαιο για αυτές είναι 𝑥.

Εδώ, έχουμε την εξίσωση βελτιστοποίησης

𝑣0(𝑥) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,
𝑣𝑛(𝑥) = max

𝑎∈[0,𝑥]
[𝑟𝑛(𝑎) + 𝑣𝑛−1(𝑥 − 𝑎)], 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Λύση στη συμμετρική περίπτωση με αύξουσα κυρτή απόδοση
Θεωρούμε την ειδική περίπτωση του προβλήματος όπου 𝑟𝑛(𝑥) = 𝑟(𝑥), για 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁 (συμμετρική

περίπτωση) και, επιπλέον, η 𝑟(𝑥) είναι αύξουσα, κυρτή με 𝑟(0) = 0.
Η εξίσωση βελτιστοποίησης γράφεται ως

𝑣0(𝑥) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦
𝑣𝑛(𝑥) = max

𝑎∈[0,𝑥]
[𝑟(𝑎) + 𝑣𝑛−1(𝑥 − 𝑎)], 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Υπολογίζουμε αναδρομικά για𝑛 = 1, 2 τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής. Αντικαθιστώντας την αρχική σχέση

𝑣0(𝑥) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

στην εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 1, έχουμε

𝑣1(𝑥) = 𝑟(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

και επομένως η βέλτιστη απόφαση είναι

𝑎∗1(𝑥) = 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 2, έχουμε

𝑣2(𝑥) = max
𝑎∈[0,𝑥]

[𝑟(𝑎) + 𝑟(𝑥 − 𝑎)], 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦.

Έστω

𝑓(𝑎) = 𝑟(𝑎) + 𝑟(𝑥 − 𝑎), 𝑎 ∈ [0, 𝑥],

και ας υποθέσουμε για ευκολία ότι η 𝑟(𝑥) είναι παραγωγίσιμη και γνησίως κυρτή (𝑟′(𝑥) γνησίως αύξουσα).
Έχουμε

𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 𝑟′(𝑎) − 𝑟′(𝑥 − 𝑎).

Λύνοντας την 𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 0, παίρνουμε 𝑟′(𝑎) = 𝑟′(𝑥 − 𝑎), οπότε 𝑎 = 𝑥 − 𝑎, δηλαδή 𝑎 = 𝑥

2 . Επίσης έχουμε 𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 < 0

για 𝑎 ∈ [0, 𝑥2 ), ενώ
𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 > 0 για 𝑎 ∈ ( 𝑥2 , 𝑥]. Επομένως η 𝑓(𝑎) είναι φθίνουσα στο [0, 𝑥2 ) και αύξουσα στο ( 𝑥2 , 𝑥]

και επομένως το μέγιστό της στο διάστημα [0, 𝑥] βρίσκεται για 𝑎 = 0 ή 𝑎 = 𝑥. Επομένως

𝑣2(𝑥) = 𝑟(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

και η βέλτιστη απόφαση είναι

𝑎∗2(𝑥) = 0 ή 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦.
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Υποθέσαμε για ευκολία ότι η 𝑟(𝑥) είναι παραγωγίσιμη και γνησίως κυρτή, αλλά αυτό δεν χρειάζεται. Η υπό-
θεση ότι η 𝑟(𝑥) είναι αύξουσα, κυρτή με 𝑟(0) = 0 αρκεί. Πράγματι,

𝑟(𝑎) = 𝑟 􏿵􏿵1 − 𝑎
𝑥
􏿸 0 + 𝑎

𝑥𝑥
􏿸 ≤ 􏿵1 − 𝑎

𝑥
􏿸 𝑟(0) + 𝑎

𝑥𝑟(𝑥),

𝑟(𝑥 − 𝑎) = 𝑟 􏿵𝑎𝑥 0 + 􏿵1 − 𝑎
𝑥
􏿸 𝑥􏿸 ≤ 𝑎

𝑥𝑟(0) +
􏿵1 − 𝑎

𝑥
􏿸 𝑟(𝑥)

και προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε

𝑟(𝑎) + 𝑟(𝑥 − 𝑎) ≤ 𝑟(0) + 𝑟(𝑥) ≤ 𝑟(𝑥).

Επαγωγικά, θα έχουμε ότι η βέλτιστη απόφαση σε κάθε στάδιο 𝑛 = 2, 3, … ,𝑁 είναι η 𝑎∗𝑛(𝑥) = 0 ή η
𝑎∗𝑛(𝑥) = 𝑥 και η συνάρτηση βέλτιστης τιμής είναι η 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑟(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦. Επομένως έχουμε το ακόλουθο
αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.9 (Λύση συμμετρικού προβλήματος κατανομής πόρων με κυρτή συνάρτηση απόδοσης) Στο
συμμετρικό πρόβλημα κατανομής πόρων

max ∑𝑁
𝑛=1 𝑟(𝑎𝑛)

υπό
∑𝑁

𝑛=1 𝑎𝑛 ≤ 𝑦
𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁,

με 𝑟(𝑥) αύξουσα, κυρτή με 𝑟(0) = 0, η βέλτιστη λύση είναι 𝑎∗𝑛∗ = 𝑦 για κάποιο 𝑛∗ ∈ {1, 2, … ,𝑁} και 𝑎∗𝑛 = 0 για
𝑛 ≠ 𝑛∗. Δηλαδή, όλο το διαθέσιμο κεφάλαιο πρέπει να επενδυθεί σε μια επιλογή.

Λύση στη συμμετρική περίπτωση με αύξουσα κοίλη απόδοση
Θεωρούμε τώρα την ειδική περίπτωση του προβλήματος όπου 𝑟𝑛(𝑥) = 𝑟(𝑥), για𝑛 = 1, 2, … ,𝑁 (συμμετρική

περίπτωση), αλλά τώρα υποθέτουμε ότι η 𝑟(𝑥) είναι αύξουσα, κοίλη με 𝑟(0) = 0. Η ανάλυση προχωρά όπως
και στην κυρτή περίπτωση, μέχρι τη μελέτη της 𝑓(𝑎), δηλαδή έχουμε την ίδια εξίσωση βελτιστοποίησης και
τις ίδιες 𝑣0(𝑥), 𝑣1(𝑥) και 𝑎∗1(𝑥). Αντικαθιστώντας στην εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 2, έχουμε

𝑣2(𝑥) = max
𝑎∈[0,𝑥]

[𝑟(𝑎) + 𝑟(𝑥 − 𝑎)] = max
𝑎∈[0,𝑥]

𝑓(𝑎), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

με

𝑓(𝑎) = 𝑟(𝑎) + 𝑟(𝑥 − 𝑎), 𝑎 ∈ [0, 𝑥].

Ας υποθέσουμε για ευκολία ότι η 𝑟(𝑥) είναι παραγωγίσιμη και γνησίως κοίλη (𝑟′(𝑥) γνησίως φθίνουσα).
Έχουμε

𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 𝑟′(𝑎) − 𝑟′(𝑥 − 𝑎).

Λύνοντας την 𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 0, παίρνουμε 𝑟′(𝑎) = 𝑟′(𝑥 − 𝑎), οπότε 𝑎 = 𝑥 − 𝑎, δηλαδή 𝑎 = 𝑥

2 . Επίσης έχουμε 𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 > 0

για 𝑎 ∈ [0, 𝑥2 ), ενώ
𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 < 0 για 𝑎 ∈ ( 𝑥2 , 𝑥]. Επομένως, η 𝑓(𝑎) είναι αύξουσα στο [0, 𝑥2 ) και φθίνουσα στο ( 𝑥2 , 𝑥]

και το μέγιστό της στο διάστημα [0, 𝑥] βρίσκεται για 𝑎 = 𝑥
2 . Συνεπώς,

𝑣2(𝑥) = 2𝑟 􏿵𝑥2
􏿸 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

και η βέλτιστη απόφαση είναι η

𝑎∗2(𝑥) = 𝑥
2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦.
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Υποθέσαμε για ευκολία ότι η 𝑟(𝑥) είναι παραγωγίσιμη και γνησίως κοίλη, αλλάαυτό δεν χρειάζεται.Ηυπόθεση
ότι η 𝑟(𝑥) είναι κοίλη αρκεί. Πράγματι,

1
2𝑟(𝑎) +

1
2𝑟(𝑥 − 𝑎) ≤ 𝑟 􏿶

1
2𝑎 +

1
2(𝑥 − 𝑎)􏿹 = 𝑟 􏿵𝑥2

􏿸 ,

οπότε
𝑟(𝑎) + 𝑟(𝑥 − 𝑎) ≤ 2𝑟 􏿵𝑥2

􏿸 .

Επομένως, έχουμε μέχρι στιγμής, ότι

𝑣0(𝑥) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,
𝑣1(𝑥) = 𝑟(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,
𝑎∗1(𝑥) = 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

𝑣2(𝑥) = 2𝑟 􏿵𝑥2
􏿸 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

𝑎∗2(𝑥) = 𝑥
2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦.

Από τα παραπάνω μπορούμε να εικάσουμε και κατόπιν να αποδείξουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.10 (Λύση συμμετρικού προβλήματος κατανομής πόρων με κοίλη συνάρτηση απόδοσης) Στο
συμμετρικό πρόβλημα κατανομής πόρων

max ∑𝑁
𝑛=1 𝑟(𝑎𝑛)

υπό
∑𝑁

𝑛=1 𝑎𝑛 ≤ 𝑦
𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁,

με 𝑟(𝑥) αύξουσα, κοίλη με 𝑟(0) = 0, η συνάρτηση βέλτιστης τιμής είναι

𝑣𝑛(𝑥) = 𝑛𝑟 􏿵𝑥𝑛
􏿸 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁,

με αντίστοιχη βέλτιστη απόφαση

𝑎∗𝑛(𝑥) =
𝑥
𝑛, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Δηλαδή, το διαθέσιμο κεφάλαιο πρέπει να επενδυθεί ισόποσα σε όλες τις επιλογές.

Αποδεικνύουμε το θεώρημα με επαγωγή στο 𝑛. Για 𝑛 = 1 έχουμε δει ότι 𝑣1(𝑥) = 𝑟(𝑥) και 𝑎∗1(𝑥) = 𝑥,
οπότε ισχύει. Έστω ότι ισχύει για κάποιο 𝑛 − 1. Χρησιμοποιώντας την επαγωγική υπόθεση στην εξίσωση
βελτιστοποίησης για το στάδιο 𝑛 έχουμε

𝑣𝑛(𝑥) = max
𝑎∈[0,𝑥]

􏿵𝑟(𝑎) + (𝑛 − 1)𝑟 􏿵𝑥 − 𝑎𝑛 − 1
􏿸􏿸 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦.

Έστω
𝑓(𝑎) = 𝑟(𝑎) + (𝑛 − 1)𝑟 􏿵𝑥 − 𝑎𝑛 − 1

􏿸 .

Υποθέτοντας, για ευκολία, ότι η 𝑟(𝑥) είναι παραγωγίσιμη και γνησίως κοίλη έχουμε

𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 𝑟′(𝑎) − 𝑟′ 􏿵𝑥 − 𝑎𝑛 − 1

􏿸 .
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Λύνοντας την 𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 0, παίρνουμε 𝑟′(𝑎) = 𝑟′ 􏿴 𝑥−𝑎𝑛−1􏿷, οπότε 𝑎 =

𝑥−𝑎
𝑛−1 , δηλαδή 𝑎 =

𝑥
𝑛 . Επίσης έχουμε 𝑑𝑓(𝑎)

𝑑𝑎 > 0
για 𝑎 ∈ [0, 𝑥𝑛 ), ενώ

𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 < 0 για 𝑎 ∈ ( 𝑥𝑛 , 𝑥]. Επομένως, η 𝑓(𝑎) είναι αύξουσα στο [0, 𝑥𝑛 ) και φθίνουσα στο ( 𝑥𝑛 , 𝑥]

και, άρα, το μέγιστό της στο διάστημα [0, 𝑥] βρίσκεται για 𝑎 = 𝑥
𝑛 . Επομένως,

𝑣𝑛(𝑥) = 𝑟 􏿵𝑥𝑛
􏿸 + (𝑛 − 1)𝑟 􏿶

𝑥 − 𝑥/𝑛
𝑛 − 1 􏿹 = 𝑛𝑟 􏿵𝑥𝑛

􏿸 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,

και η βέλτιστη απόφαση είναι

𝑎∗𝑛(𝑥) = 𝑥
𝑛, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦.

Οπότε η απόδειξη του επαγωγικού βήματος ολοκληρώθηκε. Υποθέσαμε για ευκολία ότι η 𝑟(𝑥) είναι παραγω-
γίσιμη και γνησίως κοίλη, αλλά αυτό δεν χρειάζεται. Η υπόθεση ότι η 𝑟(𝑥) είναι κοίλη αρκεί. Πράγματι:

1
𝑛𝑟(𝑎) +

𝑛 − 1
𝑛 𝑟 􏿵𝑥 − 𝑎𝑛 − 1

􏿸 ≤ 𝑟 􏿶
1
𝑛𝑎 +

𝑛 − 1
𝑛

𝑥 − 𝑎
𝑛 − 1􏿹 = 𝑟 􏿵𝑥𝑛

􏿸 ,

οπότε
𝑟(𝑎) + (𝑛 − 1)𝑟 􏿵𝑥 − 𝑎𝑛 − 1

􏿸 ≤ 𝑛𝑟 􏿵𝑥𝑛
􏿸 .

Αρχίζοντας με κεφάλαιο 𝑦𝑁 = 𝑦 για κατανομή σε 𝑁 επιλογές, το βέλτιστο είναι να κατανεμηθεί 𝑦
𝑁 στην

επιλογή 𝑁. Μένει κεφάλαιο 𝑦𝑁−1 =
(𝑁−1)𝑦
𝑁 για κατανομή σε 𝑁 − 1 επιλογές οπότε το βέλτιστο είναι να κα-

τανεμηθεί 𝑦𝑁−1
𝑁−1 = 𝑦

𝑁 στην επιλογή 𝑁 − 1 κ.ο.κ. Επομένως, όλο το αρχικά διαθέσιμο κεφάλαιο θα πρέπει να
επενδυθεί ισόποσα στις επιλογές.

Το πρόβλημα του σακιδίου (γυλιού)
Το πρόβλημα του σακιδίου είναι η παραλλαγή του προβλήματος κατανομής πόρων που έχει τη μορφή

max ∑𝑁
𝑛=1 𝑟𝑛𝑎𝑛

υπό
∑𝑁

𝑛=1𝑤𝑛𝑎𝑛 ≤ 𝑦
𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁,

με την επιπλέον απαίτηση (συνήθως) οι 𝑎𝑛 να είναι ακέραιες (όλες ή μερικές από αυτές). Αυτό το πρόβλημα
αντιστοιχεί στην περίπτωση που κάποιος αποφασίζει να γεμίσει ένα σακίδιο χωρητικότητας 𝑦 με 𝑁 τύπους
πραγμάτων, όπου ένα αντικείμενο τύπου 𝑛 αποδίδει ωφέλεια 𝑟𝑛 και δεσμεύει χωρητικότητα 𝑤𝑛, για 𝑛 =
1, 2, … ,𝑁.

5.5.3 Ένα μοντέλο στοιχηματικής πολιτικής

Θεωρούμε έναν παίκτη που θα στοιχηματίσει για𝑁 γύρους. Σε κάθε γύρο μπορεί να στοιχηματίσει οποιοδή-
ποτε κλάσμα της περιουσίας του και θα κερδίσει ή θα χάσει το κλάσμα που θα στοιχηματίσει με πιθανότητες
𝑝 και 𝑞 = 1 − 𝑝, αντίστοιχα. Ο σκοπός του παίκτη είναι να μεγιστοποιήσει την αναμενόμενη τιμή κάποιας συ-
νάρτησης της τελικής περιουσίας του που αναπαριστά τη συνάρτηση ωφέλειάς του. Συνήθως, τέτοιου είδους
συναρτήσεις υποτίθενται αύξουσες και κοίλες. Στο μοντέλο αυτό που θα επιλύσουμε, θεωρούμε ότι ο παίκτης
θέλει να μεγιστοποιήσει το λογάριθμο της τελικής περιουσίας του.

Το πρόβλημα μοντελοποιείται στο πλαίσιο του δυναμικού προγραμματισμού ως εξής:

• Στάδιο: Ο αριθμός 𝑛 των υπόλοιπων γύρων στοιχημάτων.

• Κατάσταση: Η παρούσα περιουσία του παίκτη, 𝑥.
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• Απόφαση: Το κλάσμα της περιουσίας, 𝑎, που θα στοιχηματίσει ο παίκτης.

• Συνάρτηση βέλτιστης τιμής: 𝑣𝑛(𝑥), ο μέγιστος αναμενόμενος λογάριθμος της τελικής περιουσίας του
παίκτη, όταν αρχίζει με περιουσία 𝑥 και απομένουν 𝑛 γύροι στοιχημάτων.

Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση βελτιστοποίησης έχει τη μορφή

𝑣0(𝑥) = log 𝑥, 𝑥 > 0,
𝑣𝑛(𝑥) = max

𝑎∈[0,1]
[𝑝𝑣𝑛−1(𝑥(1 + 𝑎)) + 𝑞𝑣𝑛−1(𝑥(1 − 𝑎))], 𝑥 > 0, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Υπολογίζουμε αναδρομικά, για 𝑛 = 0, 1, 2, τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής. Είναι

𝑣0(𝑥) = log 𝑥, 𝑥 > 0,

οπότε, αντικαθιστώντας στην εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 1, έχουμε

𝑣1(𝑥) = max
𝑎∈[0,1]

[𝑝 log(𝑥(1 + 𝑎)) + 𝑞 log(𝑥(1 − 𝑎))]

= max
𝑎∈[0,1]

[𝑝 log 𝑥 + 𝑝 log(1 + 𝑎) + 𝑞 log 𝑥 + 𝑞 log(1 − 𝑎)]

= log 𝑥 + max
𝑎∈[0,1]

[𝑝 log(1 + 𝑎) + 𝑞 log(1 − 𝑎)]

= log 𝑥 + max
𝑎∈[0,1]

𝑓(𝑎), 𝑥 > 0.

με
𝑓(𝑎) = 𝑝 log(1 + 𝑎) + 𝑞 log(1 − 𝑎).

Έχουμε

𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 𝑝

1 + 𝑎 −
𝑞

1 − 𝑎 = 𝑝 − 𝑞 − 𝑎
1 − 𝑎2 .

Λύνοντας την 𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 = 0, παίρνουμε 𝑎 = 𝑝 − 𝑞 που είναι πιθανό μέγιστο της 𝑓(𝑎). Παρατηρούμε επίσης ότι για

𝑎 ∈ (0, 1) o παρονομαστής του 𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 είναι θετικός, ενώ ο αριθμητής είναι θετικός για 𝑎 < 𝑝 − 𝑞 και αρνητικός

για 𝑎 > 𝑝 − 𝑞. Επομένως, υπάρχουν δυο περιπτώσεις ανάλογα με το αν 𝑝 − 𝑞 < 0 ή 𝑝 − 𝑞 ≥ 0. Θα εξετάσουμε
χωριστά αυτές τις δυο περιπτώσεις

Περίπτωση 1: 𝑝 < 𝑞 ⇔ 𝑝 < 1
2 . Τότε

𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 < 0, για κάθε 𝑎 ∈ [0, 1) οπότε το μέγιστο επιτυγχάνεται για

𝑎 = 0. Τότε, η βέλτιστη απόφαση για 𝑛 = 1 είναι 𝑎∗1(𝑥) = 0 και

𝑣1(𝑥) = log 𝑥 + 𝑓(0) = log 𝑥 = 𝑣0(𝑥), 𝑥 > 0.

Επομένως, για 𝑛 = 2, θα έχουμε επανάληψη της ίδιας συλλογιστικής και η βέλτιστη απόφαση θα είναι η
𝑎∗2(𝑥) = 0 και 𝑣2(𝑥) = log 𝑥, 𝑥 > 0. Επαγωγικά θα έχουμε ότι η βέλτιστη απόφαση σε κάθε στάδιο 𝑛 = 1, 2, …
είναι η 𝑎∗𝑛(𝑥) = 0 και η συνάρτηση βέλτιστης τιμής είναι 𝑣𝑛(𝑥) = log 𝑥, 𝑥 > 0.

Περίπτωση 2: 𝑝 ≥ 𝑞 ⇔ 𝑝 ≥ 1
2 . Τότε

𝑑𝑓(𝑎)
𝑑𝑎 > 0 για 𝑎 ∈ [0, 𝑝 − 𝑞) και 𝑑𝑓(𝑎)𝑑𝑎 < 0 για 𝑎 ∈ (𝑝 − 𝑞, 1), οπότε το

μέγιστο επιτυγχάνεται για 𝑎 = 𝑝 − 𝑞. Τότε, η βέλτιστη απόφαση για 𝑛 = 1 είναι 𝑎∗1(𝑥) = 𝑝 − 𝑞 και

𝑣1(𝑥) = log 𝑥 + 𝑓(𝑝 − 𝑞) = log 𝑥 + 𝑐 = 𝑣0(𝑥) + 𝑐, 𝑥 > 0,

όπου

𝑐 = 𝑓(𝑝 − 𝑞) = 𝑝 log(1 + 𝑝 − 𝑞) + 𝑞 log(1 − 𝑝 + 𝑞) = 𝑝 log(2𝑝) + 𝑞 log(2𝑞)
= log 2 + 𝑝 log 𝑝 + 𝑞 log 𝑞.
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Επομένως για 𝑛 = 2 θα έχουμε επανάληψη της ίδιας συλλογιστικής μια και η ύπαρξη της σταθερής ποσότητας
𝑐 δεν επηρεάζει τη βελτιστοποίηση.Η βέλτιστη απόφαση θα είναι η 𝑎∗2(𝑥) = 𝑝−𝑞 και 𝑣2(𝑥) = 2𝑐+ log 𝑥, 𝑥 > 0.
Επαγωγικά, αποδεικνύεται ότι η βέλτιστη απόφαση σε κάθε στάδιο 𝑛 = 1, 2, … είναι η 𝑎∗𝑛(𝑥) = 𝑝 − 𝑞 και η
συνάρτηση βέλτιστης τιμής είναι 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑛𝑐 + log 𝑥, 𝑥 > 0.

Έχουμε ολοκληρώσει, έτσι, τον υπολογισμό της συνάρτησης βέλτιστης τιμής και την εύρεση της βέλτιστης
πολιτικής και έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.11 (Συνάρτηση βέλτιστης τιμής και βέλτιστη πολιτική στο μοντέλο στοιχηματικής πολιτικής)
Αν 𝑝 ≤ 𝑞, δηλαδή το στοίχημα είναι εις βάρος του παίκτη ή δίκαιο, τότε η βέλτιστη πολιτική του είναι να μην στοι-
χηματίζει σε κανέναν γύρο, δηλαδή

𝑎∗𝑛(𝑥) = 0, 𝑥 > 0, 𝑛 = 1, 2, … .

Η αντίστοιχη συνάρτηση βέλτιστης τιμής είναι

𝑣∗𝑛(𝑥) = log 𝑥, 𝑥 > 0, 𝑛 = 1, 2, … .

Αν 𝑝 > 𝑞, δηλαδή το στοίχημα είναι συμφέρον για τον παίκτη, τότε η βέλτιστη πολιτική του είναι να στοιχημα-
τίζει κλάσμα 𝑝 − 𝑞 της περιουσίας του σε κάθε γύρο, δηλαδή

𝑎∗𝑛(𝑥) = 𝑝 − 𝑞, 𝑥 > 0, 𝑛 = 1, 2, … .

Η αντίστοιχη συνάρτηση βέλτιστης τιμής είναι

𝑣∗𝑛(𝑥) = log 𝑥 + 𝑛𝑐, 𝑥 > 0, 𝑛 = 1, 2, … ,

με 𝑐 = log 2 + 𝑝 log 𝑝 + 𝑞 log 𝑞.

Η βέλτιστη πολιτική δεν εξαρτάται από το στάδιο στο οποίο βρισκόμαστε, είναι δηλαδή μια στάσιμη πολι-
τική. Επιπλέον, υπαγορεύει την ίδια απόφαση για κάθε κατάσταση 𝑥.

5.5.4 Το πρόβλημα της συντήρησης - αντικατάστασης μηχανήματος

Μιαμηχανή επιθεωρείται στις αρχές𝑁 διαδοχικών περιόδων.Ο επιθεωρητής, λαμβάνοντας υπόψη την ηλικία
της μηχανής, αποφασίζει αν θα τη συντηρήσει ή θα την αντικαταστήσει. Αν η μηχανή έχει φθάσει στη μέγιστη
επιτρεπόμενη ηλικία 𝑘 που ορίζουν οι προδιαγραφές της, θα πρέπει υποχρεωτικά να αντικατασταθεί. Αν ο
επιθεωρητής αποφασίσει να αντικαταστήσει προληπτικά τη μηχανή, η μηχανή θα είναι καινούργια (ηλικίας 0)
στην αρχή της επόμενης περιόδου και η μηχανή θα αποδώσει καθαρό κέρδος𝜆. Αν ο επιθεωρητής αποφασίσει
να συντηρήσει τη μηχανή, τότε αν η ηλικία της είναι 𝑥, θα χαλάσει με πιθανότητα 𝑞𝑥. Στην περίπτωση αυτή θα
αντικατασταθεί επειγόντως από καινούργια και αποδώσει καθαρό κέρδος𝛾. Αν δεν χαλάσει, τότε θα αποδώσει
καθαρό κέρδος ℎ(𝑥). Η μηχανή στο τέλος των 𝑡 περιόδων θα πωληθεί και το καθαρό κέρδος θα είναι 𝑟(𝑥), αν η
ηλικία της είναι 𝑥.

Υποθέτουμε ότι

• 𝛾 < 𝜆 < ℎ(𝑥), 𝑥 ≥ 0. Η συνθήκη αυτή υπαγορεύει το κόστος επείγουσας αντικατάστασης να εί-
ναι μεγαλύτερο από το κόστος προληπτικής αντικατάστασης, που με τη σειρά του θα πρέπει να είναι
μεγαλύτερο από το κόστος συντήρησης της μηχανής, όποια κι αν είναι η ηλικία της.

• 𝑞𝑥 αύξουσαωςπρος 𝑥.Ησυνθήκηαυτή υπαγορεύει η πιθανότηταβλάβης της μηχανής να είναι αύξουσα
συνάρτηση της ηλικίας της. Με όρους Θεωρίας Πιθανοτήτων, αντιστοιχεί στο ότι η κατανομή του
χρόνου ζωής της μηχανής είναι αύξοντος ρυθμού βλάβης (increasing failure rate - IFR).
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• ℎ(𝑥) φθίνουσα ως προς 𝑥. Η συνθήκη αυτή υπαγορεύει το κόστος συντήρησης του μηχανήματος να
είναι μεγαλύτερο καθώς μεγαλώνει η ηλικία του μηχανήματος.

• 𝑟(𝑥)φθίνουσα ως προς 𝑥. Η συνθήκη αυτή υπαγορεύει η αξία πώλησης του μηχανήματος στο τέλος του
χρονικού ορίζοντα να μειώνεται όσο μεγαλώνει η ηλικία του μηχανήματος.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 𝛾 = 0, αφαιρώντας την ποσότητα αυτή από
όλες τις αμοιβές. Το πρόβλημα μοντελοποιείται στο πλαίσιο του δυναμικού προγραμματισμού ως εξής:

• Στάδιο: Ο αριθμός των υπόλοιπων περιόδων, 𝑛.

• Κατάσταση: Η ηλικία του μηχανήματος, 𝑥.

• Απόφαση: Προληπτική συντήρηση ή αντικατάσταση.

• Συνάρτηση βέλτιστης τιμής: Η μέγιστη μέση συνολική αμοιβή για 𝑛 περιόδους, 𝑣𝑛(𝑥), ξεκινώντας με
μηχάνημα ηλικίας 𝑥.

Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση βελτιστοποίησης έχει τη μορφή

𝑣0(𝑥) = 𝑟(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘,
𝑣𝑛(𝑥) = max[(1 − 𝑞𝑥)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1)) + 𝑞𝑥𝑣𝑛−1(0), 𝜆 + 𝑣𝑛−1(0)]

= 𝜆 + 𝑣𝑛−1(0) +max[(1 − 𝑞𝑥)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1) − 𝑣𝑛−1(0)) − 𝜆, 0]
= 𝜆 + 𝑣𝑛−1(0) +max[𝑢𝑛(𝑥), 0], 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘, 𝑛 = 1, 2, … ,

όπου
𝑢𝑛(𝑥) = (1 − 𝑞𝑥)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1) − 𝑣𝑛−1(0)) − 𝜆.

Για να αποδείξουμε ότι η βέλτιστη πολιτική είναι τύπου κατωφλίου, δηλαδή υπαγορεύει προληπτική συ-
ντήρηση όταν η ηλικία 𝑥 είναι μικρότερη ή ίση από μια κρίσιμη τιμή 𝑥∗, ενώ υπαγορεύει αντικατάσταση όταν
η ηλικία 𝑥 είναι μεγαλύτερη από 𝑥, αρκεί να αποδείξουμε ότι η 𝑢𝑛(𝑥) είναι φθίνουσα ως προς 𝑥. Οπότε, αφού η
1 − 𝑞𝑥 είναι φθίνουσα ως προς 𝑥 και η ℎ(𝑥) είναι επίσης φθίνουσα ως προς 𝑥, αρκεί να αποδείξουμε ότι η 𝑣𝑛(𝑥)
είναι φθίνουσα ως προς 𝑥, για κάθε 𝑛. Πράγματι, έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.12 (Μονοτονία της συνάρτησης βέλτιστης τιμής) Στοπρόβλημασυντήρησης - αντικατάστασης
μηχανήματος, η συνάρτηση βέλτιστης τιμής 𝑣𝑛(𝑥) είναι φθίνουσα συνάρτηση της ηλικίας 𝑥 για κάθε 𝑛 ≥ 0.

Χρησιμοποιούμε επαγωγή στο 𝑛. Για 𝑛 = 0, έχουμε 𝑣0(𝑥) = 𝑟(𝑥) που είναι φθίνουσα από αρχική υπόθεση.
Έστω ότι η 𝑣𝑛−1(𝑥) είναι φθίνουσα ως προς 𝑥, για κάποιo 𝑛 ≥ 1. Θα αποδείξουμε ότι η 𝑣𝑛(𝑥) είναι επίσης
φθίνουσα ως προς 𝑥. Διακρίνουμε τέσσερις περιπτώσεις ανάλογα με το πρόσημο των 𝑢𝑛(𝑥) και 𝑢𝑛(𝑥 − 1).

Περίπτωση 1: 𝑢𝑛(𝑥) ≥ 0 και 𝑢𝑛(𝑥 − 1) ≥ 0.

Έχουμε:

𝑣𝑛(𝑥 − 1) − 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑢𝑛(𝑥 − 1) − 𝑢𝑛(𝑥)
= (1 − 𝑞𝑥−1)(ℎ(𝑥 − 1) + 𝑣𝑛−1(𝑥) − 𝑣𝑛−1(0))

−(1 − 𝑞𝑥)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1) − 𝑣𝑛−1(0))
≥ (1 − 𝑞𝑥−1)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1) − 𝑣𝑛−1(0))

−(1 − 𝑞𝑥)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1) − 𝑣𝑛−1(0)),
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λόγω του ότι οι ℎ(𝑥) και 𝑣𝑛−1(𝑥) είναι φθίνουσες ως προς 𝑥 (από αρχική υπόθεση και επαγωγική υπό-
θεση, αντίστοιχα). Επομένως,

𝑣𝑛(𝑥 − 1) − 𝑣𝑛(𝑥) ≥ (𝑞𝑥 − 𝑞𝑥−1)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1) − 𝑣𝑛−1(0))

= (𝑞𝑥 − 𝑞𝑥−1)
𝜆 + 𝑢𝑛(𝑥)
1 − 𝑞𝑥

,

από τον ορισμό της 𝑢𝑛(𝑥). Όμως, 𝑞𝑥 − 𝑞𝑥−1 ≥ 0, λόγω αρχικής υπόθεσης, και 𝑢𝑛(𝑥) ≥ 0, λόγω της
υπόθεσης της συγκεκριμένης περίπτωσης, οπότε έχουμε 𝑣𝑛(𝑥 − 1) − 𝑣𝑛(𝑥) ≥ 0.

Περίπτωση 2: 𝑢𝑛(𝑥) ≥ 0 και 𝑢𝑛(𝑥 − 1) < 0.

Η περίπτωση αυτή δεν μπορεί να ισχύει αφού η 𝑢𝑛(𝑥) είναι φθίνουσα από τον τρόπο ορισμού της (οι
1 − 𝑞𝑥, ℎ(𝑥) και 𝑣𝑛−1(𝑥) είναι φθίνουσες από τις αρχικές υποθέσεις και την επαγωγική υπόθεση).

Περίπτωση 3: 𝑢𝑛(𝑥) < 0 και 𝑢𝑛(𝑥 − 1) ≥ 0.

Στην περίπτωση αυτή έχουμε

𝑣𝑛(𝑥 − 1) − 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑢𝑛(𝑥 − 1) ≥ 0.

Περίπτωση 4: 𝑢𝑛(𝑥) < 0 και 𝑢𝑛(𝑥 − 1) ≥ 0.

Στην περίπτωση αυτή έχουμε

𝑣𝑛(𝑥 − 1) − 𝑣𝑛(𝑥) = 0.

Οπότε, σε όλες τις περιπτώσεις, έχουμε 𝑣𝑛(𝑥 − 1) − 𝑣𝑛(𝑥) ≥ 0 και η απόδειξη είναι πλήρης.
Με βάση την προηγηθείσα συζήτηση έχουμε τώρα το επόμενο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.13 (Βέλτιστη πολιτική στο πρόβλημα συντήρησης - αντικατάστασης) Για κάθε στάδιο𝑛, υπάρ-
χει ένας κρίσιμος αριθμός (κατώφλι) 𝑐𝑛, τέτοιος ώστε η βέλτιστη πολιτική να υπαγορεύει να συντηρείται η μηχανή
όταν 𝑥 ∈ {0, 1, 2, … , 𝑐𝑛} και να αντικαθίσταται αν 𝑥 ∈ {𝑐𝑛+1, 𝑐𝑛+2,… , 𝑘}. Ο αριθμός αυτός δίνεται από τη σχέση

𝑐𝑛 = max{𝑥 ∶ 𝑢𝑛(𝑥) ≥ 0}.
= max{𝑥 ∶ (1 − 𝑞𝑥)(ℎ(𝑥) + 𝑣𝑛−1(𝑥 + 1) − 𝑣𝑛−1(0)) ≥ 𝜆}.

5.6 Εφαρμογές με το επιχείρημα της ανταλλαγής

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται μια κατηγορία προβλημάτων δυναμικού προγραμματισμού, στα οποία
υπάρχει ένα συγκεκριμένο σύνολο αποφάσεων που πρέπει να ληφθούν σε πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα και
το ερώτημα είναι η βέλτιστη διάταξή τους. Τα προβλήματα αυτά, πέρα από τον κλασικό τρόπο επίλυσης με
επαγωγικά επιχειρήματα, μπορούν να λυθούν ευκολότερα με χρήση του επιχειρήματος της ανταλλαγής, το
οποίο θα παρουσιαστεί μέσω δυο κλασικών εφαρμογών.

5.6.1 Το πρόβλημα ελαχιστοποίησης του συνολικού χρόνου παραμονής εργασιών

Μιαμηχανήπρόκειται να διεκπεραιώσει ακολουθιακά𝑁 εργασίες, έστω τις 1, 2, … ,𝑁. Είναι γνωστός ο χρόνος
διεκπεραίωσης της εργασίας 𝑖, έστω 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … ,𝑁. Το ζητούμενο είναι να αποφασιστεί η σειρά διεκπεραί-
ωσης των εργασιών που να ελαχιστοποιεί το άθροισμα των χρόνων παραμονής όλων των𝑁 εργασιών.

Το πρόβλημα μοντελοποιείται στο πλαίσιο του δυναμικού προγραμματισμού ως εξής:

• Στάδιο: Ο αριθμός των εργασιών, 𝑛, που απομένουν προς διεκπεραίωση.
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• Κατάσταση: Το σύνολο των εργασιών,𝒮 , που απομένουν προς διεκπεραίωση.

• Απόφαση: Η εργασία, 𝑖, που θα διεκπεραιωθεί άμεσα.

• Συνάρτησηβέλτιστης τιμής:Το ελάχιστο άθροισμα των χρόνωνπαραμονής των εργασιών, 𝑣𝑛(𝒮 ), του
𝒮 , που απομένουν προς διεκπεραίωση.

Στην περίπτωση αυτή, έχουμε την εξίσωση βελτιστοποίησης

𝑣0(∅) = 0,
𝑣𝑛(𝒮 ) = min

𝑖∈𝒮
[𝑛𝑥𝑖 + 𝑣𝑛−1(𝒮 ⧵ {𝑖})], 𝒮 ⊆ {1, 2, … ,𝑁}, |𝒮 | = 𝑛, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι απομένουν για διεκπεραίωση οι 𝑛 εργασίες του συνόλου𝒮 . Αν αποφασιστεί
η επόμενη εργασία προς διεκπεραίωση να είναι η 𝑖, τότε η άμεση επίπτωση στον συνολικό χρόνο παραμονής
όλων των εργασιών θα είναι 𝑛𝑥𝑖, επειδή κάθε μια από τις 𝑛 εργασίες του𝒮 (συμπεριλαμβανομένης της εργα-
σίας 𝑖) πρέπει να περιμένει 𝑥𝑖 χρονικές μονάδες για την διεκπεραίωση της 𝑖. Μετά το τέλος της διεκπεραίωσης
της 𝑖, θα υπάρχουν στον σύστημα οι 𝑛 − 1 εργασίες του𝒮 ⧵ {𝑖} που θα απομένουν να διεκπεραιωθούν.

Υπολογίζουμε αναδρομικά, για 𝑛 = 1, 2, 3, τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής, χρησιμοποιώντας την εξίσωση
βελτιστοποίησης. Έχουμε:

𝑣1({𝑖}) = 𝑥𝑖 + 𝑣0(∅) = 𝑥𝑖, {𝑖} ⊆ {1, 2, … ,𝑁},
𝑣2({𝑖, 𝑗}) = min[2𝑥𝑖 + 𝑣1({𝑗}), 2𝑥𝑗 + 𝑣1({𝑖})] = min[2𝑥𝑖 + 𝑥𝑗, 2𝑥𝑗 + 𝑥𝑖]

= 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 +min[𝑥𝑖, 𝑥𝑗] = 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑗, αν 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑗, {𝑖, 𝑗} ⊆ {1, 2, … ,𝑁}.

Χρειάστηκε να χρησιμοποιήσουμε τη διάταξη των 𝑥𝑖 και 𝑥𝑗 για να προσδιορίσουμε την 𝑣2({𝑖, 𝑗}). Είναι φανερό
ότι αυτό θα χρειάζεται και παρακάτω, δηλαδή, για τον υπολογισμό της 𝑣3({𝑖, 𝑗, 𝑘}) θα πρέπει να γνωρίζουμε τη
διάταξη των 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 και 𝑥𝑘. Οπότε, υποθέτουμε μια τέτοια διάταξη, έστω 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑥𝑘. Τότε, έχουμε:

𝑣3({𝑖, 𝑗, 𝑘}) = min[3𝑥𝑖 + 𝑣2({𝑗, 𝑘}), 3𝑥𝑗 + 𝑣2({𝑖, 𝑘}), 3𝑥𝑘 + 𝑣2({𝑖, 𝑗})]
= min[3𝑥𝑖 + 2𝑥𝑗 + 𝑥𝑘, 3𝑥𝑗 + 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑘, 3𝑥𝑘 + 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑗]
= 3𝑥𝑖 + 2𝑥𝑗 + 𝑥𝑘, αν 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑥𝑘, {𝑖, 𝑗, 𝑘} ⊆ {1, 2, … ,𝑁}.

Φαίνεται, λοιπόν, ότι η βέλτιστη σειρά εκτέλεσης των εργασιών είναι να διατάξουμε αυτές κατά αύξουσα σειρά
των αντίστοιχων χρόνων εκτέλεσής τους. Και τότε η συνάρτηση βέλτιστης τιμής 𝑣𝑛(𝒮 ) δίνεται ως γραμμικός
συνδυασμός των χρόνων εκτέλεσης των εργασιών του 𝒮 με συντελεστές 𝑛, 𝑛 − 1,… , 1. Έχουμε, επομένως,
το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.14 (Λύση ελαχιστοποίησης συνολικού χρόνου παραμονής εργασιών προς διεκπεραίωση) Η
συνάρτηση βέλτιστης τιμής στο πρόβλημα ελαχιστοποίησης του συνολικού χρόνου παραμονής εργασιών προς διεκ-
περαίωση δίνεται από τον τύπο

𝑣𝑛({𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛}) = 𝑛𝑥𝑖1 + (𝑛 − 1)𝑥𝑖2 + (𝑛 − 2)𝑥𝑖3 +⋯+ 𝑥𝑖𝑛 ,
{𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛} ⊆ {1, 2, … ,𝑁} με 𝑥𝑖1 ≤ 𝑥𝑖2 ≤ 𝑥𝑖3 ≤ …𝑥𝑖𝑛 .

Η βέλτιστη απόφαση είναι

𝑎∗𝑛({𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛}) = 𝑖1,
{𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛} ⊆ {1, 2, … ,𝑁} με 𝑥𝑖1 ≤ 𝑥𝑖2 ≤ 𝑥𝑖3 ≤ …𝑥𝑖𝑛 .
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Για την απόδειξη, χρησιμοποιούμε επαγωγή στο 𝑛. Για 𝑛 = 0, 1 έχει ήδη αποδειχθεί. Ας υποθέσουμε ότι
ισχύει για 𝑛 − 1. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει και για 𝑛. Από την εξίσωση βελτιστοποίησης έχουμε:

𝑣𝑛({𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛}) = min[𝑛𝑥𝑖1 + 𝑣𝑛−1({𝑖2, 𝑖3, … , 𝑖𝑛}),
𝑛𝑥𝑖2 + 𝑣𝑛−1({𝑖1, 𝑖3, … , 𝑖𝑛}), …
𝑛𝑥𝑖𝑛 + 𝑣𝑛−1({𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛−1}]

= min[𝑛𝑥𝑖1 + (𝑛 − 1)𝑥𝑖2 + (𝑛 − 2)𝑥𝑖3 +⋯+ 𝑥𝑖𝑛 ,
𝑛𝑥𝑖2 + (𝑛 − 1)𝑥𝑖1 + (𝑛 − 2)𝑥𝑖3 +⋯+ 𝑥𝑖𝑛 , …
𝑛𝑥𝑖𝑛 + (𝑛 − 1)𝑥𝑖1 + (𝑛 − 2)𝑥𝑖2 +⋯+ 𝑥𝑖𝑛−1].

Παρατηρούμε ότι η ποσότητα που αντιστοιχει στην επιλογή της εργασίας 𝑖𝑘 για επόμενη διεκπεραίωση είναι
η

𝑛𝑥𝑖𝑘 + (𝑛 − 1)𝑥𝑖1 + (𝑛 − 2)𝑥𝑖2 +⋯+ (𝑛 − 𝑘 + 1)𝑥𝑖𝑘−1
+(𝑛 − 𝑘)𝑥𝑖𝑘+1 +⋯+ 𝑥𝑖𝑛

= 𝑛𝑥𝑖𝑘 +
𝑘−1
􏾜
𝑗=1
(𝑛 − 𝑗)𝑥𝑖𝑗 +

𝑛
􏾜
𝑗=𝑘+1

(𝑛 − 𝑗 + 1)𝑥𝑖𝑗

=
𝑛
􏾜
𝑗=1
(𝑛 − 𝑗)𝑥𝑖𝑗 + 𝑘𝑥𝑖𝑘 +

𝑛
􏾜
𝑗=𝑘+1

𝑥𝑖𝑗 .

Είναι φανερό ότι το ελάχιστο της παράστασης αυτής επιτυγχάνεται για 𝑘 = 1. Πράγματι αν πάρουμε τη
διαφορά της παράστασης για ένα τυχόν 𝑘 και για 𝑘 = 1 έχουμε:

𝑛
􏾜
𝑗=1
(𝑛 − 𝑗)𝑥𝑖𝑗 + 𝑘𝑥𝑖𝑘 +

𝑛
􏾜
𝑗=𝑘+1

𝑥𝑖𝑗 −
𝑛
􏾜
𝑗=1
(𝑛 − 𝑗)𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖1 −

𝑛
􏾜
𝑗=2

𝑥𝑖𝑗

=
𝑘
􏾜
𝑗=1
(𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖𝑗) ≥ 0.

Επομένως, καταλήγουμε στο συμπέρασμα του θεωρήματος 5.14 για τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής και τη
βέλτιστη πολιτική.

Σε προβλήματα, όπως αυτό, όπου το ζητούμενο δεν είναι να αποφασίσουμε ποιες αποφάσεις να πάρουμε,
αλλά υπάρχει ένα σύνολο αποφάσεων που πρέπει να ληφθούν στα επόμενα στάδια και πρέπει να τις διατάξουμε
βέλτιστα, μπορούμε να χρησιμοποιούμε το παρακάτω «επιχείρημα ανταλλαγής»:

Όντας σε μια κατάσταση, συγκρίνουμε για οποιεσδήποτε δυο διαθέσιμες αποφάσεις 𝑎 και 𝑎′ τα συνολικά
κόστη αν χρησιμοποιήσουμε για τα επόμενα δύο στάδια πρώτα την 𝑎 και μετά την 𝑎′ ή πρώτα την 𝑎′ και μετά
την 𝑎, και μετά συνεχίσουμε βέλτιστα. Κατόπιν χρησιμοποιούμε επαγωγή.

Στο συγκεκριμένο πρόβλημα, από την εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 2, 3, … ,𝑁, έχουμε

𝑣𝑛(𝒮 ) = min
𝑖∈𝒮

min
𝑗∈𝒮 ⧵{𝑖}

[𝑛𝑥𝑖 + (𝑛 − 1)𝑥𝑗 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗})].

Για δοθέντα 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 , το συνολικό κόστος αν διαλέξουμε πρώτα την 𝑖 και μετά τη 𝑗 είναι

𝑛𝑥𝑖 + (𝑛 − 1)𝑥𝑗 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗}),

ενώ αν διαλέξουμε πρώτα την 𝑗 και μετά την 𝑖 είναι

𝑛𝑥𝑗 + (𝑛 − 1)𝑥𝑖 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗}),

με διαφορά 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗. Επομένως είναι προτιμώτερο να πάρουμε πρώτα την απόφαση 𝑖 αν 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 ≤ 0, δηλαδή
αν 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑗. Επομένως, ευρισκόμενοι σε μια κατάσταση 𝒮 , από δυο οποιεσδήποτε αποφάσεις 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 είναι
καλύτερο να διαλέξουμε για διεκπεραίωση την εργασία εκείνη που έχει το μικρότερο χρόνο διεκπεραίωσης.
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5.6.2 Το πρόβλημα μεγιστοποίησης απόδοσης μέχρι μια βλάβη

Μια μηχανή πρόκειται να επεξεργαστεί ακολουθιακά𝑁 εργασίες 1, 2, … ,𝑁. Η πιθανότητα επιτυχούς περαί-
ωσης της εργασίας 𝑖 είναι 𝑝𝑖, ή, ισοδύναμα, η πιθανότητα βλάβης κατά τη διάρκεια της επεξεργασίας της είναι
1 − 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, … ,𝑁. Η αμοιβή της επιτυχούς διεκπεραίωσης της εργασίας 𝑖 είναι 𝑥𝑖. Όταν η μηχανή υποστεί
βλάβη κατά τη διάρκεια της επεξεργασίας μιας εργασίας δεν μπορεί να την ολοκληρώσει, οπότε δεν λαμβάνει
αμοιβή για τη διεκπεραίωσή της, ούτε και συνεχίζει με τις υπόλοιπες εργασίες.

Το ζητούμενο είναι ο προγραμματισμός της σειράς εκτέλεσης των εργασιών που μεγιστοποιεί την αναμε-
νόμενη συνολική αμοιβή μέχρι την εμφάνιση βλάβης.

Το πρόβλημα μοντελοποιείται στο πλαισιο του δυναμικού προγραμματισμού ως εξής:

• Στάδιο: Ο αριθμός των εργασιών, 𝑛, που απομένουν προς επεξεργασία.

• Κατάσταση: Το σύνολο των εργασιών,𝒮 , που απομένουν προς επεξεργασία.

• Απόφαση: Η εργασία, 𝑖, που θα διεκπεραιωθεί άμεσα.

• Συνάρτηση βέλτιστης τιμής: Το μέγιστο αναμενόμενο άθροισμα αμοιβών, 𝑣𝑛(𝒮 ), από τις εργασίες
του𝒮 , μέχρι την εμφάνιση βλάβης, δεδομένου ότι αυτή δεν έχει συμβεί ακόμη.

Στην περίπτωση αυτή, έχουμε την εξίσωση βελτιστοποίησης

𝑣0(∅) = 0,
𝑣𝑛(𝒮 ) = max

𝑖∈𝒮
[𝑝𝑖(𝑥𝑖 + 𝑣𝑛−1(𝒮 ⧵ {𝑖}))], 𝒮 ⊆ {1, 2, … ,𝑁}, |𝒮 | = 𝑛, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Μπορούμε να υπολογίσουμε αναδρομικά, για 𝑛 = 1, 2, τη συνάρτηση βέλτιστης τιμής, χρησιμοποιώντας την
εξίσωση βελτιστοποίησης, να εικάσουμε τη γενική της μορφή και να αποδείξουμε επαγωγικά το ακόλουθο
αποτέλεσμα, όπως κάναμε και για το πρόβλημα ελαχιστοποίησης του συνολικού χρόνου παραμονής εργα-
σιών. Το τελικό αποτέλεσμα υπαγορεύει να διατάξουμε τις εργασίες κατά φθίνουσα σειρά των αντίστοιχων
ποσοτήτων

𝑝𝑗𝑥𝑗
1−𝑝𝑗

. Πιο συγκεκριμένα έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.15 (Λύση προβλήματος μεγιστοποίησης της συνολικής απόδοσης μέχρι μια βλάβη) Ησυνάρ-
τηση βέλτιστης τιμής στο πρόβλημα μεγιστοποίησης της συνολικής απόδοσης μέχρι μια βλάβη δίνεται από τον
τύπο

𝑣𝑛({𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛}) = 𝑝𝑖1𝑥𝑖1 + 𝑝𝑖1𝑝𝑖2𝑥𝑖2 + 𝑝𝑖1𝑝𝑖2𝑝𝑖3𝑥𝑖3 +⋯+ 𝑝𝑖1𝑝𝑖2 ⋯𝑝𝑖𝑛𝑥𝑖𝑛 ,
{𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛} ⊆ {1, 2, … ,𝑁}

με
𝑝𝑖1𝑥𝑖1
1 − 𝑝𝑖1

≥
𝑝𝑖2𝑥𝑖2
1 − 𝑝𝑖2

≥
𝑝𝑖3𝑥𝑖3
1 − 𝑝𝑖3

≥ ⋯ ≥
𝑝𝑖𝑛𝑥𝑖𝑛
1 − 𝑝𝑖𝑛

.

Η βέλτιστη απόφαση είναι

𝑎∗𝑛({𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛}) = 𝑖1,
{𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛} ⊆ {1, 2, … ,𝑁}

με
𝑝𝑖1𝑥𝑖1
1 − 𝑝𝑖1

≥
𝑝𝑖2𝑥𝑖2
1 − 𝑝𝑖2

≥
𝑝𝑖3𝑥𝑖3
1 − 𝑝𝑖3

≥ ⋯ ≥
𝑝𝑖𝑛𝑥𝑖𝑛
1 − 𝑝𝑖𝑛

.

Ηαπόδειξη με τον κλασικό τρόπο είναι αρκετά περίπλοκη, οπότε χρησιμοποιούμε το επιχείρημα της ανταλ-
λαγής. Στο συγκεκριμένο πρόβλημα, η εξίσωση βελτιστοποίησης για 𝑛 = 2, 3, … ,𝑁 δίνει

𝑣𝑛(𝒮 ) = max
𝑖∈𝒮

max
𝑗∈𝒮 ⧵{𝑖}

[𝑝𝑖(𝑥𝑖 + 𝑝𝑗(𝑥𝑗 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗})))].
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Για δοθέντα 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 , η αναμενόμενη συνολική αμοιβή αν διαλέξουμε πρώτα την 𝑖 και μετά τη 𝑗 είναι

𝑝𝑖𝑥𝑖 + 𝑝𝑖𝑝𝑗𝑥𝑗 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗}),

ενώ αν διαλέξουμε πρώτα την 𝑗 και μετά την 𝑖 είναι

𝑝𝑗𝑥𝑗 + 𝑝𝑗𝑝𝑖𝑥𝑖 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗}).

Συγκρίνοντάς τες, έχουμε

𝑝𝑖𝑥𝑖 + 𝑝𝑖𝑝𝑗𝑥𝑗 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗}) ≥ 𝑝𝑗𝑥𝑗 + 𝑝𝑗𝑝𝑖𝑥𝑖 + 𝑣𝑛−2(𝒮 ⧵ {𝑖, 𝑗})

⇔ 𝑝𝑖𝑥𝑖
1 − 𝑝𝑖

≥
𝑝𝑗𝑥𝑗
1 − 𝑝𝑗

.

Επομένως, ευρισκόμενοι σε μια κατάσταση𝒮 , από δυο οποιεσδήποτε αποφάσεις 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒮 είναι καλύτερο να
διαλέξουμε για διεκπεραίωση την εργασία 𝑖 που έχει το μεγαλύτερο λόγο 𝑝𝑖𝑥𝑖

1−𝑝𝑖
.

5.7 Ασκήσεις

Άσκηση 5.1 Να μοντελοποιήσετε και να λύσετε με δυναμικό προγραμματισμό το πρόβλημα μη-γραμμικού προ-
γραμματισμού

min
𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑁

𝑁
􏾜
𝑛=1

𝑎2𝑛
𝑛

υπό
𝑁
􏾜
𝑛=1

𝑎𝑛 = 𝑥

𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁.

Άσκηση 5.2 Έχουμε κεφάλαιο 𝑦 χρηματικών μονάδων που θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε για την επιτυχή κατα-
σκευή ενός συστήματος. Έχουμε το πολύ 𝑁 προσπάθειες για να κατασκευάσουμε ένα τέτοιο σύστημα. Αν σε μια
προσπάθεια επενδύσουμε 𝑥 χρηματικές μονάδες τότε το σύστημα θα κατασκευαστεί επιτυχώς με πιθανότητα 𝑝(𝑥),
όπου 𝑝(0) = 0, 𝑝(𝑦) < 1 και η 𝑝(𝑥) είναι αύξουσα στο [0, 𝑦]. Ενδιαφερόμαστε να βρούμε τη βέλτιστη πολιτική
επένδυσης (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁), όπου 𝑥𝑖 είναι το ποσό που θα επενδύσουμε στην 𝑖 προσπάθεια (𝑖 = 1, 2, … ,𝑁), ώστε
να μεγιστοποιήσουμε την πιθανότητα επιτυχούς κατασκευής συστήματος.

1. Να διατυπωθεί το πρόβλημα ως πρόβλημα μη-γραμμικού προγραμματισμού (δηλ. να διατυπωθεί η αντι-
κειμενική συνάρτηση και οι περιορισμοί).

2. Να διατυπωθεί το πρόβλημα ως πρόβλημα δυναμικού προγραμματισμού (δηλ. να δωθούν τα στάδια, οι
καταστάσεις, οι αποφάσεις κλπ.).

3. Να διατυπωθεί μια εξίσωση βελτιστοποίησης δυναμικού προγραμματισμού.

4. Να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική, αν η log(1 − 𝑝(𝑥)) είναι κυρτή.

5. Nα βρεθεί η βέλτιστη πολιτική, αν η log(1 − 𝑝(𝑥)) είναι κοίλη.
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Άσκηση 5.3 Να μοντελοποιήσετε με δυναμικό προγραμματισμό και να διατυπώσετε την εξίσωση βελτιστοποίη-
σης για το πρόβλημα μη-γραμμικού προγραμματισμού

min
𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑁

𝑁
􏾜
𝑛=1

𝑟𝑛(𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1)

υπό
𝑁+1
􏾜
𝑛=1

𝑎𝑛 = 𝑥

𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁,𝑁 + 1,

όπου 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑁 είναι δοσμένες συναρτήσεις και 𝑥 μη-αρνητικός αριθμός.

Άσκηση 5.4 Θεωρούμε έναν τζογαδόρο που πρόκειται να ποντάρει για 𝑁 γύρους. Σε κάθε γύρο επιτρέπεται να
ποντάρει όποιο κλάσμα της περιουσίας του επιθυμεί. Η πιθανότητα να κερδίσει σε ένα γύρο δεν είναι σταθερή, αλλά
γίνεται γνωστή στον τζογαδόρο, πριν να αποφασίσει το κλάσμα της περιουσίας του που θα στοιχηματίσει στο γύρο.
Η πιθανότητα αυτή επιλέγεται τυχαία, σύμφωνα με μια κατανομή 𝐹(𝑥) (𝐹(0) = 0 και 𝐹(1) = 1). Ο στόχος του
τζογαδόρου είναι να μεγιστοποιήσει το λογάριθμο της τελικής περιουσίας του. Να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική του
τζογαδόρου και η συνάρτηση βέλτιστης τιμής.

Άσκηση 5.5 Σε ένα εμπορευματικό σταθμό φθάνουν 𝑗 εμπορεύματα ενός συγκεκριμένου τύπου κάθε μέρα με πι-
θανότητα 𝑝𝑗 (𝑝𝑗 ≥ 0 για 𝑗 = 0, 1, 2, … και ∑∞

𝑗=0 𝑝𝑗 = 1). Στο τέλος της ημέρας, πρέπει να ληφθεί η απόφαση
κατά πόσο θα ξεκινήσει η αποστολή όλων των συσσωρευμένων εμπορευμάτων του συγκεκριμένου τύπου ή όχι. Το
κόστος μιας τέτοιας αποστολής είναι𝐾, ανεξάρτητο από το πλήθος των συσσωρευμένων εμπορευμάτων. Αν ληφθεί
η απόφαση να μην ξεκινήσει η αποστολή, τότε υπάρχει ένα κόστος αποθήκευσης 𝑐 ανά μονάδα εμπορεύματος και
ανά μέρα. Ο εμπορευματικός σταθμός θα λειτουργήσει για τις επόμενες 𝑁 μέρες και το ζητούμενο είναι να βρεθεί
μια πολιτική λειτουργίας που να ελαχιστοποιεί το μέσο συνολικό κόστος λειτουργίας (έξοδα αποστολών και απο-
θήκευσης). Είναι υποχρεωτικό στο τέλος των𝑁 ημερών όλα τα συσσωρευμένα εμπορεύματα να έχουν αποσταλεί.

1. Να διατυπωθεί το πρόβλημα ως πρόβλημα δυναμικού προγραμματισμού (δηλ. να δωθούν τα στάδια, οι
καταστάσεις, οι αποφάσεις κλπ.).

2. Να γραφεί η εξίσωση βελτιστοποίησης.

3. Να αποδειχθεί ότι η βέλτιστη πολιτική έχει την ακόλουθη μορφή: Στο τέλος μιας μέρας 𝑛 γίνεται αποστολή,
αν ο αριθμός των συσσωρευμένων εμπορευμάτων είναι μεγαλύτερος ή ίσος από κάποια τιμή 𝑠𝑛.

4. Περιγράψτε έναν τρόπο εύρεσης των κρίσιμων αριθμών 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑁 .

5. Είναι η ακολουθία 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑁 μονότονη?

Άσκηση 5.6 Μια μηχανή πρόκειται να διεκπεραιώσει ακολουθιακά 𝑁 εργασίες, 1, 2, … ,𝑁. Η εργασία 𝑖 απαιτεί
χρόνο διεκπεραίωσης 𝑋𝑖, που έχει την κατανομή Exp(𝜆𝑖). Όταν η εργασία 𝑖 περαιωθεί τη στιγμή 𝑠, τότε ο δια-
χειριστής της μηχανής κερδίζει 𝑟𝑖. Όμως, η παρούσα αξία της αμοιβής 𝑟𝑖 αν πληρωθεί τη στιγμή 𝑠 είναι 𝛼𝑠𝑟𝑖, όπου
𝛼 ∈ (0, 1) είναι κάποιος γνωστός δοσμένος αποπληθωριστής. Να βρεθεί η βέλτιστη σειρά διεκπεραίωσης των
εργασιών, που μεγιστοποιεί την αναμενόμενη συνολική αποπληθωρισμένη αμοιβή από όλες τις εργασίες.

Άσκηση 5.7 Μια μηχανή πρόκειται να διεκπεραιώσει ακολουθιακά 𝑁 εργασίες, έστω τις 1, 2, … ,𝑁. Ο χρόνος
διεκπεραίωσης της εργασίας 𝑖 είναι γνωστός, έστω 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … ,𝑁. Επίσης, το κόστος αναμονής για την εργασία 𝑖
είναι 𝑐𝑖 ανά χρονική μονάδα που παραμένει στο σύστημα.Να βρεθεί η βέλτιστη σειρά διεκπεραίωσης των εργασιών,
που ελαχιστοποιεί το συνολικό κόστος αναμονής από όλες τις εργασίες.
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Άσκηση 5.8 Θεωρούμε το ακόλουθο παιχνίδι. Υπάρχουν 3𝑁 κάρτες, που η κάθε μία έχει γραμμένη πάνω της
κάποια αξία. Οι κάρτες μοιράζονται σε 3 ομάδες των 𝑁 καρτών. Ο πρώτος παίκτης παίρνει τις κάρτες με αξίες
𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑁 , όπου 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑁 , ο δεύτερος παίκτης παίρνει τις κάρτες με αξίες 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑁 , όπου
𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑏𝑁 , ενώ στο κέντρο μένει μια στοίβα με κάρτες με αξίες 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑁 , όπου 𝑐1 ≤ 𝑐2 ≤ ⋯ ≤ 𝑐𝑁 . Οι
παίκτες είναι ενήμεροι για το ποιές κάρτες έχει πάρει ο καθένας και ποιές είναι στη στοίβα. Το παιχνίδι παίζεται ως
εξής: Σε κάθε γύρο του παιχνιδιού μια κάρτα της στοίβας εμφανίζει την αξία της. Τότε οι δυο παίκτες, αφού δουν την
αξία της, τοποθετούν ταυτόχρονα μια κάρτα ο καθένας στο τραπέζι. Όποιος έχει την κάρτα με τη μεγαλύτερη αξία
κερδίζει από τον άλλο τόσες χρηματικές μονάδες όσο γράφει η κάρτα της στοίβας που έχει εμφανιστεί. Κατόπιν
οι τρεις κάρτες (της στοίβας και των δυο παικτών) απομακρύνονται και αρχίζει ένας νέος γύρος. Η διαδικασία
επαναλαμβάνεται𝑁 φορές (γύρους), μέχρι να εξαντληθούν όλες οι κάρτες. Αν ο δεύτερος παίκτης διαλέγει πάντα
στην τύχη μία από τις κάρτες του και την εμφανίζει και αυτή του η στρατηγική είναι γνωστή στον πρώτο παίκτη,
να βρεθεί η βέλτιστη στρατηγική του πρώτου παίκτη που μεγιστοποιεί το αναμενόμενο συνολικό κέρδος του.

5.8 Σχόλια

Ο Δυναμικός Προγραμματισμός εισήχθη από τον Bellman, ο οποίος και συνέγραψε το πρώτο σχετικό σύγ-
γραμμα, Bellman 1957. Η σημασία της μεθοδολογίας του Δυναμικού Προγραμματισμού αναγνωρίστηκε
άμεσα και η περιοχή αυτή βρήκε τη θέση της μεταξύ των βασικών θεμάτων της Επιχειρησιακής Έρευνας,
πράγμα που αντικατοπτρίζεται και στη συμπερίληψή της στα κλασικά συγγράμματα Επιχειρησιακής Έρευ-
νας, όπως τα Hillier και Lieberman 2015 και Taha 2018.

Κάποια κλασικά εισαγωγικά συγγράμματα στη θεωρία του Δυναμικού Προγραμματισμού και των Μαρ-
κοβιανών Διαδικασιών Αποφάσεων με εφαρμογές σε ποικίλα πεδία είναι τα Bertsekas 2017, Bertsekas 2012,
Ross 1983 και Puterman 1994.

Μια παρουσίαση της θεωρίας του Στοχαστικού Δυναμικού Προγραμματισμού με έμφαση στην εφαρμογή
του στον βέλτιστο έλεγχο συστημάτων εξυπηρέτησης δίνεται στο αρκετά θεωρητικό βιβλίο Sennott1998. Για
μια σύντομη εισαγωγή στη θεωρία του Στοχαστικού Δυναμικού Προγραμματισμού με εφαρμογές στη Θεω-
ρίαΟυρών Αναμονής, ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να δει το εισαγωγικό βιβλίο τωνCassandras και
Lafortune 2008.Μια μεθοδολογία που έχει αναπτυχθεί για την εφαρμογή τουΣτοχαστικούΔυναμικούΠρο-
γραμματισμού στα συστήματα εξυπηρέτησης με καλά αποτελέσματα αναπτύσσεται στην εργασία του Koole
2007.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ ΣΕ ΑΠΕΙΡΟ
ΟΡΙΖΟΝΤΑ: ΤΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΠΟΠΛΗΘΩΡΙΣΜΕΝΟΥ
ΚΟΣΤΟΥΣ

6.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο θα συζητήσουμε ένα πρώτο μοντέλο επέκτασης της Μαρκοβιανής Διαδικασίας Αποφά-
σεων που μελετήσαμε στο Κεφάλαιο 5, για την περίπτωση όπου το σύστημα πρόκειται να λειτουργήσει για
απεριόριοστο αριθμό σταδίων, και ο διαχειριστής καλείται να σχεδιάσει μια πολιτική λήψης αποφάσεων σε
άπειρο ορίζοντα.

Τα προβλήματα άπειρου ορίζοντα έχουν πρακτικό ενδιαφέρον γιατί επιτρέπουν τη μοντελοποίηση συστη-
μάτων όπου ο διαχειριστής δεν καθορίζει εκ των προτέρων τον αριθμό των σταδίων. Έχουν εφαρμογή σε
περιπτώσεις όπου ο αριθμός σταδίων είναι πολύ μεγάλος και προσεγγιστικά θεωρείται άπειρος, είτε σε πε-
ριπτώσεις όπου η λήψη αποφάσεων σταματά σε κάποιο στάδιο που δεν καθορίζεται εκ των προτέρων αλλά
αφού ικανοποιηθεί μια συνθήκη που εξαρτάται από την πορεία του συστήματος (π.χ., την πρώτη φορά που το
σύστημα θα φτάσει σε μια συγκεκριμένη κατάσταση).

Από μαθηματική άποψη τα προβλήματα άπειρου ορίζοντα παρουσιάζουν μια δυσκολία όσον αφορά τον
ορισμό του κριτηρίου βελτιστότητας και την εξασφάλιση συνθηκώνγια ύπαρξηβέλτιστης τιμής και βέλτιστων
πολιτικών. Από την άλλη πλευρά, το γεγονός ότι δεν υπάρχει προκαθορισμένο τέλος του ορίζοντα επιτρέπει
σε πολλές περιπτώσεις την εφαρμογή χρονικά ομογενών πολιτικών που δεν εξαρτώνται από τον αριθμό των
υπολειπόμενων σταδίων, και επομένως είναι απλούστερες στην περιγραφή και την εφαρμογή τους.

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε την περίπτωση όπου το κριτήριο βελτιστοποίησης είναι η ελαχιστο-
ποίηση του αναμενόμενου συνολικού αποπληθωρισμένου κόστους άπειρου ορίζοντα. Όπως και στο βασικό
μοντέλο πεπερασμένου ορίζοντα, θεωρούμε μια Μαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων με χώρο καταστάσεων
𝒳 και σύνολα αποφάσεων 𝒜 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 . Υποθέτουμε ότι ο χώρος καταστάσεων είναι αριθμήσιμο σύνολο
και τα σύνολα αποφάσεων πεπερασμένα. Το σύστημα παρατηρείται σε διαδοχικές χρονικές στιγμές (στάδια)
𝑡 = 0, 1, 2, …. Αν σε κάποιο στάδιο 𝑡 η κατάστασταση είναι𝑋𝑡 = 𝑥 και ληφθεί η απόφαση𝐴𝑡 = 𝑎, τότε προκα-
λείται ένα άμεσο κόστος 𝑐(𝑥, 𝑎) και το σύστημα μεταβαίνει στην κατάσταση𝑋𝑡+1 = 𝑦 με πιθανότητα 𝑝𝑥𝑦(𝑎).

Μπουρνέτας, Α.Ν. και Οικονόμου, Α.Θ. (2022). «Στοχαστικά Μοντέλα στην Επιχειρησιακή Έρευνα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/
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Θεωρούμε τη χρονικά ομογενή περίπτωση όπου τα άμεσα κόστη και οι πιθανότητες μετάβασης δεν εξαρ-
τώνται από το τρέχον στάδιο 𝑡. Επίσης θα κάνουμε αρχικά την υπόθεση ότι τα άμεσα κόστη είναι φραγμένα,
δηλαδή ότι υπάρχει μια σταθερά𝑀 < ∞ τέτοια ώστε

|𝑐(𝑥, 𝑎)| ≤ 𝑀, (6.1)

για κάθε ζεύγος (𝑥, 𝑎). Η υπόθεση αυτή διευκολύνει την ανάλυση, όμως μπορεί να γενικευθεί όπως θα δούμε
στο τέλος του κεφαλαίου.

Όπως και στην περίπτωση του πεπερασμένου ορίζοντα, ο τρόπος λήψης αποφάσεων καθορίζεται γενικά
μέσω μιας πολιτικής, δηλαδή ενός κανόνα που ορίζει την απόφαση που λαμβάνεται σε κάθε στάδιο συναρτήσει
της προηγούμενης ιστορίας καταστάσεων και αποφάσεων. Στο πλαίσιο που έχουμε ορίσει εδώ η ιστορία του
συστήματος στο στάδιο 𝑡 είναι

ℎ𝑡 = 𝑥0𝑎0𝑥1𝑎1⋯𝑥𝑡−1𝑎𝑡−1𝑥𝑡.

Μιαπολιτική ορίζεταιως μια ακολουθία𝜋 = (𝜋(0), 𝜋(1), …), όπουη𝜋(𝑡) είναι μια συνάρτησημεπεδίο ορισμού
το σύνολο των δυνατών ιστοριών στο στάδιο 𝑡 και πεδίο τιμών τις κατανομές πιθανότητας στο σύνολο των
δυνατών αποφάσεων. Δεδομένης μιας ιστορίας ℎ𝑡 μέχρι το στάδιο 𝑡, η 𝜋ℎ𝑡(𝑎; 𝑡) είναι η πιθανότητα να ληφθεί
η απόφαση 𝑎 στο στάδιο 𝑡.

Εντελώς αντίστοιχα με το Κεφάλαιο 5.3 μπορούμε να ορίσουμε τις κλάσεις των ιστοριοεξαρτώμενων, των
Μαρκοβιανών, των στάσιμων, των τυχαιοποιημένων και των προσδιοριστικών πολιτικών όπως επίσης και
συνδυασμούς των παραπάνω. Στο κεφάλαιο αυτό παίζουν σημαντικό ρόλο οι στάσιμες ντετερμινιστικές πολι-
τικές της κλάσηςΠ𝑆𝐷. Μια πολιτική 𝜋 ∈ Π𝑆𝐷 είναι μια συνάρτηση από τον χώρο καταστάσεων στο σύνολο
αποφάσεων, με την ιδιότητα 𝜋(𝑥) ∈ 𝒜 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , όπου 𝜋(𝑥) είναι η απόφαση που λαμβάνεται σε κάθε πε-
ρίοδο κατά την οποία το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση 𝑥. Από το Θεώρημα 5.4 προκύπτει ότι κάτω
από μια στάσιμη προσδιοριστική πολιτική 𝜋 η στοχαστική διαδικασία των καταστάσεων είναι Μαρκοβιανή
με πιθανότητες μετάβασης

Pr[𝑋𝑡+1 = 𝑦|𝑋𝑡 = 𝑥] = 𝑝𝑥𝑦(𝜋(𝑥)).

Ως μέτρο απόδοσης μιας (γενικά ιστοριοεξαρτώμενης) πολιτικής 𝜋 θεωρούμε το αναμενόμενο συνολικό
αποπληθωρισμένο κόστος άπειρου ορίζοντα κάτω από αυτή την πολιτική

𝑢𝜋(𝑥0) = 𝐸𝜋

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)|𝑋0 = 𝑥0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.2)

όπου 𝛽 είναι μια σταθερά που παίρνει τιμές στο διάστημα (0, 1) και ονομάζεται συντελεστής αποπληθωρισμού
(ή αποπληθωριστής).

Η συνάρτηση βέλτιστης τιμής ορίζεται ως

𝑣(𝑥0) = inf
𝜋
𝑢𝜋(𝑥0), (6.3)

ενώ μια πολιτική 𝜋∗ είναι βέλτιστη αν 𝑢𝜋∗(𝑥0) = 𝑣(𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝒳 .
Kάτω από την υπόθεση ότι η συνάρτηση άμεσου κόστους είναι φραγμένη, το αποπληθωρισμένο κόστος

άπειρου ορίζοντα είναι επίσης φραγμένη συνάρτηση κάτω από κάθε πολιτική 𝜋. Πραγματικά, από τις (6.1)
και (6.2) προκύπτει ότι για κάθε πολιτική 𝜋 και αρχική κατάσταση 𝑥0 ισχύει

|𝑢𝜋(𝑥0)| ≤
∞
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑀 = 𝑀
1 − 𝛽 < ∞.

Επομένως το κριτήριο αποπληθωρισμένου κόστους είναι καλά ορισμένο κάτω από την υπόθεση φραγμένου
άμεσου κόστους.
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Η ιδέα του αποπληθωρισμένου κόστους σχετίζεται με την οικονομική αρχή ότι μια αμοιβή ή ένα κόστος
που πληρώνεται σε μελλοντική χρονική στιγμή έχει μικρότερη πραγματική αξία στον παρόντα χρόνο, και η
παρούσα αξία μειώνεται εκθετικά όσο απομακρύνεται η χρονική στιγμή της πληρωμής. Για να κατανοήσουμε
καλύτερα την ερμηνεία του συντελεστή αποπληθωρισμού, ας υποθέσουμε ότι το τραπεζικό επιτόκιο για κα-
ταθέσεις και δανεισμό είναι κοινό και ίσο με 𝑟 ανά περίοδο. Αυτό σημαίνει ότι αν ένα άτομο καταθέσει ποσό𝑤
στην αρχή μιας περιόδου, στο τέλος της περιόδου η αξία του κεφαλαίου του θα είναι ίση με𝑤(1+𝑟) (ισοδύναμα,
αν το άτομο δανειστεί ποσό 𝑤 στην αρχή της περιόδου, στο τέλος της περιόδου το χρέος του θα είναι ίσο με
𝑤(1 + 𝑟)). Αν τώρα υποθέσουμε ότι το κεφάλαιο ανατοκίζεται σε κάθε περίοδο με το ίδιο επιτόκιο 𝑟, τότε μετά
από 𝑡 περιόδους η αξία του κεφαλαίου θα είναι ίση με 𝑤(1 + 𝑟)𝑡. Αντιστρέφοντας τώρα το επιχείρημα, ας υπο-
θέσουμε ότι ένα άτομο περιμένει να λάβει μια πληρωμή 𝑤 μετά από 𝑡 περιόδους. Αν το άτομο αυτό καταθέσει
στην περίοδο 0 ποσό𝑤(1+ 𝑟)−𝑡, τότε την περίοδο 𝑡 η αξία του κεφαλαίου του θα είναι επίσης ίση με𝑤. Επομέ-
νως η “παρούσα αξία” στην περίοδο 0 μιας πληρωμής 𝑤 που γίνεται την περίοδο 𝑡 είναι ίση με 𝑤(1 + 𝑟)−𝑡, με
την έννοια ότι το άτομο είναι αδιάφορο μεταξύ μιας πληρωμής𝑤(1 + 𝑟)−𝑡 την περίοδο 0 και μιας πληρωμής𝑤
την περίοδο 𝑡.

Έστω τώρα 𝛽 = 1
1+𝑟 . Τότε η παρούσα αξία στην περίοδο 0 μιας πληρωμής 𝑤 κατά την περίοδο 𝑡 είναι ίση

με 𝛽𝑡𝑤. Επομένως στην εξίσωση (6.2) η 𝑢𝜋(𝑥0) μπορεί να ερμηνευθεί ως η παρούσα αξία, στην περίοδο 0, του
μέσου συνολικού κόστους που θα προκύψει από τη λειτουργία του συστήματος κάτω από την πολιτική 𝜋 σε
άπειρο ορίζοντα, αν η αρχική κατάσταση είναι η 𝑥0 και το επιτόκιο σε κάθε περίοδο είναι ίσο με 𝑟.

Μια εναλλακτική ερμηνεία του αποπληθωρισμένου κόστους μπορεί να δοθεί και με βάση το φαινόμενο του
πληθωρισμού, αν θεωρήσουμε το επιτόκιο 𝑟 ως συντελεστή πληθωρισμού σε κάθε περίοδο, δηλαδή αν υποθέ-
σουμε ότι οι τιμές όλων των αγαθών της οικονομίας αυξάνονται κατά ένα ποσοστό 𝑟 σε κάθε περίοδο. Τότε με
ακριβώς αντίστοιχο συλλογισμό όπως παραπάνω, μπορούμε να ερμηνεύσουμε την 𝑢𝜋(𝑥0)ως το μέσο αποπλη-
θωρισμένο κόστος στην περίοδο 0 του συνολικού κόστους λειτουργίας του συστήματος και τον συντελεστή
𝛽 ως συντελεστή αποπληθωρισμού.

6.2 Εξίσωση Βελτιστοποίησης και Βέλτιστες Πολιτικές

Σε μια Μαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων με χρονικά ομογενή άμεσα κόστη και πιθανότητες μετάβασης
και κριτήριο αποπληθωρισμένου κόστους σε άπειρο ορίζοντα αποδεικνύονται δύο βασικά αποτελέσματα που
απλοποιούν σημαντικά την εύρεση βέλτιστων πολιτικών. Αφενός η συνάρτηση βέλτιστης τιμής ικανοποιεί
εξισώσεις βελτιστοποίησης που δεν εξαρτώνται από το τρέχον στάδιο, και αφετέρου υπάρχει πάντα μια βέλτι-
στη πολιτική που είναι στάσιμη και προσδιοριστική.

Συγκεκριμένα ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 6.1 (Εξίσωση Βελτιστοποίησης και Βέλτιστη Πολιτική)

1. Σε μια Μαρκοβιανή διαδικασία αποφάσεων με αποπληθωρισμένο κόστος άπειρου ορίζοντα η συνάρτηση
βέλτιστης τιμής ικανοποιεί τις παρακάτω εξισώσεις:

𝑣(𝑥) = min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥 ∈ 𝒳 . (6.4)

2. Έστω 𝜋∗ μια στάσιμη προσδιοριστική πολιτική που σε κάθε κατάσταση 𝑥 επιλέγει μια απόφαση που πετυ-
χαίνει το ελάχιστο στο δεξιό μέλος της (6.4), δηλαδή ισχύει ότι

𝑐(𝑥, 𝜋∗(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝜋∗(𝑥))𝑣(𝑦) = min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥 ∈ 𝒳 .

Τότε ισχύει 𝑢𝜋∗(𝑥) = 𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 και η 𝜋∗ είναι βέλτιστη.
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Διαισθητικά η εξίσωση βελτιστοποίησης (6.4) προκύπτει από την αρχή βελτιστότητας του Bellman, σύμ-
φωνα με την οποία σε οποιαδήποτε κατάσταση 𝑦 φτάσει το σύστημα στο στάδιο 1, από εκεί και μετά θα πρέπει
να εφαρμοστεί μια βέλτιστη πολιτική, επομένως η παρούσα αξία στην περίοδο 1 του αναμενόμενου κόστους
των περιόδων 1, 2, … θα είναι ίση με 𝑣(𝑦). Επειδή το άμεσο κόστος 𝑐(𝑥, 𝑎) προκύπτει στην περίοδο 0 ενώ το
μελλοντικό κόστος 𝑣(𝑦) στην περίοδο 1, το τελευταίο πολλαπλασιάζεται με τον συντελεστή αποπληθωρισμού
για να βρεθεί η παρούσα αξία του στην περίοδο 0.

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 6.1 θεωρούμε πρώτα την (6.4) και θα δείξουμε ότι ισχύει ως διπλή
ανισότητα. Συγκεκριμένα για οποιαδήποτε πολιτική 𝜋 έστω 𝜋(𝑎|𝑥) η πιθανότητα να ληφθεί η απόφαση 𝑎 στο
στάδιο 0. Τότε το αποπληθωρισμένο συνολικό κόστος κάτω από την 𝜋 μπορεί να γραφτεί ως

𝑢𝜋(𝑥) = 􏾜
𝑎∈𝒜 (𝑥)

𝜋(𝑎|𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝐸𝜋[

∞
􏾜
𝑡=1

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)|𝑋0 = 𝑥,𝐴0 = 𝑎,𝑋1 = 𝑦]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 􏾜
𝑎∈𝒜 (𝑥)

𝜋(𝑎|𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝐸𝜋[

∞
􏾜
𝑡=1

𝛽𝑡−1𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)|𝑋0 = 𝑥,𝐴0 = 𝑎,𝑋1 = 𝑦]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Όμως η ποσότητα 𝐸𝜋[∑
∞
𝑡=1 𝛽𝑡−1𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)|𝑋0 = 𝑥,𝐴0 = 𝑎0, 𝑋1 = 𝑦] είναι ίση με την παρούσα αξία στην

περίοδο 1 του συνολικού κόστους των περιόδων 1, 2, … κάτω από την πολιτική 𝜋 με αρχική κατάσταση την 𝑦,
επομένως είναι μεγαλύτερη ή ίση από 𝑣(𝑦), συνεπώς

𝑢𝜋(𝑥) ≥ 􏾜
𝑎∈𝒜 (𝑥)

𝜋(𝑎|𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Επειδή η ανισότητα ισχύει για οποιαδήποτε 𝜋, παίρνοντας το infimum στο αριστερό μέλος προκύπτει ότι

𝑣(𝑥) ≥ min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Για να δείξουμε την ανισότητα με την αντίστροφη φορά, από τον ορισμό της 𝑣(𝑦) έχουμε ότι για κάθε 𝜖 > 0
και για κάθε 𝑦 υπάρχει μια πολιτική 𝜋𝑦 τέτοια ώστε 𝑢𝜋𝑦(𝑦) ≤ 𝑣(𝑦) + 𝜖. Έστω τώρα μια πολιτική 𝜋0 η οποία
στο στάδιο 0 και κατάσταση 𝑋0 = 𝑥 παίρνει οποιαδήποτε απόφαση 𝑎0 που πετυχαίνει το ελάχιστο στο δεξιό
μέλος της (6.4) και από το στάδιο 1 και μετά, συνεχίζει με την πολιτική 𝜋𝑦, όπου 𝑦 η κατάσταση 𝑋1 στην
οποία μεταβαίνει το σύστημα για 𝑡 = 1. Σύμφωνα με τα παραπάνω το αναμενόμενο αποπληθωρισμένο κόστος
κάτω από την πολιτική 𝜋0 είναι ίσο με

𝑢𝜋0(𝑥) = 𝑐(𝑥, 𝑎0) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎0)𝑢𝑝𝑖𝑦(𝑦)

≤ 𝑐(𝑥, 𝑎0) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎0)(𝑣(𝑦) + 𝜖)

= 𝑐(𝑥, 𝑎0) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎0)𝑣(𝑦) + 𝛽𝜖

= min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + 𝛽𝜖.
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Επομένως

𝑣(𝑥) ≤ 𝑢𝜋0(𝑥) ≤ min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + 𝛽𝜖

για κάθε 𝜖 > 0, και παίρνοντας 𝜖 → 0 προκύπτει ότι

𝑣(𝑥) ≤ min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Συνδυάζοντας τις δύο ανισότητες προκύπτει η (6.4).
Για το δεύτερο μέρος του θεωρήματος, έστω 𝜋∗ μια στάσιμη προσδιοριστική πολιτική που σε κάθε κατά-

σταση 𝑥 επιλέγει μια απόφαση που πετυχαίνει το ελάχιστο στο δεξιό μέλος της (6.4), δηλαδή

𝑐(𝑥, 𝜋∗(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝜋∗(𝑥))𝑣(𝑦) = min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥 ∈ 𝒳 .

Τότε έχουμε

𝑣(𝑥) =
= 𝑐(𝑥, 𝜋∗(𝑥)) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝜋∗(𝑥))𝑣(𝑦)

= 𝑐(𝑥, 𝜋∗(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝜋∗(𝑥))

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑦, 𝜋

∗(𝑦)) + 𝛽 􏾜
𝑧∈𝒳

𝑝𝑦𝑧(𝜋∗(𝑦))𝑣(𝑧)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 𝑐(𝑥, 𝜋∗(𝑦)) + 𝛽𝐸𝜋∗[𝑐(𝑋1, 𝐴1)|𝑋0 = 𝑥] + 𝛽2𝐸𝜋∗[𝑣(𝑋2)|𝑋0 = 𝑥].

όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από την (6.4), η δεύτερη από την εφαρμογή της𝜋∗ στην 𝑣(𝑥) και η τρίτη από
την εφαρμογή της𝜋∗ στην 𝑣(𝑦). Επαναλαμβάνοντας τον παραπάνω συλλογισμό στις 𝑣(𝑋2), 𝑣(𝑋3), … , 𝑣(𝑋𝑛−1)
καταλήγουμε στην

𝑣(𝑥) = 𝐸𝜋∗

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛−1
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)|𝑋0 = 𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + 𝛽𝑛𝐸𝜋∗[𝑣(𝑋𝑛)|𝑋0 = 𝑥].

Παίρνοντας το όριο για 𝑛 → ∞, ο πρώτος όρος στο δεξιό μέλος της συγκλίνει στο αποπληθωρισμένο κόστος
άπειρου ορίζοντα κάτω από την 𝜋∗, δηλαδή στην 𝑢𝜋∗(𝑥), ενώ ο δεύτερος όρος συγκλίνει στο μηδέν επειδή
𝛽 ∈ (0, 1) και η 𝑣(𝑥) είναι φραγμένη από το 𝑀

1−𝛽 . Επομένως για 𝑛 → ∞ προκύπτει ότι 𝑣(𝑥) = 𝑢𝜋∗(𝑥).
Μια ειδική περίπτωση του Θεωρήματος 6.1 είναι το παρακάτω αποτέλεσμα που επιτρέπει τον υπολογισμό

της συνάρτησης αποπληθωρισμένου κόστους κάτω από μια στάσιμη προσδιοριστική πολιτική.

Θεώρημα 6.2 (Κόστος Στάσιμης Προσδιοριστικής Πολιτικής) Έστω μια στάσιμη προσδιοριστική πολιτική
𝜋 ∈ Π𝑆𝐷. Η συνάρτηση του αναμενόμενου αποπληθωρισμένου κόστους άπειρου ορίζοντα κάτω από αυτή την
πολιτική δίνεται από τη λύση των εξισώσεων

𝑢𝜋(𝑥) = 𝑐(𝑥, 𝜋(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝜋(𝑥))𝑣(𝑦), 𝑥 ∈ 𝒳 . (6.5)

Ηαπόδειξη προκύπτει από τοΘεώρημα6.1, αν θεωρήσουμε μιαΜαρκοβιανήΔιαδικασίαΑποφάσεωνστην
οποία τα σύνολα αποφάσεων είναι τα μονοσύνολα𝒜 (𝑥) = {𝜋(𝑥)}, 𝑥 ∈ 𝒳 .

Το Θεώρημα 6.1 εξασφαλίζει ότι η εξίσωση βελτιστοποίησης έχει τουλάχιστον μια λύση και συγκεκριμένα
τη συνάρτηση ελάχιστου αναμενόμενου αποπληθωρισμένου κόστους. Από το επόμενο θεώρημα προκύπτει
ότι η 𝑣(𝑥) είναι και η μοναδική φραγμένη λύση της (6.4).
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Θεώρημα 6.3 (Μοναδικότητα Λύσης Εξίσωσης Βελτιστοποίησης) Έστω 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 φραγμένη συνάρ-
τηση που ικανοποιεί την εξίσωση βελτιστοποίησης (6.4). Τότε 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 .

Τααποτελέσματα αυτής της ενότητας δίνουν τη μορφή των εξισώσεωνβελτιστοποίησης για την περίπτωση
του αναμενόμενου αποπληθωρισμένου κόστους άπειρου ορίζοντα, και εξασφαλίζουν την ύπαρξη βέλτιστων
στάσιμων προσδιοριστικών πολιτικών, γεγονός που απλοποιεί σημαντικά την ανάλυση. Όμως, επειδή ο ορί-
ζοντας είναι άπειρος και δεν υπάρχει τερματική συνθήκη, δεν προκύπτει άμεσα ένα σχήμα προς τα πίσω ανα-
δρομής, όπως στην περίπτωση του πεπερασμένου ορίζοντα. Στις επόμενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου θα
μελετήσουμε τρεις υπολογιστικές μεθόδους για την εύρεση του βέλτιστου κόστους και της βέλτιστης πολιτι-
κής.

6.3 Η Μέθοδος Διαδοχικών Προσεγγίσεων στο Χώρο Τιμών

Η μέθοδος διαδοχικών προσεγγίσεων στο χώρο τιμών υπολογίζει διαδοχικές προσεγγίσεις της συνάρτησης
βέλτιστης τιμής χρησιμοποιώντας ένα σχήμα ανάλογο της προς τα πίσω αναδρομής του δυναμικού προγραμ-
ματισμού. Συγκεκριμένα, έστω μια φραγμένη συνάρτηση πάνω στο χώρο καταστάσεων 𝑣0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 . Ορί-
ζουμε τις συναρτήσεις 𝑣𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑛 = 1, 2, … αναδρομικά ως εξής:

𝑣𝑛(𝑥) = min
𝑎∈𝒜 (𝑥)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣𝑛−1(𝑦)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (6.6)

Η (6.6) προκύπτει από επαναλαμβανόμενη εφαρμογή της εξίσωσης βελτιστοποίησης, όπου στο βήμα 𝑛 η
συνάρτηση 𝑣𝑛−1(⋅) μπαίνει στη θέση της 𝑣(⋅) στο δεξιό μέλος και υπολογίζεται η 𝑣𝑛(⋅).

Η βασική ιδέα της μεθόδου αυτής είναι ότι αν δείξουμε ότι η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων
συκλίνει σε μια φραγμένη συνάρτηση 𝑣̃, τότε παίρνοντας το όριο για 𝑛 → ∞ στην (6.6), η 𝑣̃ ικανοποιεί
την εξίσωση βελτιστοποίησης και επομένως από το Θεώρημα 6.3 αναγκαστικά ταυτίζεται με τη συνάρτηση
βέλτιστης τιμής 𝑣.

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη της σύγκλισης θα δούμε μια ερμηνεία των διαδοχικών προσεγγίσεων
𝑣𝑛. Χρησιμοποιώντας εντελώς αντίστοιχο συλλογισμό με αυτόν του προβλήματος πεπερασμένου ορίζοντα
στο Κεφάλαιο 5, μπορούμε να δείξουμε ότι

𝑣𝑛(𝑥) = inf
𝜋
𝐸𝜋

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛−1
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡) + 𝛽𝑛𝑣0(𝑋𝑛)􏵶𝑋0 = 𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.7)

δηλαδή η 𝑣𝑛(𝑥) είναι ίση με το ελάχιστο αναμενόμενο αποπληθωρισμένο κόστος σε ένα πρόβλημα 𝑛 σταδίων
με αρχική κατάσταση𝑋0 = 𝑥 και συνάρτηση τερματικού κόστους 𝑣0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 .

Χρησιμοποιώντας την (6.7) μπορούμε να δείξουμε ότι για κάθε φραγμένη συνάρτηση αρχικής προσέγγι-
σης 𝑣0 η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων συγκλίνει ομοιόμορφα στη συνάρτηση βέλτιστης τιμής.
Συγκεκριμένα ισχύει το παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 6.4 (Σύγκλιση ΔιαδοχικώνΠροσεγγίσεων)

1. Έστω ότι |𝑣0(𝑥)| ≤ 𝐾 < ∞, 𝑥 ∈ 𝒳 . Τότε

|𝑣𝑛(𝑥) − 𝑣(𝑥)| ≤ 𝛽𝑛 􏿶𝐾 + 𝑀
1 − 𝛽􏿹 , 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑛 ≥ 0. (6.8)

2. Ισχύει ότι lim𝑛→∞ 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑣(𝑥), ομοιόμορφα για 𝑥 ∈ 𝒳 .
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Η απόδειξη γίνεται δείχνοντας ότι

𝑣𝑛(𝑥) − 𝛽𝑛 􏿶𝐾 + 𝑀
1 − 𝛽􏿹 ≤ 𝑣(𝑥) ≤ 𝑣𝑛(𝑥) + 𝛽𝑛 􏿶𝐾 + 𝑀

1 − 𝛽􏿹 . (6.9)

Για την πρώτη ανισότητα, έστω 𝜋∗ μια βέλτιστη πολιτική για το πρόβλημα του άπειρου ορίζοντα που αντι-
στοιχεί στη 𝑣(𝑥). Τότε ισχύει

𝑣(𝑥) = 𝐸𝜋∗

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛−1
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)􏵶𝑋0 = 𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + 𝐸𝜋∗

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑡=𝑛

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)􏵶𝑋0 = 𝑥
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

Η 𝜋∗ γενικά δεν είναι βέλτιστη για το πρόβλημα με ορίζοντα 𝑛 με τερματικό κόστος 𝑣0, επομένως

𝑣𝑛(𝑥) ≤ 𝐸𝜋∗

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛−1
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)􏵶𝑋0 = 𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + 𝛽𝑛𝐸𝜋∗[𝑣0(𝑋𝑛)|𝑋0 = 𝑥].

Συνδυάζοντας τις προηγούμενες δύο σχέσεις προκύπτει

𝑣𝑛(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥) + 𝛽𝑛𝐸𝜋∗
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣𝑣0(𝑋𝑛) −

∞
􏾜
𝑡=𝑛

𝛽𝑡−𝑛𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)]􏵶𝑋0 = 𝑥
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

Από τις 𝑣0(𝑋𝑡) ≤ 𝐾 και 𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡) ≥ −𝑀 παίρνουμε

𝑣𝑛(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥) + 𝛽𝑛 􏿶𝐾 + 𝑀
1 − 𝛽􏿹 .

Για τη δεύτερη ανισότητα, έστω 𝜋̃𝑛 η βέλτιστη πολιτική για το πρόβλημα του πεπερασμένου ορίζοντα
που αντιστοιχεί στη 𝑣𝑛(𝑥) και 𝜋̃ μια πολιτική άπειρου ορίζοντα που ταυτίζεται με την 𝜋̃𝑛 για τις περιόδους
0, 1, … , 𝑛 − 1, ενώ παίρνει οποιεσδήποτε αποφάσεις στις περιόδους 𝑛, 𝑛 + 1,…. Τότε ισχύει

𝑣𝑛(𝑥) = 𝐸𝜋̃

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛−1
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)􏵶𝑋0 = 𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + 𝛽𝑛𝐸𝜋̃[𝑣0(𝑋𝑛)|𝑋0 = 𝑥].

Επειδή η 𝑣(𝑥) αντιστοιχεί στο βέλτιστο κόστος άπειρου ορίζοντα, ισχύει επίσης ότι

𝑣(𝑥) ≤ 𝐸𝜋̃

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐸𝜋̃

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛−1
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)􏵶𝑋0 = 𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + 𝐸𝜋̃

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑡=𝑛

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)􏵶𝑋0 = 𝑥
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Συνδυάζοντας τις προηγούμενες δύο σχέσεις προκύπτει

𝑣(𝑥) ≤ 𝑣𝑛(𝑥) + 𝛽𝑛𝐸𝜋̃

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑡=𝑛

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡)] − 𝑣0(𝑋𝑛)􏵶𝑋0 = 𝑥
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

Εδώ έχουμε 𝑣0(𝑋𝑡) ≥ −𝐾 και 𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡) ≤ 𝑀, επομένως παίρνουμε

𝑣(𝑥) ≤ 𝑣𝑛(𝑥) + 𝛽𝑛 􏿶𝐾 + 𝑀
1 − 𝛽􏿹 .

Το δεύτερο μέρος του Θεωρήματος προκύπτει άμεσα από το πρώτο μέρος, επειδή η (6.9) γράφεται ισοδύ-
ναμα

sup
𝑥∈𝒳

|𝑣𝑛(𝑥) − 𝑣(𝑥)| ≤ 𝛽𝑛 􏿶𝐾 + 𝑀
1 − 𝛽􏿹

και επομένως lim𝑛→∞ sup𝑥∈𝒳 |𝑣𝑛(𝑥) − 𝑣(𝑥)| = 0.
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Παράδειγμα 6.1 Θεωρούμε μιαΜαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων με χώρο καταστάσεων𝒳 = {1, 2} και σύ-
νολα αποφάσεων𝒜 (1) = 𝒜 (2) = {1, 2}. Η συνάρτηση άμεσου κόστους είναι 𝑐(1, 1) = 10, 𝑐(1, 2) = 5, 𝑐(2, 1) =
18, 𝑐(2, 2) = 17 και οι πιθανότητες μετάβασης κάτω από κάθε κατάσταση και απόφαση 𝑝11(1) = 1/2, 𝑝12(1) =
1/2, 𝑝11(2) = 1/4, 𝑝12(2) = 3/4, 𝑝21(1) = 3/8, 𝑝22(1) = 5/8, 𝑝21(2) = 1/5, 𝑝22(2) = 4/5. Ο συντελεστής αποπλη-
θωρισμού είναι 𝛽 = 4/5.

Οι εξισώσεις βελτιστοποίησης για το πρόβλημα ελαχιστοποίησης του αποπληθωρισμένου κόστους άπειρου
ορίζοντα διαμορφώνονται ως εξής:

𝑣(1) = min 􏿰10 +
4
5 􏿶

1
2𝑣(1) +

1
2𝑣(2)􏿹 , 5 +

4
5 􏿶

1
4𝑣(1) +

3
4𝑣(2)􏿹􏿳

𝑣(2) = min 􏿰18 +
4
5 􏿶

3
8𝑣(1) +

5
8𝑣(2)􏿹 , 17 +

4
5 􏿶

1
5𝑣(1) +

4
5𝑣(2)􏿹􏿳

Μπορούμε εύκολα να επαληθεύσουμε ότι η συνάρτηση βέλτιστης τιμής για το παραπάνω πρόβλημα είναι
𝑣(1) = 665

11 ≈ 60.45, 𝑣(2) = 795
11 ≈ 72.27 και η βέλτιστη πολιτική 𝜋(1) = 2, 𝜋(2) = 1.

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο των διαδοχικών προσεγγίσεων στο χώρο τιμών με αρχική προσέγγιση 𝑣0(1) =
𝑣0(2) = 0, παίρνουμε τις παρακάτω προσεγγίσεις της βέλτιστης τιμής 𝑣𝑛 και της βέλτιστης πολιτικής 𝜋𝑛 για
τιμές του 𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5, 10, 20, 30, 50:

𝑛 𝑣𝑛(1) 𝑣𝑛(2) 𝜋𝑛(1) 𝜋𝑛(2)
1 5.00 17.00 2 2
2 16.20 28.00 2 1
3 25.04 36.86 2 1
4 32.12 43.94 2 1
5 37.79 49.61 2 1

10 53.03 64.85 2 1
20 59.66 71.48 2 1
30 60.37 72.19 2 1
50 60.45 72.27 2 1

Σχετικά με τα φράγματα της προσέγγισης, έχουμε ότι |𝑐(𝑥, 𝑎)| ≤ 𝑀 = 18 για κάθε (𝑥, 𝑎) και |𝑣0(𝑥)| ≤ 𝐾 = 0.
Από τον πίνακα μπορούμε να επαληθεύσουμε ότι ισχύει η ανισότητα (6.8) για κάθε τιμή του 𝑛.

Εκτός από την εφαρμογή της για αριθμητικούς υπολογισμούς, η μέθοδος διαδοχικών προσεγγίσεων στο
χώρο τιμών είναι επίσης χρήσιμηγια την απόδειξη δομικών ιδιοτήτων της συνάρτησης βέλτιστης τιμής και της
βέλτιστης πολιτικής σε προβλήματα που εκφράζονται παραμετρικά. Συνήθως τέτοιες ιδιότητες αποδεικνύο-
νται επαγωγικά για τις διαδοχικές προσεγγίσεις 𝑣𝑛, 𝜋𝑛, μέσω των αναδρομικών σχέσεων (6.6) και παίρνοντας
το όριο για 𝑛 → ∞ εξασφαλίζονται για τη λύση του άπειρου ορίζοντα. Η απόδειξη δομικών ιδιοτήτων της
λύσης, εκτός από την καλύτερη κατανόηση του προβλήματος, πολλές φορές επιτρέπει τον σχεδιασμό απλού-
στερων αλγορίθμων για τον αριθμητικό υπολογισμό της βέλτιστης πολιτικής. Στο επόμενο παράδειγμα ανα-
λύεται ένα πρόβλημα αντικατάστασης μηχανήματος αυτού του τύπου.

Παράδειγμα 6.2 Ένα μηχάνημα λειτουργεί σε συνθήκες αβεβαιότητας. Σε κάθε περίοδο λειτουργίας υπάρχει πι-
θανότητα 𝑝 να προκληθεί μια βλάβη. Οι βλάβες δεν προκαλούν διακοπή της λειτουργίας, όμως αυξάνουν το κόστος
λειτουργίας και συντήρησης του μηχανήματος. Συγκεκριμένα, αν στην αρχή μιας περιόδου στο μηχάνημα έχουν
συσσωρευτεί 𝑥 βλάβες από προηγούμενες περιόδους, τότε κατά την τρέχουσα περίοδο το κόστος λειτουργίας και
συντήρησης του μηχανήματος είναι ίσο με 𝐾(𝑥), όπου η 𝐾 είναι μια αύξουσα και φραγμένη συνάρτηση. Στην αρχή
κάθε περιόδου ο ιδιοκτήτης του μηχανήματος έχει δύο επιλογές: ή να συνεχίσει τη λειτουργία του για την τρέχουσα
περίοδο ή να το αντικαταστήσει. Το κόστος αντικατάστασης είναι ίσο με 𝑅 και η αντικατάσταση γίνεται στιγμιαία
με ένα νέο μηχάνημα. Ζητείται βρεθεί η βέλτιστη πολιτική συντήρησης αντικατάστασης που ελαχιστοποεί το ανα-
μενόμενο συνολικό αποπληθωρισμένο κόστος σε άπειρο ορίζοντα.



ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΣΤΗΝ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 111

Το πρόβλημα μπορεί να εκφραστεί ως Μαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων με κατάσταση 𝑥 τον αριθμό
βλαβών που έχουν συμβεί στο μηχάνημα στην αρχή της περιόδου. Ο χώρος καταστάσεων είναι 𝒳 = ℕ0.
Η απόφαση σε κάθε κατάσταση είναι αν το μηχάνημα θα λειτουργήσει ή θα αντικατασταθεί, εκτός από την
κατάσταση 0 όπου το μηχάνημα δεν αντικαθίσταται επειδή λειτουργεί σαν καινούργιο. Επομένως τα σύνολα
αποφάσεων είναι 𝒜 (0) = {1},𝒜 (𝑥) = {1, 2}, 𝑥 > 0, όπου η απόφαση 𝑎 = 1 αντιστοιχεί σε συνέχιση της
λειτουργίας και η 𝑎 = 2 σε αντικατάσταση.

Ησυνάρτηση άμεσου κόστους είναι 𝑐(𝑥, 1) = 𝐾(𝑥), 𝑐(𝑥, 2) = 𝑅+𝐾(0), επειδή αν το μηχάνημα αντικαταστα-
θεί στην αρχή μιας περιόδου, το κόστος λειτουργίας θα είναι𝐾(0) στη διάρκεια της περιόδου. Η δυναμική του
συστήματος προσδιορίζεται από τις πιθανότητες μετάβασης 𝑝𝑥,𝑥+1(1) = 𝑝, 𝑝𝑥,𝑥(1) = 1−𝑝, 𝑝𝑥1(2) = 𝑝, 𝑝𝑥0(2) =
1−𝑝. Αν το μηχάνημα αντικατασταθεί, τότε στην αρχή της τρέχουσας περιόδου θα έχει μηδέν βλάβες και επο-
μένως στην αρχή της επόμενης περιόδου ή μηδέν ή μια βλάβη με πιθανότητες 1 − 𝑝 και 𝑝, αντίστοιχα.

Με βάση τα παραπάνω οι εξισώσεις βελτιστοποίησης διαμορφώνονται ως εξής:

𝑣(0) = 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣(0) + 𝑝𝑣(1)􏿱

𝑣(𝑥) = min 􏿺𝐾(𝑥) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣(𝑥) + 𝑝𝑣(𝑥 + 1)􏿱 ,

𝑅 + 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣(0) + 𝑝𝑣(1)􏿱 􏿽 , 𝑥 > 0.

Ως αρχική προσέγγιση θέτουμε 𝑣0(𝑥) = 0, 𝑥 ≥ 0, και οι εξισώσεις των διαδοχικών προσεγγίσεων για 𝑛 =
1, 2, … είναι

𝑣𝑛(0) = 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛−1(0) + 𝑝𝑣𝑛−1(1)􏿱

𝑣𝑛(𝑥) = min 􏿺𝐾(𝑥) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛−1(𝑥) + 𝑝𝑣𝑛−1(𝑥 + 1)􏿱 ,

𝑅 + 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛−1(0) + 𝑝𝑣𝑛−1(1)􏿱 􏿽 , 𝑥 > 0.

Θα αποδείξουμε πρώτα ότι για κάθε 𝑛 ≥ 0 η συνάρτηση 𝑣𝑛(𝑥) είναι αύξουσα ως προς 𝑥. Αυτή η ιδιότητα
θα μας επιτρέψει μετά να περιγράψουμε τη δομή της βέλτιστης πολιτικής. Η μονοτονία της 𝑣𝑛(𝑥) μπορεί να
αποδειχθεί επαγωγικά. Πραγματικά για 𝑛 = 0, η 𝑣0(𝑥) = 0 είναι τετριμμένα αύξουσα. Υποθέτουμε ότι η 𝑣𝑛(𝑥)
είναι αύξουσα ως προς 𝑥 για κάποιο 𝑛. Για 𝑛 + 1, επειδή η 𝑣𝑛+1(𝑥) έχει διαφορετικές εκφράσεις για 𝑥 = 0 και
για 𝑥 > 0 θα δείξουμε τη μονοτονία χωριστά.

Πρώτα δείχνουμε ότι 𝑣𝑛+1(0) ≤ 𝑣𝑛+1(1). Έχουμε

𝑣𝑛+1(0) = 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛(0) + 𝑝𝑣𝑛(1)􏿱

και
𝑣𝑛+1(1) = min 􏿺𝐾(1) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛(1) + 𝑝𝑣𝑛(2)􏿱 , 𝑅 + 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛(0) + 𝑝𝑣𝑛(1)􏿱􏿽 .

Επειδή η 𝐾(𝑥) είναι αύξουσα, ισχύει Κ(0) ≤ 𝐾(1). Επίσης από την επαγωγική υπόθεση, 𝑣𝑛(0) ≤ 𝑣𝑛(1)
και 𝑣𝑛(1) ≤ 𝑣𝑛(2), επομένως 𝑣𝑛+1(0) ≤ 𝐾(1) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛(0) + 𝑝𝑣𝑛(1)􏿱. Τέλος επειδή 𝑅 > 0, 𝑣𝑛+1(0) ≤
𝑅 + 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛(0) + 𝑝𝑣𝑛(1)􏿱. Επομένως 𝑣𝑛+1(0) ≤ 𝑣𝑛+1(1).

Για 𝑥 > 0, έχουμε ότι 𝐾(𝑥) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛(𝑥) + 𝑝𝑣𝑛(𝑥 + 1)􏿱 είναι αύξουσα ως προς 𝑥 λόγω της μονοτονίας
της𝐾(𝑥) και της επαγωγικής υπόθεσης. Επομένως η 𝑣𝑛+1(𝑥) είναι το ελάχιστο μιας αύξουσας συνάρτησης του
𝑥 και μιας σταθεράς ως προς 𝑥, συνεπώς είναι αύξουσα ως προς 𝑥.

Έχοντας δείξει τη μονοτονία της 𝑣𝑛(𝑥), για τη βέλτιστη πολιτική παρατηρούμε τα εξής. Από την εξίσωση
βελτιστοποίησης για τη 𝑣𝑛(𝑥) προκύπτει ότι η βέλτιστη απόφαση είναι 𝑎∗𝑛(𝑥) = 1 αν

𝐾(𝑥) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛−1(𝑥) + 𝑝𝑣𝑛−1(𝑥 + 1)􏿱 ≤ 𝑅 + 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛−1(0) + 𝑝𝑣𝑛−1(1)􏿱 .

Επειδή το αριστερό μέλος της ανισότητας είναι αύξουσα συνάρτηση του 𝑥 και το δεξιό μέλος είναι σταθερό,
παίρνουμε ότι η ανισότητα ισχύει για 𝑥 ≤ 𝑥∗𝑛, όπου

𝑥∗𝑛 = sup 􏿺𝑥 ≥ 1 ∶ 𝐾(𝑥) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛−1(𝑥) + 𝑝𝑣𝑛−1(𝑥 + 1)􏿱 ≤ 𝑅 + 𝐾(0) + 𝛽 􏿮(1 − 𝑝)𝑣𝑛−1(0) + 𝑝𝑣𝑛−1(1)􏿱􏿽 .
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Επομένως η βέλτιστη πολιτική στην 𝑛-οστή προσέγγιση, δηλαδή όταν μένουν 𝑛 στάδια μέχρι το τέλος του
ορίζοντα, είναι το μηχάνημα να συνεχίσει να λειτουργεί αν ο αριθμός βλαβών που έχουν συμβεί είναι το πολύ
𝑥∗𝑛 και να αντικατασταθεί αν 𝑥 > 𝑥∗𝑛.

Επειδή γνωρίζουμε ότι lim𝑛→∞ 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑣(𝑥), 𝑥 ≥ 0, μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι και η συνάρτηση
βέλτιστης τιμής άπειρου ορίζοντα 𝑣(𝑥) είναι αύξουσα ως προς 𝑥, ενώ υπάρχει μια κρίσιμη τιμή 𝑥∗ τέτοια ώστε
η βέλτιστη πολιτική άπειρου ορίζοντα είναι να αντικαθίσταται το μηχάνημα την πρώτη φορά που ο αριθμός
βλαβών υπερβαίνει την τιμή 𝑥∗.

Βέλτιστες πολιτικές της παραπάνω μορφής ονομάζονται γενικά πολιτικές κατωφλίου (threshold policies).

6.4 Μέθοδος Διαδοχικών Προσεγγίσεων στο Χώρο των Πολιτικών

Η μέθοδος διαδοχικών προσεγγίσεων στον χώρο των πολιτικών είναι επίσης μια επαναληπτική διαδικασία
για την εύρεση της βέλτιστης πολιτικής, όπου σε κάθε επανάληψη εφαρμόζεται μια προσδιοριστική στάσιμη
πολιτική, υπολογίζεται η συνάρτηση κόστους που αντιστοιχεί σε αυτήν, γίνεται έλεγχος αν ικανοποιούνται
οι εξισώσεις βελτιστοποίησης και αν όχι υπολογίζεται μια νέα πολιτική με κόστος μικρότερο από την προη-
γούμενη για τουλάχιστον μια κατάσταση. Επειδή η συνάρτηση κόστους βελτιώνεται σε κάθε επανάληψη, η
μέθοδος αυτή αναφέρεται και ως μέθοδος βελτίωσης πολιτικών (policy improvement method).

Ο αλγόριθμος βελτίωσης πολιτικής ορίζεται ως εξής:

Βήμα 1 Έστω 𝜋 ∈ Π𝑆𝐷 μια αρχική στάσιμη προσδιοριστική πολιτική. Υπολογίζουμε τη συνάρτηση αναμενό-
μενου αποπληθωρισμένου κόστους άπειρου ορίζοντα 𝑢𝜋(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 της πολιτικής 𝜋 από το Θεώρημα
6.2:

𝑢𝜋(𝑥) = 𝑐(𝑥, 𝜋(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝜋(𝑥))𝑢𝜋(𝑦), 𝑥 ∈ 𝒳 . (6.10)

Βήμα 2 Υπολογίζουμε τις ποσότητες ελέγχου 𝜙(𝑥, 𝑎), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥) ως εξής:

𝜙(𝑥, 𝑎) = 𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑢𝜋(𝑦) − 𝑢𝜋(𝑥). (6.11)

Βήμα 3 Αν𝜙(𝑥, 𝑎) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥), τότε η πολιτική𝜋 είναι βέλτιστη και ο αλγόριθμος σταματά,
διαφορετικά πηγαίνουμε στο Βήμα 4.

Βήμα 4 Έστω μια κατάσταση 𝑥0 και μια απόφαση 𝑎0 για τις οποίες ισχύει 𝜙(𝑥0, 𝑎0) < 0. Ορίζουμε μια νέα
πολιτική 𝜋̃ ∈ Π𝑆𝐷 ως εξής:

𝜋̃(𝑥) = 􏿼
𝜋(𝑥), 𝑥 ≠ 𝑥0
𝑎0, 𝑥 = 𝑥0

(6.12)

Θέτουμε 𝜋 = 𝜋̃ και επιστρέφουμε στο Βήμα 1.

Ηαποτελεσματικότητα του αλγορίθμου βελτίωσης πολιτικής εξασφαλίζεται από το παρακάτωαποτέλεσμα.

Θεώρημα 6.5 (Αλγόριθμος Βελτίωσης Πολιτικής) Στον αλγόριθμο βελτίωσης πολιτικής αν για μια πολιτική
𝜋 ισχύει 𝜙(𝑥, 𝑎) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥), τότε η πολιτική 𝜋 είναι βέλτιστη. Διαφορετικά, για τη νέα
πολιτική 𝜋̃ ισχύει ότι 𝑢𝜋̃(𝑥) ≤ 𝑢𝜋(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 και 𝑢𝜋̃(𝑥0) < 𝑢𝜋(𝑥0).

Για την απόδειξη του θεωρήματος, παρατηρούμε ότι αν 𝜙(𝑥, 𝑎) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥), τότε η 𝑢𝜋
ικανοποιεί την εξίσωση βελτιστοποίησης, επομένως 𝑢𝜋 = 𝑣 και η 𝜋 είναι βέλτιστη πολιτική. Έστω τώρα ότι η
𝜙(𝑥, 𝑎) ≥ 0 παραβιάζεται για τουλάχιστον ένα ζεύγος κατάστασης-απόφασης (𝑥0, 𝑎0). Από τις (6.10)–(6.12)
παίρνουμε

𝜙(𝑥, 𝜋̃(𝑥)) = 􏿼
0, 𝑥 ≠ 𝑥0
𝜙(𝑥0, 𝑎0), 𝑥 = 𝑥0

.
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Επίσης, οι εξισώσεις κόστους για τη νέα πολιτική 𝜋̃ είναι

𝑢𝜋̃(𝑥) = 𝑐(𝑥, 𝜋̃(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑢𝜋̃(𝑥))𝑢𝜋̃(𝑦), 𝑥 ∈ 𝒳 . (6.13)

Ορίζουμε 𝛿(𝑥) = 𝑢𝜋̃(𝑥) − 𝑢𝜋(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 . Για 𝑥 ≠ 𝑥0 η (6.13) γράφεται

𝑢𝜋(𝑥) + 𝛿(𝑥) = 𝑐(𝑥, 𝜋̃(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑢𝜋̃(𝑥))𝑢𝜋(𝑦) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑢𝜋̃(𝑥))𝛿(𝑦)

Όμως, 𝜋̃(𝑥) = 𝜋(𝑥) για 𝑥 ≠ 𝑥0, επομένως χρησιμοποιώντας την (6.10) παίρνουμε

𝛿(𝑥) = 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑢𝜋̃(𝑥))𝛿(𝑦), 𝑥 ≠ 𝑥0. (6.14)

Για 𝑥 = 𝑥0 η (6.13) γράφεται

𝑢𝜋(𝑥0) + 𝛿(𝑥0) = 𝑐(𝑥, 𝑎0) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎0)𝑢𝜋(𝑦) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎0)𝛿(𝑦),

επομένως από την (6.11),
𝛿(𝑥0) = 𝜙(𝑥0, 𝑎0) + 𝛽 􏾜

𝑦∈𝒳
𝑝𝑥𝑦(𝑎0)𝛿(𝑦). (6.15)

Από τις (6.14) και (6.15) τώρα προκύπτει ότι

𝛿(𝑥) = 𝜙(𝑥, 𝜋̃(𝑥)) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑢𝜋̃(𝑥))𝛿(𝑦), 𝑥 ∈ 𝒳 . (6.16)

Επομένως η 𝛿(𝑥) είναι η συνάρτηση κόστους κάτω από την πολιτική 𝜋̃ σε μια τροποποιημένη Μαρκοβιανή
Διαδικασία Αποφάσεων στην οποία η συνάρτηση άμεσου κόστους είναι η 𝜙(𝑥, 𝜋̃(𝑥)), δηλαδή

𝛿(𝑥) = 𝐸𝜋̃

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝜙(𝑋𝑡, 𝜋̃(𝑋𝑡))|𝑋0 = 𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥 ∈ 𝒳 . (6.17)

Επειδή 𝜙(𝑥, 𝜋̃(𝑥)) ≤ 0, από τη (6.17) παίρνουμε 𝛿(𝑥) ≤ 0, 𝑥 ∈ 𝒳 , ενώ για 𝑥 = 𝑥0

𝛿(𝑥0) = 𝜙(𝑥0, 𝑎0) + 𝐸𝜋̃

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∞
􏾜
𝑡=1

𝛽𝑡𝜙(𝑋𝑡, 𝜋̃(𝑋𝑡))|𝑋0 = 𝑥0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ < 0.

Από το Θεώρημα 6.5 προκύπτει ότι σε κάθε επανάληψη του αλγορίθμου βελτίωσης πολιτικής προκύπτει
μια στάσιμη προσδιοριστική πολιτική που έχει αυστηρά μικρότερο κόστος από την προηγούμενη σε τουλάχι-
στον μια κατάσταση. Όμως αν ο χώρος καταστάσεων και τα σύνολα αποφάσεων είναι πεπερασμένα, τότε και ο
αριθμός των στάσιμων προσδιοριστικών πολιτικών είναι πεπερασμένος. Επομένως σε αυτή την περίπτωση ο
αλγόριθμος βελτίωσης πολιτικής θα ολοκληρωθεί σε πεπερασμένο αριθμό επαναλήψεων, έχοντας καταλήξει
σε μια βέλτιστη στάσιμη προσδιοριστική πολιτική.

Παράδειγμα 6.3 Θεωρούμε και πάλι τηΜαρκοβιανήΔιαδικασίαΑποφάσεων που ορίστηκε στοΠαράδειγμα 6.1
και θα εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο βελτίωσης πολιτικής.
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Παίρνουμε ως αρχική προσέγγιση τη στάσιμη προσδιοριστική πολιτική 𝜋1 που παίρνει την απόφαση 1 σε
όλες τις καταστάσεις, δηλαδή 𝜋1(1) = 1, 𝜋1(2) = 1. Οι εξισώσεις κόστους για την πολιτική 𝜋1 είναι:

𝑢𝜋1(1) = 10 + 4
5 􏿶

1
2𝑢𝜋1(1) +

1
2𝑢𝜋1(2)􏿹

𝑢𝜋1(2) = 18 + 4
5 􏿶

3
8𝑢𝜋1(1) +

5
8𝑢𝜋1(2)􏿹

Λύνοντας το παραπάνω γραμμικό σύστημα εξισώσεων παίρνουμε 𝑢𝜋1(1) = 610/9, 𝑢𝜋1(2) = 230/3. Για την
πολιτική αυτή οι ποσότητες ελέγχου 𝜙(𝑥, 𝑎) υπολογίζονται από την (6.11):

𝜙(1, 1) = 10 + 4
5 􏿶

1
2𝑢𝜋1(1) +

1
2𝑢𝜋1(2)􏿹 − 𝑢𝜋1(1) = 0

𝜙(1, 2) = 5 + 4
5 􏿶

1
4𝑢𝜋1(1) +

3
4𝑢𝜋1(2)􏿹 − 𝑢𝜋1(1) = −299

𝜙(2, 1) = 18 + 4
5 􏿶

3
8𝑢𝜋1(1) +

5
8𝑢𝜋1(2)􏿹 − 𝑢𝜋1(2) = 0

𝜙(2, 2) = 17 + 4
5 􏿶

1
5𝑢𝜋1(1) +

4
5𝑢𝜋1(2)􏿹 − 𝑢𝜋1(2) =

11
45 .

Επειδή για 𝑥 = 1, 𝑎 = 2 η ποσότητα ελέγχου είναι αρνητική, η πολιτική𝜋1 δεν είναι βέλτιστη. Ορίζουμε τη
βελτιωμένη πολιτική 𝜋2, με 𝜋2(1) = 2, 𝜋2(2) = 1. Οι εξισώσεις κόστους για την πολιτική 𝜋2 είναι:

𝑢𝜋2(1) = 5 + 4
5 􏿶

1
4𝑢𝜋2(1) +

3
4𝑢𝜋2(2)􏿹

𝑢𝜋2(2) = 18 + 4
5 􏿶

3
8𝑢𝜋2(1) +

5
8𝑢𝜋2(2)􏿹

Λύνοντας το γραμμικό σύστημα παίρνουμε 𝑢𝜋2(1) = 665/11, 𝑢𝜋2(2) = 795/11. Παρατηρούμε ότι η νέα πο-
λιτική 𝜋2 έχει μικρότερο κόστος από την 𝜋1 και στις δύο καταστάσεις. Για την πολιτική αυτή οι ποσότητες
ελέγχου 𝜙(𝑥, 𝑎) υπολογίζονται από την (6.11):

𝜙(1, 1) = 10 + 4
5 􏿶

1
2𝑢𝜋2(1) +

1
2𝑢𝜋2(2)􏿹 − 𝑢𝜋2(1) =

29
11

𝜙(1, 2) = 5 + 4
5 􏿶

1
4𝑢𝜋2(1) +

3
4𝑢𝜋2(2)􏿹 − 𝑢𝜋2(1) = 0

𝜙(2, 1) = 18 + 4
5 􏿶

3
8𝑢𝜋2(1) +

5
8𝑢𝜋2(2)􏿹 − 𝑢𝜋2(2) = 0

𝜙(2, 2) = 17 + 4
5 􏿶

1
5𝑢𝜋2(1) +

4
5𝑢𝜋2(2)􏿹 − 𝑢𝜋2(2) =

36
55.

Τώρα όλες οι ποσότητες ελέγχου είναι μη αρνητικές, επομένως η πολιτική 𝜋2 είναι βέλτιστη και η συνάρ-
τηση βέλτιστης τιμής είναι 𝑣(1) = 𝑢𝜋2(1) = 665/11, 𝑣(2) = 𝑢𝜋2(2) = 795/11.

6.5 Λύση με Γραμμικό Προγραμματισμό

Από την (6.4) προκύπτει ότι αν μια συνάρτηση 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 είναι λύση των εξισώσεων βελτιστοποίησης,
πρέπει να ικανοποιεί το παρακάτω σύστημα γραμμικών ανισώσεων:
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𝑢(𝑥) ≤ 𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑢(𝑦), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥). (6.18)

Όμως αν μια συνάρτηση ικανοποιεί τις (6.18), δεν είναι απαραίτητα και λύση των (6.4). Συγκεκριμένα
ισχύει το παρακάτω αποτέλεσμα:

Θεώρημα 6.6 (Μοντελοποίηση Γραμμικού Προγραμματισμού) Αν μια φραγμένη συνάρτηση 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳
ικανοποιεί τις (6.18), τότε 𝑢(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 .

Η απόδειξη είναι παρόμοια με αυτήν του δεύτερου μέρους του Θεωρήματος 6.1. Συγκεκριμένα εφαρμόζο-
ντας επαναληπτικά τις ανισότητες στις ποσότητες 𝑢(𝑦) στο δεξιό μέλος της (6.18), προκύπτει ότι για οποια-
δήποτε πολιτική 𝜋

𝑢(𝑥) ≤ 𝐸𝜋
𝑛−1
􏾜
𝑡=0

𝛽𝑡𝑐(𝑋𝑡, 𝐴𝑡) + 𝛽𝑛𝐸𝜋𝑢(𝑋𝑛).

Επειδή η 𝑢 είναι φραγμένη, παίρνοντας το όριο για 𝑛 → ∞ προκύπτει ότι 𝑢(𝑥) ≤ 𝑢𝜋(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , και επειδή η
𝜋 είναι αυθαίρετη, 𝑢(𝑥) ≤ inf𝜋 𝑢𝜋(𝑥) = 𝑣(𝑥).

ΤοΘεώρημα6.6 σημαίνει ότι η 𝑣(𝑥) είναι η μέγιστη ανά κατάσταση λύση των ανισώσεων (6.18). Επομένως
αν θεωρήσουμε οποιαδήποτε ακολουθία σταθερών συντελεστών 𝑑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 με 𝑑(𝑥) > 0,∑𝑥∈𝒳 𝑑(𝑥) < ∞,
τότε το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού

max

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
􏾜
𝑥∈𝒳

𝑑(𝑥)𝑢(𝑥) ∶ 𝑢(𝑥) ≤ 𝑐(𝑥, 𝑎) + 𝛽 􏾜
𝑦∈𝒳

𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑢(𝑦), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥)

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(6.19)

έχει μοναδική βέλτιστη λύση 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , ενώ μια βέλτιστη στάσιμη προσδιοριστική πολιτική κα-
θορίζεται από τους περιορισμούς που είναι δεσμευτικοί (δηλαδή ικανοποιούνται με ισότητα) στη βέλτιστη
λύση.

Αν ο χώρος καταστάσεων και τα σύνολα αποφάσεων είναι πεπερασμένα, τότε η (6.19) είναι ένα πρόβλημα
γραμμικού προγραμματισμού πεπερασμένης διάστασης, το οποίο μπορεί να λυθεί με τη μέθοδο Simplex.

Παράδειγμα 6.4 Θεωρούμε και πάλι τηΜαρκοβιανήΔιαδικασίαΑποφάσεων που ορίστηκε στοΠαράδειγμα 6.1
και θα λύσουμε το πρόβλημα μέσω γραμμικού προγραμματισμού.

Θέτουμε τους συντελεστές της αντικειμενικής συνάρτησης 𝑑(1) = 𝑑(2) = 1 και η (6.19) γράφεται:

max 𝑢(1) + 𝑢(2)
υ.π.

𝑢(1) ≤ 10 + 4
5 􏿶

1
2𝑢(1) +

1
2𝑢(2)􏿹

𝑢(1) ≤ 5 + 4
5 􏿶

1
4𝑢(1) +

3
4𝑢(2)􏿹

𝑢(2) ≤ 18 + 4
5 􏿶

3
8𝑢(1) +

5
8𝑢(2)􏿹

𝑢(2) ≤ 17 + 4
5 􏿶

1
5𝑢(1) +

4
5𝑢(2)􏿹
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το οποίο εκφράζεται ως

max 𝑢(1) + 𝑢(2)
υ.π.

3
5𝑢(1) −

2
5𝑢(2) + 𝑤11 = 10

4
5𝑢(1) −

3
5𝑢(2) + 𝑤12 = 5

− 3
10𝑢(1) +

1
2𝑢(2) + 𝑤21 = 18

− 4
25𝑢(1) +

9
25𝑢(2) + 𝑤21 = 17

𝑢(1), 𝑢(2) ∈ ℝ,𝑤11, 𝑤12, 𝑤21, 𝑤22 ≥ 0,

όπου οι𝑤11, 𝑤12, 𝑤21, 𝑤22 είναι περιθώριες μεταβλητές.
Εφαρμόζοντας τημέθοδοSimplexστοπαραπάνωπρόβλημαπαίρνουμε τηβέλτιστηλύση𝑢(1) = 665/11, 𝑢(2) =

795/11, 𝑤11 = 29/11, 𝑤12 = 0,𝑤21 = 0,𝑤22 = 36/55. Από τη λύση αυτή επιβεβαιώνεται ότι η συνάρτηση βέλ-
τιστης τιμής είναι 𝑣(1) = 𝑢(1) = 665/11, 𝑣(2) = 𝑢(2) = 795/11. Η βέλτιστη πολιτική προσδιορίζεται από τις
περιθώριες μεταβλητές που έχουν τιμή μηδέν στη βέλτιστη λύση. Εδώ𝑤12 = 0,𝑤21 = 0, επομένως η βέλτιστη
πολιτική είναι η 𝜋(1) = 2, 𝜋(2) = 1, δηλαδή ταυτίζεται με την πολιτική 𝜋2 που βρέθηκε με τη μέθοδο βελτί-
ωσης πολιτικής. Παρατηρούμε επίσης ότι οι τιμές των περιθώριων μεταβλητών ταυτίζονται με τις τιμές των
ποσοτήτων ελέγχου 𝜙(𝑥, 𝑎) που αντιστοιχούν στη βέλτιστη πολιτική 𝜋2 της μεθόδου βελτίωσης πολιτικής.
Γιατί συμβαίνει αυτό;

6.6 Επεκτάσεις

ΟιΜαρκοβιανές Διαδικασίες Αποφάσεων σε αυτό το κεφάλαιο μελετήθηκαν κάτω από την υπόθεση ότι ο χώ-
ρος καταστάσεων είναι αριθμήσιμο σύνολο, τα σύνολα αποφάσεων είνα πεπερασμένα και η συνάρτηση άμεσου
κόστους φραγμένη. Αντίστοιχη θεωρία για Μαρκοβιανές Διαδικαασίες Αποφάσεων με κριτήριο αποπληθω-
ρισμένου κόστους έχει αναπτυχθεί για περιπτώσεις όπου τα σύνολα καταστάσεων και αποφάσεων είναι μη
αριθμήσιμα και για γενικές συναρτήσεις κόστους. Η ανάπτυξη της γενικής θεωρίας ξεφεύγει από τους σκο-
πούς του παρόντος συγγράμματος. Εδώ θα παραμείνουμε στο πλαίσιο του αριθμήσιμου χώρου καταστάσεων
και πεπερασμένων συνόλων αποφάσεων και θα εξετάσουμε τη συνάρτηση άμεσου κόστους.

Ενώηυπόθεσηφραγμένου κόστους είναι άμεσα εφαρμόσιμη όταν |𝒳 | < ∞, σε προβλήματαμε άπειρο χώρο
καταστάσεων δεν μπορεί πάντα να εξασφαλιστεί. Για την περίπτωση που η συνάρτηση άμεσου κόστους δεν
είναι φραγμένη, θα διατυπώσουμε ικανές συνθήκες κάτω από τις οποίες τα βασικά αποτελέσματα που είδαμε
σε αυτό το κεφάλαιο συνεχίζουν να ισχύουν, είτε αυτούσια είτε σε γενικότερη μορφή.

Συγκεκριμένα έστω 𝒳 = {0, 1, 2, …} και 𝑤(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 αύξουσα συνάρτηση με inf𝑥∈𝒳 𝑤(𝑥) > 0 για την
οποία ισχύουν τα εξής:

1. Υπάρχει σταθερά ℎ < ∞ τέτοια ώστε

|𝑐(𝑥, 𝑎)| ≤ ℎ𝑤(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥). (6.20)

2. Υπάρχει σταθερά 𝑘, 0 ≤ 𝑘 < ∞ τέτοια ώστε

Ε [𝑤(𝑋𝑛+1)|𝑋𝑛 = 𝑥,𝐴𝑛 = 𝑎] ≤ 𝑘𝑤(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥), 𝑛 ≥ 0. (6.21)

3. Υπάρχει σταθερά 𝛼, 0 ≤ 𝛼 < 1 και ακέραιος ℓ τέτοια ώστε κάτω από οποιαδήποτε προσδιοριστική
πολιτική 𝜋 ∈ Π𝐷 (όχι απαραίτητα στάσιμη)

Ε𝜋 [𝑤(𝑋𝑛+ℓ)|𝑋𝑛 = 𝑥] ≤ 𝛼𝛽−ℓ𝑤(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑛 ≥ 0. (6.22)
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Οι παραπάνω υποθέσεις επιτρέπουν η συνάρτηση κόστους να είναι μη φραγμένη, αρκεί να μην αυξάνε-
ται ταχύτερα από μια συνάρτηση 𝑤(𝑥), η οποία με τη σειρά της έχει την ιδιότητα ότι κάτω από οποιαδήποτε
ακολουθία καταστάσεων-αποφάσεων 𝑙 βημάτων ο ρυθμός αύξησής της είναι μικρότερος ή ίσος από 1/𝛽 ανά
περίοδο.

Οι υποθέσεις 1-3 αποτελούν ικανές συνθήκες για την ύπαρξη λύσης των εξισώσεων βελτιστοποίησης και
βέλτιστης πολιτικής. Συγκεκριμένα εξασφαλίζουν το παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 6.7 (Μη φραγμένη συνάρτηση κόστους) Κάτω από τις (6.20)-(6.22) ισχύουν τα εξής:

1. Για κάθε Μαρκοβιανή (γενικά τυχαιοποιημένη) πολιτική 𝜋 ∈ Π𝑀𝑅 ισχύει ότι

𝑢𝜋(𝑥) ≤
ℎ

1 − 𝛽

ℓ−1
􏾜
𝑡=0

(𝛽𝛼)𝑡𝑤(𝑥) (6.23)

2. Η συνάρτηση βέλτιστης τιμής 𝑣(𝑥) είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης βελτιστοποίησης (6.4) και ισχύει
sup𝑥∈𝒳

|𝑣(𝑥)|
𝑤(𝑥) < ∞.

3. Έστω 𝜋∗ μια στάσιμη προσδιοριστική πολιτική που σε κάθε κατάσταση 𝑥 επιλέγει μια απόφαση που πετυ-
χαίνει το ελάχιστο στο δεξιό μέλος της (6.4). Τότε ισχύει 𝑢𝜋∗(𝑥) = 𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 και η 𝜋∗ είναι βέλτιστη.

4. Για τημέθοδο διαδοχικώνπροσεγγίσεων στο χώρο τιμώνμε αρχικήπροσέγγιση𝑣0(𝑥) τέτοιαώστε sup𝑥∈𝒳
|𝑣(𝑥)|
𝑤(𝑥) <

∞, ισχύει
lim
𝑛→∞

|𝑣𝑛(𝑥) − 𝑣(𝑥)| = 0,

ομοιόμορφα για 𝑥 ∈ 𝒳 .

5. Η μέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων στο χώρο των πολιτικών συγκλίνει σε μια βέλτιστη πολιτική.

Ηαυστηρή απόδειξη τουΘεωρήματος 6.7 είναι πέρα από τα πλαίσια αυτού του συγγράμματος. Η κεντρική
ιδέα της απόδειξης είναι ότι το άνω φράγμα 1/𝛽 στο ρυθμό αύξησης του άμεσου κόστους ανά περίοδο εξασφα-
λίζει ότι η συνάρτηση βέλτιστης τιμής, ενώ μπορεί να είναι μη φραγμένη, έχει αρκετά μικρό ρυθμό αύξησης
έτσι ώστε τα βασικά επιχειρήματα στην απόδειξη του Θεωρήματος 6.1 να συνεχίζουν να ισχύουν.

Οι ικανές συνθήκες (6.20)-(6.22) ικανοποιούνται για συναρτήσεις άμεσου κόστους με απόλυτη τιμή που
δεν αυξάνει πολύ γρήγορα. Ένα παράδειγμα δίνεται παρακάτω.

Παράδειγμα 6.5 Θεωρούμε μια Μαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων με χώρο καταστάσεων 𝒳 = {0, 1, 2, …}
και πεπερασμένα σύνολα αποφάσεων. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ακέραιος 𝑗 τέτοιος ώστε 𝑝𝑥𝑦(𝑎) = 0 για κάθε 𝑥 ∈
𝒳 , 𝑎 ∈ 𝒜 (𝑥), 𝑦 ≤ 𝑥 + 𝑗. Αυτό σημαίνει ότι από οποιαδήποτε αρχική κατάσταση και με οποιαδήποτε απόφαση,
η διαδικασία δεν μπορεί να μετακινηθεί σε ένα βήμα περισσότερο από 𝑗 καταστάσεις προς τα πάνω. Τέτοιου τύπου
υποθέσεις ικανοποιούνται σε αρκετά προβλήματα συστημάτων εξυπηρέτησης ή διαχείρισης αποθεμάτων. Για τη
συνάρτηση άμεσου κόστους υποθέτουμε 𝑐(𝑥, 𝑎) = 𝐶𝑥𝑚 όπου𝑚 ≥ 0.

Θα δείξουμε ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες (6.20)-(6.22) με συνάρτηση𝑤(𝑥) = max(𝑥𝑚, 1), η οποία για
𝑥 ≥ 0 είναι αύξουσα και inf𝑥∈𝒳 𝑤(𝑥) = 1. Αρχικά βλέπουμε εύκολα ότι η (6.20) ισχύει με ℎ = 𝐶. Για την
(6.21) έχουμε ότι αν𝑋𝑛 = 𝑥, τότε με πιθανότητα 1𝑋𝑛+1 ≤ 𝑥 + 𝑗 για οποιαδήποτε απόφαση 𝑎, επομένως

Ε [𝑤(𝑋𝑛+1)|𝑋𝑛 = 𝑥,𝐴𝑛 = 𝑎] ≤ 𝑤(𝑥 + 𝑗) = (𝑥 + 𝑗)𝑚.

Για 𝑥 ≥ 1 ισχύει (𝑥+ 𝑗)𝑚 = 􏿵1 + 𝑗
𝑥􏿸

𝑚
𝑥𝑚 ≤ (1+ 𝑗)𝑚𝑤(𝑥), ενώ για 𝑥 = 0, (𝑥+ 𝑗)𝑚 = 𝑗𝑚 ≤ (1+ 𝑗)𝑚𝑤(0). Επομένως

η (6.21) ισχύει για 𝑥 ≥ 0 με 𝑘 = (1+ 𝑗)𝑚. Τέλος για την (6.22) έχουμε ότι για οποιαδήποτε ℓ ≥ 1, κατάσταση
𝑋𝑛 = 𝑥 και αποφάσεις𝐴𝑛, 𝐴𝑛+1, … ,𝐴𝑛+ℓ−1, η κατάσταση𝑋𝑛+ℓ ≤ 𝑥 + ℓ𝑗 με πιθανότητα 1, επομένως

Ε [𝑤(𝑋𝑛+ℓ)|𝑋𝑛 = 𝑥] ≤ 𝑤(𝑥 + ℓ𝑗) = (𝑥 + ℓ𝑗)𝑚.



118 ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ ΣΕ ΑΠΕΙΡΟ ΟΡΙΖΟΝΤΑ: ΤΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΠΟΠΛΗΘΩΡΙΣΜΕΝΟΥ ΚΟΣΤΟΥΣ

Για 𝑥 ≥ 1 ισχύει (𝑥 + ℓ𝑗)𝑚 = 􏿵1 + ℓ𝑗
𝑥 􏿸

𝑚
𝑥𝑚 ≤ (1 + ℓ𝑗)𝑚𝑤(𝑥), ενώ για 𝑥 = 0, (𝑥 + ℓ𝑗)𝑚 = (ℓ𝑗)𝑚 ≤ (1 + ℓ𝑗)𝑚𝑤(0).

Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχουν 𝛼, ℓ με 0 ≤ 𝛼 < 1 και ℓ ≥ 1 τέτοια ώστε (1 + ℓ𝑗)𝑚 ≤ 𝛼𝛽−ℓ. Επειδή
0 < 𝛽 < 1, ισχύει ότι limℓ→∞ 𝛽ℓ(1 + ℓ𝑗)𝑚 = 0, επομένως παίρνοντας οποιοδήποτε 𝛼 με 0 < 𝛼 < 1, υπάρχει
αρκετά μεγάλο ℓ τέτοιο ώστε η παραπάνω ανισότητα ισχύει, επομένως προκύπτει η (6.22) .

6.7 Ασκήσεις

Άσκηση 6.1 Έστω μιαΜαρκοβιανή Διαδικασία Αποφάσεων με χώρο καταστάσεων𝒳 = {1, 2, …}, πεπερασμένα
σύνολα αποφάσεων 𝒜 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , συνάρτηση άμεσου κόστους 𝑐(𝑥, 𝑎) και πιθανότητες μετάβασης ενός βήματος
𝑝𝑥𝑦(𝑎). Υποθέτουμε επίσης ότι για κάθε κατάσταση και απόφαση (𝑥, 𝑎) υπάρχει πιθανότητα 𝛽 η διαδικασία να με-
ταβεί σε μια τερματική κατάσταση 0 όπου η διαδικασία σταματά να εξελίσσεται. Δείξτε ότι το πρόβλημα ελαχιστο-
ποίησης του αναμενόμενου συνολικού κόστους άπειρου ορίζοντα είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα ελαχιστοποίησης
του αναμενόμενου αποπληθωρισμένου κόστους στο πρόβλημα χωρίς την πιθανότητα σταματήματος.

Άσκηση 6.2 Κάθε χρόνο πρέπει να αποφασίσετε αν θα δηλώσετε ένα συγκεκριμένο τμήμα του εισοδήματός σας
στην εφορία. Αν δηλώσετε θα πληρώσετε φόρο 𝑇. Αν δεν το δηλώσετε και η εφορία ελέγξει τη δήλωσή σας, θα
πληρώσετε 𝑅. Η εφορία κάθε χρόνο χωρίζει τους φορολογούμενους σε τρεις κατηγορίες, αυτούς που οι δηλώσεις
τους δεν ελέγχθηκαν την προηγούμενη χρονιά, αυτούς που οι δηλώσεις τους ελέγχθηκαν και βρέθηκαν σωστές, και
αυτούς που οι δηλώσεις τους ελέγχθηκαν και βρέθηκε να μην έχει δηλωθεί το συγκεκριμένο εισόδημα.Η εφορία έχει
την πολιτική να ελέγχει τυχαία ποσοστό 𝑞1 από τις δηλώσεις της πρώτης κατηγορίας, 𝑞2 από αυτές της δεύτερης και
𝑞3 από αυτές της τρίτης. Υποθέτουμε ότι γνωρίζετε αυτές τις πιθανότητες. Θέλετε να βρείτε μια πολιτική δήλωσης
ή μη του εισοδήματος κάθε χρόνο που ελαχιστοποιεί το αναμενόμενο αποπληθωρισμένο κόστος άπειρου ορίζοντα
με συντελεστή αποπληθωρισμού 𝛽.

1. Κατασκευάστε ένα μοντέλο στοχαστικού δυναμικού προγραμματισμού για το παραπάνω πρόβλημα και
γράψτε τις εξισώσεις βελτιστοποίησης.

2. Δείξτε ότι η βέλτιστη πολιτική εξαρτάται από τα𝑇, 𝑅 μόνο μέσω του λόγου𝑅/𝑇, και επομένως χωρίς βλάβη
της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε 𝑇 = 1.

3. Για 𝑇 = 1, 𝑅 = 2.5, 𝑞1 = 0.5, 𝑞2 = 0.3, 𝑞3 = 0.8, 𝛽 = 0.9, εφαρμόστε τη μέθοδο διαδοχικών προσεγγίσεων
στον χώρο τιμών για 𝑛 = 5.

4. Βρείτε τη βέλτιστη πολιτική για τις παραπάνω τιμές των παραμέτρων, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο βελτί-
ωσης πολιτικής.

Άσκηση 6.3 Σε ένα εργοστάσιο υπάρχουν 𝑀 μηχανήματα τοποθετημένα σε ευθεία γραμμή σε ίσες αποστάσεις
μεταξύ τους (έστω ότι η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών μηχανημάτων είναι ίση με 1). Υπάρχει επίσης ένας συ-
ντηρητής που κάθε μέρα κάνει συντήρηση σε ένα μηχάνημα ανάλογα με τις ανάγκες. Αν στην αρχή μιας μέρας ο
συντηρητής βρίσκεται στο μηχάνημα 𝑖, στην αρχή της επόμενης θα βρίσκεται στο μηχάνημα 𝑗 με πιθανότητα 𝑝𝑖𝑗,
𝑖, 𝑗 = 1, … ,𝑀.

Ο συντηρητής προμηθεύεται τα απαραίτητα εργαλεία κάθε μέρα από ένα σταθμό εργαλείων, που έχει τη δυνα-
τότητα να μετακινείται στην αρχή κάθε μέρας όπως αποφασίζει ο εργοδηγός του εργοστασίου. Οι δυνατές θέσεις
του σταθμού εργαλείων συμπίπτουν με τις𝑀 θέσεις των μηχανημάτων. Συγκεκριμένα, στην αρχή της μέρας ο ερ-
γοδηγός βλέπει τη θέση𝑚 του σταθμού, τη θέση 𝑖 που θα πρέπει να εργαστεί ο συντηρητής, και αποφασίζει σε ποια
θέση θα τοποθετήσει το σταθμό εργαλείων για τη συγκεκριμένη μέρα.

Το κόστος μετακίνησης του σταθμού από τη θέση𝑚 στη θέση 𝑙 είναι ίσο με 𝑑(𝑚, 𝑙). Επιπλέον, αν ο συντηρητής
βρίσκεται στη θέση 𝑖 και ο σταθμός στη θέση 𝑙, τότε το κόστος προμήθειας εργαλείων για αυτή τη μέρα είναι ίσο
με 𝑐(𝑖, 𝑙).
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Οεργοδηγός θέλει να βρει μια πολιτική μετακίνησης του σταθμού έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί το αναμενόμενο
αποπληθωρισμένο κόστος άπειρου ορίζοντα με συντελεστή αποπληθωρισμού 𝛽.

1. Να ορίσετε ένα μοντέλοΜαρκοβιανής Διαδικασίας Αποφάσεων και να γραφτούν οι εξισώσεις βελτιστοποί-
ησης.

2. Να επαναλάβετε το (α) για την περίπτωση που ο ο εργοδηγός αποφασίζει τη θέση του σταθμού γνωρίζοντας
πού βρισκόταν ο συντηρητής την προηγούμενη μέρα, αλλά πριν μάθει τη θέση όπου θα εργαστεί αυτή τη
μέρα.

3. Έστω ότι 𝑐(𝑖, 𝑙) = 𝑐|𝑖 − 𝑙| και 𝑑(𝑚, 𝑙) = 𝑑|𝑚 − 𝑙|, όπου 𝑐, 𝑑 σταθερές. Δείξτε ότι σ’ αυτή την περίπτωση η
βέλτιστη πολιτική εξαρτάται από τα 𝑐, 𝑑 μόνο μέσω του λόγου 𝑐/𝑑.

Άσκηση 6.4 ΈστωμιαΜαρκοβιανήΔιαδικασίαΑποφάσεωνμε πεπερασμένο χώροκαταστάσεων𝒳 = {0,… ,𝑀},
πεπερασμένα σύνολα αποφάσεων 𝒜 (𝑥), φραγμένη συνάρτηση κόστους ενός βήματος |𝑐(𝑥, 𝑎)| ≤ 𝑀, για όλα τα
𝑥, 𝑎, και πιθανότητες μετάβασης ενός βήματος 𝑝𝑥𝑦(𝑎). Θεωρούμε το πρόβλημα ελαχιστοποίησης της αναμενόμενης
παρούσας αξίας του συνολικού κόστους σε άπειρο ορίζοντα, με συντελεστή αποπληθωρισμού 𝛽.

Έστω ότι εφαρμόζεται ο αλγόριθμος διαδοχικών προσεγγίσεων στο χώρο τιμών. Να δείξετε ότι αν η βέλτιστη
πολιτική του προβλήματος άπειρου ορίζοντα είναι μοναδική, τότε μετά από ένα πεπερασμένο αριθμό προσεγγίσεων
𝑛0 η βέλτιστη πολιτική του προβλήματος πεπερασμένου ορίζοντα 𝑛0 είναι επίσης μοναδική και συμπίπτει με αυτή
του προβλήματος άπειρου ορίζοντα.

(Υπόδειξη: Έστω 𝑣 η συνάρτηση βέλτιστης τιμής και 𝜋 η μοναδική βέλτιστη πολιτική. Έστω επίσης 𝛿 =
min𝑥∈𝒳 min𝑎≠𝜋(𝑥)(𝑐(𝑥, 𝑎) − 𝛽∑𝑦 𝑝𝑥𝑦(𝑎)𝑣(𝑦)). Παρατηρήστε ότι 𝛿 > 0 και χρησιμοποιήστε το Θεώρημα 6.4.)

Άσκηση 6.5 ΈστωμιαΜαρκοβιανήΔιαδικασίαΑποφάσεων σύμφωναμε την περιγραφή τουΠαραδείγματος 6.5,
με συνάρτηση άμεσου κόστους 𝑐(𝑥, 𝑎) = 𝜃𝑥, όπου 0 < 𝜃 < 𝛽. Δείξτε ότι ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήματος
6.7.

6.8 Σχόλια

Το κριτήριο ελαχιστοποίησης του μέσου συνολικού αποπληθωρισμένου κόστους παρουσιάζεται σε όλα τα
κλασικά εισαγωγικά συγγράμματα στη θεωρία τουΔυναμικούΠρογραμματισμού και τωνΜαρκοβιανώνΔια-
δικασιών Αποφάσεων με εφαρμογές σε ποικίλα πεδία. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να μελετήσει τα
συγγράμματα Bertsekas 2017, Bertsekas 2012, Ross 1983 και Puterman 1994. Τα αποτελέσματα υπό αυτό
το κριτήριο είναι ιδιαίτερα κομψά και οι σχετικές αποδείξεις παρουσιάζουν τις λιγότερες τεχνικές δυσκολίες
σε σχέση με τα άλλα βασικά κριτήρια που εμφανίζονται στη βιβλιογραφία.
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Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφουμε τα βασικά χαρακτηριστικά που καθορίζουν ένα σύστημα εξυπηρέτησης.
Επιπλέον, παρουσιάζουμε την ονοματολογία - ταξινόμηση του Kendall για τα συστήματα εξυπηρέτησης.
Αναφέρουμε τα σημαντικότερα μέτρα απόδοσης που χρησιμοποιούνται στη μελέτη των συστημάτων εξυπη-
ρέτησης. Τέλος, διατυπώνουμε τέσσερα βασικά αποτελέσματα που αφορούν τα συστήματα εξυπηρέτησης, τα
οποία ισχύουν κάτωαπόπολύγενικές συνθήκες.Συγκεκριμένα, χαρακτηρίζουμε την ευστάθεια μέσωτουρυθ-
μού συνωστισμού ενός συστήματος και διατυπώνουμε την ιδιότητα των μεμονωμένων μεταβάσεων (αφίξεων
- αναχωρήσεων), την ιδιότητα PASTA (Poisson-Arrivals-See-Time-Averages) και τον νόμο του Little.

8.1 Βασική περιγραφή και ονοματολογία του Kendall

Ένα σύστημα εξυπηρέτησης ή ουρά αναμονής είναι στην ουσία ένα σύστημα εισόδου - εξόδου διακριτών οντο-
τήτων (μονάδων, πελατών), στο οποίο υπεισέρχεται τυχαιότητα. Αυτός ο ορισμός είναι πολύ γενικός και πε-
ριλαμβάνει πολλές πραγματικές καταστάσεις που παρατηρούνται στην καθημερινή ζωή, καθώς και σε περί-
πλοκα τεχνολογικά συστήματα. Ιστορικά, η συγκεκριμένη επιστημονική περιοχή άρχισε να αναπτύσσεται
στις αρχές του 20ου αιώνα, όταν ο A.K. Erlang δημοσίευσε κάποιες εργασίες του για τη μαθηματική μοντελο-
ποίηση του συνωστισμού σε τηλεφωνικά δίκτυα.Η μεγάλη επιτυχία αυτών των μεθόδων στη μελέτη πραγμα-
τικών συστημάτων έδωσε τεράστια ώθηση στη περαιτέρω ανάπτυξη της θεωρίας των ουρών αναμονής καθώς
και των εφαρμογών της και σε άλλα πεδία.

Τα βασικά χαρακτηριστικά ενός συστήματος εξυπηρέτησης είναι:

• η διαδικασία αφίξεων (arrival process),

• οι χρόνοι εξυπηρέτησης (service times),

• ο αριθμός των (παράλληλων) παρόχων εξυπηρέτησης - υπηρετών (number of servers),

• η χωρητικότητα του συστήματος (system capacity), και
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• η πειθαρχία ουράς (queue discipline).

Για τον λόγο αυτό ο D.G. Kendall εισήγαγε στην εργασία Kendall 1953 ένα σύστημα ονοματολογίας για τις
πιο απλές ουρές που περιγράφει συνοπτικά αυτά τα χαρακτηριστικά. Η ονοματολογία του Kendall έχει τη
μορφή A/B/𝑐/𝑘( ), όπου τα A, B είναι γράμματα, τα 𝑐, 𝑘 αριθμοί και μέσα στην παρένθεση γράφεται μια
ακροστοιχίδα γραμμάτων. Καθεμιά από τις 5 παραμέτρους της ονοματολογίας του Kendall αναφέρεται στα 5
χαρακτηριστικά που περιγράψαμε παραπάνω.

Η διαδικασία αφίξεων περιγράφει το πώς έρχονται οι πελάτες στο σύστημα. Οι αφίξεις είναι διαδοχικά
γεγονότα που συμβαίνουν στον χρόνο και επομένως μπορούν να περιγραφούν από σημειακές διαδικασίες και
τις αντίστοιχες απαριθμήτριές τους που είναι τα γενικά πρότυπα για τη μελέτη γεγονότων που συμβαίνουν με
κάποιο βαθμό τυχαιότητας. Το πιο απλό μοντέλο για τη μελέτη γεγονότων που συμβαίνουν στον χρόνο, με
τυχαίο τρόπο και κάποια μορφή πιθανοθεωρητικής περιοδικότητας, είναι μια ανανεωτική διαδικασία και γι’
αυτό η διαδικασία αφίξεων σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης είναι συνήθως μια ανανεωτική διαδικασία.

Η διαδικασία αφίξεων αντιστοιχεί στο γράμμα Α της ονοματολογίας Kendall. Οι πιο συχνές τιμές που
παίρνει στη βιβλιογραφία είναι GI (General independent) (ή G (General)), M (Memoryless, Markovian),
D (Deterministic) και E𝑟 (Erlang-𝑟) για τις περιπτώσεις που οι ενδιάμεσοι χρόνοι μεταξύ των αφίξεων είναι
γενικοί, εκθετικοί, σταθεροί και Erlang-𝑟 αντίστοιχα. Υπάρχουν βέβαια και άλλες τιμές για το γράμμα A που
αντιστοιχούν σε κατανομές που εμφανίζονται σπανιότερα στη βιβλιογραφία.

Οι χρόνοι εξυπηρέτησης θεωρούνται στα κλασικά μοντέλα επίσης ανεξάρτητοι και ισόνομοι και αντιστοι-
χούν στο γράμμα B της ονοματολογίας Kendall, που παίρνει τις ίδιες τιμές με το γράμμα A.Οι τιμές GI και G
για το A και το B σηματοδοτούν σε κάποια βιβλία ακριβώς το ίδιο, δηλαδή ανεξάρτητους ισόνομους χρόνους
με γενική κατανομή. Σε κάποια, όμως, βιβλία, μόνο το GI σηματοδοτεί ανεξάρτητους και ισόνομους χρόνους,
ενώ το G αναφέρεται σε γενικούς χρόνους που μπορεί να είναι και εξαρτημένοι. Στα παλαιά κλασικά συγ-
γράμματα, που αναφέρονται σε συστήματα εξυπηρέτησης με ανεξάρτητους ισόνομους ενδιάμεσους χρόνους
αφίξεων και χρόνους εξυπηρετήσεων, συνηθίζεται η τιμήGI για το A και η τιμήG για το B. Στο παρόν βιβλίο,
θα χρησιμοποιούμε την τιμή G τόσο για το A, όσο και για το B, εφόσον αναφερόμαστε σε ανεξάρτητους και
ισόνομους χρόνους.

Ο αριθμός των υπηρετών αναφέρεται στο πόσοι είναι οι παράλληλοι υπηρέτες που εξυπηρετούν τη ροή
των πελατών που εισέρχεται στο σύστημα. Με την έννοια «παράλληλοι» υπηρέτες εννοούμε ότι υπάρχει μια
κοινή ουρά για όλους και οι πελάτες πηγαίνουν στον πρώτο υπηρέτη που θα αδειάσει, αν όλοι οι υπηρέτες είναι
απασχολημένοι, ή διαλέγουν στην τύχη κάποιον από τους άδειους υπηρέτες, αν υπάρχουν ελεύθεροι υπηρέτες.
Ο αριθμός των υπηρετών αντιστοιχεί στον αριθμό 𝑐 της ονοματολογίας Kendall.

Η χωρητικότητα του συστήματος εκφράζει το μέγιστο πλήθος πελατών που μπορεί να χωρέσει το σύστημα,
συμπεριλαμβανομένων τόσο αυτών που περιμένουν να εξυπηρετηθούν όσο και αυτών που βρίσκονται σε δια-
δικασία εξυπηρέτησης. Αν ένα σύστημα έχει φτάσει στο μέγιστο της χωρητικότητάς του και αφιχθεί ένας πε-
λάτης, τότε στα κλασικά μοντέλα ουρών αναμονής ο πελάτης απορρίπτεται και θεωρείται χαμένος για πάντα.
Φυσικά υπάρχουν και μοντέλα στα οποία οι πελάτες που αποχωρούν λόγω της περιορισμένης χωρητικότη-
τας επανέρχονται αργότερα με την ελπίδα να υπάρχει διαθέσιμη θέση στο σύστημα. Στην περίπτωση αυτή
μιλάμε για μοντέλα με επαναπροσπάθειες ή επαναδοκιμές (retrials). Σε τέτοια μοντέλα είναι απαραίτητο να
αποσαφηνισθεί η διαδικασία με την οποία οι πελάτες επανέρχονται στο σύστημα και έτσι τα μοντέλα αυτά
δεν περιγράφονται στο πλαίσιο της ονοματολογίας Kendall. Προς το παρόν, επομένως, μένουμε στο πλαίσιο
των μοντέλων χωρίς επαναπροσπάθειες, όπου η χωρητικότητα του συστήματος αντιστοιχεί στον αριθμό 𝑘 της
ονοματολογίας του Kendall.

Η πειθαρχία ουράς είναι ο τρόπος με τον οποίο το σύστημα διαλέγει ποιον πελάτη θα εξυπηρετήσει, μόλις
βρεθεί κάποιος διαθέσιμος υπηρέτης. Η πιο συνηθισμένη πειθαρχία ουράς είναι η FCFS (First-Come-First-
Served) ή FIFO (First-In-First-Out), κατά την οποία οι πελάτες επιλέγονται να εξυπηρετηθούν σύμφωνα με
τη σειρά της άφιξής τους. Έτσι, μόλις αδειάσει ένας υπηρέτης, επιλέγεται για εξυπηρέτηση ο πελάτης που έχει
αφιχθεί πρώτος από όλους που περιμένουν. Η πειθαρχία αυτή μοιάζει η πιο δίκαιη με πρώτη ματιά και χρη-
σιμοποιείται περισσότερο από οποιαδήποτε άλλη στην περίπτωση που οι πελάτες είναι άνθρωποι και μάλιστα
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έχουν οπτική επαφή με το τι συμβαίνει στο σύστημα (και επομένως μπορούν και βλέπουν πότε φθάνουν οι άλ-
λοι πελάτες). Σε διάφορες εφαρμογές, πάντως, χρησιμοποιούνται και άλλες πειθαρχίες ουράς, όπως η LCFS
(Last-Come-First-Served) κατά την οποία οι πελάτες εξυπηρετούνται αντίστροφα από τη σειρά άφιξής τους,
η SIRO(Service-In-Random-Order) όπου οι πελάτες εξυπηρετούνται τυχαία, χωρίς να λαμβάνεται υπόψιν η
σειρά άφιξής τους, η SSTF (Shortest-Service-Time-First) όπου επιλέγεται προς εξυπηρέτηση ο πελάτης που
έχει τον μικρότερο χρόνο εξυπηρέτησης κ.α. Υπάρχουν επίσης πειθαρχίες ουράς για την περίπτωση που υπάρ-
χουν περισσότερα του ενός είδη πελατών και το σύστημα τους αντιμετωπίζει διαφορετικά. Στην περίπτωση
αυτή, είναι δυνατόν κάποια είδη πελατών να έχουν προτεραιότητα έναντι κάποιων άλλων, οπότε μιλάμε για
πειθαρχίες ουράς με προτεραιότητες. Γενικά, αν σκεφθούμε πρακτικές εφαρμογές των ουρών αναμονής θα συ-
νειδητοποιήσουμε ότι υπάρχει μεγάλη ποικιλία στις πειθαρχίες ουράς που χρησιμοποιούνται (π.χ. σκεφτείτε
τα ταμεία για πελάτες με λίγα προϊόντα στα supermarkets, τα ταμεία για επιχειρηματικές συναλλαγές στις
τράπεζες, τις κρατήσεις θέσεων σε εστιατόρια, τα τηλεφωνικά κέντρα που εξυπηρετούν πελάτες σε περισσό-
τερες από μια γλώσσες κλπ.).

Η χωρητικότητα του συστήματος 𝑘 και/ή η πειθαρχία ουράς μπορεί να παραλείπονται στην ονοματολογία
Kendall. Η χωρητικότητα παραλείπεται όταν είναι απεριόριστη (𝑘 = ∞), ενώ η πειθαρχία όταν είναι η FCFS.

Μεβάση ταπαραπάνω, γίνεται αντιληπτό ότι η ονοματολογία τουKendall προσφέρει έναν πολύ συνοπτικό
τρόπο για να περιγραφεί το είδος ενός συστήματος εξυπηρέτησης.Π.χ., ηM/M/1 ουρά είναι ένα σύστημα εξυ-
πηρέτησης με Poisson διαδικασία αφίξεων (ανεξάρτητους εκθετικούς ενδιάμεσους χρόνους αφίξεων), εκθε-
τικούς χρόνους εξυπηρέτησης και 1 υπηρέτη που έχει άπειρη χωρητικότητα και λειτουργεί υπό την πειθαρχία
ουράς FCFS. Ομοίως, Η G/E2/1/5(𝑆𝐼𝑅𝑂) ουρά είναι ένα σύστημα εξυπηρέτησης με ανανεωτική διαδικασία
αφίξεων (ανεξάρτητους και ισόνομους ενδιάμεσους χρόνους αφίξεων), Erlang-2 χρόνους εξυπηρέτησης και
1 υπηρέτη που έχει χωρητικότητα για 5 πελάτες και λειτουργεί υπό την πειθαρχία ουράς SIRO.

Πολλές φορές η διαδικασία αφίξεων και/η κατανομή των χρόνων εξυπηρέτησης δεν είναι ακριβώς γνωστή.
Στηνπερίπτωσηαυτήμπορεί να δίνεται κάποια αδρήπληροφορίαγια τοπώς έρχονται και πώς εξυπηρετούνται
οι πελάτες. Π.χ., μπορεί να δίνεται ο μέσος ενδιάμεσος χρόνος 𝑎 μεταξύ δυο διαδοχικών αφίξεων και ο μέσος
χρόνος εξυπηρέτησης 𝑏. Ισοδύναμα, μπορεί να δίνεται ο ρυθμός αφίξεων 𝜆 = 1/𝑎 και ο ρυθμός εξυπηρέτησης
𝜇 = 1/𝑏. Τα 𝑎 και 𝑏 έχουν τη φυσική έννοια της (μέσης) περιόδου των διαδικασιών των αφίξεων και των εξυπη-
ρετήσεων αντίστοιχα, ενώ τα 𝜆 και 𝜇 αντιστοιχούν στη φυσική έννοια της συχνότητας (ρυθμού) των αφίξεων
και των εξυπηρετήσεων. Με τόσο ελλιπή πληροφορία, βεβαίως, τα αποτελέσματα που θα προκύψουν από τη
μαθηματική ανάλυση μπορεί να είναι πολύ αδύναμα. Για την εξαγωγή ασφαλών συμπερασμάτων χρειάζεται
να είναι γνωστή η κατανομή των αντίστοιχων χρόνων ή τουλάχιστον κάποιες ροπές ανώτερης τάξης. Μετά
τη μέση τιμή, η διασπορά των χρόνων μεταξύ των αφίξεων και/ή των χρόνων εξυπηρέτησης επηρεάζει σημα-
ντικά την απόδοση ενός συστήματος.

8.2 Μέτρα απόδοσης συστήματος

Αφού περιγραφεί ένα σύστημα, το πρόβλημα που τίθεται είναι να προβλέψουμε πώς θα συμπεριφέρεται. Στη
Θεωρία Ουρών Αναμονής, εστιάζουμε κυρίως σε συστήματα που εμφανίζουν μια πιθανοθεωρητική περιοδι-
κότητα, δηλαδή ο τρόπος λειτουργίας τους παραμένει ομοιόμορφος στον χρόνο και ξαναρχίζει από την αρχή
κάθε φορά που ολοκληρώνεται ένας κύκλος λειτουργίας. Για το λόγο αυτό τα περισσότερα μοντέλα παρι-
στάνονται με αναγεννητικές διαδικασίες και η μελέτη τους γίνεται χρησιμοποιώντας τη σχετική θεωρία που
έχουμε παρουσιάσει.

Στα πλαίσια της Θεωρίας Ουρών Αναμονής, οι στιγμές που αναγεννάται ένα σύστημα εξυπηρέτησης εί-
ναι συνήθως οι στιγμές που φθάνει ένας πελάτης που βρίσκει κενό το σύστημα. Στις στιγμές αυτές αρχίζει
ταυτόχρονα να «τρέχει» ένας νέος ενδιάμεσος χρόνος αφίξεων και ένας χρόνος εξυπηρέτησης και όλα αρχί-
ζουν από την αρχή. Οπότε η λειτουργία ενός συστήματος χωρίζεται σε κύκλους λειτουργίας (busy cycles)
και ένας τυπικός κύκλος αντιστοιχεί στο διάστημα από τη στιγμή που ένας πελάτης φθάνει σε κενό σύστημα
μέχρι την επόμενη άφιξη πελάτη που βρίσκει το σύστημα κενό. Στα πλαίσια του παρόντος συγγράμματος θα
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δούμε ότι όλα τα συστήματα που θα μελετήσουμε είναι αναγεννητικά και οι στιγμές της αναγέννησής τους
είναι ακριβώς οι διαδοχικές στιγμές αφίξεων πελατών που βρίσκουν κενό σύστημα.

Ορισμένα τυπικά ερωτήματα που απασχολούν τη Θεωρία Ουρών Αναμονής είναι τα ακόλουθα:

1. Πόσoι πελάτες θα βρίσκονται στο σύστημα κατά μέσο όρο μια τυχούσα χρονική στιγμή;

2. Πόσο χρόνο θα περάσει στο σύστημα κατά μέσο όρο ένας πελάτης;

3. Ποιο ποσοστό του χρόνου του θα βρίσκεται απασχολημένος ένας υπηρέτης που δουλεύει σε ένα συ-
γκεκριμένο σύστημα;

Όπως βλέπουμε, υπάρχουν ερωτήματα που απασχολούν τον διαχειριστή του συστήματος, που βλέπει το
σύστημα συνολικά, σαν εξωτερικός παρατηρητής (ερώτημα 1), ερωτήματα που απασχολούν τους πελάτες,
που επιδρούν στο σύστημα μόνο παροδικά και κατόπιν φεύγουν (ερώτημα 2) και ερωτήματα που απασχο-
λούν τους υπηρέτες, που απασχολούνται για μεγάλα χρονικά διαστήματα στο σύστημα (ερώτημα 3). Είναι
σημαντικό να γίνει κατανοητό ότι αυτοί οι παράγοντες του συστήματος (διαχειριστής, πελάτες και υπηρέτες)
έχουν διαφορετικές οπτικές και για τον λόγο αυτό υπάρχουν μέτρα απόδοσης του συστήματος που σχετίζο-
νται με την οπτική του καθενός.

Για τον διαχειριστή του συστήματος η πιο σημαντική πληροφορία είναι ο αριθμός των πελατών που βρί-
σκονται στο σύστημα μια τυχαία χρονική στιγμή. Έτσι ορίζουμε

• 𝑄(𝑡), τον αριθμό των πελατών στο σύστημα τη στιγμή 𝑡,

• 𝑄𝑞(𝑡), τον αριθμό των πελατών στον χώρο αναμονής τη στιγμή 𝑡 (ο δείκτης 𝑞 μπαίνει για να θυμίζει ότι
αναφερόμαστε στο πλήθος των πελατών στην ουρά (𝑞 → queue),

• 𝑄𝑠(𝑡), τον αριθμό των πελατών στον χώρο εξυπηρέτησης τη στιγμή 𝑡 (ο δείκτης 𝑠 μπαίνει για να θυμίζει
ότι αναφερόμαστε στο πλήθος των πελατών υπό εξυπηρέτηση (𝑠 → service).

Φυσικά, ισχύει ότι
𝑄(𝑡) = 𝑄𝑞(𝑡) + 𝑄𝑠(𝑡).

Όπως αναφέραμε, ένα σύστημα εξυπηρέτης συνήθως αναγεννάται στοχαστικά στις στιγμές αφίξεων πελα-
τών που βρίσκουν το σύστημα κενό, οπότε η στοχαστική διαδικασία του αριθμού των πελατών, {𝑄(𝑡)}, είναι
αναγεννητική, αφού κάθε φορά που ένας πελάτης φθάνει σε κενό σύστημα όλα ξαναρχίζουν από την αρχή.
Αυτό μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε το κεντρικό αποτέλεσμα των αναγεννητικών διαδικασίων, Θεώ-
ρημα 1.12 που δίνει εναλλακτικούς τρόπους για τη μελέτη της μακροπρόθεσμης συμπεριφοράς μιας αναγεν-
νητικής διαδικασίας.

Για να καταλάβουμε τη σημασία του εργοδικού θεωρήματος αναγεννητικών διαδικασιών για τη μελέτη
των συστημάτων εξυπηρέτησης, ας θεωρήσουμε την αναγεννητική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των πελα-
τών και ας δούμε πώς ερμηνεύονται οι ποσότητες που εμφανίζονται στο θεώρημα. Αυτό που μας ενδιαφέρει
είναι η μακροπρόθεσμη συμπεριφορά της {𝑄(𝑡)}, οπότε επικεντρωνόμαστε στην εύρεση του μακροπρόθεσμου
ποσοστού του χρόνου που βρίσκονται 𝑗 πελάτες στο σύστημα, για τις διάφορες τιμές του 𝑗. Το ποσοστό αυτό
εκφράζεται μαθηματικά ως

𝑝𝑗 = lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
1{𝑄(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢

𝑡 , (8.1)

όπου 1{𝑄(𝑢)=𝑗} είναι η δείκτρια τυχαία μεταβλητή του ενδεχομένου {𝑄(𝑢) = 𝑗} που παίρνει την τιμή 1 όταν
𝑄(𝑢) = 𝑗 και την τιμή 0 διαφορετικά. Παρατηρήστε ότι ο αριθμητής του κλάσματος εκφράζει τον συνο-
λικό χρόνο που στο σύστημα βρίσκονται 𝑗 πελάτες στο χρονικό διάστημα (0, 𝑡], ενώ ο παρονομαστής είναι το
μήκος του αντίστοιχου διαστήματος, οπότε πράγματι το κλάσμα εκφράζει το ποσοστό του χρόνου που στο
σύστημα βρίσκονται 𝑗 πελάτες στο διάστημα (0, 𝑡]. Θέτοντας 𝑡 → ∞, αναπαριστούμε μαθηματικά την έννοια
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«μακροπρόθεσμο». Το εργοδικό θεώρημα εκμεταλλεύεται την αναγεννητικότητα της διαδικασίας {𝑄(𝑡)} και
μας επιτρέπει να υπολογίσουμε το ποσοστό αυτό περιοριζόμενοι σε έναν κύκλο λειτουργίας του συστήματος.
Έχουμε, δηλαδή, ότι

𝑝𝑗 =
𝐸[∫

𝑍
0
1{𝑄(𝑢)=𝑗}𝑑𝑢]
𝐸[𝑍] , (8.2)

όπου 𝑍 είναι η διάρκεια ενός κύκλου λειτουργίας του συστήματος. Η έκφραση αυτή δίνει το 𝑝𝑗 ως τον μέσο
χρόνο που η {𝑄(𝑡)} μένει στην κατάσταση 𝑗 σε έναν κύκλο λειτουργίας προς τη μέση διάρκεια του κύκλου,
αντιστοιχώντας και πάλι σε ένα είδος ποσοστού χρόνου.

Ένας εναλλακτικός τρόπος να σκεφτόμαστε την πιθανότητα ο αριθμός των πελατών να είναι 𝑗 σε μια τυ-
χούσα χρονική στιγμή είναι ο εξής: Επιλέγουμε τυχαία μια στιγμή στο (0, 𝑡], σύμφωνα με μια ομοιόμορφη
τυχαία μεταβλητή𝑈𝑡, για μεγάλο 𝑡, και κατόπιν παρατηρούμε την {𝑄(𝑡)} την επιλεχθείσα χρονική στιγμή και
μας ενδιαφέρει η πιθανότητα να βρίσκεται στην κατάσταση 𝑗. Το εργοδικό θεώρημα βεβαιώνει ότι η πιθανό-
τητα αυτή ισούται με το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που υπάρχουν 𝑗 πελάτες στο σύστημα. Έχουμε,
δηλαδή, ότι

𝑝𝑗 = lim
𝑡→∞

Pr[𝑄(𝑈𝑡) = 𝑗] = lim
𝑡→∞

􏾙
𝑡

0
Pr[𝑄(𝑢) = 𝑗]1𝑡 𝑑𝑢, 𝑗 ≥ 0, (8.3)

αφού μια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της𝑈𝑡 είναι ίση με 1
𝑡 στο (0, 𝑡] και 0 οπουδήποτε αλλού.

Ένας ακόμη τρόπος να σκεφτόμαστε την πιθανότητα ο αριθμός των πελατών ενός συστήματος να είναι 𝑗 μια
τυχούσα χρονική στιγμή είναι ως την οριακήπιθανότητα να υπάρχουν 𝑗πελάτες στο σύστημα, καθώς ο χρόνος
μεγαλώνει, δηλαδή ως την lim𝑡→∞ Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗]. Το εργοδικό θεώρημα διαβεβαιώνει ότι η οριακή πιθανότητα
της κατάστασης 𝑗 (εφόσον υπάρχει, πράγμα που εξασφαλίζεται όταν ο κύκλος λειτουργίας του συστήματος
έχει απεριοδική κατανομή) ισούται με το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που η {𝑄(𝑡)} περνάει στην 𝑗,
δηλαδή ότι

𝑝𝑗 = lim
𝑡→∞

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗], 𝑗 ≥ 0. (8.4)

Επομένως, το εργοδικό θεώρημα εφαρμοζόμενο στην αναγεννητική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των
πελατών ενός συστήματος δίνει τέσσερεις διαφορετικές ερμηνείες και τρόπους υπολογισμού για την ποσότητα
𝑝𝑗 που διαισθητικά αντιστοιχεί στην πιθανότητα να υπάρχουν 𝑗 πελάτες στο σύστημα:

1. Η 𝑝𝑗 είναι o λόγος του μέσου χρόνου που υπάρχουν 𝑗 πελάτες στο σύστημα σε έναν κύκλο λειτουργίας
προς τη μέση διάρκεια του κύκλου λειτουργίας.

2. Η 𝑝𝑗 είναι το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που υπάρχουν 𝑗 πελάτες στο σύστημα, για σχεδόν
όλες τις πραγματοποιήσεις της {𝑄(𝑡)}. Το ενδεχόμενο να μην ισχύει αυτό για κάποια πραγματοποίηση
έχει πιθανότητα 0.

3. Η 𝑝𝑗 είναι η πιθανότητα να βρίσκονται 𝑗 πελάτες στο σύστημα, αν το κοιτάξουμε σε μια τυχαία, ομοιό-
μορφα επιλεγμένη χρονική στιγμή σε ένα διάστημα μεγάλου μήκους.

4. Η 𝑝𝑗 είναι η πιθανότητα να βρίσκονται 𝑗 πελάτες στο σύστημα, αν το κοιτάξουμε μια χρονική στιγμή
μετά την παρέλευση μεγάλου χρονικού διαστήματος (εφόσον ο κύκλος λειτουργίας του συστήματος
έχει απεριοδική κατανομή).

Θα αναφέρουμε την (𝑝𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) ως κατανομή ισορροπίας, οριακή κατανομή ή στάσιμη κατανομή της
{𝑄(𝑡)} και θα γράφουμε εκφράσεις του τύπου Pr[𝑄 = 𝑗] = 𝑝𝑗, εννοώντας ότι η𝑄 είναι μια τυχαία μεταβλητή
που εκφράζει τον αριθμό των πελατών στο σύστημα σε κατάσταση ισορροπίας. Θα μπορούσε να αναρωτηθεί
κανείς γιατί δεν επικεντρωνόμαστε στη μελέτη της𝑄(𝑡) για κάθε συγκεκριμένο χρόνο 𝑡 που έχει περάσει από
την έναρξη της λειτουργίας του συστήματος, δηλαδή στην εύρεση της λεγόμενης μεταβατικής κατανομής της
{𝑄(𝑡)} τη στιγμή 𝑡, p(𝑡) = (𝑝𝑗(𝑡) ∶ 𝑗 ≥ 0) με 𝑝𝑗(𝑡) = Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗]. Καταρχήν, ο υπολογισμός αυτός είναι ένα
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μαθηματικάαπαιτητικόπρόβλημα, πουακόμηκαι γιαπολύαπλάσυστήματαδεν επιδέχεται λύσησεαναλυτική
μορφή. Αλλά το σημαντικότερο είναι ότι μετά την παρέλευση μικρού σχετικά χρόνου η επίδραση της αρχικής
κατάστασης του συστήματος (π.χ. αρχικά κενό σύστημα) χάνεται και η κατανομή της {𝑄(𝑡)} συγκλίνει στην
κατανομή ισορροπίας.

Για μια εκτενέστερη συζήτηση πάνω στο θέμα των αναγεννητικών διαδικασιών, ο ενδιαφερόμενος αναγνώ-
στης μπορεί να ανατρέξει στα βιβλίαWolff 1989, Φακίνος 2003, Tijms 2008 και Kulkarni 2010. Σχεδόν όλα
τα συστήματα που θα μελετήσουμε είναι αναγεννητικά και επιπλέον ο κύκλος λειτουργίας του συστήματος
έχει απεριοδική κατανομή. Πράγματι, η απεριοδικότητα του κύκλου λειτουργίας εξασφαλίζεται όταν η κατα-
νομή των ενδιάμεσων χρόνων αφίξεων ή των χρόνων εξυπηρέτησης είναι συνεχής. Κατά συνέπεια, οι οριακές
πιθανότητες που αφορούν τον αριθμό των πελατών στο σύστημα ισούνται με τα αντίστοιχα μακροπρόθεσμα
ποσοστά του χρόνου που το σύστημα έχει συγκεκριμένο αριθμό πελατών, όπως είδαμε παραπάνω. Για τον
λόγο αυτό, σε ό,τι ακολουθεί θα χρησιμοποιούμε ελεύθερα κάποια από τις ισοδύναμες εκφράσεις, χωρίς πε-
ραιτέρω μνεία. Αυτό θα συμβαίνει και για άλλα μεγέθη που αφορούν άλλες τυχαίες μεταβλητές που έχουν
ενδιαφέρον για τη μελέτη των συστημάτων. Π.χ., συμβολίζοντας με 𝑄 την τυχαία μεταβλητή που έχει την
κατανομή ισορροπίας (𝑝𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) της {𝑄(𝑡)} και θεωρώντας μια συνάρτηση κόστους 𝑐(𝑢), θα γράφουμε

𝐸[𝑐(𝑄)] = lim
𝑡→∞

𝐸[𝑐(𝑄(𝑡))] = lim
𝑡→∞

1
𝑡 􏾙

𝑡

0
𝑐(𝑄(𝑢))𝑑𝑢, (8.5)

χρησιμοποιώντας το θεώρημα 1.13. Αν έχουμε προσδιορίσει την (𝑝𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) (πράγμα που δεν είναι πάντα
εύκολο) τότε μπορούμε να υπολογίσουμε την 𝐸[𝑐(𝑄)] από τη σχέση 𝐸[𝑐(𝑄)] = ∑∞

𝑗=0 𝑐(𝑗)𝑝𝑗. Ειδικότερα, για
𝑐(𝑢) = 𝑢, έχουμε 𝐸[𝑄] = ∑∞

𝑗=0 𝑗𝑝𝑗. Σε κάποιες περιπτώσεις η 𝐸[𝑄] μπορεί να υπολογιστεί και απευθείας
με πιθανοθεωρητικά επιχειρήματα, χρησιμοποιώντας κάποια βασικά αποτελέσματα που θα παρουσιαστούν
παρακάτω.Ομοίως με την𝐸[𝑄] μπορούμε να υπολογίσουμε τις𝐸[𝑄𝑞] και𝐸[𝑄𝑠], δεδομένου ότι οι αντίστοιχες
διαδικασίες {𝑄𝑞(𝑡)} και {𝑄𝑞(𝑡)} είναι επίσης αναγεννητικές.

Για τους πελάτες το πιο σημαντικό μέτρο απόδοσης είναι ο χρόνος που παραμένουν στο σύστημα. Έτσι
ορίζουμε

• 𝑆𝑛 τον χρόνο παραμονής στο σύστημα του 𝑛-οστού πελάτη,

• 𝑊𝑛 τον χρόνο αναμονής στην ουρά (μέχρι να αρχίσει η εξυπηρέτηση) του 𝑛-οστού πελάτη,

• 𝐵𝑛 τον χρόνο εξυπηρέτησης του 𝑛-οστού πελάτη.

Προφανώς έχουμε
𝑆𝑛 = 𝑊𝑛 + 𝐵𝑛.

Ενδιαφερόμαστε και πάλι για το τι συμβαίνει σε κατάσταση ισορροπίας και γι αυτό ενδιαφερόμαστε για την
κατανομή ισορροπίας του χρόνου παραμονής. Και πάλι υπάρχουν πολλές ερμηνείες για την κατανομή αυτή
που συμπίπτουν όταν το σύστημα έχει αναγεννητικό χαρακτήρα και ισχύει η υπόθεση της απεριοδικότητας
των αναγεννητικών κύκλων. Έτσι για την κατανομή ισορροπίας 𝐹𝑆(𝑥) του χρόνου παραμονής πελάτη έχουμε

𝐹𝑆(𝑥) = 1
𝐸[𝐴(𝑍)]𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

1{𝑆𝑘≤𝑥}

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

1{𝑆𝑘≤𝑥}

= lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

Pr[𝑆𝑘 ≤ 𝑥]

= lim
𝑛→∞

Pr[𝑆𝑛 ≤ 𝑥], 𝑥 ≥ 0, (8.6)
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όπου𝑍 ο πρώτος κύκλος λειτουργίας και𝐴(𝑍) το πλήθος των αφίξεων σε αυτόν. Εδώ, η 1{𝑆𝑘≤𝑥} είναι η δείκτρια
συνάρτηση του ενδεχομένου {𝑆𝑘 ≤ 𝑥} (ο 𝑘-οστός πελάτης να παραμείνει στο σύστημα το πολύ για χρόνο 𝑥)
που παίρνει την τιμή 1 όταν 𝑆𝑘 ≤ 𝑥 και την τιμή 0 διαφορετικά.Οπότε έχουμε ότι το μακροπρόθεσμο ποσοστό
των πελατών που παραμένουν στο σύστημα για χρόνο το πολύ 𝑥 ισούται με την οριακή πιθανότητα ο 𝑛-οστός
πελάτης να μείνει στο σύστημα για χρόνο το πολύ 𝑥, για 𝑛 → ∞. Η ισότητα που αφορά το μακροπρόθεσμο
ποσοστό των πελατών που παραμένουν στο σύστημα για χρόνο το πολύ 𝑥 πρέπει να ερμηνευθεί ότι ισχύει με
πιθανότητα 1, καθώς το ποσοστό είναι τυχαία μεταβλητή.

Συμβολίζοντας με 𝑆 την τυχαία μεταβλητή που έχει την κατανομή ισορροπίας (𝐹𝑆(𝑥) ∶ 𝑥 ≥ 0) για τον
οριακό μέσο χρόνο παραμονής έχουμε αντίστοιχα ότι

𝐸[𝑆] = 1
𝐸[𝐴(𝑍)]𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

𝑆𝑘

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = lim

𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

𝑆𝑘 = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

𝐸[𝑆𝑘] = lim
𝑛→∞

𝐸[𝑆𝑛], (8.7)

όπου και πάλι η ισότητα ισχύει με πιθανότητα 1 για τον μακροπρόθεσμο μέσο

lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

𝑆𝑘,

που είναι τυχαία μεταβλητή.
Ουπολογισμός του𝐸[𝑆] είναι εύκολος αν έχουμε υπολογίσει την κατανομή (𝐹𝑆(𝑥) ∶ 𝑥 ≥ 0)ή τηναντίστοιχη

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (𝑓𝑆(𝑥) ∶ 𝑥 ≥ 0). Πράγματι αρκεί να χρησιμοποιήσουμε τη σχέση 𝐸[𝑆] =
∫∞
0

𝑥𝑓𝑆(𝑥)𝑑𝑥 = ∫∞
0
(1 − 𝐹𝑆(𝑥))𝑑𝑥 και επομένως πρόκειται για έναν υπολογισμό ρουτίνας (ο οποίος μπορεί

πάντως να έχει αρκετές πράξεις). Σε κάποιες περιπτώσεις, όμως, o 𝐸[𝑆] μπορεί να υπολογιστεί και απευθείας,
ταυτόχρονα με την 𝐸[𝑄], με πιθανοθεωρητικά επιχειρήματα.

Ένα άλλο σημαντικό μέγεθος που αξίζει μελέτης είναι ο κύκλος απασχόλησης ή λειτουργίας (busy cycle)
του συστήματος που ορίζεται ως το διάστημα από την άφιξη ενός πελάτη που βρίσκει το σύστημα κενό, μέ-
χρι την επόμενη άφιξη πελάτη που θα βρει το σύστημα κενό. Κάθε τέτοιος κύκλος αρχίζει με ένα χρονικό
διάστημα που το σύστημα είναι συνεχώς απασχολημένο. Το διάστημα αυτό αναφέρεται ως μια περίοδος συ-
νεχούς λειτουργίας του συστήματος (busy period). Κατόπιν το σύστημα παραμένει κενό μέχρι να εμφανιστεί
ο επόμενος πελάτης. Το διάστημα αυτό αναφέρεται ως μια περίοδος αργίας (idle period) του συστήματος.
Οι διάρκειες των περιόδων συνεχούς λειτουργίας 𝑌𝑛, αργίας 𝐼𝑛, και των κύκλων απασχόλησης 𝑍𝑛 = 𝑌𝑛 + 𝐼𝑛
ενδιαφέρουν κυρίως από την οπτική σκοπιά των υπηρετών και του διαχειριστή του συστήματος αφού οι πο-
σότητες αυτές είναι σημαντικές για να ληφθούν αποφάσεις σχετικά με τη συντήρηση του συστήματος ή με
διακοπές-διαλείμματα των υπηρετών. Για τον λόγο αυτό ενδιαφερόμαστε για τη μελέτη των οριακών κατανο-
μών 𝐹𝑍(𝑥), 𝐹𝑌(𝑥) και 𝐹𝐼(𝑥), ή τουλάχιστον των αντίστοιχων μέσων τιμών τους 𝐸[𝑍], 𝐸[𝑌] και 𝐸[𝐼].

8.3 Εμφυτευμένες διαδικασίες σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων

Όπως είπαμε παραπάνω, ο διαχειριστής ενός συστήματος, που μπορεί να θεωρηθεί ως ένας εξωτερικός παρα-
τηρητής του συστήματος, έχει μια διαφορετική αντίληψη από τους πελάτες του συστήματος όσον αφορά τον
συνωστισμό. Για τον λόγο αυτό ορίσαμε και διαφορετικά μέτρα απόδοσης που αντιστοιχούν στις διαφορετικές
οπτικές. Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η διαφορά των δυο οπτικών, διαχειριστή-εξωτερικού παρατη-
ρητή και πελατών ας δούμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα συστήματος εξυπηρέτησης υπό τις δύο οπτικές.

Παράδειγμα 8.1 (Διαφορά οπτικής διαχειριστή και πελατών) Ας φανταστούμε ότι έχουμε ένα D/D/1 σύ-
στημα και ας εξετάσουμε τι αντιλαμβάνεται ο διαχειριστής και τι οι πελάτες.

Σε ένα πρώτο σενάριο, ας υποθέσουμε ότι έχουμε αφίξεις σε σταθερά χρονικά διαστήματα, κάθε 10 χρονικές
μονάδες και ότι οι χρόνοι εξυπητέτησης είναι επίσης σταθεροί και ίσοι με 9 χρονικές μονάδες. Τότε ο διαχειριστής
βλέπει το σύστημα αρκετά απασχολημένο, για την ακρίβεια βλέπει ότι το 90% του χρόνου στο σύστημα υπάρχει
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Σχήμα 8.1: Εξέλιξη του πλήθους πελατών σε σύστημα D/D/1 με ενδιάμεσους χρόνους αφίξεων 𝑎 = 10 και
χρόνους εξυπηρέτησης 𝑏 = 9.
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Σχήμα 8.2: Εξέλιξη του πλήθους πελατών σε σύστημα D/D/1 με ενδιάμεσους χρόνους αφίξεων 𝑎 = 10 και
χρόνους εξυπηρέτησης 𝑏 = 1.

1 πελάτης ενώ μόνο ένα 10% του χρόνου το σύστημα είναι άδειο. Από την άλλη μεριά κάθε πελάτης βλέπει το
σύστημα άδειο τη στιγμή που φθάνει σε αυτό (αφού ο προηγούμενος πελάτης έχει φύγει πριν 1 χρονική μονάδα).
Μια τυπική πραγματόποιηση της διαδικασίας του πλήθους των πελατών, {𝑄(𝑡)}, απεικονίζεται στο σχήμα 8.1.

Σε ένα δεύτερο σενάριο, ας υποθέσουμε ότι οι χρόνοι μεταξύ των αφίξεων είναι και πάλι σταθεροί και ίσοι με 10
χρονικές μονάδες, αλλά τώρα θεωρούμε ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης διαρκούν 1 χρονική μονάδα για κάθε πελάτη.
Τώρα ο διαχειριστής βλέπει το σύστημα πολύ λίγο απασχολημένο, αφού το 10% μόλις του χρόνου υπάρχει 1 πελά-
της ενώ το 90% του χρόνου το σύστημα είναι άδειο. Από την άλλη μεριά η εντύπωση που αποκομίζει κάθε πελάτης
φθάνοντας στο σύστημα δεν διαφέρει από την εντύπωση που έχουν οι πελάτες στο πρώτο σενάριο: Και πάλι κάθε
πελάτης βλέπει το σύστημα άδειο τη στιγμή που εισέρχεται σε αυτό. Μια τυπική πραγματόποιηση της διαδικασίας
του πλήθους των πελατών, {𝑄(𝑡)}, απεικονίζεται στο σχήμα 8.2.

Το συμπέρασμα είναι ότι οι οπτικές ενός εξωτερικού παρατηρητή και ενός αφικνούμενου πελάτη μπορεί να
δίνουν πολύ διαφορετικές εικόνες για το ίδιο σύστημα. Επίσης δυο συστήματα μπορεί να μοιάζουν παρόμοια
υπό τη μία οπτική (όπως τα δυο σενάρια υπό την οπτική των πελατών) και να είναι πολύ διαφορετικά υπό την
άλλη οπτική (όπως τα δυο σενάρια υπό την οπτική του διαχειριστή). Αν σκεφτούμε ότι οι πελάτες δεν είναι
παθητικές οντότητες αλλά μπορεί να αποφασίζουν τι θα κάνουν σε σχέση με το σύστημα (π.χ. να μπουν σε
αυτό ή να φύγουν) έχει μεγάλη σημασία να ποσοτικοποιήσουμε με κάποιο τρόπο το πώς αντιλαμβάνονται τον
συνωστισμό του συστήματος οι πελάτες κατά την άφιξή τους ή την αναχώρησή τους.

Προς τον σκοπό αυτό, έστω 𝐴1 < 𝐴2 < 𝐴3 < … οι διαδοχικές στιγμές αφίξεων και 𝐷1 < 𝐷2 < 𝐷3 <
… οι διαδοχικές στιγμές αναχωρήσεων των πελατών. Ξεκινώντας από τη στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} που
περιγράφει τον αριθμό των πελατών στο σύστημα σε συνεχή χρόνο, ορίζουμε τις εμφυτευμένες διαδικασίες
{𝑄−

𝑛} και {𝑄+
𝑛 } σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων πελατών αντίστοιχα. Έτσι ορίζουμε

• 𝑄−
𝑛 = 𝑄(𝐴−

𝑛) τον αριθμό των πελατών αμέσως πριν την 𝑛-οστή άφιξη πελάτη (δηλαδή τον αριθμό των
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παρόντων πελατών που βλέπει ο 𝑛-οστός πελάτης καθώς εισέρχεται στο σύστημα),

• 𝑄+
𝑛 = 𝑄(𝐷+

𝑛 ) τον αριθμό των πελατών αμέσως μετά την 𝑛-οστή αναχώρηση πελάτη (δηλαδή τον
αριθμό των πελατών που αφήνει πίσω του κατά την έξοδο του ο 𝑛-οστός πελάτης που φεύγει από το
σύστημα).

Ενδιαφερόμαστε για τις αντίστοιχες κατανομές ισορροπίας ή οριακές κατανομές που περιγράφουν την
εντύπωση που διαμορφώνει ένας πελάτης τη στιγμή που εισέρχεται στο σύστημα και τη στιγμή που αναχωρεί
από αυτό, εφόσον το σύστημα βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. Μιλάμε, αντίστοιχα για τις κατανομές
ισορροπίας ή οριακές κατανομές του αριθμού των πελατών σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων. Η οριακή
πιθανότητα σε στιγμή άφιξης να βρίσκονται 𝑗 πελάτες στο σύστημα (εξαιρουμένης της νέας άφιξης), 𝑎𝑗, θα
έχει και πάλι εναλλακτικές εκφράσεις ως 𝐶-οριακή πιθανότητα και ως μακροπρόθεσμο ποσοστό, εφόσον το
σύστημα έχει αναγεννητικό χαρακτήρα με απεριοδικούς κύκλους απασχόλησης. Πιο συγκεκριμένα στην πε-
ρίπτωση αυτή θα έχουμε:

𝑎𝑗 = 1
𝐸[𝐴(𝑍)]𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

1{𝑄−
𝑘=𝑗}

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

1{𝑄−
𝑘=𝑗}

= lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

Pr[𝑄−
𝑘 = 𝑗]

= lim
𝑛→∞

Pr[𝑄−
𝑛 = 𝑗], 𝑗 ≥ 0, (8.8)

όπου𝑍 οπρώτος κύκλος λειτουργίας και𝐴(𝑍) το πλήθος τωναφίξεων σε αυτόν.Ομοίως, η οριακήπιθανότητα
σε στιγμή αναχώρησης να βρίσκονται 𝑗 πελάτες στο σύστημα (εξαιρουμένης της νέας αναχώρησης), 𝑑𝑗, είναι

𝑑𝑗 = 1
𝐸[𝐴(𝑍)]𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

1{𝑄+
𝑘 =𝑗}

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

1{𝑄+
𝑘 =𝑗}

= lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛
􏾜
𝑘=1

Pr[𝑄+
𝑘 = 𝑗]

= lim
𝑛→∞

Pr[𝑄+
𝑛 = 𝑗], 𝑗 ≥ 0. (8.9)

Οι 𝑎𝑗 και 𝑑𝑗 είναι τα μακροπρόθεσμα ποσοστά των πελατών που βρίσκουν ή αφήνουν πίσω τους 𝑗 πελάτες στο
σύστημα σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων αντίστοιχα, ενώ η 𝑝𝑗 είναι το μακροπρόθεσμο ποσοστό του
χρόνου που στο σύστημα υπάρχουν 𝑗 πελάτες (δηλ. είναι η οριακή πιθανότητα σε συνεχή χρόνο). Όπως και η
𝑝𝑗, έτσι και οι 𝑎𝑗 και 𝑑𝑗 ισούνται με τις αντίστοιχες οριακές πιθανότητες ένας πελάτης να δει 𝑗 άτομα κατά την
άφιξή του στο σύστημα ή κατά την αναχώρησή του, εφόσον βέβαια αυτές οι οριακές πιθανότητες υπάρχουν
(πράγμα που συμβαίνει όταν η κατανομή του κύκλου απασχόλησης του συστήματος είναι απεριοδική).

Δεν υπάρχει κάποιος λόγος οι κατανομές ισορροπίας (𝑝𝑗), (𝑎𝑗) και (𝑑𝑗) να συμπίπτουν και γενικά αυτό δεν
ισχύει.

Παράδειγμα 8.2 (Συνέχεια του παραδείγματος 8.1) Ας συγκρίνουμε τα δυο σενάρια για την D/D/1 ουρά
που περιγράψαμε στο παράδειγμα 8.1. Και στα δύο είχαμε 𝑎0 = 1 και 𝑎𝑗 = 0, 𝑗 ≥ 1. Όμως, στο πρώτο σενάριο
είχαμε 𝑝0 = 0.1, 𝑝1 = 0.9, 𝑝𝑗 = 0, 𝑗 ≥ 2, ενώ στο στο δεύτερο είχαμε 𝑝0 = 0.9, 𝑝1 = 0.1, 𝑝𝑗 = 0, 𝑗 ≥ 2. Δηλαδή,
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και στα δυο σενάρια είναι (𝑝𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) ≠ (𝑎𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0). Και μάλιστα, στην πραγματικότητα δεν μπορεί να βγει κανένα
ουσιώδες συμπέρασμα από το 𝑎𝑗 για το αντίστοιχο 𝑝𝑗 (π.χ. 𝑎0 = 1 και στα δυο σενάρια, ενώ 𝑝0 = 0.1 στο πρώτο
σενάριο και 𝑝0 = 0.9 στο δεύτερο). Βέβαια στα δυο σενάρια ισχύει (𝑎𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) = (𝑑𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0), αφού όλοι οι πελάτες
βρίσκουν το σύστημα κενό και όλοι το αφήνουν κενό.

Παράδειγμα 8.3 (Κατανομές ισορροπίας σε στάση μεταφορικού μέσου) Θεωρούμε τηνπερίπτωσηπου επι-
βάτες φθάνουν σε μια στάση ενός μεταφορικού μέσου αεροδρομίου σύμφωνα με μια ανανεωτική διαδικασία και εκεί
υπάρχει ένα βανάκι που αναχωρεί πάντα γεμάτο, όταν συγκεντρωθούν𝑁 επιβάτες. Αν εστιάσουμε στη στοχαστική
διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των επιβατών που περιμένουν στη στάση, τότε βλέπουμε ότι η {𝑄(𝑡)} σε κάθε κύκλο
λειτουργίας του συστήματος περνάει διαδοχικά από τις καταστάσεις 1, 2, 3, … ,𝑁 − 1 και 0 και σε κάθε κατάσταση
παραμένει για έναν ενδιάμεσο χρόνο αφίξεων (παρατηρήστε ότι μόλις συγκεντρωθούν 𝑁 πελάτες το βανάκι τους
απομακρύνει ακαριαία, οπότε δεν παρατηρούμε την κατάσταση𝑁 και η στάση αδειάζει). Επομένως, αν ο μέσος εν-
διάμεσος χρόνος αφίξεων είναι 𝑎, τότε σε έναν κύκλο λειτουργίας η {𝑄(𝑡)} μένει στην κατάσταση 𝑗 = 1, 2, … ,𝑁 − 1
και 0 κατά μέσο όρο για 𝑎 χρονικές μονάδες, ενώ η μέση διάρκεια του κύκλου λειτουργίας είναι𝑁𝑎, όσο απαιτείται
για να συγκεντρωθούν𝑁 επιβάτες. Οπότε, η κατανομή ισορροπίας της {𝑄(𝑡)} είναι

𝑝𝑗 =
𝑎
𝑁𝑎 = 1

𝑁 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 1,

δηλαδή είναι διακριτή ομοιόμορφη στο σύνολο {0, 1, 2, … ,𝑁 − 1}. Στο σύστημα αυτό οι διαδοχικά αφικνούμενοι
πελάτες βλέπουν κατά την άφιξή τους 0, 1, 2, 3, … ,𝑁 − 1, 0, 1, 2, … ,𝑁 − 1, 0, 1, … πελάτες κ.ο.κ., οπότε σε κάθε
κύκλο λειτουργίας του συστήματος υπάρχει ακριβώς ένας πελάτης που βλέπει 0, 1, … ,𝑁 − 1 πελάτες κατά την
άφιξή του. Επομένως τα μακροπρόθεσμα ποσοστά των πελατών που βλέπουν κατά την άφιξή τους 𝑗 πελάτες, για
𝑗 = 0, 1, 2, … ,𝑁 − 1, είναι όλα ίσα και έχουμε

𝑎𝑗 =
1
𝑁 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 1.

Εδώ, βλέπουμε ότι (𝑎𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) = (𝑝𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0). Όμως, επειδή οι πελάτες αναχωρούν όλοι μαζί όταν τους παίρνει το
βανάκι, μετά από κάθε αναχώρηση πελάτη το σύστημα είναι άδειο, δηλαδή

𝑑0 = 1, και 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 ≥ 1.

Οπότε, τελικά (𝑑𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) ≠ (𝑎𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0) = (𝑝𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 0).

8.4 Ρυθμός συνωστισμού - Ευστάθεια

Τομέσο ποσό εργασίας που εισέρχεται προς διεκπεραίωση σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης ανά χρονική μονάδα
αναφέρεται ως ο ρυθμός συνωστισμού 𝜌 και ισούται με το γινόμενο του ρυθμού αφίξεων 𝜆 επί τον μέσο χρόνο
εξυπηρέτησης 𝑏:

𝜌 = 𝜆𝑏.

Το μέγιστο ποσό της εργασίας που μπορεί να διεκπεραιώσει το σύστημα ανά χρονική μονάδα είναι ίσο με
το πλήθος των υπηρετών 𝑐 αφού κάθε υπηρέτης μπορεί να διεκπεραιώσει μια μονάδα εργασίας ανά χρονική
μονάδα. Έτσι για να είναι το σύστημα ευσταθές και να να μην απειρίζεται η ουρά αναμένουμε διαισθητικά
ότι θα πρέπει το μέσο ποσό εργασίας που εισέρχεται ανά χρονική μονάδα να είναι μικρότερο από τη μέγιστη
δυνατότητα διεκπεραίωσης του συστήματος ανά χρονική μονάδα.

Θεώρημα 8.1 (Χαρακτηρισμός ευστάθειας) Στο G/G/𝑐 σύστημα με απεριοδική (π.χ. συνεχή ή μεικτή) κα-
τανομή για τους ενδιάμεσους χρόνους μεταξύ των αφίξεων και/ή τους χρόνους εξυπηρέτησης ισχύει ένα ακριβώς
από τα παρακάτω:
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1. 𝜌 < 𝑐 οπότε το σύστημα είναι ευσταθές, δηλαδή υπάρχουν οι κατανομές ισορροπίας (𝑝𝑗), (𝑎𝑗) και (𝑑𝑗) και
είναι 𝑝𝑗 > 0, 𝑗 ≥ 0, και ∑∞

𝑗=0 𝑝𝑗 = 1 (και όμοια για τις (𝑎𝑗) και (𝑑𝑗)).

2. 𝜌 ≥ 𝑐 οπότε το σύστημα είναι ασταθές, δηλαδή το πλήθος των πελατών απειρίζεται καθώς 𝑡 → ∞ και
𝑝𝑗 = 𝑎𝑗 = 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 ≥ 0.

Η απόδειξη του αποτελέσματος αυτού είναι ιδιαίτερα περίπλοκη. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί
να συμβουλευτεί το βιβλίο των Baccelli και Bremaud 1979 όπου αποδεικνύονται θεωρήματα ευστάθειας και
άλλα θεωρητικά αποτελέσματα κάτω από γενικές συνθήκες. Βέβαια, το σύγγραμμα αυτό είναι μεταπτυχιακού
χαρακτήρα και απαιτεί προχωρημένη γνώση της θεωρητικής θεμελίωσης της Θεωρίας Πιθανοτήτων.

Ένα σημείο του θεωρήματος που μοιάζει κάπως ασύμφωνο με τη διαίσθησή μας είναι το γεγονός ότι για𝜌 =
𝑐 το σύστημα είναι ασταθές. Αυτό συμβαίνει λόγω της τυχαιότητας που ενυπάρχει στο σύστημα. Δεδομένου
του ότι δεν είναι όλα τα στοιχεία του συστήματος ντετερμινιστικά, όταν ο υπηρέτης παραμένει ανενεργός
λόγω κάποιας τυχαίας μείωσης των αφίξεων για κάποιο διάστημα, χάνεται δυναμικότητα εξυπηρέτησης που
δεν μπορεί να αναπληρωθεί αργότερα αφού το 𝜌 είναι ακριβώς ίσο με 𝑐. Ένα ντετερμινιστικό σύστημα τύπου
D/D/𝑐 με 𝜌 = 𝑐 θα είναι ευσταθές. Π.χ. ένα D/D/1 με 𝜌 = 1 θα έχει πάντα σταθερό αριθμό πελατών (δείτε
το παράδειγμα 8.1).

Επίσης, αξίζει να διευκρινιστεί ότι η (τεχνική) υπόθεση του θεωρήματος που αφορά την απεριοδικότητα
των χρόνων δεν είναι περιοριστική, αφού ισχύει σε όλα τα συστήματα που εμφανίζονται στην πράξη λόγω
του ότι υποτίθενται συνεχείς κατανομές σε αυτά. Η υπόθεση αυτή, όμως, είναι αναγκαία για να έχουμε την
ερμηνεία των μακροπρόθεσμων ποσοστών του χρόνου ή των πελατών ως οριακές πιθανότητες, σύμφωνα με
αυτά που είπαμε για την αναγεννητικότητα των συστημάτων εξυπηρέτησης και τις εναλλακτικές ερμηνείες
των μέτρων απόδοσής τους.

8.5 Ιδιότητα μεμονωμένων μεταβάσεων και ιδιότητα PASTA

Όπως είπαμε οι κατανομές ισορροπίας (𝑝𝑗), (𝑎𝑗) και (𝑑𝑗) γενικά δεν συμπίπτουν. Υπάρχουν όμως δυο περιπτώ-
σεις στις οποίες κάποιες από αυτές συμπίπτουν.

Θεώρημα 8.2 (Ιδιότητα μεμονωμένων μεταβάσεων) Σε συστήματα εξυπηρέτησης στα οποία οι πελάτες έρχο-
νται και αναχωρούν μεμονωμένα, δηλαδή δεν υπάρχουν ομαδικές αφίξεις, ούτε ομαδικές αναχωρήσεις, οι κατανομές
ισορροπίας σε στιγμές αφίξεων και σε στιγμές αναχωρήσεων συμπίπτουν: (𝑎𝑗) = (𝑑𝑗).

Η ιδιότητα των μεμονωμένων μεταβάσεων μπορεί να αιτιολογηθεί ως εξής: Έστω 𝐴𝑗(𝑡) το πλήθος των
αφίξεων στο (0, 𝑡] που βρίσκουν 𝑗 πελάτες και 𝐴(𝑡) το συνολικό πλήθος αφίξεων στο (0, 𝑡]. Τότε, έχουμε 𝑎𝑗 =
lim𝑡→∞

𝐴𝑗(𝑡)
𝐴(𝑡) . Ομοίως, 𝑑𝑗 = lim𝑡→∞

𝐷𝑗(𝑡)
𝐷(𝑡) , όπου𝐷𝑗(𝑡) το πλήθος των αναχωρήσεων στο (0, 𝑡] που αφήνουν πίσω

τους 𝑗 πελάτες και𝐷(𝑡) το συνολικό πλήθος αναχωρήσεων στο (0, 𝑡]. Οι μακροπρόθεσμοι ρυθμοί αφίξεων και
αναχωρήσεων είναι lim𝑡→∞

𝐴(𝑡)
𝑡 και lim𝑡→∞

𝐷(𝑡)
𝑡 .

Έχουμε ότι

lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡)
𝑡 = lim

𝑡→∞

𝐷(𝑡)
𝑡 ,

αφού οι μακροπρόθεσμοι ρυθμοί αφίξεων και αναχωρήσεων θα είναι ίσοι υπό την υπόθεση της ευστάθειας (ο
ρυθμός των αφίξεων είναι προφανώς μεγαλύτερος ή ίσος του ρυθμού των αναχωρήσεων, αλλά δεν μπορεί να
είναι μεγαλύτερος αν το σύστημα είναι ευσταθές). Επίσης έχουμε ότι |𝐴𝑗(𝑡) − 𝐷𝑗(𝑡)| ≤ 1, αφού μεταξύ δυο
διαδοχικών αφίξεων που βρίσκουν 𝑗 πελάτες πρέπει να υπάρχει μια ακριβώς αναχώρηση που αφήνει 𝑗 πελάτες
στο σύστημα και μεταξύ δυο διαδοχικών αναχωρήσεων που αφήνουν 𝑗 πελάτες πρέπει να υπάρχει μια ακριβώς
άφιξη που βρίσκει 𝑗 πελάτες. Αυτό συμβαίνει διότι κάθε διάσχιση του ορίου των 𝑗 πελατών από τη διαδικασία
του αριθμού των πελατών {𝑄(𝑡)} από κάτω προς τα πάνω (δηλαδή από καταστάσεις μικρότερες ή ίσες του 𝑗 σε
καταστάσεις μεγαλύτερες του 𝑗) ακολουθείται από μια διάσχιση του ορίου από πάνω προς τα κάτω, πριν την
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επόμενη διάσχιση από κάτω προς τα πάνω. Με άλλα λόγια οι διασχίσεις του ορίου των 𝑗 πελατών συμβαίνουν
εναλλάξ από κάτω προς τα πάνω και από πάνω προς τα κάτω. Οπότε έχουμε ότι lim𝑡→∞

𝐴𝑗(𝑡)−𝐷𝑗(𝑡)
𝑡 = 0 και άρα

lim
𝑡→∞

𝐴𝑗(𝑡)
𝑡 = lim

𝑡→∞

𝐷𝑗(𝑡)
𝑡 .

Επομένως, είναι

𝑎𝑗 = lim
𝑡→∞

𝐴𝑗(𝑡)
𝐴(𝑡) = lim

𝑡→∞

𝐴𝑗(𝑡)/𝑡
𝐴(𝑡)/𝑡 = lim

𝑡→∞

𝐷𝑗(𝑡)/𝑡
𝐷(𝑡)/𝑡 = lim

𝑡→∞

𝐷𝑗(𝑡)
𝐷(𝑡) = 𝑑𝑗.

Θεώρημα 8.3 (Ιδιότητα PASTA (Poisson-Arrivals-See-Time-Averages)) Σε συστήματα εξυπηρέτησης
στα οποία οι πελάτες έρχονται σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson (δηλαδή οι ενδιάμεσοι χρόνοι μεταξύ των αφί-
ξεων είναι ανεξάρτητοι και ισόνομοι με εκθετική κατανομή), οι κατανομές ισορροπίας σε στιγμές αφίξεων και σε
συνεχή χρόνο συμπίπτουν: (𝑎𝑗) = (𝑝𝑗).

Η διαισθητική αιτιολόγηση της ιδιότητα PASTA είναι ότι η διαδικασία Poisson μοντελοποιεί την ιδέα
των εντελώς τυχαίων αφίξεων στον χρόνο και επομένως η παρατήρηση του αριθμού των πελατών κατά τη
στιγμή της άφιξη ενός πελάτη στο σύστημα ισοδυναμεί με την παρατήρηση του αριθμού των πελατών σε μια
τυχαία χρονική στιγμή (σε συνεχή χρόνο). Η αιτιολόγηση αυτή μπορεί να γίνει περισσότερο κατανοητή αν
σκεφθούμε ως εξής: Έστω 𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) το πλήθος των αφίξεων σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης στο διάστημα
(𝑡, 𝑡+ℎ]. Τότε, για το 𝑎𝑗, δηλαδή την οριακή πιθανότητα σε στιγμή άφιξης να παρατηρηθούν 𝑗 πελάτες, έχουμε

𝑎𝑗 = lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗|𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) > 0]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗, 𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) > 0]
Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) > 0]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗]Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) > 0|𝑄(𝑡) = 𝑗]
Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) > 0] .

Όμως το ενδεχόμενο {𝐴(𝑡, 𝑡+ℎ) > 0} είναι ανεξάρτητο του {𝑄(𝑡) = 𝑗} λόγω του ότι η διαδικασία αφίξεων είναι
Poisson, της οποίας η (μελλοντική) εξέλιξη μετά τη χρονική στιγμή 𝑡 δεν εξαρτάται από την κατάσταση του
συστήματος τη χρονική στιγμή 𝑡. Επομένως Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) > 0|𝑄(𝑡) = 𝑗] = Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) > 0] και άρα

𝑎𝑗 = lim
𝑡→∞

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗] = 𝑝𝑗.

Η αυστηρή απόδειξη της ιδιότητας PASTA έγινε από τον Wolff 1982. Φυσικά μπορούμε να συνδυάσουμε τα
δυο αποτελέσματα των μεμονωμένων μεταβάσεων και της PASTA.

Πόρισμα 8.1 (Ιδιότητα μεμονωμένων μεταβάσεων + PASTA) Σε συστήματα εξυπηρέτησης με μεμονωμένες
μεταβάσεις (αφίξεις, αναχωρήσεις) και Poisson διαδικασία αφίξεων όλες οι κατανομές ισορροπίας του πλήθους των
πελατών συμπίπτουν: (𝑝𝑗) = (𝑎𝑗) = (𝑑𝑗).

Σε κάποιες εφαρμογές είναι χρήσιμη και η παρακάτω γενίκευση της ιδιότητας PASTA.

Θεώρημα 8.4 (Γενικευμένη ιδιότητα PASTA) Έστω {𝑋(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} μια στοχαστική διαδικασία και {𝑁(𝑡) ∶ 𝑡 ≥
0} μια διαδικασία Poisson με χρόνους γεγονότων 𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 0. Αν ισχύει ότι για κάθε 𝑡 ≥ 0, η {𝑋(𝑢) ∶ 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑡} και
η {𝑁(𝑡 + 𝑢) −𝑁(𝑡) ∶ 𝑢 > 0} είναι ανεξάρτητες (υπόθεση έλλειψης προσδοκίας για την {𝑁(𝑡)} - lack of anticipation
assumption for {𝑁(𝑡)}), τότε οι κατανομές ισορροπίας της {𝑋(𝑡)} όταν αυτήπαρατηρείται σε συνεχή χρόνο ή αμέσως
πριν από στιγμές γεγονότων της {𝑁(𝑡)} συμπίπτουν, δηλαδή για κάθε ενδεχόμενο 𝐵 έχουμε

lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
1{𝑋(𝑢)∈𝐵}𝑑𝑢

𝑡 = lim
𝑛→∞

∑𝑛
𝑘=1 1{𝑋(𝑆−𝑛 )∈𝐵}

𝑛 , με πιθανότητα 1. (8.10)
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Διαισθητικά, η γενικευμένη ιδιότητα PASTA αναφέρεται στην παρατήρηση μιας στοχαστικής διαδικασίας
{𝑋(𝑡)} που καταγράφει την εξέλιξη της κατάστασης ενός συστήματος, κατά τις στιγμές των γεγονότων μιας
διαδικασίας Poisson {𝑁(𝑡)}. Η σχέση-αλληλεπίδραση της {𝑋(𝑡)} και της {𝑁(𝑡)} δεν εξειδικεύεται, αλλά απαι-
τείται το μέλλον της διαδικασίας των στιγμών παρατήρησης {𝑁(𝑡)} να είναι ανεξάρτητο από την παρελθούσα
ιστορία και την παρούσα κατάσταση της {𝑋(𝑡)}. Με άλλα λόγια για να ισχύει το αποτέλεσμα πρέπει οι στιγμές
των μελλοντικών παρατηρήσεων του συστήματος να γίνονται εντελώς τυχαία (αυτή την έννοια έχει το ότι
η {𝑁(𝑡)} είναι Poisson) και να μην καθοδηγούνται από τη μέχρι τώρα ιστορία του (αυτή την έννοια έχει η
υπόθεση έλλειψης προσδοκίας). Κάτω από αυτές τις υποθέσεις, έχουμε ότι αυτό που βλέπει ο παρατηρητής
που παρατηρεί το σύστημα σε συνεχή χρόνο ταυτίζεται με αυτό που βλέπει ο παρατηρητής που το παρατηρεί
αμέσως πριν από τις στιγμές της {𝑁(𝑡)}: Το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που η διαδικασία {𝑋(𝑡)} περ-
νάει σε ένα σύνολο 𝐵 ισούται με το μακροπρόθεσμο ποσοστό των στιγμών της {𝑁(𝑡)} που η {𝑋(𝑡)} βρίσκεται
σε καταστάσεις του 𝐵 αμέσως πριν. Το αποτέλεσμα επικεντρώνεται στην κατάσταση του συστήματος αμέσως
πριν τις στιγμές των παρατηρήσεων, ώστε να μην συμπεριλαμβάνονται στις καταστάσεις που παρατηρού-
νται οι επιδράσεις των παρατηρήσεων. Αυτό είναι σημαντικό διότι οι στιγμές παρατηρήσεων που παράγει η
διαδικασία {𝑁(𝑡)} συνδέονται στις περισσότερες εφαρμογές με αλλαγές στην κατάσταση της {𝑋(𝑡)} (π.χ. οι
στιγμές παρατήρησεων μπορεί να είναι οι αφίξεις σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης και η {𝑋(𝑡)} η διαδικασία που
καταγράφει τον αριθμό των πελατών).

Ησυνήθης ιδιότητα PASTAπροκύπτει από την γενικευμένη όταν η {𝑋(𝑡)} είναι η διαδικασία που καταγρά-
φει το πλήθος των πελατών σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης, η {𝑁(𝑡)} είναι η Poisson διαδικασία των αφίξεων
του συστήματος και ως σύνολα 𝐵 θεωρούνται τα μονοσύνολα {𝑗} που αντιστοιχούν στην παρουσία 𝑗 πελατών
στο σύστημα.

8.6 Νόμος του Little

Ο νόμος του Little είναι ένα πολύ γενικό αποτέλεσμα που συνδέει το μέσο πλήθος πελατών στο σύστημα,
𝐸[𝑄], τον ρυθμό αφίξεων 𝜆 και τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη 𝐸[𝑆] σε αυτό. Το αποτέλεσμα αποδεί-
χθηκε αρχικά στην εργασία Little 1961. Κατόπιν δημοσιεύτηκαν αρκετές εργασίες που το γενικεύουν και/ή
προσφέρουν εναλλακτικές αποδείξεις, π.χ. οι εργασίες S.Jr Stidham 1972 και S.Jr Stidham 1974. Το μόνο που
προϋποθέτει είναι η αναγεννητικότητα του αριθμού των πελατών στο σύστημα. Συγκεκριμένα, έχουμε

Θεώρημα 8.5 (Νόμος του Little) Έστω ένα σύστημα εξυπηρέτησης με αναγεννητική διαδικασία αριθμού πε-
λατών στο σύστημα {𝑄(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0}, με σημεία αναγέννησης τις στιγμές που φθάνουν πελάτες σε κενό σύστημα.
Έστω, επίσης, {𝐴(𝑡) ∶ 𝑡 ≥ 0} η διαδικασία των αφίξεων πελατών του συστήματος και {𝑆𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 1} η ακολουθία
των χρόνων παραμονής των πελατών. Θέτουμε

𝐸[𝑄] = lim
𝑡→∞

∫𝑡
0
𝑄(𝑢)𝑑𝑢
𝑡 , 𝜆 = lim

𝑡→∞

𝐴(𝑡)
𝑡 , 𝐸[𝑆] = lim

𝑛→∞

∑𝑛
𝑘=1 𝑆𝑘
𝑛 (8.11)

το μέσο πλήθος πελατών, τον ρυθμό αφίξεων και τον μέσο χρόνο παραμονής πελάτη στο σύστημα, αντίστοιχα.
Τότε:

𝐸[𝑄] = 𝜆𝐸[𝑆]. (8.12)

Διαισθητικά, το αποτέλεσμα του Little μπορεί να γίνει κατανοητό θεωρώντας ότι κάθε πελάτης πληρώνει
1 χρηματική μονάδα ανά χρονική μονάδα παραμονής του στο σύστημα. Τότε ο διαχειριστής του συστήμα-
τος λαμβάνει 𝐸[𝑄] χρηματικές μονάδες στη μονάδα του χρόνου, αν υποθέσουμε ότι η πληρωμή γίνεται κατά
τρόπο «συνεχή». Από την άλλη μεριά η μέση είσπραξη του διαχειριστή στη μονάδα του χρόνου θα πρέπει
να είναι η ίδια αν οι πελάτες πληρώνουν «προκαταβολικά», δηλαδή αν με την είσοδό τους στο σύστημα δί-
νουν όλο το ποσό για την παραμονή τους. Αλλά τότε θα έχουμε κατά μέσο όρο 𝜆 πελάτες ανά χρονική μονάδα
και ο καθένας θα πληρώνει 𝐸[𝑆] χρηματικές μονάδες, οπότε η συνολική είσπραξη του διαχειριστή θα είναι
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𝜆𝐸[𝑆] χρηματικές μονάδες στη μονάδα του χρόνου. Αφού τα δυο ποσά πρέπει να είναι ίσα (μακροπρόθεσμο
μέσο έσοδο με συνεχή είσπραξη = μακροπρόθεσμο μέσο έσοδο με προκαταβολική είσπραξη) έχουμε τη σχέση
𝐸[𝑄] = 𝜆𝐸[𝑆].

Για μια μαθηματική διατύπωση αυτής της ιδέας σκεφτόμαστε ως εξής: Λόγω της αναγεννητικότητας του
συστήματος, τα μέτρα απόδοσης που εμφανίζονται στον νόμο του Little είναι καλά ορισμένα και μπορούν να
υπολογιστούν αν περιοριστούμε στον πρώτο αναγεννητικό κύκλο𝑍, δηλ. ξεκινώντας από τη στιγμή που ένας
πελάτης φθάνει σε κενό σύστημαως την επόμενη στιγμή που ένας άλλος πελάτης θα αφιχθεί σε κενό σύστημα.
Έχουμε, δηλαδή, από το εργοδικό θεώρημα των αναγεννητικών διαδικασιών ότι:

𝐸[𝑄] =
𝐸 􏿯∫

𝑍
0
𝑄(𝑢)𝑑𝑢􏿲

𝐸[𝑍] , 𝜆 = 𝐸[𝐴(𝑍)]
𝐸[𝑍] , 𝐸[𝑆] =

𝐸 􏿯∑𝐴(𝑍)
𝑘=1 𝑆𝑘􏿲

𝐸[𝐴(𝑍)] . (8.13)

Έστω 𝐼𝑘(𝑢) η δείκτρια τυχαία μεταβλητή που αντιστοιχεί στον 𝑘-οστό πελάτη και παίρνει την τιμή 1 αν αυ-
τός είναι παρών στο σύστημα τη χρονική στιγμή 𝑢 και 0 διαφορετικά. Τότε είναι φανερό ότι για κάθε 𝑘 =
1, 2, … ,𝐴(𝑍), ο χρόνος παραμονής του 𝑘-οστού πελάτη γράφεται ως

𝑆𝑘 = 􏾙
𝑍

0
𝐼𝑘(𝑢)𝑑𝑢.

Επίσης, για κάθε 𝑢 ∈ (0, 𝑍], έχουμε

𝑄(𝑢) =
𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

𝐼𝑘(𝑢).

Αλλά τότε έχουμε:

􏾙
𝑍

0
𝑄(𝑢)𝑑𝑢 = 􏾙

𝑍

0

𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

𝐼𝑘(𝑢)𝑑𝑢 =
𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

􏾙
𝑍

0
𝐼𝑘(𝑢)𝑑𝑢 =

𝐴(𝑍)
􏾜
𝑘=1

𝑆𝑘. (8.14)

Ουσιαστικάησχέσηαυτήγίνεταιφανερή, ανσκεφτεί κανείς ότι κάθε χρονικήμονάδαπαραμονήςκάθεπελάτη
που αφίχθη στο διάστημα (0, 𝑍] συνεισφέρει μια μονάδα στο αριστερό μέλος, επομένως το ολοκλήρωμα του
αριστερού μέλους ισούται με το συνολικό χρόνο παραμονής όλων των πελατών που αφίχθηκαν στο διάστημα
(0, 𝑍], που είναι ακριβώς το δεξιό μέλος. Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουμε:

𝐸[𝑄] =
𝐸 􏿯∫

𝑍
0
𝑄(𝑢)𝑑𝑢􏿲

𝐸[𝑍] = 𝐸[𝐴(𝑍)]
𝐸[𝑍] ⋅

𝐸 􏿯∫
𝑍
0
𝑄(𝑢)𝑑𝑢􏿲

𝐸[𝐴(𝑍)]

= 𝐸[𝐴(𝑍)]
𝐸[𝑍] ⋅

𝐸 􏿯∑𝐴(𝑍)
𝑘=1 𝑆𝑘􏿲

𝐸[𝐴(𝑍)] = 𝜆𝐸[𝑆].

Το αποτέλεσμα του Little μπορεί να εφαρμοστεί και σε υποσυστήματα ενός συστήματος, δίνοντας ενδιαφέ-
ροντα αποτελέσματα. Στην περίπτωση αυτή το 𝐸[𝑄] θα αναφέρεται στο μέσο πλήθος πελατών στο συγκεκρι-
μένο υποσύστημα, το 𝜆 στο ρυθμό άφιξης στο συγκεκριμένο υποσύστημα και το 𝐸[𝑆] στον χρόνο παραμονής
ενός πελάτη στο συγκεκριμένο υποσύστημα.

Θεωρώντας ως υποσύστημα τον χώρο αναμονής ενός συστήματος (δηλαδή την ουρά) παίρνουμε τη σχέση

𝐸[𝑄𝑞] = 𝜆𝐸[𝑊], (8.15)

δηλαδή ο μέσος αριθμός πελατών στην ουρά ισούται με τον ρυθμό αφίξεων επί τον μέσο χρόνο αναμονής ενός
πελάτη μέχρι να αρχίσει η εξυπηρέτησή του.

Ο νόμος του Little εφαρμοζόμενος στον χώρο εξυπηρέτησης δίνει τη σχέση

𝐸[𝑄𝑠] = 𝜆𝐸[𝐵] = 𝜆𝑏 = 𝜌, (8.16)
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δηλαδή ο μέσος αριθμός πελατών στον χώρο εξυπηρέτησης που προφανώς ταυτίζεται με τον μέσο αριθμό απα-
σχολημένων υπηρετών ισούται με τον ρυθμόσυνωστισμού του συστήματος.Έτσι έχουμε μια δεύτερη ερμηνεία
του ρυθμού συνωστισμού. Όχι μόνο είναι το μέσο ποσό εργασίας που εισέρχεται στο σύστημα ανά χρονική
μονάδα αλλά επιπλέον εκφράζει και τον μέσο αριθμό απασχολημένων υπηρετών μια τυχούσα χρονική στιγμή
(σε κατάσταση ισορροπίας). Επειδή ο μέσος αριθμός απασχολημένων υπηρετών ισούται με το πλήθος 𝑐 των
υπηρετών επί την πιθανότητα ένας υπηρέτης να είναι απασχολημένος συμπεραίνουμε ότι η οριακή πιθανό-
τητα απασχολημένου υπηρέτη ή, ισοδύναμα, το ποσοστό του χρόνου απασχόλησης ενός υπηρέτη είναι 𝜌𝑐 .

Επίσης, ειδικά για την G/G/1 ουρά έχουμε

𝜌 = 𝐸[𝑄𝑠] = 0Pr[𝑄𝑠 = 0] + 1Pr[𝑄𝑠 = 1] = Pr[𝑄𝑠 = 1] = Pr[𝑄 ≥ 1] = 1 − 𝑝0,

επομένως στην περίπτωση αυτή έχουμε ότι η οριακή πιθανότητα κενού συστήματος είναι

𝑝0 = 1 − 𝜌. (8.17)

Συνοψίζοντας, θεωρώντας ως υποσύστημα τον χώρο εξυπηρέτησης ενός συστήματος, έχουμε το ακόλουθο
αποτέλεσμα.

Πόρισμα 8.2 (Ερμηνείες του ρυθμού συνωστισμού) Σε ένα ευσταθέςG/G/𝑐 σύστημαορυθμός συνωστισμού
ισούται με τον μέσο αριθμό απασχολημένων υπηρετών. Το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που ένας υπηρέτης
είναι απασχολημένος είναι ίσο με 𝜌

𝑐 .
Σε ένα ευσταθές G/G/1 σύστημα ο ρυθός συνωστισμού ταυτίζεται επιπλέον με την πιθανότητα κατειλημένου

υπηρέτη (δηλ. μη-κενού συστήματος).

8.7 Ασκήσεις

Άσκηση 8.1 Πελάτες φθάνουν σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης, σύμφωνα με διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆. Οι
χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών είναι Erlang(3, 𝜇) (αποτελούμενοι από 3 εκθετικές φάσεις, κάθε μία εκθετικής
διάρκειας 𝜇) και γνωστοποιούνται στο σύστημα μόλις φθάνουν οι πελάτες. Στο σύστημα υπάρχουν 4 υπηρέτες.
Ο χώρος αναμονής του συστήματος είναι κοινός για όλους τους υπηρέτες και έχει 6 θέσεις, πλέον των θέσεων εξυ-
πηρέτησης (μία μπροστά από κάθε υπηρέτη). Κάθε φορά που ένας αφικνούμενος πελάτης βρίσκει τουλάχιστον
έναν ελεύθερο υπηρέτη, διαλέγει έναν στην τύχη και αρχίζει να εξυπηρετείται. Αν ένας αφικνούμενος πελάτης βρει
όλους τους υπηρέτες απασχολημένους τότε παραμένει σε μια από τις 6 θέσεις στον χώρο αναμονής του συστήμα-
τος. Αν είναι, όμως, κατειλημμένες, τότε αναχωρεί άμεσα από το σύστημα. Κάθε φορά που αναχωρεί πελάτης και
υπάρχουν πελάτες στον χώρο αναμονής, ο υπηρέτης που ελευθερώθηκε επιλέγει για εξυπηρέτηση τον πελάτη που
έχει δηλώσει τον μικρότερο χρόνο εξυπηρέτησης.

1. Πώς αναφέρεται το συγκεκριμένο σύστημα με βάση την ονοματολογία του Kendall;

2. Ποιος είναι ο μέσος ενδιάμεσος χρόνος αφίξεων και ποιος ο μέσος χρόνος εξυπηρέτησης στο συγκεκριμένο
σύστημα;

Άσκηση 8.2 Περιγράψτε τα βασικά στοιχεία (διαδικασία αφίξεων, χρόνους εξυπηρέτησης, αριθμό υπηρετών, χω-
ρητικότητα και πειθαρχία ουράς) για τα συστήματα GI/M/2/5 και M/D/1(LCFS)

Άσκηση 8.3 Ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη λειτουργεί με κύκλους λειτουργίας ως εξής: Στην αρχή
κάθε κύκλου λειτουργίας φθάνει μια παρτίδα με προϊόντα προς επεξεργασία. Τα μεγέθη των διαδοχικά αφικνού-
μενων παρτίδων είναι ανεξάρτητες και ισόνομες θετικές ακέραιες τυχαίες μεταβλητές με συνάρτηση πιθανότητας
(𝑔𝑗 ∶ 𝑗 ≥ 1). Αμέσως μετά την άφιξη μιας παρτίδας, ο υπηρέτης αρχίζει την επεξεργασία των προϊόντων, ένα-
ένα. Ο μέσος χρόνος για την επεξεργασία ενός προϊόντος είναι 𝑎 χρονικές μονάδες. Μόλις τελειώσει η επεξεργασία
ενός προϊόντος αυτό αναχωρεί από το σύστημα. Όταν τελειώσει η επεξεργασία όλων των προϊόντων μιας παρτίδας
ο υπηρέτης αργεί για 𝑏 χρονικές μονάδες. Κατόπιν αρχίζει ένας νέος κύκλος λειτουργίας με την άφιξη μιας νέας
παρτίδας προϊόντων κ.ο.κ.
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1. Να βρεθεί το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου, 𝑝0, που ο υπηρέτης δεν παρέχει εξυπηρέτηση.

2. Να βρεθεί το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου, 𝑝𝑗, που υπάρχουν 𝑗 προϊόντα στο σύστημα, για 𝑗 ≥ 1.

3. Να βρεθεί το μακροπρόθεσμο ποσοστό προϊόντων, 𝑑𝑗, που με την αναχώρησή τους αφήνουν 𝑗 προϊόντα στο
σύστημα, για 𝑗 ≥ 0.

Άσκηση 8.4 Μια G/M/1 ουρά έχει εκθετική κατανομή χρόνων εξυπηρέτησης με παράμετρο 𝜇 και κατανομή
ισορροπίας σε στιγμές αφίξεων πελατών που δίνεται από τον τύπο 𝑎𝑗 = (1 − 𝛼)𝛼𝑗, για 𝑗 ≥ 0, όπου 𝛼 γνωστή
παράμετρος.

1. Να βρεθεί ο μέσος αριθμός πελατών που βρίσκει ένας αφικνούμενος πελάτης στο σύστημα.

2. Να βρεθεί ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη που βρίσκει 𝑗 πελάτες στο σύστημα, κατά την άφιξή του.

3. Να βρεθεί ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα.

Άσκηση 8.5 Έστω ένα σύστημα εξυπηρέτησης με μεμονωμένες μεταβάσεις (αφίξεις και αναχωρήσεις) και έστω
𝑄−
𝑛 ,𝑄+

𝑛 οι αριθμοί των πελατών πριν την 𝑛-οστή άφιξη και μετά την 𝑛-οστή αναχώρηση, αντίστοιχα. Υποθέτουμε
ότι το σύστημα είναι αρχικά κενό.

1. Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑛 ≥ 1 και 𝑘 ≥ 0 ισχύει ότι𝑄+
𝑛 ≤ 𝑘 αν και μόνο αν𝑄−

𝑛+𝑘+1 ≤ 𝑘.

2. Να αποδείξετε την ιδιότητα των μεμονωμένων μεταβάσεων, δηλαδή το θεώρημα 8.2.

Άσκηση 8.6 Με χρήση του νόμου του Little και της ιδιότητας PASTA, να βρείτε τα μακροπρόθεσμα ποσοστά του
χρόνου κενού και απασχολημένου υπηρέτη, δηλαδή τις πιθανότητες 𝑝0 και 𝑝1, σε μια M/G/1/1 ουρά με ρυθμό
αφίξεων 𝜆 και μέσο χρόνο εξυπηρέτησης 𝑏.

Άσκηση 8.7 Βρείτε τον οριακό μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα, 𝐸[𝑄], στην G/G/∞ ουρά με μέσο ενδιάμεσο
χρόνο αφίξεων 𝑎 και μέσο χρόνο εξυπηρέτησης 𝑏.

Άσκηση 8.8 Θεωρήστε μια M/M/𝑐 ουρά με ρυθμό αφίξεων 5 πελάτες την ώρα και μέσο χρόνο εξυπηρέτησης
ανά πελάτη 78 λεπτά.

1. Ποιος είναι ο ελάχιστος αριθμός υπηρετών 𝑐 που χρειάζεται για να είναι το σύστημα ευσταθές (δηλαδή να
μην απειρίζεται η ουρά);

2. Ποιος είναι ο ελάχιστος αριθμός υπηρετών που χρειάζεται αν η εργατική νομοθεσία επιβάλλει κάθε υπηρέ-
της να είναι απασχολημένος το πολύ το 80% του χρόνου του;

Άσκηση 8.9 Σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης η διαδικασία αφίξεων είναι Poisson με ρυθμό 𝜆 = 10 πελάτες το
λεπτό και το σύστημα έχει πεπερασμένη χωρητικότητα 𝑘 = 9. Αν γνωρίζουμε ότι το μακροπρόθεσμο ποσοστό του
χρόνου που στο σύστημα βρίσκονται 𝑘 = 9 πελάτες είναι 𝑝𝑘 = 𝑝9 = 0.8 και ο μέσος αριθμός πελατών στο σύστημα
είναι𝐸[𝑄] = 40, να βρεθεί ο μέσος χρόνος παραμονής ενός αφιχθέντος και ενός εισερχόμενου πελάτη στο σύστημα.
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8.8 Σχόλια

Η αναγεννητικότητα των υποκείμενων στοχαστικών διαδικασιών είναι μια βασική υπόθεση που διατρέχει
το σύνολο σχεδόν της Θεωρίας Ουρών. Τα εισαγωγικά βιβλία Wolff 1989, Φακίνος 2003, Tijms 2008 και
Kulkarni 2010 δίνουν έμφαση σε αυτή την οπτική. Επίσης, η οπτική αυτή συνδέεται με τη μελέτη των συ-
στημάτων εξυπηρέτησης εστιάζοντας σε μια πραγματοποίηση τους (sample-path analysis). Το βασικό σύγ-
γραμμα που αναπτύσσει αυτή τη θεώρηση είναι το El-Taha και S.Jr. Stidham 1998.

Άλλα συγγράμματα ακολουθούν μια πιο αναλυτική προσέγγιση. Εκεί η έμφαση δίνεται στη μοντελοποίηση
των συστημάτων εξυπηρέτησης μέσω κάποιων στοχαστικών διαδικασιών με ανεπτυγμένη θεωρία (π.χ. ως
Μαρκοβιανές διαδικασίες συνεχούς χρόνου) και κατόπιν χρησιμοποιούνται κυρίως αναλυτικές τεχνικές. Ο
ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να δεί π.χ. τα Kleinrock 1975, Kleinrock 1976 και Cohen 1969.

Οι δυο θεωρήσεις, η κλασική-αναλυτική και η σύγχρονη-πιθανοθεωρητική με έμφαση στην αναγεννητι-
κότητα, είναι συμπληρωματικές και είναι σημαντικό ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης να έρθει σε επαφή και με
τις δύο.

Κάποια εισαγωγικά συγγράμματα στη Θεωρία Ουρών Αναμονής που κινούνται σε μαθηματικό επίπεδο
παρόμοιο με του παρόντος βιβλίου είναι τα Shortle, Thompson, Gross και Harris 2018, Haviv 2013 και
Harchol-Balter 2013, καθώς και το κλασικό σύγγραμμα τουAsmussen1987που κινείται σε πιο προχωρημένο
επίπεδο.

Τα βασικά αποτελέσματα παρουσιάζονται σχεδόν σε όλα τα εισαγωγικά βιβλία της Θεωρίας Ουρών Ανα-
μονής. Τα εισαγωγικά βιβλία Wolff 1989, Φακίνος 2003, Tijms 2008 και Kulkarni 2010 παρουσιάζουν τα
αποτελέσματα αυτά με αρκετή λεπτομέρεια. Για μια πολύ συνοπτική παρουσίαση μπορεί κανείς να ανατρέξει
στο Adan και Resing 2001.

Αποτελέσματα σχετικά με την ευστάθεια συστημάτων εξυπηρέτησης και τη σχέση των κατανομών ισορ-
ροπίας (𝑝𝑗), (𝑎𝑗) και (𝑑𝑗) μπορεί να βρει κανείς στο βιβλίο των Baccelli και Bremaud 1979, το οποίο όμως
είναι πολύ προχωρημένου επιπέδου. Στη σχέση των κατανομών ισορροπίας σε συνεχή χρόνο και σε στιγμές
γεγονότων αναφέρεται και το βιβλίο Sigman 1995 που είναι επίσης αρκετά θεωρητικό.

Η ιδιότητα PASTA αποδείχθηκε αυστηρά στη θεμελιώδη εργασία τουWolff 1982. Στο βιβλίοWolff 1989
η ιδιότητα παρουσιάζεται με λεπτομέρεια.

Ο νόμος του Little αποδείχθηκε στη θεμελιώδη εργασία Little 1961. Διάφορες εναλλακτικές αποδείξεις και
γενικεύσεις του παρουσιάζονται στις εργασίες S.Jr Stidham 1972, S.Jr Stidham 1974, καθώς και στο βιβλίο
του Wolff 1989.

Ο νόμος του Little συνδυαζόμενος με την ιδιότητα PASTA δίνει μια ιδιαίτερα επιτυχημένη μέθοδο υπο-
λογισμού του μέσου αριθμού πελατών και του μέσου χρόνου παραμονής ενός πελάτη σε πολλά συστήματα
εξυπηρέτησης. Η μέθοδος αυτή αναφέρεται ως ανάλυση μέσης τιμής (Mean Value Analysis - MVA) και πα-
ρουσιάζεται στο επόμενο κεφάλαιο.
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ΑΠΟΤΙΜΗΣΗ ΑΠΟΔΟΣΗΣ ΟΥΡΩΝ ΑΝΑΜΟΝΗΣ

9.1 Ανάλυση μέσης τιμής

Η ιδιότητα PASTA σε συνδυασμό με τον νόμο του Little μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να υπολογίσουμε
με πιθανοθεωρητικούς συλλογισμούς και ελάχιστους υπολογισμούς τον μέσο αριθμό πελατών σε ένα σύστημα
εξυπηρέτησης, 𝐸[𝑄], και τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη σε αυτό, 𝐸[𝑆], για αρκετά συστήματα, χω-
ρίς να χρειαστεί να υπολογίσουμε τις αντίστοιχες κατανομές. Η ανάλυση αυτή αναφέρεται συχνά ως ανάλυση
μέσης τιμής (mean value analysis -MVA) και είναι ένα απλό και κομψό εργαλείο μελέτης συστημάτων εξυπη-
ρέτησης. Στην παρούσα ενότητα θα την παρουσιάσουμε αναλύοντας μια σειρά από συγκεκριμένα συστήματα
με τη μέθοδο αυτή.

Η γενική ιδέα της ανάλυσης μέσης τιμής, είναι ότι για τον προσδιορισμό των δύο άγνωστων ποσοτήτων
𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑆] χρειάζονται δυο εξισώσεις. Η μία είναι ο νόμος του Little και η δεύτερη προκύπτει υπολογίζο-
ντας τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη, 𝐸[𝑆], δεσμεύοντας στο πλήθος των πελατών που βρίσκει κατά
την άφιξή του, δηλαδή δεσμεύοντας στην𝑄− που έχει την κατανομή (𝑎𝑗), για την οποία μιλήσαμε στην παρά-
γραφο8.3. Επομένως, η δεύτερησχέση εκφράζει το𝐸[𝑆]συναρτήσει της𝐸[𝑄−]. Στηνπερίπτωσησυστημάτων
με Poisson διαδικασία αφίξεων, η κατανομή του πλήθους των πελατών σε στιγμές αφίξεων συμπίπτει με την
κατανομή του πλήθους των πελατών σε συνεχή χρόνο, δηλαδή οι𝑄− και𝑄 είναι ισόνομες (ιδιότητα PASTA),
οπότε η δεύτερη σχέση εκφράζει τελικά το 𝐸[𝑆] συναρτήσει του 𝐸[𝑄].

9.1.1 Ανάλυση μέσης τιμής στις M/M/1/1 και M/G/1/1 ουρές

Θεωρούμε μιαM/M/1/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και Exp(𝜇) κατανομή χρόνων εξυπηρέτησης. Επιθυμούμε
να υπολογίσουμε τις 𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑆].

Από τον νόμο του Little έχουμε

𝐸[𝑄] = 𝜆𝐸[𝑆]. (9.1)

Για τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη, δεσμεύοντας στον αριθμό των πελατών𝑄− που βλέπει ένας πε-
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λάτης κατά την άφιξή του, έχουμε

𝐸[𝑆] = Pr[𝑄− = 0]𝐸[𝑆|𝑄− = 0] + Pr[𝑄− = 1]𝐸[𝑆|𝑄− = 1]

= 𝑎0 ⋅
1
𝜇 + 𝑎1 ⋅ 0 =

𝑎0
𝜇 = 𝑝0

𝜇 , (9.2)

όπου η τελευταία ισότητα ισχύει λόγω της PASTA. Συνδυάζοντας τις σχέσεις (9.1)–(9.2) και λαμβάνοντας
υπόψη ότι 𝐸[𝑄] = 𝑝1 έχουμε

𝑝1 = 𝜆𝑝0𝜇 = 𝜌𝑝0, (9.3)

όπου 𝜌 = 𝜆
𝜇 είναι ο ρυθμός συνωστισμού. Επίσης, το σύστημα είναι ευσταθές, αφού έχει πεπερασμένη χωρη-

τικότητα και άρα
𝑝0 + 𝑝1 = 1. (9.4)

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων (9.3)–(9.4) παίρνουμε

𝑝0 =
1

1 + 𝜌, 𝑝1 =
𝜌

1 + 𝜌, (9.5)

οπότε
𝐸[𝑄] = 𝜌

1 + 𝜌, 𝐸[𝑆] =
1

𝜇(1 + 𝜌) .

Η ανάλυση παραμένει έγκυρη και στην περίπτωση της M/G/1/1 ουράς, με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και γενικά κατα-
νεμημένους χρόνους εξυπηρέτησης με μέσο χρόνο εξυπηρέτησης 𝑏. Πράγματι, η (9.1) εξακολουθεί να ισχύει,
ενώ η (9.2) γίνεται𝐸[𝑆] = 𝑝0𝑏. Επομένως, η (9.3) γίνεται 𝑝1 = 𝜆𝑝0𝑏 = 𝜌𝑏, και η (9.5) ισχύει. Επίσης, έχουμε

𝐸[𝑄] = 𝜌
1 + 𝜌, 𝐸[𝑆] =

𝑏
1 + 𝜌.

9.1.2 Ανάλυση μέσης τιμής στις M/M/1 και M/G/1 ουρές

Θεωρούμε μια M/M/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και Exp(𝜇) κατανομή χρόνων εξυπηρέτησης. Επιθυμούμε
να υπολογίσουμε τις 𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑆].

Από τον νόμο του Little έχουμε
𝐸[𝑄] = 𝜆𝐸[𝑆]. (9.6)

Για τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη, δεσμεύοντας στον αριθμό των πελατών𝑄− που βλέπει ο πελάτης
κατά την άφιξή του, έχουμε

𝐸[𝑆] = 𝐸[𝐸[𝑆|𝑄−]] = 𝐸[
𝑄−+1
􏾜
𝑖=1

𝐵𝑖],

όπου 𝐵1 είναι ο υπολειπόμενος χρόνος εξυπηρέτησης του πελάτη που εξυπηρετείται (αν εξυπηρετείται κά-
ποιος), 𝐵2, 𝐵3, … , 𝐵𝑄− οι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών στον χώρο αναμονής (αν υπάρχουν) και 𝐵𝑄−+1
ο χρόνος εξυπηρέτησης του αφικνούμενου πελάτη. Ο χρόνος 𝐵1 έχει και αυτός την Exp(𝜇) κατανομή, λόγω
της αμνήμονης ιδιότητας της εκθετικής κατανομής. Έχουμε, λοιπόν, ότι όλες οι τυχαίες μεταβλητές 𝐵𝑖, 𝑖 =
1, 2, … ,𝑄− + 1 είναι ανεξάρτητες και ισόνομες και επιπλέον η 𝑄− + 1 είναι ανεξάρτητη των 𝐵𝑖 (διότι οι χρό-
νοι εξυπηρέτησης 𝐵𝑖 δεν έχουν παίξει κάποιο ρόλο στον καθορισμό της 𝑄− που εξαρτάται από παρελθόντες
χρόνους εξυπηρέτησης μόνο). Επομένως, έχουμε

𝐸[𝑆] = 𝐸[𝑄− + 1]𝐸[𝐵1] =
𝐸[𝑄−] + 1

𝜇 = 𝐸[𝑄] + 1
𝜇 , (9.7)

όπου η τελευταία ισότητα ισχύει λόγω της ιδιότητας PASTA.
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Λύνοντας το σύστημα των (9.6) και (9.7) για τις 𝐸[𝑆] και 𝐸[𝑄] προκύπτει ότι

𝐸[𝑄] = 𝜌
1 − 𝜌, 𝐸[𝑆] =

1
𝜇(1 − 𝜌) , (9.8)

όπου 𝜌 = 𝜆
𝜇 είναι ο ρυθμός συνωστισμού.

Ας θεωρήσουμε τώρα την περίπτωση τηςM/G/1 ουράς με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και γενική κατανομή χρόνων
εξυπηρέτησης 𝐹𝐵(𝑥). Θα συμβολίζουμε έναν γενικό χρόνο εξυπηρέτησης με 𝐵. Έστω 𝑏 = 𝐸[𝐵], 𝑏2 = 𝐸[𝐵2],
𝜎2𝐵 = 𝑉𝑎𝑟[𝐵] και 𝜌 = 𝜆𝑏 ο ρυθμός συνωστισμού. H (9.6) εξακολουθεί να ισχύει, αλλά η αντίστοιχη της (9.7),
𝐸[𝑆] = (𝐸[𝑄] + 1)𝑏, όχι. Ο λόγος είναι ότι ένας πελάτης που βρίσκει κατά την άφιξή του 𝑗 πελάτες στο σύ-
στημα θα παραμείνει σε αυτό για 𝑗 ολόκληρους χρόνους εξυπηρέτησης (για τον δικό του και για τους χρόνους
εξυπηρέτησης των πελατών που βρίσκονται ήδη στο σύστημα στο χώρο αναμονής) συν τον υπολειπόμενο
χρόνο εξυπηρέτησης του πελάτη που ήδη εξυπηρετείται. Οπότε, δεδομένου ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης δεν
είναι εκθετικοί, αυτός ο υπολειπόμενος χρόνος εξυπηρέτησης δεν έχει την ίδια κατανομή με έναν ολόκληρο
χρόνο εξυπηρέτησης. Έτσι, για να ξεπεράσουμε αυτό το πρόβλημα και να βρούμε κάποια αντίστοιχη της σχέ-
σης (9.7), δεσμεύουμε καταρχήν στο κατά πόσο ο αριθμός των πελατών,𝑄− που βρίσκει ένας αφικνούμενος
πελάτης είναι θετικός ή όχι. Έτσι ξεκινώντας και πάλι από τη σχέση

𝑆 =
𝑄−+1
􏾜
𝑖=1

𝐵𝑖,

παίρνουμε

𝐸[𝑆] = Pr[𝑄− = 0]𝐸 [𝐵1|𝑄− = 0]

+Pr[𝑄− > 0]

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝐸 [𝐵1|𝑄

− > 0] + 𝐸

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑄−+1
􏾜
𝑖=2

𝐵𝑖|𝑄− > 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (9.9)

Εδώ, χρησιμοποιώντας τον τύπο (8.17) για την πιθανότητα κενού συστήματος της G/G/1 ουράς και την
ιδιότητα PASTA (βλέπε θεώρημα 8.3) έχουμε Pr[𝑄− = 0] = 𝑎0 = 𝑝0 = 1 − 𝜌 και Pr[𝑄− > 0] = 1 − 𝑎0 =
1− 𝑝0 = 𝜌. Επίσης, 𝐸 [𝐵1|𝑄− = 0] = 𝑏, διότι στην περίπτωση που ο επιλεγμένος πελάτης βρίσκει το σύστημα
κενό, ο 𝐵1 είναι ο δικός του χρόνος εξυπηρέτησης και όχι ένας υπολειπόμενος χρόνος εξυπηρέτησης και άρα η
μέση τιμή του είναι 𝑏. Επίσης, 𝐸[𝐵𝑖|𝑄− > 0] = 𝐸[𝐵𝑖] = 𝑏, για 𝑖 = 2, 3, …, καθώς οι 𝐵2, 𝐵3, … είναι ανεξάρτητοι
από την𝑄−. Επομένως, η (9.9) γίνεται

𝐸[𝑆] = (1 − 𝜌)𝑏 + 𝜌 (𝐸 [𝐵1|𝑄− > 0] + 𝐸[𝑄−|𝑄− > 0]𝑏)
= (1 − 𝜌)𝑏 + 𝜌𝐸 [𝐵1|𝑄− > 0] + Pr[𝑄− > 0]𝐸[𝑄−|𝑄− > 0]𝑏. (9.10)

Μένει να βρούμε την 𝐸 [𝐵1|𝑄− > 0]. Η πληροφορία𝑄− > 0 μας λέει ότι ο επιλεγμένος πελάτης φθάνει κατά
τη διάρκεια μιας περιόδου συνεχούς λειτουργίας του συστήματος. Αν παρατηρούμε το σύστημα μόνο κατά
τη διάρκεια των περιόδων συνεχούς λειτουργίας του συστήματος, τότε οι στιγμές που ολοκληρώνονται οι
εξυπηρετήσεις είναι οι χρόνοι γεγονότων μιας ανανεωτικής διαδικασίας με ενδιάμεσους χρόνους τους χρό-
νους εξυπηρέτησης του συστήματος. Αυτό συμβαίνει επειδή ο υπηρέτης εξυπηρετεί συνεχώς αν κοιτάζουμε
το σύστημα μόνο κατά τη διάρκεια των περιόδων συνεχούς λειτουργίας. Επομένως, ο υπολειπόμενος χρό-
νος εξυπηρέτησης αν κοιτάξουμε το σύστημα σε μια τυχαία χρονική στιγμή έχει την ίδια κατανομή με την
οριακή κατανομή του υπολειπόμενου χρόνου ανανέωσης, 𝑅𝐵, αυτής της ανανεωτικής διαδικασίας (όπου το 𝐵
εισάγεται ως δείκτης για να θυμίζει τους ενδιάμεσους χρόνους της ανανεωτικής διαδικασίας στην οποία ανα-
φερόμαστε). Αυτή είναι η κατανομή ισορροπίας της ανανεωτικής διαδικασίας που δίνεται στην περίπτωσή
μας από τον τύπο

𝐹𝑅𝐵(𝑥) =
∫𝑥
0
(1 − 𝐹𝐵(𝑡))𝑑𝑡

𝑏 , (9.11)
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εφαρμόζοντας τη σχέση (2.5). Η μέση τιμή είναι η

𝐸[𝑅𝐵] =
𝑏2
2𝑏 =

𝑏2 + 𝜎2𝐵
2𝑏 (9.12)

(εφαρμόζοντας τη σχέση (2.2) ή την (1.3)). Επειδή οι αφίξεις κατά τη διάρκεια των περιόδων συνεχούς απα-
σχόλησης γίνονται σύμφωνα με διαδικασία Poisson, από τη γενικευμένη ιδιότητα PASTA (θεώρημα 8.4), η
κατανομή του υπολειπόμενου χρόνου εξυπηρέτησης αν κοιτάξουμε το σύστημα σε μια τυχαία στιγμή άφιξης
ταυτίζεται με την κατανομή σε τυχαία χρονική στιγμή. Έτσι έχουμε ότι

𝐸 [𝐵1|𝑄− > 0] = 𝐸[𝑅𝐵] =
𝑏2 + 𝜎2𝐵
2𝑏 . (9.13)

Επομένως, αντικαθιστώντας την (9.13) στην (9.10) έχουμε

𝐸[𝑆] = (1 − 𝜌)𝑏 + 𝜌𝐸[𝑅𝐵] + Pr[𝑄− > 0]𝐸[𝑄−|𝑄− > 0]𝑏. (9.14)

Όμως, Pr[𝑄− > 0]𝐸[𝑄−|𝑄− > 0] = 𝐸[𝑄−1{𝑄−>0}] = 𝐸[𝑄−] = 𝐸[𝑄], οπότε πολλαπλασιάζοντας με 𝜆 τη σχέση
(9.14), και χρησιμοποιώντας τον νόμο του Little έχουμε

𝐸[𝑄] = (1 − 𝜌)𝜌 + 𝜆𝜌𝐸[𝑅𝐵] + 𝜌𝐸[𝑄].

Λύνοντας ως προς 𝐸[𝑄], παίρνουμε τον μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα

𝐸[𝑄] = 𝜌 + 𝜌
1 − 𝜌𝜆𝐸[𝑅𝐵],

και διαιρώντας με 𝜆 παίρνουμε και τον μέσο χρόνο παραμονής πελάτη στο σύστημα

𝐸[𝑆] = 𝑏 + 𝜌
1 − 𝜌𝐸[𝑅𝐵].

Ένας εύκολος τρόπος να θυμάται κανείς αυτά τα αποτελέσματα, είναι να θυμάται ότι ο μέσος χρόνος αναμο-
νής στηνM/G/1 ουρά ισούται με το μέσο αριθμό πελατών στηνM/M/1 ουρά επί τη μέση τιμή της κατανομής
ισορροπίας των χρόνων εξυπηρέτησης:

𝐸[𝑊] = 𝜌
1 − 𝜌𝐸[𝑅𝐵].

9.1.3 Ανάλυση μέσης τιμής στις M/M/1 και M/G/1 ουρές με την 𝐾-πολιτική ενεργοποίησης

Θεωρούμε μιαM/M/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και Exp(𝜇) κατανομή χρόνων εξυπηρέτησης, όπου μόλις το
σύστημα αδειάσει ο υπηρέτης παύει να παρέχει εξυπηρέτηση και αρχίζει και πάλι να εξυπηρετεί, μόλις μαζευ-
τούν𝐾 πελάτες με𝐾 ≥ 1 (για𝐾 = 1 έχουμε την κλασικήM/M/1 ουρά). Ενδιαφερόμαστε για τον υπολογισμό
των 𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑆].

Από τον νόμο του Little έχουμε
𝐸[𝑄] = 𝜆𝐸[𝑆]. (9.15)

Έστω 𝐼 η τυχαία μεταβλητή που αντιστοιχεί στην κατάσταση του υπηρέτη:

𝐼 = 􏿼
1 αν ο υπηρέτης παρέχει εξυπηρέτηση,
0 αν ο υπηρέτης δεν παρέχει εξυπηρέτηση.

Τότε δεσμεύοντας στην κατάσταση του υπηρέτη που βρίσκει ένας αφικνούμενος πελάτης, 𝐼−, έχουμε τη σχέση

𝐸[𝑆] = Pr[𝐼− = 0]𝐸[𝑆|𝐼− = 0] + Pr[𝐼− = 1]𝐸[𝑆|𝐼− = 1]. (9.16)
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Θα υπολογίσουμε, τώρα τις ποσότητες Pr[𝐼− = 0], Pr[𝐼− = 1], 𝐸[𝑆|𝐼− = 0] και 𝐸[𝑆|𝐼− = 1] συναρτήσει των
παραμέτρων του συστήματος.

Για τις Pr[𝐼− = 0], Pr[𝐼− = 1] εφαρμόζουμε τον νόμο του Little στο χώρο εξυπηρέτησης, θεωρώντας ότι
ένας πελάτης βρίσκεται στο χώρο εξυπηρέτησης μόνο εφόσον του παρέχεται εξυπηρέτηση. Έτσι, έχουμε τη
σχέση (8.16), που στη συγκεκριμένη περίπτωση γίνεται

Pr[𝐼 = 1] = Ε[Ι] = 𝐸[𝑄𝑠] = 𝜆𝐸[𝐵] = 𝜆 1𝜇 = 𝜌,

και επομένως Pr[𝐼 = 0] = 1−𝜌. Εφαρμόζοντας τη γενικευμένη ιδιότητα PASTA (βλέπε θεώρημα 8.4) έχουμε
ότι οι πιθανότητες αυτές είναι οι ίδιες με τις αντίστοιχες σε στιγμές αφίξεων πελατών, οπότε

Pr[𝐼− = 0] = 1 − 𝜌, (9.17)
Pr[𝐼− = 1] = 𝜌, (9.18)

Για την 𝐸[𝑆|𝐼− = 0], ας θεωρήσουμε έναν αφικνούμενο πελάτη που βρίσκει 𝑗 πελάτες στο σύστημα κατά
την άφιξή του, δεδομένου ότι ο υπηρέτης δεν παρέχει εξυπηρέτηση, τότε αυτός θα πρέπει να περιμένει𝐾−𝑗−1
αφίξεις ώστε να μαζευτούν οι 𝐾 πελάτες που απαιτούνται για την ενεργοποίηση του υπηρέτη. Λόγω του ότι
ο μέσος χρόνος μεταξύ δυο διαδοχικών αφίξεων είναι 1

𝜆 , ο μέσος χρόνος για την ενεργοποίηση του υπηρέτη
είναι (𝐾 − 𝑗 − 1) 1𝜆 . Κατόπιν θα απαιτηθούν 𝑗 + 1 ολόκληροι χρόνοι εξυπηρέτησης μέχρι να εξυπηρετηθεί ο
αφικνούμενος πελάτης, οπότε ο μέσος απαιτούμενος χρόνος είναι (𝑗 + 1) 1𝜇 . Επομένως, έχουμε ότι

𝐸[𝑆|𝐼− = 0] = (𝐾 − 𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] − 1) 1𝜆 + (𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] + 1) 1𝜇. (9.19)

Για την 𝐸[𝑆|𝐼− = 1], έχουμε ότι

𝐸[𝑆|𝐼− = 1] = (𝐸[𝑄−|𝐼− = 1] + 1) 1𝜇. (9.20)

Πράγματι, στην περίπτωση αυτή, ένας αφικνόυμενος πελάτης που βρίσκει 𝑗 πελάτες στο σύστημα κατά την
άφιξή του και τον υπηρέτη να παρέχει εξυπηρέτηση, θα μείνει στο σύστημα για 𝑗 + 1 χρόνους εξυπηρέτησης,
έναν υπολειπόμενο και 𝑗 ολόκληρους. Όμως, λόγω της αμνήμονης ιδιότητας της εκθετικής κατανομής ο υπο-
λειπόμενος χρόνος εξυπηρέτησης του πελάτη που εξυπηρετείται είναι σαν να ξεκινάει εκείνη τη στιγμή και
άρα ο μέσος απαιτούμενος χρόνος παραμονής για την εξυπηρέτηση του αφικνούμενου πελάτη είναι (𝑗 + 1) 1𝜇 .

Αντικαθιστώντας, τώρα, τις (9.17)-(9.20) στην (9.16) παίρνουμε

𝐸[𝑆] = (1 − 𝜌)𝐾 − 𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] − 1
𝜆 + 𝐸[𝑄−] + 1

𝜇 . (9.21)

Λόγω της PASTA έχουμε ότι 𝐸[𝑄−] = 𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] = 𝐸[𝑄|𝐼 = 0]. Για τον υπολογισμό της 𝐸[𝑄|𝐼 =
0], έχουμε ότι αν παρατηρούμε το σύστημα μόνο στις περιόδους που ο υπηρέτης είναι ανενεργός (𝐼 = 0)
τότε το πλήθος των πελατών περνάει διαδοχικά από τις καταστάσεις 0, 1, 2, … , 𝐾 − 1, 0, 1, 2, … , 𝐾 − 1, 0, … και
σε κάθε κατάσταση μένει για Exp(𝜆) χρόνο. Επομένως, η δεσμευμένη κατανομή του πλήθους των πελατών,
δεδομένου ότι 𝐼 = 0 είναι διακριτή ομοιόμορφη στο {0, 1, 2, … , 𝐾 − 1}, οπότε 𝐸[𝑄|𝐼 = 0] = 𝐾−1

2 . Οπότε η
(9.21) γίνεται

𝐸[𝑆] = (1 − 𝜌)𝐾 − 1
2𝜆 + 𝐸[𝑄] + 1

𝜇 . (9.22)

Λύνοντας το σύστημα των (9.15) και (9.23) για τις 𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑆] παίρνουμε

𝐸[𝑄] = 𝐾 − 1
2 + 𝜌

1 − 𝜌, 𝐸[𝑆] =
𝐾 − 1
2𝜆 + 1

𝜇(1 − 𝜌) . (9.23)
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Ας θεωρήσουμε, τώρα, την M/G/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και γενικούς χρόνους εξυπηρέτησης με κά-
ποια κατανομή 𝐹𝐵(𝑥) . Συμβολίζουμε με𝐵 έναν γενικό χρόνο εξυπηρέτησης και θέτουμε 𝑏 = 𝐸[𝐵], 𝑏2 = 𝐸[𝐵2],
𝜎2𝐵 = 𝑉𝑎𝑟[𝐵] και 𝜌 = 𝜆𝑏. Τι αλλάζει από την ανάλυση της αντίστοιχης M/M/1 ουρά με την 𝐾-πολιτική
ενεργοποίησης; Οι εξισώσεις (9.15)-(9.18) εξακολουθούν να ισχύουν με την ίδια λογική που αναπτύξαμε
παραπάνω, μόνο που τώρα 𝜌 = 𝜆𝑏. Για την 𝐸[𝑆|𝐼− = 0], έχουμε με ακριβώς την ίδια συλλογιστική

𝐸[𝑆|𝐼− = 0] = (𝐾 − 𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] − 1) 1𝜆 + (𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] + 1)𝑏. (9.24)

Όμως, για την𝐸[𝑆|𝐼− = 1], η συλλογιστική πρέπει να διαφοροποιηθεί λίγο, λόγω της έλλειψης της αμνήμονης
ιδιότητας. Συγκεκριμένα θα έχουμε

𝐸[𝑆|𝐼− = 1] = 𝐸[𝑄−|𝐼− = 1]𝑏 + 𝐸[𝑅|𝐼− = 1], (9.25)

όπου 𝑅 ο υπολειπόμενος χρόνος εξυπηρέτησης του πελάτη που εξυπηρετείται. Χρησιμοποιώντας τη γενικευ-
μένη PASTA, έχουμε ότι η κατανομή του 𝑅 σε στιγμές αφίξεων πελατών που βρίσκουν τον υπηρέτη ενεργό
ταυτίζεται με την κατανομή του 𝑅B σε συνεχή χρόνο, όταν ο υπηρέτης είναι ενεργός. Όμως, όταν κοιτάμε το
σύστημα σε περιόδους που ο υπηρέτης είναι ενεργός, οι χρόνοι αναχωρήσεων των πελατών γίνονται οι εν-
διάμεσοι χρόνοι μιας ανανεωτικής διαδικασίας (αφού στο σύστημα εξυπηρετείται πάντα κάποιος πελάτης).
Δηλαδή έχουμε την ίδια συλλογιστική που χρησιμοποιήσαμε για την ανάλυση μέσης τιμής της M/G/1 ου-
ράς. Επομένως, υπό τη δέσμευση 𝐼 = 1, ο υπολειπόμενος χρόνος εξυπηρέτησης 𝑅 αντιστοιχεί στον οριακό
υπολειπόμενο χρόνο ανανέωσης μιας ανανεωτικής διαδικασίας με ενδιάμεσους χρόνους τους χρόνους εξυπη-
ρέτησης του συστήματος (βλέπε τα παραδείγματα 1.2 και 1.3, καθώς και την παράγραφο 2.5). Επομένως,
χρησιμοποιώντας την (1.3) ή την (2.2), έχουμε

𝐸[𝑅|𝐼 = 1] = 𝐸[𝑅𝐵] =
𝑏2
2𝑏 =

𝑏2 + 𝜎2𝐵
2𝑏 , (9.26)

όπου 𝑅𝐵 συμβολίζει μια τυχαία μεταβλητή που έχει την κατανομή ισορροπίας των χρόνων εξυπηρέτησης.
Αντικαθιστώντας, τώρα, τις (9.17)-(9.18) και τις (9.24)-(9.26) στην (9.16) παίρνουμε

𝐸[𝑆] = (1 − 𝜌)𝐾 − 𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] − 1
𝜆 + 𝐸[𝑄−]𝑏 + (1 − 𝜌)𝑏 + 𝜌𝐸[𝑅𝐵]. (9.27)

Με τη συλλογιστική που έχουμε αναπτύξει και συνεχίζει να ισχύει με τους γενικά κατανεμημένους χρόνους
εξυπηρέτησης έχουμε 𝐸[𝑄−] = 𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑄−|𝐼− = 0] = 𝐸[𝑄|𝐼 = 0] = 𝐾−1

2 . Οπότε η (9.27) γίνεται

𝐸[𝑆] = (1 − 𝜌)𝐾 − 1
2𝜆 + 𝐸[𝑄]𝑏 + (1 − 𝜌)𝑏 + 𝜌𝐸[𝑅𝐵]. (9.28)

Λύνοντας το σύστημα των (9.15) και (9.28) για τις 𝐸[𝑄] και 𝐸[𝑆] παίρνουμε

𝐸[𝑄] = 𝐾 − 1
2 + 𝜌 + 𝜌

1 − 𝜌𝜆𝐸[𝑅𝐵], 𝐸[𝑆] =
𝐾 − 1
2𝜆 + 𝑏 + 𝜌

1 − 𝜌𝐸[𝑅𝐵]. (9.29)

9.2 Απλές Μαρκοβιανές ουρές

Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε τις πλέον απλές ουρές, στις οποίες ο αριθμός των πελατών στο σύστημα είναι
Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου τύπου γέννησης-θανάτου, δηλαδή σε κάθε χρονική στιγμή το σύ-
στημα όντας σε μια κατάσταση 𝑛 μπορεί να μεταβεί μόνο στην 𝑛+1 (λόγω άφιξης πελάτη) ή στην 𝑛−1 λόγω
αναχώρησης.Παρόλο που η μελέτη αυτών των συστημάτων είναι πολύ απλή, η θέση τους στηΘεωρίαΟυρών
είναι πολύ σημαντική δεδομένης της μεγάλης εφαρμοσιμότητάς τους.
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Ένα σύστημα εξυπηρέτησης αναφέρεται ως απλή Μαρκοβιανή ουρά αν η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)}
που καταγράφει τον αριθμό των πελατών στο σύστημα είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου τύπου
γέννησης θανάτου με ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆𝑖 αν 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝜇𝑖 αν 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης μιας τέτοιας διαδικασίας δίνεται στο σχήμα 3.5. Σε ένα τέτοιο σύστημα οι
αφίξεις και οι αναχωρήσεις γίνονται μεμονωμένα. Οι ρυθμοί αφίξεων και αναχωρήσεων είναι 𝜆𝑗 και 𝜇𝑗 αντί-
στοιχα, όταν υπάρχουν 𝑗 πελάτες στο σύστημα.

Από την συζήτηση στο τέλος της παραγράφου 3.3, έχουμε δει ότι το σύστημα είναι ευσταθές, δηλαδή υπάρ-
χει στάσιμη κατανομή, αν και μόνο αν

𝐵−1 = 1 +
∞
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

< ∞.

Στην περίπτωση αυτή έχουμε ότι η κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών στο σύστημα σε συνεχή
χρόνο δίνεται από τη σχέση

𝑝𝑛 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝐵 αν 𝑛 = 0,
𝐵𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1

𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛
αν 𝑛 ≥ 1. (9.30)

Βεβαίως, αν𝜆𝑘 = 0γιακάποιο 𝑘, τότε ηΜαρκοβιανήαλυσίδααπορροφάται στοπεπερασμένοσύνολο {0, 1, … , 𝑘}
(για τον μικρότερο τέτοιο 𝑘) και στο σύνολο αυτό η Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι θετικά επαναληπτική. Επο-
μένως, απλές Μαρκοβιανές ουρές με πεπερασμένη χωρητικότητα είναι πάντα ευσταθείς.

9.3 Ο ρυθμός διαπέρασης και οι εμφυτευμένες κατανομές

Ως ρυθμό διαπέρασης (throughput) 𝜇∗ ενός συστήματος εξυπηρέτησης εννοούμε τον μακροπρόθεσμο μέσο
ρυθμό εξυπηρετούμενων πελατών ανά χρονική μονάδα. Η ποσότητα αυτή έχει αποδοθεί με πολλούς διαφο-
ρετικούς όρους στα Ελληνικά, όπως ρυθμός διαμεταγωγής, ρυθμός διακίνησης και ρυθμαπόδοση ενός συ-
στήματος. Ο ρυθμός αυτός, στην περίπτωση που εξυπηρετούνται όλοι οι πελάτες που εισέρχονται (δηλαδή
δεν συμβαίνουν υπαναχωρήσεις πελατών), ισούται με τον μακροπρόθεσμο ρυθμό εισερχομένων πελατών ανά
χρονική μονάδα𝜆∗. Για έναν διαισθητικό υπολογισμό του𝜆∗ μπορούμε να σκεφτούμεως εξής: Έστω𝐴(𝑡, 𝑡+ℎ)
και𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) τα πλήθη αφίξεων και αναχωρήσεων αντίστοιχα σε μια απλή Μαρκοβιανή ουρά στο διάστημα
(𝑡, 𝑡 + ℎ]. Τότε έχουμε

𝜆∗ = lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

𝐸[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ)]
ℎ = lim

𝑡→∞
lim
ℎ→0+

Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1] + 𝑜(ℎ)
ℎ

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

∑∞
𝑛=0 Pr[𝑄(𝑡) = 𝑛]Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1|𝑄(𝑡) = 𝑛]

ℎ

=
∞
􏾜
𝑛=0

𝑝𝑛𝜆𝑛.

Η δεύτερη από τις παραπάνω ισότητες προκύπτει καθώς η πιθανότητα για δύο αφίξεις στο (𝑡, 𝑡 + ℎ] είναι 𝑜(ℎ)
για ℎ → 0+. Ομοίως, έχουμε

𝜇∗ = lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

𝐸[𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ)]
ℎ =

∞
􏾜
𝑛=1

𝑝𝑛𝜇𝑛.
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Για την αυστηρή αιτιολόγηση αυτών των σχέσεων, αρκεί να εφαρμόσουμε το θεώρημα 3.9 για τον υπολογισμό
του μακροπρόθεσμου ρυθμού κόστους. Συγκεκριμένα, θεωρώντας ότι έχουμε κόστος 1 χρηματική μονάδαγια
κάθε μετάβαση τύπου 𝑛 → 𝑛+1, δηλαδή για κάθε άφιξη, έχουμε τη δομή κόστους με κόστη παραμονής 𝑐𝑗 = 0
για 𝑗 ≥ 0 και κόστη μετάβασης 𝑑𝑗𝑘 = 1 για 𝑗 ≥ 0 και 𝑘 = 𝑗 + 1 και 𝑑𝑗𝑘 = 0, διαφορετικά. Οπότε το θεώρημα 3.9
δίνει

𝜆∗ = lim
𝑡→∞

𝐸[𝐶(𝑡)]
𝑡 = 􏾜

𝑗∈𝒮
𝑝𝑗𝑐𝑗 + 􏾜

𝑗∈𝒮
􏾜
𝑘≠𝑗

𝑝𝑗𝑞𝑗𝑘𝑑𝑗𝑘

=
∞
􏾜
𝑗=0

𝑝𝑗𝑞𝑗,𝑗+1 =
∞
􏾜
𝑗=0

𝑝𝑗𝜆𝑗.

Ομοίως, θεωρώντας ότι έχουμε κόστος 1 χρηματική μονάδα για κάθε μετάβαση τύπου 𝑛 → 𝑛−1, δηλαδή για
κάθε αναχώρηση, συνάγουμε την έκφραση για τον 𝜇∗. Ισχύει, όπως είπαμε 𝜆∗ = 𝜇∗, που μπορεί να αποδειχθεί
και αλγεβρικά αθροίζοντας τις εξισώσεις γενικευμένης ισορροπίας𝜆𝑛−1𝑝𝑛−1 = 𝜇𝑛𝑝𝑛, για όλες τις καταστάσεις
𝑛 ≥ 1.

Οι οριακές κατανομές σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων μπορούν να βρεθούν σκεφτόμενοι διαισθητικά
ως εξής:

𝑎𝑗 = lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗|𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗, 𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]
Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗]Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1|𝑄(𝑡) = 𝑗]
Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗]Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1|𝑄(𝑡) = 𝑗]/ℎ
Pr[𝐴(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]/ℎ

=
𝑝𝑗𝜆𝑗
𝜆∗ ,

και ομοίως

𝑑𝑗 = lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡 + ℎ) = 𝑗|𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡 + ℎ) = 𝑗,𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]
Pr[𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗 + 1]Pr[𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1|𝑄(𝑡) = 𝑗 + 1]
Pr[𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]

= lim
𝑡→∞

lim
ℎ→0+

Pr[𝑄(𝑡) = 𝑗 + 1]Pr[𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1|𝑄(𝑡) = 𝑗 + 1]/ℎ
Pr[𝐷(𝑡, 𝑡 + ℎ) = 1]/ℎ

=
𝑝𝑗+1𝜇𝑗+1

𝜇∗ .

Εναλλακτικά, χρησιμοποιώντας την αναγεννητικότητα του συστήματος, όταν είναι ευσταθές, έχουμε ότι η
πιθανότητα 𝑎𝑗 ισούται με το μακροπρόθεσμο ποσοστό των αφίξεων που βλέπουν 𝑗 πελάτες, το οποίο ισούται
με το λόγο του ρυθμού των αφίξεων που βλέπουν 𝑗 πελάτες προς τον συνολικό ρυθμό των αφίξεων, οπότε
έχουμε άμεσα τη σχέση 𝑎𝑗 = 𝑝𝑗𝜆𝑗/𝜆∗. Και, ομοίως, η πιθανότητα 𝑑𝑗 είναι το μακροπρόθεσμο ποσοστό των
αναχωρήσεωνπου αφήνουν 𝑗πελάτες, το οποίο ισούται με το λόγο του ρυθμού τωναναχωρήσεωνπου αφήνουν
𝑗 πελάτες προς τον συνολικό ρυθμό των αναχωρήσεων. Έτσι παίρνουμε ότι 𝑑𝑗 = 𝑝𝑗+1𝜇𝑗+1/𝜇∗.

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι στην περίπτωση των απλώνΜαρκοβιανών ουρών η ιδιότητα των μεμονωμένων αφί-
ξεων και η ιδιότητα PASTAπροκύπτουν άμεσα. Πράγματι οι εξισώσεις ισορροπίας δίνουν𝜆𝑗𝑝𝑗 = 𝜇𝑗+1𝑝𝑗+1 για
κάθε 𝑗 ≥ 0, οπότε 𝜆∗ = 𝜇∗ και 𝑎𝑗 = 𝑑𝑗, για κάθε 𝑗 ≥ 0. Επίσης, όταν η διαδικασία αφίξεων είναι Poisson έχουμε
𝜆𝑗 = 𝜆, για κάθε 𝑗 ≥ 0, οπότε έχουμε 𝜆∗ = 𝜆 και 𝑎𝑗 =

𝑝𝑗𝜆𝑗
𝜆∗ = 𝑝𝑗𝜆

𝜆 = 𝑝𝑗, για 𝑗 ≥ 0.
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9.4 Η M/M/1/1 ουρά

Η M/M/1/1 ουρά ουρά χρησιμοποιήθηκε ως το μοντέλο μιας τηλεφωνικής γραμμής που μπορεί να είναι
ελεύθερη ή κατειλημμένη (θεωρώντας ότι δεν υπάρχει δυνατότητα κράτησης μιας κλήσης σε αναμονή). Η
βασική μελέτη της μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας την τεχνική της ανάλυσης μέσης τιμής, όπως είδαμε στην
ενότητα 9.1.1. Εδώ θα την μελετήσουμε, χρησιμοποιώντας τη θεωρία τωνΜαρκοβιανών αλυσίδων συνεχούς
χρόνου.

Αν ο ρυθμός αφίξεων είναι 𝜆, ο ρυθμός εξυπηρέτησης είναι 𝜇 και 𝜌 = 𝜆
𝜇 είναι ο ρυθμός συνωστισμού τότε

έχουμε ότι η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των πελατών στο σύστημα είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα
συνεχούς χρόνου τύπου γέννησης-θανάτου με χώρο καταστάσεων𝒮 = {0, 1} και ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆 αν 𝑖 = 0, 𝑗 = 1,
𝜇 αν 𝑖 = 1, 𝑗 = 0,
0 διαφορετικά.

Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης της {𝑄(𝑡)} δίνεται στο σχήμα 3.3. Οι εξισώσεις ισορροπίας είναι

𝜆𝑝0 = 𝜇𝑝1,
𝜇𝑝1 = 𝜆𝑝0,

ενώ η εξίσωση κανονικοποίησης δίνει
𝑝0 + 𝑝1 = 1.

Παρατηρήστε ότι η μια εξίσωση ισορροπίας είναι περιττή και μπορεί να παραληφθεί. Αυτό ισχύει πάντα, και
μία από τις εξισώσεις ισορροπίας μπορεί να παραληφθεί αφού προκύπτει από τις υπόλοιπες (με άθροισή τους).
Λύνοντας το σύστημα, παίρνουμε

𝑝0 = 1
1 + 𝜌,

𝑝1 = 𝜌
1 + 𝜌.

Λόγω της ιδιότητας των μεμονωμένων μεταβάσεων και της ιδιότητας PASTA έχουμε

𝑑0 = 𝑎0 = 𝑝0 =
1

1 + 𝜌, 𝑑1 = 𝑎1 = 𝑝1 =
𝜌

1 + 𝜌.

Το ποσοστό των χαμένων πελατών, δηλαδή των πελατών που τελικά δεν εξυπηρετούνται, είναι το ποσοστό
των πελατών που βρίσκουν έναν πελάτη κατά την άφιξή τους, δηλαδή δίνεται από την πιθανότητα 𝑎1.

Ο μέσος αριθμός πελατών στο σύστημα είναι

𝐸[𝑄] = 0𝑝0 + 1𝑝1 = 𝑝1 =
𝜌

1 + 𝜌.

Εφαρμόζοντας τον νόμο του Little έχουμε ότι ο μέσος χρόνος παραμονής ενός αφικνούμενου πελάτη στο
σύστημα είναι

𝐸[𝑆] = 𝐸[𝑄]
𝜆 = 1

𝜇(1 + 𝜌) .

Αυτός ο μέσος χρόνος αναφέρεται σε όλους τους πελάτες που φθάνουν στο σύστημα. Ο υπολογισμός του θα
μπορούσε να γίνει και ως εξής:

𝐸[𝑆] = 𝑎0
1
𝜇 + 𝑎1 ⋅ 0 =

1
𝜇(1 + 𝜌) ,
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δηλαδή δεσμεύοντας στον αριθμό των πελατών που βρίσκει ένας αφικνούμενος πελάτης. Αν μας ενδιέφερε ο
μέσος χρόνος παραμονής ενός εισερχόμενου πελάτη στο σύστημα, που προφανώς είναι ο μέσος χρόνος εξυ-
πηρέτησής του, o νόμος του Little δίνει και πάλι το σωστό αποτέλεσμα, αρκεί να χρησιμοποιήσουμε όχι το
συνολικό ρυθμό αφίξεων 𝜆, αλλά το ρυθμό εισερχομένων πελατών 𝜆∗ = 𝜆𝑎0. Πράγματι θα είχαμε

𝐸[𝑆𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟] = 𝐸[𝑄]
𝜆∗ = 1

𝜇.

Για την κατανομή του χρόνου παραμονής ενός αφικνούμενου πελάτη έχουμε

𝐹𝑆(𝑥) =
𝜆

𝜆 + 𝜇 + 𝜇
𝜆 + 𝜇 (1 − 𝑒−𝜇𝑥) , 𝑥 ≥ 0,

αφού ο χρόνος παραμονής είναι 0 με πιθανότητα 𝑎1, ή ίσος με τον χρόνο εξυπηρέτησής του που ακολουθεί την
Exp(𝜇) κατανομή.Η κατανομή του χρόνου παραμονής ενός εισερχόμενου πελάτη είναι η Exp(𝜇), αφού στην
περίπτωση αυτή ο χρόνος παραμονής είναι ακριβώς ο χρόνος εξυπηρέτησης του συγκεκριμένου πελάτη.

Όσον αφορά τη μελέτη του κύκλου απασχόλησης του συστήματος, έχουμε ότι η μέση περίοδος αργίας
είναι 𝐸[𝐼] = 1

𝜆 , αφού η περίοδος αργίας 𝐼 ακολουθεί την Exp(𝜆), ενώ η μέση περίοδος συνεχούς λειτουργίας
είναι 𝐸[𝑌] = 1

𝜇 , αφού η 𝑌 ακολουθεί την Exp(𝜇) κατανομή. Ο μέσος κύκλος απασχόλησης είναι 𝐸[𝑍] =

𝐸[𝐼] + 𝐸[𝑌] = 1
𝜆 +

1
𝜇 .

9.5 Η M/M/1 ουρά και οι παραλλαγές της

Η M/M/1 ουρά είναι το απλούστερο μοντέλο συστήματος εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη και άπειρο χώρο
αναμονής. Η βασική μελέτη της μπορεί να γίνει με την τεχνική της ανάλυσης μέσης τιμής, όπως περιγράψαμε
στην παράγραφο 9.1.2. Θα προχωρήσουμε, τώρα, σε μια πληρέστερη μελέτη της, χρησιμοποιώντας επιχειρή-
ματα από τις Μαρκοβιανές αλυσίδες συνεχούς χρόνου.

Αν ο ρυθμός αφίξεων είναι 𝜆, ο ρυθμός εξυπηρέτησης είναι 𝜇 και 𝜌 = 𝜆
𝜇 είναι ο ρυθμός συνωστισμού, τότε

συνάγουμε εύκολα ότι η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των πελατών στο σύστημα είναι Μαρκο-
βιανή αλυσίδα τύπου γέννησης-θανάτου με χώρο καταστάσεων𝒳 = ℕ0 και ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆 αν 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝜇 αν 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Τοδιάγραμμαρυθμώνμετάβασηςγια τη διαδικασία {𝑄(𝑡)}δίνεται στο σχήμα3.4.Χρησιμοποιώντας τηγενική
θεωρία των διαδικασιών γέννησης-θανάτου, έχουμε

𝐵−1 = 1 +
∞
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

=
∞
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1
1−𝜌 αν 𝜌 < 1 (ευστάθεια)
∞ αν 𝜌 ≥ 1 (αστάθεια).

Οπότε, για την κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών, όταν 𝜌 < 1, έχουμε

𝑝𝑛 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝐵 αν 𝑛 = 0
𝐵𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1

𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛
αν 𝑛 ≥ 1

= (1 − 𝜌)𝜌𝑛, 𝑛 ≥ 0.
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Με άλλα λόγια η οριακή κατανομή (𝑝𝑛) είναι Geom(𝜌) στο ℕ0. Λόγω της ιδιότητας των μεμονωμένων με-
ταβάσεων και της PASTA, έχουμε ότι και οι κατανομές ισορροπίας σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων συ-
μπίπτουν με την κατανομή ισορροπίας σε συνεχή χρόνο. Για τον μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα έχουμε

𝐸[𝑄] =
∞
􏾜
𝑛=0

𝑛𝑝𝑛 = (1 − 𝜌)
∞
􏾜
𝑛=0

𝑛𝜌𝑛 = 𝜌
1 − 𝜌.

Από τον νόμο του Little, έχουμε για τον μέσο χρόνο παραμονής:

𝐸[𝑆] = 𝐸[𝑄]
𝜆 = 1

𝜇(1 − 𝜌) =
1

𝜇 − 𝜆. (9.31)

Όσον αφορά την κατανομή 𝐹𝑆(𝑥) του χρόνου παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα, ο υπολογισμός γίνεται
με δέσμευση στον αριθμό των πελατών που βρίσκει ο πελάτης κατά την άφιξή του, 𝑄−. Συγκεκριμένα, αν ο
πελάτης βρει 𝑄− = 𝑛 πελάτες στο σύστημα κατά την άφιξή του, τότε θα περιμένει συνολικά όσο το άθροι-
σμα 𝑛 + 1 χρόνων εξυπηρέτησης, δηλαδή έναν χρόνο που έχει την Erlang(𝑛 + 1, 𝜇) κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας

𝑓(𝑥) = 𝜇𝑛+1
𝑛! 𝑥𝑛𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 ≥ 0.

Έχουμε:

𝐹𝑆(𝑥) = Pr[𝑆 ≤ 𝑥] =
∞
􏾜
𝑛=0

Pr[𝑄− = 𝑛]Pr[𝑆 ≤ 𝑥|𝑄− = 𝑛]

=
∞
􏾜
𝑛=0

(1 − 𝜌)𝜌𝑛􏾙
𝑥

0

𝜇𝑛+1
𝑛! 𝑢𝑛𝑒−𝜇𝑢𝑑𝑢

= 􏾙
𝑥

0
𝜇(1 − 𝜌)𝑒−𝜇𝑢

∞
􏾜
𝑛=0

(𝜇𝜌𝑢)𝑛
𝑛! 𝑑𝑢

= 􏾙
𝑥

0
𝜇(1 − 𝜌)𝑒−𝜇𝑢𝑒𝜇𝜌𝑢𝑑𝑢 = 􏾙

𝑥

0
𝜇(1 − 𝜌)𝑒−𝜇(1−𝜌)𝑢𝑑𝑢. (9.32)

Επομένως, βλέπουμε ότι η𝑆 είναι στηνπερίπτωσηαυτήσυνεχής τυχαία μεταβλητήμε συνάρτησηπυκνότητας
πιθανότητας 𝑓𝑆(𝑥) = 𝜇(1 − 𝜌)𝑒−𝜇(1−𝜌)𝑥, για 𝑥 ≥ 0. Επομένως, έχουμε ότι η 𝑆 ακολουθεί την Exp(𝜇(1 − 𝜌))
κατανομή.

Εναλλακτικά, ο υπολογισμόςθαμπορούσε ναγίνει μέσωτουαντίστοιχουμετασχηματισμούLaplace-Stieltjes.
Μάλιστα, αυτή η μέθοδος πλεονεκτεί καθώς δεν χρειάζεται υπολογισμούς ολοκληρωμάτων, παρά μόνο αλ-
γεβρικούς μετασχηματισμούς και επομένως θα πρέπει εν γένει να προτιμάται για τους υπολογισμούς σε πιο
πολύπλοκα συστήματα. Έχουμε ότι

𝐹̃𝑆(𝑠) = 𝐸[𝑒−𝑠𝑆] =
∞
􏾜
𝑛=0

Pr[𝑄− = 𝑛]𝐸[𝑒−𝑠𝑆|𝑄− = 𝑛]

=
∞
􏾜
𝑛=0

(1 − 𝜌)𝜌𝑛 􏿶
𝜇

𝜇 + 𝑠􏿹
𝑛+1

= (1 − 𝜌)𝜇
𝜇 + 𝑠 􏿶1 −

𝜌𝜇
𝜇 + 𝑠􏿹

−1

= (1 − 𝜌)𝜇
(1 − 𝜌)𝜇 + 𝑠 , (9.33)

όπου για την τρίτη ισότητα χρησιμοποιήθηκε η ιδιότητα PASTA, ενώ για την τέταρτη απαιτείται η σύγκλιση
της σειράς που εξασφαλίζεται καθώς για 𝑠 με 𝑅𝑒(𝑠) ≥ 0 και 𝜌 < 1 έχουμε | 𝜌𝜇𝜇+𝑠 | < 1. Ο τελευταίος είναι



154 ΑΠΟΤΙΜΗΣΗ ΑΠΟΔΟΣΗΣ ΟΥΡΩΝ ΑΝΑΜΟΝΗΣ

ο μετασχηματισμός Laplace-Stieltjes της Exp(𝜇(1 − 𝜌)), οπότε συνάγουμε και πάλι ότι η 𝑆 ακολουθεί την
Exp(𝜇(1 − 𝜌)) κατανομή.

Όσον αφορά την εύρεση των μέσων τιμών που αφορούν τον κύκλο απασχόλησης του συστήματος, έχουμε
ότι η περίοδος αργίας 𝐼 είναι Exp(𝜆), αφού ταυτίζεται με τον υπολειπόμενο ενδιάμεσο χρόνο αφίξεων κατά
τη στιγμή της αναχώρησης ενός πελάτη που αφήνει κενό το σύστημα (χρησιμοποιείται κι εδώ η αμνήμονη
ιδιότητα της εκθετικής κατανομής). Οπότε 𝐸[𝐼] = 1

𝜆 . Επιπλέον, λόγω του αναγεννητικού χαρακτήρα του
συστήματος, έχουμε ότι η οριακή πιθανότητα κενού συστήματος που ισούται με το μακροπρόθεσμο ποσοστό
του χρόνου που το σύστημα είναι κενό, ισούται επίσης με το λόγο του μέσου χρόνου που το σύστημα είναι κενό
σε έναν αναγεννητικό κύκλο προς τη μέση διάρκεια του κύκλου (βλέπε θεώρημα 1.12 και ειδικότερα τη σχέση
(8.2)). Ένας αναγεννητικός κύκλος στην περίπτωση του συστήματος αυτού είναι ένας κύκλος απασχόλησης
και στη διάρκειά του το σύστημα είναι κενό μόνο κατά την αντίστοιχη περίοδο αργίας. Επομένως

𝑝0 =
𝐸[𝐼]
𝐸[𝑍] ,

όπου 𝐸[𝑍] η μέση διάρκεια ενός κύκλου απασχόλησης. Οπότε

𝐸[𝑍] = 𝐸[𝐼]
𝑝0

= 1
𝜆(1 − 𝜌) .

Η μέση περίοδος συνεχούς λειτουργίας θα είναι

𝐸[𝑌] = 𝐸[𝑍] − 𝐸[𝐼] = 1
𝜆(1 − 𝜌) −

1
𝜆 = 1

𝜇(1 − 𝜌) .

Έχοντας δει την ανάλυση τηςM/M/1 ουράς, μπορούμε τώρα να εξετάσουμε κάποιες ενδιαφέρουσες τροπο-
ποιήσεις της που εμφανίζονται στις εφαρμογές.

9.5.1 H M/M/1/𝑘 ουρά

Θεωρούμε την M/M/1/𝑘 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆, ρυθμό εξυπηρέτησης 𝜇, ρυθμό συνωστισμού 𝜌 = 𝜆
𝜇

και χωρητικότητα 𝑘. Η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των πελατών στο σύστημα είναι και εδώ
Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου τύπου γέννησης-θανάτου με χώρο καταστάσεων𝒳 = {0, 1, … , 𝑘} και
ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆 αν 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝜇 αν 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης για τη διαδικασία {𝑄(𝑡)} δίνεται στο σχήμα 9.1.

Σχήμα 9.1: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης M/M/1/𝑘 ουράς.

Επειδή ο χώρος καταστάσεων είναι πεπερασμένος το σύστημα είναι πάντα ευσταθές και έχουμε

𝐵−1 = 1 +
𝑘
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

=
𝑘
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1−𝜌𝑘+1

1−𝜌 αν 𝜌 ≠ 1,
𝑘 + 1 αν 𝜌 = 1.
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Οπότε, για την κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών έχουμε

𝑝𝑛 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(1−𝜌)𝜌𝑛

1−𝜌𝑘+1 αν 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘, 𝜌 ≠ 1,
1
𝑘+1 αν 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘, 𝜌 = 1.

Λόγω της ιδιότητας των μεμονωμένων μεταβάσεων και της PASTA, έχουμε ότι και οι κατανομές ισορροπίας
σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων συμπίπτουν με την κατανομή ισορροπίας σε συνεχή χρόνο. Ο ρυθμός
διαπέρασης του συστήματος που αναφέρεται στους τελικά εισερχόμενους πελάτες στο σύστημα είναι

𝜆∗ =
𝑘
􏾜
𝑛=0

𝜆𝑛𝑝𝑛 =
𝑘−1
􏾜
𝑛=0

𝜆𝑝𝑛 = 𝜆(1 − 𝑝𝑘) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝜆(1−𝜌𝑘)
1−𝜌𝑘+1 αν 𝜌 ≠ 1,
𝜆𝑘
𝑘+1 αν 𝜌 = 1.

(9.34)

Οπότε, αν ενδιαφερόμαστε για την κατανομή ισορροπίας τουαριθμού τωνπελατώνσε στιγμές«πραγματικών
αφίξεων’», δηλαδή σε στιγμές εισόδων πελατών έχουμε

𝑎𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛 = 𝜆𝑛𝑝𝑛
𝜆∗

=
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝑝𝑛
1−𝑝𝑘

αν 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 − 1,
0 αν 𝑛 = 𝑘,

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(1−𝜌)𝜌𝑛

1−𝜌𝑘 αν 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 − 1, 𝜌 ≠ 1,
1
𝑘 αν 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 − 1, 𝜌 = 1,
0 αν 𝑛 = 𝑘,

δηλαδή ηPASTAδεν είναι εφαρμόσιμη.Ουσιαστικά, έχουμε ότι η οριακή κατανομή του αριθμού των πελατών
σε στιγμές πραγματικών αφίξεων στην M/M/1/𝑘 ουρά ταυτίζεται με την οριακή κατανομή του αριθμού των
πελατών σε συνεχή χρόνο στην M/M/1/𝑘 − 1 ουρά.

Για τον μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα έχουμε

𝐸[𝑄] =
𝑘
􏾜
𝑛=0

𝑛𝑝𝑛

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝜌
1−𝜌 ⋅

𝑘𝜌𝑘+1−(𝑘+1)𝜌𝑘+1
1−𝜌𝑘+1 αν 𝜌 ≠ 1,

𝑘
2 αν 𝜌 = 1.

(9.35)

Από τον νόμο του Little έχουμε για τον μέσο χρόνο παραμονής που αναφέρεται σε όλους τους αφικνούμενους
πελάτες (είτε εισέρχονται στο σύστημα είτε όχι):

𝐸[𝑆] = 𝐸[𝑄]
𝜆 .

Όμως, αν μας ενδιαφέρει ο μέσος χρόνος παραμονής μόνο των πελατών που εισέρχονται, έχουμε

𝐸[𝑆𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟] = 𝐸[𝑄]
𝜆∗ .

Το (μακροπρόθεσμο) ποσοστό των χαμένων πελατών βρίσκεται ως

1 − 𝜆∗
𝜆 = 1 − 𝜆(1 − 𝑝𝑘)

𝜆 = 𝑝𝑘.

Εναλλακτικά, το ποσοστό των χαμένων πελατών ισούται με την οριακή πιθανότητα ένας πελάτης να βρει το
σύστημα πλήρες και να αναγκαστεί να φύγει, είναι δηλαδή ίσο με 𝑎𝑘. Οπότε, λόγω της ιδιότητας PASTA,
συνάγουμε ότι είναι ίσο με 𝑝𝑘.
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Όσον αφορά τη μελέτη του κύκλου απασχόλησης του συστήματος, έχουμε ότι η περίοδος αργίας 𝐼 ακολου-
θεί την κατανομή Exp(𝜆), οπότε 𝐸[𝐼] = 1

𝜆 . Επιπλέον, λόγω του αναγεννητικού χαρακτήρα του συστήματος,
έχουμε ότι η πιθανότητα κενού συστήματος που ισούται με το μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που το
σύστημα είναι κενό, μπορεί να υπολογιστεί χρησιμοποιώντας το στοιχειώδες ανανεωτικό θεώρημα με κόστη
(θεώρημα 1.11). Ένας αναγεννητικός κύκλος στην περίπτωση του συστήματος αυτού είναι ένας κύκλος απα-
σχόλησης και στη διάρκειά του το σύστημα είναι κενό μόνο κατά την αντίστοιχη περίοδο αργίας. Επομένως

𝑝0 =
𝐸[𝐼]
𝐸[𝑍] ,

όπου 𝐸[𝑍] η μέση διάρκεια ενός κύκλου απασχόλησης. Οπότε, ισχύει ακριβώς η ίδια λογική προσδιορισμού
που περιγράφηκε για την M/M/1 ουρά. Λύνουμε την παραπάνω σχέση ως προς 𝐸[𝑍], αφού τα 𝐸[𝐼] και 𝑝0
έχουν προσδιοριστεί και κατόπιν προσδιορίζουμε και τη μέση περίοδο συνεχούς λειτουργίας από τη σχέση
𝐸[𝑌] = 𝐸[𝑍] − 𝐸[𝐼].

9.5.2 Η M/M/1 ουρά με αποθαρρυνόμενους πελάτες

Θεωρούμε, τώρα, τηνM/M/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων𝜆, ρυθμό εξυπηρέτησης𝜇, ρυθμό συνωστισμού 𝜌 = 𝜆
𝜇 ,

όπου υποθέτουμε ότι οι πελάτες μπορεί να αποθαρρυνθούν να μπουν στο σύστημα, αφού παρατηρήσουν τον
υπάρχοντα συνωστισμό σε αυτό. Συγκεκριμένα, υποθέτουμε ότι ένας αφικνούμενος πελάτης που βρίσκει 𝑛
πελάτες φεύγει (balks) με πιθανότητα 𝑞𝑛. Ισοδύναμα, το ποσοστό των πελατών που αναχωρούν άμεσα επί
αυτών που βρίσκουν το σύστημα με 𝑛 πελάτες είναι 𝑞𝑛. Και σε αυτή την περίπτωση, μπορούμε εύκολα να
δούμε ότι η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των πελατών στο σύστημα είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα
συνεχούς χρόνου τύπου γέννησης θανάτου με χώρο καταστάσεων𝒳 = ℕ0 και ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆(1 − 𝑞𝑖) αν 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝜇 αν 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης για τη διαδικασία {𝑄(𝑡)} δίνεται στο σχήμα 9.2.

Σχήμα 9.2: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης M/M/1 ουράς με αποθαρρυνόμενους πελάτες.

Στα πραγματικά συστήματα, είναι λογικό να υποθέσουμε ότι η 𝑞𝑖 είναι αύξουσα ως προς 𝑖 και ότι τείνει στο
1, καθώς το 𝑖 τείνει στο άπειρο. Το προηγούμενο σύστημα της M/M/1/𝑘 ουράς μπορεί να θεωρηθεί μια ειδική
περίπτωση τηςM/M/1 ουράς με αποθαρρυνόμενους πελάτες, αφού εμπίπτει σε αυτή την κατηγορία (με 𝑞𝑖 = 0
για 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1 και 𝑞𝑖 = 1 για 𝑖 ≥ 𝑘). Εδώ θα εξετάσουμε την ειδική περίπτωση όπου 𝑞𝑖 =

𝑖
𝑖+1 που δίνει

κομψά αποτελέσματα. Έχουμε

𝐵−1 = 1 +
∞
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

=
∞
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛
𝑛! = 𝑒𝜌 < ∞,

δηλαδή το συγκεκριμένο σύστημα είναι πάντα ευσταθές. Οπότε για την κατανομή ισορροπίας του αριθμού
των πελατών έχουμε

𝑝𝑛 = 𝑒−𝜌𝜌
𝑛

𝑛! , 𝑛 ≥ 0,
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δηλαδή η (𝑝𝑛) είναι Poisson(𝜌). Λόγω της ιδιότητας των μεμονωμένων μεταβάσεων και της PASTA, έχουμε
ότι και οι κατανομές ισορροπίας σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων συμπίπτουν με την κατανομή ισορ-
ροπίας σε συνεχή χρόνο. Αυτό βέβαια ισχύει όταν αναφερόμαστε σε όλους τους αφικνούμενους πελάτες, είτε
μπαίνουν είτε όχι στο σύστημα. Ο ρυθμός διαπέρασης του συστήματος που αναφέρεται στους τελικά εισερ-
χόμενους πελάτες στο σύστημα είναι

𝜆∗ =
∞
􏾜
𝑛=0

𝜆𝑛𝑝𝑛 =
∞
􏾜
𝑛=0

𝜆
𝑛 + 1𝑒

−𝜌𝜌𝑛
𝑛! =

𝜆𝑒−𝜌
𝜌

∞
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛+1
(𝑛 + 1)!

= 𝜆𝑒−𝜌
𝜌 (𝑒𝜌 − 1) = 𝜇(1 − 𝑒−𝜌).

To ίδιο αποτέλεσμα θα μπορούσε να προκύψει αν σκεφτόμαστε με εξυπηρετήσεις:

𝜇∗ =
∞
􏾜
𝑛=1

𝜇𝑛𝑝𝑛 =
∞
􏾜
𝑛=1

𝜇𝑝𝑛 = 𝜇(1 − 𝑝0) = 𝜇(1 − 𝑒−𝜌).

Aν ενδιαφερόμαστε για την κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών σε στιγμές «πραγματικών αφί-
ξεων», δηλαδή σε στιγμές εισόδων πελατών έχουμε

𝑎𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛 = 𝜆𝑛𝑝𝑛
𝜆∗ = 𝑒−𝜌

1 − 𝑒−𝜌 ⋅
𝜌𝑛+1

(𝑛 + 1)! , 𝑛 ≥ 0,

δηλαδή η PASTA δεν είναι εφαρμόσιμη. Ο μέσος αριθμός πελατών στο σύστημα είναι 𝐸[𝑄] = 𝜌. Από τον
νόμο του Little έχουμε για τον μέσο χρόνο παραμονής που αναφέρεται σε όλους τους αφικνούμενους πελάτες
(είτε εισέρχονται στο σύστημα είτε όχι) ότι 𝐸[𝑆] = 𝐸[𝑄]

𝜆 = 1
𝜇 . Αυτό μοιάζει κάπως παράδοξο, αφού ο μέσος

χρόνος εξυπηρέτησης είναι 1𝜇 . Όμως, δεν είναι παράδοξο αφού η μέση τιμή του χρόνου παραμονής αναφέρεται
σε όλους τους αφικνούμενους πελάτες, οπότε κάποιοι απόαυτούς (αυτοί πουφεύγουναμέσως) έχουν μηδενικό
χρόνο παραμονής. Αν μας ενδιαφέρει ο μέσος χρόνος παραμονής μόνο των πελατών που εισέρχονται, έχουμε

𝐸[𝑆𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟] = 𝐸[𝑄]
𝜆∗ = 𝜌

𝜇(1 − 𝑒−𝜌) .

Το ποσοστό των χαμένων πελατών βρίσκεται ως

1 − 𝜆∗
𝜆 = 1 − 𝜇(1 − 𝑒−𝜌)

𝜆 = 1 − 1 − 𝑒−𝜌
𝜌 .

Εναλλακτικά, το ποσοστό των χαμένων πελατών μπορεί να υπολογιστεί ως η πιθανότητα ένας πελάτης να απο-
χωρήσει από το σύστημα μόλις αφιχθεί σε αυτό. Οπότε, δεσμεύοντας στον αριθμό των πελατών που βρίσκει
φθάνοντας έχουμε ότι είναι

∞
􏾜
𝑛=0

𝑎𝑛𝑞𝑛 =
∞
􏾜
𝑛=0

𝑒−𝜌𝜌
𝑛

𝑛! ⋅
𝑛

𝑛 + 1 =
∞
􏾜
𝑛=0

𝑒−𝜌𝜌
𝑛

𝑛! ⋅ 􏿶1 −
1

𝑛 + 1􏿹

= 1 −
∞
􏾜
𝑛=0

𝑒−𝜌 𝜌𝑛
(𝑛 + 1)! = 1 − 𝑒−𝜌

𝜌

∞
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛+1
(𝑛 + 1)!

= 1 − 𝑒−𝜌
𝜌 (𝑒𝜌 − 1) = 1 − 1 − 𝑒−𝜌

𝜌 .

Όσον αφορά τη μελέτη του κύκλου απασχόλησης του συστήματος, αυτή μπορεί να γίνει όπως και σε προηγού-
μενα παραδείγματα, δηλαδή να ξεκινήσουμε με το ότι η περίοδος αργίας 𝐼 ακολουθεί την κατανομή Exp(𝜆),
οπότε 𝐸[𝐼] = 1

𝜆 και κατόπιν να λύσουμε ως προς τον μέσο κύκλο απασχόλησης τη σχέση 𝑝0 = 𝐸[𝐼]
𝐸[𝑍] , αφού

το 𝑝0 έχει ήδη υπολογιστεί. Τέλος, η μέση περίοδος συνεχούς λειτουργίας βρίσκεται από τη σχέση 𝐸[𝑌] =
𝐸[𝑍] − 𝐸[𝐼].
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9.5.3 Η M/M/1 ουρά με μεταβλητή ταχύτητα εξυπηρέτησης

Θεωρούμε, τώρα, την M/M/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆, ρυθμό εξυπηρέτησης 𝜇 και ρυθμό συνωστισμού
𝜌 = 𝜆

𝜇 , όπου υποθέτουμε ότι ο υπηρέτης δουλεύει με ταχύτητα 𝑣𝑛 όταν υπάρχουν 𝑛 πελάτες στο σύστημα.
Αυτό σημαίνει ότι αν ένας ονομαστικός χρόνος εξυπηρέτησης 𝑋 διανύεται ενώ στο σύστημα υπάρχουν 𝑛 πε-
λάτες, τότε η αντίστοιχη πραγματική διάρκεια της εξυπηρέτησης είναι 𝑋/𝑣𝑛, δηλαδή η πραγματική διάρκεια
εξυπηρέτης είναι στην περίπτωση αυτή Exp(𝜇𝑣𝑛) (λόγω της ιδιότητας 3 του θεωρήματος ??). Συνεπώς, ο
ρυθμός εξυπηρέτησης είναι 𝜇𝑣𝑛 στην κατάσταση 𝑛. Σε αυτή την περίπτωση η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)}
του αριθμού των πελατών στο σύστημα είναι διαδικασία τύπου γέννησης-θανάτου με χώρο καταστάσεων
𝒳 = ℕ0 και ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆 αν 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝜇𝑣𝑖 αν 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης για τη διαδικασία {𝑄(𝑡)} δίνεται στο σχήμα 9.3.

Σχήμα 9.3: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης M/M/1 ουράς με μεταβλητή ταχύτητα εξυπηρέτησης.

Στα πραγματικά συστήματα είναι λογικό να υποθέσουμε ότι η 𝑣𝑖 είναι αύξουσα ως προς 𝑖. Εδώ θα εξετά-
σουμε την ειδική περίπτωση όπου 𝑣𝑖 = 𝑖 που δίνει κομψά αποτελέσματα. Έχουμε

𝐵−1 = 1 +
∞
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

=
∞
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛
𝑛! = 𝑒𝜌 < ∞,

δηλαδή το συγκεκριμένο σύστημα είναι πάντα ευσταθές. Οπότε για την κατανομή ισορροπίας του αριθμού
των πελατών έχουμε

𝑝𝑛 = 𝑒−𝜌𝜌
𝑛

𝑛! , 𝑛 ≥ 0,

δηλαδή η (𝑝𝑛) είναι Poisson(𝜌). Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε ότι η οριακή κατανομή του αριθμού
των πελατών συμπίπτει με την αντίστοιχη κατανομή για το σύστημα με αποθαρρυνόμενους πελάτες που με-
λετήσαμε πρωτύτερα, στην παράγραφο 9.5.2, καίτοι τα δυο συστήματα είναι πολύ διαφορετικά. Η PASTA
είναι εδώ εφαρμόσιμη, όπως και η ιδιότητα των μεμονωμένων μεταβάσεων οπότε οι κατανομές ισορροπίας
των αριθμών των πελατών σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων συμπίπτουν με την κατανομή ισορροπίας
του αριθμού των πελατών σε συνεχή χρόνο: 𝑝𝑛 = 𝑎𝑛 = 𝑑𝑛, 𝑛 ≥ 0. Ο μέσος αριθμός πελατών στο σύστημα
είναι𝐸[𝑄] = 𝜌. Από τον νόμο του Little έχουμε ότι ο μέσος χρόνος παραμονής στο σύστημα𝐸[𝑆] = 𝐸[𝑄]

𝜆 = 1
𝜇 .

Τέλος, η μελέτη του κύκλου απασχόλησης του συστήματος μπορεί να γίνει όπως και στα προηγούμενα παρα-
δείγματα.

9.6 Η M/M/𝑐 ουρά

Θεωρούμε την M/M/𝑐 ουρά, με ρυθμό αφίξεων 𝜆, ρυθμό εξυπηρέτησης 𝜇, ρυθμό συνωστισμού 𝜌 = 𝜆
𝜇 , 𝑐

υπηρέτες και απεριόριστη χωρητικότητα. Η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των πελατών στο σύ-
στημα είναι και εδώ Μαρκοβιανή αλυσίδα τύπου γέννησης-θανάτου με χώρο καταστάσεων 𝒳 = ℕ0 και
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ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆 αν 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 𝑖 + 1,
min(𝑖, 𝑐)𝜇 αν 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης για τη διαδικασία {𝑄(𝑡)} δίνεται στο σχήμα 9.4.

Σχήμα 9.4: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης M/M/𝑐 ουράς.

Εδώ έχουμε

𝐵−1 = 1 +
∞
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

=
𝑐
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛
𝑛! +

∞
􏾜
𝑛=𝑐+1

𝜌𝑛
𝑐!𝑐𝑛−𝑐

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∑𝑐

𝑛=0
𝜌𝑛

𝑛! +
𝜌𝑐

𝑐!
𝜌
𝜌−𝑐 αν 𝜌 < 𝑐 (ευστάθεια),

∞ αν 𝜌 ≥ 𝑐 (αστάθεια).

Οπότε, για την κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών, όταν το σύστημα είναι ευσταθές, έχουμε

𝑝𝑛 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝐵𝜌𝑛

𝑛! αν 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑐,
𝐵 𝜌𝑛

𝑐!𝑐𝑛−𝑐 αν 𝑛 ≥ 𝑐 + 1.

Λόγω της ιδιότητας των μεμονωμένων μεταβάσεων και της PASTA, έχουμε ότι και οι κατανομές ισορροπίας
σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων συμπίπτουν με την κατανομή ισορροπίας σε συνεχή χρόνο.

Η πιθανότητα να καθυστερήσει ένας πελάτης και να περιμένει κάποιο χρόνο για την έναρξη της εξυπηρέ-
τησής του είναι

𝐶(𝑐, 𝜌) =
∞
􏾜
𝑛=𝑐

𝑎𝑛 =
∞
􏾜
𝑛=𝑐

𝑝𝑛 = Pr[𝑄 ≥ 𝑐] = 𝐵𝜌
𝑐

𝑐!
𝑐

𝑐 − 𝜌, (9.36)

η οποία αναφέρεται και ως τύπος καθυστερήσεων του Erlang ή τύπος Erlang C (Erlang C formula).
Η κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών στον χώρο αναμονής, δεδομένου ότι όλοι οι πελάτες

είναι απασχολημένοι βρίσκεται ως εξής:

Pr[𝑄𝑞 = 𝑛|𝑄 ≥ 𝑐] = Pr[𝑄 = 𝑛 + 𝑐|𝑄 ≥ 𝑐] =
𝐵𝜌𝑐+𝑛

𝑐!𝑐𝑛

∑∞
𝑚=𝑐 𝐵

𝜌𝑚
𝑐!𝑐𝑚−𝑐

= 􏿵1 − 𝜌
𝑐
􏿸 􏿵𝜌

𝑐
􏿸
𝑛
, 𝑛 ≥ 0,

δηλαδή, η δεσμευμένη κατανομή της 𝑄𝑞, δοθέντος ότι 𝑄 ≥ 𝑐 (συμβολικά (𝑄𝑞|𝑄 ≥ 𝑐)), ακολουθεί την
Geom(𝜌/𝑐) στο ℕ0. Οπότε, έχουμε και ότι 𝐸[𝑄𝑞|𝑄 ≥ 𝑐] = 𝜌/𝑐

1−𝜌/𝑐 . Ο μέσος αριθμός πελατών στον χώρο
αναμονής μπορεί τώρα να βρεθεί εύκολα ως εξής:

𝐸[𝑄𝑞] = Pr[𝑄 < 𝑐]𝐸[𝑄𝑞|𝑄 < 𝑐] + Pr[𝑄 ≥ 𝑐]𝐸[𝑄𝑞|𝑄 ≥ 𝑐]

= Pr[𝑄 < 𝑐] ⋅ 0 + Pr[𝑄 ≥ 𝑐] ⋅ 𝜌/𝑐
1 − 𝜌/𝑐

= 𝐵 𝜌𝑐+1
(𝑐 − 1)!(𝑐 − 𝜌)2 .
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Εφαρμόζοντας τον νόμο του Little στον χώρο αναμονής παίρνουμε τον μέσο χρόνο αναμονής ενός πελάτη
που είναι

𝐸[𝑊] =
𝐸[𝑄𝑞]
𝜆 = 𝐵 𝜌𝑐

(𝑐 − 1)!(𝑐 − 𝜌)2
1
𝜇.

Ο μέσος χρόνος παραμονής είναι

𝐸[𝑆] = 𝐸[𝑊] + 1
𝜇 = 􏿶𝐵

𝜌𝑐
(𝑐 − 1)!(𝑐 − 𝜌)2 + 1􏿹

1
𝜇, (9.37)

οπότε εφαρμόζοντας και πάλι τον νόμο του Little παίρνουμε τον μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα

𝐸[𝑄] = 𝜆𝐸[𝑆] = 𝐵 𝜌𝑐+1
(𝑐 − 1)!(𝑐 − 𝜌)2 + 𝜌.

Αν ενδιαφερόμαστε για την κατανομή του χρόνου παραμονής 𝑆 ενός πελάτη στο σύστημα είναι βολικότερο
για το συγκεκριμένο σύστημα να προσδιορίσουμε πρώτα την κατανομή του χρόνου αναμονής 𝑊. Ο υπο-
λογισμός αυτός μπορεί να γίνει εντελώς ανάλογα με τον αντίστοιχο υπολογισμό για τον χρόνο παραμονής
πελάτη στην M/M/1 ουρά, είτε εστιάζοντας στην συνάρτηση κατανομής είτε στον αντίστοιχο μετασχημα-
τισμό Laplace-Stieltjes (βλέπε στην παράγραφο 9.5 τους υπολογισμούς (9.32) και (9.33) αντίστοιχα). Για
οικονομία θα παρουσιάσουμε τον υπολογισμό μόνο μέσω μετασχηματισμών Laplace-Stieltjes.

Ο μετασχηματισμός Laplace-Stieltjes 𝐹̃𝑊(𝑠) του χρόνου αναμονής ενός πελάτη στο σύστημα βρίσκεται
εύκολα δεσμεύοντας στο πλήθος των πελατών που βρίσκει ο πελάτης κατά την άφιξή του σε αυτό. Αν ο πελά-
της βρει λιγότερους από 𝑐 πελάτες στο σύστημα τότε ο χρόνος αναμονής του είναι μηδενικός. Αν βρεί 𝑛 ≥ 𝑐
πελάτες, τότε θα περιμένει να γίνουν 𝑛+1−𝑐 αναχωρήσεις για να αρχίσει να εξυπηρετείται από κάποιον ελεύ-
θερο υπηρέτη. Οι χρόνοι μεταξύ αυτών των εξυπηρετήσεων είναι Exp(𝑐𝜇), αφού καθένας τους αντιστοιχεί
στον ελάχιστο από τους 𝑐 ανεξάρτητους Exp(𝜇) χρόνους εξυπηρέτησης που τρέχουν παράλληλα. Επομένως
έχουμε

𝐹̃𝑊(𝑠) = 𝐸[𝑒−𝑠𝑊] =
∞
􏾜
𝑛=0

Pr[𝑄− = 𝑛]𝐸[𝑒−𝑠𝑊 |𝑄− = 𝑛]

=
𝑐−1
􏾜
𝑛=0

Pr[𝑄− = 𝑛] ⋅ 1 +
∞
􏾜
𝑛=𝑐

Pr[𝑄− = 𝑛] ⋅ 􏿶
𝑐𝜇

𝑠 + 𝑐𝜇􏿹
𝑛+1−𝑐

=
𝑐−1
􏾜
𝑛=0

𝐵𝜌
𝑛

𝑛! +
∞
􏾜
𝑛=𝑐

𝐵 𝜌𝑛
𝑐!𝑐𝑛−𝑐 􏿶

𝑐𝜇
𝑠 + 𝑐𝜇􏿹

𝑛+1−𝑐

=
𝑐−1
􏾜
𝑛=0

𝐵𝜌
𝑛

𝑛! + 𝐵𝜌
𝑐

𝑐! ⋅
𝑐𝜇

𝑐𝜇 − 𝜆 ⋅ 𝑐𝜇 − 𝜆
𝑠 + 𝑐𝜇 − 𝜆

= Pr[𝑄 < 𝑐] ⋅ 1 + Pr[𝑄 ≥ 𝑐] 𝑐𝜇 − 𝜆
𝑠 + 𝑐𝜇 − 𝜆.

Στους υπολογισμούς αυτούς χρησιμοποιήθηκε η ιδιότητα PASTA, ενώ η σύγκλιση της σειράς εξασφαλίζεται
αφού για 𝑠 με 𝑅𝑒(𝑠) ≥ 0 και 𝜌 < 𝑐 έχουμε | 𝑐𝜌𝜇𝜇+𝑠 | < 1. Αυτή η μορφή του μετασχηματισμού Laplace-Stieltjes
δείχνει ότι η τυχαία μεταβλητή𝑊 είναι μικτή και παίρνει την τιμή 0 με πιθανότητα Pr[𝑄 < 𝑐], ενώ ακολουθεί
την Exp(𝑐𝜇 − 𝜆) κατανομή με πιθανότητα Pr[𝑄 ≥ 𝑐]. Για τον μετασχηματισμό Laplace-Stieltjes του χρόνου
παραμονής𝑆θα έχουμε 𝐹̃𝑆(𝑠) = 𝐹̃𝑊(𝑠)

𝜇
𝑠+𝜇 , καθώς𝑆 = 𝑊+𝐵, με𝑊,𝐵ανεξάρτητες και ο χρόνος εξυπηρέτησης

𝐵 έχει την Exp(𝜇) κατανομή.
Όσον αφορά τον προσδιορισμό του μέσου κύκλου απασχόλησης του συστήματος 𝐸[𝑍], έχουμε καταρχήν

ότι η περίοδος αργίας 𝐼 έχει την Exp(𝜆) κατανομή, οπότε 𝐸[𝐼] = 1
𝜆 . Επίσης, έχουμε 𝑝0 =

𝐸[𝐼]
𝐸[𝑍] , οπότε 𝐸[𝑍] =

𝐸[𝐼]
𝑝0

= 1
𝜆𝐵 . Τέλος, η μέση περίοδος συνεχούς λειτουργίας είναι 𝐸[𝑌] = 𝐸[𝑍] − 𝐸[𝐼] = 1

𝜆𝐵 −
1
𝜆 .
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9.7 Η M/M/𝑐/𝑐 ουρά

Αν στο μοντέλο της M/M/𝑐 ουράς της παραγράφου 9.6 δεν υπάρχει χώρος αναμονής για τους πελάτες που
δεν μπορούν να αρχίσουν να εξυπηρετούνται άμεσα, τότε έχουμε την M/M/𝑐/𝑐 ουρά, που είναι γνωστή και
ως το μοντέλο απωλειών του Erlang (Erlang loss model). Η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των
πελατών στο σύστημα είναι διαδικασία τύπου γέννησης-θανάτου με πεπερασμένο χώρο καταστάσεων𝒳 =
{0, 1, 2, … , 𝑐} και ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆 αν 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑐 − 1, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝑖𝜇 αν 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑐, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Το διάγραμμα ρυθμών μετάβασης για τη διαδικασία {𝑄(𝑡)} δίνεται στο σχήμα 9.5.

Σχήμα 9.5: Διάγραμμα ρυθμών μετάβασης M/M/𝑐/𝑐 ουράς .

Θέτοντας 𝜌 = 𝜆
𝜇 , έχουμε

𝐵−1 = 1 +
𝑐
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

=
𝑐
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛
𝑛! ,

και η κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών είναι

𝑝𝑛 =
𝜌𝑛

𝑛!
∑𝑐

𝑚=0
𝜌𝑚
𝑚!

, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑐. (9.38)

Λόγω της ιδιότητας των μεμονωμένων μεταβάσεων και της PASTA, έχουμε ότι και οι κατανομές ισορροπίας
σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων συμπίπτουν με την κατανομή ισορροπίας σε συνεχή χρόνο, εφόσον ανα-
φερόμαστε σε όλους τους πελάτες και όχι μόνο στους πραγματικά εισερχόμενους.

Επομένως η πιθανότητα να χαθεί ένας πελάτης αφού θα βρει όλους τους υπηρέτες κατειλημμένους είναι

𝐵(𝑐, 𝜌) = 𝑎𝑐 = 𝑝𝑐 =
𝜌𝑐

𝑐!
∑𝑐

𝑚=0
𝜌𝑚
𝑚!

, (9.39)

η οποία αναφέρεται και ως τύπος απωλειών του Erlang ή Erlang B (Erlang B formula).
Το ενδιαφέρον είναι ότι ο τύπος των απωλειών του Erlang (9.39) και γενικότερα ο τύπος για την κατα-

νομή ισορροπίας (9.38) ισχύει και για το αντίστοιχοM/G/𝑐/𝑐 σύστημα, με 𝜌 = 𝜆𝐸[𝐵], όπου 𝐵 ένας τυπικός
χρόνος εξυπηρέτησης με γενική κατανομή. Η ιδιότητα αυτή αναφέρεται ως ιδιότητα της μη-ευαισθησίας (in-
sensitivity property) του M/G/𝑐/𝑐 συστήματος, εννοώντας ότι η κατανομή του αριθμού των πελατών στο
σύστημα εξαρτάται μόνο από τους ρυθμούς αφίξεων και αναχωρήσεων και δεν επηρεάζεται από τη μορφή της
κατανομής των χρόνων εξυπηρέτησης. Ελάχιστα συστήματα έχουν την ιδιότητα της μη-ευαισθησίας. Όμως,
όποτε αυτή υπάρχει, διευκολύνει την εφαρμογή των θεωρητικών αποτελεσμάτων, αφού αρκεί η εκτίμηση μόνο
του ρυθμού εξυπηρέτησης και δεν χρειάζεται εκτίμηση της κατανομής των χρόνων εξυπηρέτησης.
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9.8 Η M/M/άπειρο ουρά

Η M/M/∞ ουρά είναι το μοντέλο με απεριόριστη χωρητικότητα και εκθετικούς χρόνους εξυπηρέτησης που
αντιστοιχεί στην περίπτωση όπου κάθε πελάτης αρχίζει να εξυπηρετείται με την άφιξή του στο σύστημα. Είναι
η οριακή περίπτωση των μοντέλωνM/M/𝑐 καιM/M/𝑐/𝑐 που είδαμε στις προηγούμενες ενότητες όταν 𝑐 →
∞. Είναι κατάλληλο μοντέλο για συστήματα στα οποία κάθε πελάτης αυτο-εξυπηρετείται και απλά χρειάζεται
κάποιον πόρο του συστήματος εξυπηρέτησης που υπάρχει σε αφθονία (και επομένως ο αριθμός των παρόντων
πελατών δεν επηρεάζει τον συγκεκριμένο πελάτη). Έστω, ένα τέτοιο σύστημα με ρυθμό αφίξεων 𝜆, ρυθμό
εξυπηρέτησης𝜇 και έστω𝜌 = 𝜆

𝜇 ο ρυθμός συνωστισμού του.Ηστοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού των
πελατών στο σύστημα είναι και εδώ Μαρκοβιανή αλυσίδα τύπου γέννησης-θανάτου με χώρο καταστάσεων
𝒳 = ℕ0 και ρυθμούς μετάβασης

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜆 αν 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 𝑖 + 1,
𝑖𝜇 αν 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 𝑖 − 1,
0 διαφορετικά.

Εδώ έχουμε

𝐵−1 = 1 +
∞
􏾜
𝑛=1

𝜆0𝜆1⋯𝜆𝑛−1
𝜇1𝜇2⋯𝜇𝑛

=
∞
􏾜
𝑛=0

𝜌𝑛
𝑛! = 𝑒𝜌 < ∞.

Οπότε, για την κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών, όταν το σύστημα είναι ευσταθές, έχουμε

𝑝𝑛 = 𝑒−𝜌𝜌
𝑛

𝑛! , 𝑛 ≥ 0. (9.40)

Λόγω της ιδιότητας των μεμονωμένων μεταβάσεων και της PASTA, έχουμε ότι και οι κατανομές ισορροπίας
σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων συμπίπτουν με την κατανομή ισορροπίας σε συνεχή χρόνο.

Το ενδιαφέρον είναι ότι ο τύπος για την κατανομή ισορροπίας (9.40) ισχύει και για το αντίστοιχοM/G/∞
σύστημα, με 𝜌 = 𝜆𝐸[𝐵], όπου 𝐵 ένας τυπικός χρόνος εξυπηρέτησης με γενική κατανομή. Δηλαδή, έχουμε ότι
εξακολουθεί να ισχύει η ιδιότητα της μη-ευαισθησίας (insensitivity property) τουM/G/𝑐/𝑐 συστήματος και
για το M/G/∞ σύστημα.

9.9 Ασκήσεις

Άσκηση 9.1 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη, στο οποίο καταφθάνουν πελάτες δύο τύ-
πων 1 και 2, σύμφωνα με δυο ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson με ρυθμούς 𝜆1 και 𝜆2 αντίστοιχα. Κάθε πελάτης,
ανεξαρτήτως τύπου έχει Exp(𝜇) χρόνο εξυπηρέτησης. Οι πελάτες τύπου 1 έχουν απόλυτη προτεραιότητα έναντι
των πελατών τύπου 2, δηλαδή όταν υπάρχουν πελάτες τύπου 1 στο σύστημα ο υπηρέτης εξυπηρετεί αυτούς και αρ-
χίζει να εξυπηρετεί πελάτες τύπου 2 μόνο όταν δεν υπάρχουν πελάτες τύπου 1. Επιπλέον, αν ένας πελάτης τύπου 2
εξυπηρετείται και αφιχθεί πελάτης τύπου 1, ο υπηρέτης διακόπτει την εξυπηρέτηση και πηγαίνει να εξυπηρετήσει
τον νεοαφιχθέντα πελάτη τύπου 1. Να βρεθούν οι μέσοι οριακοί αριθμοί πελατών τύπων 1 και 2,𝐸[𝑄1] και𝐸[𝑄2],
αντίστοιχα.

Άσκηση 9.2 Να βρείτε τις οριακές κατανομές (𝑝𝑛), (𝑎𝑛) και (𝑑𝑛) των αριθμών των πελατών σε συνεχή χρόνο,
σε στιγμές αφίξεων και σε στιγμές αναχωρήσεων, αντίστοιχα, σε μια ευσταθή M/M/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆
και ρυθμό εξυπηρέτησης 𝜇, χρησιμοποιώντας τον νόμο του Little και την ιδιότητα PASTA. Για το σκοπό αυτό
θεωρήστε ως «σύστημα» την 𝑖 θέση του συστήματος εξυπηρέτησης για 𝑖 = 1, 2, ….

Άσκηση 9.3 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης το οποίο διαθέτει έναν υπηρέτη και άπειρη χωρητικότητα. Η
διαδικασία αφίξεων είναι Poisson με ρυθμό 𝜆. Οι πελάτες που βρίσκουν το σύστημα κενό εισέρχονται σε αυτό με
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πιθανότητα 𝑝, ενώ όσοι το βρίσκουν μη-κενό εισέρχονται με πιθανότητα 𝑞. Οι χρόνοι εξυπηρέτησης πελατών που
βρίσκουν το σύστημα κενό είναι Exp(𝜈), ενώ αυτών που βρίσκουν το σύστημα μη-κενό είναι Exp(𝜇). Το σύστημα
αυτό αναφέρεται ως η M/M/1 ουρά με αποθαρρυνόμενους πελάτες και ειδικούς πρώτους χρόνους εξυπηρέτησης
σε κάθε περίοδο συνεχούς λειτουργίας. Να βρεθεί ο μέσος αριθμός πελατών στο σύστημα και ο μέσος χρόνος πα-
ραμονής ενός πελάτη στο σύστημα.

Άσκηση 9.4 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης το οποίο διαθέτει έναν υπηρέτη και άπειρη χωρητικότητα. Η
διαδικασία αφίξεων είναι Poisson με ρυθμό 𝜆, ενώ οι χρόνοι εξυπηρέτησης ακολουθούν την κατανομή Exp(𝜇). Ο
υπηρέτης εναλλάσεται μεταξύ περιόδων λειτουργίας και αργίας.Οι χρόνοι λειτουργίας έχουν την κατανομήExp(𝜁),
ενώ οι χρόνοι αργίας την κατανομή Exp(𝜃). Οι αφίξεις στο σύστημα γίνονται κανονικά, ανεξάρτητα αν ο υπηρέτης
είναι σε περίοδο λειτουργίας ή αργίας. Όμως, εξυπηρέτηση παρέχεται μόνο όταν ο υπηρέτης βρίσκεται σε περίοδο
λειτουργίας. Το σύστημα αυτό αναφέρεται ως η M/M/1 ουρά με ενεργές και ανενεργές περιόδους εξυπηρετήσεων.
Βρείτε τον οριακό μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα, 𝐸[𝑄], και τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη σε αυτό,
𝐸[𝑆], χρησιμοποιώντας την ανάλυση μέσης τιμής.

Άσκηση 9.5 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης το οποίο διαθέτει έναν υπηρέτη και άπειρη χωρητικότητα.
Η διαδικασία αφίξεων είναι Poisson με παράμετρο 𝜆, ενώ οι χρόνοι εξυπηρέτησης έχουν την κατανομή Exp(𝜇).
Κάθε φορά που το σύστημα αδειάζει ο υπηρέτης απενεργοποιείται. Με την άφιξη ενός πελάτη σε κενό σύστημα, ο
υπηρέτης μπαίνει σε διαδικασία ενεργοποίησης. Ο χρόνος που χρειάζεται να ενεργοποιηθεί (οπότε και θα αρχίσει να
παρέχει κανονικά εξυπηρέτηση) ακολουθει την κατανομή Exp(𝜃). Κατά τη διάρκεια του χρόνου αυτού οι αφίξεις
συνεχίζονται κανονικά. Το σύστημα αυτό αναφέρεται ως η M/M/1 ουρά με εκθετικούς χρόνους εκκίνησης. Βρείτε
τον οριακό μέσο αριθμό πελατών στο σύστημα, 𝐸[𝑄], και τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη σε αυτό, 𝐸[𝑆],
χρησιμοποιώντας την ανάλυση μέσης τιμής.

Άσκηση 9.6 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης το οποίο διαθέτει έναν υπηρέτη και μηδενικό χώρο αναμονής.
Οι πελάτες φθάνουν σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό 𝜆, ενώ οι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών
είναι Exp(𝜇). Ένας πελάτης που κατά την άφιξή του βρίσκει τον υπηρέτη ελεύθερο αρχίζει άμεσα να εξυπηρετείται.
Αν, όμως, βρει τον υπηρέτη κατειλημμένο, τότε αναχωρεί από το σύστημα και προσπαθεί αργότερα μέχρι τελικά
να εξυπηρετηθεί. Οι χρόνοι μεταξύ διαδοχικών επαναπροσπαθειών ενός πελάτη έχουν την κατανομή Exp(𝛾).Το
σύστημα αυτό αναφέρεται ως η M/M/1/1 ουρά με (εκθετικές) επαναπροσπάθειες. Βρείτε τον οριακό μέσο αριθμό
πελατών στο σύστημα, 𝐸[𝑄], και τον μέσο χρόνο παραμονής ενός πελάτη σε αυτό, 𝐸[𝑆], χρησιμοποιώντας την
ανάλυση μέσης τιμής.

Άσκηση 9.7 Θεωρούμε την τροποποίηση της M/M/1 ουράς με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και Exp(𝜇) χρόνους εξυπη-
ρέτησης, όπου ο χρόνος υπομονής κάθε πελάτη που περιμένει στον χώρο αναμονής έχει την κατανομή Exp(𝜈) και
μόλις αυτός συμπληρωθεί ο πελάτης αναχωρεί.

1. Αιτιολογήστε ότι η στοχαστική διαδικασία {𝑄(𝑡)} του αριθμού τωνπελατώνστο σύστημα είναιΜαρκοβιανή
αλυσίδα συνεχούς χρόνου και δώστε το διάγραμμα των ρυθμών μετάβασής της.

2. Για την ειδική περίπτωση 𝜈 = 𝜇, βρείτε την κατανομή ισορροπίας του αριθμού των πελατών σε συνεχή
χρόνο.

Άσκηση 9.8 Θεωρούμε την τροποποίηση της M/M/1 ουράς με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και Exp(𝜇) χρόνους εξυπηρέ-
τησης, με αποθαρρυνόμενους πελάτες, όπου κάθε πελάτης που βρίσκει 𝑛 πελάτες κατά την άφιξή του αναχωρεί με
πιθανότητα 𝑞𝑛, με 𝑞0 =

1
4 και 𝑞𝑛 =

3
4 για 𝑛 ≥ 1.

1. Να διατυπωθεί η συνθήκη ευστάθειας (στασιμότητας) για το σύστημα.

2. Να υπολογιστούν οι κατανομές ισορροπίας (𝑝𝑛), (𝑎𝑛) και (𝑑𝑛) του αριθμού των πελατών σε συνεχή χρόνο,
σε στιγμές αφίξεων και αναχωρήσεων αντίστοιχα.
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3. Να προσδιοριστεί το ποσοστό των χαμένων πελατών.

Άσκηση 9.9 Θεωρούμε μια απλή Μαρκοβιανή ουρά με ρυθμούς αφίξεων και εξυπηρετήσεων 𝜆𝑛 = 𝛼𝑛𝜆 (𝑛 ≥ 0)
και 𝜇𝑛 = 𝑛𝛼𝑛𝜇 (𝑛 ≥ 1) αντίστοιχα, όπου 𝛼 ∈ (0, 1), 𝜆, 𝜇 > 0 γνωστές παράμετροι.

1. Πότε η ουρά είναι ευσταθής;Ναβρεθεί η κατανομή ισορροπίας (𝑝𝑛) του αριθμού των πελατών στο σύστημα.
Τι είδους κατανομή είναι;

2. Να βρεθούν οι κατανομές ισορροπίας (𝑎𝑛) και (𝑑𝑛) του αριθμού των πελατών σε στιγμές αφίξεων και ανα-
χωρήσεων αντίστοιχα. Τι κατανομές είναι;

3. Να βρεθεί ο μέσος χρόνος παραμονής 𝐸[𝑆] ενός πελάτη στο σύστημα, καθώς και οι μέσοι χρόνοι συνεχούς
λειτουργίας, αργίας και κύκλου απασχόλησης 𝐸[𝑌], 𝐸[𝐼] και 𝐸[𝑍] αντίστοιχα.

Άσκηση 9.10 Θεωρούμε την τροποποίηση της M/M/𝑐/𝑐 ουράς με Poisson διαδικασία αφίξεων ρυθμού 𝜆 και
Exp(𝜇) χρόνους εξυπηρέτησης, όπου ορισμένοι πελάτες αναχωρούν από το σύστημα αμέσως μόλις αφιχθούν, χω-
ρίς να εξυπηρετηθούν (αποθαρρυνόμενοι πελάτες). Συγκεκριμένα, κάθε πελάτης που βρίσκει 𝑛 άλλα άτομα στο
σύστημα κατά την άφιξή του αναχωρεί με πιθανότητα 𝑛

𝑐 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑐.

1. Να βρεθεί η κατανομή ισορροπίας (𝑝𝑛) του αριθμού των πελατών στο σύστημα {𝑄(𝑡)}. Τι είδους κατανομή
είναι;

2. Να βρεθεί το μακροπρόθεσμο ποσοστό των άμεσα αποχωρούντων πελατών (χαμένων πελατών).

3. Να βρεθούν οι κατανομές ισορροπίας (𝑎𝑛) και (𝑑𝑛) του αριθμού των πελατών σε στιγμές αφίξεων και ανα-
χωρήσεων αντίστοιχα, που αναφέρονται στους πραγματικά εισερχόμενους πελάτες του συστήματος.

4. Να βρεθεί ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα, 𝐸[𝑆], λαμβάνοντας υπόψη όλους τους
αφιχθέντες πελάτες. Να βρεθεί ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτης στο σύστημα, 𝐸[𝑆′], λαμβάνοντας
υπόψη μόνο τους τελικά εισερχόμενους πελάτες.

5. Να βρεθεί ο μέσος κύκλος απασχόλησης του συστήματος, 𝐸[𝑍].

Άσκηση 9.11 Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης με έναν υπηρέτη και απεριόριστο χώρο αναμονής. Πελάτες
δυο τύπων φθάνουν στο σύστημα, «υπομονετικοί» και «βιαστικοί», σύμφωνα με δυο ανεξάρτητες διαδικασίες
Poisson με ρυθμούς 𝜆𝜐 και 𝜆𝛽 αντίστοιχα. Οι υπομονετικοί πελάτες εισέρχονται πάντα στο σύστημα, ενώ οι βια-
στικοί μόνο όταν το συνολικό πλήθος πελατών που βρίσκουν κατά την άφιξή τους στο σύστημα είναι το πολύ𝐾−1,
όπου 𝐾 ≥ 2 δοσμένος ακέραιος. Οι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών ανεξαρτήτως τύπου είναι ανεξάρτητες τυ-
χαίες μεταβλητές με κατανομή Exp(𝜇) και η πειθαρχία ουράς είναι η FCFS.

1. Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός των πελατών στο σύστημα, {𝑄(𝑡)} είναιΜαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου
και να σχεδιαστεί το διάγραμμα των ρυθμών μετάβασής της.

2. Να βρεθεί η κατανομή ισορροπίας (𝑝𝑛) του αριθμού των πελατών στο σύστημα, σε συνεχή χρόνο.

3. Να βρεθεί ο ρυθμός διαπέρασης, 𝜆∗, του συστήματος, καθώς και το μακροπρόθεσμο ποσοστό των άμεσα
αποχωρούντων πελατών.

4. Να βρεθούν οι κατανομές ισορροπίας (𝑎𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛 ) και (𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛 ) των αριθμών των πελατών σε στιγμές αφίξεων και
αναχωρήσεων, που αναφέρονται στους εισερχόμενους πελάτες.

5. Να βρεθεί ο μέσος κύκλος απασχόλησης του συστήματος.
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9.10 Σχόλια

Το βιβλίο Adan και Resing 2001 αναλύει πολλά από τα βασικά μοντέλα συστημάτων εξυπηρέτησης με τη
μέθοδο της ανάλυσης μέσης τιμής. Για μια διεξοδική περιγραφή της μεθόδου ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης
μπορεί να διαβάσει την εργασία των Adan και Wal 2011 και τη μεταπτυχιακή διπλωματική εργασία Τσουπα-
ρόπουλος 2015.

Οι απλέςΜαρκοβιανές ουρές είναι τα πιο βασικά μοντέλα συστημάτων εξυπηρέτησης.Όλα τα εισαγωγικά
βιβλία της Θεωρίας Ουρών Αναμονής αφιερώνουν αρκετό χώρο στη μελέτη τους. Για μια σύντομη εισαγωγή
με πολλά παραδείγματα και υπολογιστικό προσανατολισμό, ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να μελετή-
σει το σύγγραμμα των Adan και Resing 2001. Για περισσότερη λεπτομέρεια και παραδείγματα, μπορεί κανείς
να δει τα κλασικά βιβλία Kleinrock 1975, Wolff 1989, Tijms 2008, Kulkarni 2010 και Shortle, Thompson,
Gross και Harris 2018, ή τα νεώτερα συγγράμματα των Haviv 2013 και Harchol-Balter 2013.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10

ΕΛΕΓΧΟΣ ΟΥΡΩΝ ΑΝΑΜΟΝΗΣ

10.1 Σύγκριση M/M/𝑐 και αντίστοιχων M/M/1 συστημάτων

Στην ενότητα αυτή θα συγκρίνουμε το M/M/𝑐 σύστημα εξυπηρέτησης με «ισοδύναμα», υπό κάποια έννοια,
συστήματα εξυπηρέτησης τύπου M/M/1. Οι συγκρίσεις αυτές θα δώσουν μερικές πρώτες διαισθήσεις για
το πώς συμφέρει να σχεδιάσουμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης που να ανταποκρίνεται σε ένα συγκεκριμένο
πρακτικό πρόβλημα, ανάλογα με τις ιδιαιτερότητες του προβλήματος.

10.1.1 Κοινή ουρά για όλους τους υπηρέτες ή μία ουρά για κάθε υπηρέτη;

Έστω ότι πρόκειται να σχεδιάσουμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης και έχουμε διαθέσιμους 𝑐 όμοιους υπηρέτες.
Τι είναι προτιμότερο;Να έχουμε ξεχωριστή ουρά για κάθε υπηρέτη ή μια κοινή ουρά για όλους τους υπηρέτες;

Θα εξετάσουμε το πρόβλημα αυτό σε ένα συγκεκριμένο, αλλά αρκετά ειδικό πλαίσιο, υποθέτοντας ότι
έχουμεPoissonδιαδικασία αφίξεων δυνητικώνπελατώνμε ρυθμό𝜆, Exp(𝜇) κατανομή χρόνων εξυπηρέτησης
και 𝑐 = 2 διαθέσιμους υπηρέτες. Υποθέτουμε ότι 𝜆 < 2𝜇 που είναι μια αναγκαία συνθήκη ώστε το σύστημα
να είναι ευσταθές. Ορίζουμε 𝜌 = 𝜆

𝜇 τον ρυθμό συνωστισμού του συστήματος, οπότε 𝜌 < 2.
Αν χρησιμοποιήσουμε ξεχωριστή ουρά για κάθε υπηρέτη και υποθέσουμε ότι κάθε αφικνούμενος πελάτης

επιλέγει να πάει στο υποσύστημα ουρά - χώρο εξυπηρέτησης του υπηρέτη 𝑖 με πιθανότητα 1
2 , για 𝑖 = 1, 2, τότε

θα έχουμε δυοπανομοιότυπαυποσυστήματα τύπουM/M/1με ρυθμόαφίξεων 𝜆
2 και ρυθμό εξυπηρέτησης𝜇, το

καθένα. Επομένως, ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη θα δίνεται από τον τύπο (9.31), οπότε θα έχουμε
ότι για την περίπτωση ξεχωριστών ουρών ο μέσος χρόνος παραμονής είναι

𝐸[𝑆1] =
1

𝜇 − 𝜆
2

= 2
𝜇(2 − 𝜌) .

Αν χρησιμοποιήσουμε μια κοινή ουρά για όλους τους υπηρέτες, τότε θα έχουμε ένα σύστημα τύπουM/M/2
με ρυθμό αφίξεων𝜆 και ρυθμό εξυπηρέτησης𝜇, οπότε ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη θα δίνεται από
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τον τύπο (9.37) που στην περίπτωση αυτή δίνει

𝐸[𝑆2] =
4

𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌) . (10.1)

Έχουμε

𝐸[𝑆1] − 𝐸[𝑆2] = 2
𝜇(2 − 𝜌) −

4
𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌)

= 2𝜌
𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌) > 0. (10.2)

Επομένως, είναι προτιμότερο να υπάρχει μια κοινή ουρά και για τους όλους τους υπηρέτες, αν ενδιαφερόμαστε
για τον χρόνο παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα (το ίδιο ισχύει και για τον χρόνο αναμονής στην ουρά,
αφού έχουμε 𝐸[𝑊𝑖] = 𝐸[𝑆𝑖] −

1
𝜇 , 𝑖 = 1, 2, οπότε 𝐸[𝑊1] − 𝐸[𝑊2] = 𝐸[𝑆1] − 𝐸[𝑆2]). Είναι ενδιαφέρον να

παρατηρήσει κανείς ότι lim𝜌→2−(𝐸[𝑆1] −𝐸[𝑆2]) = ∞, και επομένως η κοινή ουρά μειώνει σημαντικά τον μέσο
χρόνο παραμονής σε συστήματα με ρυθμό συνωστισμού κοντά στην κρίσιμη τιμή για αστάθεια. Επίσης

𝐸[𝑆2]
𝐸[𝑆1]

= 2
2 + 𝜌 ∈ 􏿶

1
2 , 1􏿹 , 𝜌 ∈ (0, 2),

που δείχνει ότι η χρήση κοινής ουράς βελτιώνει σημαντικά την λειτουργία του συστήματος όσο μεγαλύτε-
ρος είναι ο συντελεστής συνωστισμού και συγκεκριμένα οδηγεί σε μείωση του μέσου χρόνου παραμονής των
πελατών με ένα συντελεστή που μπορεί να φθάσει κοντά στο 1

2 για μεγάλες τιμές του ρυθμού συνωστισμού.
Το γενονός ότι η χρήση κοινής ουράς (pooling) βελτιώνει την απόδοση του συστήματος ισχύει σε πολύ

γενικότερες καταστάσεις, και για το λόγο αυτό η χρήση κοινής ουράς έχει υιοθετηθεί σε πολλές πρακτικές
εφαρμογές των ουρών σε πραγματικά συστήματα τα τελευταία χρόνια. Βέβαια, αν οι πελάτες είναι ετερο-
γενείς μπορεί να είναι προτιμότερο σε κάποιες περιπτώσεις να έχουμε διαφορετικές ουρές για διαφορετικές
κατηγορίες πελατών. Επίσης, αν οι υπηρέτες δεν είναι όμοιοι, το ερώτημα θα πρέπει να εξεταστεί εξαρχής με
προσοχή.

10.1.2 Πολλοί αργοί υπηρέτες ή λίγοι γρήγοροι υπηρέτες;

Έστω ότι πρόκειται να σχεδιάσουμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης με συγκεκριμένη δυναμικότητα (δηλαδή συ-
νολικό ρυθμό) εξυπηρέτησης. Τι είναι προτιμότερο; Να έχουμε έναν υπηρέτη με όλη τη δυναμικότητα ή να
την μοιράσουμε σε περισσότερους υπηρέτες;

Θα εξετάσουμε το πρόβλημα αυτό σε ένα ειδικό πλαίσιο, ώστε να έχουμε συγκεκριμένα συμπεράσματα.
Υποθέτουμε ότι έχουμεPoisson διαδικασία αφίξεων πελατών με ρυθμό𝜆 και συνολική δυναμικότητα (δηλαδή
συνολικό ρυθμό) εξυπηρέτησης 2𝜇 την οποία μπορούμε να αναθέσουμε σε έναν υπηρέτη ή σε 2 υπηρέτες.
Υποθέτουμε ότι 𝜆 < 2𝜇 ώστε να εξασφαλίζεται η ευστάθεια του συστήματος και συμβολίζουμε με 𝜌 < 2 τον
ρυθμό συνωστισμού.

Αν χρησιμοποιήσουμε έναν υπηρέτη, τότε θα έχουμε μια M/M/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και ρυθμό εξυ-
πηρέτησης 2𝜇. Τότε, ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη θα δίνεται από τον τύπο (9.31), που στην προ-
κειμένη περίπτωση δίνει

𝐸[𝑆1] =
1

2𝜇 − 𝜆 = 1
𝜇(2 − 𝜌) .

Αν χρησιμοποιήσουμε δυο υπηρέτες, τότε θα έχουμε μια M/M/2 ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆 και ρυθμό εξυ-
πηρέτησης 𝜇 ανά υπηρέτη. Τότε, ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη θα δίνεται από τον τύπο (10.1).
Επομένως, θα έχουμε

𝐸[𝑆1] − 𝐸[𝑆2] = 1
𝜇(2 − 𝜌) −

4
𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌)

= 𝜌 − 2
𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌) = − 1

𝜇(2 + 𝜌) < 0.
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Επομένως, είναι προτιμότερο να ανατεθεί όλη η δυναμικότητα εξυπηρέτησης σε έναν υπηρέτη, αν ενδιαφερό-
μαστε για τον χρόνο παραμονής ενός πελάτη στο σύστημα. Εδώ έχουμε ότι

𝐸[𝑆1]
𝐸[𝑆2]

= 𝜌 + 2
4 ∈ 􏿶

1
2 , 1􏿹 , 𝜌 ∈ (0, 2). (10.3)

Επομένως, η ανάθεση όλης της δυναμικότητας εξυπηρέτησης σε έναν υπηρέτη βελτιώνει σημαντικά την λει-
τουργία του συστηματος όσο μικρότερος είναι ο συντελεστής συνωστισμού και συγκεκριμένα οδηγεί σε μεί-
ωση του μέσου χρόνου παραμονής των πελατών με ένα συντελεστή που φθάνει κοντά στο 1

2 για μικρές τιμές
του ρυθμού συνωστισμού. Αυτό είναι λογικό, διότι αν το σύστημα είναι σχεδόν άδειο πάντα, τότε μόνο ένας
υπηρέτης χρησιμοποιείται ακόμη κι αν υπάρχουν δυο διαθέσιμοι υπηρέτες. Επομένως, είναι καλύτερο όλη η
δυναμικότητα να ανατίθεται σε έναν υπηρέτη.

Όσον αφορά τους αντίστοιχους χρόνους αναμονής στην ουρά, για την M/M/1 ουρά θα έχουμε

𝐸[𝑊1] = 𝐸[𝑆1] −
1
2𝜇 = 𝜌

2𝜇(2 − 𝜌) ,

ενώ για την M/M/2 ουρά θα έχουμε

𝐸[𝑊2] = 𝐸[𝑆2] −
1
𝜇 = 4

𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌) −
1
𝜇 = 𝜌2

𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌) .

Επομένως, θα έχουμε

𝐸[𝑊1] − 𝐸[𝑊2] = 𝜌
2𝜇(2 − 𝜌) −

𝜌2
𝜇(2 + 𝜌)(2 − 𝜌)

= 𝜌
2𝜇(2 + 𝜌) > 0.

Επομένως, είναι προτιμότερο να μοιραστεί η δυναμικότητα εξυπηρέτησης σε δυο υπηρέτες, αν ενδιαφερόμα-
στε για τον χρόνο αναμονής ενός πελάτη στην ουρά, δηλαδή ισχύει το αντίθετο από αυτό που είδαμε για τον
χρόνο παραμονής. Αυτό είναι βέβαια λογικό, αφού η παρουσία πολλών υπηρετών διευκολύνει να αρχίσουν οι
πελάτες την εξυπηρέτησή τους, ανεξάρτητα από το ότι αυτό μπορεί να συνεπάγεται πιο αργή εξυπηρέτηση.

10.2 Το πρόβλημα της επιλογής βέλτιστου ρυθμού εξυπηρέτησης

Ένα άλλο πρόβλημα που εμφανίζεται κατά τον σχεδιασμό ενός συστήματος εξυπηρέτησης είναι η επιλογή του
βέλτιστου ρυθμού εξυπηρέτησης ώστε τα συνολικά έξοδα παροχής εξυπηρέτησης και αναμονής να ελαχιστο-
ποιούνται. Τυπικά, αν επιλεγεί ένας υψηλός ρυθμός εξυπηρέτησης το κόστος παροχής της εξυπηρέτησης είναι
μεγάλο, ενώ τα κόστη αναμονής μικρά. Αντίθετα, ένας χαμηλός ρυθμός εξυπηρέτησης συνεπάγεται χαμηλό
κόστος παροχής εξυπηρέτησης, αλλά επάγει μεγάλα κόστη αναμονής. Επομένως, ποιος ρυθμός εξισορροπεί
καλύτερα αυτά τα δύο κόστη;

Για να μελετήσουμε μια απλή και συγκεκριμένη περίπτωση του προβλήματος, θεωρούμε μιαM/M/1 ουρά
με δοσμένο ρυθμό αφίξεων𝜆. Ο ρυθμός εξυπηρέτησης είναι μεταβλητή απόφασης που θέλουμε να καθοριστεί
έτσι ώστε να μειωθεί το συνολικό κόστος λειτουργίας του συστήματος. Το σύστημα έχει δύο είδη κόστους.
Αφενός έχει κόστος εξυπηρέτησης 𝑠 ανά χρονική μονάδα, για κάθε μονάδα ρυθμού εξυπηρέτησης που παρέχει
και αφετέρου έχει κόστος αναμονής 𝑐ανά χρονικήμονάδακαι ανάπελάτη.Δηλαδή, αν ορυθμός εξυπηρέτησης
που έχει επιλεγεί είναι𝜇 τότε το κόστος εξυπηρέτησης είναι 𝑠𝜇ανάχρονικήμονάδα, και αν υπάρχουν𝑛πελάτες
στο σύστημα μια χρονική μονάδα τότε το κόστος αναμονής γι αυτή τη χρονική μονάδα είναι 𝑐𝑛.

Επομένως, αν ο ρυθμός εξυπηρέτησης τεθεί 𝜇, τότε το μέσο κόστος ανά χρονική μονάδα είναι

𝐶(𝜇) = 𝑠𝜇 + 𝑐𝐸𝜇[𝑄] = 𝑠𝜇 + 𝑐 𝜆
𝜇 − 𝜆, 𝜇 > 𝜆. (10.4)
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Το πρόβλημα βελτιστοποίησης είναι το

min
𝜇
(𝑠𝜇 + 𝑐𝐸𝜇[𝑄]) = min

𝜇 􏿶𝑠𝜇 +
𝑐𝜆

𝜇 − 𝜆􏿹

υπό τον περιορισμό
𝜇 > 𝜆. (10.5)

Παρατηρούμε ότι

𝐶′(𝜇) = 𝑠 − 𝑐𝜆
(𝜇 − 𝜆)2 ,

𝐶″(𝜇) = 2𝑐𝜆
(𝜇 − 𝜆)3 > 0, 𝜇 > 𝜆.

Επομένως, η 𝐶(𝜇) είναι κυρτή στο (𝜆,∞), με

lim
𝜇→𝜆+

𝐶(𝜇) = lim
𝜇→∞

𝐶(𝜇) = ∞,

οπότε το ολικό ελάχιστο βρίσκεται λύνοντας την εξίσωση𝐶′(𝜇) = 0, που δίνει το βέλτιστο ρυθμό εξυπηρέτη-
σης

𝜇∗ = 𝜆 +
√
𝜆𝑐
𝑠 , (10.6)

που επάγει το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος ανά χρονική μονάδα

𝐶(𝜇∗) = 𝑠𝜆 + 2√𝜆𝑐𝑠. (10.7)

Το πρόβλημα της επιλογής ρυθμού εξυπηρέτησης που εξετάσαμε στην παράγραφο αυτή είναι ένα πρό-
βλημα σχεδιασμού υπό την έννοια ότι ο βέλτιστος ρυθμός εξυπηρέτησης επιλέγεται μια φορά και για πάντα
και δεν προσαρμόζεται στην κατάσταση του συστήματος. Όμως, συνήθως, ο διαχειριστής του συστήματος
έχει τη δυνατότητα προσαρμογής του ρυθμού εξυπηρέτησης ανάλογα με τον συνωστισμό που παρατηρείται
στο σύστημα.Π.χ., σε ένα σούπερ μάρκετ, οι υπάλληλοι που εξυπηρετούν στα ταμεία αυξομειώνονται ανάλογα
με τον αριθμό των πελατών που βρίσκονται σε αναμονή. Επίσης, στο τηλεφωνικό κέντρο μιας εταιρείας, σε
περίπτωση μεγάλου φόρτου κλήσεων, καλούνται να εξυπηρετήσουν πελάτες και υπάλληλοι που εργάζονται
σε άλλα τμήματα.

Τοπρόβλημα της προσαρμογής του ρυθμού εξυπηρέτησης ανάλογαμε τον συνωστισμό του συστήματος εί-
ναι αρκετά δυσκολότερο στην επίλυσή του από το πρόβλημα της επιλογής ρυθμού εξυπηρέτησης που είδαμε
παραπάνω. Ακόμα και στην απλούστερη εκδοχή του χρειάζεται πιο προχωρημένες μαθηματικές μεθόδους
ώστε να λυθεί. Στην περίπτωση Μαρκοβιανών συστημάτων, η βασική προσέγγιση είναι μέσω της Θεωρίας
των Μαρκοβιανών Διαδικασιών Αποφάσεων (Στοχαστικός Δυναμικός Προγραμματισμός).

Καθώς οι μέθοδοι τουΣτοχαστικούΔυναμικούΠρογραμματισμού σε συνεχή χρόνο εκφεύγουν της παρού-
σας εισαγωγής, ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης παραπέμπεται στο βιβλιο Cassandras και Lafortune 2008,
στο κεφάλαιο 9, για μια σύντομη εισαγωγή στη μεθοδολογία του Στοχαστικού Δυναμικού Προγραμματι-
σμού σε συνεχή χρόνο με βασικές εφαρμογές στη Θεωρία Ουρών Αναμονής. Στο βιβλίο αυτό περιγράφεται
αναλυτικά και η λύση του προβλήματος της προσαρμογής του ρυθμού εξυπηρέτησης ανάλογα με το συνω-
στισμό του συστήματος, στο απλούστερο δυνατό πλαίσιο. Συγκεκριμένα, μελετάται μια M/M/1 ουρά, όπου
ο υπηρέτης μπορεί να λειτουργεί με ρυθμό 𝜇 ∈ {𝜇1, 𝜇2} με 𝜇1 > 𝜇2, όπου το κόστος εξυπηρέτης ανά χρονική
μονάδα για ρυθμό 𝜇𝑖 είναι 𝑠𝑖, για 𝑖 = 1, 2, με 𝑠1 > 𝑠2. Το κόστος αναμονής ανά πελάτη και χρονική μονάδα εί-
ναι 𝑐. Τότε, αποδεικνύεται ότι η βέλτιστη πολιτική προσαρμογής για την ελαχιστοποίηση του μέσου κόστους
ανά χρονική μονάδα είναι τύπου κατωφλίου, δηλαδή ο υπηρέτης πρέπει να δουλεύει με τον αργό ρυθμό 𝜇2
όσο ο αριθμός των πελατών είναι μικρότερος ή ίσος από κάποιον κρίσιμο αριθμό 𝑛∗, ενώ πρέπει να δουλεύει
με τον γρήγορο ρυθμό 𝜇1, όταν ο αριθμός των πελατών είναι μεγαλύτερος του 𝑛∗. Επιπλέον, ο κρίσιμος αριθ-
μός 𝑛∗ χαρακτηρίζεται με βάση τις παραμέτρους λειτουργίας του συστήματος 𝜆, 𝜇1, 𝜇2 και τις οικονομικές
παραμέτρους 𝑠1, 𝑠2 και 𝑐.
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10.3 Ουρές Αναμονής με Στρατηγικούς Πελάτες

10.3.1 Γενικό πλαίσιο στρατηγικής συμπεριφοράς

Στα παραδείγματα που είδαμε στις προηγούμενες ενότητες, ο σχεδιασμός του συστήματος έγινε υπό την πα-
ραδοχή ότι οι πελάτες είναι παθητικές οντότητες, δηλαδή δεν παίρνουν αποφάσεις. Όμως, οι μελέτες για τον
βέλτιστο σχεδιασμό και/ή τον βέλτιστο έλεγχο συστημάτων αναμονής, θα πρέπει να λαμβάνουν υπόψη τη
στρατηγική συμπεριφορά των πελατών, το γεγονός δηλαδή, ότι οι πελάτες είναι ενεργητικές οντότητες που
παίρνουν αποφάσεις με σκοπό τη μεγιστοποίηση της ωφέλειάς τους, λαμβάνοντας υπόψη ότι και οι άλλοι
πελάτες συμπεριφέρονται όμοια.

Επομένως, για να γίνει μια ανάλυση της στρατηγικής συμπεριφοράς των πελατών χρειάζεται να χρησιμο-
ποιηθούν ιδέες και εργαλεία από τη Θεωρία Παιγνίων. Υπάρχουν όμως δυο προβλήματα που ανακύπτουν
για τη χρήση της κλασικής θεωρίας παιγνίων. Το πρώτο πρόβλημα είναι ότι οι παίκτες, δηλαδή οι δυνητικοί
πελάτες ενός συστήματος είναι άπειροι το πλήθος. Το δεύτερο πρόβλημα είναι ότι οι παίκτες δεν παίρνουν
ταυτόχρονα τις αποφάσεις τους, αφού φθάνουν στο σύστημα διαδοχικά σε άπειρο ορίζοντα. Τα προβλήματα
αυτά ξεπερνιούνται δημιουργώντας ανάλογες έννοιες με αυτές της κλασικής Θεωρίας Παιγνίων, εκμεταλ-
λευόμενοι την ομοιογένεια των πελατών. Δηλαδή σε πρώτο επίπεδο θεωρούμε ότι όλοι οι πελάτες είναι όμοιοι
και κατόπιν μπορούμε να επεκτείνουμε το πλαίσιο και στην περίπτωση ετερογενών πελατών, υποθέτοντας ότι
υπάρχουν διάφορες κλάσεις πελατών και οι πελάτες κάθε κλάσης είναι όμοιοι (ομογενείς).

Στην περίπτωση, λοιπόν, ομογενών πελατών, ένα παιχνίδι μεταξύ των πελατών προσδιορίζεται από το
κοινό σύνολο των στρατηγικών τους,𝒮 , και μια συνάρτηση πληρωμής𝒰(𝑠, 𝑠′), που δίνει την πληρωμή ενός
πελάτη που χρησιμοποιεί τη στρατηγική 𝑠, όταν όλοι οι άλλοι χρησιμοποιούν τη στρατηγική 𝑠′. Με τον όρο
στρατηγική εννοούμε ένα δυνατό πλάνο δράσης κάθε πελάτη που του υπαγορεύει πώς να συμπεριφερθεί κατά
τη διάρκεια της αλληλεπίδρασής του με το σύστημα εξυπηρέτησης.

Η συνάρτηση𝒰(𝑠, 𝑠′) είναι γραμμική ως προς 𝑠, υπό την έννοια ότι αν η 𝑠 είναι η μίξη των στρατηγικών 𝑠𝑘,
𝑘 = 1, 2, … , 𝑟 με αντίστοιχες πιθανότητες 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑟, με∑𝑟

𝑘=1 𝛼𝑘 = 1, τότε

𝒰(𝑠, 𝑠′) =
𝑟
􏾜
𝑘=1

𝛼𝑘𝒰(𝑠𝑘, 𝑠′).

Αν 𝑠1 και 𝑠2 είναι δυο στρατηγικές ενός πελάτη, τότε λέμε ότι η 𝑠1 κυριαρχεί τελείως ασθενώς της 𝑠2, αν για
κάθε στρατηγική 𝑠′ των άλλων πελατών ισχύει

𝒰(𝑠1, 𝑠′) ≥ 𝒰(𝑠2, 𝑠′).

Αν η ανισότητα ισχύει γνήσια για μια τουλάχιστον στρατηγική 𝑠′ λέμε ότι η 𝑠1 κυριαρχεί ασθενώς της 𝑠2.
Τέλος, αν η ανισότητα ισχύει γνήσια για όλες τις στρατηγικές 𝑠′, τότε λέμε ότι η 𝑠1 κυριαρχεί ισχυρά της 𝑠2.

Έστω ένας επιλεγμένος πελάτης. Δοθείσης μιας στρατηγικής 𝑠′ που ακολουθούν όλοι οι άλλοι πελάτες, η
στρατηγική 𝑠∗ του επιλεγμένου πελάτη λέγεται βέλτιστη απάντηση στην 𝑠′, αν για κάθε στρατηγική 𝑠 του
επιλεγμένου πελάτη ισχύει

𝒰(𝑠∗, 𝑠′) ≥ 𝒰(𝑠, 𝑠′),

δηλαδή η 𝑠∗ βελτιστοποιεί της 𝑓(𝑠) = 𝒰(𝑠, 𝑠′). Το σύνολο των βέλτιστων απαντήσεων στο 𝑠′, συμβολίζεται με
𝐵𝑅(𝑠′).

Μια στρατηγική 𝑠 ενός επιλεγμένου πελάτη λέγεται τελείως ασθενώς (αντίστοιχα ασθενώς, ή ισχυρά) κυ-
ριαρχούσα, αν κυριαρχεί τελείως ασθενώς (αντίστοιχα ασθενώς, ή ισχυρά) κάθε άλλης στρατηγικής του επι-
λεγμένου πελάτη. Μια στρατηγική ενός επιλεγμένου πελάτη είναι τελείως ασθενώς (αντίστοιχα ασθενώς, ή
ισχυρά) κυριαρχούσα, αν ο επιλεγμένος πελάτης αποκομίζει ακολουθώντας την μεγαλύτερη ή ίση ωφέλεια
(αντίστοιχα μεγαλύτερη ή ίση ωφέλεια με τουλάχιστον μια φορά μεγαλύτερη, ή μεγαλύτερη ωφέλεια) από
όση θα αποκόμιζε ακολουθώντας κάποια άλλη στρατηγική, ανεξάρτητα από το τι θα έκαναν οι υπόλοιποι πε-
λάτες.
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Μια στρατηγική 𝑠𝑒 λέγεται (συμμετρική) στρατηγική ισορροπίας, αν είναι βέλτιστη απάντηση έναντι του
εαυτού της. Δηλαδή, η 𝑠𝑒 είναι στρατηγική ισορροπίας αν

𝒰(𝑠𝑒, 𝑠𝑒) ≥ 𝒰(𝑠, 𝑠𝑒), 𝑠 ∈ 𝒮 ,

ή, ισοδύναμα, όταν 𝑠𝑒 ∈ 𝐵𝑅(𝑠𝑒). Με άλλα λόγια μια στρατηγική είναι στρατηγική ισορροπίας, αν κανένας
πελάτης δεν έχει κίνητρο να την αλλάξει μονομερώς, όταν όλοι οι άλλοι την ακολουθούν.

Ένα βασικό ερώτημα αφορά τον υπολογισμό της συνάρτησης πληρωμής𝒰(𝑠, 𝑠′) σε ένα στρατηγικό πρό-
βλημα απόφασης πελατών στο πλαίσιο ενός συγκεκριμένου συστήματος εξυπηρέτησης. Η βασική ιδέα είναι
ότι αν έχουμε έναν επιλεγμένο πελάτη που ακολουθεί την στρατηγική 𝑠, όταν οι υπόλοιποι ακολουθούν τη
στρατηγική 𝑠′, τότε αυτός δεν επηρεάζει την γενική συμπεριφορά του συστήματος. Η γενική συμπεριφορά
του συστήματος προσδιορίζεται από τη στρατηγική 𝑠′ που ακολουθούν οι υπόλοιποι πελάτες, μια και η επί-
δραση του επιλεγμένου πελάτη είναι αμελητέα. Στον υπολογισμό της συμπεριφοράς του συστήματος υποτί-
θεται, επίσης, ότι το σύστημα εξετάζεται για μεγάλο χρονικό διάστημα και επομένως τα διάφορα μέτρα υπο-
λογίζονται υποθέτοντας ότι το σύστημα βρίσκεται σε κατάσταση στατιστικής ισορροπίας (στασιμότητας).

Επομένως, η διαδικασία εύρεσης των στρατηγικών ισορροπίας σε ένα συγκεκριμένο πρόβλημα με στρατη-
γικούς πελάτες γίνεται σε βήματα ως εξής:

Βήμα 1ο: Μελέτη της στάσιμης συμπεριφοράς ενός συστήματος κάτωαπό κάθε στρατηγική 𝑠′ των πελατών.

Βήμα 2ο: Υπολογισμός της συνάρτησης πληρωμής 𝒰(𝑠, 𝑠′) ενός επιλεγμένου πελάτη που ακολουθεί την
στρατηγική 𝑠, όταν οι άλλοι ακολουθούν τη στρατηγική 𝑠′.

Βήμα 3ο: Εύρεση βέλτιστης απάντησης του επιλεγμένου πελάτη έναντι μιας στρατηγικής των άλλων:

𝐵𝑅(𝑠′) = {𝑠 ∈ 𝒮 ∶ 𝒰(𝑠, 𝑠′) ≥ 𝒰(𝑠̂, 𝑠′), 𝑠̂ ∈ 𝒮 }.

Βήμα 4ο: Εύρεση στρατηγικών με την ιδιότητα 𝑠𝑒 ∈ 𝐵𝑅(𝑠𝑒).

10.3.2 Συμπεριφορές απόφυγε-το-πλήθος και ακολούθησε-το-πλήθος

Ας υποθέσουμε ότι σε ένα πρόβλημα στρατηγικής συμπεριφοράς πελατών ο χώρος των στρατηγικών είναι
ολικά διατεταγμένος, δηλαδή υπάρχει σχέση διάταξης, ώστε για κάθε δυο στρατηγικές 𝑠 και 𝑠′ να ισχύει 𝑠 ≤ 𝑠′
ή 𝑠 ≥ 𝑠′. Υποθέτουμε, επίσης, ότι κάθε στρατηγική 𝑠 έχει μοναδική βέλτιστη απάντηση, την οποία συμβολί-
ζουμε με 𝐵𝑅(𝑠) (κανονικά το 𝐵𝑅(𝑠) είναι το σύνολο των βέλτιστων απαντήσεων, αλλά αφού εδώ πρόκειται για
μονοσύνολο το ταυτίζουμε με την μοναδική στρατηγική που περιέχει).

Αν η συνάρτηση 𝐵𝑅(𝑠) είναι αύξουσα ως προς 𝑠, λέμε ότι η στρατηγική συμπεριφορά των πελατών στο εν
λόγω σύστημα είναι του τύπου ακολούθησε-το-πλήθος (Follow-The-Crowd (FTC)). Διαισθητικά, αυτό ση-
μαίνει ότι αν οι πελάτες υιοθετήσουν μια καινούργια στρατηγική που είναι «μεγαλύτερη» τότε και η βέλτιστη
αντίδραση ενός επιλεγμένουπελάτη είναι ημετακίνησησεμιακαινούργιαστρατηγικήπου είναι«μεγαλύτερη»
της αρχικής του.Οπότε, ο επιλεγμένος πελάτης αλλάζει στρατηγική προς την ίδια κατεύθυνση με τους άλλους
πελάτες. Στην περίπτωση αυτή συνήθως υπάρχουν πολλές στρατηγικές ισορροπίας. Πράγματι οι στρατηγι-
κές ισορροπίας αντιστοιχούν στα σημεία που το γράφημα της συνάρτησης 𝑦 = 𝐵𝑅(𝑠) τέμνει την ευθεία 𝑦 = 𝑠.
Δεδομένου ότι η 𝐵𝑅(𝑠) είναι αύξουσα, τα αντίστοιχα σημεία τομής μπορεί να είναι περισσότερα από ένα.

Αν η συνάρτηση𝐵𝑅(𝑠) είναι φθίνουσαως προς 𝑠, τότε η στρατηγική συμπεριφορά των πελατών αναφέρεται
ως τύπου απόφυγε-το-πλήθος (Avoid-The-Crowd (ATC)). Στην περίπτωση αυτή, αν οι πελάτες υιοθετή-
σουν μια καινούργια στρατηγική που είναι «μεγαλύτερη» από την προηγούμενη επιλογή τους, τότε η βέλ-
τιστη αντίδραση ενός επιλεγμένου πελάτη είναι να κινηθεί σε αντίθετη κατεύθυνση. Σε αυτή την περίπτωση,
υπάρχει μοναδική στρατηγική ισορροπίας που βρίσκεται στο σημείο τομής του γραφήματος της φθίνουσας
συνάρτησης 𝑦 = 𝐵𝑅(𝑠) με την ευθεία 𝑦 = 𝑠.
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Τα πιο κλασικά προβλήματα στρατηγικής συμπεριφοράς πελατών είναι αυτά στα οποία οι πελάτες αντι-
μετωπίζουν το δίλημμα της εισόδου/αποχώρησης κατά την άφιξή τους σε ένα σύστημα. Στις περισσότερες
τέτοιες περιπτώσεις η στρατηγική συμπεριφορά είναι τύπου ATC. Πράγματι, αν ένας επιλεγμένος πελάτης
μάθει ότι οι άλλοι πελάτες γίνονται περισσότερο πρόθυμοι να εισέλθουν στο σύστημα, τότε αυτός γίνεται πε-
ρισσότερο απρόθυμος να εισέλθει, καθώς αναμένει μεγαλύτερο συνωστισμό σε αυτό και επομένως μεγαλύτερα
κόστη αναμονής.

Βεβαίως υπάρχουν και περιπτώσεις προβλημάτων στρατηγικής συμπεριφοράς στις οποίες η συμπεριφορά
είναι τύπου FTC.Π.χ., όταν οι πελάτες αντιμετωπίζουν το δίλημμα της αγοράς δικαιώματος προτεραιότητας,
αν ένας πελάτης μάθει ότι οι άλλοι πελάτες γίνονται περισσότεροπρόθυμοι να αγοράσουν ένα τέτοιο δικαίωμα,
τότε και αυτός γίνεται περισσότεροπρόθυμος νααγοράσει το δικαίωμα, αλλιώς θα εξυπηρετηθεί αργότερααπό
τους πελάτες που έχουν το δικαίωμα και επομένως θα υποστεί μεγαλύτερη αναμονή.

10.3.3 Στρατηγικές κατωφλίου

Ας υποθέσουμε ότι οι πελάτες ενός συστήματος εξυπηρέτησης παρατηρούν το πλήθος των πελατών στο σύ-
στημα πριν επιλέξουν μία από δύο αποφάσεις𝐴1 και𝐴2 (π.χ., μπορεί να παρατηρούν το πλήθος των πελατών
στο σύστημα κατά τη στιγμή της άφιξής τους και να αποφασίζουν αν θα μπουν ή όχι). Στην περίπτωση αυτή,
και εφόσον δεν υπάρχει επιπλέον πληροφορία που να δίνεται στους πελάτες για την κατάσταση του συστή-
ματος, μια γενική στρατηγική έχει τη μορφή q = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2…), όπου 𝑞𝑖 είναι η πιθανότητα ένας πελάτης να
πάρει την απόφαση𝐴1, όταν το πλήθος των πελατών είναι 𝑖.

Η στρατηγική q = (1, 1, … , 1, 0, 0, …) με 1 στις πρώτες 𝑛 θέσεις και 0 στις υπόλοιπες λέγεται (καθαρή)
στρατηγική κατωφλίου με κατώφλι 𝑛 και υπαγορεύει τη λήψη της απόφασης 𝐴1 εφόσον ο πελάτης παρα-
τηρήσει 0, 1, 2, … , 𝑛 − 1 πελάτες πριν πάρει την απόφαση και τη λήψη της απόφασης 𝐴2, διαφορετικά. Με
άλλα λόγια, υπό τη στρατηγική κατωφλίου 𝑛, ο πελάτης παίρνει την απόφαση𝐴1 αν το πλήθος των πελατών
συμπεριλαμβανομένου του εαυτού του είναι το πολύ 𝑛.

Η στρατηγική q = (1, 1, … , 1, 𝑝, 0, 0, …) με 1 στις πρώτες 𝑛 θέσεις, 𝑝 ∈ [0, 1] στην 𝑛 + 1 θέση και 0 στις
υπόλοιπες λέγεται μεικτή (ή τυχαιοποιημένη) στρατηγική κατωφλίου με κατώφλι 𝑥 = 𝑛 + 𝑝. Υπό αυτή τη
στρατηγική, ένας πελάτης λαμβάνει την απόφαση 𝐴1 εφόσον παρατηρήσει 0, 1, … , 𝑛 − 1 πελάτες πριν πάρει
την απόφαση του και την απόφαση 𝐴2 εφόσον παρατηρήσει 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… πελάτες. Αν παρατηρήσει ακρι-
βώς 𝑛 πελάτες, τότε παίρνει την απόφαση 𝐴1 με πιθανότητα 𝑝 και την απόφαση 𝐴2 με τη συμπληρωματική
πιθανότητα 1 − 𝑝. Για 𝑝 = 0 ή 1, δηλαδή 𝑥 ακέραιο, η μεικτή στρατηγική κατωφλίου 𝑥 = 𝑛 + 𝑝 ανάγεται στην
αντίστοιχη καθαρή στρατηγική κατωφλίου.

Σε αρκετές εφαρμογές, αποδεικνύεται ότι οι στρατηγικές ισορροπίας ή οι κοινωνικά βέλτιστες στρατηγικές
είναι τύπου κατωφλίου. Ακόμη και αν αυτό δεν ισχύει, συχνά η αναζήτηση στρατηγικών ισορροπίας και/ή
κοινωνικά βέλτιστων στρατηγικών περιορίζεται στην κλάση των στρατηγικών κατωφλίου ή στην κλάση των
μεικτών στρατηγικών κατωφλίου.

Στην περίπτωση που έχουμε συμπεριφορά FTC και οι βέλτιστες απαντήσεις είναι τύπου κατωφλίου, τότε
εμφανίζονται τυπικά πολλές καθαρές στρατηγικές ισορροπίας τύπου κατωφλίου και ανάμεσα σε κάθε δυο δια-
δοχικές από αυτές παρεμβάλλεται μια μεικτή στρατηγική ισορροπίας τύπου κατωφλίου. Αν έχουμε συμπερι-
φοράATCκαι οι βέλτιστες απαντήσεις είναι τύπου κατωφλίου τότε υπάρχει μοναδική στρατηγική ισορροπίας
που μπορεί να είναι είτε καθαρή στρατηγική κατωφλίου, είτε μεικτή στρατηγική κατωφλίου.

10.3.4 Πλαίσιο κοινωνικής βελτιστοποίησης και βελτιστοποίησης μονοπωλίου

Σε ένα περιβάλλον όπου συνυπάρχουν ως οντότητες οι πελάτες και ο διαχειριστής ενός συστήματος, οι πελά-
τες επιθυμούν να βελτιστοποιήσουν το καθαρό πλεόνασμά τους, δηλαδή την αναμενόμενη αμοιβή/ωφέλεια
από την εξυπηρέτηση μείον την πλήρη τιμή που περιλαμβάνει τόσο την τιμή της υπηρεσίας που μπορεί να
επιβάλει ο διαχειριστής όσο και τα αναμενόμενα κόστη αναμονής. Συνήθως, οι πελάτες θεωρούνται ουδέτε-
ροι ως προς τον κίνδυνο, δηλαδή επιθυμούν να μεγιστοποιήσουν το αναμενόμενο πλεόνασμά τους, χωρίς να
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λαμβάνουν υπόψη τη διασπορά του. Από την άλλη μεριά, ο διαχειριστής του συστήματος μπορεί να δρα ως
κοινωνικός σχεδιαστής (social planner) ή ως μονοπώλειο.

Όταν ο διαχειριστής ενός συστήματος δρα ως κοινωνικός σχεδιαστής, υποθέτουμε ότι επιθυμεί να μεγι-
στοποιήσει τον συνολικό κοινωνικό πλούτο ανά χρονική μονάδα, που ορίζεται ως η αναμενόμενη συνολική
ωφέλεια ανά χρονική μονάδα όλων των εμπλεκομένων οντοτήτων (και των πελατών και του ιδίου). Στην περί-
πτωση αυτή, οι πληρωμές μεταξύ των οντοτήτων δεν εμφανίζονται στη συνάρτηση της κοινωνικής ωφέλειας,
αφού αφαιρούνται από κάποιες οντότητες και προστίθενται σε άλλες. Έτσι, π.χ., η επιβολή ενός τέλους εισόδου
σε ένα σύστημα εξυπηρέτησης δεν θα εμφανιστεί στη συνάρτηση της κοινωνικής ωφέλειας, αφού θα αφαιρε-
θεί από την ωφέλεια των πελατών και θα προστεθεί στην ωφέλεια του διαχειριστή συνεισφέροντας τελικά 0
στη συνολική κοινωνική ωφέλεια. Όμως, η επιβολή του τέλους επηρεάζει τη συμπεριφορά των πελατών που
δρουν ιδιοτελώς προσπαθώντας να μεγιστοποιήσουν την ωφέλειά τους και επομένως εμμέσως επηρεάζει τη
συνολική κοινωνική ωφέλεια. Σε γενικές γραμμές, η συνολική κοινωνική ωφέλεια ανά χρονική μονάδα ισού-
ται με την συνολική ωφέλεια των πελατών από την εξυπηρέτηση μείον τα κόστη λειτουργίας του συστήματος
και τα κόστη αναμονής των πελατών.

Όταν ο διαχειριστής ενός συστήματος δρα ως μονοπώλειο, υποθέτουμε ότι επιθυμεί να μεγιστοποιήσει τη
δική του ωφέλεια (συνολικά έσοδα ή κέρδος) ανά χρονική μονάδα. Στην περίπτωση αυτή, η αντικειμενική
συνάρτηση που βελτιστοποιεί ο διαχειριστής ισούται με τα έσοδα από τους πελάτες μέσω των τελών/τιμών
που επιβάλλει ή με το κέρδος του που ισούται με τα έσοδα μείον τα κόστη λειτουργίας του συστήματος.

10.4 Το πρόβλημα εισόδου/αποδοχής πελατών στη μη-παρατηρήσιμη M/M/1 ουρά

Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησης τύπου M/M/1, όπου οι πελάτες φθάνουν σύμφωνα με μια διαδικασία
Poisson ρυθμού 𝜆, οι χρόνοι εξυπηρέτησης έχουν κατανομή Exp(𝜇), υπάρχει 1 υπηρέτης, άπειρη χωρητικό-
τητα και η πειθαρχία ουράς είναι η FCFS. Για απλότητα στην παρουσίαση υποθέτουμε ότι𝜆 < 𝜇 και επομένως
το σύστημα είναι ευσταθές, ακόμα κι αν όλοι οι αφικνούμενοι πελάτες εισέρχονται σε αυτό. Κάθε πελάτης λαμ-
βάνει μέση αμοιβή 𝑟 για την εξυπηρέτησή του, ενώ υφίσταται κόστος αναμονής με ρυθμό 𝑐, όσο βρίσκεται στο
σύστημα (το οποίο συσσωρεύεται είτε βρίσκεται στον χώρο αναμονής είτε εξυπηρετείται). Ο διαχειριστής του
συστήματος επιβάλλει ένα τέλος εισόδου 𝑝 (τιμή της παρεχόμενης εξυπηρέτησης) για κάθε πελάτη. Υποθέ-
τουμε ότι 𝑝 ∈ [0, 𝑟).

Το δίλημμα που αντιμετωπίζουν οι πελάτες αφορά το αν θα εισέλθουν στο σύστημα ή όχι. Θεωρούμε ότι
δεν μπορούν να παρατηρήσουν τον αριθμό των πελατών στο σύστημα πριν λάβουν την απόφασή τους, αλλά
οι παράμετροι του συστήματος 𝜆, 𝜇, 𝑟, 𝑐, 𝑝 είναι κοινή γνώση για όλους.

Οι καθαρές στρατηγικές ενός πελάτη είναι στην περίπτωση αυτή δύο: Είσοδος (απόφαση 1) ή αποχώρηση
(απόφαση 0). Μια μεικτή στρατηγική προσδιορίζεται στην περίπτωση αυτή από έναν αριθμό 𝑞 ∈ [0, 1] που
αντιστοιχεί στην πιθανότητα εισόδου.

Σκοπός μας είναι σε πρώτη φάση ο προσδιορισμός των στρατηγικών ισορροπίας των πελατών. Για τον
σκοπό αυτό θα ακολουθήσουμε τη γενική διαδικασία που περιγράφηκε νωρίτερα.

Αρχικά, προσδιορίζουμε τη στάσιμη συμπεριφορά του συστήματος κάτω από μια στρατηγική των πελα-
τών. Έστω ότι οι πελάτες ακολουθούν τη στρατηγική 𝑞. Τότε, το σύστημα συμπεριφέρεται ως μια M/M/1
ουρά με ρυθμό αφίξεων 𝜆𝑞 και ρυθμό εξυπηρέτησης 𝜇. Τότε, ο μέσος χρόνος παραμονής ενός πελάτη που θα
αποφασίσει να εισέλθει σε αυτό το σύστημα είναι 1

𝜇−𝜆𝑞 (λόγω της (??)).
Έστω, τώρα, ένας επιλεγμένος πελάτης που ακολουθεί τη στρατηγική 𝑞′ όταν οι υπόλοιποι ακολουθούν τη

στρατηγική 𝑞. Τότε η ωφέλειά του είναι

𝒰(𝑞′, 𝑞) = (1 − 𝑞′) ⋅ 0 + 𝑞′ 􏿶𝑟 − 𝑝 −
𝑐

𝜇 − 𝜆𝑞􏿹 .

Επομένως, ο επιλεγμένος πελάτης για να βρει βέλτιστη απάντηση στη στρατηγική 𝑞 των άλλων έχει να
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λύσει το πρόβλημα
max
𝑞′∈[0,1]

𝒰(𝑞′, 𝑞).

Η συνάρτηση𝒰(𝑞′, 𝑞) είναι γραμμική ως προς 𝑞′, οπότε για το σύνολο των βέλτιστων απαντήσεων έναντι
της 𝑞, 𝐵𝑅(𝑞), έχουμε

𝐵𝑅(𝑞) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

{0}, αν 𝑟 − 𝑝 − 𝑐
𝜇−𝜆𝑞 < 0

[0, 1] , αν 𝑟 − 𝑝 − 𝑐
𝜇−𝜆𝑞 = 0

{1}, αν 𝑟 − 𝑝 − 𝑐
𝜇−𝜆𝑞 > 0,

ή λύνοντας ως προς 𝑞 (υπό την προϋπόθεση ότι 𝑞 ∈ [0, 1] και 𝜆𝑞 < 𝜇)

𝐵𝑅(𝑞) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

{0}, αν 𝑞 > 𝑞̄𝑒
[0, 1] , αν 𝑞 = 𝑞̄𝑒
{1}, αν 𝑞 < 𝑞̄𝑒,

με

𝑞̄𝑒 =
1
𝜆 􏿶𝜇 −

𝑐
𝑟 − 𝑝􏿹 .

Μπορούμε να προχωρήσουμε, τώρα, στην εύρεση των στρατηγικών ισορροπίας για το συγκεκριμένο πρό-
βλημα.Ας θυμηθούμε ότι μια στρατηγική 𝑞 είναι στρατηγική ισορροπίας, αν και μόνοαν 𝑞 ∈ 𝐵𝑅(𝑞). Επομένως,
έχουμε

𝑞𝑒 = 0 είναι στρατηγική ισορροπίας
⇔ 0 ∈ 𝐵𝑅(0)
⇔ 0 ≥ 𝑞̄𝑒
⇔ 𝑟 − 𝑝 ≤ 𝑐

𝜇.

Επίσης,

𝑞𝑒 ∈ (0, 1) είναι στρατηγική ισορροπίας
⇔ 𝑞𝑒 ∈ 𝐵𝑅(𝑞𝑒)
⇔ 𝑞𝑒 = 𝑞̄𝑒

⇔ 𝑞𝑒 =
1
𝜆 􏿶𝜇 −

𝑐
𝑟 − 𝑝􏿹 ,

υπό την προϋπόθεση ότι 𝑞̄𝑒 ∈ (0, 1) που ισχύει αν και μόνο αν

𝑐
𝜇 < 𝑟 − 𝑝 < 𝑐

𝜇 − 𝜆.

Τέλος, έχουμε

𝑞𝑒 = 1 είναι στρατηγική ισορροπίας
⇔ 1 ∈ 𝐵𝑅(1)
⇔ 1 ≤ 𝑞̄𝑒
⇔ 𝑟 − 𝑝 ≥ 𝑐

𝜇 − 𝜆.

Επομένως, αποδείξαμε το εξής αποτέλεσμα:
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Θεώρημα 10.1 Στοπρόβλημα της εισόδου/αποχώρησης τωνπελατώνστημη-παρατηρήσιμηM/M/1 ουρά, υπάρ-
χει πάντα στρατηγική ισορροπίας, 𝑞𝑒 = 𝑞𝑒(𝑝), που είναι μοναδική και δίνεται από τον τύπο

𝑞𝑒 = 𝑞𝑒(𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑟 − 𝑝 ≤ 𝑐
𝜇 ,

1
𝜆 􏿵𝜇 −

𝑐
𝑟−𝑝􏿸 ,

𝑐
𝜇 < 𝑟 − 𝑝 < 𝑐

𝜇−𝜆 ,
1, 𝑟 − 𝑝 ≥ 𝑐

𝜇−𝜆 .

Προχωράμε, τώρα, στη λύση του προβλήματος της κοινωνικής βελτιστοποίησης. Ο διαχειριστής του συ-
στήματος, όταν δρα ως κοινωνικός σχεδιαστής, θέλει να επιλέξει μια κοινωνικά βέλτιστη στρατηγική, 𝑞𝑠𝑜𝑐,
που να μεγιστοποιεί τον κοινωνικό πλούτο ανά χρονική μονάδα. Αν ο διαχειριστής αφήνει να εισέλθει στο
σύστημα κάθε πελάτης με πιθανότητα 𝑞, ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους πελάτες, τότε η διαδικασία αφί-
ξεων στο σύστημα είναι Poisson με ρυθμό 𝜆𝑞 και το σύστημα είναι μια M/M/1 ουρά με αυτόν τον ρυθμό των
αφίξεων και ρυθμό εξυπηρέτησης 𝜇. Αν επιβληθεί τιμή 𝑝 για την είσοδο των πελατών, τότε η ωφέλεια του δια-
χειριστή ανά χρονική μονάδα θα είναι 𝜆𝑞𝑝, ενώ η συνολική ωφέλεια των πελατών θα είναι 𝜆𝑞 􏿵𝑟 − 𝑝 − 𝑐

𝜇−𝜆𝑞􏿸.
Επομένως, η συνολική κοινωνική ωφέλεια ανά χρονική μονάδα θα είναι

𝑆(𝑢𝑛)𝑠𝑜𝑐 (𝑞) = 𝜆𝑞 􏿶𝑟 − 𝑝 −
𝑐

𝜇 − 𝜆𝑞􏿹 + 𝜆𝑞𝑝 = 𝜆𝑞 􏿶𝑟 −
𝑐

𝜇 − 𝜆𝑞􏿹 ,

που είναι ανεξάρτητη του 𝑝, όπως έχουμε πει παραπάνω (αφού στον κοινωνικό πλούτο δεν εμφανίζονται
οι εσωτερικές πληρωμές). Ο «εκθέτης» (un) στη συνάρτηση 𝑆(𝑢𝑛)𝑠𝑜𝑐 (𝑞) δείχνει ότι αναφερόμαστε στο μη-
παρατηρήσιμο (unobservable) μοντέλο. Είναι

𝑑
𝑑𝑞𝑆

(𝑢𝑛)
𝑠𝑜𝑐 (𝑞) = 𝜆 􏿶𝑟 −

𝑐𝜇
(𝜇 − 𝜆𝑞)2 􏿹 ,

𝑑2
𝑑𝑞2𝑆

(𝑢𝑛)
𝑠𝑜𝑐 (𝑞) = − 2𝑐𝜇𝜆2

(𝜇 − 𝜆𝑞)3 < 0.

Επομένως, η 𝑆(𝑢𝑛)𝑠𝑜𝑐 (𝑞) είναι κοίλη για 𝑞 ∈ [0, 𝜇𝜆 ) και μεγιστοποιείται στο 𝑞̄𝑠𝑜𝑐 που μηδενίζει την 𝑑
𝑑𝑞𝑆

(𝑢𝑛)
𝑠𝑜𝑐 (𝑞) και

δίνεται από τον τύπο

𝑞̄𝑠𝑜𝑐 =
1
𝜆

⎛
⎜⎜⎜⎝𝜇 −√

𝑐𝜇
𝑟

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (10.8)

Εφόσον 𝑞̄𝑠𝑜𝑐 ∈ [0, 1], συνάγουμε ότι η κοινωνικά βέλτιστη στρατηγική (δηλ. η πιθανότητα εισόδου) δίνεται
από τον τύπο (10.8), διαφορετικά το μέγιστο της κοινωνικής ωφέλειας επιτυγχάνεται στο 0 ή στο 1. Συγκε-
κριμένα, έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 10.2 Στο πρόβλημα της εισόδου/αποχώρησης των πελατών στη μη-παρατηρήσιμη 𝑀/𝑀/1 ουρά, η
κοινωνικά βέλτιστη στρατηγική είναι μοναδική και δίνεται από τον τύπο

𝑞𝑠𝑜𝑐 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑟 ≤ 𝑐
𝜇 ,

1
𝜆 􏿵𝜇 − √

𝑐𝜇
𝑟 􏿸 ,

𝑐
𝜇 < 𝑟 < 𝑐𝜇

(𝜇−𝜆)2 ,
1, 𝑟 ≥ 𝑐𝜇

(𝜇−𝜆)2 .

Αν η τιμή εισόδου που επιβάλει ο διαχειριστής είναι μηδενική (𝑝 = 0) τότε ισχύει ότι 𝑞𝑒(0) ≥ 𝑞𝑠𝑜𝑐 για όλες
τις τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝜇, 𝑟 και 𝑐. Επομένως, βλέπουμε ότι, χωρίς την επιβολή κάποιας τιμής εισόδου, οι
πελάτες χρησιμοποιούν το σύστημα περισσότερο από όσο είναι κοινωνικά βέλτιστο.

Προχωράμε, τώρα, στο πρόβλημα της τιμολόγησης του μονοπωλίου. Στην περίπτωση αυτή, ο διαχειριστής
δρα με σκοπό τη βελτιστοποίηση της συνολικής του ωφέλειας ανά χρονική μονάδα. Θέτοντας μια τιμή εισό-
δου, 𝑝, οι πελάτες υιοθετούν την αντίστοιχη στρατηγική ισορροπίας 𝑞𝑒(𝑝) που περιγράψαμε παραπάνω. Για να
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επάγει μια πιθανότητα εισόδου 𝑞 ∈ (0, 1) ο διαχειριστής πρέπει να επιβάλει τιμή 𝑝(𝑞) = 𝑟 − 𝑐
𝜇−𝜆𝑞 . Για 𝑞 = 1, θα

πρέπει να επιβάλει τη μέγιστη δυνατή τιμή που είναι η 𝑝(1) = 𝑟− 𝑐
𝜇−𝜆 . Όταν επάγει πιθανότητα εισόδου 𝑞 = 0,

επιβάλλοντας μια μεγάλη τιμή το κέρδος του είναι 0. Βλέπουμε, λοιπόν, ότι σε κάθε περίπτωση η συνάρτηση
του κέρδους ανά χρονική μονάδα είναι

𝑆(𝑢𝑛)𝑝𝑟𝑜𝑓(𝑞) = 𝜆𝑞𝑝(𝑞) = 𝜆𝑞 􏿶𝑟 −
𝑐

𝜇 − 𝜆𝑞􏿹 ,

ταυτίζεται δηλαδή με τη συνάρτηση της συνολικής κοινωνικής ωφέλειας ανά χρονική μονάδα. Επομένως, η
βέλτιστη πιθανότητα εισόδου για το διαχειριστή του συστήματος όταν δρα ως μονοπώλειο είναι η κοινω-
νικά βέλτιστη πιθανότητα εισόδου. Λόγω της ομοιογένειας των πελατών, οι αντικειμενικές συναρτήσεις της
κοινωνικής ωφέλειας και του κέρδους του μονοπωλίου συμπίπτουν και ο διαχειριστής του συστήματος, επι-
βάλλοντας την τιμή

𝑝𝑝𝑟𝑜𝑓 = 𝑟 − 𝑐
𝜇 − 𝜆𝑞𝑠𝑜𝑐

,

μεγιστοποιεί την κοινωνική ωφέλεια, αλλά ταυτόχρονα την καρπούται ολόκληρη, αφήνοντας μηδενικό περι-
θώριο καθαρής ωφέλειας στους πελάτες.

Αντικαθιστώντας την κοινωνικά βέλτιστη πιθανότητα εισόδου στον τύπο της 𝑝𝑝𝑟𝑜𝑓, έχουμε ότι

𝑝𝑝𝑟𝑜𝑓 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑟 − 𝑐
𝜇−𝜆 , αν 𝜆 < 𝜇 − √

𝑐𝜇
𝑟

𝑟 −
√

𝑟𝑐
𝜇 , αν 𝜆 ≥ 𝜇 − √

𝑐𝜇
𝑟 ,

που είναι φθίνουσα και τελικά σταθερή συνάρτηση του 𝜆. Αυτό μοιάζει παράδοξο, αφού το 𝜆 μπορεί να ερμη-
νευθεί ως η ζήτηση της εξυπηρέτησης και επομένως αύξηση στη ζήτηση επάγει μείωση στην τιμή της! Όμως,
αυτό μπορεί να αιτιολογηθεί διότι στη συγκεκριμένη περίπτωση η αύξηση στη ζήτηση επάγει μείωση στην
ποιότητα του αγαθού της εξυπηρέτησης που οφείλεται στην αύξηση του μέσου χρόνου αναμονής, και επομέ-
νως οι πελάτες γίνονται λιγότερο πρόθυμοι να το αγοράσουν.

10.5 Το πρόβλημα εισόδου/αποδοχής πελατών στην παρατηρήσιμη M/M/1 ουρά

Θεωρούμε ένα σύστημα εξυπηρέτησηςM/M/1 με ρυθμό αφίξεων𝜆 και ρυθμό εξυπηρέτησης𝜇, όπου κάθε πε-
λάτης αντιμετωπίζει το δίλημμα εισόδου/αποχώρησης, αφού παρατηρήσει το πλήθος των πελατών που υπάρ-
χει στο σύστημα, και γνωρίζοντας ότι η μέση αμοιβή από την εξυπηρέτησή του είναι 𝑟, ενώ συσσωρεύει κόστη
αναμονής με ρυθμό 𝑐 ανά χρονική μονάδα.

Ο διαχειριστής του συστήματος επιβάλλει ένα τέλος εισόδου 𝑝, το οποίο είναι επίσης γνωστό σε κάθε πε-
λάτη.

Μια μεικτή στρατηγική ενός πελάτη στην περίπτωση αυτή δίνεται από μια ακολουθία q = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, …),
όπου 𝑞𝑛 ∈ [0, 1], 𝑛 = 0, 1, 2, …, είναι η πιθανότητα εισόδου στο σύστημα όταν ένας αφικνούμενος πελάτης
βρίσκει 𝑛 άτομα στο σύστημα (χωρίς να μετρά τον εαυτό του).

Αρχικά, θέλουμε να προσδιορίσουμε τις στρατηγικές ισορροπίας των πελατών. Όταν οι πελάτες ακολου-
θούν μια στρατηγική q το σύστημα συμπεριφέρεται ως μια M/M/1 ουρά με μεταβλητό ρυθμό αφίξεων 𝜆𝑛 =
𝜆𝑞𝑛 και οποιοδήποτε μέτρο απόδοσης μπορεί να υπολογιστεί εύκολα με βάση τη σχετική μεθοδολογία (βλέπε
κεφάλαιο ??). Το σημαντικό, όμως, είναι ότι ο μέσος χρόνος παραμονής ενός επιλεγμένου πελάτη στο σύ-
στημα, δεδομένου ότι βρίσκει 𝑛 πελάτες μπροστά του, δεν εξαρτάται από την στρατηγική q του πληθυσμού
των πελατών. Αυτό συμβαίνει διότι οι στρατηγικές των μελλοντικών αφίξεων δεν επηρεάζουν τον επιλεγ-
μένο πελάτη λόγω της FCFS πειθαρχίας ουράς, αλλά ούτε και οι στρατηγικές των προηγούμενων πελατών
επηρεάζουν τον επιλεγμένο πελάτη. Πράγματι, οι στρατηγικές των προηγούμενων πελατών δεν βασίστηκαν
σε γνώση του χρόνου εξυπηρέτησής τους, οπότε το γεγονός ότι βρίσκονται 𝑛 πελάτες στην ουρά δεν προ-
σφέρει κάποια πληροφορία για τους χρόνους εξυπηρέτησης που δεν έχουν ακόμη ξεκινήσει. Όσον αφορά τον
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υπολειπόμενο χρόνο του χρόνου εξυπηρέτησης που βρίσκεται σε εξέλιξη, αυτός είναι σαν να ξεκινάει εκείνη
τη στιγμή, λόγω της αμνήμονης ιδιότητας της εκθετικής κατανομής. Επομένως, παρότι ο αριθμός των πελα-
τών δεν είναι ανεξάρτητος με τον παρελθόντα χρόνο της τρέχουσας εξυπηρέτησης, είναι ανεξάρτητος με τον
υπολειπόμενο. Έτσι, ο χρόνος παραμονής ενός επιλεγμένου πελάτη που βρίσκει 𝑛 άτομα κατά την άφιξή του
και αποφασίζει να εισέλθει στο σύστημα ισούται με το άθροισμα 𝑛 + 1 ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων
μεταβλητών με κατανομή Exp(𝜇). Επομένως, ο μέσος χρόνος παραμονής είναι 𝑛+1𝜇 .

Ας θεωρήσουμε ότι ένας επιλεγμένος πελάτης ακολουθεί τη στρατηγική q′ = (𝑞′0, 𝑞′1, 𝑞′2, …), όταν οι υπό-
λοιποι ακολουθούν τη στρατηγική q = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, …), και βλέπει 𝑛 πελάτες, καθώς φθάνει στο σύστημα. Τότε,
η ωφέλειά του είναι

𝒰(q′,q|𝑛) = (1 − 𝑞′𝑛) ⋅ 0 + 𝑞′𝑛 􏿶𝑟 − 𝑝 −
𝑐(𝑛 + 1)

𝜇 􏿹 .

Επομένως, το σύνολο των βέλτιστων απαντήσεων 𝐵𝑅(q|𝑛) ενός επιλεγμένου πελάτη έναντι της στρατηγι-
κής q των άλλων, όταν βρίσκει 𝑛 πελάτες στο σύστημα είναι

𝐵𝑅(q|𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{0}, αν 𝑟 − 𝑝 − 𝑐(𝑛+1)
𝜇 < 0

[0, 1] , αν 𝑟 − 𝑝 − 𝑐(𝑛+1)
𝜇 = 0

{1}, αν 𝑟 − 𝑝 − 𝑐(𝑛+1)
𝜇 > 0,

ή λύνοντας ως προς 𝑛

𝐵𝑅(q|𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

{0}, αν 𝜇(𝑟−𝑝)
𝑐 − 1 < 𝑛

[0, 1] , αν 𝜇(𝑟−𝑝)
𝑐 − 1 = 𝑛

{1}, αν 𝜇(𝑟−𝑝)
𝑐 − 1 > 𝑛.

Επομένως, έχουμε αποδείξει το εξής αποτέλεσμα.

Θεώρημα 10.3 Στο πρόβλημα εισόδου/αποχώρησης των πελατών στην παρατηρήσιμη M/M/1 ουρά, η στραγη-
τική κατωφλίου 𝑛𝑒 με

𝑛𝑒 = 𝑛𝑒(𝑝) = 􏿪
𝜇(𝑟 − 𝑝)

𝑐 􏿭 ,

σύμφωνα με την οποία ένας πελάτης εισέρχεται στο σύστημα εφόσον το πλήθος των πελατών στο σύστημα συμπε-
ριλαμβανομένου του ιδίου είναι το πολύ 𝑛𝑒 είναι κυριαρχούσα στρατηγική (και επομένως και στρατηγική ισορρο-
πίας).

Οδιαχειριστής του συστήματος, όταν δραως κοινωνικός σχεδιαστής, επιδιώκει να επιβάλλει μια κοινωνικά
βέλτιστη στρατηγική q𝑠𝑜𝑐, που να μεγιστοποιεί τη συνολική κοινωνική ωφέλεια ανά χρονική μονάδα, δηλαδή
την ποσότητα

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (q) = 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑞0, 𝑞1, …) = 𝜆∗(q)𝑟 − 𝑐𝐸q[𝑄], (10.9)

όπου 𝜆∗(q) ο ρυθμός διαπέρασης του συστήματος, υπό τη στρατηγική q, και 𝐸q[𝑄] ο μέσος αριθμός πελατών
σε κατάσταση ισορροπίας.

Κάτω από μια στρατηγική εισόδου q = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, …), το σύστημα συμπεριφέρεται ως μια M/M/1 ουρά με
μεταβλητό ρυθμό αφίξεων 𝜆𝑛 = 𝜆𝑞𝑛 και σταθερό ρυθμό εξυπηρέτησης 𝜇𝑛 = 𝜇. Η στάσιμη κατανομή του
αριθμού των πελατών θα είναι τότε (𝑝𝑛), όπου

𝑝𝑛 = 􏿼
𝐵, αν 𝑛 = 0
𝐵𝜌𝑛𝑞0𝑞1⋯𝑞𝑛−1, αν 𝑛 ≥ 1,
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όπου 𝜌 = 𝜆/𝜇 και

𝐵 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 +

∞
􏾜
𝑛=1

𝜌𝑛𝑞0𝑞1⋯𝑞𝑛−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1

.

Η λύση του προβλήματος αυτού γίνεται τότε με στοχαστικό δυναμικό προγραμματισμό, οπότε και απο-
δεικνύεται ότι η βέλτιστη στρατηγική είναι τύπου κατωφλίου. Εμείς θα επικεντρωθούμε στο πρόβλημα της
κοινωνικής βελτιστοποίησης που μπορεί να επιτύχει ο κοινωνικός σχεδιαστής, επιβάλλοντας ένα τέλος (τιμή)
εισόδου που είναι κοινό για όλους τους πελάτες.

Ας υποθέσουμε ότι ο διαχειριστής επιβάλλει τέλος εισόδου 𝑝. Τότε οι πελάτες υιοθετούν τη στρατηγική
κατωφλίου 𝑛𝑒(𝑝) = 􏿩𝜇(𝑟−𝑝)𝑐 􏿬. Το σύστημα συμπεριφέρεται τότε ως μιαM/M/1/𝑛𝑒(𝑝) ουρά. Ας υποθέσουμε, για
συντομία, ότι 𝜌 ≠ 1. Τότε, ισχύουν τα αποτελέσματα που έχουμε συναγάγει στην παράγραφο 9.5.1, με 𝑘 =
𝑛𝑒(𝑝). Χρησιμοποιώντας τους τύπους (9.34) και (9.35) για τον ρυθμό διαπέρασης και το μέσο μήκος ουράς,
αντίστοιχα, και αντικαθιστώντας στην (10.9) έχουμε ότι η κοινωνική ωφέλεια, όταν επιβληθεί η στρατηγική
εισόδου κατωφλίου με κατώφλι 𝑛, μέσω κατάλληλης τιμής είναι

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛) = 𝜆𝑟 1 − 𝜌𝑛
1 − 𝜌𝑛+1 − 𝑐 􏿰

𝜌
1 − 𝜌 − (𝑛 + 1)𝜌𝑛+1

1 − 𝜌𝑛+1 􏿳 .

Με απλές πράξεις, είναι εύκολο να δούμε ότι

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛) − 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛 − 1) = 𝜆𝑟(1 − 𝜌)2𝜌𝑛−1
(1 − 𝜌𝑛+1)(1 − 𝜌𝑛) +

𝑐((𝑛 + 1)𝜌 − 𝜌𝑛+1 − 𝑛)𝜌𝑛
(1 − 𝜌𝑛+1)(1 − 𝜌𝑛) .

Για 𝜌 < 1 έχουμε

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛) − 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛 − 1) ≥ 0 ⇔ 𝜆𝑟(1 − 𝜌)2 ≥ 𝑐𝜌(𝑛 + 𝜌𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝜌)

⇔ 𝑟𝜇
𝑐 ≥ 𝑛 + 𝜌𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝜌

(1 − 𝜌)2 .

Έστω 𝑔(𝑛) η ποσότητα στο δεξιό μέλος της τελευταίας ανισότητας. Τότε

𝑔(𝑛) = 𝑛 + 𝜌𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝜌
(1 − 𝜌)2 (10.10)

= 1
(1 − 𝜌)2

􏿴𝑛(1 − 𝜌) − 𝜌(1 − 𝜌𝑛)􏿷

= 1
1 − 𝜌

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝑛 −

𝑛
􏾜
𝑘=1

𝜌𝑘
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 1
1 − 𝜌

𝑛
􏾜
𝑘=1

(1 − 𝜌𝑘),

η οποία είναι προφανώς γνησίως αύξουσα ως προς 𝑛. Επομένως, υπάρχει μοναδικό 𝑛𝑠𝑜𝑐 τέτοιο ώστε 𝑔(𝑛) ≤ 𝑟𝜇
𝑐 ,

για 𝑛 ≤ 𝑛𝑠𝑜𝑐, ενώ 𝑔(𝑛) > 𝑟𝜇
𝑐 , για 𝑛 > 𝑛𝑠𝑜𝑐. Οπότε, 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛) − 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛 − 1) ≥ 0 για 𝑛 ≤ 𝑛𝑠𝑜𝑐, ενώ 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛) −

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛 − 1) < 0 για 𝑛 > 𝑛𝑠𝑜𝑐. Επομένως, η 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑠𝑜𝑐 (𝑛) είναι μονοκόρυφη με μέγιστο στην 𝑛𝑠𝑜𝑐. Έχουμε, λοιπόν,
αποδείξει το παρακάτω αποτέλεσμα:

Θεώρημα 10.4 Στο πρόβλημα της εισόδου/αποχώρησης των πελατών στην παρατηρήσιμη M/M/1 ουρά, η κοι-
νωνικά βέλτιστη στρατηγική κατωφλίου έχει κατώφλι 𝑛𝑠𝑜𝑐 που δίνεται από τον τύπο

𝑛𝑠𝑜𝑐 = max 􏿻𝑛 ∶ 𝑔(𝑛) ≤
𝑟𝜇
𝑐 􏿾 ,
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όπου η 𝑔(𝑛) δίνεται από την (10.10). Το κατώφλι αυτό επάγεται από τον διαχειριστή του συστήματος, θέτοντας
τέλος εισόδου 𝑝𝑠𝑜𝑐 ώστε 𝑛𝑠𝑜𝑐 = 􏿩𝜇(𝑟−𝑝𝑠𝑜𝑐)𝑐 􏿬, δηλαδή οποιοδήποτε 𝑝𝑠𝑜𝑐 ∈ 􏿵𝑟 −

𝑐(𝑛𝑠𝑜𝑐−1)
𝜇 , 𝑟 − 𝑐𝑛𝑠𝑜𝑐

𝜇 􏿲.

Επιπλέον ισχύει ότι𝑛𝑠𝑜𝑐 ≤ 𝑛𝑒(0), δηλαδή, ανδεν επιβληθεί τέλος εισόδου, τότε τοατομικάβέλτιστοκατώφλι
εισόδου για τους πελάτες είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το κοινωνικά βέλτιστο. Πράγματι, έχουμε

𝑔(𝑛) − 𝑛 = 1
1 − 𝜌

𝑛
􏾜
𝑘=1

(1 − 𝜌𝑘) − 1
1 − 𝜌𝑛(1 − 𝜌)

= 𝜌
1 − 𝜌

𝑛
􏾜
𝑘=1

(1 − 𝜌𝑘−1) ≥ 0,

οπότε 𝑔(𝑛𝑠𝑜𝑐) ≥ 𝑛𝑠𝑜𝑐. Όμως, 𝑔(𝑛𝑠𝑜𝑐) ≤
𝑟𝜇
𝑐 , από τον ορισμό του 𝑛𝑠𝑜𝑐, οπότε 𝑛𝑠𝑜𝑐 ≤

𝑟𝜇
𝑐 που τελικά δίνει 𝑛𝑠𝑜𝑐 ≤

􏿨 𝑟𝜇𝑐 􏿫 = 𝑛𝑒(0).
Βλέπουμε, επομένως, ότι χωρίς την επιβολή κάποιου τέλους εισόδου, οι πελάτες είναι πρόθυμοι να μπαίνουν

πιο εύκολα απ’ ό,τι είναι κοινωνικά βέλτιστο. Αυτό γίνεται διότι αγνοούν τις «εξωτερικότητες» (αρνητικές
επιδράσεις) που επάγουν με την εισοδό τους στους μελλοντικούς πελάτες. Το ίδιο φαινόμενο παρατηρήθηκε
και στο αντίστοιχο πρόβλημα της μη-παρατηρήσιμης M/M/1 ουράς.

Περνάμε τώρα στο πρόβλημα του μονοπωλίου. Στην περίπτωση αυτή, θεωρούμε ότι ο διαχειριστής επι-
βάλλει κάποιο τέλος εισόδου με σκοπό τη βελτιστοποίηση της δικής του ωφέλειας. Αν επιβληθεί τέλος 𝑝, τότε
οι πελάτες υιοθετούν την αντίστοιχη στρατηγική κατωφλίου 𝑛𝑒(𝑝) και το κέρδος γίνεται 𝜆∗𝑝. Για να βρούμε
ποιό είναι το κατώφλι 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓 που βελτιστοποιεί το κέρδος, εκφράζουμε το κέρδος συναρτήσει του επιβληθέ-
ντος κατωφλίου 𝑛. Για να υιοθετήσουν κατώφλι 𝑛 οι πελάτες θα πρέπει να τεθεί τέλος εισόδου 𝑝 τέτοιο ώστε

􏿩 (𝑟−𝑝)𝜇𝑐 􏿬 = 𝑛. Στο πρόβλημα του μονοπωλίου θα πρέπει να τεθεί η μέγιστη τιμή που επάγει το συγκεκριμένο

κατώφλι, επομένως η 𝑝 = 𝑟 − 𝑐𝑛
𝜇 . Τότε το κέρδος του μονοπωλίου είναι:

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛) = 𝜆 1 − 𝜌𝑛
1 − 𝜌𝑛+1 􏿶𝑟 −

𝑐𝑛
𝜇 􏿹

= 𝜆𝑟 1 − 𝜌𝑛
1 − 𝜌𝑛+1 􏿶1 −

𝑛
𝜈𝑒
􏿹 ,

όπου 𝜈𝑒 = 𝑟𝜇
𝑐 . Η σχέση αυτή δείχνει ότι για 𝑛 > 𝑛𝑒(0) = ⌊ 𝑟𝜇𝑐 ⌋ ισχύει 𝑆𝑝𝑟𝑜𝑓(𝑛) < 0, αφού ο διαχειριστής

πρέπει να θέσει αρνητικό τέλος εισόδου (δηλαδή πρέπει να επιδοτήσει την είσοδο) για να επάγει κατώφλι
μεγαλύτερο από το 𝑛𝑒(0). Επομένως, είναι βέβαιο ότι για το κατώφλι 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓 της βελτιστοποίησης του κέρδους
του μονοπωλίου ισχύει 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓 ≤ 𝑛𝑒(0).

Για να δούμε πού βελτιστοποιείται η συνάρτηση 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛), θεωρούμε τον λόγο 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛)/𝑆
(𝑜𝑏𝑠)
𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛−1). Έχουμε

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛)

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛 − 1)
= (1 − 𝜌𝑛)2(𝜈𝑒 − 𝑛)

(1 − 𝜌𝑛+1)(1 − 𝜌𝑛−1)(𝜈𝑒 − 𝑛 + 1) .

Για 𝜌 < 1 έχουμε

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛)

𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛 − 1)
≥ 1 ⇔ 1 − 𝜌𝑛

1 − 𝜌𝑛+1 (𝜈𝑒 − 𝑛) ≥
1 − 𝜌𝑛−1
1 − 𝜌𝑛 (𝜈𝑒 − 𝑛 + 1)

⇔ (1 − 𝜌𝑛)2 − (1 − 𝜌𝑛−1)(1 − 𝜌𝑛+1)
(1 − 𝜌𝑛+1)(1 − 𝜌𝑛) (𝜈𝑒 − 𝑛) ≥

1 − 𝜌𝑛−1
1 − 𝜌𝑛

⇔ 𝜈𝑒 − 𝑛 ≥
(1 − 𝜌𝑛−1)(1 − 𝜌𝑛+1)

𝜌𝑛−1(1 − 𝜌)2

⇔ 𝑟𝜇
𝑐 ≥ 𝑛 + (1 − 𝜌𝑛−1)(1 − 𝜌𝑛+1)

𝜌𝑛−1(1 − 𝜌)2 .
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Η συνάρτηση ℎ(𝑛) με

ℎ(𝑛) = 𝑛 + (1 − 𝜌𝑛−1)(1 − 𝜌𝑛+1)
𝜌𝑛−1(1 − 𝜌)2 (10.11)

αποδεικνύεται ότι είναι αύξουσαωςπρος𝑛, οπότε υπάρχει μοναδικό𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓 τέτοιοώστε ℎ(𝑛) ≤ 𝑟𝜇
𝑐 , για𝑛 ≤ 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓,

ενώ ℎ(𝑛) > 𝑟𝜇
𝑐 , για 𝑛 > 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓. Οπότε, η 𝑆(𝑜𝑏𝑠)𝑝𝑟𝑜𝑓 (𝑛) είναι μονοκόρυφη με μέγιστο στην 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓. Έτσι, έχουμε το

παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 10.5 Στο πρόβλημα της εισόδου/αποχώρησης των πελατών στην παρατηρήσιμη M/M/1 ουρά, η βέλ-
τιστη στρατηγική κατωφλίου για το μονοπώλιο έχει κατώφλι 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓 που δίνεται από τον τύπο

𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓 = max 􏿻𝑛 ∶ ℎ(𝑛) ≤
𝑟𝜇
𝑐 􏿾 ,

όπου η ℎ(𝑛) δίνεται από την (10.11). Το κατώφλι αυτό επάγεται από το διαχειριστή του συστήματος, θέτοντας
τέλος εισόδου 𝑝𝑝𝑟𝑜𝑓 = 𝑟 − 𝑐𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓

𝜇 .

Αποδεικνύεται ότι 𝑛𝑝𝑟𝑜𝑓 ≤ 𝑛𝑠𝑜𝑐 ≤ 𝑛𝑒(0), η οποία σχέση αναφέρεται ως ανισότητα του Naor.

10.6 Ασκήσεις
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Μέρος IV

ΘΕΩΡΙΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ

Στα επόμενα κεφάλαια θα μελετήσουμε εφαρμογές των στοχαστικών μοντέλων σε προβλήματα διαχείρισης
και ελέγχου αποθεμάτων. Το αντικείμενο της Θεωρίας Αποθεμάτων η μελέτη συστημάτων στα οποία ένα
ή περισσότερα αγαθά αποθηκεύονται για μελλοντική χρήση. Τα κύρια ερωτήματα που προκύπτουν σε αυτά
τα συστήματα αφορούν τις ποσότητες που πρέπει να αποθηκευτούν και τις χρονικές στιγμές που πρέπει να
γίνουν οι παραγγελίες για αυτές τις ποσότητες. Από την πλευρά των εφαρμογών τα προβλήματα αυτά έχουν
μεγάλη οικονομική σημασία, επειδή τα αποθέματα παίζουν κρίσιμο ρόλο στην αποτελεσματική οργάνωση της
παραγωγής, μεταφοράς και διακίνησης προϊόντων, αλλά από την άλλη πλευρά εισάγουν σημαντικά κόστη
στην παραγωγική διαδικασία. Τα προβλήματα της Θεωρίας Αποθεμάτων έχουν επίσης μεγάλο θεωρητικό
ενδιαφέρον, καθώς τα μαθηματικά μοντέλα που αναπτύσσονται για τη μελέτη τους είναι συνήθως πολύπλοκα
και απαιτούν ισχυρή μαθηματική και υπολογιστική μεθοδολογία. Έχουν επίσης άμεση σχέση με τα μοντέλα
στοχαστικώνδιαδικασιώνπουμελετήσαμε σταπροηγούμενακεφάλαια, επειδή τααποθέματα είναι διαδικασίες
αποφάσεων που εξελίσσονται στο χρόνο κάτω από συνθήκες αβεβαιότητας, εξ αιτίας των διακυμάνσεων στη
ζήτηση, τη διαθεσιμότητα των προμηθευτών, τους χρόνους παράδοσης, κλπ, ενώ ταυτόχρονα απαιτούν τη
λήψη αποφάσεων με κριτήριο ελαχιστοποίηση κόστους ή μεγιστοποίηση ωφέλειας.

11.1 Η Έννοια του Αποθέματος – Πλεονεκτήματα και Κόστη Αποθεμάτων

Με τον όρο απόθεμα εννοούμε μια ποσότητα ενός αγαθού που αποθηκεύεται για μελλοντική χρήση. Με τον
όρο προϊόν θα αναφερόμαστε στο αγαθό που αποθηκεύεται, παρ’ όλο που στη γενική περίπτωση αυτό μπορεί
να μην είναι ένα προϊόν παραγωγής αλλά και άλλου τύπου υλικό. Σε μια παραγωγική διαδικασία γενικά διατη-
ρούνται αποθέματα πολλών διαφορετικών τύπων (πρώτων υλών, ενδιάμεσων ή ημιτελών προϊόντων, τελικών
προϊόντων, ανταλλακτικών, κλπ). Αν και για κάθε κατηγορία προκύπτουν αρκετά επί μέρους ερωτήματα και
προβλήματα, σε όλες υπάρχουν και πολλάκοινά βασικά στοιχεία, που αφορούν τους λόγους που απαιτείται δια-
τήρηση αποθέματος και τα πλεονεκτήματα που αυτό προσφέρει, αλλά ταυτόχρονα και παράγοντες κόστους
που εισάγονται από αυτή τη δραστηριότητα.

Τα πλεονεκτήματα που προσφέρει η διατήρηση αποθεμάτων είναι ποικίλα, αλλά τα πιο βασικά μπορούν να
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συνοψιστούν ως εξής:
Οικονομίες Κλίμακας Έστω 𝑄 η ποσότητα ενός προϊόντος που παράγεται σε ένα κύκλο παραγωγής ή

παραγγέλλεται από έναν εξωτερικό προμηθευτή, και 𝐶(𝑄) το συνολικό κόστος παραγωγής ή κτήσης αυτής
της ποσότητας. Ο όρος οικονομίες κλίμακας αναφέρεται στο φαινόμενο όπου το μέσο κόστος ανά μονάδα
προϊόντος 𝐶̄(𝑄) = 𝐶(𝑄)

𝑄 είναι φθίνουσα συνάρτηση της ποσότητας 𝑄. Πολλές παραγωγικές διαδικασίες εμ-
φανίζουν οικονομίες κλίμακας για διάφορους λόγους, π.χ. επειδή με την αύξηση της παραγόμενης ποσότητας
το ανθρώπινο δυναμικό εξοικειώνεται και εργάζεται πιο αποτελεσματικά με αποτέλεσμα την αύξηση της πα-
ραγωγικότητας κλπ.

Ένας συνηθισμένος λόγος είναι η ύπαρξη σταθερού (πάγιου) κόστους παραγωγής ή παραγγελίας, το οποίο
είναι ανεξάρτητο της ποσότητας.Ως ένα απλό παράδειγμα θεωρούμε τη συνάρτηση κόστους𝐶(𝑄) = 𝐾+𝑐𝑄,
όπου 𝐾 είναι το σταθερό κόστος που πληρώνεται ανεξάρτητα από την ποσότητα που παράγεται, και 𝑐 είναι το
μοναδιαίο κόστος παραγωγής. Σε περιπτώσεις που η ποσότητα𝑄 παράγεται, το κόστος 𝐾 προκύπτει επειδή
για να ξεκινήσει η παραγωγή συνήθως απαιτούνται δραστηριότητες όπως ρύθμιση μηχανημάτων, αλλαγές
υλικών κλπ, ανεξάρτητα από την ποσότητα που παράγεται. Αν το προϊόν αγοράζεται από εξωτερική πηγή, το
κόστος𝐾 αναφέρεται ως σταθερό κόστος παραγγελίας και περιλαμβάνει όλα τα διαδικαστικά κόστη υποβολής
της παραγγελίας, σταθερά κόστη παράδοσης (π.χ. στην περίπτωση που ο προμηθευτής χρεώνει ένα σταθερό
κόστος για τη μεταφορά του προϊόντος ανεξάρτητα από την ποσότητα που παραδίδεται) κλπ. Το κόστος ανά
μονάδα 𝑐 συνήθως αναφέρεται στο πραγματικό κόστος της παραγωγής (υλικά, εργασία κλπ), ή αγοράς του
προϊόντος. Στο παράδειγμα αυτό το μέσο κόστος ανά μονάδα προϊόντος είναι ίσο με 𝐶̄(𝑄) = 𝐾

𝑄 + 𝑐, που είναι
φθίνουσασυνάρτηση του𝑄, επομένωςησυγκεκριμένησυνάρτησηκόστουςπαρουσιάζει οικονομίες κλίμακας.
Διαισθητικά αυτό σημαίνει ότι όσο αυξάνεται η παραγόμενη ποσότητα, το σταθερό κόστος επιμερίζεται σε
μεγαλύτερη ποσότητα με αποτέλεσμα το μέσο κόστος να μειώνεται.

Από την παραπάνω συζήτηση γίνεται φανερό ότι αν ένα προϊόν εμφανίζει οικονομίες κλίμακας, η παρα-
γωγή ή αγορά μεγαλύτερων ποσοτήτων από ότι είναι άμεσα απαραίτητο και η αποθήκευσή τους για μελ-
λοντική χρήση δίνει οικονομικό πλεονέκτημα γιατί μειώνει το κόστος παραγωγής ή κτήσης του προϊόντος.
Στην περίπτωση του σταθερού κόστους, αυτό σημαίνει ότι με το ναπαράγονται ή να αγοράζονται μεγαλύτερες
ποσότητες σε ένα κύκλο, το σταθερό κόστος πληρώνεται πιο σπάνια επειδή αποφεύγονται οι συχνές παραγ-
γελίες. Γενικά οι οικονομίες κλίμακας είναι ένας από τους βασικότερους λόγους διατήρησης αποθεμάτων σε
προϊόντα μαζικής κατανάλωσης με μεγάλους όγκους παραγωγής και πωλήσεων.

ΕξομάλυνσηΠαραγωγήςΣε πολλά προϊόντα οι πωλήσεις παρουσιάζουν σημαντικές εποχιακές διακυμάν-
σεις (π.χ. σε χειμερινά ή καλοκαιρινά ρούχα). Αν τα προϊόντα αυτά παράγονται σε εξειδικευμένα μηχανήματα
που δεν έχουν μεγάλη ευελιξία, τότε για να αντιμετωπιστεί θα πρέπει η παραγωγή να έχει μεγάλη δυναμικό-
τητα που όμως θα χρησιμοποιείται για περιορισμένο χρονικό διάστημα και τον υπόλοιπο χρόνο θα παραμένει
ανενεργή. Εναλλακτικά η παραγωγή μπορεί να γίνεται σταδιακά με μικρότερο ρυθμό σε όλη τη διάρκεια του
χρόνου και το προϊόν να αποθηκεύεται για πώληση στις περιόδους μεγάλης ζήτησης. Επομένως η διατήρηση
αποθεμάτων συντελεί στην αύξηση της αποδοτικότητας της παραγωγής.

ΑντιμετώπισηΑβεβαιότηταςΗαβεβαιότητα είναι ίσως ο σημαντικότερος παράγοντας που οδηγεί σε δια-
τήρηση αποθεμάτων σε μια παραγωγική διαδικασία. Η αβεβαιότητα υπεισέρχεται με πολλούς τρόπους και
επιφέρει σημαντική πολυπλοκότητα στη μελέτη και ανάλυση αυτών των προβλημάτων. Η πιο συνηθισμένη
περίπτωση είναι οι τυχαίες διακυμάνσεις στη ζήτηση του προϊόντος. Σε περιπτώσεις που η ζήτηση έχει σημα-
ντική διακύμανση, η διατήρηση ποσοτήτων προϊόντος σε απόθεμα είναι ένα μέσο προστασίας και αποφυγής
ελλείψεων. Εκτός από τη ζήτηση, αβεβαιότητα και διακυμάνσεις μπορεί να υπάρχουν και στην διαθεσιμότητα
του προϊόντος, δηλαδή στη δυναμικότητα της παραγωγής που μπορεί να επηρεάζεται από καιρικά φαινόμενα,
βλάβες των μηχανημάτων κλπ., στην διαθεσιμότητα πρώτων υλών που εξαρτάται από τους προμηθευτές κλπ.
Επιπλέον, αβεβαιότητα μπορεί να υπάρχει και στο χρόνο παράδοσης των παραγγελιών εξ αιτίας προβλημά-
των στη μεταφορά και τη διακίνηση των προϊόντων. Τα αποθέματα που διατηρούνται για την αντιμετώπιση
ελλείψεων εξ αιτίας απρόβλεπτων γεγονότων στη ζήτηση, τις προμήθειες ή τους χρόνους παράδοσης ονομά-
ζονται αποθέματα ασφαλείας. Τέλος, μια σημαντική πηγή αβεβαιότητας είναι και οι διακυμάνσεις στα κόστη
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παραγωγής και πρώτων υλών. Σε περιόδους έντονων διακυμάνσεων, η διατήρηση αποθεμάτων μπορεί να πα-
ρέχει σημαντική εξασφάλιση έναντι μελλοντικών αυξήσεων του κόστους.

Παρ΄όλα τα πλεονεκτήματα που προσφέρει σε μια παραγωγική διαδικασία, η διατήρηση αποθεμάτων ει-
σάγει επίσης και σημαντικά πρόσθετα κόστη. Τα κόστη αυτά προέρχονται από διάφορες πηγές, όπως η επέν-
δυση για τη δημιουργία ή ενοικίαση αποθηκευτικών χώρων, τα λειτουργικά κόστη των αποθηκών, οι απώ-
λειες προϊόντων λόγω φθοράς κατά τη διάρκεια της αποθήκευσης, η απαξίωση των προϊόντων με την πάροδο
του χρόνου σε περιπτώσεις που υπάρχουν νεότερες εκδόσεις ή μοντέλα, κλπ. Τέλος ένας σημαντικός παρά-
γοντας είναι το κόστος δεσμευμένου κεφαλαίου. Αυτό είναι το έμμεσο κόστος που προκύπτει από το γεγονός
ότι το κεφάλαιο που δαπανήθηκε για την παραγωγή ή αγορά των αποθηκευμένων προϊόντων δεν έχει κά-
ποια απόδοση όσο το προϊόν παραμένει στην αποθήκη, ενώ αν η παραγωγή καθυστερούσε μέχρι τη στιγμή
που η αντίστοιχη ποσότητα θα χρειαζόταν να διατεθεί, το κεφάλαιο αυτό θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί στο
ενδιάμεσο διάστημα σε άλλες δραστηριότητες και να αποδώσει κέρδος.

Από την παραπάνω συζήτηση φαίνεται ότι η διαχείριση αποθεμάτων είναι ένα σημαντικό πρόβλημα που
συνδέεται άμεσα με την γενικότερη οργάνωση της παραγωγής και διακίνησης προϊόντων από μια εταιρεία η
έναν οργανισμό. Το αντικείμενο της Θεωρίας Αποθεμάτων είναι η ανάπτυξη μαθηματικών μοντέλων για την
ανάλυση των προβλημάτων που προκύπτουν όταν διατηρούνται αποθέματα με σκοπό την αποτελεσματική
διαχείριση αυτών των διαδικασιών.

11.2 Κατηγορίες Προβλημάτων Διαχείρισης Αποθεμάτων

Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε ότι στη διαχείριση αποθεμάτων υπεισέρχονται πολλοί και διαφορετικοί
παράγοντες, με αποτέλεσμα τα προβλήματα που προκύπτουν να έχουν μεγάλη ποικιλία, ανάλογα με τον τύπο
του προϊόντος, τις συνθήκες της παραγωγής και διακίνησης, και τον τρόπο που αυτά μοντελοποιούνται. Πα-
ρακάτω αναφέρουμε μερικές βασικές κατηγοριοποιήσεις των προβλημάτων της Θεωρίας Αποθεμάτων σχε-
τικά με τον τρόπο παρακολούθησης του αποθέματος, τη μοντελοποίηση ή όχι της αβεβαιότητας, τον τρόπο
αντιμετώπισης των ελλείψεων, τη δομή του συστήματος παραγωγής και αποθήκευσης.

Η πρώτη κατηγοριοποίηση αναφέρεται στον τρόπο παρακολούθησης του αποθέματος και με βάση αυτό
τα προβλήματα διαχείρισης αποθεμάτων διακρίνονται σε προβλήματα συνεχούς ή περιοδικής παρακολούθη-
σης. Στα προβλήματα συνεχούς παρακολούθησης, ο διαχειριστής του συστήματος έχει συνεχώς πληροφό-
ρηση σχετικά με το ύψος των αποθεμάτων και μπορεί οποιαδήποτε χρονική στιγμή να κάνει νέες παραγγε-
λίες. Λόγω της εκτεταμένης μηχανογράφησης των αποθηκών, τα μοντέλα συνεχούς επιθεώρησης χρησιμο-
ποιούνται ολοένα και περισσότερο στις εφαρμογές. Αντίθετα στα προβλήματα περιοδικής παρακολούθησης,
ο διαχειριστής μπορεί να κάνει νέες παραγγελίες μόνο σε συγκεκριμένες χρονικές στιγμές που συνήθως είναι
περιοδικές (π.χ. στο τέλος της μέρας ή της εβδομάδας). Σε πολλές περιπτώσεις στην πράξη, παρ’ όλο που
ο διαχειριστής μπορεί να έχει συνεχώς πληροφόρηση για τα αποθέματα, αν υπάρχει περιορισμός ως προς το
χρόνο των παραγγελιών, το πρόβλημα κατατάσσεται στην κατηγορία της περιοδικής παρακολούθησης.

Σχετικά με την αβεβαιότητα, τα μοντέλα διακρίνονται σε ντετερμινιστικά, όπου όλες οι παράμετροι του
προβλήματος (ζήτηση, χρόνοι παράδοσης, κόστη κλπ), θεωρούνται γνωστές, και σε στοχαστικά, όπου του-
λάχιστον μια παράμετρος υπόκειται σε αβεβαιότητα και θεωρείται τυχαία μεταβλητήή στοχαστική διαδικασία.
Και στις δύο περιπτώσεις οι παράμετροι του συστήματος δεν είναι απαραίτητο να είναι σταθερές αλλά μπορεί
να μεταβάλλονται με το χρόνο. Για παράδειγμα η ζήτηση ενός εποχιακού προϊόντος μπορεί να έχει διακυμάν-
σεις στη διάρκεια ενός έτους. Στα ντετερμινιστικά μοντέλα αυτές οι χρονικές μεταβολές θεωρούνται γνωστές,
ενώ στα στοχαστικά συνήθως μοντελοποιούνται μέσω μιας κατάλληλης στοχαστικής ανέλιξης.

Η δομή του συστήματος παραγωγής και αποθήκευσης αναφέρεται στον τρόπο που τα στάδια της παρα-
γωγής ή διακίνησης ενός προϊόντος συνδέονται και αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. Σε ένα απλό σύστημα με
ένα στάδιο η παραγωγή ολοκληρώνεται σε ένα σταθμό, πριν και μετά από τον οποίο μπορεί να υπάρχουν
αποθέματα πρώτων υλών και τελικών προϊόντων. Σε ένα σειριακό σύστημα η παραγωγή γίνεται σε στάδια
που ακολουθούν το ένα το άλλο με συγκεκριμένη σειρά, και μεταξύ των διαδοχικών σταθμών επεξεργασίας
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μπορεί επίσης να υπάρχουν αποθηκευτικοί χώροι για τα ημιτελή προϊόντα. Τέλος σε ένα γενικό σύστημα, τα
στάδια επεξεργασίας μπορεί να είναι διαφορετικά για διαφορετικού τύπου προϊόντα και η διασύνδεση μεταξύ
των σταθμών μοντελοποιείται μέσω κατάλληλου δικτύου, ενώ αποθηκευτικοί χώροι μπορεί να υπάρχουν σε
διάφορα σημεία του δικτύου παραγωγής. Επίσης οι αποθηκευτικοί χώροι μπορεί να έχουν πεπερασμένη χω-
ρητικότητα, με αποτέλεσμα όταν το απόθεμα υπερβεί ένα συγκεκριμένο ύψος να μη μπορούν να γίνουν νέες
παραλαβές, ή μπορεί να θεωρούνται άπειρης χωρητικότητας και να μην υπεισέρχονται περιορισμοί αυτού του
τύπου.

Οι ελλείψεις είναι ένα σημαντικό στοιχείο στα προβλήματα διαχείρισης αποθεμάτων και ο τρόπος αντιμε-
τώπισής τους επίσης διαφέρει από ένα σύστημα σε άλλο. Γενικά με τον όρο έλλειψη εννοούμε την περίπτωση
όπου έρχεται ζήτηση για μια ποσότητα προϊόντος, αλλά δεν υπάρχει αρκετό απόθεμα για να ικανοποιηθεί. Για
την περίπτωση αποθέματος σε τελικά προϊόντα, οι ελλείψεις συνήθως αντιμετωπίζονται είτε ως χαμένες πω-
λήσεις είτε ως εκκρεμότητες προς τους πελάτες. Στην πρώτη περίπτωση μια ζήτηση που δεν μπορεί να ικανο-
ποιηθεί άμεσα απορρίπτεται και η πώληση χάνεται. Στη δεύτερη περίπτωση η ποσότητα που ζητείται από τον
πελάτη μπαίνει σε εκκρεμότητα με την προοπτική να παραδοθεί όταν έρθουν νέες ποσότητες προϊόντος στην
αποθήκη. Η ποσότητα προϊόντος που αντιστοιχεί σε εκκρεμή ζήτηση ονομάζεται εκκρεμότητα (backlog) και
συνήθως μοντελοποιείται ως αρνητικό απόθεμα. Όταν το απόθεμα αναφέρεται σε πρώτη ύλη ή ημιτελές προ-
ϊόν σε κάποιο στάδιο του συστήματος παραγωγής, οι συνέπειες των ελλείψεων είναι γενικά πιο περίπλοκες,
επειδή μπορεί η έλλειψη προϊόντος σε ένα στάδιο της παραγωγής μπορεί να σταματήσει την παραγωγή σε
άλλα στάδια που χρειάζονται το συγκεκριμένο προϊόν για να προχωρήσουν. Πρέπει τέλος να τονιστεί ότι ενώ
οι ελλείψεις συνήθως προκαλούνται από τις τυχαίες διακυμάνσεις στη ζήτηση ή τη διαθεσιμότητα του προϊό-
ντος και θεωρούνται ανεπιθύμητα φαινόμενα, υπάρχουν και περιπτώσεις όπου οι ελλείψεις και η ικανοποίηση
μέρους ή όλης της ζήτησης από backlog είναι μέρος του συνολικού προγραμματισμού της παραγωγής και δια-
κίνησης του προϊόντος (π.χ. στα ηλεκτρονικά καταστήματα πωλήσεων κατά κανόνα η ζήτηση ικανοποιείται
ένα χρονικό διάστημα μετά από την παραγγελία του πελάτη).

11.3 Το Πρόβλημα της Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε ένα πρώτο βασικό μοντέλο διαχείρισης αποθεμάτων, το πρόβλημα της
Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας (Economic Order Quantity - EOQ model). Αν και το πρόβλημα
είναι ντετερμινιστικό, είναι χρήσιμο να αναλυθεί, αφενός επειδή βάζει τις βάσεις για τη μελέτη πολλών πιο
προχωρημένων μοντέλων και αφετέρου επειδή, παρ’ όλη την απλότητά του, έχει βρει αρκετές εφαρμογές στην
πράξη.

Το μοντέλο EOQεστιάζει στην αλληλεπίδραση δύο βασικών ανταγωνιστικών παραγόντων στη διαχείριση
αποθεμάτων: αφενός των οικονομιών κλίμακας που οδηγούν σε μεγάλες αγορές και αφετέρου του κόστους
αποθήκευσηςπουοδηγεί σε χαμηλότερα επίπεδααποθέματος.Τομοντέλο έχει εφαρμογέςσεπροϊόνταμαζικής
κατανάλωσης και μεγάλου όγκου πωλήσεων, στα οποία η ζήτηση δεν παρουσιάζει μεγάλες διακυμάνσεις μέσα
στο χρόνο και μπορεί πρακτικά να θεωρηθεί γνωστή και σταθερή.

Το βασικό μοντέλο EOQ μπορεί να διατυπωθεί ως εξής. Θεωρούμε ένα μοντέλο ελέγχου αποθέματος συ-
νεχούς επιθεώρησης για ένα συγκεκριμένο προϊόν, του οποίου η ζήτηση είναι γνωστή και σταθερή, ίση με 𝑎
ανά μονάδα χρόνου. Υποθέτουμε ότι το προϊόν αγοράζεται και πωλείται σε συνεχείς ποσότητες. Οι παραγγε-
λίες για αναπλήρωση του αποθέματος μπορούν να γίνουν οποιαδήποτε στιγμή και σε οποιαδήποτε ποσότητα,
ενώ ο χρόνος παράδοσης είναι μηδενικός, δηλαδή η νέα ποσότητα προϊόντος έρχεται ακαριαία στην αποθήκη
τη στιγμή που γίνεται η παραγγελία. Επειδή η ζήτηση είναι γνωστή, οι ελλείψεις μπορούν να αποφευχθούν
και υπάρχουν μόνο όταν είναι προγραμματισμένες. Στο βασικό μοντέλο EOQ δεν επιτρέπονται.

Σχετικά με τα κόστη που υπεισέρχονται, θεωρούμε ότι υπάρχει ένα πάγιο κόστος𝐾 κάθε φορά που στέλνε-
ται μια νέα παραγγελία, καθώς και κόστος 𝑐 ανά κομμάτι που παραγγέλλεται. Επίσης, υπάρχει κόστος αποθή-
κευσης ℎ ανά κομμάτι και χρονική μονάδα. Το πρόβλημα του διαχειριστή είναι να προσδιορίσει μια πολιτική
παραγγελιών (δηλαδή τις χρονικές στιγμές που πρέπει να γίνονται οι παραγγελίες και τις αντίστοιχες ποσό-
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τητες), έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσει το μέσο κόστος ανά μονάδα χρόνου σε άπειρο ορίζοντα.
Προχωρούμε τώρα στην ανάλυση αυτού του μοντέλου. Αρχικά μπορούμε να κάνουμε δύο βασικές παρα-

τηρήσεις που απλοποιούν σημαντικά την εύρεση της βέλτιστης πολιτικής. Πρώτον, είναι εύκολο να δούμε
ότι στο συγκεκριμένο μοντέλο δεν είναι ποτέ βέλτιστο να γίνονται παραγγελίες πριν εξαντληθεί το απόθεμα.
Πράγματι, αφού οι νέες παραγγελίες έρχονται αμέσως, δεν υπάρχει λόγος να έρχονται νέες ποσότητες πριν
να εξαντληθεί το προηγούμενο απόθεμα, επειδή αν γίνει αυτό θα αυξηθεί το κόστος αποθήκευσης χωρίς να
υπάρχει λόγος. Μαθηματικά αυτή η ιδιότητα εκφράζεται ως εξής: Αν 𝐼(𝑡) και𝑄(𝑡) είναι το επίπεδο αποθέμα-
τος και η ποσότητα που παραγγελίας, αντίστοιχα, τη χρονική στιγμή 𝑡, τότε πρέπει να ισχύει 𝐼(𝑡)𝑄(𝑡) = 0 για
κάθε 𝑡𝑔𝑒𝑞0. Αυτή η ιδιότητα αναφέρεται ως ιδιότητα μηδενικού αποθέματος (zero inventory property) και
ικανοποιείται από τη βέλτιστη πολιτική σε γενικότερα προβλήματα όπου δεν επιτρέπονται ελλείψεις και ο χρό-
νος παράδοσης είναι μηδενικός. Μια δεύτερη παρατήρηση είναι ότι κάθε φορά που γίνονται παραγγελία το
σύστημα βρίσκεται ακριβώς στην ίδια κατάσταση, δηλαδή το απόθεμα είναι μηδενικό, ο ορίζοντας προγραμ-
ματισμού είναι άπειρος και η ζήτηση και τα κόστη είναι σταθερά. Επομένως μπορεί να θεωρηθεί ότι υπάρχει
μια βέλτιστη πολιτική με σταθερή ποσότητα παραγγελίας ανεξάρτητη από το χρόνο, δηλαδή μια στάσιμη
πολιτική.

Μια στάσιμη πολιτική παραγγελιών που ικανοποιεί την ιδιότητα μηδενικού αποθέματος χαρακτηρίζεται
από μια μοναδική παράμετρο 𝑄 που είναι η ποσότητα παραγγελίας κάθε φορά που μηδενίζεται το απόθεμα.
Με βάση τα παραπάνω, χωρίς βλάβη της γενικότητας η βέλτιστη πολιτική μπορεί να αναζητηθεί μέσα στο
στο σύνολο των πολιτικών αυτού του τύπου. Κάτω από μια πολιτική παραγγελιών με ποσότητα𝑄, η στάθμη
του αποθέματος μεταβάλλεται περιοδικά μεταξύ των τιμών 0 και𝑄. Το διάστημα μεταξύ δύο διαδοχικών ανα-
πληρώσεων του αποθέματος αναφέρεται ως κύκλος αποθέματος και έχει διάρκεια ίση με 𝑇 = 𝑄/𝑎. Κατά τη
διάρκεια ενός κύκλου η στάθμη του αποθέματος ξεκινά από το σημείο𝑄 και μειώνεται γραμμικά μέχρι να φθά-
σει στο μηδέν.Με άλλα λόγια, το ύψος του αποθέματος 𝑡 χρονικές μονάδες μετά την παραλαβή της τελευταίας
παραγγελίας είναι𝑄 − 𝑎𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑄/𝑎).

Τα κόστη που συσσωρεύονται σε έναν κύκλο είναι το πάγιο κόστος παραγγελίας𝐾, το κόστος παραγγελίας
για ποσότητα 𝑄 προϊόντων που ισούται με 𝑐𝑄, καθώς και κόστη αποθήκευσης. Το συνολικό κόστος αποθή-
κευσης στη διάρκεια ενός κύκλου είναι ίσο με

ℎ􏾙
𝑄/𝑎

0
(𝑄 − 𝑎𝑡)𝑑𝑡 = ℎ𝑄2

2𝑎 .

Επομένως το συνολικό κόστος στη διάρκεια ενός κύκλου είναι ίσο με 𝐾 + 𝑐𝑄 + 𝑓𝑟𝑎𝑐ℎ𝑄22𝑎, και το μέσο
κόστος ανά μονάδα χρόνου είναι ίσο με το λόγο του κόστους ενός κύκλου προς το μήκος του κύκλου, δηλαδή:

𝐶(𝑄) = 𝐾 + 𝑐𝑄 + ℎ𝑄2/(2𝑎)
𝑄/𝑎 = 𝑎𝐾

𝑄 + 𝑎𝑐 + ℎ𝑄
2 . (11.1)

Η συνάρτηση 𝐶(𝑄) είναι κυρτή ως προς 𝑄 και ελαχιστοποιείται όταν 𝐶′(𝑄) = 0. Λύνοντας την εξίσωση
προκύπτει η βέλτιστη ποσότητα παραγγελίας

𝑄∗ =
√
2𝑎𝐾
ℎ . (11.2)

Η ποσότητα𝑄∗ λέγεται Οικονομική Ποσότητα Παραγγελίας (EOQ). Επομένως η πολιτική παραγγελιών
που ελαχιστοποιεί το μέσο κόστος ανά μονάδα χρόνου σε άπειρο ορίζοντα είναι να γίνονται παραγγελίες με-
γέθους𝑄∗ τις χρονικές στιγμές που μηδενίζεται το απόθεμα.

Κάτω από την πολιτική EOQ το μήκος του κύκλου, δηλαδή το διάστημα μεταξύ δύο διαδοχικών παραγ-
γελιών είναι ίσο με

Τ ∗ = 𝑄∗

𝑎 =
√
2𝐾
𝑎ℎ ,

ενώ η ελάχιστη τιμή του μέσου κόστους είναι ίση με

𝐶∗ = 𝐶(𝑄∗) = √2𝑎𝐾ℎ.
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11.4 Επεκτάσεις του Προβλήματος της Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας

Είδαμε στην προηγούμενη ενότητα ότι το πρόβλημα της Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας βασίζεται σε
πολλές απλουστευτικές παραδοχές, που αφενός διευκολύνουν την ανάλυση, αφετέρου όμως εισάγουν περιορι-
σμούς όσον αφορά την εφαρμοσιμότητά του. Θα δούμε παρακάτω μερικές χρήσιμες γενικεύσεις του βασικού
μοντέλου.

11.4.1 Μη μηδενικός χρόνος παράδοσης

Ηπρώτη επέκταση αφορά την ύπαρξη μη μηδενικού χρόνου παράδοσης. Υποθέτουμε ότι μεταξύ της στιγμής
μιας παραγγελίας και της άφιξης της νέας ποσότητας στην αποθήκη μεσολαβεί ένα χρονικό διάστημα 𝐿 που
αναφέρεταιως χρόνος παράδοσης ή χρόνος καθυστέρησης (lead-time). Εδώυποθέτουμε ότι η τιμή του𝐿 είναι
γνωστή και σταθερή. Τα υπόλοιπα στοιχεία του προβλήματος, δηλαδή η ζήτηση και τα κόστη παραμένουν τα
ίδια όπως και στο βασικό μοντέλο.Τοπρόβλημα είναι να προσδιοριστούν οι ποσότητες και οι χρονικές στιγμές
παραγγελίας για την ελαχιστοποίηση του μέσου κόστους ανά μονάδα χρόνου.

Η συνάρτηση κόστους δεν αλλάζει σε σχέση με το αρχικό μοντέλο.Ηβασική διαφορά είναι ότι εδώ υπάρχει
διαφοροποίηση μεταξύ των χρονικών στιγμών παραγγελίας και των χρονικών στιγμών άφιξης των παραγγε-
λιών στην αποθήκη. Είναι εύκολο να δούμε ότι η ιδιότητα μηδενικού αποθέματος συνεχίζει να ισχύει ως προς
τις στιγμές άφιξης παραγγελίας, δηλαδή πρέπει οι νέες ποσότητες να φτάνουν στην αποθήκη ακριβώς τις
χρονικές στιγμές που μηδενίζεται το απόθεμα. Αυτό στη γενική περίπτωση στοχαστικής ζήτησης ή χρόνου
παράδοσης δεν είναι εφικτό, όμως στο συγκεκριμένο μοντέλο τόσο η ζήτηση όσο και ο χρόνος παράδοσης
είναι απολύτως προβλέψιμα, επομένως οι παραγγελίες μπορούν να γίνονται σε χρονικές στιγμές τέτοιες ώστε
οι νέες ποσότητες να φτάνουν στην αποθήκη όταν μηδενιστεί το απόθεμα.

Επειδή η ζήτηση είναι ίση με 𝑎 ανά μονάδα χρόνου, τότε σε χρονικό διάστημα μήκους 𝐿 η ποσότητα που θα
πωληθεί είναι ίση με 𝑎𝐿. Επομένως αν μια παραγγελία γίνει όταν το επίπεδο αποθέματος είναι ίσο με 𝑅 = 𝑎𝐿,
τότε τη στιγμή άφιξης της παραγγελίας στην αποθήκη το απόθεμα θα έχει μόλις μηδενιστεί. Το επίπεδο 𝑅
ονομάζεται σημείο αναπαραγγελίας (reorder point).

Όσοναφοράτηνποσότηταπαραγγελίας και τοκόστος, είναι εύκολοναδούμε ότι ανοι παραγγελίες γίνονται
σύμφωνα με τον παραπάνω κανόνα του reorder point𝑅 = 𝑎𝐿, τότε η συνάρτηση κόστους είναι ακριβώς η ίδια
με αυτήν του βασικού μοντέλου Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας και επομένως η βέλτιστη ποσότητα
είναι η𝑄∗ που δίνεται από την (11.2).

Επομένως η βέλτιστη πολιτική συνοψίζεται ως εξής: Όταν η στάθμη του αποθέματος πέσει στο επίπεδο

𝑅 = 𝑎𝐿 γίνεται παραγγελία μεγέθους 𝑄∗ = √
2𝑎𝐾
ℎ . Πολιτικές που προσδιορίζονται από ένα ζεύγος ποσότη-

τας παραγγελίας𝑄 και επιπέδου αναπαραγγελίας 𝑅 ονομάζονται πολιτικές τύπου (𝑅,𝑄) και έχουν εφαρμογή
και σε γενικότερα προβλήματα διαχείρισης αποθεμάτων με αβεβαιότητα. Στο παρόν πρόβλημα οι βέλτιστες
παράμετροι 𝑅 και 𝑄 προσδιορίζονται ανεξάρτητα η μια από την άλλη, αλλά σε γενικότερα προβλήματα αυτό
δεν ισχύει, όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο.

Σημειώνουμε επίσης ότι η πολιτική (𝑅,𝑄) που περιγράψαμε εφαρμόζεται όταν 𝑅 ≤ 𝑄∗, δηλαδή όταν η
ποσότητα που φτάνει στην αποθήκη είναι μεγαλύτερη από το επίπεδο αναπαραγγελίας, δηλαδή ισοδύναμα
αν το μήκος του κύκλου είναι 𝑇 ≤ 𝐿. Αν ο χρόνος καθυστέρησης είναι μεγαλύτερος από ένα κύκλο, τότε οι
παραγγελίες θα πρέπει να γίνονται αρκετά νωρίτερα, έτσι ώστε να φτάνουν στο τέλος όχι του παρόντος αλλά
κάποιου επόμενου κύκλου.Με αυτή την διόρθωση το επίπεδο αναπαραγγελίας𝑅 γενικεύεται κατάλληλα (βλ.
Άσκηση ???).

11.4.2 Προγραμματισμένες Ελλείψεις

Θεωρούμε πάλι το βασικό μοντέλο Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας με 𝐿 = 0. Μια από τις υποθέ-
σεις αυτού του μοντέλου είναι ότι δεν επιτρέπονται ελλείψεις. Επειδή η ζήτηση είναι ντετερμινιστική και οι
παραλαβές γίνονται άμεσα, είναι εφικτό οι ελλείψεις να αποφεύγονται εντελώς. Υπάρχουν όμως περιπτώσεις
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εφαρμογών στις οποίες είναι επιθυμητό ένα μέρος της ζήτησης να ικανοποιείται όχι άμεσα αλλά μέσω backlog,
δηλαδή βάζοντας τους αντίστοιχους πελάτες σε εκκρεμότητα και κάνοντας την παράδοση όταν γίνει παρα-
λαβή της νέας ποσότητας στην αρχή του επόμενου κύκλου. Το κίνητρο για τέτοιου τύπου πολιτικές είναι
προφανώς η μείωση του κόστους αποθήκευσης, όμως από την άλλη πλευρά υπεισέρχεται ένα νέο κόστος που
οφείλεται στο backlog και μπορεί να προέρχεται από το έμμεσο κόστος δυσαρέσκειας των πελατών που δεν
λαμβάνουν το προϊόν αμέσως, από τα διαδικαστικά κόστη διαχείρισης των εκκρεμοτήτων κλπ. Υποθέτουμε
ότι επιπλέον του κόστους παραγγελίας 𝐾 και του κόστους αποθήκευσης ℎ, υπάρχει και ένα κόστος ελλείψεων
𝑝 ανά μονάδα προϊόντος και ανά μονάδα χρόνου που αυτή η ποσότητα βρίσκεται σε εκκρεμότητα μέχρι να πα-
ραδοθεί στον πελάτη. Το κριτήριο είναι η ελαχιστοποίηση του μέσου κόστους παραγγελιών, αποθήκευσης και
ελλείψεων ανά μονάδα χρόνου. Επειδή το επίπεδο των ελλείψεων είναι μέρος της πολιτικής διαχείρισης του
αποθέματος, το μοντέλο αυτό αναφέρεται ως Οικονομική Ποσότητα Παραγγελίας με Προγραμματισμένες
Ελλείψεις (EOQ with Planned Shortages).

Στο μοντέλο με προγραμματισμένες ελλείψεις η πολιτική παραγγελιών προσδιορίζεται από δύο παραμέ-
τρους: την ποσότητα παραγγελίας𝑄 και το ποσοστό της ζήτησης 𝑥 που ικανοποιείται άμεσα από από το από-
θεμα χωρίς να μπαίνει σε εκκρεμότητα. Επομένως στη διάρκεια ενός διαστήματος στο οποίο η συνολική ζή-
τηση είναι ίση με𝑄, η ποσότητα που ικανοποιείται από το ράφι είναι 𝑆 = 𝑄𝑥 και η ποσότητα που ικανοποιείται
μέσω εκκρεμοτήτων είναι𝐵 = 𝑄(1−𝑥). Η πολιτική αυτή υλοποιείται ως εξής:Όταν μηδενιστεί το απόθεμα δεν
γίνεται νέα παραγγελία, αλλά η ζήτηση που έρχεται μπαίνει σε εκκρεμότητα μέχρι τη στιγμή που το backlog
να φτάσει το επίπεδο 𝐵. Τότε γίνεται παραγγελία ύψους 𝑄 η οποία έρχεται αμέσως. Από αυτή την ποσότητα
ένα μέρος 𝐵 δεν αποθηκεύεται αλλά αποστέλλεται αμέσως στους πελάτες που είναι σε εκκρεμότητα. Το υπό-
λοιπο μέρος 𝑆 μπαίνει στην αποθήκη και χρησιμοποιείται για να ικανοποιεί τη ζήτηση μέχρι να εξαντληθεί,
οπότε η διαδικασία επαναλαμβάνεται εκ νέου.

Ορίζουμε και πάλι ως κύκλο το διάστημα μεταξύ δύο διαδοχικών παραγγελιών. Η διάρκεια ενός κύκλου
είναι ίση με 𝑇 = 𝑄/𝑎. Τώρα ο κύκλος διαιρείται σε δύο διαστήματα. Στο πρώτο διάστημα, μήκους 𝑆/𝑎 η ζή-
τηση ικανοποιείται από το απόθεμα. Στο δεύτερο διάστημα, μήκους 𝐵/𝑎, η ζήτηση μπαίνει σε εκκρεμότητα και
ικανοποιείται στο τέλος του κύκλου. Επομένως το απόθεμα μειώνεται γραμμικά στο πρώτο διάστημα από το
επίπεδο 𝑆 στο μηδέν με ρυθμό 𝑎, ενώ το backlog αυξάνεται γραμμικά στο δεύτερο διάστημα από το μηδέν στο
επίπεδο 𝐵 επίσης με ρυθμό 𝑎. Με βάση τα παραπάνω, το κόστος αποθήκευσης στη διάρκεια ενός κύκλου είναι
ίσο με

ℎ􏾙
𝑆/𝑎

0
(𝑆 − 𝑎𝑡)𝑑𝑡 = ℎ 􏿶𝑆

𝑆
𝑎 − 𝑎

(𝑆/𝑎)2
2 􏿹 =

ℎ𝑆2
2𝑎 = ℎ𝑄2𝑥2

2𝑎 .

Ομοίως, το κόστος έλλειψης σε έναν κύκλο είναι

𝑝􏾙
𝐵/𝑎

0
𝑎𝑡𝑑𝑡 = 𝑝𝑎 𝐵

2

2𝑎2 =
𝑝𝐵2
2𝑎 = 𝑝𝑄2(1 − 𝑥)2

2𝑎 .

Επομένως το συνολικό κόστος στη διάρκεια ενός κύκλου είναι ίσο με

𝐾 + 𝑐𝑄 + ℎ𝑄2𝑥2
2𝑎 + 𝑝𝑄2(1 − 𝑥)2

2𝑎 ,

και το μέσο κόστος ανά μονάδα χρόνου

𝐶(𝑄, 𝑥) =
𝐾 + 𝑐𝑄 + ℎ𝑄2𝑥2

2𝑎 + 𝑝𝑄2(1−𝑥)2

2𝑎
𝑄/𝑎 = 𝑎𝐾

𝑄 + 𝑎𝑐 + 𝑔(𝑥)𝑄
2 ,

όπου
𝑔(𝑥) = ℎ𝑥2 + 𝑝(1 − 𝑥)2.

Παρατηρούμε ότι για 𝑥 = 1 ισχύει 𝑔(1) = ℎ και επομένως η 𝐶(𝑄, 1) ταυτίζεται με τη συνάρτηση κόστους στο
βασικό μοντέλο χωρίς ελλείψεις.
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Για να προσδιορίσουμε τις βέλτιστες τιμές των𝑄, 𝑥παρατηρούμε ότι για οποιαδήποτε τιμή του𝑄, η𝐶(𝑄, 𝑥)
ελαχιστοποιείται ως προς 𝑥 αν και μόνο αν ελαχιστοποιείται η 𝑔(𝑥). Επειδή η 𝑔(𝑥) είναι κυρτή ως προς 𝑥, ελα-
χιστοποείται όταν 𝑔′(𝑥) = 0, από την οποία προκύπτει αμέσως ότι η βέλτιστη τιμή του 𝑥 είναι

𝑥∗ = 𝑝
ℎ + 𝑝 (11.3)

και η ελάχιστη τιμή της 𝑔(𝑥)

𝑔∗ = 𝑔(𝑥∗) = ℎ𝑝
ℎ + 𝑝.

Αντικαθιστώντας την 𝑔(𝑥) με τη βέλτιστη τιμή 𝑔∗ στη συνάρτηση κόστους, αρκεί να ελαχιστοποιηθεί η
συνάρτηση

𝐶̃(𝑄) = 𝑎𝐾
𝑄 + 𝑎𝑐 + 𝑔∗𝑄

2 .

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση αυτή έχει αντίστοιχη μορφή με τη συνάρτησης κόστους στην (11.1) με
μοναδιαίαο κόστος αποθήκευσης 𝑔∗. Επομένως η βέλτιστη λύση είναι

𝑄∗ =
√

2𝑎𝐾
𝑔∗ =

√
2𝑎𝐾
ℎ √

𝑝 + ℎ
𝑝 (11.4)

Συνδυάζοντας τα παραπάνω προκύπτει ότι κάτω από τη βέλτιστη πολιτική η διάρκεια του κύκλου είναι

𝑇∗ = 𝑄∗

𝑎 = 2𝐾
𝑎ℎ √

𝑝 + ℎ
𝑝 ,

η μέγιστη τιμή του αποθέματος

𝑆∗ = 𝑄∗𝑥∗ =
√
2𝑎𝐾
ℎ √

𝑝
𝑝 + ℎ,

η μέγιστη τιμή του backlog

Β ∗ = 𝑄∗(1 − 𝑥∗) =
√

2𝑎𝐾
𝑝 √

ℎ
𝑝 + ℎ

και η ελάχιστη τιμή του κόστους ανά μονάδα χρόνου

𝐶∗ = 𝐶(𝑄∗, 𝑥∗) = 𝐶̃(𝑄∗) = √2𝐾𝑎𝑔∗ =
√

2𝑎𝐾ℎ𝑝
𝑝 + ℎ .

Συνοψίζοντας, η βέλτιστη πολιτική είναι να γίνονται παραγγελίες ύψους 𝑄∗ όταν η στάθμη του backlog
φτάσει την τιμή 𝐵∗. Παρατηρούμε ότι

𝑆∗ <
√
2𝑎𝐾
ℎ < 𝑄∗

επομένως η ποσότητα παραγγελίας είναι μεγαλύτερη από την περίπτωση που δεν επιτρέπονται ελλείψεις, ενώ
η ποσότητα που αποθηκεύεται είναι μικρότερη. Επίσης

𝐶∗ < √2𝑎𝐾ℎ

επομένως με τις προγραμματισμένες ελλείψεις επιτυγχάνεται μείωση του μέσου κόστους ανά μονάδα χρόνου,
παρ’ όλο που έχει προστεθεί και η νέα συνιστώσα του κόστους ελλείψεων. Αυτό συμβαίνει επειδή όταν επι-
τρέπονται οι ελλείψεις επιτυγχάνεται ένας καλύτερος συνδυασμός αποθέματος και backlog από ότι αν όλη η
παραγγελία έμπαινε στο απόθεμα.
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11.5 Ασκήσεις

1. Θεωρούμε το μοντέλο Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας στο οποίο υποθέτουμε ότι η ποσότητα
παραγγελίας είναι ίση με 𝑄 = 𝜃𝑄∗. Να αποδειχθεί ότι το μέσο κόστος κάτω από αυτή την πολιτική
είναι ίσο με

𝐶(𝑄) = 1
2 􏿶𝜃 +

1
𝜃􏿹𝐶

∗.

2. Ένα κατάστημα εμπορεύεται ένα προϊόν του οποίου η ζήτηση είναι σταθερή και ίση με 𝑎 ανά μονάδα
χρόνου. Το σταθερό κόστος παραγγελίας είναι ίσο με 𝐾 και το κόστος αγοράς του προϊόντος από τον
προμηθευτή είναι ίσο με 𝑐ανά μονάδα.Το κόστος αποθήκευσης είναι ίσο με ℎανά μονάδαπροϊόντος και
ανά μονάδα χρόνου. Ένας δεύτερος προμηθευτής που πωλεί το ίδιο προϊόν χρεώνει τιμή μονάδας 𝑐′ < 𝑐
όμως δεν δέχεται πάνω από Ν παραγγελίες ανά μονάδα χρόνου. Να βρεθεί μια ικανή και αναγκαία
συνθήκη έτσι ώστε να συμφέρει η μετάβαση στο δεύτερο προμηθευτή (τα κόστη 𝐾 και ℎ είναι τα ίδια
και για τους δύο προμηθευτές).

3. Σε ένα σύστημα παραγωγής ένα συγκεκριμένο προϊόν διακινείται από δύο αποθήκες απομακρυσμέ-
νες μεταξύ τους. Η ζήτηση του προϊόντος είναι γνωστή και σταθερή και ίση με 𝑎1 και 𝑎2 ανά μονάδα
χρόνου στις αποθήκες 1 και 2 αντίστοιχα. Το προϊόν έχει σταθερό κόστος παραγγελίας 𝐾 και κόστος
αποθήκευσης ℎ ανά μονάδα προϊόντος και ανά μονάδα χρόνου, κοινά και στις δύο αποθήκες. Οι πα-
ραγγελίες για νέες ποσότητες γίνονται χωριστά σε κάθε αποθήκη και ανεξάρτητα μεταξύ τους. Στο
σύστημα αυτό εξετάζεται το ενδεχόμενο οι αποθήκες να συγχωνευθούν σε μία στη θέση 1, όλες οι πα-
ραγγελίες να γίνονται από την αποθήκη 1 και η ζήτηση της αποθήκης 2 να μεταφέρεται απευθείας
στους πελάτες από την 1 με κόστος 𝑑 ανά μονάδα προϊόντος. Να βρεθεί η περιοχή τιμών του κόστους
𝑑 έτσι ώστε να συμφέρει η συγχώνευση.

4. Θεωρούμε το μοντέλο Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας με ζήτηση 𝑎 ανά μονάδα χρόνου και
χρόνο καθυστέρησης στην παράδοση νέας παραγγελίας ίσο με 𝐿. Έστω ότι μια πολιτική διαχείρισης
αποθέματος με ποσότητα παραγγελίας 𝑄 και μήκος κύκλου 𝑇 = 𝑄/𝑎. Να αποδειχθεί ότι αν 𝐿 > 𝑇 ή
ισοδύναμα 𝑎𝐿 > 𝑄, τότε το επίπεδο αναπαραγγελίας 𝑅 κάτω από αυτή την πολιτική είναι ίσο με

𝑅 = 𝑎 􏿶𝐿 − 𝑇 􏿪
𝐿
𝑇 􏿭􏿹 = 𝑎𝐿 − 𝑄 􏿪

𝑎𝐿
𝑄 􏿭 .

5. Θεωρούμε το μοντέλο Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας με προγραμματισμένες ελλείψεις και
υποθέτουμε ότι υπάρχει χρόνος καθυστέρησης της παραγγελίας ίσος με 𝐿, όπου 𝐿 < 𝑇∗. Να αποδει-
χθεί ότι η βέλτιστη πολιτική δεν αλλάζει και να προσδιοριστεί το επίπεδο αναπαραγγελίας.

6. Θεωρούμε το μοντέλο Οικονομικής Ποσότητας Παραγγελίας με προγραμματισμένες ελλείψεις και
υποθέτουμε ότι η ζήτηση που φτάνει όταν δεν υπάρχει προϊόν στην αποθήκη δεν μπαίνει σε εκκρε-
μότητα αλλά χάνεται. Το κόστος ανά μονάδα χαμένης ζήτησης είναι ίσο με 𝑏. Έστω ότι μια πολιτική
διαχείρισης αποθεμάτων αυτού του τύπου υλοποιείται ως εξής: Μια ποσότητα παραγγελίας που φτά-
νει στην αποθήκη χρησιμοποιείται για την ικανοποίηση της ζήτησης μέχρι το απόθεμα να εξαντληθεί.
Μετά την εξάντληση του αποθέματος μεσολαβεί ένα διάστημα 𝑡0 στη διάρκεια του οποίου η ζήτηση
που έρχεται δεν ικανοποιείται. Στο τέλος αυτού του διαστήματος γίνεται μια νέα παραγγελία ύψους𝑄
που φτάνει στην αποθήκη αμέσως και όλη η διαδικασία επαναλαμβάνεται. Έστω ότι μια πολιτική αυ-
τής της μορφής προσδιορίζεται από την ποσότητα παραγγελίας 𝑄 και το ποσοστό 𝑥 της ζήτησης που
ικανοποείται.

(α) Να υπολογιστεί η τιμή του 𝑡0 και το μήκος κύκλου κάτω από την πολιτική (𝑄, 𝑥).
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(β) Να δειχθεί ότι το μέσο κόστος ανά μονάδα χρόνου κάτω από την πολιτική (𝑄, 𝑥) είναι ίσο με

𝐶(𝑄, 𝑥) = 􏿰𝑎𝐾𝑄 + 𝑎𝑐 + ℎ𝑄
2 􏿳 𝑥 + 𝑏𝑎(1 − 𝑥).

(γ) Να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική. Ποια είναι η οικονομική ερμηνεία της;
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12.1 Το Μοντέλο (R,Q) Συνεχούς Επιθεώρησης Αποθέματος

12.2 Έλεγχος Αποθεμάτων Μιας Περιόδου – Το Μοντέλο του Εφημεριδοπώλη

12.3 Επεκτάσεις Μοντέλου Εφημεριδοπώλη – Πρόβλημα Πολλών Περιόδων Χωρίς Πάγια Κόστη – Πολιτικές Αποθέματος Βάσης

12.4 Το Μοντέλο (s,S) Περιοδικής Παρακολούθησης Αποθέματος

12.5 Έλεγχος Αποθεμάτων σε Συστήματα Πολλών Επιπέδων – Το Μοντέλο Clarke and Scarf

12.6 Ασκήσεις
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13.1 To μοντέλο του εφημεριδοπώλη

Το μοντέλο του εφημεριδοπώλη αναφέρεται στην επιλογή βέλτιστης ποσότητας παραγγελίας ενός προϊόντος
για μια περίοδο, το οποίο απαξιώνεται στο τέλος της περιόδου, όταν η ζήτηση του προϊόντος κατά τη διάρκεια
της περιόδου είναι αβέβαια. Τέτοια προϊόντα με μικρή διάρκεια ζωής είναι οι εφημερίδες και τα περιοδικά, τα
λουλούδια, φρέσκα προϊόντα διατροφής κλπ.

Συγκεκριμένα, θεωρούμε ότι υπάρχει ένα είδος προϊόντος το οποίο θα πρέπει να προμηθευτούμε για μια
χρονική περίοδο, το οποίο απαξιώνεται γρήγορα και επομένως δεν μπορεί να πωληθεί σε επόμενη περίοδο.
Πιθανά, όμως, τα προϊόντα που μένουν απούλητα να μπορούν να επιστραφούν ή να εκποιηθούν σε κάποια
τιμή ευκαιρίας.

Συμβολίζουμε με 𝑥 το αρχικό απόθεμα του προϊόντος. Η απόφαση αφορά των αριθμό των προϊόντων που
πρέπει να παραγγελθούν (ή να παραχθούν) ώστε να είναι έτοιμα για κατανάλωση. Επομένως αν 𝑎 είναι η από-
φαση που αναφέρεται στην ποσότητα των προϊόντων που θα παραγγελθεί, έχουμε ότι το ύψος του αποθέματος
μετά την παραγγελία θα είναι 𝑦 = 𝑥 + 𝑎. Μπορούμε να σκεφτόμαστε την 𝑎 ή την 𝑦 ως τη μεταβλητή της από-
φασης. Η ζήτηση στη διάρκεια της περιόδου είναι άγνωστη και μοντελοποιείται από μια τυχαία μεταβλητή
𝐷, με γνωστή κατανομή 𝐹𝐷(𝑥). Για απλότητα στην παρουσίαση θα υποθέσουμε ότι η κατανομή της 𝐷 είναι
(απόλυτα) συνεχής με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 𝑓𝐷(𝑥).

Όσον αφορά τακόστη, θεωρούμε ότι υπάρχει πάγιο κόστος𝐾 για την τοποθέτησημιας παραγγελίας, καθώς
και κόστος 𝑐 ανά μονάδα προϊόντος. Επίσης, υπάρχει κόστος ℎ ανά μονάδα προϊόντος που θα μείνει στο τέλος
της περιόδου (το οποίο περιλαμβάνει πιθανά κόστη αποθήκευσης μείον την τιμή ευκαιρίας με την οποίας
επιστρέφεται ή εκποιείται κάθε κομμάτι). Επίσης, υπάρχει κόστος έλλειψης 𝑝 ανά μονάδα ανικανοποίητης
ζήτησης που αντικατατοπτρίζει τα χαμένα κέρδη και την απώλεια καλής φήμης της εταιρείας. Υποθέτουμε ότι
𝑝 > 𝑐. Αυτό είναι εύλογο, διότι διαφορετικά (αν 𝑝 ≤ 𝑐), τότε συμφέρει να μην παραγγέλνεται τίποτα, αφού η
έλλειψη του προϊόντος κοστίζει λιγότερο από την ικανοποίησή του μέσω παραγγελίας.

Αν ληφθεί η απόφαση να παραγγελθούν 𝑎 προϊόντα, δηλαδή το επίπεδο αποθέματος μετά την παραλαβή

Μπουρνέτας, Α.Ν. και Οικονόμου, Α.Θ. (2022). «Στοχαστικά Μοντέλα στην Επιχειρησιακή Έρευνα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/
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της παραγγελίας να είναι 𝑦 = 𝑥 + 𝑎, τότε το αναμενόμενο κόστος είναι

𝑐(𝑥, 𝑎) = 􏿼
𝐾 + 𝑐𝑎 + ℎ𝐸[(𝑥 + 𝑎 − 𝐷)+] + 𝑝𝐸[(𝑥 + 𝑎 − 𝐷)−] αν 𝑎 > 0,
ℎ𝐸[(𝑥 − 𝐷)+] + 𝑝𝐸[(𝑥 − 𝐷)−] αν 𝑎 = 0

= 􏿼
𝐾 + 𝑐𝑦 + ℎ𝐸[(𝑦 − 𝐷)+] + 𝑝𝐸[(𝑦 − 𝐷)−] − 𝑐𝑥 αν 𝑦 > 𝑥,
ℎ𝐸[(𝑦 − 𝐷)+] + 𝑝𝐸[(𝑦 − 𝐷)−] αν 𝑦 = 𝑥

= 􏿼
𝐾 + 𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦) − 𝑐𝑥 αν 𝑦 > 𝑥,
𝑙(𝑥) αν 𝑦 = 𝑥, (13.1)

όπου

𝑙(𝑦) = ℎ𝐸[(𝑦 − 𝐷)+] + 𝑝𝐸[(𝑦 − 𝐷)−]

= ℎ􏾙
𝑦

0
(𝑦 − 𝜉)𝑓𝐷(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑝􏾙

∞

𝑦
(𝜉 − 𝑦)𝑓𝐷(𝜉)𝑑𝜉. (13.2)

Για κάθε σταθερό𝑑, έχουμε ότι οι συναρτήσεις (𝑦−𝑑)+ και (𝑦−𝑑)− είναι κυρτέςωςπρος𝑦, επομένως και οι𝐸[(𝑦−
𝐷)+], 𝐸[(𝑦 −𝐷)−] είναι κυρτές ως προς 𝑦 (γενικότερα, αν𝑍 τυχαία μεταβλητή και 𝑓(𝑦, 𝑧) κυρτή ως προς 𝑦 για
κάθε σταθερό 𝑧, τότε και 𝐸[𝑓(𝑦, 𝑍)] είναι κυρτή ως προς 𝑦). Επομένως η 𝑙(𝑦) είναι επίσης κυρτή (γενικότερα ο
γραμμικός συνδυασμός κυρτών συναρτήσεων με μη-αρνητικούς συντελεστές είναι κυρτή συνάρτηση). Έστω
τώρα 𝑆 η τιμή της 𝑦 που ελαχιστοποιεί την 𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦) στο [0,∞) (η οποία υπάρχει σίγουρα αφού lim𝑦→∞(𝑐𝑦 +
𝑙(𝑦)) = ∞). Έστω, επίσης, 𝑠 να είναι η μικρότερη τιμή της 𝑦 ώστε 𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) = 𝐾 + 𝑐𝑆 + 𝑙(𝑆). Για να βρούμε πού
πιάνεται το ελάχιστο της 𝑐(𝑥, 𝑎) που δίνεται από την (13.1) διακρίνουμε περιπτώσεις ανάλογα με το αν 𝑥 > 𝑆,
𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑆 ή 𝑥 < 𝑠. Από την κυρτότητα της 𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦), έχουμε ότι

• Για 𝑥 > 𝑆, είναι𝐾+𝑐𝑦+𝑙(𝑦)−𝑐𝑥 > 𝐾+𝑐𝑥+𝑙(𝑥)−𝑐𝑥 > 𝑙(𝑥), για κάθε 𝑦 > 𝑥. Πράγματι η𝐾+𝑐𝑦+𝑙(𝑦)−𝑐𝑥
είναι αύξουσα συνάρτηση του 𝑦 για 𝑦 > 𝑥, αφού η 𝐾 + 𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦) − 𝑐𝑥 είναι κυρτή με ελάχιστο στο 𝑆 και
𝑥 > 𝑆. Επομένως, στην περίπτωση αυτή το ελάχιστο της 𝑐(𝑥, 𝑎) πιάνεται στον δεύτερο κλάδο, δηλαδή
για 𝑎 = 0.

• Για 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑆, η ελάχιστη τιμή του πρώτου κλάδου της 𝑐(𝑥, 𝑎), δηλαδή της𝐾+𝑐𝑦+ 𝑙(𝑦)− 𝑐𝑥, για 𝑦 > 𝑥,
πιάνεται στο 𝑆 και είναι 𝐾 + 𝑐𝑆 + 𝑙(𝑆) − 𝑐𝑥 = 𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) − 𝑐𝑥. Όμως η 𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦) είναι φθίνουσα στο [𝑠, 𝑥]
αφού 𝑥 < 𝑆, οπότε 𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) > 𝑐𝑥 + 𝑙(𝑥) ή ισοδύναμα 𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) − 𝑐𝑥 > 𝑙(𝑥). Επομένως, έχουμε ότι το
ελάχιστο της 𝑐(𝑥, 𝑎) πιάνεται και πάλι στον δεύτερο κλάδο, δηλαδή για 𝑎 = 0.

• Για 𝑥 < 𝑠, η ελάχιστη τιμή του πρώτου κλάδου της 𝑐(𝑥, 𝑎), δηλαδή της 𝐾 + 𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦) − 𝑐𝑥, για 𝑦 > 𝑥,
πιάνεται στο 𝑆 και είναι 𝐾 + 𝑐𝑆 + 𝑙(𝑆) − 𝑐𝑥 = 𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) − 𝑐𝑥. Όμως η 𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦) είναι φθίνουσα στο [𝑥, 𝑠]
αφού 𝑥, 𝑠 < 𝑆, οπότε 𝑐𝑥 + 𝑙(𝑥) > 𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) ή ισοδύναμα 𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) − 𝑐𝑥 < 𝑙(𝑥). Επομένως, έχουμε ότι το
ελάχιστο της 𝑐(𝑥, 𝑎) πιάνεται στον πρώτο κλάδο, και μάλιστα για 𝑦 = 𝑆 ή ισοδύναμα 𝑎 = 𝑆 − 𝑥.

Για ναβρούμε την τιμή του𝑆, πρέπει να δούμε που ελαχιστοποιείται η κυρτήσυνάρτηση 𝑐𝑦+𝑙(𝑦). Ισοδύναμα
πρέπει να δούμε που μηδενίζεται η παράγωγός της. Έχουμε

𝑑
𝑑𝑦(𝑐𝑦 + 𝑙(𝑦)) = 0

⇔ 𝑑
𝑑𝑦 􏿶𝑐𝑦 + ℎ􏾙

𝑦

0
(𝑦 − 𝜉)𝑓𝐷(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑝􏾙

∞

𝑦
(𝜉 − 𝑦)𝑓𝐷(𝜉)𝑑𝜉􏿹 = 0

⇔ 𝑑
𝑑𝑦 􏿶𝑐𝑦 + ℎ𝑦𝐹𝐷(𝑦) − ℎ􏾙

𝑦

0
𝜉𝑓𝐷(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑝􏾙

∞

𝑦
𝜉𝑓𝐷(𝜉)𝑑𝜉 − 𝑝𝑦(1 − 𝐹𝐷(𝑦))􏿹 = 0

⇔ 𝑐 + ℎ𝐹𝐷(𝑦) + ℎ𝑦𝑓𝐷(𝑦) − ℎ𝑦𝑓𝐷(𝑦) − 𝑝𝑦𝑓𝐷(𝑦) − 𝑝 + 𝑝𝐹𝐷(𝑦) + 𝑝𝑦𝑓𝐷(𝑦) = 0

⇔ 𝐹𝐷(𝑦) =
𝑝 − 𝑐
𝑝 + ℎ. (13.3)

Επομένως, καταλήξαμε στο εξής αποτέλεσμα:
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Θεώρημα 13.1 Ηβέλτιστη πολιτική παραγγελίας για το μοντέλο του εφημεριδοπώλη είναι τύπου (𝑠, 𝑆), δηλαδή
θα πρέπει να παραγγέλνει ώστε να φθάσει σε επίπεδο αποθέματος 𝑆, αν το αρχικό απόθεμα του είναι κάτω από 𝑠,
δηλαδή,

𝑎∗(𝑥) = 􏿼
𝑆 − 𝑥, αν 𝑥 < 𝑠,
0, αν 𝑥 ≥ 𝑠. (13.4)

Είναι
𝑆 = 𝐹−1𝐷 􏿶

𝑝 − 𝑐
𝑝 + ℎ􏿹 (13.5)

και το 𝑠 είναι η ελάχιστη λύση της εξίσωσης

𝑐𝑠 + 𝑙(𝑠) = 𝐾 + 𝑐𝑆 + 𝑙(𝑆), (13.6)

με 𝑙(𝑦) που δίνεται από την (13.2).

Στην περίπτωση που δεν υπάρχει πάγιο κόστος παραγγελίας, δηλαδή 𝐾 = 0, είναι 𝑠 = 𝑆.

13.2 Ένα μοντέλο αποθεμάτων πολλών περιόδων χωρίς πάγια κόστη

Θεωρούμε μια αποθήκη απεριόριστης χωρητικότητας, η οποία πρόκειται να χρησιμοποιηθεί για τις επόμενες
𝑡 περιόδους για την κάλυψη της ζήτησης ενός προϊόντος. Στην αρχή κάθε περιόδου, ο διαχειριστής της απο-
θήκης αποφασίζει την ποσότητα της παραγγελίας που θα θέσει. Η παραγγελία παραδίδεται άμεσα με κόστος
𝑐 ανά κομμάτι, ενώ δεν υπάρχει πάγιο κόστος. Η ζήτηση κατά τη διάρκεια της περιόδου 𝑛 περιγράφεται από
μια μη-αρνητική, φραγμένη τυχαία μεταβλητή𝐷𝑛 με συνάρτηση κατανομής 𝐹𝐷𝑛(𝑥), γίνεται γνωστή αμέσως
μετά την παραλαβή της παραγγελίας και ικανοποιείται στο βαθμό που είναι δυνατό από το υπάρχον απόθεμα.
Τα προϊόντα που περισσεύουν αποθηκεύονται για ικανοποίηση της μελλοντικής ζήτησης. Το κόστος αποθή-
κευσης ανά κομμάτι για μια περίοδο είναι ℎ. Υπάρχουν κόστη έλλειψης που αντιστοιχούν στην ανικανοποίητη
ζήτηση κάθε περιόδου. Το κόστος έλλειψης ανά μονάδα προϊόντος είναι 𝑝. Η ανικανοποίητη ζήτηση μιας πε-
ριόδου καταγράφεται ώστε να ικανοποιηθεί από μελλοντικές παραγγελίες (backlogging). Το ζητούμενο είναι
να βρεθεί βέλτιστη πολιτική παραγγελίας, που να ελαχιστοποιεί το αναμενόμενο συνολικό κόστος για τις 𝑡
περιόδους. Υποθέτουμε ότι 𝑝 > 𝑐. Αυτό είναι εύλογο, διότι διαφορετικά (αν 𝑝 ≤ 𝑐), τότε συμφέρει να μην
παραγγέλνεται τίποτα, αφού η έλλειψη του προϊόντος κοστίζει λιγότερο από την ικανοποίησή του μέσω πα-
ραγγελίας.

Το πρόβλημα μοντελοποιείται στο πλαίσιο του δυναμικού προγραμματισμού ως εξής:

• Στάδιο: Ο αριθμός 𝑛 των περιόδων παραγγελίας που απομένουν.

• Κατάσταση: Ο αριθμός 𝑥 των προϊόντων στην αποθήκη (στάθμη αποθέματος) στην αρχή μιας περιό-
δου.

• Απόφαση: Η ποσότητα 𝑎 της παραγγελίας.

• Συνάρτηση βέλτιστης τιμής: 𝑣𝑛(𝑥), το ελάχιστο αναμενόμενο συνολικό κόστος από την περίοδο 𝑛 και
μετά, αν ο τρέχων αριθμός προϊόντων στην αποθήκη είναι 𝑥 και απομένουν 𝑛 περίοδοι.

Αν την περίοδο𝑛 υπάρχει απόθεμα 𝑥, γίνει παραγγελία 𝑎προϊόντων και η ζήτηση είναι𝐷𝑛 τότε η κατάσταση
στην αρχή της επόμενης περιόδου θα είναι 𝑥 + 𝑎 − 𝐷𝑛. Επιπλέον, θα υπάρχει άμεσο κόστος παραγγελίας 𝑐𝑎,
κόστος αποθήκευσης για την τρέχουσα περίοδο ℎ(𝑥+𝑎−𝐷𝑛)+ και κόστος έλλειψης για την τρέχουσα περίοδο
𝑝(𝑥 + 𝑎 − 𝐷𝑛)−. Επομένως, το μέσο κόστος αν ληφθεί η απόφαση 𝑎 θα είναι

𝑐(𝑥, 𝑎; 𝑛) = 𝑐𝑎 + ℎ𝐸[(𝑥 + 𝑎 − 𝐷𝑛)+] + 𝑝𝐸[(𝑥 + 𝑎 − 𝐷𝑛)−].
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Η εξίσωση βελτιστοποίησης θα έχει εδώ τη μορφή

𝑣0(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ ℝ, (13.7)
𝑣𝑛(𝑥) = min

𝑎∈[0,∞)
[𝑐(𝑥, 𝑎; 𝑛) + 𝐸[𝑣𝑛−1(𝑥 + 𝑎 − 𝐷𝑛)]

= min
𝑦∈[𝑥,∞)

[𝑐𝑦 + ℎ𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)+] + 𝑝𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)−] + 𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐷𝑛)]] − 𝑐𝑥

= min
𝑦∈[𝑥,∞)

[𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦) + 𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐷𝑛)]] − 𝑐𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, (13.8)

όπου
𝑙𝑛(𝑦) = ℎ𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)+] + 𝑝𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)−]. (13.9)

Είναι φανερό ότι το παρόν μοντέλο είναι το ανάλογο του μοντέλου του εφημεριδοπώλη (βλέπε παράγραφο
13.1) για πολλές περιόδους παραγγελίας, αλλά χωρίς πάγια κόστη για τις παραγγελίες. Όπως και στο μο-
ντέλο του εφημεριδοπώλη , είναι βολικό να δουλέψουμε βλέποντας ως μεταβλητή απόφασης την 𝑦, δηλαδή
τη στάθμη αποθέματος μετά την παραλαβή της παραγγελίας που θα θέσουμε, αντί της ποσότητας παραγγε-
λίας 𝑎.

Για κάθε 𝑛, έχουμε ότι η συνάρτηση 𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦) είναι κυρτή, διότι για κάθε σταθερό 𝑑, έχουμε ότι οι συναρ-
τήσεις (𝑦 − 𝑑)+ και (𝑦 − 𝑑)− είναι κυρτές ως προς 𝑦, επομένως και οι 𝐸[(𝑦 −𝐷𝑛)+] και 𝐸[(𝑦 −𝐷𝑛)−] είναι κυρτές
ως προς 𝑦 (χρησιμοποιώντας ότι αν 𝑓(𝑦, 𝑧) κυρτή ως προς 𝑦 για κάθε σταθερό 𝑧 και𝑍 τυχαία μεταβλητή, τότε
και η 𝐸[𝑓(𝑦, 𝑍)] είναι κυρτή ως προς 𝑦).

Επίσης, για κάθε 𝑛, έχουμε ότι για αρκετά μεγάλα 𝑦 θα ισχύει 𝑦 − 𝐷𝑛 > 0, με βεβαιότητα, αφού η𝐷𝑛 είναι
φραγμένη. Επομένως, για τέτοια 𝑦 θα έχουμε

𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)+] = 𝐸[𝑦 − 𝐷𝑛] = 𝑦 − 𝐸[𝐷𝑛]
𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)−] = 0

και άρα
lim
𝑦→∞

(𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦)) = lim
𝑦→∞

(𝑐𝑦 + ℎ𝑦 − ℎ𝐸[𝐷𝑛]) = ∞. (13.10)

Ομοίως, για κάθε 𝑛, έχουμε ότι για αρκετά μικρά 𝑦 θα ισχύει 𝑦 − 𝐷𝑛 < 0, με βεβαιότητα, αφού η𝐷𝑛 είναι
φραγμένη. Επομένως, για τέτοια 𝑦 θα έχουμε

𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)+] = 0
𝐸[(𝑦 − 𝐷𝑛)−] = 𝐸[𝐷𝑛 − 𝑦] = 𝐸[𝐷𝑛] − 𝑦

και άρα
lim
𝑦→−∞

(𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦)) = lim
𝑦→−∞

(𝑐𝑦 − 𝑝𝑦 + 𝑝𝐸[𝐷𝑛]) = ∞, (13.11)

αφού 𝑝 > 𝑐. Επομένως, έχουμε αποδείξει το εξής αποτέλεσμα:

Λήμμα 13.1 Για κάθε 𝑛, η 𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦) με 𝑙𝑛(𝑦) να δίνεται από την (13.9) είναι κυρτή και lim𝑦→∞(𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦)) =
lim𝑦→−∞(𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦)) = ∞ και επομένως έχει ολικό ελάχιστο.

Από το λήμμα 13.1, για𝑛 = 1, έχουμε ότι η 𝑐𝑦+𝑙1(𝑦) έχει ολικό ελάχιστο σε κάποιο𝑆1, οπότε είναι φθίνουσα
στο (−∞, 𝑆1) και αύξουσα στο (𝑆1,∞). Από τις σχέσεις (13.7)-(13.8) παίρνουμε

𝑣1(𝑥1) = 􏿼
𝑐𝑆1 + 𝑙1(𝑆1) − 𝑐𝑥1 αν 𝑥1 ≤ 𝑆1,
𝑙1(𝑥1) αν 𝑥1 > 𝑆1

(13.12)
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και το βέλτιστο επίπεδο αποθέματος που πρέπει να υπάρχει μετά την παραλαβή της παραγγελίας για 𝑛 = 1
είναι

𝑦∗1(𝑥1) = 􏿼
𝑆1 αν 𝑥1 ≤ 𝑆1,
𝑥1 αν 𝑥1 > 𝑆1.

(13.13)

Επιπλέον, έχουμε ότι 𝑣1(𝑥1) = 𝑤1(𝑥1) − 𝑐𝑥1, όπου η συνάρτηση

𝑤1(𝑥1) = 􏿼
𝑐𝑆1 + 𝑙1(𝑆1) αν 𝑥1 ≤ 𝑆1
𝑐𝑥1 + 𝑙1(𝑥1) αν 𝑥1 > 𝑆1

είναι κυρτή αφού η 𝑐𝑦 + 𝑙1(𝑦) είναι κυρτή και το 𝑆1 είναι το ελάχιστο της. Επομένως, η 𝑣1(𝑥1) είναι κυρτή ως
άθροισμα δυο κυρτών συναρτησεων, της 𝑤1(𝑥1) και της γραμμικής −𝑐𝑥1. Επίσης, όμοια με την απόδειξη των
(13.10) και (13.11) έχουμε

lim
𝑥1→∞

𝑣1(𝑥1) = lim
𝑥1→∞

𝑙1(𝑥1) = lim
𝑥1→∞

(ℎ𝑥1 − ℎ𝐸[𝐷𝑛]) = ∞. (13.14)

lim
𝑥1→−∞

𝑣1(𝑥1) = lim
𝑥1→−∞

(𝑐𝑆1 + 𝑙1(𝑆1) − 𝑐𝑥1) = ∞. (13.15)

Έτσι αποδείξαμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Θεώρημα 13.2 Η συνάρτηση 𝑣1(𝑥1) είναι κυρτή και επιπλέον lim𝑥1→−∞ 𝑣1(𝑥1) = lim𝑥1→∞ 𝑣1(𝑥1) = ∞. Αν 𝑆1
είναι η ελάχιστη τιμή της 𝑐𝑦+𝑙1(𝑦) στοℝ, όπου η 𝑙1(𝑦) δίνεται από την (13.9) για 𝑛 = 1, τότε ο βέλτιστος κανόνας
απόφασης όταν απομένει μια περίοδος παραγγελίας υπαγορεύει να παραγγελθεί ποσότητα

𝑎∗1(𝑥1) = 􏿼
𝑆1 − 𝑥1 αν 𝑥1 ≤ 𝑆1,
0 αν 𝑥1 > 𝑆1.

(13.16)

To θεώρημα 13.2 μπορεί να γενικευτεί ώστε να πάρουμε τους βέλτιστους κανόνες απόφασης για κάθε 𝑛.

Θεώρημα 13.3 Για κάθε 𝑛 = 1, 2, … , 𝑡, η συνάρτηση 𝑣𝑛(𝑥𝑛) είναι κυρτή και επιπλέον lim𝑥𝑛→−∞ 𝑣𝑛(𝑥𝑛) =
lim𝑥𝑛→∞ 𝑣𝑛(𝑥𝑛) = ∞. Αν 𝑆𝑛 είναι η ελάχιστη τιμή της 𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦) + 𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐷𝑛)] στο ℝ, όπου η 𝑙𝑛(𝑦) δί-
νεται από την (13.9), τότε ο βέλτιστος κανόνας απόφασης όταν απομένουν 𝑛 περίοδοι παραγγελίας υπαγορεύει να
παραγγελθεί ποσότητα

𝑎∗𝑛(𝑥𝑛) = 􏿼
𝑆𝑛 − 𝑥𝑛 αν 𝑥𝑛 ≤ 𝑆𝑛,
0 αν 𝑥𝑛 > 𝑆𝑛.

(13.17)

Το θεώρημα 13.3 αποδεικνύεται με επαγωγή στο 𝑛. Για 𝑛 = 1 ισχύει, όπως αποδείξαμε στο θεώρημα 13.2.
Έστω ότι ισχύει για 𝑛 − 1. Ορίζουμε

𝑢𝑛(𝑦) = 𝑐𝑦 + 𝑙𝑛(𝑦) + 𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐷𝑛)]. (13.18)

Όπως έχουμε δει στο λήμμα 13.1, για κάθε 𝑛, η 𝑐𝑦+ 𝑙𝑛(𝑦) είναι κυρτή και lim𝑦→∞(𝑐𝑦+ 𝑙𝑛(𝑦)) = lim𝑦→−∞(𝑐𝑦+
𝑙𝑛(𝑦)) = ∞.Οι ίδιες ιδιότητες ισχύουν και για την𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦−𝐷𝑛)]ωςσυνάρτηση του 𝑦.Πράγματι, για κάθε 𝑧η
συνάρτηση 𝑣𝑛−1(𝑦−𝑧) είναι κυρτήως προς 𝑦 λόγω της επαγωγικής υπόθεσης. Αλλά τότε και η𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦−𝐷𝑛)]
είναι κυρτή ως προς 𝑦 (διότι, αν𝑍 τυχαία μεταβλητή και 𝑓(𝑦, 𝑧) κυρτή ως προς 𝑦 για κάθε σταθερό 𝑧, τότε και
𝐸[𝑓(𝑦, 𝑍)] είναι κυρτή ως προς 𝑦). Επίσης, από την ανισότητα Jensen έχουμε ότι

𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐷𝑛)] ≥ 𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐸[𝐷𝑛]),

που σε συνδυασμό με την επαγωγική υπόθεση

lim
𝑦→−∞

𝑣𝑛−1(𝑦) = lim
𝑦→∞

𝑣𝑛−1(𝑦) = ∞,
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δίνει ότι
lim
𝑦→−∞

𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐷𝑛)] = lim
𝑦→∞

𝐸[𝑣𝑛−1(𝑦 − 𝐷𝑛)] = ∞.

Άρα, η 𝑢𝑛(𝑦) που δίνεται από την (13.18) είναι κυρτή και

lim
𝑦→∞

𝑢𝑛(𝑦) = lim
𝑦→−∞

𝑢𝑛(𝑦) = ∞.

Από εδώ και πέρα η απόδειξη προχωρά, όπως και η απόδειξη για το θεώρημα 13.2, δηλαδή συμπεραίνουμε ότι
η 𝑢𝑛(𝑦) έχει ένα ολικό ελάχιστο 𝑆𝑛 και επομένως είναι φθίνουσα στο (−∞, 𝑆𝑛) και αύξουσα στο (𝑆𝑛,∞). Από
τις σχέσεις (13.7)-(13.8) παίρνουμε

𝑣𝑛(𝑥𝑛) = 􏿼
𝑢𝑛(𝑆𝑛) − 𝑐𝑥𝑛 αν 𝑥𝑛 ≤ 𝑆𝑛,
𝑢𝑛(𝑥𝑛) − 𝑐𝑥𝑛 αν 𝑥𝑛 > 𝑆𝑛

και το βέλτιστο επίπεδο αποθέματος που πρέπει να υπάρχει μετά την παραλαβή της παραγγελίας, 𝑛 περιόδους
πριν το τέλος είναι

𝑦∗𝑛(𝑥𝑛) = 􏿼
𝑆𝑛 αν 𝑥𝑛 ≤ 𝑆𝑛,
𝑥𝑛 αν 𝑥𝑛 > 𝑆𝑛.

Επιπλέον, έχουμε ότι 𝑣𝑛(𝑥𝑛) = 𝑤𝑛(𝑥𝑛) − 𝑐𝑥𝑛, όπου η συνάρτηση

𝑤𝑛(𝑥𝑛) = 􏿼
𝑢𝑛(𝑆𝑛) αν 𝑥𝑛 ≤ 𝑆𝑛
𝑢𝑛(𝑥𝑛) αν 𝑥𝑛 > 𝑆𝑛

είναι κυρτή αφού η 𝑢𝑛(𝑦) είναι κυρτή και το 𝑆𝑛 είναι το ελάχιστο της. Επομένως, η 𝑣𝑛(𝑥𝑛) είναι κυρτή ως
άθροισμα δυο κυρτών συναρτησεων, της𝑤𝑛(𝑥𝑛) και της γραμμικής −𝑐𝑥𝑛. Επίσης, όμοια με την απόδειξη των
(13.10) και (13.11) έχουμε

lim
𝑥𝑛→∞

𝑣𝑛(𝑥𝑛) = lim
𝑥𝑛→−∞

𝑣𝑛(𝑥𝑛) = ∞.

13.3 Ασκήσεις
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