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Η (ιδιάζουσα) ομολογία ενός τοπολογικού χώρου είναι ένα αλγεβρικό αναλλοίωτο,
για την ακρίβεια μια ακολουθία αβελιανών ομάδων, που διευκολύνει την κατανόηση της
τοπολογίας των “αντικειμένων ανωτέρας διάστασης” και το οποίο έχει το πλεονέκτημα
ότι υπολογίζεται σχετικά εύκολα για μεγάλες κλάσεις τοπολογικών χώρων. Σε αυτό το
κεφάλαιο, κατασκευάζουμε τις ομάδες ιδιάζουσας ομολογίας ενός τοπολογικού χώρου,
αποδεικνύουμε κάποιες βασικές ιδιότητες, μεταξύ των οποίων είναι και αυτές που είναι
γνωστές ως τα αξιώματα των Eilenberg­Steenrod που ικανοποιούνται από μια συνήθη
θεωρία ομολογίας, και τέλος δίνουμε διάφορες εφαρμογές.

Όπως είναι αναμενόμενο, σε μια περιορισμένου εύρους εισαγωγή στην ομολογία, δεν
θα μπορούσαν να συμπεριληφθούν αρκετά σημαντικά θέματα μεταξύ των οποίων είναι
η αξιωματική θεμελίωση μιας θεωρίας ομολογίας, η ομολογία των πολλαπλοτήτων και η
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220 10.1. Οι Ομάδες Ιδιάζουσας Ομολογίας

προσανατολισιμότητά τους, ομολογία με συντελεστές, συνομολογία κ.α., για τα οποία ο
αναγνώστης παραπέμπεται στη βιβλιογραφία που παρατίθεται στο τέλος του κεφαλαίου.

10.1 Οι Ομάδες Ιδιάζουσας Ομολογίας

Αρχίζουμε δίνοντας τους ορισμούς κάποιων βασικών εννοιών. Για κάθε ακέραιο n ≥
0 θεωρούμε τo σημείo E0 = 0 και για 1 ≤ i ≤ n το διάνυσμα Ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈
Rn το οποίο έχει μονάδα στην i­θέση και μηδενικά οπουδήποτε αλλού. Το πρότυπο n­
πλέγμα (standard n­simplex) είναι το κυρτό υποσύνολο ∆n του Rn που παράγεται από
τα E0, . . . , En. Δηλαδή,

∆n =

{ n∑
i=0

tiEi ∈ Rn | 0 ≤ ti για κάθε i και
n∑
i=0

ti = 1

}
.

Αρκετές φορές διευκολύνει και η χρήση του συμβολισμού [E0, E1, . . . , En] για το∆n.
Έτσι το ∆0 είναι ένα σημείο, το ∆1 το ευθύγραμμο τμήμα [0, 1], το ∆2 ένα τρίγωνο

(με το εσωτερικό του) και το∆3 ένα στερεό τετράεδρο. Μέσω της κανονικής εμφύτευσης
του Rn στον Rk, όταν k ≥ n, θεωρούμε το∆n και ως υποσύνολο του Rk για κάθε k ≥ n.

E1E0 E1

E2

E0

E3

E2

E1

E0

Σχήμα 10.1: Τα πρότυπα πλέγματα ∆1,∆2 και ∆3.

Έστω x ένα σημείο του∆n. Τότε x =
∑n

i=0 tiEi, όπου ti ≥ 0 για κάθε i και
∑n

i=0 ti =

1. Εφόσον τα E1, . . . , En είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και το άθροισμα των ti είναι ίσο
με 1, έπεται ότι οι συντελεστές ti είναι πλήρως καθορισμένοι από το x. Αυτό σημαίνει ότι
το ∆n μπορεί να ταυτισθεί με το υποσύνολο

{
(t0, t1, . . . , tn) ∈ Rn+1 |

∑n
i=0 ti = 1, ti ≥

0 για κάθε i
}
του Rn+1.

Σημειώνουμε, επίσης, ότι το σύνορο του ∆1 (με την τοπολογική έννοια) αποτελείται
από δύο αντίτυπα του ∆0, το σύνορο του ∆2 αποτελείται από τρία αντίτυπα του ∆1 και
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γενικότερα το σύνορο του∆n αποτελείται απόn+1 το πλήθος αντίτυπα του∆n−1. Πιο συ­
γκεκριμένα, αν για i ∈ {0, 1, . . . , n} συμβολίσουμε με [E0, . . . , Ei−1, Êi, Ei+1, . . . , En]

το κυρτό υποσύνολο του Rn που παράγεται από τα Ej, j ∈ {0, . . . , n}, j 6= i, τότε πα­
ρατηρούμε ότι το [E0, . . . , Ei−1, Êi, Ei+1, . . . , En] είναι το υποσύνολο του ∆n που απο­
τελείται από εκείνα τα x =

∑n
j=0 tjEj ∈ ∆n για τα οποία ti = 0 και ότι η απεικόνιση

(t0, t1, . . . , tn−1) 7→ (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1) δίνει έναν ομοιομορφισμό από το ∆n−1

στο [E0, . . . , Ei−1, Êi, Ei+1, . . . , En]. Τα n + 1 αντίτυπα του ∆n−1, των οποίων η ένωση
μας δίνει το σύνορο του ∆n, δεν είναι άλλα από τα [E0, . . . , Ei−1, Êi, Ei+1, . . . , En],
i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Παρατήρηση 10.1.1. Δεν είναι δύσκολο να δειχθεί ότι κάθε πρότυπο n­πλέγμα∆n, n ≥
1, είναι ομοιομορφικό με τον κλειστό μοναδιαίο δίσκοDn τουRn και συνεπώς το σύνορό
του είναι ομοιομορφικό με τη σφαίρα Sn−1.

Ορισμός 10.1.2. Ένα ιδιάζον n­πλέγμα (singular n­simplex) σε έναν τοπολογικό χώροX
είναι μια συνεχής απεικόνιση σ : ∆n → X . Η ελεύθερη αβελιανή ομάδα επί του συνόλου
όλων των ιδιαζόντων n­πλεγμάτων του X καλείται ομάδα ιδιαζόντων n­αλυσίδων του
X και συμβολίζεται με Sn(X). Ένα στοιχείο της ομάδας Sn(X) ονομάζεται ιδιάζουσα
n­αλυσίδα (singular n­chain) και είναι ένα τυπικό άθροισμα της μορφής

k1σ1 + k2σ2 + · · ·+ kmσm,

όπου οι συντελεστές k1, k2 . . . , km είναι ακέραιοι αριθμοί και τα σ1, σ2, . . . , σm ιδιάζοντα
n­πλέγματα του X .

Έτσι ένα ιδιάζον 0­πλέγμα του X είναι απλά ένα σημείο του X , ενώ ένα ιδιάζον
1­πλέγμα του X είναι ένα μονοπάτι του X . Για κάθε i = 0, . . . , n, συμβολίζουμε με
Φn
i τον ομοιομορφισμό που απεικονίζει το πρότυπο πλέγμα ∆n−1 επί του “προσώπου”

[E0, . . . , Ei−1, Êi, Ei+1, . . . , En] του συνόρου του ∆n που βρίσκεται απέναντι από την
“κορυφή” Ei, δηλαδή την εμφύτευση Φn

i : ∆n−1 ↪→ ∆n που ορίζεται μέσω της απει­
κόνισης: (t0, . . . , tn−1) 7→ (t0, . . . , ti−1, 0, ti . . . , tn−1). Με άλλα λόγια, κάθε κορυφή Ek
απεικονίζεται στον εαυτό της, όταν k ≤ i−1 και στηνEk+1 όταν k ≥ i (και επεκτείνουμε
γραμμικά). Διακρίνοντας περιπτώσεις για τους δείκτες k των tk, κάθε φορά προκύπτει εύ­
κολα το ακόλουθο:

Λήμμα 10.1.3. Αν 0 ≤ j < i ≤ n+ 1, τότε Φn+1
i ◦ Φn

j = Φn+1
j ◦ Φn

i−1.
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Στη συνέχεια δίνουμε τον αλγεβρικό ορισμό του συνόρου ενός πλέγματος.

Ορισμός 10.1.4. Έστω n ≥ 1 και σ : ∆n → X ένα ιδιάζον n­πλέγμα σε έναν τοπολογικό
χώροX . Το σύνορο του σ, συμβολίζουμε με ∂nσ, είναι η ιδιάζουσα (n− 1)­αλυσίδα που
ορίζεται ως εξής:

∂nσ =
n∑
i=0

(−1)i(σ ◦ Φn
i ).

Συμβολίζουμε, επίσης, με ∂Xn σ το σύνορο του σ, όταν θέλουμε να δώσουμε έμφαση
στον χώρο X .

Θα μπορούσαμε να εκφράσουμε ατύπως το περιεχόμενο του προηγούμενου ορισμού
λέγοντας ότι το σύνορο του σ είναι η ιδιάζουσα (n − 1)­αλυσίδα που δίνεται από το
αλγεβρικό άθροισμα των ιδιαζόντων i­“προσώπων” του, σ ◦Φn

i , όπου το πρόσημο (−1)i

υποδηλώνει ότι το i­“πρόσωπο” σ◦Φn
i φέρει τον επαγόμενο από το σ “προσανατολισμό”.

Εφόσον η ομάδα Sn(X) είναι ελεύθερη αβελιανή με βάση τα ιδιάζοντα n­πλέγματα
του X , επεκτείνοντας την απεικόνιση του συνόρου λαμβάνουμε έναν ομομορφισμό αβε­
λιανών ομάδων

∂n : Sn(X) → Sn−1(X), n ≥ 1,

τον λεγόμενο συνοριακό ομομορφισμό, τον οποίο όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχισης
θα συμβολίζουμε απλά με ∂ παραλείποντας τον δείκτη n. Το σύνορο μιας ιδιάζουσας 0­
αλυσίδας ορίζεται να είναι μηδέν. Συνήθως, τα στοιχεία της εικόνας Im∂n+1 αναφέρονται
ως σύνορα, ενώ τα στοιχεία του πυρήνα Ker∂n ως κύκλοι.

Στην ακόλουθη πρόταση δίνεται η πλέον ενδιαφέρουσα ιδιότητα των συνοριακών
ομομορφισμών.

Πρόταση 10.1.5. Για κάθε n ≥ 0 και κάθε ιδιάζουσα αλυσίδα γ ∈ Sn+1(X), ισχύει ότι
∂n ◦ ∂n+1(γ) = 0.

Απόδειξη. Εφόσον η ομάδαSn+1(X) παράγεται από τα ιδιάζοντα (n+1)­πλέγματα, αρκεί
να αποδείξουμε ότι ∂n ◦ ∂n+1(σ) = 0, για το τυχαίο ιδιάζον πλέγμα σ : ∆n+1 → X του
X .

∂n ◦ ∂n+1(σ) = ∂n

( n+1∑
i=0

(−1)iσ ◦ Φn+1
i

)
=

n+1∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+jσ ◦ (Φn+1
i ◦ Φn

j )

=
∑
i≤j

(−1)i+jσ ◦ (Φn+1
i ◦ Φn

j ) +
∑
j<i

(−1)i+jσ ◦ (Φn+1
i ◦ Φn

j ).
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Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 10.1.3 στο δεύτερο άθροισμα προκύπτει

∂n ◦ ∂n+1(σ) =
∑
i≤j

(−1)i+jσ ◦ (Φn+1
i ◦ Φn

j ) +
∑
j<i

(−1)i+jσ ◦ (Φn+1
j ◦ Φn

i−1).

Θέτουμε k = j και λ = i−1 στο δεύτερο άθροισμα. Τότε j < i⇔ k ≤ λ, i+j = k+λ+1

και με το νέο συμβολισμό έχουμε

∂n ◦ ∂n+1(σ) =
∑
i≤j

(−1)i+jσ ◦ (Φn+1
i ◦ Φn

j ) +
∑
k≤λ

(−1)k+λ+1σ ◦ (Φn+1
k ◦ Φn

λ) = 0,

γιατί οι όροι των παραπάνω δύο αθροισμάτων εμφανίζονται ανά δύο με αντίθετο πρόσημο
και διαγράφονται.

Από την προηγούμενη πρόταση έπεται ότι η εικόνα Im∂n+1 είναι υπομάδα του πυρήνα
Ker∂n και έτσι έχει νόημα ο ορισμός που ακολουθεί.

Ορισμός 10.1.6. Η n­ιοστή ομάδα ιδιάζουσας ομολογίας ενός τοπολογικού χώρου X
είναι η ομάδα πηλίκο

Hn(X) = Ker∂n/Im∂n+1.

Για έναν n­κύκλο γ ∈ Ker∂n, η αντίστοιχη κλάση γ+Im∂n+1 ∈ Hn(X) συμβολίζεται
με [γ] και λέγεται κλάση ομολογίας του κύκλου γ. Δύο κύκλοι που ανήκουν στην ίδια
κλάση ομολογίας (δηλαδή, η διαφορά τους είναι σύνορο) λέγονται ομόλογοι.

Παρατήρηση 10.1.7. Η ομάδαHn(X) είναι 0 αν και μόνο αν κάθε n­κύκλος είναι το σύ­
νορο κάποιας n+1­ιδιάζουσας αλυσίδας, το οποίο διασθητικά σημαίνει ότι δεν υπάρχουν
n­διάστατες “τρύπες” στον χώρο X .

Επαγόμενοι ομομορφισμοί

Αν η f : X → Y είναι μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ δύο τοπολογικών χώρων,
τότε ορίζεται ο ομομορφισμός fn♯ : Sn(X) → Sn(Y ) ο οποίος, πάνω στους γεννήτορες
σ ∈ Sn(X), δίνεται από τη σύνθεση

fn♯ (σ) = f ◦ σ : ∆n
σ−→ X

f−→ Y.

Παρατηρούμε ότι

fn−1
♯

(
∂Xn (σ)

)
= fn♯

( n∑
i=0

(−1)iσ ◦ Φn
i

)
=

n∑
i=0

(−1)i(f ◦ σ) ◦ Φn
i = ∂Xn

(
f♯(σ)

)
.
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Δηλαδή, το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό

Sn(X)

∂Xn
��

fn♯
// Sn(Y )

∂Yn
��

Sn−1(X)
fn−1
♯

// Sn−1(Y )

(10.1)

Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος έπεται άμεσα ότι η απεικόνιση fn♯ απεικο­
νίζει σύνορα σε σύνορα και κύκλους σε κύκλους, για κάθε n. Συνεπώς η f επάγει για κάθε
n, μέσω της fn♯ , έναν ομομορφισμό

Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y ) με τύπο Hn(f)
(
(γ + Im∂Xn+1)

)
= fn♯ (γ) + Im∂Yn+1,

ή πιο απλά Hn(f)([γ]) = [fn♯ (γ)], γ ∈ Ker∂Xn . Ο ομομορφισμός Hn(f) αναφέρεται ως
o επαγόμενος από την f ομομορφισμός και συμβολίζεται επίσης πιο απλά με f∗, όταν
είναι φανερό ποιο είναι το πεδίο ορισμού.

Πρόταση 10.1.8. Έστω X,Y και Z τοπολογικοί χώροι.

1. Η ταυτοτική απεικόνιση IdX : X → X επάγει τον ταυτοτικό ομομορφισμό στην
Hn(X), για κάθε n ≥ 0, δηλ. Hn(IdX) = IdHn(X).

2. Αν οι f : X → Y και g : Y → Z είναι συνεχείς απεικονίσεις, τότε Hn(g ◦ f) =

Hn(g) ◦Hn(f) : Hn(X) → Hn(Z), για κάθε n ≥ 0.

Απόδειξη. Έπεται άμεσα από τους ορισμούς.

Παρατήρηση 10.1.9. Στην κατηγορική γλώσσα, η προηγούμενη πρόταση λέει ακριβώς
ότι έχουμε μια ακολουθία

(
Hn(−)

)
n≥0

συναρτητών από την κατηγορία των τοπολογικών
χώρων και συνεχών απεικονίσεων στην κατηγορία των αβελιανών ομάδων και ομομορ­
φισμών.

Στο επόμενο πόρισμα καταγράφεται μια ειδική, αλλά πολύ σημαντική, περίπτωση της
προηγούμενης πρότασης.

Πόρισμα 10.1.10. Αν η f : X → Y είναι ομοιομορφισμός, τότε η Hn(f) : Hn(X) →
Hn(Y ) είναι ισομορφισμός για κάθε n ≥ 0. Δηλαδή, ομοιομορφικοί χώροι έχουν ισόμορφες
ομάδες ομολογίας.
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Οι πρώτοι υπολογισμοί

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε ότι ο υπολογισμός των ομάδων ομολογίας ενός χώρου
ανάγεται στον υπολογισμό των ομάδων ομολογίας των κατά τόξα συνεκτικών συνιστω­
σών του χώρου.

Λήμμα 10.1.11. Έστω {Xλ}λ∈Λ οι κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες ενός τοπολογικού
χώρου X . Τότε για κάθε n ≥ 0,

Hn(X) ∼=
⊕
λ∈Λ

Hn(Xλ).

Απόδειξη. Ένα ιδιάζον πλέγμα έχει κατά τόξα συνεκτική εικόνα και ως εκ τούτου μπορεί
να θεωρηθεί ως ιδιάζον πλέγμα μιας κατά τόξα συνεκτικής συνιστώσας Xλ. Συνεπώς,
ομαδοποιώντας τα ιδιάζοντα πλέγματα που ανήκουν στην ίδια συνιστώσα προκύπτει ότι
οι ενθέσεις των Xλ στον X επάγουν ισομορφισμό

Sn(X) ∼=
⊕
λ∈Λ

Sn(Xλ).

Λόγω της γραμμικότητας των συνοριακών ομομορφισμών έχουμε ότι αν γ ∈ Sn(X) και
γ =

∑
λ γλ, όπου γλ ∈ Sn(Xλ), η ανάλυση της αλυσίδας γ (ως πεπερασμένο άθροισμα

σύμφωνα με τον προηγούμενο ισομορφισμό), τότε ∂(γ) = 0 αν και μόνο αν ∂(γλ) = 0

για κάθε λ ∈ Λ. Έπεται ότι η απεικόνιση

ϕ : Hn(X) →
⊕
λ∈Λ

Hn(Xλ)

με ϕ([γ]) =
∑

λ[γλ] είναι καλά ορισμένη και ισομορφισμός με αντίστροφη απεικόνιση∑
λ[γλ] 7→ [

∑
λ γλ].

Πρόταση 10.1.12. Αν οX είναι ένας μη­κενός και κατά τόξα συνεκτικός τοπολογικός χώ­
ρος, τότεH0(X) ∼= Z. Άρα, αν οX δεν είναι απαραιτήτως κατά τόξα συνεκτικός, η ομάδα
H0(X) είναι ένα ευθύ άθροισμα αντιτύπων της άπειρης κυκλικής Z, ένα αντίτυπο για κάθε
κατά τόξα συνεκτική συνιστώσα του X .

Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση ε : S0(X) → Z με ε(
∑

i niσi) =
∑

i ni, όπου
οι ακέραιοι ni είναι μη­μηδενικοί για πεπερασμένα το πλήθος i και σi ιδιάζον 0­πλέγμα
για κάθε i. Η απεικόνιση ε είναι ομομορφισμός αβελιανών ομάδων, αφού προκύπτει ως
γραμμική επέκταση της απεικόνισης σi 7→ 1, η οποία απεικονίζει κάθε ιδιάζον 0­πλέγμα
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στο 1. Ο ομομορφισμός ε είναι επί. Πράγματι, αφού ο χώρος είναι μη­κενός, επιλέγουμε
x ∈ X , θεωρούμε το ιδιάζον 0­πλέγμα σ : ∆0 → x ∈ X και παρατηρούμε ότι ε(nσ) = n.

Θα δείξουμε ότι Im∂1 = Kerε. Το συμπέρασμα τότε προκύπτει από το πρώτο θεώρημα
ισομορφισμών, αφού ε επί και H0(X) = Ker∂0/Im∂1 = S0(X)/Im∂1.

Για κάθε (ιδιάζον) 1­πλέγμα σ : ∆1 → X έχουμε ε(∂σ) = ε
(
σ(1)−σ(0)

)
= 1−1 = 0

και άρα Im∂1 ⊆ Kerε.

Για τον αντίστροφο εγκλεισμό, έστω
∑

i niσi ∈ Kerε. Τότε οι εικόνες των σi είναι τα
σημεία σi(E0) και

∑
i ni = 0 (υπενθυμίζουμε ότι στα αθροίσματα που αναφερόμαστε,

από τον ορισμό των αντιστοίχων ομάδων που ανήκουν, οι συντελεστές ni είναι σχεδόν
όλοι μηδέν). Για κάθε i επιλέγουμε μονοπάτι τi : [0, 1] = ∆1 → X από ένα προεπιλεγμένο
σημείο αναφοράς x0 ∈ X στο σi(E0). Αν με σ0 συμβολίσουμε το 0­πλέγμα με εικόνα το
x0, τότε ∂(τi) = σi − σ0 και

∂
(∑

i

niτi
)
=

∑
i

ni∂(τi) =
∑
i

ni(σi − σ0) =
∑
i

niσi −
(∑

i

ni

)
σ0 =

∑
i

niσi.

Δηλαδή, Ker ε ⊆ Im∂1.

Πρόταση 10.1.13 (Αξίωμα της διαστάσεως). Αν ο χώρος X είναι μονοσύνολο, τότε

Hn(X) =

{
0, αν n > 0

Z, αν n = 0.

Απόδειξη. Εφόσον ο X είναι μονοσύνολο, δηλαδή X = {x0}, για κάθε n ≥ 0 υπάρχει
μόνο ένα n­πλέγμα το σn : ∆n → X με σn(∆n) = x0. Άρα Sn(X) = Z = 〈σn〉 για κάθε
n ≥ 0. Για το σύνορο του σn έχουμε:

∂nσn =
n∑
0

(−1)iσn ◦ Φn
i =

n∑
0

(−1)iσn−1 =

{
0, αν n περιττός
σn−1, αν n άρτιος 6= 0.

Αν ο n είναι περιττός, τότε ∂n = 0, ενώ αν ο n είναι άρτιος θετικός ο ∂n είναι ισο­
μορφισμός (απεικονίζει τον γεννήτορα στον γεννήτορα). Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση,
εύκολα διαπιστώνουμε ότι Hn(X) = Ker ∂n/Im ∂n+1 = 0, για κάθε n > 0. Για n = 0

έχουμε το συμπέρασμα από την προηγούμενη πρόταση.
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10.2 Η Μακρά Ακριβής Ακολουθία του Ζεύγους (X,A)

Αρχίζουμε δίνοντας τους απαραίτητους ορισμούς. Μια ακολουθία αβελιανών ομάδων
και ομομορφισμών

· · · // An+1
αn+1

// An
αn // An−1

// · · ·

λέγεται (μακρά) ακριβής αν Im an+1 = Ker an για κάθε n. Μια βραχεία ακριβής ακο­
λουθία (β.α.α.) είναι μια ακριβής ακολουθία πέντε όρων της μορφής

0 / / A α // B
β

// Γ // 0 .

Ηακρίβεια συνεπάγεται ότι οα είναι μονομορφισμός, ο β επιμορφισμός καιΓ ∼= B/Im A,
Im A ∼= A. Ένα αλυσωτό σύμπλεγμα (chain complex) είναι μια ακολουθία αβελιανών
ομάδων και ομομορφισμών

A∗ : · · · // An+1

∂An+1
// An

∂An // An−1

∂An−1
// · · · ,

έτσι ώστε ∂An ◦ ∂An+1 = 0 για κάθε n, ισοδύναμα Im ∂An+1 ⊆ Ker ∂An . Στη συνέχεια, επίσης
και όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχισης, θα συμβολίζουμε τους ομομορφισμούς ∂An απλά
με ∂n. Η n­ιοστή ομάδα ομολογίας του συμπλέματος A∗ ορίζεται ως

Hn(A∗) = Ker ∂n/Im ∂n+1.

Αν a ∈ Ker ∂n, συμβολίζουμε με [a] = a + Im ∂n+1 την κλάση ομολογίας του a. Πα­
ρατηρούμε ότι το σύμπλεγμα A∗ είναι ακριβές αν και μόνο αν Hn(A∗) = 0 για κάθε n.
Μπορούμε, λοιπόν, να πούμε ότι οι ομάδες ομολογίας σε κάθε θέση αποτελούν ένα μέτρο
για το πόσο “απέχει” ένα σύμπλεγμα από το να είναι ακριβές.

Παράδειγμα 10.2.1. Οι ομάδες ομολογίας ενός τοπολογικού χώρου X είναι οι ομάδες
ομολογίας του συμπλέγματος

S∗(X) : · · · // Sn+1(X)
∂n+1

// Sn(X)
∂n // Sn−1(X) // · · · .

Παράδειγμα 10.2.2. (Ανηγμένη ομολογία) Οι ομάδες ανηγμένης ομολογίας H̃n(X)

ενός τοπολογικού χώρου X είναι οι ομάδες ομολογίας του συμπλέγματος

· · · // S2(X)
∂2 // S1(X)

∂1 // S0(X) ε // Z // 0,
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όπου ε(
∑

i niσi) =
∑

i ni. Έχουμε ήδη δει, στην απόδειξη της Πρότασης 10.1.12, ότι
Im ∂1 ⊆ Ker ε και έτσι η παραπάνω ακολουθία αποτελεί πράγματι σύμπλεγμα. Είδαμε
επίσης ότι ο ομομορφισμός ε είναι επί, αν X 6= ∅. Συνεπώς, ο ε : S0(X) → Z επάγει
επιμορφισμό

ε̃ : H0(X) = S0(X)/Im ∂1 → Z με τύπο ε̃([γ]) = ε(γ)

και πυρήνα Ker ε̃ = Ker ε/Im ∂1 = H̃0(X). Έχουμε δείξει ότι Ker ε = Im ∂1, αν ο X
είναι κατά τόξα συνεκτικός, συνεπώς H̃0(X) = 0, αν X κατά τόξα συνεκτικός. Γενικά,
από το γεγονός ότι ο ε̃ είναι επιμορφισμός από μια αβελιανή ομάδα σε μια ελεύθερη
αβελιανή (άπειρη κυκλική για την ακρίβεια), προκύπτει (βλ. Άσκηση 2) ότι H0(X) ∼=
Ker ε̃⊕ Z. Άρα H0(X) ∼= H̃0(X)⊕ Z και Hn(X) = H̃n(X), αν n > 0.

Μια αλυσωτή απεικόνιση ή μορφισμός συμπλεγμάτων F : A∗ → B∗ μεταξύ δύο
συμπλεγμάτων A∗ και B∗ είναι μια οικογένεια ομομορφισμών (fn)n με fn : An → Bn

για κάθε n, έτσι ώστε να είναι μεταθετικό καθένα από τα τετράγωνα στο ακόλουθο διά­
γραμμα:

· · · // An+1

∂An+1
//

fn+1

��

An
∂An //

fn
��

An−1

∂An−1
//

fn−1

��

· · ·

· · · // Bn+1
∂Bn+1

// Bn
∂Bn

// Bn−1
∂Bn−1

// · · ·

Δηλαδή ∂Bn ◦ fn = fn−1 ◦ ∂An , για κάθε n.

Παράδειγμα 10.2.3. Οι ομομορφισμοί fn♯ : Sn(X) → Sn(Y ) που έχουμε κατασκευάσει
από μια συνεχή απεικόνιση f : X → Y μεταξύ τοπολογικών χώρων ορίζουν μια αλυσωτή
απεικόνιση μεταξύ των συμπλεγμάτων S∗(X) και S∗(Y ) (βλ. διάγραμμα 10.1).

Από τη μεταθετικότητα των παραπάνω τετραγώνων προκύπτει ότι fn(Ker ∂An ) ⊆
Ker ∂Bn και fn(Im ∂An+1) ⊆ Im ∂Bn+1. Ως εκ τούτου κάθε fn επάγει έναν ομομορφισμό
Hn(f) στις αντίστοιχες ομάδες ομολογίας

Hn(f) : Hn(A∗) → Hn(B∗), [a] 7→ [fn(a)],

όπου a ∈ Ker ∂An . Θα συμβολίζουμε, επίσης, με f∗ τον ομομορφισμό Hn(f) χωρίς να
υποδηλώνουμε την εξάρτηση από τον δείκτη n, όταν είναι φανερό ποιος είναι ο δείκτης.

Η ακόλουθη πρόταση έπεται άμεσα από τους σχετικούς ορισμούς.
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Πρόταση 10.2.4. Έστω F = (fn) : A∗ → B∗ και G = (gn) : B∗ → Γ∗ δύο μορφισμοί
συμπλεγμάτων και IdA∗ : A∗ → A∗ ο ταυτοτικός μορφισμός. Τότε:

1. Hn(IdA∗) = IdHn(A∗).

2. Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f).

Μακρά Ακριβής Ακολουθία

Μια βραχεία ακριβής ακολουθία συμπλεγμάτων είναι μια ακολουθία συμπλεγμά­
των και μορφισμών συμπλεγμάτων α = (αn) και β = (βn) της μορφής

0 // A∗
α // B∗

β
// Γ∗ // 0 ,

έτσι ώστε για κάθε n η ακολουθία

0 // An
αn // Bn

βn
// Γn // 0

είναι ακριβής. Δηλαδή έχουμε ένα μεταθετικό διάγραμμα με ακριβείς γραμμές της μορφής

...

∂An+2

��

...

∂Bn+2

��

...

∂Γn+2

��

0 // An+1
αn+1

//

∂An+1

��

Bn+1
βn+1

//

∂Bn+1

��

Γn+1
//

∂Γn+1

��

0

0 // An
αn //

∂An

��

Bn
βn

//

∂Bn

��

Γn //

∂Γn

��

0

0 // An−1
αn−1

//

∂An−1

��

Bn−1
βn−1

//

∂Bn−1

��

Γn−1
//

∂Γn−1

��

0

... ... ...

(10.2)

Πρόταση 10.2.5 (Μακρά ακριβής ακολουθία στην ομολογία). Κάθε βραχεία ακριβής ακο­
λουθία συμπλεγμάτων

0 // A∗
α // B∗

β
// Γ∗ // 0
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επάγει μια μακρά ακριβή ακολουθία στην ομολογία

· · · // Hn(A∗)
Hn(α)

// Hn(B∗)
Hn(β)

// Hn(Γ∗)
∂n∗ // Hn−1(A∗)

Hn−1(α)
// Hn−1(B∗) // · · · ,

όπου ∂n∗ κατάλληλος ομομορφισμός για κάθε n, ο οποίος είναι γνωστός ως ο συνδετικός
(connecting) ομομορφισμός.

Απόδειξη. Για να απλοποιήσουμε τον συμβολισμό, στη συνέχεια θα συμβολίζουμε απλά
με ∂∗, α∗ και β∗ τους ομομορφισμούς ∂n∗ , Hn(α) και Hn(β), αντίστοιχα, παραλείποντας
τους δείκτες και ομοίως για καθέναν από τους ομομορφισμούς ∂An , ∂Bn , ∂Γn θα χρησιμο­
ποιούμε το σύμβολο ∂n. Επίσης, θα κάνουμε συνεχή χρήση της μεταθετικότητας των τε­
τραγώνων του διαγράμματος, 10.2 χωρίς να αναφερόμαστε σε αυτό.

• Ορισμός της ∂∗ : Hn(Γ∗) → Hn−1(A∗):

Έστω [γ] = γ+ Im ∂n+1 ∈ Hn(Γ∗), όπου γ ∈ Γn και ∂n(γ) = 0. Εφόσον η βn είναι
επί, έχουμε ότι γ = βn(β) για κάποιο β ∈ Bn. Τότε 0 = ∂n(γ) = ∂n ◦ βn(β) =

βn−1 ◦ ∂n(β) και έτσι ∂n(β) ∈ Ker βn−1 = Im αn−1. Δηλαδή, ∂n(β) = αn−1(α)

για κάποιο α ∈ An−1. Παρατηρούμε ότι αn−2 ◦ ∂n−1(α) = ∂n−1 ◦ αn−1(α) =

∂n−1 ◦ ∂n(β) = 0 και αφού η αn−2 είναι 1 − 1, έπεται ότι ∂n−1(α) = 0. Άρα
α ∈ Ker ∂n−1 και [α] ∈ Hn−1(A∗). Ορίζουμε ∂∗[γ] = [α].

• Η απεικόνιση ∂∗ είναι καλά ορισμένη:

Αποδεικνύουμε ότι ο ορισμός της ∂∗, δηλαδή η κλάση [α], δεν εξαρτάται από την
επιλογή του αντιπροσώπου της κλάσεως [γ]. Έστω γ, γ′ ∈ Γn με [γ] = [γ′], ισο­
δύναμα γ − γ′ ∈ Im ∂n+1. Με τον συμβολισμό της προηγούμενης παραγράφου
έχουμε γ = βn(β), ∂n(β) = αn−1(α) και γ′ = βn(β

′), ∂n(β
′) = αn−1(α

′). Έτσι
γ−γ′ = ∂n+1(γ

′′) για κάποιο γ′′ ∈ Γn+1 και, αφού η βn+1 είναι επί, γ′′ = βn+1(β
′′)

για κάποιο β′′ ∈ Bn+1. Παρατηρούμε ότι

βn(β − β′) = γ − γ′ = ∂n+1(γ
′′) = ∂n+1βn+1(β

′′) = βn∂n+1(β
′′),

από όπου έπεται ότι β − β′ − ∂n+1(β
′′) ∈ Ker βn = Im αn, δηλαδή, β − β′ −

∂n+1(β
′′) = αn(α

′′), για κάποιο α′′ ∈ An. Εφαρμόζοντας τον ομομορφισμό ∂n
στην προηγούμενη ισότητα και χρησιμοποιώντας τις αρχικές σχέσεις, προκύπτει
ότι αn−1(α − α′) = ∂nβ − ∂nβ

′ = ∂nαn(α
′′) = αn−1∂n(α

′′). Αφού η αn−1 είναι
1 − 1, έχουμε ότι α − α′ = ∂n(α

′′) ∈ Im ∂n, ισοδύναμα, [α] = [α′]. Σημειώνουμε
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ότι από την προηγούμενη ανάλυση προκύπτει πως ο ορισμός της ∂∗ δεν εξαρτάται
ούτε από την επιλογή του β.

• Η απεικόνιση ∂∗ είναι ομομορφισμός:

Έστω γ, γ1 ∈ Γn και ∂∗[γ] = [α], ∂∗[γ1] = [α1]. Τότε, υιοθετώντας τον συμβολισμό
του ορισμού, έχουμε γ = βn(β), ∂n(β) = αn−1(α) και γ1 = βn(β1), ∂n(β1) =

αn−1(α1). Συνεπώς γ + γ1 = βn(β + β1) και ∂n(β + β1) = αn−1(α + α1). Άρα
∂∗[γ + γ1] = [α + α1] = [α] + [α1] = ∂∗[γ] + ∂∗[γ1].

• Ακρίβεια στη θέση Hn(A∗)
α∗ // Hn(B∗)

β∗
// Hn(Γ∗) :

Εφόσον βn ◦αn = 0, έπεται ότι β∗ ◦α∗ = 0 και προκύπτει άμεσα η σχέση Im α∗ ⊆
Ker β∗. Αποδεικνύουμε στη συνέχεια ότι Ker β∗ ⊆ Im α∗. Έστω [β] ∈ Hn(B∗)

με [β] ∈ Ker β∗. Τότε 0 = β∗[β] = [βn(β)] ∈ Hn(Γ∗) που σημαίνει ότι βn(β) ∈
Im ∂n+1 και έτσι βn(β) = ∂n+1(γ) για κάποιο γ ∈ Γn+1. Εφόσον η βn+1 είναι επί,
υπάρχει β′ ∈ Bn+1 με γ = βn+1(β

′) και βn(β − ∂n+1β
′) = βn(β)− βn∂n+1(β

′) =

βn(β) − ∂n+1βn+1(β
′) = βn(β) − ∂n+1(γ) = 0. Δηλαδή β − ∂n+1β

′ ∈ Ker βn =

Im αn. Έπεται ότι β − ∂n+1β
′ = αn(α), όπου α ∈ An και ∂n(α) = 0. Πράγματι,

εφόσον [β] ∈ Hn(B∗), έχουμε ότι ∂nβ = 0 και άρα αn−1∂n(α) = ∂nαn(α) =

∂n(β− ∂n+1β
′) = ∂nβ− ∂n∂n+1β

′ = 0. Η υπόθεση ότι η αn−1 είναι 1− 1 δίνει ότι
∂n(α) = 0. Τελικά, [α] ∈ Hn(A∗) και β − αn(α) = ∂n+1(β

′) ∈ Im ∂n+1. Συνεπώς,
[β] = [αn(α)] = α∗([α]) ∈ Im α∗.

• Ακρίβεια στη θέση Hn(B∗)
β∗

// Hn(Γ∗)
∂∗ // Hn−1(α∗) :

Έστω [γ] ∈ Hn(Γ∗) και ∂∗[γ] = [α]. Από τον ορισμό της ∂∗ το στοιχείο α ∈ An−1

καθορίζεται από τις σχέσεις γ = βn(β) και ∂nβ = αn−1(α). Αποδεικνύουμε πρώτα
ότι Ker ∂∗ ⊆ Im β∗. Αν το στοιχείο [γ] ανήκει στον πυρήνα Ker ∂∗ της ∂∗, τότε
[α] = 0, άρα α ∈ Im ∂n και υπάρχει α′ ∈ An με α = ∂nα

′. Παρατηρούμε ότι
∂n(β − αn(α

′)) = ∂nβ − ∂nαnα
′ = ∂nβ − αn−1∂nα

′ = ∂nβ − αn−1(α) = 0.
Δηλαδή β−αn(α′) κύκλος και βn(β−αn(α′)) = βn(β)−βnαn(α′) = βn(β) = γ.
Έπεται ότι [γ] ∈ Im β∗ και ο εγκλεισμός Ker ∂∗ ⊆ Im β∗ έχει αποδειχθεί.

Για να αποδείξουμε την αντίστροφη σχέση του περιέχεσθαι, δηλ. Im β∗ ⊆ Ker ∂∗,
υποθέτουμε ότι [γ] ∈ Im β∗. Τότε [γ] = β∗[β] = [βn(β)], όπου [β] ∈ Hn(B∗). Αφού
το [β] είναι κύκλος έχουμε ότι ∂nβ = 0 και έτσι α = 0, αφού η αn−1 είναι 1 − 1.
Άρα ∂∗[γ] = [α] = 0, δηλαδή [γ] ∈ Ker ∂∗ και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Σχετική Ομολογία

Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και A ένας υπόχωρος του X . Συμβολίζουμε με
Sn(A) τους γραμμικούς συνδυασμούς των (ιδιαζόντων) n­πλεγμάτων του X των οποίων
η εικόνα περιέχεται στοA, δηλαδήSn(A) είναι οι ιδιάζουσες n­αλυσίδες στον υπόχωροA.
Είναι άμεσο ότιSn(A) ≤ Sn(X). ΟρίζουμεωςSn(X,A) την ομάδα πηλίκοSn(X)/Sn(A).
Εφόσον η συνοριακή απεικόνιση ∂ : Sn(X) → Sn(A) απεικονίζει την υποομάδα Sn(A)
στην Sn−1(A), επάγεται ομομορφισμός, για τον οποίο διατηρούμε τον ίδιο συμβολισμό,
∂ : Sn(X,A) → Sn−1(X,A) με τύπο ∂(γ+Sn(A)) = ∂γ+Sn−1(A), ο οποίος ικανοποιεί
τη σχέση ∂ ◦ ∂ = 0. Δηλαδή έχουμε ένα αλυσωτό σύμπλεγμα

S∗(X,A) : · · · // Sn+1(X,A)
∂ // Sn(X,A)

∂ // Sn−1(X,A) // · · ·

Ορισμός 10.2.6. Έστω X τοπολογικός χώρος και A ⊆ X . Οι ομάδες σχετικής ομολο­
γίαςHn(X,A) του ζεύγους (X,A) είναι οι ομάδες ομολογίας του συμπλέγματοςS∗(X,A).
Δηλαδή Hn(X,A) = Hn

(
S∗(X,A)

)
.

Από τον τρόπο ορισμού των συνοριακών απεικονίσεων, το επόμενο διάγραμμα είναι
μεταθετικό για κάθε n

0 // Sn(A)
i //

∂
��

Sn(X)
j

//

∂
��

Sn(X,A) //

∂
��

0

0 // Sn−1(A)
i // Sn−1(X)

j
// Sn−1(X,A) // 0

όπου i είναι η ένθεση της υποομάδας Sn(A) στην Sn(X) και j : Sn(X) → Sn(X,A)

ο φυσικός επιμορφισμός στην αντίστοιχη ομάδα πηλίκο. Συνεπώς, έχουμε μια βραχεία
ακριβή ακολουθία συμπλεγμάτων

0 // S∗(A)
i∗ // S∗(X)

j∗
// S∗(X,A) // 0 .

Η μακρά ακριβής ακολουθία του ζεύγους (X,A) είναι η μακρά ακριβής ακολουθία
που αντιστοιχεί στην προηγούμενη βραχεία ακριβή ακολουθία συμπλεγμάτων, σύμφωνα
με την Πρόταση 10.2.5. Πιο συγκεκριμένα, είναι η παρακάτω μακρά ακριβής ακολουθία

· · · // Hn+1(X,A)
∂∗ // Hn(A)

i∗ // Hn(X)
j∗

// Hn(X,A)
∂∗ // Hn−1(A) // · · · ,
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η οποία εκφράζει με σαφήνεια την ιδέα ότι οι ομάδες Hn(X,A) αποτελούν ένα μέτρο
της διαφοράς μεταξύ των ομάδων Hn(X) και Hn(A), εφόσον από την παραπάνω μακρά
ακριβή ακολουθία προκύπτει ότι Hn(X,A) = 0 αν και μόνο αν η ένθεση του A στον X
επάγει ισομορφισμούς μεταξύ των ομάδων ομολογίας Hn(X) και Hn(A) για κάθε n.

Παρατήρηση 10.2.7. Στην περίπτωση της μακράς ακριβούς ακολουθίας του ζεύγους
(X,A) μπορούμε να “δούμε” πιο εύκολα τον τύπο του συνδετικού ομομορφισμού ∂ :

Hn(X,A) → Hn−1(A): Αν [γ + Sn(A)] = [γ] ∈ Hn(X,A), τότε (ως κύκλος) ∂
(
γ +

Sn(A)
)
= ∂γ + Sn−1(A) = 0 και έτσι ∂γ ∈ Sn−1(A). Εφόσον ∂ ◦ ∂ = 0, έπεται ότι

[∂γ] ∈ Hn−1(A) και από τον ορισμό της ∂∗ στην Πρόταση 10.2.5 έχουμε ότι ∂∗[γ] = [∂γ].
Αυτή η έκφραση δικαιολογεί και τη χρήση του συγκεκριμένου συμβολισμού για τον συν­
δετικό ομομορφισμό.

10.3 Η Ομολογία είναι Ομοτοπικό Αναλλοίωτο

Ορισμός 10.3.1. Έστω X,Y ένα ζεύγος τοπολογικών χώρων, f, g : X → Y συνεχείς
απεικονίσεις και f♯, g♯ : S∗(X) → S∗(Y ) οι επαγόμενες αλυσωτές απεικονίσεις. Μια
αλυσωτή ομοτοπία (chain homotopy) μεταξύ των f♯ και g♯ είναι μια ακολουθία ομομορ­
φισμών {pn : Sn(X) → Sn+1(Y )}, έτσι ώστε ∂n+1pn + pn−1∂n = g♯ − f♯, για κάθε
n.

· · · // Sn+1(X)
∂n+1

//

��

Sn
∂n //

pn

{{ww
ww
ww
ww
ww
ww
w

g♯−f♯

��

Sn−1(X) //

pn−1

{{ww
ww
ww
ww
ww
ww
w

��

. . .

. . . // Sn+1(Y )
∂n+1

// Sn(Y )
∂n

// Sn−1(Y ) // · · ·

Σε αυτήν την περίπτωση λέμε ότι οι f και g είναι αλυσωτά ομοτοπικές.

Είναι εύκολο να διαπιστώσει ο αναγνώστης ότι η αλυσωτή ομοτοπία ορίζει μια σχέση
ισοδυναμίας στο σύνολο των συνεχών απεικονίσεων από έναν τοπολογικό χώρο σε έναν
άλλο. Στη συνέχεια, σημειώνουμε ότι αλυσωτά ομοτοπικές απεικονίσεις επάγουν τους
ίδιους ομομορφισμούς στις ομάδες ομολογίας.

Πρόταση 10.3.2. Αν οι f, g : X → Y είναι αλυσωτά ομοτοπικές απεικονίσεις, τότε
Hn(f) = Hn(g) για κάθε n.
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Απόδειξη. Για κάθε κύκλο γ ∈ Sn(X), δηλαδή ∂nγ = 0, έχουμε:

g♯(γ)− f♯(γ) = ∂n+1pn(γ) + pn−1∂n(γ) = ∂n+1pn(γ) ∈ Im ∂n+1.

Έπεται ότι Hn(f)[γ] = Hn(g)[γ].

Θεώρημα 10.3.3. Ομοτοπικές απεικονίσεις f, g : X → Y επάγουν την ίδια απεικόνιση
στην ομολογία. Δηλαδή, Hn(f) = Hn(g) για κάθε n.

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη θα δούμε κάποια πορίσματα.

Πόρισμα 10.3.4. Αν η f : X → Y είναι ομοτοπική ισοδυναμία, τότε ο επαγόμενος ομο­
μορφισμός Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y ) είναι ισομορφισμός για κάθε n.

Απόδειξη. Έπειται άμεσα από το προηγούμενο θεώρημα και την Πρόταση 10.1.8.

Πόρισμα 10.3.5. Αν ο χώρος X είναι ομοτοπικά ισοδύναμος με σημείο, τότε

Hn(X) =

Z, αν n = 0

0, αν n > 0.

Απόδειξη του Θεωρήματος 10.3.3. Αν τα u0, . . . , uk είναι σημεία ενός Ευκλείδειου χώρου
Rm, τότε συμβολίζουμε με [u0, . . . , uj, . . . , uk] το μικρότερο κυρτό του Rm που τα περιέ­
χει και με [u0, . . . , ûj, . . . , uk] το μικρότερο κυρτό που περιέχει τα σημεία ui, i = 0, . . . , k

με i 6= j, δηλαδή όλα αυτά τα σημεία εκτός από το uj .
Αρκεί να δείξουμε ότι οι f♯ και g♯ είναι αλυσωτά ομοτοπικές. Έστω F : X × I → Y

μια ομοτοπία από την f στην g. Για κάθε ιδιάζον n­πλέγμα σ : ∆n = [E0, . . . , En] → X ,
θεωρούμε το “πρίσμα” ∆n × I , τις κορυφές vi = (Ei, 0) του ∆n × {0} και τις κορυφές
wi = (Ei, 1) του∆n×{1}. Υποδιαιρούμε το πρίσμα∆n×I στα n+1 το πλήθος πλέγματα
[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn], καθένα από τα οποία είναι αντίτυπο του∆n+1, και συμβολίζουμε
με σn+1

i την εικόνα του καθενός από αυτά μέσω της σ × IdI . Δηλαδή, σn+1
i = (σ ×

IdI)
∣∣
[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn]

. Για κάθε n, ορίζουμε τις απεικονίσεις pn : Sn(X) → Sn+1(Y )

του ορισμού 10.3.1 (στα “βασικά” στοιχεία της ελεύθερης αβελιανής Sn) ως εξής:

pn(σ) =
n∑
i=0

(−1)iF ◦ σn+1
i =

n∑
i=0

(−1)iF ◦ (σ × IdI)
∣∣
[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn]
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Υπολογίζουμε το σύνορο του pn(σ):

∂n+1pn(σ) =
∑
j≤i

(−1)i(−1)jF ◦ (σ × IdI)
∣∣
[v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wi, . . . , wn]

+

+
∑
j≥i

(−1)i(−1)j+1F ◦ (σ × IdI)
∣∣
[v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵj, . . . , wn]

Παρατηρούμε ότι οι όροι i = j = α στο πρώτο άθροισμα απλοποιούνται με τους όρους
i = j = α − 1 του δευτέρου, εκτός από τις τιμές α = 0 για το πρώτο και α = n για το
δεύτερο.
Για i = j = 0, το πρώτο άθροισμα δίνει τον όρο

F ◦ (σ × IdI)
∣∣
[w0, . . . , wn]

= F ◦ (σ × IdI)
∣∣
∆n×{1} = F (σ, 1) = g♯(σ),

ενώ για i = j = n το δεύτερο δίνει

−F ◦ (σ × IdI)
∣∣
[v0, . . . , vn]

= −F ◦ (σ × IdI)
∣∣
∆n×{0} = −F (σ, 0) = −f♯(σ).

Υπολογίζουμε, επίσης, την εικόνα του συνόρου του σ μέσω της pn−1:

pn−1∂n(σ) = pn−1

( n∑
j=0

(−1)jσ
∣∣
[E0, . . . , Êj, . . . , En]

)
=

∑
i>j

(−1)(i−1)+jF ◦ (σ × IdI)
∣∣
[v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wi, . . . , wn]

+

+
∑
i<j

(−1)i+jF ◦ (σ × IdI)
∣∣
[v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵj, . . . , wn]

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι όροι που παραμένουν μετά τις απλοποιήσεις στο
άθροισμα που εκφράζει το ∂n+1pn(σ) είναι ακριβώς οι −pn−1∂n(σ), g♯(σ) και −f♯(σ).
Δηλαδή έχουμε ότι

∂n+1pn(σ) = −pn−1∂n(σ) + g♯(σ)− f♯(σ) (10.3)

και ως εκ τούτου η ακολουθία των απεικονίσεων {pn} είναι μια αλυσωτή ομοτοπία μεταξύ
των g♯(σ) και f♯(σ).

Παρατήρηση 10.3.6. Η σχέση 10.3 εκφράζει το γεγονός ότι το σύνορο του πρίσματος
∆n×I αποτελείται από το “πάνω” μέρος∆n×{1}, το “κάτω”∆n×{0} και τις “πλευρές”
∂∆n × I του πρίσματος.
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σ1

σ2 H
X

Σχήμα 10.2: Ομοτοπικά μονοπάτια είναι ομόλογα.

10.4 Η Αβελιανοποίηση της Θεμελιώδους Ομάδας

Στόχος αυτής της παραγράφου είναι να αποδείξουμε ότι η αβελιανοποίηση της θεμε­
λιώδους ομάδας ενός κατά τόξα συνεκτικού χώρου είναι ισόμορφη με την πρώτη ομάδα
ομολογίας του χώρου.

ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος. Κάθε μονοπάτι f : I → X μπορεί να θεωρηθεί και
ως ιδιάζον 1­πλέγμα. Αν f, g είναι δύο μονοπάτια του X , τότε γράφουμε f ∼ g, αν το
1­πλέγμα f − g είναι σύνορο (δηλαδή f − g ∈ Im ∂). Με άλλα λόγια f ∼ g σημαίνει ότι
τα μονοπάτια f και g είναι ομόλογα.

Λήμμα 10.4.1. Αν f και g είναι δύο ομοτοπικά μονοπάτια του X , τότε f ∼ g.

Απόδειξη. Έστω H ομοτοπία από το f στο g. Διασπώντας το τετράγωνο I × I σε δύο
τρίγωνα (θεωρώντας τη διαγώνιο δ), μπορούμε να θεωρήσουμε την ομοτοπία H ως ιδιά­
ζουσα 2­αλυσίδα αποτελούμενη από δύο πλέγματα σ1 και σ2 όπως φαίνεται στο σχήμα
10.2. Συνεπώς

∂(σ1 − σ2) = −H(0, t) +H(s, 1) + δ −H(s, 0) +H(1, t)− δ

= −f + Cf(1) + δ − Cf(0) + g − δ

= g − f + Cf(1) − Cf(0).

Εφόσον το σταθερό μονοπάτι Cx, για κάθε x ∈ X , είναι σύνορο της ίδιας σταθερής
απεικόνισης ∆2 → X , έπεται ότι Cf(1) − Cf(0) ∈ Im ∂ και άρα g − f ∈ Im ∂.

Λήμμα 10.4.2. Αν f και g είναι δύο μονοπάτια τουX με f(1) = g(0), τότε f · g ∼ f + g.
Ιδιαιτέρως, f + f−1 ∼ 0 και f−1 ∼ f .

Απόδειξη. Θεωρούμε ιδιάζον 2­πλέγμα σ : [v0, v1, v2] → X , έτσι ώστε ο περιορισμός της
σ στα [v0, v1], [v1, v2] και [v0, v2] να δίνεται από την f , g και f · g, αντίστοιχα, ενώ στα
υπόλοιπα σημεία η σ είναι η σύνθεση της “ορθογώνιας” προβολής του [v0, v1, v2] στην
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v0

v2

v1

v0

v2

f · g
X

Σχήμα 10.3

πλευρά [v0, v2] με το μονοπάτι f · g : [v0, v2] → X (βλ. σχήμα 10.3). Τότε Im ∂ 3 ∂σ =

f + g − f · g και έτσι f · g ∼ f + g.

Έστω x0 ένα σημείο τουX . Κάθε θηλειά f : I → X στο x0 αντιπροσωπεύει έναν κύ­
κλο στην ομάδα S1(X), αφού ∂f = f(1)− f(0) = 0. Συνεπώς, από τα δύο προηγούμενα
λήμματα προκύπτει ότι έχουμε έναν (καλώς ορισμένο) ομομορφισμό ϕ : π1(X, x0) →
H1(X), που ορίζεται μέσω του τύπου

ϕ([f ]) = f + Im ∂.

Λήμμα 10.4.3. Ο ομομορφισμός ϕ είναι επί, αν ο χώρος X είναι κατά τόξα συνεκτικός.

Απόδειξη. Αν ο χώρος είναι κατά τόξα συνεκτικός, τότε για κάθε x ∈ X μπορούμε να
επιλέξουμε ένα μονοπάτι ωx από το x0 στο x, όπου ως ωx0 επιλέγεται το σταθερό μονοπάτι
Cx0 στο x0. Εφόσον κάθε μονοπάτι ωx είναι ένα ιδιάζον 1­πλέγμα, η απεικόνιση x 7→ ωx

επεκτείνεται, κατά μοναδικό τρόπο, σε ομομορφισμό

ω : S0(X) → S1(X).

Για κάθε μονοπάτι h του X , θεωρούμε τη θηλειά ωh(0) · h · ω−1
h(1) στο x0. Τότε

ϕ
(
[ωh(0) · h · ω−1

h(1)]
)

= ωh(0) · h · ω−1
h(1) + Im ∂

= h− ω(∂h) + Im ∂

= ϕ([h])−
(
ω(∂h) + Im ∂

)
.

Πρέπει να τονισθεί ότι εδώ δεν υπονοούμε πως το μονοπάτι h είναι θηλειά. Ο τύπος της
ϕ έχει νόημα σε κλάσεις ομοτοπίας γενικότερα, με τη διαφορά ότι η εικόνα δεν είναι
απαραιτήτως στοιχείο της H1(X).
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Για μια τυχαία ιδιάζουσα 1­αλυσίδα γ =
∑k

i=1 niσi, θεωρούμε το στοιχείο g =[∏k
i=1(ωσi(0) · σi · ω

−1
σi(1)

)ni
]
της ομάδας π1(X, x0) και παρατηρούμε ότι

ϕ([g]) =
∑k

i=1 ni
(
σi − ω(∂σi)

)
+ Im ∂

=
∑k

i=1 niσi − ω
(
∂(
∑k

i=1 niσi)
)
+ Im ∂

= γ − ω(∂γ) + Im ∂.

Στην περίπτωση που η αλυσίδα γ είναι κύκλος, προκύπτει ότι ϕ([g]) = γ + Im ∂, που
σημαίνει ότι η ϕ : π1(X, x0) → H1(X) είναι επιμορφισμός.

Συμβολίζουμε με G τη θεμελιώδη ομάδα π1(X, x0), με G′ την παράγωγο υποομάδα
της G και με Gab την αβελιανοποίηση της G, δηλαδή Gab είναι η ομάδα πηλίκο G/G′.
Εφόσον η ομάδαH1(X) είναι αβελιανή, ο παραπάνω επιμορφισμός ϕ παραγοντοποιείται
μέσω της Gab. Δηλαδή, υπάρχει επιμορφισμός ϕ̃ : Gab → H1(X), έτσι ώστε ϕ̃ ◦ π = ϕ,
όπου π : G→ Gab είναι ο φυσικός επιμορφισμός.

Θεώρημα 10.4.4. Έστω X ένας κατά τόξα συνεκτικός χώρος και x0 ένα σημείο του X . Ο
επιμορφισμός

ϕ̃ : π1(X, x0)ab → H1(X)

είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Στη συνέχεια, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό της απόδειξης του προηγούμε­
νου λήμματος. Για το τυχαίο ιδιάζον 1­πλέγμα σ, ορίζουμε ένα στοιχείο ψ(σ) της ομάδας
π1(X, x0)ab ως εξής: ψ(σ) = π([ωσ(0) ·σ ·ω−1

σ(1)]). Εφόσον η ομάδα S1(X) είναι ελεύθερη
αβελιανή πάνω στα ιδιάζοντα 1­πλέγματα, η απεικόνιση ψ επεκτείνεται σε ομομορφισμό

ψ : S1(X) → π1(X, x0)ab.

Έστω τ : ∆2 → X ένα ιδιάζον 2­πλέγμα, όπου για να απλοποιήσουμε τον συμβολισμό
συμβολίζουμε με α, β και γ τον περιορισμό της απεικόνισης τ στα [E1, E2], [E0, E2] και
[E0, E1], αντίστοιχα, όπως στο παρακάτω σχήμα.

E1

E2

E0
γ

β
α

τ
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Σημειώνουμε ότι το πλέγμα τ δίνει ομοτοπία γα ' β και υπολογίζουμε την εικόνα του
συνόρου του τ μέσω της ψ.

ψ(∂τ) = ψ(γ + α− β) = ψ(γ)ψ(α)ψ(β)−1

= π
(
[ωγ(0) · γ · ω−1

γ(1)][ωα(0) · α · ω−1
α(1)][ωβ(1) · β−1 · ω−1

β(0)]
)

= π
(
[ωγ(0)γαβ

−1ω−1
γ(0)]

)
= π

(
[ωγ(0) · ω−1

γ(0)]
)

= π
(
[ωx0 ]

)
= π

(
[Cx0 ]

)
= 1.

Έπεται ότι Im ∂ ⊆ Ker ψ και έτσι επάγεται ομομορφισμός

ψ̃ : S1(X)/Im ∂ → π1(X, x0)ab,

έτσι ώστε ψ̃ ◦ q = ψ, όπου με q συμβολίζουμε τον φυσικό επιμορφισμό S1(X) →
S1(X)/Im ∂.
Διατηρούμε επίσης το ίδιο συμβολισμό ψ̃ για τον περιορισμό της ψ̃ στηνH1(X). Για κάθε
θηλειά f στο x0, έχουμε

ψ̃ ◦ ϕ̃
(
[f ] +G′) = ψ̃ ◦ ϕ̃ ◦ π([f ]) = ψ̃ ◦ ϕ([f ])

= ψ̃(f + Im ∂) = ψ̃ ◦ q(f) = ψ(f)

= π
(
[ωf(0) · f · ω−1

f(1)]
)
= π([f ]) = [f ] +G′,

αφού f θηλειά στο x0. Τελικά, ψ̃ ◦ ϕ̃ = IdGab
από όπου έπεται ότι η ϕ̃ είναι 1− 1.

10.5 Η Ακολουθία Mayer­Vietoris και Εκτομή

Ένα από τα κύρια εργαλεία για τον υπολογισμό των ομάδων ομολογίας ενός χώρου
είναι η ακολουθία Mayer­Vietoris η οποία αποτελεί το ανάλογο του θεωρήματος Seifert­
Van Kampen. Το κλειδί για την απόδειξη είναι μια διαδικασία υποδιαίρεσης ιδιαζόντων
πλεγμάτων η οποία μας επιτρέπει να αντικαταστήσουμε μια ιδιάζουσα αλυσίδα με μια
άλλη της οποίας τα πλέγματα είναι “μικρά”, δηλαδή η εικόνα του καθενός περιέχεται σε
ένα ανοικτό μιας δοθείσης ανοικτής κάλυψης του χώρου.

Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και U = {Uj}j∈J μια συλλογή υπόχωρων του X
των οποίων τα εσωτερικά αποτελούν ανοικτό κάλυμμα του X . Συμβολίζουμε με SU

n (X)

την υποομάδα της Sn(X) που παράγεται από όλα τα ιδιάζοντα πλέγματα σ : ∆n → X

των οποίων η εικόνα περιέχεται σε κάποιο από τα σύνολα της κάλυψης. Δηλαδή,

SU
n (X) =

{
γ =

k∑
i=1

niσi ∈ Sn(X)
∣∣για κάθε i = 1, . . . , k υπάρχει Uj(i) ∈ U μεσi ⊆ Uj(i)

}
.
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Παράδειγμα 10.5.1. Αν U = {A,B}, τότε S{A,B}
n (X) = Sn(A) + Sn(B).

Η συνοριακή απεικόνιση ∂ απεικονίζει την ομάδα SU
n (X) στην SU

n−1(X) και έτσι
έχουμε ένα σύμπλεγμα

SU
∗ (X) : · · · // SU

n+1(X) ∂ // SU
n (X) ∂ // SU

n−1(X) // · · · .

Συμβολίζουμε μεHU
n (X) τις ομάδες ομολογίας του συμπλέγματος SU

∗ (X). Είναι φα­
νερό ότι SU

n (X) 6= Sn(X), ισχύει όμως το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 10.5.2. Οι ενθέσεις SU
n (X) ↪→ Sn(X) επάγουν ισομορφισμούς στην ομολογία

HU
n (X) ∼= Hn(X) για κάθε n.

Η ιδέα της απόδειξης του θεωρήματος είναι απλή: κάθε ιδιάζουσα αλυσίδα μπορεί με
υποδιαιρέσεις να “σπάσει” σε πλέγματα που βρίσκονται στα σύνολα της U . Παρουσιάζει
όμως πολλές τεχνικές λεπτομέρειες, όπως θα δούμε στη συνέχεια.

Υπενθυμίζουμε ότι αν τα v0, v1, . . . , vn είναι σημεία ενός Ευκλειδείου χώρουRm, τότε
με [v0, v1, . . . , vn] συμβολίζουμε το μικρότερο κυρτό (κυρτή θήκη) του Rm που τα πε­
ριέχει. Ένα n­πλέγμα της μορφής σ : ∆n → [v0, v1, . . . , vn], όπου σ

(∑n
i=0 tiEi

)
=∑n

i=0 tivi θα λέγεται ιδιάζον γραμμικό n­πλέγμα ή απλά γραμμικό πλέγμα. Στην περί­
πτωση που τα {v1 − v0, . . . , vn − v0} είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, παρατηρούμε ότι η σ
είναι “γραμμικός” ομοιομορφισμός και το αντίστοιχο πλέγμα θα μπορούσε να χαρακτη­
ρισθεί ως “μη ιδιάζον”. Συνήθως ταυτίζουμε ένα ιδιάζον γραμμικό πλέγμα με την εικόνα
του [σ(E0), σ(E1), . . . , σ(En)] = [v0, v1, . . . , vn].

Το κέντρο βάρους ενός γραμμικού πλέγματος [v0, v1, . . . , vn], όπου τα διανύσματα
{v1 − v0, . . . , vn− v0} είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, είναι το σημείο b =

∑n
i=0

1
n+1

vi του
εσωτερικού του [v0, v1, . . . , vn].

Ορισμός 10.5.3 (Βαρυκεντρική υποδιαίρεση). Για κάθε n = 0, 1 . . ., η βαρυκεντρική
υποδιαίρεση ενός γραμμικού n­πλέγματος [v0, v1, . . . , vn], όπου τα {v1 − v0, . . . , vn −
v0} είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, ορίζεται επαγωγικά ως εξής: για n = 0, η βαρυκε­
ντρική υποδιαίρεση του [v0] είναι το ίδιο το [v0]. Υποθέτουμε ότι η βαρυκεντρική υπο­
διαίρεση έχει ορισθεί για γραμμικά (n− 1)­πλέγματα της παραπάνω μορφής. Η βαρυκε­
ντρική υποδιαίρεση του πλέγματος [v0, v1, . . . , vn] ορίζεται να είναι η ανάλυσή του στα
n­πλέγματα [b, w0, w1, . . . , wn−1], όπου b είναι το κέντρο βάρους του [v0, v1, . . . , vn] και
το [w0, . . . , wn−1] (γραμμικό) (n−1)­πλέγμα στη βαρυκεντρική υποδιαίρεση του προσώ­
που [v0, . . . , v̂i, . . . , vn] για 0 ≤ i ≤ n.
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Παράδειγμα 10.5.4. Αν έχουμε το 1­πλέγμα

τότε η βαρυκεντρική του υποδιαίρεση λαμβάνεται θεωρώντας το μέσον του ευθυγράμμου
τμήματος και είναι

Στην περίπτωση που έχουμε ένα 2­πλέγμα, πρώτα βαρυκεντρικώς υποδιαιρούμε το σύ­
νορο και έπειτα προσθέτουμε το βαρύκεντρο το οποίο ενώνουμε με κάθε 0­πλέγμα στο
σύνορο.

Υπενθυμίζουμε ότι με δ(A) συμβολίζουμε τη διάμετρο ενός υποσυνόλου A ενός με­
τρικού χώρουX . Για την απόδειξη του επόμενου λήμματος σημειώνουμε ότι αν το x είναι
σημείο ενός γραμμικού πλέγματος σ, τότε η συνάρτηση της απόστασης του x από το τυ­
χαίο y ∈ σ, μεγιστοποιείται όταν το y είναι κορυφή του σ. Πράγματι, αν θεωρήσουμε το
μέγιστοM της προηγούμενης συνάρτησης στις κορυφές του σ, τότε από τον ορισμό του
σ και την κυρτότητα της κλειστής μπάλας B̄ με κέντρο x και ακτίναM , η οποία περιέχει
όλες τις κορυφές του σ, έπεται ότι σ ⊆ B̄ που αποδεικνύει τον ισχυρισμό.

Λήμμα 10.5.5. Έστω∆ = [v0, v1, . . . , vn] ένα γραμμικό πλέγμα, όπου τα {v1−v0, . . . , vn−
v0} είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, και∆′ ένα πλέγμα στη βαρυκεντρική υποδιαίρεση του∆.
Τότε δ(∆′) ≤ n

n+1
δ(∆).

Απόδειξη. Με επαγωγή επί του n. Για n = 0 είναι άμεσο. Υποθέτουμε ότι n ≥ 1 και ότι
το συμπέρασμα ισχύει για φυσικούς μικρότερους από το n. Αν b είναι το κέντρο βάρους
του ∆ και ∆′ = [b = w0, w1, . . . , wn], τότε, προκειμένου να εκτιμήσουμε τη διαφορά
|wi − wj|, υπολογίζουμε πρώτα

|b− vi| =
∣∣∣∣v0 + · · ·+ vn − (n+ 1)vi

n+ 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(v0 − vi) + (v1 − vi) + · · ·+ (vn − vi)

n+ 1

∣∣∣∣.
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Παρατηρούμε ότι ένας από τους όρους στον αριθμητή του προηγούμενου κλάσματος είναι
ίσος με μηδέν και συνεπώς

|b− vi| ≤
n

n+ 1
maxi,j|vi − vj| =

n

n+ 1
δ(∆).

Εφόσον wi ∈ ∆, έχουμε ότι

|b− wi| ≤ maxi|b− vi| ≤
n

n+ 1
δ(∆).

Για τις άλλες περιπτώσεις (δηλαδή κάθε i, j 6= 0), οι κορυφέςwi καιwj είναι κορυφές ενός
προσώπου του∆′ που βρίσκεται σε ένα πρόσωπο του∆ και συνεπώς από την επαγωγική
υπόθεση έπεται ότι

|wi − wj| ≤
n− 1

n
δ(∆) ≤ n

n+ 1
δ(∆).

ΈστωK ένα κυρτό υποσύνολο κάποιου Ευκλείδειου χώρουRm. Μια γραμμική ιδιά­
ζουσα αλυσίδα στοK είναι μια ιδιάζουσα αλυσίδα στοK της οποίας κάθε ιδιάζον πλέγμα
είναι γραμμικό. Αν σ = [v0, v1, . . . , vn] είναι ένα ιδιάζον γραμμικό n­πλέγμα στοK και v
σημείο τουK, τότε ο κώνος του σ ως προς το v είναι το ιδιάζον γραμμικό (n+1)­πλέγμα
v ∗ σ = [v, v0, v1, . . . , vn], το οποίο λόγω κυρτότητας περιέχεται στοK. Δηλαδή,

(v ∗ σ)
( n∑
i=0

tiEi
)
=

t0v + (1− t0)σ
(
(t1E0 + · · ·+ tn+1En)

1−t0

)
, αν t0 < 1

v, αν t0 = 1.

Η απεικόνιση του κώνου ως προς το v επεκτείνεται γραμμικά σε ιδιάζουσες γραμμικές
αλυσίδες του K, δηλαδή v ∗ (

∑
i niσi) =

∑
i ni(v ∗ σi).

Λήμμα 10.5.6. Έστω γ μια ιδιάζουσα γραμμική αλυσίδα σε ένα κυρτό υποσύνολο K του
Rm και v ∈ K. Τότε ∂(v ∗ γ) = γ − v ∗ ∂γ.

Απόδειξη. Λόγω γραμμικότητας αρκεί να δειχθεί η ισότητα για το τυχαίο ιδιάζον γραμ­
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μικό πλέγμα σ = [v0, v1, . . . , vn] του K.

∂(v ∗ σ) = ∂[v, v0, v1, . . . , vn]

= [v0, v1, . . . , vn]−
n∑
i=0

(−1)i[v, v0, . . . , v̂i, . . . , vn]

= [v0, v1, . . . , vn]−
n∑
i=0

(−1)i v ∗ [v0, . . . , v̂i, . . . , vn]

= [v0, v1, . . . , vn]− v ∗
( n∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vn]
)

= [v0, v1, . . . , vn]− v ∗ (∂[v0, v1, . . . , vn]).

Επί της ουσίας, η προηγούμενη ισότητα εκφράζει το γεγονός ότι η έννοια του κώνου
μας δίνει μια αλυσωτή ομοτοπία μεταξύ της ταυτοτικής και της μηδενικής απεικόνισης
στο σύμπλεγμα του Παραδείγματος 10.2.2 των ομάδων ομολογίας των γραμμικών πλεγ­
μάτων του κυρτού K.

Στη συνέχεια θα δούμε πως η κατασκευή του κώνου μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να
ορίσουμε επαγωγικά τον τελεστή υποδιαίρεσης S : Sn(X) → Sn(X) επί των ιδιαζόντων
n­αλυσίδων ενός χώρου X . Τον ορίζουμε πρώτα για τα πρότυπα n­πλέγματα in : ∆n →
∆n, όπου in είναι η ταυτοτική απεικόνιση. Όταν n = 0, θέτουμε S να είναι η ταυτοτική
απεικόνιση. Για n > 0, ορίζουμε

S(in) = bn ∗ S(∂in),

όπου bn είναι το κέντρο βάρους του ∆n. Για το τυχαίο ιδιάζον n­πλέγμα σ : ∆n → X ,
ορίζουμε

S(σ) = σ♯(S(in)),

όπου σ♯ είναι η αλυσωτή απεικόνιση που επάγεται από τη συνεχή απεικόνιση σ (φυσικά,
επεκτείνουμε γραμμικά σε ιδιάζουσες αλυσίδες). Από τον ορισμό έπεται άμεσα ότιS◦f♯ =
f♯ ◦ S για κάθε συνεχή απεικόνιση f : X → Y . Πράγματι,

S ◦ f♯(σ) = S(f ◦ σ) = (f ◦ σ)♯(S(in)) = f♯ ◦ σ♯S(in) = f♯S(σ),

εφόσον σ = σ♯in.
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Στην περίπτωση ενός γραμμικού n­πλέγματος σ = [v0, v1, . . . , vn], όπου τα {v1 −
v0, . . . , vn − v0} είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, παρατηρούμε ότι η αλυσίδα S(σ) αποτε­
λείται από τα n­πλέγματα της βαρυκεντρικής υποδιαίρεσης του ορισμού 10.5.3, τα οποία
εμφανίζονται στο αντίστοιχο άθροισμα με πρόσημο 1 ή −1 (το οποίο κάθε φορά μπορεί
να υπολογιστεί).

Λήμμα 10.5.7. Ο τελεστής υποδιαίρεσης S : Sn(X) → Sn(X) στις ιδιάζουσες αλυσίδες
ενός χώρου X είναι αλυσωτή απεικόνιση, δηλ. ∂ ◦ S = S ◦ ∂.

Απόδειξη. Με επαγωγή επί του n. Για n = 0 είναι άμεσο. Για n > 0, παρατηρούμε πως
αρκεί να δείξουμε ότι ∂S(in) = S∂(in), αφού τότε για το τυχαίο πλέγμα σ προκύπτει ότι

∂S(σ) = ∂S(σ♯in) = σ♯∂S(in) = σ♯S∂(in) = S∂(σ♯in) = S∂σ.

Έχουμε

∂S(in) = ∂(bn ∗ S∂in)

= S∂in − bn ∗ ∂S∂in
= S∂in − bn ∗ S∂∂in
= S∂in − 0

= S∂in,

όπου η δεύτερη ισότητα έπεται από το Λήμμα 10.5.6 και η τρίτη από την επαγωγική
υπόθεση.

Λήμμα 10.5.8. ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος καιU = {Uj}j∈J μια συλλογή υπόχωρων
τουX των οποίων τα εσωτερικά αποτελούν ανοικτό κάλυμμα τουX . Για κάθε ιδιάζουσα n­
αλυσίδα γ τουX υπάρχει δύναμηSk του τελεστή υποδιαίρεσηςS έτσι ώστεSk(γ) ∈ SU

n (X).

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι η αλυσίδα γ αποτελείται μόνο από ένα πλέγμα
σ : ∆n → X (διαφορετικά θεωρούμε τη μέγιστη δύναμη των δυνάμεων που προκύπτουν
από κάθε πλέγμα της αλυσίδας). Από το λήμμα του Lebesgue για το ανοικτό κάλυμμα
{σ−1(Int(Uj)), j ∈ J} του συμπαγούς μετρικού χώρου ∆n, υπάρχει θετικός αριθμός δ,
έτσι ώστε κάθε υποσύνολο του ∆n με διάμετρο μικρότερη από δ να περιέχεται σε ένα
από τα ανοικτά σ−1(Int(Uj)) του καλύμματος, ισοδύναμα, να απεικονίζεται μέσω της σ
εντός του Int(Uj)). Από το Λήμμα 10.5.5 έπεται ότι κατά την εφαρμογή επαναλαμβα­
νόμενων υποδιαιρέσεων προκύπτουν πλέγματα με αυθαιρέτως μικρή διάμετρο, εφόσον
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η ποσότητα (n/(n + 1))k τείνει στο μηδέν, καθώς ο εκθέτης τείνει στο άπειρο. Αυτό
σημαίνει ότι μπορούμε να επιλέξουμε αρκούντως μεγάλο εκθέτη k, έτσι ώστε η διάμε­
τρος κάθε πλέγματος της αλυσίδας Sk(in) να είναι μικρότερη από δ και ως εκ τούτου
Sk(σ) = σ♯(S

kin) ∈ SU
n (X).

Πρόταση 10.5.9. Για κάθε k ≥ 1, οι απεικονίσεις Sk, Id : S∗(X) → S∗(X) είναι αλυσωτά
ομοτοπικές.

Απόδειξη. Πρώτα θα ορίσουμε επαγωγικά αλυσωτή ομοτοπία μεταξύ της S και της ταυ­
τοτικής. Δηλαδή, θα ορίσουμε ακολουθία ομομορφισμών T = Tn : Sn(X) → Sn+1(X),
για n ≥ 0, έτσι ώστε

∂T + T∂ = S − Id. (10.4)

Φυσικά αρκεί να ορίσουμε την T σε ιδιάζοντα πλέγματα (επεκτείνουμε γραμμικά). Για
n = 0, T είναι ο μηδενικός ομομορφισμός και η παραπάνω ισότητα ισχύει, αφού η S είναι
η ταυτοτική όταν n = 0. Για n > 0 και ένα ιδιάζον n­πλέγμα σ : ∆n → X , ορίζουμε

Tσ = σ♯
(
bn ∗ (Sin − in − T∂in)

)
∈ Sn+1(X). (10.5)

Από τους ορισμούς έπεται άμεσα ότι T ◦ σ♯ = σ♯ ◦ T . Αν υποθέσουμε ότι η σχέση 10.5
ισχύει για κάθε ιδιάζουσα (n − 1)­αλυσίδα, τότε, αφού ∂in ιδιάζουσα (n − 1)­αλυσίδα,
έχουμε

∂T∂in = −T∂∂in + S∂in − ∂in

= S∂in − ∂in

= ∂Sin − ∂in

και ως εκ τούτου

∂Tσ = ∂σ♯
(
bn ∗ (Sin − in − T∂in)

)
= σ♯∂

(
bn ∗ (Sin − in − T∂in)

)
= σ♯

(
Sin − in − T∂in − bn ∗ ∂(Sin − in − T∂in)

)
= S(σ)− σ − T∂σ − σ♯

(
bn ∗ (∂Sin − ∂in − ∂T∂in)

)
= S(σ)− σ − T∂σ,

που σημαίνει ότι μέσω του τύπου 10.5 ορίζεται πράγματι αλυσωτή ομοτοπία μεταξύ των
S και Id.
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Η ομοτοπία Tk μεταξύ των S και Id κατασκευάζεται ως ακολούθως. Για k = 1, oρί­
ζουμε T1 = T . Εφαρμόζοντας τον τελεστή S στην εξίσωση ∂T +T∂ = S− Id προκύπτει
η εξίσωση S∂T + ST∂ = S2 − S και αθροίζοντας τις δύο εξισώσεις λαμβάνουμε ότι

∂T + T∂ + S∂T + ST∂ = S2 − Id,

ισοδύναμα, λόγω του Λήμματος 10.5.7,

∂(ST + T ) + (ST + T )∂ = S2 − Id.

Ορίζουμε λοιπόν T2 = ST+T και συνεχίζοντας διαπιστώνουμε ότι η ομοτοπία Tk μπορεί
να ορισθεί μέσω του τύπου Tk = Sk−1T + Sk−2T + · · ·+ T .

Απόδειξη του θεωρήματος 10.5.2. Είναι άμεσο ότι η ένθεση ι : SU
n (X) ↪→ Sn(X) είναι

αλυσωτή απεικόνιση και έτσι επάγει ομομορφισμό ι∗ : HU
n (X) → Hn(X). Προκειμένου

να αποδείξουμε ότι η ι∗ είναι επί, θεωρούμε την κλάση ομολογίας [γ] ∈ Hn(X) ενός n­
κύκλου γ. Από το Λήμμα 10.5.8 μπορούμε να επιλέξουμε εκθέτη k, έτσι ώστε Sk(γ) ∈
SU
n (X). Σημειώνουμε ότι η αλυσίδα Sk(γ) είναι κύκλος, αφού η S ( και άρα η Sk) είναι

αλυσωτή απεικόνιση. Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό της προηγούμενης απόδειξης
έχουμε:

Sk(γ)− γ = ∂Tkγ + Tk∂γ = ∂Tkγ,

αφού γ κύκλος. Αυτό σημαίνει ότι οι κύκλοι Sk(γ) και γ είναι ομόλογοι και συνεπώς
η ι∗ είναι επί. Για το 1 − 1, θεωρούμε [γ] ∈ HU

n (X) με ι∗[γ] = 0. Δηλαδή, υπάρχει
(n + 1)­αλυσίδα β ∈ Sn+1(X), έτσι ώστε γ = ∂β. Θέλουμε να δείξουμε ότι η γ εί­
ναι το σύνορο μιας αλυσίδας στην SU

n+1(X). Πρώτα κάνουμε την αλυσίδα β “U­μικρή”
επιλέγοντας όπως πριν εκθέτη k αρκούντως μεγάλο, έτσι ώστε Sk(β) ∈ SU

n+1(X). Τότε
εφαρμόζοντας τον τελεστή ∂ στη σχέση

Skβ − β = ∂Tkβ + Tk∂β

προκύπτει ότι
∂Skβ − γ = ∂Tk∂β = ∂Tkγ

ισοδύναμα
γ = ∂(Skβ − Tkγ).

Εφόσον Sk(β) ∈ SU
n+1(X), η απόδειξη θα ολοκληρωθεί, αν δείξουμε ότι Tkγ ∈ SU

n+1(X).
Αν σ : ∆n → X είναι ένα ιδιάζον πλέγμα της γ, τότε υπάρχει U ∈ U το οποίο περιέχει
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την εικόνα του σ, αφού [γ] ∈ HU
n (X). Άρα Tkσ = Tkσ♯in = σ♯Tkin ∈ SU

n+1(X) και έτσι
Tkγ ∈ SU

n+1(X).

Θεώρημα 10.5.10 (Ακολουθία Mayer­Vietoris). Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και
A,B υπόχωροι του X , έτσι ώστε ο X είναι η ένωση των εσωτερικών τους. Τότε υπάρχει
μια μακρά ακριβής ακολουθία

· · · // Hn(A ∩B)
i∗⊕j∗

// Hn(A)⊕Hn(B)
κ∗−λ∗// Hn(X)

∂∗ // Hn−1(A ∩B) // · · ·
(10.6)

όπου (i∗ ⊕ j∗)[γ] = (i∗[γ], j∗[γ]), (κ∗ − λ∗)([γ], [γ
′]) = κ∗[γ] − λ∗[γ

′], ∂∗ είναι ο “συν­
δετικός” ομομορφισμός και i∗, j∗, κ∗, λ∗ είναι οι επαγώμενοι ομομορφισμοί των ενθέσεων
i : A ∩B ↪→ A, j : A ∩B ↪→ B, κ : A ↪→ X , λ : B ↪→ X , αντίστοιχα.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα αλυσωτά συμπλέγματα S∗(A ∩ B), SU
∗ (X), όπου U = {A,B},

και S∗(A)⊕S∗(B) (με συνοριακό τελεστή (∂, ∂)) και τη βραχεία ακολουθία συμπλεγμά­
των

0 // S∗(A ∩B)
φ

// S∗(A)⊕ S∗(B)
ψ

// SU
∗ (X) // 0 , (10.7)

όπουϕ = i♯⊕j♯ καιψ = κ♯−λ♯, δηλαδή, επί της ουσίας,ϕ(γ) = (γ, γ) καιψ(γ, γ′) = γ−
γ′. Ισχυριζόμαστε ότι η ανωτέρω βραχεία ακολουθία συμπλεγμάτων 10.7 είναι ακριβής.
Αρκεί ότι για κάθε φυσικό n ≥ 0, η βραχεία ακολουθία αβελιανών ομάδων

0 // Sn(A ∩B)
φ

// Sn(A)⊕ Sn(B)
ψ

// SU
n (X) // 0

είναι ακριβής. Πράγματι, είναι άμεσο ότι η ϕ είναι 1­1 και η ψ επί (αφού SU
n (X) =

S
{A,B}
n (X) = Sn(A) + Sn(B)). Επίσης, για κάθε γ ∈ Sn(A ∩ B) έχουμε ψ ◦ ϕ(γ) = 0

και άρα Imϕ ⊆ Kerψ. Από την άλλη, αν (γ, γ′) ∈ Kerψ, τότε γ = γ′ ⊆ A ∩ B άρα
(γ, γ′) = (γ, γ) ∈ Imϕ και τελικά Imϕ = Kerψ.

Το συμπέρασμα έπεται τώρα από τη μακρά ακριβή ακολουθία στην ομολογία (πρό­
ταση 10.2.5) που αντιστοιχεί στη βραχεία ακριβή ακολουθία συμπλεγμάτων 10.7 σε συν­
δυασμό με το Θεώρημα 10.5.2.

Παρατήρηση 10.5.11. Αν χρησιμοποιήσουμε ανηγμένη ομολογία, τότε προκύπτει η ακο­
λουθίαMayer­Vietoris για την ανηγμένη ομολογία, η οποία είναι ίδια με την προηγούμενη
στις θετικές διαστάσεις και τελειώνει ως:

· · · // H̃0(A ∩B) // H̃0(A)⊕ H̃0(B) // H̃0(X) // 0,

με την προϋπόθεση ότι οι υπόχωροι A και B έχουν μη κενή τομή.
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Θεώρημα 10.5.12 (Εκτομή­Excision). ΈστωA,U δύο υπόχωροι ενός τοπολογικού χώρου
X . Αν η κλειστότητα του U περιέχεται στο εσωτερικό του A, τότε η ένθεση i : (X −U,A−
U) ↪→ (X,A) επάγει ισομορφισμούς στην ομολογία Hn(X − U,A− U) ∼= Hn(X,A) για
κάθε n. Με άλλα λόγια, το σύνολο U μπορεί να εκτμηθεί από το ζεύγος (X,A) χωρίς να
αλλάξουν οι ομάδες ομολογίας του ζεύγους.

Απόδειξη. Εφόσον U ⊆ IntA, έχουμε ότι X = IntA ∪ Int(X − U). Αν θέσουμε B =

X − U , τότε (X − U,A − U) = (B,A ∩ B) και θέλουμε να δείξουμε ότι η ένθεση
(B,A∩B) ↪→ (X,A) επάγει ισομορφισμούς στην ομολογία. Οι (αλυσωτές) απεικονίσεις,
μέσω των οποίων αποδεικνύεται ότι οι ενθέσεις S{A,B}

n (X) = Sn(A)+Sn(B) ↪→ Sn(X)

επάγουν ισομορφισμούς στην ομολογία (Θεώρημα 10.5.2 για U = {A,B}), απεικονίζουν
αλυσίδες του A σε αλυσίδες του A. Άρα ορίζονται οι αντίστοιχες απεικονίσεις πηλίκο και
συνεπώς οι ενθέσεις

Sn(A) + Sn(B)

Sn(A)
↪→ Sn(X)

Sn(A)

επάγουν ισομορφισμούς στη (σχετική) ομολογία. Επιπλέον, οι απεικονίσεις

Sn(B)

Sn(A ∩B)
=

Sn(B)

Sn(A) ∩ Sn(B)
→ Sn(A) + Sn(B)

Sn(A)

που επάγονται από την ένθεση (B,A ∩ B) ↪→ (X,A), επίσης επάγουν ισομορφισμούς
στην ομολογία, αφού τα αντίστοιχα αλυσωτά συμπλέγματα είναι ισόμορφα (αμφότερες
οι ομάδες πηλίκο παράγονται ελευθέρως από τα ιδιάζοντα n­πλέγματα του B που δεν
ανήκουν στο A). Συνθέτοντας αυτούς τους δύο ισομορφισμούς προκύπτει ότι Hn(X −
U,A− U) ∼= Hn(X,A) και ολοκληρώνεται η απόδειξη.

Παρατήρηση 10.5.13. Επί της ουσίας στην προηγούμενη απόδειξη δείξαμε το εξής: αν ο
X είναι η ένωση των εσωτερικών δύο υπόχωρων τουA καιB (δηλ.X = IntA∪IntB), τότε
η ένθεση (B,A∩B) ↪→ (X,A) επάγει ισομορφισμούςHn(X −U,A−U) ∼= Hn(X,A)

για κάθε n. Αυτό αποτελεί μια δεύτερη ισοδύναμη εκδοχή του θεωρήματος της εκτομής,
αφού, όπως εύκολα μπορεί να διαπιστώσει ο αναγνώστης, για U = X − B (και B =

X − U ) έχουμε A ∩ B = A − U , X − IntB = X −B = U και η συνθήκη U ⊆ IntA
είναι ισοδύναμη με την ισότητα X = IntA ∪ IntB.
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10.6 Εφαρμογές

Η ομολογία των σφαιρών

Αρχίζουμε με τον υπολογισμό των ομάδων ομολογίας του κύκλου.

Θεώρημα 10.6.1. Ο κύκλος S1 έχει τις ακόλουθες ομάδες (ιδιάζουσας) ομολογίας

Hn(S
1) =

{
0, αν n > 1

Z, αν n = 0 ή 1.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα σημεία του κύκλου N = (0, 1), S = (0,−1) και τα ανοικτά
A = S1 \ {N}, B = S1 \ {S} τα οποία καλύπτουν τον κύκλο. Καθένα από τα A, B είναι
συμπτύξιμο, ως ομοιομορφικό με τον R, και ως εκ τούτου έχει την ομολογία σημείου.
Έτσι

Hn(A) = Hn(B) =

{
0, αν n > 0

Z, αν n = 0.

Η τομή A ∩B αποτελείται από δύο συμπτύξιμες συνιστώσες, άρα

Hn(A ∩B) = Hn(∗)⊕Hn(∗) =

{
0, αν n ≥ 1

Z⊕ Z, αν n = 0.

Από το Θεώρημα 10.5.10, έχουμε το ακόλουθο τμήμα της μακράς ακριβής ακολουθίας
Mayer­Vietoris

· · · // Hn(A ∩B) // Hn(A)⊕Hn(B) // Hn(S
1) // Hn−1(A ∩B) // · · ·

Για n > 1, το παραπάνω τμήμα γίνεται

· · · // 0 // 0 // Hn(S
1) // 0 // · · ·

από όπου προκύπτει ότι Hn(S1) = 0 για n > 1.
Για n = 1, θεωρούμε το ακόλουθο τμήμα της μακράς ακριβής ακολουθίας

· · · // H1(A)⊕H1(B) // H1(S
1) // H0(A ∩B) // H0(A)⊕H0(B) // H0(S

1) // 0 ,

το οποίο, χρησιμοποιώντας τους υπολογισμούς για τις ομάδες ομολογίας των A,B και
την κατά τόξα συνεκτικότητα του κύκλου, μας δίνει

0 // H1(S
1) ω // Z⊕ Z ψ

// Z⊕ Z φ
// Z // 0 .
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Λόγω ακρίβειας, ο ομομορφισμός ω είναι 1­1, ενώ ο ϕ είναι επί. Αφού ο ϕ είναι επί
της άπειρης κυκλικής με πεδίο ορισμού την Z ⊕ Z, έπεται ότι Ker ϕ ∼= Z και έτσι, από
ακρίβεια, Im ψ ∼= Z. Ομοίως, αφού ο ψ : Z⊕Z → Im ψ ∼= Z είναι επιμορφισμός, έχουμε
ότι Ker ψ ∼= Z.

Τελικά, H1(S
1) ∼= Im ω = Ker ψ ∼= Z και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Για τη γενική περίπτωση έχουμε το ακόλουθο:

Θεώρημα 10.6.2. Για κάθε n ≥ 1, οι ομάδες ομολογίας της σφαίρας Sn δίνονται από τον
ακόλουθο τύπο

Hk(S
n) =

{
Z, αν k = n, k = 0

0, διαφορετικά.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε μεN καιS τον “βόρειο” και “νότιο” πόλο, αντίστοιχα, της σφαί­
ρας Sn. Τα υποσύνολα A = Sn \ {N}, B = Sn \ {S} της σφαίρας είναι ανοικτά, την
καλύπτουν και το καθένα είναι ομοιομορφικό με τον χώρο Rn. Ιδιαιτέρως είναι συμπτύ­
ξιμα και έτσι

Hk(A) = Hk(B) =

{
Z, αν k = 0

0, αν k > 0.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. Για k > 1, έχουμε το παρακάτω τμήμα της μακράς ακριβής
ακολουθίας Mayer­Vietoris

· · · // Hk(A)⊕Hk(B) // Hk(S
n) // Hk−1(A ∩B) // Hk−1(A)⊕Hk−1(B) // · · ·

το οποίο, λόγω της συμπτυξιμότητας των A,B, γίνεται

0 // Hk(S
n) // Hk−1(A ∩B) // 0

από όπου έπεται ότι οι ομάδεςHk(S
n) καιHk−1(A∩B) είναι ισόμορφες. ΕφόσονA∩B =

Sn \ {N,S} ∼= Rn \ {σημείο} και ο τελευταίος χώρος έχει τον ίδιο τύπο ομοτοπίας με τη
σφαίρα Sn−1, προκύπτει ότι Hk(A ∩B) ∼= Hk(S

n−1). Συνεπώς

Hk(S
n) ∼= Hk−1(A ∩B) ∼= Hk−1(S

n−1), για k > 1. (10.8)

Για k = 1 και n > 1, έχουμε το ακόλουθο ακριβές τμήμα

· · · // H1(A)⊕H1(B) // H1(S
n) // H0(A ∩B) / / H0(A)⊕H0(B) // H0(S

n) // 0
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το οποίο (αφού γνωρίζουμε την ομολογία των A,B και της τομής τους) λαμβάνει τη
μορφή

0 // H1(S
n) ω // Z ψ

// Z⊕ Z φ
// Z // 0 .

Λόγω ακρίβειας, ο ομομορφισμός ω είναι 1­1, ο ϕ είναι επί και ακριβώς όπως πριν προ­
κύπτει ότι Im ψ ∼= Z. Αυτό σημαίνει ότι Ker ψ = 0 και συνεπώς

H1(S
n) ∼= Im ω = 0, για n > 1. (10.9)

Το συμπέρασμα τώρα έπεται με επαγωγή επί του n, το προηγούμενο θεώρημα και τις
σχέσεις 10.8, 10.9.

Πόρισμα 10.6.3. Γιαm 6= n οι σφαίρες Sm και Sn δεν είναι ομοτοπικά ισοδύναμες.

Το θεώρημα σταθερού σημείου του Brouwer

Θεώρημα 10.6.4. Αν n ≥ 0, τότε δεν υπάρχει συστολή r : Dn+1 → Sn.

Απόδειξη. Αν υπήρχε συστολή, για n ≥ 1, τότε θα είχαμε τα ακόλουθα μεταθετικά δια­
γράμματα

Sn

Id ##F
FF

FF
FF

FF
� � i // Dn+1

r
��

Sn

$$

Hn(S
n)

Id
&&MM

MMM
MMM

MM

i∗ // Hn(D
n+1)

r∗
� �

Hn(S
n)

όπου με i συμβολίζουμε, ως συνήθως, την ένθεση της σφαίρας Sn = ∂Dn+1 στον αντί­
στοιχο δίσκοDn+1. Εφόσον ο χώροςDn+1 είναι συμπτύξιμος, έχουμε ότιHn(D

n+1) = 0,
για κάθε n ≥ 1, και άρα ο επαγόμενος ομομορφισμός i∗ είναι ο τετριμμένος ομομορφι­
σμός. Από τη μεταθετικότητα του δεύτερου διαγράμματος έπεται ότι ο ταυτοτικός ομο­
μορφισμός Id : Hn(S

n) → Hn(S
n) είναι επίσης τετριμμένος, άτοπο.

Στην περίπτωση που n = 0, το συμπέρασμα έπεται από το γεγονός ότι η εικόνα κάθε
συνεχούς απεικονίσεως g : D1 → S0 = {−1, 1} είναι μονοσύνολο και κατά συνέπεια
δεν μπορεί να ισχύει η σχέση g ◦ i(x) = x για κάθε x ∈ {−1, 1}.

Πόρισμα 10.6.5 (Το θεώρημα σταθερού σημείου του Brouwer). Για κάθε n ≥ 0, κάθε
συνεχής απεικόνιση f : Dn → Dn έχει ένα σταθερό σημείο, δηλαδή υπάρχει x ∈ Dn με
f(x) = x.
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Απόδειξη. Γιαn = 0 είναι προφανές. Θεωρούμεn θετικό και υποθέτουμε ότι δεν ισχύει το
συμπέρασμα. Τότε, ακριβώς όπως στην περίπτωση για n = 2, εξασφαλίζουμε την ύπαρξη
συστολής r : Dn → Sn−1 και οδηγούμαστε σε άτοπο σύμφωνα με το προηγούμενο θεώ­
ρημα. Πιο συγκεκριμένα, αν f(x) 6= x για κάθε x ∈ Dn, τότε μπορούμε να θεωρήσουμε
την ημιευθεία με αρχή το f(x) που διέρχεται από το x και να ορίσουμε τη συστολή, θέ­
τοντας r(x) να είναι το σημείο τομής της ημιευθείας με το σύνορο Sn = ∂Dn+1.

Το αναλλοίωτο της διαστάσεως

Αποδεικνύουμε το αναλλοίωτο της διαστάσεως πρώτα στην περίπτωση των Ευκλεί­
δειων χώρων και στη συνέχεια γενικότερα για πολλαπλότητες.

Θεώρημα 10.6.6. Οι χώροι Rm και Rn είναι ομοιομορφικοί αν και μόνο ανm = n.

Απόδειξη. Εφόσον ο χώρος Rm \ {σημείο}, όπουm ≥ 2, είναι συνεκτικός, ενώ ο χώρος
R \ {σημείο} δεν είναι, έπεται ότι οι χώροι Rm και R δεν είναι ομοιομορφικοί. Συνεπώς,
μπορούμε να υποθέσουμε ότιm,n ≥ 2. Αν υπάρχει ομοιομορφισμός ϕ : Rm → Rn, τότε
οι χώροι Rm \ {0} και Rn \ {ϕ(0)} είναι ομοιομορφικοί. Όμως ο χώρος Rk \ {σημείο}
έχει τον ίδιο τύπο ομοτοπίας με τη σφαίρα Sk−1. Έπεται ότι οι σφαίρες Sm−1 και Sn−1

έχουν τον ίδιο τύπο ομοτοπίας και έτσιm = n.

Λήμμα 10.6.7. Έστω U ένα ανοικτό υποσύνολο του Rn, όπου n ≥ 2. Αν x ∈ U , τότε
Hn−1(U \ {x}) 6= 0.

Απόδειξη. Εφόσον τοU είναι ανοικτό, υπάρχει ε > 0, έτσι ώστε η σφαίρα Sε(x) ακτίνας ε
με κέντρο το x να περιέχεται στοU . Θεωρούμε τα ακόλουθα δύο μεταθετικά διαγράμματα

Sε(x) Rn \ {x}

U \ {x}

i

$$

Hn−1(Sε(x)) Hn−1(Rn \ {x})

Hn−1(U \ {x})

i∗

όπου στο πρώτο έχουμε τις αντίστοιχες ενθέσεις και στο δεύτερο τους επαγόμενους ομο­
μορφισμούς στις αντίστοιχες ομάδες ομολογίας. Η ένθεση i επάγει ισομορφισμό, γιατί
είναι ομοτοπική ισοδυναμία (υπάρχει συστέλλουσσα παραμόρφωση Rn \ {x} → Sε(x))
καιHn−1(Sε(x)) = Hn−1(Rn\{x}) = Z. Από τη μεταθετικότητα του δεύτερου διαγράμ­
ματος έπεται ότι Hn−1(U \ {x}) 6= 0.
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Υπενθυμίζουμε ότι μια πολλαπλότητα διάστασης n είναι ένας Hausdorff, δεύτερος
αριθμήσιμος τοπολογικός χώροςX του οποίου κάθε σημείο x έχει ανοικτή περιοχή ομοιο­
μορφική με τον Rn.

Θεώρημα 10.6.8. Ένας τοπολογικός χώρος X δεν μπορεί να είναι πολλαπλότητα διάστα­
σηςm και πολλαπλότητα διάστασης n, αν n 6= m, n,m ≥ 1.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ο χώρος X είναι πολλαπλότητα διάστασης m και πολλαπλό­
τητα διάστασης n με n > m ≥ 1. Αν x ∈ X , τότε το x έχει ανοικτή περιοχή U ⊆ X

ομοιομορφική με τον Rn. Εφόσον το U είναι ανοικτό υποσύνολο του X και ο X εί­
ναι πολλαπλότητα διάστασης m, έχουμε ότι το U είναι επίσης πολλαπλότητα διάστα­
σης m και άρα υπάρχει ανοικτή περιοχή V του x με V ⊆ U και V ∼= Rm. Αφού
U ∼= Rn, το V είναι ομοιομορφικό με ανοικτό υποσύνολο του Rn και από το προη­
γούμενο λήμμα έπεται ότι Hn−1(V \ {x}) 6= 0. Όμως V \ {x} ∼= Rm \ {0} και έτσι
Hn−1(V \ {x}) = Hn−1(Rm \ {0}) = Hn−1(S

m−1) = 0, το οποίο μας δίνει την επιθυ­
μητή αντίφαση που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Η ομολογία των επιφανειών

Υπολογίζουμε πρώτα τις ομάδες ομολογίας των κλειστών (δηλαδή, συμπαγών χωρίς
σύνορο) προσανατολίσιμων επιφανειών.

Θεώρημα 10.6.9. Έστω Sg η κλειστή προσανατολίσιμη επιφάνεια γένους g ≥ 1. Τότε

Hn(Sg) =


Z, αν n = 0 ή 2
Z2g, αν n = 1

0, αν n ≥ 3.

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι η επιφάνεια Sg προκύπτει από μια σφήνα ∨2g
i=1S

1, 2g το
πλήθος κύκλων με ετικέτες a1, b1, . . . , ag, bg, επισυνάπτοντας ένα κελί διάστασης 2 κατά
μήκος του μονοπατιού a1b1a−1

1 b−1
1 . . . agbga

−1
g b−1

g . Δηλαδή επιδέχεται μια πολυγωνική πα­
ράσταση όπως φαίνεται στην αριστερή πλευρά του σχήματος 10.4. Με άλλα λόγια, η Sg
προκύπτει ως χώρος πηλίκο από ένα πολύγωνο με 4g το πλήθος πλευρές, ταυτοποιώντας
ζεύγη πλευρών σύμφωνα με το παρακάτω σχήμα.

Θεωρούμε κλειστούς δίσκους D1 και D2 στην επιφάνεια, ο ένας εντός του άλλου,
όπως φαίνεται στη δεξιά πλευρά του σχήματος 10.4 και τα ανοικτά A = Sg \ D1, B =
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b1
a1b1

a1

bg

ag
bg

ag

Sg

b1
a1b1

a1

bg

ag
bg

ag

D2D1

Σχήμα 10.4

b1
a1b1

a1

bg

ag
bg

ag

A

r

a1

b1

bg−1

ag

bg

∨2g
i=1S

1

γ

A ∩B

Σχήμα 10.5

IntD2. Παρατηρούμε πρώτα ότι υπάρχει συστέλλουσα παραμόρφωση r από το A στο
σύνορό του πολυγώνου ∨2g

i=1S
1 και ως εκ τούτου το A έχει τον τύπο ομοτοπίας της σφή­

νας ∨2g
i=1S

1 των 2g κύκλων της οποίας την ομολογία υπολογίζουμε χρησιμοποιώντας την
Άσκηση 7. Το B έχει τον τύπο ομοτοπίας σημείου (περιστέλλεται σε σημείο) και η τομή
A ∩ B έχει τον τύπο ομοτοπίας του κύκλου (περιστέλλεται στον κύκλο γ, βλέπε σχήμα
10.5). Συνεπώς, εφόσον οι ομάδες ομολογίας είναι ομοτοπικό αναλλοίωτο, έχουμε

Hn(A) =


Z, n = 0

Z2g, n = 1

0, διαφορετικά
Hn(B) =

{
Z, n = 0

0, διαφορετικά

και

Hn(A ∩B) =

{
Z, n = 0, 1

0, διαφορετικά .
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Για n > 2, από το ακόλουθο τμήμα της μακράς ακριβής ακολουθίας Mayer­Vietoris

0 + 0 ∼= Hn(A)⊕Hn(B) // Hn(Sg) // Hn−1(A ∩B) ∼= 0

προκύπτει ότι Hn(Sg) = 0. Για να υπολογίσουμε τις ομάδες H2(Sg) και H1(Sg), θεω­
ρούμε το τμήμα

0 // H2(Sg) // H1(A ∩B)
φ

// H1(A)⊕H1(B) // H1(Sg) EDBCGF89
// H0(A ∩B) θ // H0(A)⊕H0(B) // H0(Sg) // 0,

όπου θ(x) = (x, x), το οποίο, αφού η θ είναι 1− 1, μας δίνει το ακριβές τμήμα

0 // H2(Sg)
ω // H1(A ∩B)

φ
// H1(A)⊕H1(B)

ψ
// H1(Sg) // 0.

Σημειώνουμε ότι ο ομομορφισμός ϕ επάγεται στην ουσία από την ένθεση της κλάσης
του γεννήτορα γ ∈ A∩B (βλέπε σχήμα 10.5) στον υπόχωροA αφούϕ([γ]) = ([γ], [γ]) και
H1(B) = 0. Όμως [γ] = [a1b1a

−1
1 b−1

1 · · · agbga−1
g b−1

g ] = 0, αφού ηH1(A) είναι αβελιανή.
Άρα ο ομομορφισμός ϕ είναι ο τετριμμένος (ϕ = 0) και έτσιH2(Sg) ∼= Im ω = Ker ϕ ∼=
Z. Εφόσον Ker ψ = Im ϕ = 0, η ψ είναι ισομορφισμός και συνεπώςH1(Sg) ∼= H1(A) ∼=
Z2g.

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε τις ομάδες ομολογίας και των κλειστών μη προσα­
νατολίσιμων επιφανειών.

Θεώρημα 10.6.10. ΈστωNg η κλειστή μη προσανατολίσιμη επιφάνεια γένους g ≥ 1. Τότε

Hn(Ng) =


Z, αν n = 0

Zg−1 ⊕ Z2, αν n = 1

0, αν n ≥ 2.

Απόδειξη. Η επιφάνεια Ng προκύπτει από μια σφήνα ∨gi=1S
1, g το πλήθος κύκλων με

ετικέτες a1, . . . , ag, επισυνάπτοντας ένα κελί διάστασης 2 κατά μήκος του μονοπατιού
a1a1 . . . agag. Δηλαδή επιδέχεται μια πολυγωνική παράσταση, όπως φαίνεται στο παρα­
κάτω σχήμα, που σημαίνει ότι ηNg προκύπτει ως χώρος πηλίκο από ένα πολύγωνο με 2g
το πλήθος πλευρές, ταυτοποιώντας ζεύγη πλευρών σύμφωνα με το παρακάτω σχήμα.

Εργαζόμενοι ακριβώς όπως πριν και χρησιμοποιώντας τον ίδιο συμβολισμό, θα έχουμε
τις ακόλουθες διαφορές:A ' ∨gi=1S

1, άραH1(A) = Zg = 〈[a1]〉⊕· · ·⊕〈[ag]〉,H1(B) = 0
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a2
a2a1

a1

ag

ag ag−1
ag−1

Ng

Σχήμα 10.6

και έτσι ϕ([γ]) = [a21 · · · a2g] = [a1]
2 · · · [ag]2 6= 0. Εφόσον η απεικόνιση ϕ είναι μονομορ­

φισμός από το ακριβές τμήμα

0 // H2(Ng)
ω // H1(A ∩B)

φ
// H1(A)⊕H1(B)

ψ
// H1(Ng) // 0

προκύπτει ότι H2(Ng) ∼= Im ω = Ker ϕ = 0. Για τον υπολογισμό της H1(Ng), έχουμε

H1(Ng) ∼= Zg/Ker ψ = Zg/Im ϕ =
〈[a1]〉 ⊕ · · · ⊕ 〈[ag]〉

〈[a1]2 · · · [ag]2〉
= Zg−1 ⊕ Z2.

Για τον υπολογισμό των ομάδων ομολογίας πεπερασμένων συμπλεγμάτων κελιών,
γενικότερα, παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [5].

Το γενικευμένο θεώρημα της καμπύλης του Jordan

Το κλασικό θεώρημα της καμπύλης του Jordan μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: Έστω
K ένα υποσύνολο τουR2 ομοιομορφικό με τον κύκλοS1. Τότε το συμπλήρωμά τουR2\K
αποτελείται από δύο ακριβώς συνιστώσες και το K είναι το σύνορο (με την τοπολογική
έννοια) της καθεμίας.

Σε αυτήν την παράγραφο θα αποδείξουμε, με τη βοήθεια της ακολουθίας Mayer­
Vietoris, μια γενίκευση του θεωρήματος αυτού στον Rn.

Θεώρημα 10.6.11. Δοθείσης μιας εμφυτεύσεως f : Dk → Sn, όπου 0 ≤ k ≤ n, έχουμε
ότι H̃i(S

n \ f(Dk)) = 0, για κάθε i. Ιδιαιτέρως, το κλειστό κελί f(Dk) δεν διαχωρίζει τη
σφαίρα Sn, δηλαδή, ο χώρος Sn \ f(Dk) είναι συνεκτικός.
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Απόδειξη. Στη συνέχεια, ταυτίζουμε τον κλειστό μοναδιαίο δίσκο Dk με τον αντίστοιχο
κύβο Ik και συμβολίζουμε την εικόνα f(Dk) με B. Σταθεροποιούμε το n και αποδεικνύ­
ουμε τον ισχυρισμό του θεωρήματος με επαγωγή επί του k. Για k = 0 το B είναι σημείο.
Αν n = 0, τότε το Sn \ B είναι μονοσύνολο και το συμπέρασμα ισχύει. Αν n > 0, τότε
Sn \B ∼= Rn και το συμπέρασμα έπεται πάλι άμεσα, αφού ο Rn έχει τον τύπο ομοτοπίας
σημείου. Αν k ≥ 1, τότε, προχωρώντας επαγωγικά, υποθέτουμε ότι ισχύει το συμπέρασμα
για k − 1 και εκφράζουμε το B ως ένωση B = B1 ∪ B2, όπου B1 = f(Ik−1 × [0, 1/2])

καιB2 = f(Ik−1× [1/2, 1]). Σημειώνουμε ότι ταBi είναι κλειστά k­κελιά στην Sn. Θεω­
ρούμε επίσης το κλειστό (k−1)­κελί Γ = f(Ik−1×{1/2}) = B1∩B2 και το συμπλήρωμά
του X = Sn \ Γ (για το οποίο ισχύει το συμπέρασμα από επαγωγική υπόθεση).

Έστω a = [σ] ένα μη μηδενικό στοιχείο της ομάδας H̃i(S
n \ B). Τα Xi = Sn \ Bi,

για i = 1, 2, είναι ανοικτοί υπόχωροι του X και X = X1 ∪ X2. Από την ακολουθία
Mayer­Vietoris προκύπτει το ακόλουθο ακριβές τμήμα

· · · // H̃i+1(X) // H̃i(X1 ∩X2)
φ
// H̃i(X1)⊕ H̃i(X2) // H̃i(X) // · · · ,

όπου ϕ(a) =
(
i∗(a), j∗(a)

)
και i∗, j∗ είναι οι επαγόμενοι ομομορφισμοί (στις αντίστοιχες

ομάδες ομολογίας) των ενθέσεων i : Sn \ B ↪→ Sn \ B1 και j : Sn \ B ↪→ Sn \ B2,
αντίστοιχα. Από την επαγωγική υπόθεση H̃i+1(X) = H̃i(X) = 0. Άρα H̃i(X1 ∩X2) ∼=
H̃i(X1)⊕H̃i(X2) και συνεπώς ένα από τα στοιχεία i∗(a), j∗(a) είναι επίσης μη τετριμμένο
(αφού a 6= 0 και X1 ∩X2 = Sn \B). Ας υποθέσουμε ότι i∗(a) 6= 0. Γράφουμε το B1 ως
ένωση κλειστών k­κελιών B1 = B11 ∪ B12, όπου B11 = f(Ik−1 × [0, 1/4]) και B12 =

f(Ik−1 × [1/4, 1/2]). Όπως πριν, η εικόνα (της εικόνας) του a θα είναι μη τετριμμένη σε
τουλάχιστον μια από τις ομάδες H̃i(S

n \B11), H̃i(S
n \B12).

Συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο βρίσκουμε μια (γνησίως) φθίνουσα ακολουθία κλει­
στώ διαστημάτων

[x1, y1] ! [x2, y2] ! · · · [xm, ym] ! · · ·

του I = [0, 1], όπου το μήκος του κάθε διαστήματος είναι το μισό του προηγούμενου,
έτσι ώστε η εικόνα του a είναι μη τετριμμένο στοιχείο στην ομάδα H̃i

(
Sn \ f(Ik−1 ×

[xm, ym])
)
. Εφόσον τα μήκη των παραπάνω κλειστών διαστημάτων τείνουν στο μηδέν,

η τομή τους είναι μονοσύνολο, δηλαδή ∩∞
i=1[xi, yi] = {p}. Το σύνολο f(Ik−1 × {p})

είναι κλειστό (k − 1) ­κελί στην Sn το οποίο ισούται με την τομή ∩∞
m=1Dm της γνησίως

φθίνουσας ακολουθίας των k­κελιώνDm = f(Ik−1× [xm, ym]). Από επαγωγική υπόθεση
H̃i

(
Sn \f(Ik−1×{p})

)
= 0. Συνεπώς, η εικόνα του σ στον υπόχωρο Sn \f(Ik−1×{p})
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είναι σύνορο, δηλαδή σ ∈ Im ∂i+1. Έστω, λοιπόν, τ μια ιδιάζουσα (i + 1)­αλυσίδα στον
Sn \ f(Ik−1 × {p}) με ∂τ = σ. Το K = Im τ είναι συμπαγές ως πεπερασμένη ένωση
συμπαγών, αφού είναι η εικόνα των συνεχών απεικονίσεων που ορίζουν τα πεπερασμένα
το πλήθος πλέγματα που απαρτίζουν την αλυσίδα τ . Παρατηρούμε ότι η σφαίρα γράφεται
ως ένωση ανοικτών ως εξής:

Sn = (Sn \K) ∪
(
∪∞
m=1 (S

n \Dm)
)
.

Εφόσον Sn \ Dm ⊆ Sn \ Dm+1 για κάθε m, από τη συμπάγεια της Sn έπεται ότι K ⊆
Sn\Dm για κάποιοm και ως εκ τούτου ∂τ = σ στοSn\Dm, το οποίο έρχεται σε αντίφαση
με το ότι η εικόνα του a = [σ] είναι μη τετριμμένο στοιχείο στην H̃i(S

n \Dm).

Θεώρημα 10.6.12. Έστω f : Sk → Sn μια εμφύτευση, όπου n > k ≥ 0. Τότε

H̃i

(
Sn \ f(Sk)

)
=

{
Z, αν i = n− k − 1

0, διαφορετικά.

Απόδειξη. Αν k = 0, τότεSn\f(S0) ∼= Rn\{0}. Αφού οRn\{0} έχει τον τύπο ομοτοπίας
της Sn, προκύπτει ότι

H̃i

(
Sn \ f(S0)

)
=

{
Z, αν i = n− 1

0, διαφορετικά.

Για k ≥ 1, χρησιμοποιούμε επαγωγή και εκφράζουμε τη σφαίρα Sk ως ένωση των δύο
ημισφαιρίων Dk

+ (άνω) και Dk
− (κάτω) με Dk

+ ∩ Dk
− = Sk−1. Σημειώνουμε ότι καθένα

από τα δύο ημισφαίρια είναι ομοιομορφικό με τον κλειστό μοναδιαίο δίσκο Dk. Έστω
A = Sn \ f(Dk

+) και B = Sn \ f(Dk
−). Τα A,B είναι ανοικτά, η ένωσή τους ισούται

με Sn \ f(Sk−1) και η τομή τους με Sn \ f(Sk). Επίσης, από το προηγούμενο θεώρημα
τα A,B έχουν τετριμμένες ομάδες ανηγμένης ομολογίας. Συνεπώς, από την ακολουθία
Mayer­Vietoris προκύπτει ότι H̃i

(
Sn \ f(Sk)

) ∼= H̃i

(
Sn \ f(Sk−1)

)
που μαζί με την

επαγωγική υπόθεση ολοκληρώνει την απόδειξη.

Θεώρημα 10.6.13 (Το γενικευμένο θεώρημα της καμπύλης του Jordan). Έστω n > 0 και
K υποσύνολο της σφαίρας Sn ομοιομορφικό με την Sn−1. Τότε το συμπλήρωμα Sn \K έχει
ακριβώς δύο συνιστώσες, οι οποίες έχουν κοινό σύνορο τοK.

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι η Sn είναι χώρος τοπικά κατά τόξα συνεκτικός και έτσι οι
συνιστώσες ενός υπόχωρου ταυτίζονται με τις κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες αυτού.
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Εφαρμόζοντας το προηγούμενο θεώρημα για k = n − 1, έχουμε ότι H̃0(S
n \ K) ∼= Z.

Αυτό σημαίνει ότι το συμπλήρωμα Sn \ K αποτελείται από δύο ακριβώς συνιστώσες,
έστω Σ1 και Σ2, οι οποίες είναι ανοικτά υποσύνολα της Sn (αφού Sn τοπικά κατά τόξα
συνεκτικός χώρος). Έτσι για το (τοπολογικό) σύνορο του Σi, i ∈ {1, 2}, έχουμε: BdΣi =

Σi \ Int(Σi) = Σi \ Σi.
Συνεπώς, για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του θεωρήματος πρέπει να δείξουμε ότι

Σ1 \ Σ1 = K = Σ2 \ Σ2. Αρκεί να δειχθεί η μία ισότητα (λόγω συμμετρίας). Εφόσον
το Σ2 είναι ανοικτό, κανένα σημείο του δεν είναι οριακό σημείο του Σ1 (διαφορετικά
κάθε περιοχή του υποτιθέμενου οριακού σημείου θα έτεμνε το Σ1 το οποίο δεν μπορεί να
συμβαίνει, αφού Σ1 ∩ Σ2 = ∅). Ως εκ τούτου Σ1 \ Σ1 ⊆ K.

Στη συνέχεια, δείχνουμε ότι K ⊆ Σ1 \ Σ1, αποδεικνύοντας ότι κάθε σημείο του K
ανήκει στην κλειστότητα τουΣ1 \Σ1 (το οποίο όμως είναι κλειστό). Δηλαδή, θα δείξουμε
ότι για κάθε x ∈ K και κάθε ανοικτή περιοχή U του x, έχουμε ότι U ∩ (Σ1 \ Σ1) 6= ∅.
Εφόσον το K είναι ομοιομορφικό με τη σφαίρα Sn−1, μπορούμε να το εκφράσουμε ως
ένωση δύο κλειστών (n − 1)­κελιών K1 και K2 (ομοιομορφικά αντίτυπα ημισφαιρίων),
έτσι ώστε K1 ⊂ U (αρκεί να θεωρήσουμε το K1 εντός μιας “μικρής” μπάλας εντός του
U ). Από το Θεώρημα 10.6.11, το κελί K2 δεν διαχωρίζει την Sn και έτσι μπορούμε να
επιλέξουμε μονοπάτι p στο συμπλήρωμα Sn \K2 από σημείο του Σ1 σε σημείο του Σ2.
Αυτό μπορεί να γίνει γιατί (Sn \ K2) ∩ Σi 6= ∅ για κάθε i ∈ {1, 2}, αφού Σi ∩ K =

∅. Παρατηρούμε ότι Im p ∩ (Σ1 \ Σ1) 6= ∅. Πράγματι, διαφορετικά η εικόνα Im p θα
περιείχετο στην ένωση των Σ1 και (Sn \Σ1) τα οποία είναι ανοικτά, ξένα, και το καθένα
από αυτά τέμνει μη τετριμμένα την εικόνα Im p του μονοπατιού p (το p ενώνει σημείο
του Σ1 με σημείο του Σ2). Αυτό όμως αντιφάσκει στη συνεκτικότητα της εικόνας Im p.

Μπορούμε, λοιπόν, να θεωρήσουμε σημείο y ∈ Im p∩ (Σ1 \Σ1). Τότε y ∈ Σ1 \Σ1 ⊆
K = K1 ∪ K2 και αφού Im p ⊆ Sn \ K2, έπεται ότι y ∈ K1 και άρα y ∈ U . Δηλαδή,
U ∩ (Σ1 \ Σ1) 6= ∅.

Παρατήρηση 10.6.14. Ενδεχομένως ο αναγνώστης θα περίμενε ότι, υπό τις υποθέσεις
του προηγούμενου θεωρήματος, τα σύνολαΣ1 καιΣ2 είναι n­κελιά. Αυτό όμως δεν ισχύει
εν γένει, όπως δεν ισχύει ότι οι συνιστώσες είναι ανοικτές μπάλες. Υπάρχει παράδειγμα
εμφύτευσης S2 ↪→ S3 για την οποία η μια από τις δύο συνιστώσες δεν είναι απλά συνε­
κτική [3, Example 2B.2].

Τέλος, διατυπώνουμε μια εκδοχή του θεωρήματος για σφαίρες που εμφυτεύονται στoν
Ευκλείδειο χώρο Rn αντί για τη σφαίρα Sn.
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Πόρισμα 10.6.15. Έστω K υποσύνολο του Rn ομοιομορφικό με τη σφαίρα Sn−1, όπου
n > 1. Τότε το συμπλήρωμα Rn \K αποτελείται από δύο ακριβώς συνιστώσες, οι οποίες
έχουν κοινό σύνορο (τοπολογικά) τοK.

Απόδειξη. Ταυτίζουμε (ομοιομορφικά) τον χώρο Rn με τον υπόχωρο Sn \ {N} της σφαί­
ρας Sn, όπου ως συνήθως N είναι ο “βόρειος” πόλος της σφαίρας. Έχουμε αποδείξει ότι
το συμπλήρωμα Sn \K έχει δύο συνιστώσες Σ1 και Σ2 με κοινό σύνορο K. Αφού το N
δεν ανήκει στο K, θα ανήκει είτε στο Σ1 είτε στο Σ2. Ας υποθέσουμε ότι ανήκει στο Σ1

(ομοίως η άλλη περίπτωση). Τότε το Σ1 \{N} είναι συνεκτικό, γιατί το Σ1 είναι ανοικτό,
συνεκτικό και n > 1. Έπεται ότι τα σύνολα Σ1 \ {N} και Σ2 είναι οι συνιστώσες του
Rn \K και το K είναι το κοινό σύνορό τους.

Ασκήσεις

10.1 (Φυσικότητα) Έστω X , Y δύο τοπολογικοί χώροι και A, B υπόχωροι των X , Y ,
αντίστοιχα. Μια απεικόνιση f : (X,A) → (Y,B) μεταξύ των ζευγών, είναι μια
συνεχής απεικόνιση f : X → Y , έτσι ώστε f(A) ⊆ B. Να δειχθεί ότι κάθε απεικό­
νιση f : (X,A) → (Y,B) επάγει ομομορφισμούς f∗ : Hn(X,A) → Hn(Y,B) στις
αντίστοιχες ομάδες σχετικής ομολογίας για τους οποίους το ακόλουθο διάγραμμα
είναι μεταθετικό

· · · // Hn(A)
i∗ //

f∗
��

Hn(X)
j∗

//

f∗
��

Hn(X,A)
∂∗ //

f∗
��

Hn−1(A) //

f∗
��

· · ·

· · · // Hn(B)
i∗ // Hn(Y )

j∗
// Hn(Y,B) //

∂∗ // Hn−1(B) // · · ·

(Οι απεικονίσεις i και j, για κάθε ζεύγος, είναι αυτές που εισάγονται μετά τον Ορι­
σμό 10.2.6.)

10.2 Έστω 0 // A
φ

// B
ψ

// Γ // 0 μια βραχεία ακολουθία αβελιανών ομάδων.
Αποδείξτε ότι οι ακόλουθοι ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι.

(1) Η υποομάδα ϕ(A) είναι ευθύς προσθετέος της B. Δηλαδή υπάρχει υποομάδα
K της τέτοια, ώστε B = ϕ(A)⊕K.

(2) Υπάρχει ομομορφισμός π : B → A, έτσι ώστε π ◦ ϕ = IdA.

(3) Υπάρχει ομομορφισμός τ : Γ → B, έτσι ώστε ψ ◦ τ = IdΓ.
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Αν ικανοποιείται οποιαδήποτε από τις τρεις παραπάνω ισοδύναμες συνθήκες, τότε
λέμε ότι η βραχεία ακριβής ακολουθία είναι διασπώμενη. Από την καθολική ιδιό­
τητα των ελεύθερων αβελιανών ομάδων, προκύπτει εύκολα ότι η β.α.α. είναι δια­
σπώμενη αν η ομάδα Γ είναι ελεύθερη αβελιανή.

10.3 Έστω r : X → A μια συστολή (retraction) από έναν χώρο X σε έναν υπόχωρο A.
Αποδείξτε ότι Hn(X) ∼= Hn(A)⊕Hn(X,A) για κάθε n.

10.4 Έστω X ένας τοπολογικός χώρος, {Xλ}λ∈Λ οι κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες
του X και A ένας υπόχωρος του X . Τότε

(1) Hn(X,A) ∼= ⊕λ∈ΛHn(Xλ, A ∩Xλ).

(2) Η ομάδα H0(X,A) είναι ελεύθερη αβελιανή με διάσταση ίση με το πλήθος
των συνιστωσών Xλ που έχουν κενή τομή με το A.

10.5 Υπολογίστε τις ομάδες ομολογίαςHn(S
2, A) του ζεύγους (S2, A), όπου τοA αποτε­

λείται από δύο σημεία της σφαίρας S2. Υπόδειξη: η απεικόνιση H0(A) → H0(S
2)

που επάγεται από την αντίστοιχη ένθεση, απεικονίζει κάθε γεννήτορα της H0(A)

στον γεννήτορα της H0(S
2) ∼= Z.

10.6 Να βρεθεί τύπος για τη συστολή που περιγράφεται στην απόδειξη του θεωρήματος
σταθερού σημείου του Brouwer.

10.7 ΈστωX,Y ένα ζεύγος τοπολογικών χώρων και x0 ∈ X , y0 ∈ Y με την ιδιότητα ότι
υπάρχουν ανοικτές περιοχέςU , V των σημείων x0, y0, αντίστοιχα, και συστέλλουσες
παραμορφώσεις U → {x0}, V → {y0}. Αν με X ∨ Y συμβολίσουμε τη σφήνα των
δύο χώρων που προκύπτει, ταυτοποιώντας το x0 με το y0 (δηλαδή τον χώρο πηλίκο
XtY /(x0 ≡ y0)), τότεHn(X∨Y ) ∼= Hn(X)⊕Hn(Y ), για κάθε n > 0. Γενικεύστε
για πεπερασμένο το πλήθος χώρους.

10.8 Οι χώροι S1 × S1 και S1 ∨ S1 ∨ S2 έχουν ισόμορφες ομάδες ομολογίας (σε όλες
τις διαστάσεις), όμως τα καθολικά τους καλύμματα όχι. Υπόδειξη: το ένα κάλυμμα
είναι συμπτύξιμος χώρος ενώ το άλλο όχι.

10.9 Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι κάθε πεπερασμένο γράφημα είναι ομοτοπικά ισο­
δύναμο με μια σφήνα πεπερασμένων το πλήθος κύκλων και την προηγούμενη άσκηση,
υπολογίστε τις ομάδες ομολογίας ενός τυχαίου πεπερασμένου γραφήματος X .
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10.10 Για έναν τοπολογικό χώρο X θεωρούμε τον χώρο Y = X tf Dk που λαμβάνεται
επισυνάπτοντας ένα k­κελί στον X μέσω μιας (συνεχούς πάντα) απεικονίσεως f :

Sk−1 → X . Αποδείξτε ότι Hn(X tf Dk) = Hn(X) αν n 6= k, k − 1.

10.11 Η ανάρτηση (suspension) ΣX ενός τοπολογικού χώρου X είναι ο χώρος πηλίκο
που λαμβάνεται από τον X × [−1, 1], θεωρώντας τα υποσύνολα X × {−1} και
X × {1} ως μονοσύνολα. Δηλαδή είναι δύο κώνοι του X κολλημένοι στις βάσεις
τους. Αποδείξτε ότι για κάθε χώροX και κάθε n υπάρχει ισομορφισμός H̃n(ΣX) ∼=
H̃n−1(X).

10.12 Χρησιμοποιήστε την προηγούμενη άσκηση και την Πρόταση 10.1.13 για να υπολο­
γίσετε εκ νέου τις ομάδες ομολογίας των σφαιρών.

10.13 Έχοντας υπολογίσει τις ομάδες ομολογίας των σφαιρών, η έννοια του βαθμού που
είδαμε για απεικονίσεις από τον κύκλο στον εαυτό του γενικεύεται ως εξής. Δοθεί­
σης μιας (πάντα συνεχούς) απεικονίσεως f : Sn → Sn, θεωρούμε τον επαγόμενο
ομομομορφισμό f∗ : Hn(S

n) → Hn(S
n). Εφόσον η ομάδα Hn(S

n) είναι άπειρη
κυκλική, ο επαγόμενος ομομορφισμός θα δίνεται με πολ/μό με έναν ακέραιο. Δη­
λαδή θα είναι της μορφής f∗([σ]) = k[σ]. Ο ακέραιος k ονομάζεται βαθμός της f
και συμβολίζεται με deg f . Αποδείξτε τις παρακάτω ιδιότητες:
(i) deg IdSn = 1.
(ii) Ομοτοπικές απεικονίσεις f, g : Sn → Sn έχουν τον ίδιο βαθμό.
(iii) deg(f ◦ g) = deg f · deg g.
(iv) Αν η f : Sn → Sn επεκτείνεται σε συνεχή απεικόνιση f̃ : Dn+1 → Sn, τότε
deg f = 0.
(v) Αν η f είναι ανάκλαση ως προς κάποιο υπερεπίπεδο τουRn+1, τότε deg f = −1.
(vi) Αν η f = α είναι η αντιποδική απεικόνιση, τότε degα = (−1)n+1.
(vii) Αν η f : Sn → Sn δεν είναι επί, τότε deg f = 0.
(viii) Αν η f : Sn → Sn δεν έχει σταθερά σημεία, τότε deg f = (−1)n+1.
Υπόδειξη για το (v): έστω ότι η f είναι η (x0, x1, . . . , xn) 7→ (−x0, x1, . . . , xn).
Κατά τον υπολογισμό των ομάδων ομολογίας των σφαιρών, αποδείξαμε την ύπαρξη
ισομορφισμού ϕ : Hk(S

n) → Hk−1(S
n−1). Έστω µ0 = [+1] − [−1] ∈ H0(S

0),
µ1 ∈ H1(S

1) ∼= π1(S
1) ο συνήθης γεννήτορας (t 7→ e2πit) τηςH1(S

1) και ορίζουμε
τον γεννήτορα µn της Hn(S

n) μέσω της σχέσης ϕ(µn) = µn−1. Η “φυσικότητα”
του ϕ δίνει ότι f∗(µn) = −µn.
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10.14 Έστω f : Sn → Sn μια απεικόνιση μηδενικού βαθμού. Αποδείξτε ότι υπάρχουν
σημεία x, y ∈ Sn, έτσι ώστε f(x) = x και f(y) = −y.

10.15 Για έναν τοπολογικό Hausdorff χώρο και x ∈ X , οι ομάδες τοπικής ομολογίας του
X στο x είναι οι ομάδες Hn(X,X − {x}). Να δειχθεί ότι:

(1) Hn(X,X − {x}) ∼= Hn(U,U − {x}), για κάθε ανοικτή περιοχή U του x.

(2) Hn(Rm,Rm − {0}) =

{
Z, αν n 6= m

0, διαφορετικά .

10.16 Αποδείξτε ότι κάθε ομοιομορφισμός f : Dn → Dn απεικονίζει το σύνορο επί του
συνόρου, δηλαδή f(Sn−1) = Sn−1.

10.17 Χρησιμοποιήστε ομάδες τοπικής ομολογίας για να αποδείξετε ότι μια πολλαπλότητα
διάστασηςm και μια πολλαπλότητα διάστασης n δεν είναι ομοιομορφικές, ανm 6=
n.
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