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Σε αυτό το κεφάλαιο αποδεικνύουμε πρώτα, για μια μεγάλη κατηγορία τοπολογικών
χώρων, την ύπαρξη απλά συνεκτικών (καθολικών) χώρων επικάλυψης. Επίσης, δοθείσης
της ύπαρξης καθολικού χώρου επικάλυψης για έναν χώροX , αποδεικνύουμε την ύπαρξη
μιας αντιστοιχίας μεταξύ των χώρων επικάλυψης του X (ως προς ισομορφισμό επικαλύ
ψεων) και των κλάσεων συζυγίας των υποομάδων της π1(X, x0), x0 ∈ X . Τέλος, μελε
τάμε μετασχηματισμούς χώρων επικάλυψης.

9.1 Ύπαρξη Απλά Συνεκτικών Χώρων Επικάλυψης

Έχουμε ήδη δει παραδείγματα επικαλύψεων p : X̃ → X , όπου ο χώρος X̃ είναι απλά
συνεκτικός (όπως οι γνωστές επικαλύψεις R → S1, Sn → RPn, R × R → S1 × S1)
και θα μπορούσε να πει κανείς ότι αρκετά συχνά είμαστε σε θέση να κατασκευάσουμε
έναν απλά συνεκτικό χώρο επικάλυψης για έναν συγκεκριμένο τοπολογικό χώρο. Η γε
νική περίπτωση αντιμετωπίζεται από το επόμενο θεώρημα του οποίου η απόδειξη που θα
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δώσουμε είναι κατασκευαστική και η κατασκευή βασίζεται στις ακόλουθες παρατηρή
σεις.

Έστω p : X̃ → X ένας χώρος επικάλυψης του χώρου X , x0 ένα σημείο αναφοράς
του X και x̃0 ∈ p−1(x0). Υποθέτουμε ότι ο X̃ είναι απλά συνεκτικός.

• ΈστωUx0 στοιχειώδης περιοχή του x0 με αντίστοιχες συνιστώσες V
x0
j , j ∈ J . Κάθε

θηλειά f στο x0 που περιέχεται στην περιοχή Ux0 , ανυψώνεται σε θηλειά f̃ στο x̃0,
η οποία περιέχεται στη συνιστώσα Vj που περιέχει το x̃0. Συνεπώς, ο ομομορφισμός

p∗ : π1(X̃, x̃0) → π1(X, x0)

απεικονίζει το στοιχείο [f̃ ] στο [f ]. Εφόσον ο χώρος X̃ έχει υποτεθεί απλά συ
νεκτικός, έχουμε [f̃ ] = [Cx̃0 ] και έτσι [f ] = [Cx0 ]. Δηλαδή, θηλειές του X που
περιέχονται σε αρκούντως μικρές περιοχές είναι ομοτοπικές με σημείο.

• Εφόσον ο χώρος X̃ είναι απλά συνεκτικός, για κάθε x̃ ∈ X̃ υπάρχει μοναδική
κλάση ομοτοπίας μονοπατιών [f̃ ] από το x̃0 στο x̃. Έτσι το x̃ μπορεί να ληφθεί ως
το πέρας της ανυψώσεως με αρχή x̃0 του μονοπατιού p ◦ f̃ (κάθε άλλη ανύψωση
θα έχει το ίδιο τέλος). Έχουμε λοιπόν μια αντιστοιχία μεταξύ των σημείων του X̃
και των κλάσεων ομοτοπίας μονοπατιών του X με αρχή το x̃0.

Ορισμός 9.1.1. Ένας χώροςX λέγεται ημιτοπικά απλά συνεκτικός (semilocally simply
connected), αν κάθε σημείο x τουX έχει ανοικτή περιοχή U , έτσι ώστε ο επαγόμενος από
την ένθεση ομομορφισμός π1(U, x) → π1(X, x) είναι ο τετριμμένος ομομορφισμός.

Παράδειγμα 9.1.2. Κάθε απλά συνεκτικός χώρος είναι ημιτοπικά απλά συνεκτικός. Το
αντίστροφο δεν ισχύει, όπως διαπιστώνουμε, αν θεωρήσουμε τον κύκλο.

Παράδειγμα 9.1.3. Αν κάθε σημείο x ενός χώρου X έχει συμπτύξιμη ανοικτή περιοχή,
τότε ο χώροςX είναι ημιτοπικά απλά συνεκτικός. Μπορεί να δειχθεί ότι κάθε σύμπλεγμα
κελιών και κάθε πολλαπλότητα απολαμβάνουν την παραπάνω ιδιότητα. Συνεπώς, κάθε
σύμπλεγμα κελιών και κάθε πολλαπλότητα είναι χώρος ημιτοπικά απλά συνεκτικός.

Παράδειγμα 9.1.4. Για κάθε θετικό φυσικό n, θεωρούμε τον κύκλο Cn του επιπέδου
ακτίνας 1/n με κέντρο το σημείο (1/n, 0) και τον χώρο X = ∪n∈NCn με την τοπολογία
που κληρονομεί ως υπόχωρος του R2. Τότε κάθε περιοχή του x0 = (0, 0) περιέχει κύκλο
και άρα ο X δεν είναι ημιτοπικά απλά συνεκτικός.
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Ορισμός 9.1.5. Ένας χώροςX λέγεται τοπικά κατά τόξα συνεκτικός, αν για κάθε σημείο
x ∈ X και κάθε ανοικτή περιοχή U του x, υπάρχει κατά τόξα συνεκτική περιοχή του X
που περιέχεται στην περιοχή U .

Όπως υποψιάζεται κανείς, ένας κατά τόξα συνεκτικός χώρος δεν είναι απαραιτήτως
τοπικά κατά τόξα συνεκτικός. Πράγματι, για κάθε ρητό q στο [0, 1] θεωρούμε το ευθύ
γραμμο τμήμα [x0, q] του επιπέδου που ενώνει το x0 = (1/2, 1) με το (q, 0) και τον χώρο
X = ∪q∈Q∩[0,1][x0, q] (με την τοπολογία που έχει ως υποσύνολο τουR2). Ο χώροςX είναι
κατά τόξα συνεκτικός αλλά όχι τοπικά κατά τόξα συνεκτικός, αφού κάθε ανοικτή περιοχή
ρητού στο [0, 1] αποτελείται από άπειρες το πλήθος κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες.

Θεώρημα 9.1.6. Κάθε κατά τόξα συνεκτικός, τοπικά κατά τόξα συνεκτικός και ημιτοπικά
απλά συνεκτικός χώρος X επικαλύπτεται από έναν απλά συνεκτικό χώρο X̃ .

Απόδειξη. Έστω x0 ∈ X . Σύμφωνα με την ανάλυση που έχει προηγηθεί, ορίζουμε ως X̃
τις κλάσεις ομοτοπίας μονοπατιών του X με αρχή το x0, δηλαδή,

X̃ =
{
[f ] : f μονοπάτι του X με αρχή το x0

}
.

Ορίζουμε επίσης p : X̃ → X με p([f ]) = f(1). Σημειώνουμε πως ο ορισμός της απει
κονίσεως p δεν εξαρτάται από τον αντιπρόσωπο f της κλάσεως ομοτοπίας που θα επιλεγεί,
αφού ομοτοπικά μονοπάτια έχουν το ίδιο τέλος. Επίσης, η κατά τόξα συνεκτικότητα του
χώρου X συνεπάγεται ότι η p είναι επί.

Για κάθε x ∈ X , θεωρούμε την οικογένεια Ux που αποτελείται από όλες τις ανοικτές,
κατά τόξα συνεκτικές περιοχές U του x για τις οποίες ο ομομορφισμός i∗ : π1(U, x) →
π1(X, x), που επάγεται από την ένθεση U ↪→ X είναι ο τετριμμένος ομομορφισμός.

Εφόσον ο X είναι τοπικά κατά τόξα συνεκτικός και ημιτοπικά απλά συνεκτικός, η
οικογένεια Ux αποτελεί βάση περιοχών του x (αυτό σημαίνει ότι τις περιοχές U του Ορι
σμού 9.1.1 μπορούμε να τις θεωρούμε όσο “μικρές” θέλουμε). Πράγματι, αν η U είναι
μια περιοχή του x της οποίας η ένθεση επάγει τον τετριμμένο ομομορφισμό, τότε και ο
επαγόμενος ομομορφισμός κάθε περιοχής V του x με V ⊆ U είναι επίσης ο τετριμμένος,
όπως προκύπτει από τη μεταθετικότητα του ακόλουθου διαγράμματος που επάγεται από
τις αντίστοιχες ενθέσεις.

π1(V, x)

&&LL
LLL

LLL
LL

// π1(U, x)

��

π1(X, x)
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Συνεπώς, για κάθε ανοικτή περιοχή U1 του x, η τομή U ∩ U1 (και άρα η U1) περιέχει
κατά τόξα συνεκτική περιοχή V1 ∈ Ux. Αυτές οι βάσεις περιοχών των σημείων του X θα
χρησιμοποιηθούν για να εφοδιάσουμε το σύνολο X̃ με δομή τοπολογικού χώρου.

Η τοπολογία του X̃: Για κάθε στοιχείο [f ] ∈ X̃ και U ∈ Uf(1), ορίζουμε

[f · U ] =
{
[f · α] ∈ X̃ : όπου α μονοπάτι στο U με αρχή f(1)

}
και

B =
{
[f · U ] : [f ] και U όπως πριν

}
.

Θα δείξουμε ότι η συλλογή B αποτελεί βάση για μια τοπολογία του X̃ με την οποία θα
θεωρούμε στη συνέχεια το X̃ εφοδιασμένο.

• Τα σύνολα της B καλύπτουν τον χώρο X̃ , αφού για κάθε [f ] ∈ X̃ και κάθε περιοχή
U ∈ Uf(1), έχουμε [f ] = [f · Cf(1)] ∈ [f · U ].

• Έστω [f ·U ], [g ·V ] ∈ B με [f ·U ]∩ [g ·V ] 6= ∅. Θα δείξουμε ότι υπάρχει [h ·W ] ∈ B
που περιέχεται στην τομή των [f · U ] και [g · V ]. Έστω [h] ∈ [f · U ] ∩ [g · V ].
Τότε h ' fα και h ' gβ, για κάποια μονοπάτια α, β εντός των περιοχών U, V ,
αντίστοιχα. Ιδιαιτέρως, h(1) ∈ U ∩ V . Εφόσον η οικογένεια Uh(1) αποτελεί βάση
περιοχών του h(1), υπάρχει περιοχήW ∈ Uh(1) η οποία περιέχεται στην τομήU∩V .
Άρα, για κάθε μονοπάτι γ με αρχή h(1) εντός της περιοχήςW , έχουμε ότι [h · γ] =
[f ·α · γ] = [g · β · γ] ∈ [f ·U ]∩ [g ·V ] και ως εκ τούτου [h ·W ] ⊆ [f ·U ]∩ [g ·V ].

Ο X̃ είναι κατά τόξα συνεκτικός: Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε [f ] ∈ X̃ υπάρχει
μονοπάτι στον X̃ από το x̃0 = [Cx0 ] στο σημείο [f ].

Για κάθε t ∈ [0, 1], θεωρούμε το τμήμα ft της f από το x0 στο f(t) καταλλήλως
παραμετρικοποιημένο, δηλαδή ft(s) = f(ts), s ∈ [0, 1]. Ορίζουμε μονοπάτι f̃ : I → X̃

με f̃(t) = [ft] (γιατί η f̃ είναι συνεχής;) και παρατηρούμε ότι f̃(0) = x̃0 ενώ f̃(1) = [f ].
Ο X̃ επικαλύπτει τον X μέσω της p([f ]) = f(1): Έστω x ∈ X . Σταθεροποιούμε ανοι

κτή περιοχή U ∈ Ux. Θα δείξουμε ότι η U είναι στοιχειώδης περιοχή του x με αντίστοιχες
συνιστώσες [f · U ], καθώς το μονοπάτι f διατρέχει τις κλάσεις ομοτοπίας μονοπατιών
από το x0 στο x. Σημειώνουμε πρώτα ότι

p−1(U) =
⊔
[f ]

[f · U ] , [f ] κλάση ομοτοπίας από το x0 στο x.
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Πράγματι, είναι άμεσο ότι p([f · U ]) ⊆ U και άρα ∪[f ][f · U ] ⊆ p−1(U). Επίσης, αν
[g] ∈ p−1(U), τότε g(1) ∈ U και έτσι

[g] = [g · β−1 · β] ∈ ∪[f ][f · U ],

όπου β μονοπάτι εντός του U από το x στο g(1) (υπάρχει αφού η περιοχή U είναι κατά
τόξα συνεκτική) και f = g · β−1. Άρα

p−1(U) = ∪[f ][f · U ] , [f ] κλάση ομοτοπίας από το x0 στο x.

Προκειμένου να αποδείξουμε ότι η παραπάνω ένωση είναι ξένη, υποθέτουμε ότι υπάρ
χουν περιοχές [f ·U ] και [g ·U ] με μη κενή τομή και θεωρούμε ένα στοιχείο [h] στην τομή
τους. Τότε [h] = [f · α] = [g · β] για κάποια μονοπάτια α και β εντός της περιοχής U με
αρχή το x και τέλος το h(1). Από τον ορισμό της βάσης περιοχών Ux, η θηλειά α · β−1

που βρίσκεται εντός της περιοχής U ∈ Ux, είναι ομοτοπική με το σταθερό μονοπάτι Cx.
Έτσι [f ] = [f · α · β−1] = [g · β · β−1] = [g] που δίνει ότι [f · U ] = [g · U ].

Από τη σχέση p−1(U) = ∪[f ][f ·U ], προκύπτει ότι η απεικόνιση p είναι συνεχής, αφού
αντιστρέφει τα ανοικτά κάθε βάσης περιοχών Ux σε ανοικτά (βασικά για την ακρίβεια). Ο
περιορισμός p[f ] : [f ·U ] → U είναι ομοιομορφισμός. Πράγματι, είναι επί αφού η περιοχή
U είναι κατά τόξα συνεκτική: αν x1 ∈ U και α είναι ένα μονοπάτι στην περιοχή U από το
x στο x1, τότε p([f ·α]) = x1. Για το 1− 1, ας υποθέσουμε ότι p[f ]([f ·α]) = p[f ]([f ·β]),
όπου α, β μονοπάτια εντός τουU με αρχή x. Τότε α(1) = β(1) και α ' β (αφούU ∈ Ux).
Άρα f · α ' f · β και έτσι [f · α] = [f · β].

Τέλος, η απεικόνιση p[f ] είναι συνεχής ως περιορισμός συνεχούς και ανοικτή ως πε
ριορισμός ανοικτής σε ανοικτό, αφού η p απεικονίζει τα βασικά σε ανοικτά (όπως πριν
p([g · V ]) = V για κάθε κλάση ομοτοπίας [g] με αρχή x0 και V ∈ Ug(1)).

Ο X̃ είναι απλά συνεκτικός: Έστω g̃ μια θηλειά στο x̃0 = [Cx0 ]. Τότε η θηλειά g̃ προ
βάλλεται σε θηλειά f = p ◦ g̃ στο x0. Το μονοπάτι f̃(t) = [ft] που ορίσαμε πιο πριν
αποδεικνύοντας την κατά τόξα συνεκτικότητα του X̃ , αποτελεί ανύψωση της θηλειάς f
με αρχή x̃0 και τέλος [f ]. Από τη μοναδικότητα των ανυψώσεων, έχουμε ότι f̃ = g̃ και
έτσι το μονοπάτι f̃ είναι επίσης θηλειά στο x̃0. Δηλαδή, [f ] = x̃0 που σημαίνει ότι η f εί
ναι ομοτοπική με το σταθερό μονοπάτι στο x0. Άρα και η ανύψωσή της g̃ είναι ομοτοπική
με το σταθερό μονοπάτι στο Cx̃0 και συνεπώς ο X̃ είναι απλά συνεκτικός.

Αν έχουμε μια επικάλυψη p : X̃ → X ενός χώρου X , ένα σημείο αναφοράς x0 ∈
X και ένα σημείο x̃0 στο νήμα του x0, τότε, από την Πρόταση ??, η ομάδα π1(X̃, x̃0)
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εμφυτεύεται ως υποομάδα στην π1(X, x0) μέσω του επαγόμενου ομομορφισμού p∗. Το
περιεχόμενο της ακόλουθης πρότασης είναι ότι κάθε υποομάδα της θεμελιώδους ομάδας
ενός χώρου, ο οποίος ικανοποιεί τις υποθέσεις του προηγούμενου θεωρήματος, μπορεί να
ληφθεί με αυτόν τον τρόπο, δηλαδή είναι μονομορφική εικόνα της θεμελιώδους ομάδας
κατάλληλου χώρου επικάλυψης.

Πρόταση 9.1.7. Έστω X ένας κατά τόξα συνεκτικός, τοπικά κατά τόξα συνεκτικός και
ημιτοπικά απλά συνεκτικός τοπολογικός χώρος. Τότε για κάθε υποομάδα H ≤ π1(X, x0),
όπου x0 ∈ X , υπάρχει επικάλυψη pH : X̃H → X και σημείο x̃0 ∈ X̃H , έτσι ώστε
(pH)∗

(
π1(X̃H , x̃0)

)
= H .

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε την ορολογία και τον συμβολισμό της προηγούμενης απόδει
ξης. Στον απλά συνεκτικό χώρο X̃ που κατασκευάσαμε στο προηγούμενο θεώρημα και
του οποίου τα σημεία είναι κλάσεις ομοτοπίας μονοπατιών του X με αρχή x0, ορίζουμε
σχέση ∼ ως εξής:

[f ] ∼ [g] αν και μόνο αν f(1) = g(1) και [f · g−1] ∈ H.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι η σχέση που μόλις ορίσαμε είναι σχέση ισοδυναμίας.

• [f ] ∼ [f ], αφού [f · f−1] = [Cx0 ] ∈ H .

• Αν [f ] ∼ [g], τότε και [g] ∼ [f ], αφού [g · f−1] ∈ H αν και μόνο αν [f · g−1] ∈ H

που ισχύει.

• Αν [f ] ∼ [g] και [g] ∼ [h], τότε [f ·g−1] ∈ H , [g·h−1] ∈ H και έτσι [f ·g−1]·[g·h−1] =

[f · h−1] ∈ H . Δηλαδή, [f ] ∼ [h].

Συμβολίζουμε με
[
[f ]

]
H
την κλάση ισοδυναμίας του στοιχείου [f ] και με X̃H τον αντί

στοιχο χώρο πηλίκο. Η προβολή p παραγοντοποιείται μέσω της απεικονίσεως pH : X̃H →
X με pH

([
[f ]

]
H

)
= f(1).

X̃

��

p

  
@@

@@
@@

@@
@

X̃H pH
// X

Παρατηρούμε ότι, αν έχουμε δύο συνιστώσες [f · U ] και [g · U ] της ίδιας στοιχειώδους
περιοχής U (άρα f(1) = g(1)) που περιέχουν ισοδύναμα στοιχεία, έστω [f · α] ∼ [g · β],
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όπου α, β μονοπάτια εντός της περιοχής U με αρχή f(1), τότε α(1) = β(1) και για κάθε
μονοπάτι h εντός της περιοχής U με αρχή f(1) έχουμε

[(f · h) · (g · h)−1] = [f · g−1] = [(f · α) · (β−1 · g−1)] ∈ H,

καθώς το μονοπάτι α ·β−1 είναι θηλειά εντός του U . Άρα [f ·h] ∼ [g ·h] για κάθε h όπως
πριν, που σημαίνει ότι οι συνιστώσες [f · U ] και [g · U ] ταυτοποιούνται στον χώρο X̃H .
Από αυτό προκύπτει, ακολουθώντας την απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος, ότι η
απεικόνιση pH : X̃H → X είναι απεικόνιση επικάλυψης.

Έστω x̃0 =
[
[Cx0 ]

]
H
. Μένει να δείξουμε ότι μέσω της (pH)∗ η ομάδα π1(X̃H , x̃0)

απεικονίζεται επί της π1(X, x0). Έστω, λοιπόν, h μια θηλειά στο x0. Τότε, σύμφωνα πάλι
με την προηγούμενη απόδειξη, η ανύψωσή της h̃ στον χώρο X̃ με αρχή [Cx0 ] έχει τέλος
[h]. Συνεπώς, η εικόνα στον χώρο X̃H της ανύψωσης h̃ είναι θηλειά αν και μόνο αν [h] ∼
[Cx0 ], δηλαδή, αν και μόνο αν [h] ∈ H . Άρα (pH)∗

(
π1(X̃H , x̃0)

)
= H , αφού σύμφωνα

με την Πρόταση ??, η εικόνα της (pH)∗ αποτελείται από εκείνες τις θηλειές στο x0 των
οποίων οι ανυψώσεις είναι θηλειές στο x̃0.

Μπορεί να δειχθεί (βλ. για παράδειγμα [6]) ότι αν ο χώρος X είναι γράφημα (γενικό
τερα σύμπλεγμα κελιών) ή πολλαπλότητα διάστασηςm, τότε και ο χώρος X̃H κληρονομεί
από τον X δομή γραφήματος (συμπλέγματος κελιών ίδιας διάστασης) ή πολλαπλότητας
διάστασηςm, αντίστοιχα.

9.2 Η Αντιστοιχία του Galois

Αρχίζουμε με το ακόλουθο θεώρημα του οποίου η σπουδαιότητα έγκειται, εκτός των
άλλων, στο ότι ένα τοπολογικό πρόβλημα (η ύπαρξη ανυψώσεως) ανάγεται πλήρως σε
αλγεβρικό.

Στη συνέχεια, όταν γράφουμε ϕ : (A, a) → (B, b), θα εννούμε ότι έχουμε μια απει
κόνιση ϕ : A→ B με ϕ(a) = b, όπου a ∈ A και b ∈ B.

Θεώρημα 9.2.1 (Κριτήριο ύπαρξης ανυψώσεων). Έστω p : (X̃, x̃0) → (X, x0) μια επι
κάλυψη και ϕ : (Y, y0) → (X, x0) μια συνεχής απεικόνιση, όπου ο Y είναι ένας κατά τόξα
συνεκτικός και τοπικά κατά τόξα συνεκτικός τοπολογικός χώρος. Τότε υπάρχει ανύψωση
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ϕ̃ : (Y, y0) → (X̃, x̃0) της ϕ αν και μόνο αν ϕ∗
(
π1(Y, y0)

)
⊆ p∗

(
π1(X̃, x̃0)

)
.

(X̃, x̃0)

p

��

(Y, y0)

φ̃
::uuuuuuuuuu

φ
// (X, x0)

Λόγω της συνεκτικότητας του Y , όταν υπάρχει η ανύψωση ϕ̃ : (Y, y0) → (X̃, x̃0),
αυτή θα είναι μοναδική.

Απόδειξη. Η μια κατεύθυνση είναι άμεση: αν υπάρχει η ανύψωση ϕ̃, τότε

ϕ∗
(
π1(Y, y0)

)
= (p ◦ ϕ̃)∗

(
π1(Y, y0)

)
= p∗ ◦ ϕ̃∗

(
π1(Y, y0)

)
⊆ p∗

(
π1(X̃, x̃0)

)
.

Για το αντίστροφο, έστω y ∈ Y και f ένα μονοπάτι από το y0 στο y (ο Y είναι κατά τόξα
συνεκτικός). Για το μονοπάτι ϕ ◦ f τουX θεωρούμε τη μοναδική ανύψωσή του ϕ̃ ◦ f με
αρχή x̃0. Ορίζουμε

ϕ̃(y) = ϕ̃ ◦ f(1)

και παρατηρούμε ότι

p ◦ ϕ̃(y) = p ◦ ϕ̃ ◦ f(1) = ϕ ◦ f(1) = ϕ(y).

Δηλαδή, ο ορισμός μας δίνει πράγματι ανύψωση της ϕ. Πρέπει όμως να δείξουμε ότι η ϕ̃
είναι καλά ορισμένη και συνεχής.

Για το καλώς ορισμένο της ϕ̃, θεωρούμε ένα άλλο μονοπάτι g του Y από το y0 στο y
και την ανύψωση όπως πριν ϕ̃ ◦ g του ϕ ◦ g με αρχή x̃0. Τότε ορίζεται το γινόμενο f · g−1

που είναι θηλειά στο y0 και

[ϕ ◦ (f · g−1)] ∈ ϕ∗
(
π1(Y, y0)

)
⊆ p∗

(
π1(X̃, x̃0)

)
.

Συνεπώς, υπάρχει θηλειά h̃ στο x̃0, έτσι ώστε p∗[h̃] = [ϕ ◦ (f · g−1)]. Όμως

ϕ ◦ (f · g−1) = (ϕ ◦ f) · (ϕ ◦ g)−1 ' p ◦ h̃

και έτσι ϕ ◦ f ' (p ◦ h̃) · (ϕ ◦ g). Έπεται ότι και οι ανυψώσεις αυτών με αρχή το x̃0 θα
είναι ομοτοπικές, δηλαδή ϕ̃ ◦ f ' h̃ · ϕ̃ ◦ g. Έτσι, ϕ̃ ◦ f(1) = ϕ̃ ◦ g(1) που αποδεικνύει
την ανεξαρτησία του ορισμού της ϕ̃ από την επιλογή του μονοπατιού f .

Δείχνουμε τώρα ότι η ϕ̃ είναι συνεχής. Έστω y ∈ Y , U στοιχειώδης περιοχή του
ϕ(y) και Ũ η αντίστοιχη συνιστώσα που περιέχει το ϕ̃(y) ∈ p−1

(
ϕ(y)

)
. Από υπόθεση,
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υπάρχει ανοικτή, κατά τόξα συνεκτική περιοχή V του y με ϕ(V ) ⊆ U . Επιλέγουμε και
σταθεροποιούμε, όπως στον ορισμό της ϕ̃, μονοπάτι f από το y0 στο y. Για κάθε z ∈ V ,
θεωρούμε μονοπάτι h εντός της περιοχής V από το y στο z. Τότε το μονοπάτι f · h έχει
αρχή y0, τέλος z και η εικόνα του ϕ ◦ (f · h) = (ϕ ◦ f) · (ϕ ◦ h) έχει ανύψωση (με αρχή
x̃0) το μονοπάτι

ϕ̃ ◦ f · ϕ̃ ◦ h, όπου ϕ̃ ◦ h =
(
p|Ũ

)−1 ◦ ϕ ◦ h.

Σε αυτό το σημείο πρέπει να σημειωθεί ότι, από την επιλογή της συνιστώσας Ũ , το
μονοπάτι ϕ̃ ◦ h έχει αρχή ϕ̃(y) (δηλαδή, το τέλος του μονοπατιού ϕ̃ ◦ f ) και ότι το μονο
πάτι ϕ ◦ h περιέχεται στο πεδίο ορισμού του περιορισμού της

(
p|Ũ

)−1 αφού ϕ(V ) ⊆ U .
Χρησιμοποιώντας αυτήν την ανύψωση για να “υπολογίσουμε” την εικόνα ϕ̃(z), έχουμε
ότι

ϕ̃(z) =
(
ϕ̃ ◦ f · ϕ̃ ◦ h

)
(1) = ϕ̃ ◦ h(1) =

(
p|Ũ

)−1 ◦ ϕ(z) ∈ Ũ .

Τελικά, ϕ̃|V =
(
p|Ũ

)−1◦ϕ και άρα η ϕ̃ είναι συνεχής (η συνέχεια είναι τοπική έννοια).

Ορισμός 9.2.2. Έστω p1 : X̃1 → X και p2 : X̃2 → X δύο επικαλύψεις ενός χώρου
X . Ένας ομομορφισμός (επικαλύψεων) από την πρώτη επικάλυψη στη δεύτερη είναι μια
συνεχής απεικόνιση ϕ : X̃1 → X̃2, τέτοια ώστε p2 ◦ ϕ = p1. Δηλαδή, το ακόλουθο
διάγραμμα είναι μεταθετικό

X̃1
φ

//

p1
  
@@

@@
@@

@@
X̃2

p2
~~~~
~~
~~
~~

X

Ο ομομορφισμός ϕ θα λέγεται ισομορφισμός (επικαλύψεων), αν επιπροσθέτως η ϕ είναι
ομοιομορφισμός.

Πρόταση 9.2.3. Έστω p1 : (X̃1, x̃1) → (X, x0) και p2 : (X̃2, x̃2) → (X, x0) δύο επικαλύ
ψεις ενός χώρουX , όπου οι χώροιX , X̃1 και X̃2 είναι κατά τόξα συνεκτικοί και τοπικά κατά
τόξα συνεκτικοί. Τότε υπάρχει ισομορφισμός επικαλύψεων ϕ : X̃1 → X̃2 με ϕ(x̃1) = x̃2,
αν και μόνο αν

(p1)∗
(
π1(X̃1, x̃1)

)
= (p2)∗

(
π1(X̃2, x̃2)

)
.

Απόδειξη. Αν υπάρχει ισομορφισμός ϕ όπως παραπάνω, τότε ο ϕ επάγει ισομορφισμό
στις αντίστοιχες θεμελιώδεις ομάδες και αφού p2 ◦ ϕ = p1, έχουμε

(p1)∗
(
π1(X̃1, x̃1)

)
= (p2)∗ ◦ ϕ∗

(
π1(X̃1, x̃1)

)
= (p2)∗

(
π2(X̃2, x̃2)

)
.
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Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι (p1)∗
(
π1(X̃1, x̃1)

)
= (p2)∗

(
π1(X̃2, x̃2)

)
. Εφαρμόζοντας

το κριτήριο ανυψώσεως δύο φορές, βρίσκουμε ανυψώσεις p̃1 και p̃2 των p1 και p2, αντί
στοιχα, όπως στα παρακάτω διαγράμματα:

(X̃2, x̃2)

p2

��

(X̃1, x̃1)

p̃1
99sssssssss

p1
// (X, x0)

(X̃1, x̃1)

p1

��

(X̃2, x̃2)

p̃2
99sssssssss

p2
// (X, x0)

Τότε p2 ◦ p̃1 ◦ p̃2 = p1 ◦ p̃2 = p2 και p̃1 ◦ p̃2(x̃2) = p̃1(x̃1) = x̃2. Από τη μοναδικότητα
των ανυψώσεων, έπεται ότι p̃1 ◦ p̃2 = IdX̃2

. Ομοίως προκύπτει ότι p̃2 ◦ p̃1 = IdX̃1
και η

ανύψωση p̃1 είναι ο ζητούμενος ισομορφισμός.

Λήμμα 9.2.4. Έστω p : X̃ → X ένας χώρος επικάλυψης τουX , x0 ∈ X , x̃0, x̃1 ∈ p−1(x0)

και γ̃ ένα μονοπάτι του X̃ από το x̃0 στο x̃1. Υποθέτουμε ότι οι χώροι X̃ και X είναι κατά
τόξα συνεκτικοί και τοπικά κατά τόξα συνεκτικοί.

1. Αν γ = p ◦ γ̃, τότε [γ]p∗π1(X̃, x̃1)[γ]−1 = p∗π1(X̃, x̃0). Δηλαδή, οι p∗π1(X̃, x̃0) και
p∗π1(X̃, x̃1) είναι συζυγείς υποομάδες της π1(X, x0).

2. Κάθε υποομάδα H της π1(X, x0) που είναι συζυγής με την p∗π1(X̃, x̃0) είναι της
μορφής p∗π1(X̃, x̃) για κάποιο x̃ ∈ p−1(x0).

Απόδειξη. Σημειώνουμε πρώτα ότι το μονοπάτι γ είναι θηλειά στο x0, αφού τα άκρα του
μονοπατιού γ̃ ανήκουν στο νήμα του x0. Θεωρούμε τον ισομορφισμό αλλαγής σημείου
αναφοράς

Φγ̃ : π1(X̃, x̃1) → π1(X̃, x̃0) με Φγ̃([f̃ ]) = [γ̃f̃ γ̃−1].

Τότε

[γ]p∗π1(X̃, x̃1)[γ]
−1 =

{
[p◦(γ̃ ·f̃ ·γ̃−1)] : f̃ ∈ π1(X̃, x̃1)

}
= p∗

(
Im Φγ̃

)
= p∗π1(X̃, x̃0).

Για τον δεύτερο ισχυρισμό, υποθέτουμε ότι p∗π1(X̃, x̃0) = [α]H[α]−1, όπου α θηλειά
στο x0. Θεωρούμε την ανύψωση α̃ της θηλειάς α με αρχή το x̃0 και έστω x̃ = α̃(1).
Ακριβώς όπως πριν, προκύπτει ότι [α]p∗π1(X̃, x̃)[α]−1 = p∗π1(X̃, x̃0) και ως εκ τούτου
H = p∗π1(X̃, x̃).

Αυτό που διαπιστώνουμε από την προηγούμενη απόδειξη είναι ότι ο ισομορφισμός
Φγ̃ “προβάλλεται” στον εσωτερικό αυτομορφισμό Φγ της ομάδας π1(X, x0) και έτσι οι
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εικόνες (μέσω της p∗) των ισόμορφων υποομάδων καθίστανται συζυγείς στην π1(X, x0).

π1(X̃, x̃1)

p∗

��

Φγ̃
// π1(X̃, x̃0)

p∗

��

π1(X, x0) Φγ

// π1(X, x0)

Παρατήρηση 9.2.5. Επί της ουσίας, το προηγούμενο λήμμα λέει ότι καθώς το x̃0 δια
τρέχει το νήμα p−1(x0), οι εικόνες των αντίστοιχων υπομάδων διατρέχουν μια ολόκληρη
κλάση συζυγίας στην π1(X, x0).

Θεώρημα 9.2.6. Έστω p1 : (X̃1, x̃1) → (X, x0) και p2 : (X̃2, x̃2) → (X, x0) δύο επικα
λύψεις ενός χώρουX , όπου οι χώροι X , X̃1 και X̃2 είναι κατά τόξα συνεκτικοί και τοπικά
κατά τόξα συνεκτικοί. Οι επικαλύψεις p1 : (X̃1, x̃1) → (X, x0) και p2 : (X̃2, x̃2) → (X, x0)

είναι ισόμορφες αν και μόνο αν οι υποομάδες (p1)∗
(
π1(X̃1, x̃1)

)
και (p2)∗

(
π1(X̃2, x̃2)

)
της

π1(X, x0) είναι συζυγείς.

Απόδειξη. Αν υπάρχει ισομορφισμός επικαλύψεων ϕ : X̃1 → X̃2, τότε, από την Πρόταση
9.2.3, (p1)∗

(
π1(X̃1, x̃1)

)
= (p2)∗

(
π1(X̃2, ϕ(x̃1))

)
. Όμως από το προηγούμενο λήμμα οι

υποομάδες (p2)∗
(
π1(X̃2, ϕ(x̃1))

)
και (p2)∗

(
π1(X̃2, x̃2)

)
είναι συζυγείς, αφού τα σημεία

ϕ(x̃1) και x̃2 ανήκουν στο ίδιο νήμα.
Αντίστροφα, αν οι υποομάδες είναι συζυγείς, τότε αλλάζοντας στοιχείο στο νήμα και

χρησιμοποιώντας το προηγούμενο λήμμα, εξασφαλίζουμε ισότητα των υποομάδων που
προκύπτουν και το συμπέρασμα έπεται από την Πρόταση 9.2.3.

Θεώρημα 9.2.7. Έστω X ένας κατά τόξα συνεκτικός, τοπικά κατά τόξα συνεκτικός και
ημιτοπικά απλά συνεκτικός τοπολογικός χώρος και x0 ένα σημείο αναφοράς του X . Τότε
υπάρχει μια 1 − 1 και επί απεικόνιση Ψ μεταξύ των κλάσεων ισομορφίας των κατά τόξα
συνεκτικών επικαλύψεων p : X̃ → X του X και των κλάσεων συζυγίας των υποομάδων
της π1(X, x0), η οποία λαμβάνεται αντιστοιχίζοντας την κλάση ισομορφίας της επικάλυψης
p : X̃ → X στην κλάση συζυγίας της υποομάδος p∗

(
π1(X̃, x̃0)

)
, όπου x̃0 ∈ p−1(x0).

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Λήμμα 9.2.4, ο ορισμός της απεικονίσεωςΨ δεν εξαρτάται από
την επιλογή του x̃0 στο νήμα του x0 και από το προηγούμενο θεώρημα δεν εξαρτάται,
επίσης, από την επιλογή του αντιπροσώπου στην κλάση ισομορφίας της επικαλύψεως
p : X̃ → X . Το 1 − 1 προκύπτει επίσης από το προηγούμενο θεώρημα, ενώ το επί είναι
συνέπεια της ύπαρξης απλά συνεκτικού χώρου επικάλυψης (βλ. Πρόταση 9.1.7).
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Στη συνέχεια, ο στόχος μας είναι να δείξουμε (με τις συνήθεις υποθέσεις συνεκτικότη
τας) την καθολικότητα των απλά συνεκτικών χώρων επικάλυψης, δηλαδή, ότι κάθε χώρος
επικάλυψης ενός χώρουX επικαλύπτεται από ένα απλά συνεκτικό χώρος επικάλυψης του
X .

Λήμμα 9.2.8. Έστω p1 : X̃1 → X και p2 : X̃2 → X δύο επικαλύψεις ενός χώρουX , όπου
οι χώροι X , X̃1 και X̃2 είναι κατά τόξα συνεκτικοί και τοπικά κατά τόξα συνεκτικοί. Κάθε
ομομορφισμός επικαλύψεων ϕ : X̃1 → X̃2 είναι προβολή επικάλυψης.

X̃1
φ

//

p1
  
@@

@@
@@

@@
X̃2

p2
~~~~
~~
~~
~~

X

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε πρώτα ότι η ϕ είναι επί. Έστω x̃1 ∈ X̃1, x̃2 = ϕ(x̃1) και
x = p1(x̃1) = p2(x̃2). Για το τυχαίο x̃ ∈ X̃2, θεωρούμε μονοπάτι γ̃ στον X̃2 από το x̃2
στο x̃. Τότε η σύνθεση p2 ◦ γ̃ είναι μονοπάτι του X με αρχή το x. Αν f̃ είναι η μοναδική
ανύψωση του p2◦ γ̃ με αρχή x̃1, τότε p2◦ϕ◦ f̃ = p1◦ f̃ = p2◦ γ̃ και ϕ◦ f̃(0) = x̃2 = γ̃(0).
Από τη μοναδικότητα των ανυψώσεων έπεται ότι ϕ◦ f̃ = γ̃ και άρα ϕ

(
f̃(1)

)
= γ̃(1) = x̃.

Δηλαδή, η ϕ είναι επί.
Στη συνέχεια θα βρούμε στοιχειώδη περιοχή (ως προς ϕ) για το τυχαίο x̃ ∈ X̃2. Εφό

σον ο χώρος X είναι τοπικά κατά τόξα συνεκτικός, μπορούμε να βρούμε κατά τόξα συ
νεκτική περιοχή U του x = p2(x̃) η οποία να είναι στοιχειώδης περιοχή και ως προς την
προβολή p1 και ως προς την p2. Έστω V η συνιστώσα της αντίστροφης εικόνας p−1

2 (U)

που περιέχει το x̃. Θα δείξουμε ότι η V είναι στοιχειώδης περιοχή του x̃ ως προς ϕ.
Παρατηρούμε ότι κάθε συνιστώσαUα της αντίστροφης εικόνας p−1

1 (U), απεικονίζεται
μέσω της ϕ στην αντίστροφη εικόνα p−1

2 (U). Επιπροσθέτως, αφού κάθε συνιστώσα Uα

είναι συνεκτική (ως ομοιομορφική με την περιοχήU ), ηϕ την απεικονίζει σε μια μόνο από
τις συνιστώσες της αντίστροφης εικόνας p−1

2 (U). Συνεπώς, η αντίστροφη εικόνα ϕ−1(V )

είναι η ξένη ένωση εκείνων των συνιστωσών Uα που απεικονίζονται μέσω της ϕ στην V ,
αφού

tαUα = p−1
1 (U) = ϕ−1

(
p−1
2 (U)

)
και έτσι ϕ−1(V ) = tα

(
Uα ∩ ϕ−1(V )

)
.

Τέλος, από τη μεταθετικότητα του ακόλουθου διάγραμματος (των αντίστοιχων περιο
ρισμών), προκύπτει ότι για κάθε τέτοια συνιστώσα Uα ο περιορισμός ϕ| : Uα → V είναι
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ομοιομορφισμός

Uα
φ|

//

p1|   
AA

AA
AA

AA
V

p2|����
��
��
��

U

και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Πρόταση 9.2.9. Έστω X ένας ημιτοπικά απλά συνεκτικός χώρος και p : X̃ → X ένας
απλά συνεκτικός χώρος επικάλυψης του χώρου X , όπου ως συνήθως υποθέτουμε ότι οι
χώροι X̃ καιX είναι κατά τόξα συνεκτικοί και τοπικά κατά τόξα συνεκτικοί. Αν p1 : X̃1 →
X είναι μια άλλη επικάλυψη του X , τότε υπάρχει επικάλυψη ϕ : X̃ → X̃1.

X̃1

p1

��

X̃

φ
??��������

p
// X

Απόδειξη. Εφόσον ο X̃ είναι απλά συνεκτικός, από το κριτήριο ύπαρξης ανυψώσεων
υπάρχει ομομορφισμός επικαλύψεων ϕ : X̃ → X̃1, ο οποίος από το προηγούμενο λήμμα
είναι απεικόνιση επικάλυψης.

Παρατήρηση 9.2.10. Λόγω της προηγούμενης πρότασης, ένας απλά συνεκτικός χώρος
επικάλυψης X̃ τουX επικαλύπτει κάθε άλλο χώρο επικάλυψης τουX . Αυτός είναι ο λόγος
που ο X̃ λέγεται καθολικός χώρος επικάλυψης του X . Επίσης, ο X̃ είναι μοναδικός ως
προς ισομορφισμό επικαλύψεων, αφού δύο απλά συνεκτικοί χώροι επικάλυψης του X
είναι μεταξύ τους ισόμορφοι (αντιστοιχούν στην τετριμμένη υποομάδα).

9.3 Μετασχηματισμοί Επικαλύψεων

Για έναν χώρο επικάλυψης p : X̃ → X ένας ισομορφισμός επικάλυψης ϕ : X̃ → X̃

λέγεται μετασχηματισμός της επικάλυψης.

X̃
φ

//

p
��
@@

@@
@@

@@
X̃

p
��~~
~~
~~
~~

X

Οι μετασχηματισμοί της επικάλυψης p : X̃ → X αποτελούν ομάδα με πράξη τη σύνθεση,
την οποία συμβολίζουμε με G(X̃, p) ή πιο απλά με G(X̃).
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Αν ο χώρος X̃ είναι συνεκτικός, τότε ένας μετασχηματισμός ϕ ∈ G(X̃) καθορίζεται
πλήρως από την εικόνα του σε ένα μόνο σημείο. Πράγματι, αν ϕ, ψ ∈ G(X̃) και ϕ(x̃) =
ψ(x̃) για κάποιο x̃ ∈ X̃ , τότε, από τη μοναδικότητα των ανυψώσεων, έπεται ότι ϕ = ψ,
αφού οι μετασχηματισμοί ϕ και ψ είναι ανυψώσεις της προβολής p.

Παράδειγμα 9.3.1. Για τον χώρο επικάλυψης p : R → S1 με p(x) = e2πix η ομάδα
μετασχηματισμών απoτελείται από τις απεικονίσεις

Ln : R → R με Ln(x) = x+ n, n ∈ Z,

η οποία εύκολα διαπιστώνουμε ότι είναι άπειρη κυκλική.

Παράδειγμα 9.3.2. Οι μετασχηματισμοί της συνήθους επικάλυψης Sn → RPn, n ≥ 2

είναι η ταυτοτική απεικόνιση και η αντιποδική απεικόνιση.

Παρατηρούμε ότι κάθε μετασχηματισμός μιας επικάλυψης απεικονίζει κάθε στοιχείο
ενός νήματος στο ίδιο νήμα (ως ομομορφισμός επικάλυψης) και έτσι μεταθέτει τα στοιχεία
κάθε νήματος, αφού είναι 1− 1 και επί.

Ορισμός 9.3.3. Ένας χώρος επικάλυψης p : X̃ → X ενός χώρου X λέγεται κανονικός,
αν η ομάδα G(X̃) δρα μεταβατικά στο νήμα p−1(x) του x για κάθε x ∈ X . Δηλαδή,
για κάθε x ∈ X και κάθε ζεύγος σημείων x̃1, x̃2 ∈ p−1(x), υπάρχει μετασχηματισμός
ϕ ∈ G(X̃) με ϕ(x̃1) = x̃2.

Είναι εύκολο να αποδειχθεί (για κατά τόξα συνεκτικούς χώρους) ότι αν η ομάδαG(X̃)

δρα μεταβατικά σε ένα νήμα, τότε δρα και σε κάθε άλλο νήμα.

Πρόταση 9.3.4. Έστω p : X̃ → X ένας κατά τόξα συνεκτικός χώρος επικάλυψης ενός κατά
τόξα συνεκτικού και τοπικά κατά τόξα συνεκτικού χώρουX , x0 ∈ X και x̃0 ∈ p−1(x0). Αν
συμβολίσουμε με H την υποομάδα p∗π1(X̃, x̃0) της π1(X, x0), τότε:

1. Η ανωτέρω επικάλυψη είναι κανονική αν και μόνο αν ηH είναι κανονική υποομάδα
της π1(X, x0).

2. Η ομάδα μετασχηματισμών G(X̃) της επικάλυψης είναι ισόμορφη με την ομάδα πη
λίκοN(H)/H , όπουN(H) είναι η κανονικοποιούσα τηςH στην π1(X, x0). Ιδιαιτέ
ρως,G(X̃) ∼= π1(X, x0)/H , αν η επικάλυψη είναι κανονική. ΆραG(X̃) ∼= π1(X, x0),
στην περίπτωση που ο X̃ είναι απλά συνεκτικός.
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Απόδειξη. Μια υποομάδα είναι κανονική αν και μόνο αν η κλάση συζυγίας της είναι μο
νοσύνολο. Από το Λήμμα 9.2.4, η κλάση συζυγίας της H αποτελείται από τις εικόνες
p∗π1(X̃, x̃), καθώς το x̃ διατρέχει το νήμα του x0. Συνεπώς η υποομάδαH είναι κανονική
αν και μόνο αν p∗π1(X̃, x̃1) = p∗π1(X̃, x̃2) για κάθε ζεύγος στοιχείων x̃1, x̃2 ∈ p−1(x0),
το οποίο, λόγω της Πρότασης 9.2.3, είναι ισοδύναμο με το να δρα η G(X̃) μεταβατικά
στο νήμα του x0.

Για την απόδειξη του δεύτερου ισχυρισμού, ορίζουμε απεικόνιση

Φ : N(H) → G(X̃)

ως εξής: Για κάθε [g] ∈ N(H), όπου g θηλειά στο x0, θεωρούμε την ανύψωση g̃ της g με
αρχή το x̃0. Αν x̃1 είναι το τέλος της ανυψώσεως g̃, τότε

[g]p∗π1(X̃, x̃1)[g]
−1 = [p ◦ g̃]p∗π1(X̃, x̃1)[p ◦ g̃]−1 = p∗π1(X̃, x̃0).

Εφόσον το στοιχείο [g] ανήκει στην κανονικοποιούσα της H , έπεται ότι

p∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1)

και άρα υπάρχει μοναδικός μετασχηματισμός ϕg ∈ G(X̃) με ϕg(x̃0) = x̃1. Σημειώνουμε
πως το σημείο x̃1 και κατ’ επέκταση ο μετασχηματισμός ϕg, δεν εξαρτάται από την επι
λογή της θηλειάς g στην κλάση ομοτοπίας της, γιατί όλοι οι αντιπρόσωποι είναι ομοτοπικά
μονοπάτια και συνεπώς οι ανυψώσεις αυτών με αρχή το x̃0 είναι επίσης ομοτοπικές και
ιδιαιτέρως έχουν τα ίδια άκρα. Ορίζουμε Φ([g]) = ϕg.

Η Φ είναι ομομορφισμός ομάδων: Έστω [g1], [g2] ∈ N(H) και g̃1, g̃2, g̃1g2 οι ανυψώ
σεις των g1, g2, g1g2, αντίστοιχα, με αρχή το x̃0. Θα δείξουμε ότι

ϕg1g2(x̃0) = ϕg1 ◦ ϕg2(x̃0)

από όπου προκύπτει ότι ϕg1g2 = ϕg1ϕg2 . Παρατηρούμε ότι ϕg1 ◦ g̃2(0) = ϕg1(x̃0) = g̃1(1).
Δηλαδή, ορίζεται το γινόμενο g̃1 · (ϕg1 ◦ g̃2) και

p ◦
(
g̃1 · (ϕg1 ◦ g̃2)

)
= (p ◦ g̃1) · (p ◦ ϕg1 ◦ g̃2) = g1 · (p ◦ g̃2) = g1 · g2.

Αυτό σημαίνει ότι το μονοπάτι g̃1 · (ϕg1 ◦ g̃2) είναι ανύψωση του μονοπατιού g1 · g2 με
αρχή x̃0 και ως εκ τούτου ισούται με την ανύψωση g̃1g2. Έτσι,

ϕg1g2(x̃0) = g̃1g2(1) = ϕg1 ◦ g̃2(1) = ϕg1 ◦ ϕg2(x̃0).
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Ο ομομορφισμός Φ είναι επί: Έστω ϕ ∈ G(X̃) και x̃1 = ϕ(x̃0). Τότε

p∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1).

Από την άλλη, αν επιλέξουμε μονοπάτι g̃ από το x̃0 στο x̃1, τότε για την προβολή του
g = p ◦ g̃, έχουμε ότι

[g]p∗π1(X̃, x̃1)[g
−1] = p∗π1(X̃, x̃0).

Από τα παραπάνω έπεται ότι το στοιχείο [g] ανήκει στην κανονικοποιούσα της H και
Φ([g]) = ϕ.

kerΦ = H: Ένα στοιχείο [g] ∈ N(H) ανήκει στον πυρήνα της Φ αν και μόνο αν
ο μετασχηματισμός ϕg είναι η ταυτοτική απεικόνιση, ισοδύναμα, ϕg(x̃0) = x̃0. Αυτό
σημαίνει ότι η ανύψωση g̃ της g με αρχή το x̃0 είναι θηλειά. Συνεπώς, ο πυρήνας της
Φ αποτελείται από εκείνα τα στοιχεία [g] των οποίων οι ανυψώσεις με αρχή το x̃0 είναι
θηλειές. Αυτά όμως είναι τα στοιχεία της εικόνας H = p∗π1(X̃, x̃0) (βλ.Πρόταση ??).

H απόδειξη ολοκληρώνεται από το πρώτο θεώρημα ισομορφισμών.

Έστω p : X̃ → X μια επικάλυψη και G(X̃) η αντίστοιχη ομάδα μετασχηματισμών.
Αν ο χώρος X̃ είναι συνεκτικός, τότε η φυσική δράση τηςG(X̃) στον χώρο X̃ ικανοποιεί
την ακόλουθη ιδιότητα:

Για κάθε x̃ ∈ X̃ υπάρχει ανοικτή περιοχή U του x̃, έτσι ώστε για κάθε ζεύγος
διαφορετικών μετασχηματισμών g1, g2 ∈ G(X̃), οι “μεταφορές” g1(U) και
g2(U) της περιοχής U είναι ξένες, δηλαδή, g1(U) ∩ g2(U) = ∅.

Πράγματι, αρκεί να επιλέξουμε ως U μια συνιστώσα κάποιας στοιχειώδους περιοχής
του p(x̃). Τότε ηU περιέχει το πολύ ένα στοιχείο από κάθε νήμα. Συνεπώς, αν υποθέσουμε
ότι g1(U) ∩ g2(U) 6= ∅, τότε g1x̃1 = g2x̃2, για κάποια x̃1, x̃2 ∈ U και άρα p(x̃1) = p(x̃2).
Έπεται ότι x̃1 = x̃2 και έτσι g1x̃1 = g2x̃1 που συνεπάγεται ότι g1 = g2.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια κανονική επικάλυψη p : X̃ → X . Τότε η ομάδαG(X̃)

δρα μεταβατικά σε κάθε νήμα και συνεπώς p(x) = p(y) αν και μόνο αν ϕ(x) = y για
κάποιο μετασχηματισμό ϕ ∈ G(X̃). Εφόσον η προβολή p είναι απεικόνιση πηλίκο προ
κύπτει ότι ο χώρος πηλίκο X̃/G(X̃) είναι ομοιομορφικός με τον X . Το περιεχόμενο της
επόμενης πρότασης είναι ότι κανονικές επικαλύψεις προκύπτουν μέσω μιας τέτοιας δια
δικασίας.
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Πρόταση 9.3.5. Υποθέτουμε ότι μια ομάδα G δρα με ομοιομορφισμούς σε έναν χώρο Y ,
έτσι ώστε η δράση ικανοποιεί την προηγούμενη ιδιότητα. Δηλαδή, για κάθε y ∈ Y υπάρχει
ανοικτή περιοχή U του y, έτσι ώστε g1 · U ∩ g2 · U = ∅ για κάθε ζεύγος διαφορετικών
στοιχείων g1 και g2 της G. Τότε:

1. Η απεικόνιση πηλίκο p : Y → Y /G είναι προβολή κανονικής επικάλυψης.

2. Αν ο χώρος Y είναι συνεκτικός, τότε η G είναι η ομάδα μετασχηματισμών της κανο
νικής επικάλυψης p : Y → Y /G.

3. Η ομάδαG είναι ισόμορφη με την ομάδα πηλίκο π1(Y /G)/p∗
(
π1(Y )

)
, αν ο Y είναι

κατά τόξα συνεκτικός και τοπικά κατά τόξα συνεκτικός.

Απόδειξη. Η απεικόνιση p είναι επί και συνεχής ως απεικόνιση πηλίκο. Επιπροσθέτως, η
p είναι ανοικτή. Πράγματι, έστω U ανοικτό υποσύνολο του Y . Αφού η p είναι απεικόνιση
πηλίκο, το p(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του Y /G αν και μόνο αν η αντίστροφη εικόνα
p−1

(
p(U)

)
είναι ανοικτό υποσύνολο του Y , το οποίο όμως είναι ανοικτό ως ένωση των

ανοικτών g · U , g ∈ G.
Για να δείξουμε ότι είναι απεικόνιση επικάλυψης, θεωρούμε τυχαίο [y] ∈ Y /G και

ανοικτή περιοχή U του y τέτοια, ώστε U ∩ g · U = ∅ για κάθε g 6= 1. Θα δείξουμε
ότι το ανοικτό p(U) είναι στοιχειώδης περιοχή της τροχιάς [y] του y. Όπως ήδη έχουμε
σημειώσει

p−1
(
p(U)

)
=

⋃
g∈G

g · U.

Από την επιλογή της περιοχήςU , προκύπτει ότι η παραπάνω ένωση είναι ξένη, εφόσον
g1 · U ∩ g2 · U = ∅ αν και μόνο αν U ∩ g−1

1 g2 · U = ∅. Παρατηρούμε ότι ο περιορισμός
p : g ·U → p(U) είναι 1− 1: αν p(gx1) = p(gx2), για κάποια x1, x2 ∈ U , τότε τα gx1 και
gx2 ανήκουν στην ίδια τροχιά και άρα υπάρχει στοιχείο g1 ∈ G με g1gx1 = gx2. Από την
επιλογή της περιοχής U , έπεται ότι g1g = g δηλαδή g1 = 1 και έτσι g1 = g2. Τελικά, ο
περιορισμός p : g ·U → p(U) είναι ομοιομορφισμός, αφού είναι συνεχής ως περιορισμός
συνεχούς, επί, ανοικτή ως περιορισμός ανοικτής σε ανοικτό και 1− 1.

Είναι άμεσο ότιG ⊆ G(Y ), αφού p◦g = p για κάθε στοιχείο g της ομάδαςG. Εφόσον
η G δρα μεταβατικά σε κάθε νήμα (δύο στοιχεία ανήκουν στο ίδιο νήμα αν και μόνο αν
ανήκουν στην ίδια τροχιά) το ίδιο κάνει και η ομάδα G(Y ) που την περιέχει, το οποίο
σημαίνει ότι η επικάλυψη είναι κανονική.
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Για τον δεύτερο ισχυρισμό, αν ϕ ∈ G(Y ) και y ∈ Y , τότε, αφού p ◦ ϕ = p, τα
y και ϕ(y) ανήκουν στην ίδια τροχιά. Δηλαδή, υπάρχει g ∈ G με gy = ϕ(y). Από τη
μοναδικότητα των ανυψώσεων, έπεται ότι g = ϕ και έτσι G = G(Y ).

Ο τελευταίος ισχυρισμός προκύπτει άμεσα από την προηγούμενη πρόταση.

Ασκήσεις

9.1 Αποδείξτε ότι αν n > 1, κάθε συνεχής απεικόνιση f : Sn → S1 είναι ομοτοπική με
σταθερή απεικόνιση. [Υπόδειξη: χρησιμοποιήστε το κριτήριο ύπαρξης ανυψώσεων.]

9.2 Κάθε συνεχής απεικόνιση f : RP2 → S1 είναι ομοτοπική με σταθερή απεικόνιση.

9.3 Ποιος είναι ο καθολικός χώρος επικάλυψης της σφήνας S1 ∨ S2;

9.4 Έστω Y = [0, 1] × R και ϕ : Y → Y ο ομοιομορφισμός που δίνεται από τον τύπο
ϕ(x, y) = (1− x, 1 + y).

(i) Αν συμβολίσουμε με 〈ϕ〉 την κυκλική υποομάδα της ομάδας ομοιομορφισμών
του Y που παράγεται από τον ομοιομορφισμό ϕ, τότε η απεικόνιση πηλίκο p :

Y → Y /〈ϕ〉 είναι προβολή κανονικής επικάλυψης και 〈ϕ〉 ∼= π1(Y /〈ϕ〉).

(ii) Ποιος είναι ο χώρος επικάλυψης του Y /〈ϕ〉 που αντιστοιχεί στην υποομάδα
〈ϕ2〉;

(iii) Να δειχθεί ότι ο κύλινδρος [0, 1] × S1 είναι χώρος επικάλυψης της ταινίας του
Möbius δείκτου 2 (δηλαδή κάθε νήμα αποτελείται από δύο ακριβώς στοιχεία).

9.5 Έστω G η υποομάδα της ομάδας ομοιομορφισμών του R2 που παράγεται από τους
ομοιομορφισμούς (ισομετρίες μάλιστα) ϕ και ψ, όπου ϕ(x, y) = (1 + x, y) και
ψ(x, y) = (1− x, 1 + y).

(i) Να δειχθεί ότι ο χώρος τροχιών R2/G είναι ομοιομορφικός με την μποτίλια του
KleinK.

(ii) Η θεμελιώδης ομάδα του χώρου K δεν είναι αβελιανή.

(iii) Να δειχθεί ότι η μποτίλια του Klein επικαλύπτεται από τη σπείρα S1 ×S1, έτσι
ώστε κάθε νήμα αποτελείται από δύο ακριβώς στοιχεία.
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9.6 Έστω p : X̃ → X μια προβολή επικάλυψης, όπου ο χώρος X είναι κατά τόξα συνε
κτικός και έστω x0 ∈ X . Για κάθε στοιχείο [γ] ∈ π1(X, x0) και σημείο x̃ στο νήμα
p−1(x0) του x0, θεωρούμε την ανύψωση γ̃ με αρχή το x̃.

(i) Αποδείξτε ότι ο τύπος x̃·[γ] = γ̃(1) ορίζει μια δεξιά δράση της ομάδας π1(X, x0)
στο νήμα p−1(x0).

(ii) Αποδείξτε ότι η παραπάνω δράση είναι μεταβατική αν και μόνο αν ο X̃ είναι
κατά τόξα συνεκτικός.

(iii) Ποια είναι η σταθεροποιούσα του σημείου ỹ ∈ p−1(x0);

9.7 Έστω p : (X̃, x̃0) → (X, x0) μια προβολή επικάλυψης, όπου ο χώρος X̃ είναι κατά
τόξα συνεκτικός και ο X κατά τόξα συνεκτικός και τοπικά κατά τόξα συνεκτικός.
Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η p∗
(
π1(X̃, x̃0)

)
είναι κανονική υποομάδα της π1(X, x0).

(ii) Για κάθε θηλειά τουX στο x0, είτε όλες οι ανυψώσεις της είναι θηλειές ή καμία
ανύψωσή της δεν είναι θηλειά.

9.8 ΈστωX = S1∨S1 η σφήνα δύο κύκλων και x0 η βάση της σφήνας. Κάθε κύκλος της
σφήνας μας δίνει από έναν γεννήτορα της π1(X, x0). Αν συμβολίσουμε μεα, β αυτούς
τους γεννήτορες, τότε π1(X, x0) ∼= Z ∗ Z = F (α, β). Θεωρούμε τον ομομορφισμό
φ : F (α, β) → Z3 = 〈g〉 που επάγεται από την απεικόνιση α 7→ g και β 7→ g. Να
βρεθεί ο χώρος επικάλυψης του X που αντιστοιχεί στον πυρήνα kerφ.

9.9 Χρησιμοποιήστε χώρους επικάλυψης για να αποδείξετε ότι οι ελεύθερες ομάδες είναι
προσεγγιστικά πεπερασμένες.

9.10 Έστω p2 : X2 → X1 και p1 : X1 → X δύο απεικονίσεις επικάλυψης. Αν το νήμα
p−1
1 (x) είναι πεπερασμένο για κάθε x ∈ X , τότε η σύνθεση p1 ◦ p2 : X2 → X είναι
απεικόνιση επικάλυψης.
Υπόδειξη: Για το τυχαίο x ∈ X επιλέξτε p1στοιχειώδη περιοχή U με αντίστοιχες
συνιστώσες Ui καθεμία από τις οποίες να περιέχει p2στοιχειώδη περιοχή Vi. Η τομή
∩ip1(Vi) είναι στοιχειώδης περιοχή του x για τη σύνθεση.

9.11 ΈστωX = S1×S1×· · · ο χώρος γινόμενο αριθμησίμου (όχι πεπερασμένου) πλήθους
αντιτύπων του S1, X̃n = Rn × S1 × S1 × · · · , n ≥ 1, και pn : X̃n → X η προβολή
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επικάλυψης που ορίζεται ως

pn(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . .) = (e2πix1 , e2πix2 , . . . , e2πixn , xn+1, xn+2 . . .).

Θεωρούμε τη σφήνα ∨nX̃n και τον χώρο γινόμενοN+×X , όπου τοN+ είναι εφοδια
σμένο με τη διακριτή τοπολογία. Η απεικόνιση p : ∨X̃n → N+ ×X που ορίζεται με
p|X̃n

= (n, pn) : X̃n → {n} ×X είναι απεικόνιση επικάλυψης η q : N+ ×X → X ,
όπου q(m,x) = x, είναι επίσης απεικόνιση επικάλυψης, ενώ η σύνθεση τους ∨X̃n →
N+ ×X → X δεν είναι.
Υπόδειξη: κανένα ανοικτό υποσύνολο τουX δεν μπορεί να αποτελεί στοιχειώδη πε
ριοχή για τη σύνθεση.

9.12 Έστω p2 : X2 → X1 και p1 : X1 → X απεικονίσεις επικάλυψης. Αν οX είναι τοπικά
κατά τόξα συνεκτικός και ημιτοπικά απλά συνεκτικός, τότε η σύνθεση p1◦p2 : X2 →
X είναι απεικόνιση επικάλυψης.
Υπόδειξη: Για το τυχαίο x ∈ X , κάθε περιοχή U με την ιδιότητα η ένθεση της U στο
X να επάγει τον τετριμμένο ομομορφισμό π1(U, x) → π1(X, x) αποτελεί στοιχειώδη
περιοχή του x, της οποίας οι συνιστώσες απολαμβάνουν την ίδια ιδιότητα (δηλαδή η
ένθεση επάγει τον τετριμμένο ομομορφισμό).

9.13 Έστω X ένας κατά τόξα συνεκτικός, τοπικά κατά τόξα συνεκτικός και ημιτοπικά
απλά συνεκτικός χώρος. Μια επικάλυψη p : X̃ → X , όπου X̃ κατά τόξα συνεκτικός,
λέγεται αβελιανή, αν είναι κανονική, και η αντίστοιχη ομάδα μετασχηματισμών εί
ναι αβελιανή. Αποδείξτε ότι οX επιδέχεται μια (“καθολική”) αβελιανή επικάλυψη η
οποία επικαλύπτει κάθε άλλη αβελιανή επικάλυψη του X (για αυτό “καθολική”) και
είναι μοναδική, ως προς ισομορφισμό (επικαλύψεων), με αυτή την ιδιότητα, δηλαδή
να επικαλύπτει κάθε άλλη αβελιανή.

9.14 Έστω H διακριτή υποομάδα (δηλαδή είναι διακριτός χώρος με τη σχετική τοπολο
γία) μιας συνεκτικής και τοπικά κατά τόξα συνεκτικής τοπολογικής ομάδας G. Απο
δείξτε ότι η δράση της H στην G με πολλαπλασιασμό από δεξιά είναι δράση χώ
ρου επικάλυψης υπό την έννοια ότι για κάθε x ∈ G υπάρχει περιοχή U του x, έτσι
ώστε g = 1 οποτεδήποτε U ∩ U · g 6= ∅, και ως εκ τούτου η απεικόνιση πηλίκο
G → G/H ορίζει κανονικό χώρο επικάλυψης. Αν επιπλέον η G είναι απλά συνε
κτική, τότε π1(G/H, 1) ∼= H .
Υπόδειξη: Θεωρήστε περιοχή V της μονάδας με την ιδιότητα V ∩ H = {1}, την
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αντίστροφή της εικόνα µ−1(V ) μέσω της συνεχούς µ(g, h) = g−1h και μια βασική
ανοικτή περιοχή U1 × U2 του (1, 1) εντός της αντίστροφης εικόνας µ−1(V ).
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