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Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγουμε το πλέον βασικό αντικείμενο της αλγεβρικής τοπο
λογίας, τη θεμελιώδη ομάδα. Προκειμένου να γίνει αυτό ορίζουμε πρώτα την έννοια της
ομοτοπίας μεταξύ συνεχών απεικονίσεων τοπολογικών χώρων και αποδεικνύουμε, με
ταξύ άλλων, ότι η έννοια της ομοτοπίας μεταξύ μονοπατιών ενός τοπολογικού χώρου
είναι σχέση ισοδυναμίας. Η θεμελιώδης ομάδα ενός χώρου X σε ένα σημείο αναφοράς
x0 ∈ X είναι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας των μονοπατιών του X με αρχή και
τέλος το σημείο αναφοράς εφοδιασμένο με κατάλληλο γινόμενο.

6.1 Ομοτοπία

Ορισμός 6.1.1. Έστω X , Y δύο τοπολογικοί χώροι και f, g : X −→ Y δύο συνεχείς
απεικονίσεις. Μια ομοτοπία από την f στην g είναι μια συνεχής απεικόνιση H : X ×
[0, 1] −→ Y τέτοια, ώστε H(x, 0) = f(x) και H(x, 1) = g(x) για κάθε x ∈ X .
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Σχήμα 6.1: Σχηματικά η έννοια της ομοτοπίας.

Αν υπάρχει ομοτοπία H από την f στην g λέμε ότι οι f και g είναι ομοτοπικές και
συμβολίζουμε με f ' g ή και f H' g, όταν θέλουμε να αναφερθούμε σε συγκεκριμένη
ομοτοπία.

Μια ομοτοπία ορίζει μια μονοπαραμετρική οικογένεια συνεχών απεικονίσεων Ht :

X −→ Y , t ∈ [0, 1], έτσι ώστε H0 = f και H1 = g. Συνήθως σκεφτόμαστε την παράμε
τρο t ως χρόνο και την ομοτοπία H ως “μετασχηματισμό” της f στην g, καθώς ο χρόνος
πηγαίνει από το 0 στο 1. Η συνέχεια της H εγγυάται ότι ο μετασχηματισμός γίνεται με
συνεχή τρόπο χωρίς “σπασίματα” ή “άλματα”.

Παράδειγμα 6.1.2. Για κάθε τοπολογικό χώρο X , κάθε δύο συνεχείς απεικονίσεις f, g :
X −→ Rn είναι ομοτοπικές. Πράγματι, ορίζουμε τη (“γραμμική”) ομοτοπία H : X ×
[0, 1] −→ Rn μέσω του τύπου H(x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x). Γενικότερα, αν ο Y
είναι κυρτός υπόχωρος του Rn, τότε κάθε δύο συνεχείς απεικονίσεις f, g : X −→ Y

είναι ομοτοπικές, αφού σε αυτήν την περίπτωση ο ίδιος τύπος για την ομοτοπία δίνει ότι
H(x, t) ∈ Y για κάθε x ∈ X και t ∈ [0, 1].

Στα επόμενα δύο λήμματα παρουσιάζουμε κάποιες βασικές ιδιότητες της ομοτοπίας.

Λήμμα 6.1.3. Για κάθε ζεύγος τοπολογικών χώρωνX και Y , η ομοτοπία είναι σχέση ισο
δυναμίας στο σύνολο των συνεχών απεικονίσεων από τον X στον Y .



Κεφάλαιο 6. Η Θεμελιώδης Ομάδα 137

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε ότι η σχέση που ορίζεται μέσω της ομοτοπίας, όπως πριν, είναι
ανακλαστική, συμμετρική και μεταβατική.

• Αν f : X −→ Y , τότε είναι άμεσο ότι f ' f . Πράγματι, ορίζουμεH(x, t) = f(x),
για κάθε x ∈ X και t ∈ [0, 1].

• Αν η H είναι μια ομοτοπία από την f στην g (δηλαδή f H' g), τότε η H̃(x, t) =

H(x, 1− t) είναι ομοτοπία από την g στην f και άρα g ' f .

• Αν f F' g και g G' h, τότε ορίζουμε ομοτοπία H από την f στην h ως εξής:

H(x, t) =


F (x, 2t), αν 0 ≤ t ≤ 1/2

G(x, 2t− 1), αν 1/2 ≤ t ≤ 1.

Είναι άμεσο ότι η παραπάνω ομοτοπίαH είναι καλά ορισμένη, ενώ η συνέχειά της
έπεται από το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 6.1.4 (Λήμμα της συγκόλλησης). Αν F1, . . . , Fn είναι ένα πεπερασμένο κάλυμμα
ενός τοπολογικού χώρου X αποτελούμενο από κλειστά υποσύνολά του και f : X → Y

είναι μια απεικόνιση από τον X σε έναν τοπολογικό χώρο Y τέτοια, ώστε ο περιορισμός
της f |Fi

σε κάθε Fi είναι συνεχής, τότε και η f είναι συνεχής.

Εφόσον δεν αναφέρεται κάτι διαφορετικό, καθένα από τα υποσύνολα Fi του X θεω
ρείται ότι είναι εφοδιασμένο με τη σχετική τοπολογία.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε ότι η f αντιστρέφει τα κλειστά υποσύνολα του Y σε
κλειστά υποσύνολα του X . Αν το A είναι ένα κλειστό υποσύνολο του Y , τότε

f−1(A) =
n⋃
i=1

(
f−1(A) ∩ Fi

)
=

n⋃
i=1

(
(f |Fi

)−1(A)
)
.

Εφόσον ο περιορισμός f |Fi
της f σε κάθε Fi είναι συνεχής, έπεται ότι καθένα από τα σύ

νολα (f |Fi
)−1(A) είναι κλειστό στον Fi και άρα κλειστό στονX . Συνεπώς, η αντίστροφη

εικόνα f−1(A) είναι κλειστό ως πεπερασμένη ένωση κλειστών.

Λήμμα 6.1.5. Η ομοτοπία διατηρείται από συνθέσεις. Πιο συγκεκριμένα, έστω f0, f1 :

X −→ Y και g0, g1 : Y −→ Z συνεχείς απεικονίσεις μεταξύ τοπολογικών χώρων. Αν
f0 ' f1 και g0 ' g1 , τότε g0 ◦ f0 ' g1 ◦ f1.
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Απόδειξη. Αν η F είναι ομοτοπία από την f0 στην f1 και η G ομοτοπία από την g0 στην
g1, τότε ηH(x, t) = G

(
F (x, t), t

)
, δηλαδήHt = Gt ◦Ft, είναι ομοτοπία από τη σύνθεση

g0 ◦ f0 στην g1 ◦ f1.

Ορισμός 6.1.6. Έστω X , Y δύο τοπολογικοί χώροι και A ένας υπόχωρος του X . Μια
ομοτοπίαH μεταξύ δύο απεικονίσεων f, g : X −→ Y λέγεται ομοτοπία σε σχέση με το
A, αν H(a, t) = f(a) = g(a) για κάθε a ∈ A και κάθε t ∈ [0, 1].

Σε αυτήν την περίπτωση, λέμε ότι οι f και g είναι ομοτοπικές σε σχέση με το A και
γράφουμε f 'A g. Σημειώνουμε ότι για να έχουμε f 'A g, απαραίτητη προϋπόθεση είναι
οι f και g να ταυτίζονται στο A.

Ορισμοί 6.1.7. Ένα μονοπάτι σε έναν τοπολογικό χώροX είναι μια συνεχής απεικόνιση
f : [0, 1]→X . Τα σημεία f(0) και f(1) λέγονται άκρα του μονοπατιού. Αν f(0) = f(1),
τότε το μονοπάτι λέγεται κλειστό. Το μονοπάτι f λέγεται θηλειά στο x0, αν καθένα από
τα δύο άκρα του είναι ίσο με το x0.

Δύο μονοπάτια f, g : [0, 1]→X με τα ίδια άκρα, δηλαδή f(0) = g(0) και f(1) =

g(1), λέγονται ομοτοπικά, αν αυτά είναι ομοτοπικά σε σχέση με τα άκρα τους, δηλαδή
f 'A g, όπου A = {0, 1} = ∂I . Πιο αναλυτικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ομοτοπία
H : [0, 1]×[0, 1]→X , έτσι ώστε:

• H(s, 0) = f(s) και H(s, 1) = g(s), για κάθε s ∈ [0, 1],

• H(0, t) = f(0) = g(0) και H(1, t) = f(1) = g(1), για κάθε t ∈ [0, 1].

Αν τα f και g είναι ομοτοπικά μονοπάτια, τότε θα συμβολίζουμε απλά με f ' g (εννο
ώντας φυσικά f '{0,1} g). Πολλές φορές, επίσης, θα συμβολίζουμε το κλειστό διάστημα
[0, 1] απλά με I .

Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε ότι αν πάρουμε ένα μονοπάτι και θεωρήσουμε μια ανα
παραμέτρηση αυτού, τότε το καινούριο μονοπάτι που προκύπτει είναι ομοιοτοπικό με το
αρχικό.
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Λήμμα 6.1.8. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος, f ένα μονοπάτι του X και φ : [0, 1] →
[0, 1] μια συνεχής απεικόνιση τέτοια, ώστε φ(0) = 0 και φ(1) = 1. Τότε το μονοπάτι f είναι
ομοτοπικό με το f ◦ φ.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι η απεικόνιση H : [0, 1]×[0, 1]→X με τύπο

H(s, t) = f
(
tφ(s) + (1− t)s

)
είναι ομοτοπία από το μονοπάτι f στο f ◦ φ .

Η απόδειξη του Λήμματος 6.1.3 στην περίπτωση των ομοτοπιών μεταξύ μονοπατιών,
δίνει την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 6.1.9. Η ομοτοπία μονοπατιών σε έναν τοπολογικό χώρο, είναι σχέση ισοδυνα
μίας στο σύνολο των μονοπατιών του χώρου με τα ίδια άκρα.

Συμβολίζουμε με [f ] την κλάση ομοτοπίας του μονοπατιού f .

6.2 Η Θεμελιώδης Ομάδα

Αρχίζουμε με τον ορισμό του γινομένου διαδοχικών μονοπατιών και αποδεικνύουμε
τις βασικές του ιδιότητες.

Ορισμός 6.2.1 (Γινόμενο μονοπατιών). Αν f και g είναι δύο διαδοχικά μονοπάτια, δηλαδή
f(1) = g(0), σε έναν τοπολογικό χώροX , τότε το γινόμενο των f και g είναι το μονοπάτι
f · g που ορίζεται ως εξής:

(f · g)(s) =

{
f(2s), αν 0 ≤ s ≤ 1/2

g(2s− 1), αν 1/2 ≤ s ≤ 1.

Σημειώνουμε ότι το γινόμενο είναι καλά ορισμένο (αφού ορίζεται για διαδοχικά μο
νοπάτια) και συνεχής απεικόνιση από το λήμμα της συγκόλλησης, με άλλα λόγια είναι
πράγματι μονοπάτι στον X . Το γινόμενο μονοπατιών επάγει ένα γινόμενο στις αντίστοι
χες κλάσεις ομοτοπίας ως εξής:

[f ] · [g] = [f · g],

φυσικά, πάντα με την προϋπόθεση ότι f(1) = g(0).
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Το παραπάνω γινόμενο στις κλάσεις ομοτοπίας μονοπατιών είναι καλά ορισμένο. Πράγ
ματι, αν έχουμε άλλα μονοπάτια f ′, g′ με f F' f ′ και g G' g′, τότε f · g H' f ′ · g′, όπου

H(s, t) =

{
F (2s, t), αν 0 ≤ s ≤ 1

2
, 0 ≤ t ≤ 1

G(2s− 1, t), αν 1
2
≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1.

Αν f είναι ένα μονοπάτι στον X , τότε ορίζουμε το αντίστροφο μονοπάτι f−1 μέσω του
τύπου f−1(s) = f(1−s). Επίσης, μεCx συμβολίζουμε το σταθερό μονοπάτι στο x ∈ X ,
δηλαδή Cx(s) = x, για κάθε s ∈ [0, 1].

Πρόταση 6.2.2. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και f, g, h μονοπάτια στον X .

1. Αν ορίζεται το γινόμενο [f ] · ([g] · [h]), τότε ορίζεται επίσης το γινόμενο ([f ] · [g]) · [h]
και [f ] · ([g] · [h]) = ([f ] · [g]) · [h].

2. Αν f(0) = x0 και f(1) = x1, τότε [f ] · [Cx1 ] = [Cx0 ] · [f ] = [f ].

3. [f ] · [f−1] = [Cx0 ] και [f−1] · [f ] = [Cx1 ].

Απόδειξη. Για τον πρώτο ισχυρισμό αρκεί να δείξουμε ότι f ·(g ·h) ' (f ·g) ·h, το οποίο,
όπως εύκολα μπορεί να ελέγξει ο αναγνώστης, προκύπτει από την ακόλουθη ομοτοπία

H1(t, s) =


f
(

4t
2−s

)
, 0 ≤ t ≤ 1

2
− 1

4
s

g(4t− 2 + s), 1
2
− 1

4
s ≤ t ≤ 3

4
− 1

4
s

h
(
4t−3+s
1+s

)
, 3

4
− 1

4
s ≤ t ≤ 1.

Για τον δεύτερο, θα δείξουμε ότι Cx0 · f ' f (ομοίως αποδεικνύεται ότι f · Cx1 ' f ).
Παρατηρούμε ότι ο ακόλουθος τύπος ορίζει ομοτοπία από το μονοπάτι f στο Cx0 · f

H2(t, s) =

{
x0, 0 ≤ t ≤ 1

2
s

f
(
2t−s
2−s

)
, 1

2
s ≤ t ≤ 1.

Για τον τελευταίο ισχυρισμό, η ομοτοπία που δείχνει ότι f · f−1 ' Cx0 είναι

H3(t, s) =

{
f
(
2t(1− s)

)
, 0 ≤ t ≤ 1

2

f
(
(2− 2t)(1− s)

)
, 1

2
≤ t ≤ 1.

Ανάλογα ορίζεται και η ομοτοπία από το μονοπάτι f−1 · f στο Cx1 .

Ορισμός 6.2.3. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και x0 ένα σημείο του X . Ορίζουμε
π1(X, x0) να είναι το σύνολο των κλάσεων ομοτοπίας των θηλειών του X στο x0:

π1(X, x0) =
{
[f ] / f : [0, 1] → X συνεχής με f(0) = f(1) = x0

}
.
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Από την προηγούμενη πρόταση έπεται άμεσα το ακόλουθο:

Θεώρημα 6.2.4. ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος και x0 ∈ X . Το σύνολο π1(X, x0) εφο
διασμένο με την πράξη [f ] · [g] = [f · g] αποτελεί ομάδα, η οποία καλείται θεμελιώδης
ομάδα του X στο x0. Το μοναδιαίο στοιχείο είναι η κλάση ομοτοπίας [Cx0 ] του σταθε
ρού μονοπατιού στο x0 και το αντίστροφο στοιχείο του [f ] είναι η κλάση ομοτοπίας του
αντίστροφου μονοπατιού (θηλειάς) f−1, δηλαδή [f ]−1 = [f−1].

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε την ανεξαρτησία της θεμελιώδους ομάδας τουX στο x0
(ως προς ισομορφισμό) από το σημείο αναφοράς x0 με την προϋπόθεση ότι περιοριζόμα
στε στην ίδια κατά τόξα συνεκτική συνιστώσα.

Θεώρημα 6.2.5 (Αλλαγή σημείου αναφοράς). Έστω X ένας κατά τόξα συνεκτικός τοπο
λογικός χώρος, x0, x1 δύο σημεία του X και h : [0, 1] → X ένα μονοπάτι από το x0 στο
x1. Η απεικόνιση

Φh : π1(X, x0) → π1(X, x1) με Φh([f ]) = [h−1fh]

είναι ισομορφισμός ομάδων.

Απόδειξη. Για κάθε ζεύγος θηλειών f, g στο x0, έχουμε

Φh([f ] · [g]) = Φh([f · g]) = [h−1] · [f · g] · [h]
= [h−1] · [f ] · [g] · [h] = [h−1] · [f ] · [Cx0 ] · [g] · [h]
= [h−1] · [f ] · [h] · [h−1] · [g] · [h] = Φh([f ]) · Φh([g]).

Δηλαδή, η απεικόνιση Φh είναι ομομορφισμός ομάδων. Επιπλέον, είναι ισομορφισμός
γιατί, όπως εύκολα παρατηρούμε, επιδέχεται αντίστροφη την Φh−1 .

Παρατήρηση 6.2.6. Λόγω του προηγούμενου θεωρήματος, αν ο χώροςX είναι κατά τόξα
συνεκτικός, τότε πολλές φορές γράφουμε για τη θεμελιώδη ομάδα του X απλά π1(X),
χωρίς να προσδιορίζουμε σημείο αναφοράς.

Ορισμός 6.2.7. Ένας κατά τόξα συνεκτικός χώροςX λέγεται απλά συνεκτικός, αν κάθε
κλειστό μονοπάτι στονX είναι ομοτοπικό με σημείο (σταθερό μονοπάτι), με άλλα λόγια,
αν π1(X) = {1}.

Παρατήρηση 6.2.8. Έπεται άμεσα από τους ορισμούς ότι ένας κατά τόξα συνεκτικός
χώροςX είναι απλά συνεκτικός αν και μόνο αν οποιαδήποτε δύο μονοπάτια τουX με τα
ίδια άκρα είναι ομοτοπικά.
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Παράδειγμα 6.2.9. Κάθε κυρτό υποσύνολο τουRn είναι απλά συνεκτικό. Πράγματι, αν η
f : I = [0, 1] → X είναι θηλειά στο x0 ∈ X , τότε, λόγω κυρτότητας, ορίζεται η ομοτοπία
H : I × I → X με τύπο H(s, t) = (1− t)f(s) + tx0, που δείχνει ότι f ' Cx0 .

Πρόταση 6.2.10. Για κάθε συνεχή απεικόνισηϕ : X → Y μεταξύ δύο τοπολογικών χώρων
και x0 ∈ X , η απεικόνιση

ϕ∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ϕ(x0))

που ορίζεται με ϕ([f ]) = [ϕ ◦ f ], είναι ένας καλά ορισμένος ομομορφισμός ομάδων.

X
φ

// Y

I

f

OO

φ◦f

>>~~~~~~~~

Απόδειξη. Για το καλώς ορισμένο, αν [f ] = [g], τότε υπάρχει ομοτοπία H από την f
στην g και η σύνθεση ϕ ◦ H δίνει ομοτοπία από την ϕ ◦ f στην ϕ ◦ g που σημαίνει ότι
[ϕ ◦ f ] = [ϕ ◦ g]. Το ότι είναι ομομορφισμός έπεται εύκολα από τους σχετικούς ορισμούς
ως εξής: ϕ∗

(
[f ] · [g]

)
= ϕ∗

(
[f · g]

)
= [ϕ ◦ (f · g)] = [(ϕ ◦ f) · (ϕ ◦ g)] = [ϕ ◦ f ] · [ϕ ◦ g] =

ϕ∗([f ]) · ϕ∗([g]).

Ο ομομορφισμός ϕ∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ϕ(x0)) καλείται ο ομομορφισμός που επά
γεται από την ϕ ή απλά ο επαγόμενος ομομορφισμός.

Πρόταση 6.2.11. Έστω ϕ : X → Y και ψ : Y → Z δύο συνεχείς απεικονίσεις μεταξύ
τοπολογικών χώρων, x0 ∈ X και ϕ∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ϕ(x0)), ψ∗ : π1(Y, ϕ(x0)) →
π1
(
Z, ψ(ϕ(x0))

)
οι αντίστοιχοι επαγόμενοι ομομορφισμοί.

1. (ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗.

2. (IdX)∗ = Idπ1(X,x0).

3. Αν % : X → Y συνεχής και ϕ '{x0} %, τότε ϕ∗ = %∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ϕ(x0)).

Απόδειξη. Έστω [f ] ∈ π1(X, x0).
1.

(
ψ ◦ ϕ

)
∗([f ]) = [(ψ ◦ ϕ) ◦ f ] = [ψ(ϕ ◦ f)] = ψ∗

(
[ϕ ◦ f ]

)
=

(
ψ∗ ◦ ϕ∗

)
([f ]).

2. Id∗([f ]) = [Id ◦ f ] = [f ].
3. Αν ϕ F'{x0} %, τότε ϕ ◦ f H'{0,1} % ◦ f , όπου H(s, t) = F

(
f(s), t

)
.
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Πόρισμα 6.2.12. Η θεμελιώδης ομάδα είναι τοπολογικό αναλλοίωτο. Δηλαδή, αν ο ϕ :

X → Y είναι ένας ομοιομορφισμός τοπολογικών χώρων και x0 ∈ X , τότε ο επαγόμενος
ομομορφισμός ϕ∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ϕ(x0)) είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Αφού ο ϕ : X → Y είναι ομοιομορφισμός, υπάρχει ομοιομορφισμός ψ :

Y → X τέτοιος, ώστε ϕ ◦ ψ = IdY και ψ ◦ ϕ = IdX . Συνεπώς, για τους αντίστοιχους
επαγόμενους ομομορφισμούς έχουμε ϕ∗ ◦ ψ∗ = Idπ1(Y,φ(x0)) και ψ∗ ◦ ϕ∗ = Idπ1(X,x0).
Έπεται ότι ο ομομορφισμός ϕ∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ϕ(x0)) είναι 1 − 1 και επί, αφού
επιδέχεται αριστερό και δεξί αντίστροφο, δηλαδή είναι ισομορφισμός.

6.3 Συστολές και Ομοτοπικές Ισοδυναμίες

Αρχίζουμε με τον ορισμό της ομοτοπικής ισοδυναμίας, η οποία ως έννοια είναι πολύ
ασθενέστερη από αυτή του ομοιομορφισμού.

Ορισμός 6.3.1. Μια συνεχής απεικόνιση ϕ : X → Y μεταξύ δύο τοπολογικών χώρων
λέγεται ομοτοπική ισοδυναμία, αν υπάρχει συνεχής ψ : Y → X , έτσι ώστε ϕ ◦ψ ' IdY
και ψ ◦ ϕ ' IdX . Η ψ καλείται ομοτοπική αντίστροφος της ϕ.

Σε αυτήν την περίπτωση, λέμε ότι οι χώροι X και Y είναι ομοτοπικά ισοδύναμοι ή
ότι έχουν τον ίδιο τύπο ομοτοπίας και συμβολίζουμε με X ' Y . Είναι εύκολο να δειχθεί
ότι η έννοια της ομοτοπικής ισοδυναμίας είναι μια σχέση ισοδυναμίας στην κλάση των
τοπολογικών χώρων.

Λήμμα 6.3.2. Έστω X , Y δύο τοπολογικοί χώροι, ϕ, ψ : X → Y δύο ομοτοπικές (πάντα
συνεχείς) απεικονίσεις και H μια ομοτοπία από την ϕ στην ψ. Για ένα σημείο αναφοράς
x0 ∈ X , θεωρούμε το μονοπάτι h(t) = H(x0, t) από το ϕ(x0) στο ψ(x0) και τον ισο
μορφισμό Φh : π1(Y, ϕ(x0)) → π1(Y, ψ(x0)) που ορίζεται από το μονοπάτι h, δηλαδή,
Φh([f ]) = [h−1fh]. Τότε το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό:

π1(X, x0)

ψ∗ ''OO
OOO

OOO
OOO

φ∗
// π1(Y, ϕ(x0))

Φh

��

π1(Y, ψ(x0))

Απόδειξη. Έστω f θηλειά στο x0. Θα δείξουμε ότι ψ∗([f ]) = Φh

(
ϕ∗([f ])

)
, ισοδύναμα,

ϕ ◦ f ' h · (ψ ◦ f) · h−1. Έστω ht ο περιορισμός του μονοπατιού h στο [0, t], δηλαδή,
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ht(s) = h(st) καιHt ◦ f το μονοπάτιH(f(s), t), όπου s ∈ I . Μέσω της μονοπαραμετρι
κής οικογένειας μονοπατιών ht · (Ht ◦ f) ·h−1

t , t ∈ I , ορίζεται ομοτοπία από το μονοπάτι
Cφ(x0) · (ϕ ◦ f) ·Cφ(x0) στο h · (ψ ◦ f) · h−1. Όμως τα μονοπάτια Cφ(x0) · (ϕ ◦ f) ·Cφ(x0)
και ϕ ◦ f είναι ομοτοπικά, γιατί το ένα προκύπτει από το άλλο με μια αναπαραμέτρηση
(βλ. Λήμμα 6.1.8). Τελικά, ϕ ◦ f ' h · (ψ ◦ f) · h−1.

Θεώρημα 6.3.3. Έστω ϕ : X → Y μια ομοτοπική ισοδυναμία και x0 ∈ X . Τότε η ϕ
επάγει ισομορφισμό ϕ∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ϕ(x0)).

Απόδειξη. Έστω ψ : Y → X μια ομοτοπική αντίστροφος της ϕ. Τότε υπάρχουν ομοτο
πίες H και H ′, έτσι ώστε ϕ ◦ ψ H' IdY και ψ ◦ ϕ H′

' IdX . Από το προηγούμενο λήμμα,
υπάρχει μονοπάτι h1 από το x0 στο ψ(ϕ(x0)), έτσι ώστε:

Φh1 = ψ∗ ◦ ϕ∗ : π1(X, x0)
φ∗−→ π1

(
Y, ϕ(x0)

) ψ∗−→ π1
(
X,ψ(ϕ(x0))

)
,

όπουΦh1 είναι ο ισομορφισμός που ορίζεται από το μονοπάτι h1. Άρα ηϕ∗ : π1(X, x0) →
π1
(
Y, ϕ(x0)

)
είναι 1−1 και η ψ∗ : π1

(
Y, ϕ(x0)

)
→ π1

(
X,ψ(ϕ(x0))

)
επί. Εφαρμόζοντας

ξανά το προηγούμενο λήμμα, υπάρχει μονοπάτι h2 από το ϕ(x0) στο ϕ
(
ψ(ϕ(x0))

)
, έτσι

ώστε:

Φh2 = ϕ∗ ◦ ψ∗ : π1
(
Y, ϕ(x0)

) ψ∗−→ π1
(
X,ψ(ϕ(x0))

) φ∗−→ π1
(
X,ϕ(ψ(ϕ(x0)))

)
,

όπου Φh2 είναι ο ισομορφισμός που ορίζεται από το μονοπάτι h2. Έπεται ότι ο ομομορ
φισμός ψ∗ : π1

(
Y, ϕ(x0)

)
→ π1

(
X,ψ(ϕ(x0))

)
είναι 1 − 1 και άρα είναι ισομορφισμός.

Συνεπώς, η ϕ∗ = ψ−1
∗ ◦Φh1 : π1(X, x0) → π1

(
Y, ϕ(x0)

)
είναι ισομορφισμός ως σύνθεση

ισομορφισμών.

Ορισμός 6.3.4. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και A ένας υπόχωρος του X . Μια συ
νεχής απεικόνιση r : X → A λέγεται συστολή (retraction), αν r(a) = a για κάθε a ∈ A.

Αν συμβολίσουμε με i : A ↪→ X την ένθεση του A στον X , τότε η r : X → A είναι
συστολή αν και μόνο αν r ◦ i = IdA, δηλαδή έχουμε το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα

A

IdA   
@@

@@
@@

@@
� � i // X

r
��

A

Παρατήρηση 6.3.5. Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι κάθε συστολή είναι απεικόνιση
πηλίκο, αφού επιδέχεται δεξιό αντίστροφο.
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Πρόταση 6.3.6. Αν η r : X → A είναι συστολή, τότε η ένθεση i : A ↪→ X επάγει μονο
μορφισμό i∗ : π1(A, a) → π1(X, a) και η συστολή r επάγει επιμορφισμό r∗ : π1(X, a) →
π1(A, a), για κάθε στοιχείο a του A.

Απόδειξη. Από τη σχέση r ◦ i = IdA προκύπτει ότι r∗ ◦ i∗ = Idπ1(A,a).

Ορισμός 6.3.7. Μια συστολή r : X → A λέγεται περιστολή ή συστέλλουσα παραμόρ
φωση (deformation retraction), αν επιπροσθέτως i ◦ r 'A IdX (η σύνθεση i ◦ r είναι
ομοτοπική με την IdX σε σχέση με το A). Δηλαδή, υπάρχει ομοτοπία H : X × I → X ,
τέτοια ώστε:

1. H(x, 0) = x, για κάθε x ∈ X .

2. H(x, 1) = r(x), για κάθε x ∈ X .

3. H(a, t) = a, για κάθε a ∈ A και κάθε t ∈ I .

Αν υπάρχει περιστολή r : X → A, λέμε ότι ο χώρος X περιστέλλεται στον υπό
χωρο A. Επίσης, σε αυτήν την περίπτωση η ένθεση i : A ↪→ X του A στον X είναι μια
ομοτοπική ισοδυναμία με ομοτοπική αντίστροφο την r.

Παρατήρηση 6.3.8. Για να περιστέλλεται ο χώρος X σε έναν υπόχωρό του A αρκεί να
υπάρχει ομοτοπίαH : X× I → X με αρχή IdX και τέλος εντός τουA, η οποία να αφήνει
αναλλοίωτο κάθε στοιχείο του A, δηλαδή:

1′. H(x, 0) = x, για κάθε x ∈ X .

2′. H(x, 1) ∈ A, για κάθε x ∈ X .

3′. H(a, t) = a, για κάθε a ∈ A και κάθε t ∈ I .

Με άλλα λόγια, ο χώροςX μπορεί να μετασχηματισθεί συνεχώς στον A με τέτοιο τρόπο,
ώστε τα σημεία του A να μένουν σταθερά κατά τη διάρκεια του μετασχηματισμού. Σε
αυτήν την περίπτωση ορίζουμε συστολή μέσω του τύπου r(x) = H(x, 1) ∈ A.

Θεώρημα 6.3.9. Έστω A ένας υπόχωρος ενός χώρου X και r : X → A μια συστέλλουσα
παραμόρφωση. Τότε η ένθεση i : A ↪→ X επάγει ισομορφισμό i∗ : π1(A, a) → π1(X, a),
για κάθε a ∈ A.
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Αν και το θεώρημα αποτελεί πόρισμα του Θεωρήματος 6.3.3, αφού η ένθεση είναι
ομοτοπική ισοδυναμία, δίνουμε μια ανεξάρτητη πιο άμεση απόδειξη.

Απόδειξη. Όπως πριν, από τη σχέση r ◦ i = IdA προκύπτει ότι r∗ ◦ i∗ = Idπ1(A,a), όπου
r∗ : π1(X, a) → π1(A, a) και i∗ : π1(A, a) → π1(X, a). Εφόσον i ◦ r 'A IdX , έχουμε
ιδιαιτέρως ότι i◦r '{a} IdX και έτσι i∗◦r∗ = Idπ1(X,a) λόγω της Πρότασης 6.2.11. Έπεται
ότι η i∗ είναι ισομορφισμός με αντίστροφη την r∗.

Ορισμός 6.3.10. Ένας χώρος X λέγεται συμπτύξιμος (contractible) ή συσταλτός, αν
περιστέλλεται σε σημείο του, δηλαδή, αν υπάρχει περιστολή r : X → {x0}, όπου x0
σημείο του X .

Κάθε συμπτύξιμος χώρος είναι λοιπόν ομοτοπικά ισοδύναμος με σημείο. Η συμπτυ
ξιμότητα, ως έννοια, είναι ισχυρότερη από την απλή συνεκτικότητα.

Πρόταση 6.3.11. Κάθε συμπτύξιμος χώρος είναι απλά συνεκτικός.

Απόδειξη. Εφόσον κάθε περιστολή επάγει ισομορφισμό στις αντίστοιχες θεμελιώδεις ομά
δες και π1({x0}, x0) = {1}, μένει να δείξουμε ότι ο X είναι κατά τόξα συνεκτικός. Αν
H : X × I → X είναι η αντίστοιχη ομοτοπία, τότε για κάθε σημείο x1 του X ο τύπος
f(t) = H(x1, t) ορίζει μονοπάτι από το x1 στο x0 και άρα ο X είναι κατά τόξα συνεκτι
κός.

Παράδειγμα 6.3.12. Ο χώρος Rn δεν είναι μόνο απλά συνεκτικός, όπως ήδη έχουμε δει,
είναι συμπτύξιμος. Αν x0 ∈ Rn, τότε η απεικόνιση r : Rn → {x0} με r(x) = x0 είναι
περιστολή. Πράγματι, η σχετική ομοτοπία ορίζεται ως εξής H(x, t) = x(1 − t) + x0t,
t ∈ I , x ∈ Rn.

Παράδειγμα 6.3.13. Θεωρούμε την κλειστή μοναδιαία σφαίρα Sn και την ένθεση i :

Sn ↪→ Rn+1 \ {0}. Η απεικόνιση r : Rn+1 \ {0} → Sn με

r(x) =
x

‖x‖
,

όπου ‖ ·‖ είναι η συνήθης Ευκλείδεια νόρμα, είναι συστολή. Μέσω του ακόλουθου τύπου
ορίζεται ομοτοπία H :

(
Rn+1 \ {0}

)
× I → Rn+1 \ {0} που δείχνει ότι είναι περιστολή:

H(x, t) = x(1− t) +
x

‖x‖
· t .

Άρα ο χώρος Rn+1 \ {0} περιστέλλεται στη σφαίρα Sn και έτσι Rn+1 \ {0} ' Sn.
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Σχήμα 6.2: Κάθε κύλινδρος περιστέλλεται σε κύκλο.

Παράδειγμα 6.3.14. Η ομοτοπία H :
(
S1 × I

)
× I → S1 × I με τύπο H

(
(x, s), t

)
=(

x, s(1−t)
)
δείχνει ότι ο κύλινδρος S1×I περιστέλλεται στη βάση του που είναι κύκλος.

Ομοίως προκύπτει ότι κάθε κύλινδρος περιστέλλεται σε κύκλο και έτσι έχει τον τύπο
ομοτοπίας του κύκλου.

Παράδειγμα 6.3.15. Υπενθυμίζουμε ότι η ταινία του Möbius είναι (ως προς ομοιομορ
φισμό) ο χώρος πηλίκο

M = [0, 1]× [−1, 1]/ ∼ ,

όπου ∼ είναι η σχέση ισοδυναμίας που παράγεται από τις σχέσεις (0, y) ∼ (1,−y), για
κάθε y ∈ [−1, 1]. Η ομοτοπία H :M × I →M που δίνεται από τον τύπο

H
(
[(x, y)], t

)
= [(x, y(1− t))] ,

όπου με [(x, y)] συμβολίζουμε την κλάση ισοδυναμίας του (x, y) και της οποίας η συνέ
χεια έπεται από το Θεώρημα ??, δείχνει ότι η ταινία του Möbius περιστέλλεται στον “κε
ντρικό” κύκλοK = [0, 1]× {0} και συνεπώς είναι ομοτοπικά ισοδύναμη με τον κύκλο.

(1,−y)

(0, y)

K

Ως εφαρμογή των προηγουμένων θα αποδείξουμε ότι η σφαίρα Sn είναι απλά συνε
κτικός χώρος για n > 1, αρχίζοντας από το επόμενο λήμμα.

Λήμμα 6.3.16 (Lebesgue). Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος και U ένα ανοικτό
κάλυμμα του X . Τότε υπάρχει ένα δ > 0, έτσι ώστε κάθε υποσύνολο A του X με διάμετρο
μικρότερη του δ περιέχεται σε ένα από τα ανοικτά σύνολα της κάλυψης.
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Ο αριθμός δ καλείται αριθμός του Lebesgue για το κάλυμμα U .

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι η διάμετρος του A ορίζεται ως το sup
{
d(x, y), x, y ∈ A

}
.

Για κάθε x ∈ X , υπάρχει ανοικτό Ux ∈ U με x ∈ Ux. Αφού το ανοικτό Ux περιέχει
το x, υπάρχει ανοικτή μπάλα B(x, 2rx) με B(x, 2rx) ⊆ Ux, για κάποιο rx > 0. Εφόσον
οι μπάλες B(x, rx), x ∈ X , αποτελούν ανοικτό κάλυμμα του X , από τη συμπάγεια του
X έπεται ότι X = ∪ni=1B(xi, rxi) για κάποια x1, . . . , xn ∈ X . Έστω δ = min{rxi , i =
1, . . . , n} και A υποσύνολο του X με διάμετρο μικρότερη από δ. Έστω y ∈ A. Τότε
y ∈ B(xi, rxi) για κάποιο i. Για κάθε z ∈ A, έχουμε ότι d(z, y) ≤ δ και άρα d(xi, z) ≤
d(xi, y) + d(y, z) < rxi + δ ≤ 2rxi . Δηλαδή, A ⊆ B(xi, 2rxi) ⊆ Uxi ∈ U .

Πρόταση 6.3.17. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος ο οποίος είναι η ένωση δύο ανοικτών
και απλά συνεκτικών υποσυνόλων του U και V . Αν η τομή U ∩ V είναι μηκενή και κατά
τόξα συνεκτική, τότε ο X είναι απλά συνεκτικός.

Απόδειξη. Σημειώνουμε πρώτα ότι ο χώροςX είναι κατά τόξα συνεκτικός ως ένωση κατά
τόξα συνεκτικών με μηκενή τομή. Πρέπει να δείξουμε ότι κάθε θηλειά είναι ομοτοπική
με σταθερή απεικόνιση. Έστω x0 ∈ U∩V και λ : [0, 1] → X μια θηλειά στο x0. Εφόσον η
λ είναι συνεχής, οι αντίστροφες εικόνες λ−1(U) και λ−1(V ) αποτελούν ανοικτό κάλυμμα
του συμπαγούς [0, 1]. Έστω δ ο αριθμός του Lebesgue αυτού του καλύμματος και n ένας
φυσικός τέτοιος, ώστε 1

n
< δ. Θεωρούμε τη διαμέριση 0 = t0 < t1 < · · · < tn =

1 του διαστήματος [0, 1], σε τμήματα με μήκος μικρότερο του δ, όπου ti = i/n. Τότε
λ([ti, ti+1]) ⊆ Ui, για κάθε i = 0, . . . , n − 1, όπου Ui = U ή V . Ενώνουμε το x0 με το
λ(ti) μέσω ενός μονοπατιού γi που βρίσκεται εντός της τομής Ui ∩Ui−1 (αυτό μπορεί να
γίνει αφού τα σημεία x0, λ(ti) ανήκουν στην τομή που είναι κατά τόξα συνεκτική). Για
κάθε i ≥ 1, συμβολίζουμε με λi το τμήμα του μονοπατιού λ από το λ(ti−1) στο λ(ti),
δηλαδή λi(s) = λ

(
(1 − s)ti−1 + sti

)
, s ∈ [0, 1]. Τότε το μονοπάτι γi−1λiγ

−1
i περιέχεται

στο Ui−1 το οποίο είναι απλά συνεκτικό και

λ ' λ1 · λ2 · · ·λn
' (λ1γ

−1
1 ) · (γ1λ2γ−1

2 ) · · · (γi−1λiγ
−1
i ) · · · (γn−1λn)

' Cx0 · · ·Cx0 .

Άρα [λ] = [Cx0 ] = 1 και συνεπώς η ομάδα π1(X, x0) είναι τετριμμένη.

Παρατήρηση 6.3.18. ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος ο οποίος είναι η ένωση δύο ανοι
κτών υποσυνόλων του U και V , με μηκενή τομή, έτσι ώστε τα U , V και U ∩V είναι κατά
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x

y

z

N
P = (x1, x2, x3)

ϕ(P ) = 1
1−x3 (x1, x2, 0)

Σχήμα 6.3: Η στερεογραφική προβολή.

τόξα συνεκτικά. Αν x0 ∈ U ∩ V , τότε από την προηγούμενη απόδειξη προκύπτει ότι

π1(X, x0) =
〈
π1(U, x0), π1(V, x0)

〉
που για την ακρίβεια σημαίνει πως η ομάδα π1(X, x0) παράγεται από τις υποομάδες της
(iU)∗

(
π1(U, x0)

)
και (iV )∗

(
π1(V, x0)

)
, όπου με iU και iV συμβολίζουμε τις ενθέσεις των

U και V στον X , αντίστοιχα.

Πρόταση 6.3.19. Η σφαίρα Sn είναι απλά συνεκτικός χώρος, για n ≥ 2.

Απόδειξη. Έστω N = (0, . . . , 0, 1) και S = (0, . . . , 0,−1) ο “βόρειος” και “νότιος”
πόλος της Sn, αντίστοιχα. Θεωρούμε τα ανοικτά σύνολαU = Sn\{N} και V = Sn\{S},
καθένα από τα οποία είναι ομοιομορφικό με τον Rn. Για να το δούμε αυτό, θεωρούμε τη
στερεογραφική προβολή ϕ : Sn \{N} → Rn που είναι η συνεχής απεικόνιση που δίνεται
από τον τύπο

ϕ(x1, . . . , xn+1) =
(x1, . . . , xn)

1− xn+1

.

Η απεικόνιση ϕ είναι ομοιομορφισμός, καθώς επιδέχεται αντίστροφη ψ που δίνεται από
τον τύπο

ψ(y1, . . . , yn) =
(2y1, . . . , 2yn, ‖y‖2 − 1)

‖y‖2 + 1
,

όπου y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Έτσι Sn \{N} ∼= Rn. Οι χώροι Sn \{N} και Sn \{S} είναι
ομοιομορφικοί μεταξύ τους μέσω της ανακλάσεως (x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xn,−xn+1).
Έπεται ότι τα U και V είναι συμπτύξιμα και ιδιαιτέρως απλά συνεκτικά. Επίσης, η τομή
τους είναι κατά τόξα συνεκτική, αφού U ∩ V ∼= Sn \ {N,S} ∼= Rn \ {0} και n ≥ 2. Το
συμπέρασμα έπεται από την προηγούμενη πρόταση.
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Πόρισμα 6.3.20. Ο χώρος Rn \ {0} είναι απλά συνεκτικός, για n ≥ 3.

Απόδειξη. Έχουμε δει ότι ο χώροςRn\{0} περιστέλλεται στη σφαίρα Sn−1 και άρα έχουν
τον ίδιο τύπο ομοτοπίας.

Ασκήσεις

6.1 Αποδείξτε ότι ο ισομορφισμός του θεωρήματος 6.2.5 είναι φυσικός με την ακόλουθη
έννοια. Έστω f : X → Y μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ τοπολογικών χώρων και
x1, x2 ∈ X . Αν με y1 και y2 συμβολίσουμε τις εικόνες των x1 και x2 μέσω της f ,
αντίστοιχα, τότε το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό.

π1(X, x1)

Φh

��

f∗
// π1(Y, y1)

Φf◦h
��

π1(X, x2)
f∗

// π1(Y, y2)

6.2 Μια τοπολογική ομάδα είναι μια ομάδα G εφοδιασμένη με μια τοπολογία, έτσι ώστε
οι απεικονίσεις του πολλαπλασιασμού µ : G × G → G και της αντιστροφής i :

G → G που δίνονται από µ(g1, g2) = g1g2 και i(g) = g−1, αντίστοιχα, να είναι
συνεχείς. Έστω x0 το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας. Αν f, g ∈ π1(G, x0), ορίζουμε
f ◦ g ∈ π1(G, x0) ως εξής: (f ◦ g)(s) = f(s)g(s) = µ

(
f(s), g(s)

)
.

(α) Δείξτε ότι η πράξη ◦ επάγει πράξη ομάδας στο π1(G, x0), η οποία ταυτίζεται με
τον συνήθη πολλαπλασιασμό της θεμελιώδους ομάδας. (Υπόδειξη: υπολογίστε το
γινόμενο (f · cx0) ◦ (cx0 · g).)
(β) Δείξτε ότι η ομάδα π1(G, x0) είναι αβελιανή.

6.3 Έστω X τοπολογικός χώρος. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(α) Ο χώρος X είναι ομοτοπικά ισοδύναμος με σημείο.
(β) Η ταυτοτική απεικόνιση IdX : X → X είναι ομοτοπική με μια σταθερή απεικό
νιση.
(γ) Κάθε απεικόνιση f : X → Y , για αυθαίρετο χώρο Y , είναι ομοτοπική με σταθερή
απεικόνιση.
(δ) Κάθε απεικόνιση g : Y → X , για αυθαίρετο χώρο Y , είναι ομοτοπική με σταθερή
απεικόνιση.
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6.4 Έστω f : Sn → Y μια (συνεχής) απεικόνιση σε έναν χώρο Y . Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:
(α) Η f είναι ομοτοπική με μια σταθερή απεικόνιση.
(β) Η f μπορεί να επεκταθεί σε συνεχή απεικόνιση f̃ : Dn+1 → Y .

6.5 ΈστωA ⊆ Rn, a0 ∈ A, Y ένας τοπολογικός χώρος και φ : (A, a0) → (Y, y0) συνεχής
(δηλ. φ(a0) = y0). Αν υπάρχει συνεχής επέκταση φ̃ : Rn → Y της φ, τότε η φ επάγει
τον τετριμμένο ομομορφισμό στις αντίστοιχες θεμελιώδεις ομάδες.

6.6 Έστω X και Y τοπολογικοί χώροι και f : X → Y συνεχής. Ο κύλινδρος Mf της f
είναι ο χώρος πηλίκο (X × I)

⊔
Y / ∼ , όπου (x, 0) ∼ f(x) για κάθε x ∈ X .

(α) Δείξτε ότι ο περιορισμός της αντίστοιχης απεικόνισης πηλίκο π σε καθένα από τα
X × {1} και Y είναι ομοιομορφισμός.
(β) Δείξτε ότι υπάρχει συστέλλουσα παραμόρφωση r :Mf → π(Y ).
(γ) Κάθε απεικόνιση μεταξύ δύο τοπολογικών χώρων παραγοντοποιείται ως μια εμ
φύτευση ακολουθούμενης από μια ομοτοπική ισοδυναμία.

6.7 Έστω X ένας τοπολογικός χώρος. Ο κώνος επί του X , CX είναι ο χώρος πηλίκο
X × [0, 1]/ ∼ , όπου (x, t) ∼ (y, s) αν και μόνο αν (x, t) = (y, s) ή s = t = 1.
Αποδείξτε ότι ο χώρος CX είναι συμπτύξιμος. [Υπόδειξη: θεωρήστε δεδομένο ότι
(λόγω της συμπάγειας του I = [0, 1]) η απεικόνιση π × Id : X × I × I → CX × I

είναι απεικόνιση πηλίκο, όπου π : X × I → CX η αντίστοιχη απεικόνιση πηλίκο.]

6.8 Έστω A,B υποσύνολα των Rm,Rn, αντίστοιχα, τέτοια ώστε −A = A και −B = B.
Μια απεικόνιση f : A → B λέγεται περιττή, αν f(−x) = −f(x) για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

1. Για κάθε απεικόνιση f : Sn → Rn, υπάρχει x ∈ Sn, έτσι ώστε f(x) = f(−x).

2. Για κάθε περιττή απεικόνιση f : Sn → Rn, υπάρχει x ∈ Sn έτσι ώστε f(x) = 0.

3. Δεν υπάρχει περιττή απεικόνιση f : Sn → Sn−1.

4. Δεν υπάρχει απεικόνιση f : Dn → Sn−1, η οποία να είναι περιττή στο σύνορο
Sn−1 του δίσκου.

5. Κάθε περιττή απεικόνιση f : Sn−1 → Sn−1 δεν είναι ομοτοπική με σταθερή
απεικόνιση.
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6.9 Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και CX ο κώνος του X . Ταυτίζουμε τον X με
τον υπόχωρο X × {0} του κώνου μέσω της εμφύτευσης X 3 x 7→ [(x, 0)]. Έστω
f : X → Y συνεχής απεικόνιση. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοτοπική με σταθερή
απεικόνιση αν και μόνο αν υπάρχει συνεχής επέκταση g : CX → Y της f .

6.10 Αποδείξτε ότι CSn ∼= Dn+1. Αυτό δείχνει ότι η προηγούμενη άσκηση γενικεύει την
Άσκηση 4.

6.11 Έστω X και Y δύο τοπολογικοί χώροι, A κλειστό υποσύνολο του X , f : A → Y

συνεχής και Zf = X
⋃
f Y ο χώρος που προκύπτει από τον Y με την επισύναψη του

X κατά μήκος του A μέσω της f . Αν υπάρχει συστέλλουσα παραμόρφωση από τον
X στον A, τότε υπάρχει συστέλλουσα παραμόρφωση από τον X

⋃
f Y στον Y (εδώ

θεωρούμε τον Y ως υπόχωρο του X
⋃
f Y , αφού γνωρίζουμε ότι εμφυτεύεται μέσω

της αντίστοιχης απεικόνισης πηλίκο).

6.12 Έστω f : X → Y μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ δύο τοπολογικών χώρων. Ο κώνος
C(f) της f είναι ο χώρος πηλίκοMf/(X×{1}), διαφορετικάC(f) = CX t Y

(x, 0) ∼ f(x)
.

Αποδείξτε ότι ομοτοπικές απεικονίσεις f, g : X → Y δίνουν ομοτοπικά ισοδύναμους
κώνους. [Υπόδειξη: αν H είναι η ομοτοπία, τότε θεωρήστε την απεικόνιση με y 7→
y ∈ Y και (x, t) 7→ (x, 2t), για t ∈ [0, 1/2], (x, t) 7→ H(x, 2t− 1), για t ∈ [1/2, 1].]
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