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1 Χώροι με νόρμα, χώροι Hilbert

Στις σημειώσεις αυτές, όλοι οι γραμμικοί χώροι θα είναι μιγαδικοί, εκτός αν

αναφέρεται ρητά κάτι διαφορετικό.

1.1 Χώροι με νόρμα και τελεστές

Παραθέτουμε συμβολισμούς, ορισμούς και αποτελέσματα που θα χρησιμεύσουν

στη συνέχεια.

Ορισμός 1.1 ΄Εστω X μιγαδικός γραμμικός χώρος. Μία νόρμα στον X
είναι μια απεικόνιση

‖ · ‖ : X → R+ : x 7→ ‖x‖

που ικανοποιεί

(1) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (x, y ∈ X )

(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (x ∈ X , λ ∈ C)

(3) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

΄Ενας χώρος με νόρμα (X , ‖.‖) λέγεται χώρος Banach αν είναι πλήρης ως

προς την μετρική d(x, y) = ‖x− y‖ που ορίζει η νόρμα.

Θεώρημα 1.1 Αν (X , ‖.‖X) και (Y , ‖.‖Y ) είναι χώροι με νόρμα και

T : (X , ‖.‖X)→(Y , ‖.‖Y ) είναι γραμμική απεικόνιση, τα εξής είναι ισοδύναμα:

(α) Η T είναι συνεχής.

(β) Η T είναι συνεχής στο 0 ∈ X .

(γ) Η T είναι συνεχής σε κάποιο σημείο xo ∈ X .

(δ) Υπάρχει M <∞ ώστε ‖Tx‖Y ≤M‖x‖X για κάθε x ∈ X .

(ε) Ο περιορισμός της T στην μοναδιαία σφαίρα του X είναι φραγμένη συ-

νάρτηση, δηλαδή το σύνολο {‖Tx‖Y : ‖x‖X ≤ 1} είναι φραγμένο.

(στ) Η T είναι ομοιόμορφα συνεχής.

Παρατήρηση 1.2 Αν T : (X , ‖.‖X)→ (Y , ‖.‖Y ) είναι γραμμική και T 6= 0,
τότε το σύνολο {‖Tx‖Y : x ∈ X} δεν είναι ποτέ φραγμένο.
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Ορισμός 1.2 Μία γραμμική απεικόνιση T : (X , ‖.‖X) → (Y , ‖.‖Y ) λέγεται

φραγμένη ή φραγμένος τελεστής αν ο περιορισμός της T στην μοναδιαία

σφαίρα του X είναι φραγμένη συνάρτηση.

Ο αριθμός

‖T‖ = sup{‖Tx‖Y : ‖x‖X ≤ 1}

ονομάζεται νόρμα του T .

Πρόταση 1.3 ΄Εστω T : (X , ‖.‖X)→ (Y , ‖.‖Y ) φραγμένος τελεστής. Τότε

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ X , ‖x‖ = 1}

= sup{‖Tx‖
‖x‖

: x ∈ X , x 6= 0}

= inf{M > 0 : ‖Tx‖ ≤M‖x‖ για κάθε x ∈ X}

και ισχύει ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖ για κάθε x ∈ X .

Πρόταση 1.4 ΄Εστω (X , ‖.‖) χώρος με νόρμα, D ⊆ X πυκνός υπόχωρος και

(Y , ‖.‖) χώρος Banach. Αν T : D → Y είναι γραμμική απεικόνιση, τότε η T
δέχεται συνεχή επέκταση T̃ : X → Y αν και μόνον αν η T είναι συνεχής. Η

συνεχής επέκταση, αν υπάρχει, είναι μοναδική, και ‖T̃‖ = ‖T‖.

Ορισμός 1.3 Αν (X , ‖.‖X) , (Y , ‖.‖Y ) είναι χώροι με νόρμα, το σύνολο των

γραμμικών και φραγμένων απεικονίσεων T : X → Y συμβολίζεται B(X ,Y).
Γράφουμε B(X ) αντί για B(X ,X ). Ειδικότερα το σύνολο B(X ,C) συμβολίζεται

X ∗ και ονομάζεται ο (τοπολογικός) δυϊκός του X .

Αν εφοδιάσουμε το σύνολο B(X ,Y) με τις πράξεις κατά σημείο, δηλαδή αν

ορίσουμε, για T, S ∈ B(X ,Y) και λ ∈ C

(T + S)(x) = T (x) + S(x) και (λT )(x) = λT (x) (x ∈ X )

τότε ο B(X ,Y) γίνεται γραμμικός χώρος. Επίσης, η απεικόνιση

‖.‖ : B(X ,Y)→ R+ : T 7→ ‖T‖

όπου ‖T‖ = sup{‖Tx‖Y : ‖x‖X ≤ 1} (πρβλ. τον ορισμό 1.2) είναι νόρμα στον

B(X ,Y).
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Θεώρημα 1.5 (Hahn - Banach, αναλυτική μορφή) ΄Εστω (X , ‖.‖)
χώρος με νόρμα και Y γραμμικός υπόχωρος του X . Αν y∗ : Y → C είναι

συνεχής γραμμική μορφή (δηλ. y∗ ∈ Y∗), τότε υπάρχει x∗ : X → C συνεχής

γραμμική μορφή (δηλ. x∗ ∈ X ∗) με την ίδια νόρμα (δηλ. ‖x∗‖= ‖y∗‖) που

επεκτείνει την y∗ (δηλ. x∗|Y = y∗).

Θεώρημα 1.6 (Αρχή Ομοιομόρφου φράγματος) ΄Εστω X χώροςBa-
nach, Y χώρος με νόρμα και T ⊆ B(X ,Y) οικογένεια φραγμένων τελεστών.

Αν η T είναι κατά σημείο φραγμένη, τότε είναι ομοιόμορφα φραγμένη.

Θεώρημα 1.7 (Banach - Steinhaus) ΄Εστω X χώρος Banach, Y χώρος

με νόρμα και {Tn : n ∈ N} ⊆ B(X ,Y) ακολουθία φραγμένων τελεστών. Αν

για κάθε x ∈ X το όριο της ακολουθίας (Tn(x)) υπάρχει στον Y , τότε υπάρχει

φραγμένος γραμμικός τελεστής T : X → Y ώστε T (x) = limn Tn(x) για

κάθε x ∈ X .

Παρατήρηση ΄Εστω X ,Y χώροι με νόρμα, και T : X → Y γραμμική

απεικόνιση. Αν η T είναι ανοικτή, τότε είναι επί του Y .

Θεώρημα 1.8 (Ανοικτής Απεικόνισης) ΄Εστω X ,Y χώροι Banach
και T : X → Y γραμμική, συνεχής και επί. Τότε η T είναι ανοικτή.

Θεώρημα 1.9 (Κλειστού Γραφήματος) ΄Εστω X ,Y χώροι Banach και

T : X → Y γραμμική. Αν το γράφημα Gr(T ) ≡ {(x, Tx) ∈ X × Y : x ∈ X}
είναι κλειστό στον χώρο X × Y , τότε η T είναι συνεχής.

Πρόταση 1.10 Αν ο Y είναι χώρος Banach, τότε και ο B(X ,Y) είναι χώρος

Banach.

΄Οταν X = Y , τότε ορίζεται η σύνθεση απεικονίσεων : AB = A ◦ B, (όπου

A,B ∈ B(X )). Ο τελεστής AB είναι φραγμένος και μάλιστα ισχύει η ανισότητα

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Ορισμός 1.4 ΄Αλγεβρα Banach λέγεται μια (προσεταιριστική, μιγαδική) άλ-

γεβρα A που είναι χώρος Banach ως προς μια νόρμα ‖ · ‖ που ικανοποιεί

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ για κάθε A,B ∈ A.
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Αν ο X είναι χώρος Banach, τότε ο χώρος B(X ) είναι άλγεβρα Banach με

γινόμενο την σύνθεση απεικονίσεων.

Η άλγεβρα B(X ) δεν είναι ποτέ μεταθετική, αν dimX > 1. Πράγματι, αν

υπάρχουν n γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα x1, x2, . . . , xn στον X , από το

Θεώρημα Hahn-Banach μπορούμε να βρούμε x∗k ∈ X ∗ ώστε
2 x∗i (xj) = δij.

Τότε αν Ei,j είναι ο τελεστής Ei,j(x) = x∗j(x)xi, έχουμε E1,1E1,2 = E1,2 ενώ

E1,2E1,1 = 0.

Μάλιστα η B(X ) περιέχει (αλγεβρικά) την άλγεβρα Mn(C) των n×n πινάκων.

Πράγματι, ο τελεστής Ei,j αντιστοιχεί στον n×n πίνακα που έχει μονάδα στην

θέση (i, j) και 0 παντού αλλού. Ελέγχεται εύκολα ότι η απεικόνιση (ai,j) →∑
i,j ai,jEi,j είναι 1-1 μορφισμός αλγεβρών Mn(C)→ B(X ).

1.2 Χώροι Hilbert

Ορισμός 1.5 ΄Εστω H μιγαδικός γραμμικός χώρος. ΄Ενα εσωτερικό γι-

νόμενο στον H είναι μια απεικόνιση

〈., .〉 : H×H → C

με τις ιδιότητες

(i) 〈x, x〉 ≥ 0

(ii) 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0

(iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉
(iv) 〈x1 + λx2, y〉 = 〈x1, y〉+ λ〈x2, y〉

για κάθε x, x1, x2, y ∈ H και λ ∈ C. Τότε η απεικόνιση

‖.‖ : H → R+ : x 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

είναι νόρμα στον H.

΄Ενας χώρος με εσωτερικό γινόμενο λέγεται χώρος Hilbert αν είναι πλήρης

ως προς την νόρμα που ορίζει το εσωτερικό γινόμενο.

Δύο στοιχεία x, y ∈ H σ’έναν χώρο με εσωτερικό γινόμενο λέγονται κάθετα

αν 〈x, y〉 = 0. Αν ∅ 6= A ⊆ H, το σύνολο

A⊥ = {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0 για κάθε y ∈ A}
2δij = 1 όταν i = j και δij = 0 όταν i 6= j.
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είναι πάντα κλειστός υπόχωρος του H.

Θεώρημα 1.11 ΄Εστω H χώρος Hilbert και M κλειστός γνήσιος υπόχωρος

του H. Τότε M⊥ 6= {0}, και ισχύει

M ⊕M⊥ = H.

Επομένως κάθε x ∈ H γράφεται κατά μοναδικό τρόπο

x = PM(x) + PM⊥(x)

όπου PM(x) ∈M και PM⊥(x) ∈M⊥
, και ισχύει

‖x‖2 = ‖PM(x)‖2 + ‖PM⊥(x)‖2

λόγω του Πυθαγορείου Θεωρήματος. Επομένως ‖PM(x)‖2 ≤ ‖x‖2. Η απει-

κόνιση

PM : H → H

λέγεται η ορθή προβολή επί του M . Είναι καλά ορισμένη, γραμμική και

συνεχής. Μάλιστα ‖PM‖ = 1 όταν M 6= {0}.

Ορισμός 1.6 Μία οικογένεια {ei : i ∈ I} ⊆ H λέγεται ορθοκανονική

αν 〈ei, ej〉 = δij. Αν επιπλέον η κλειστή γραμμική θήκη [ei : i ∈ I] είναι όλος

ο χώρος H, τότε η οικογένεια λέγεται ορθοκανονική βάση του H (μια

ορθοκανονική βάση συνήθως δεν είναι βάση με την αλγεβρική έννοια).

Θεώρημα 1.12 Κάθε χώρος Hilbert έχει μία ορθοκανονική βάση, η οποία

είναι αριθμήσιμη αν και μόνον αν ο χώρος είναι διαχωρίσιμος.

Αν {ei : i ∈ I} είναι ορθοκανονική βάση του χώρου Hilbert H, τότε κάθε x ∈ H
γράφεται μοναδικά

x =
∑
i∈I

〈x, ei〉ei και ισχύει ‖x‖2 =
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2

Το άθροισμα των σειρών αυτών είναι εξ’ορισμού το όριο του δικτύου των με-

ρικών αθροισμάτων. Στην διαχωρίσιμη περίπτωση, λόγω της καθετότητας των

όρων ο ορισμός αυτός ταυτίζεται με τον συνηθισμένο.
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Επομένως η επιλογή μιας ορθοκανονικής βάσης {ei : i ∈ I} ορίζει μια γραμμική

ισομετρική απεικόνιση

U : H → `2(I) : x → (〈x, ei〉)i∈I

η οποία είναι επί του `2(I).

Θεώρημα 1.13 (Riesz) ΄Εστω H χώρος Hilbert. Για κάθε συνεχή γραμ-

μική μορφή f : H → C υπάρχει μοναδικό x ∈ H ώστε f(y) = 〈y, x〉 για κάθε

y ∈ H, και ‖f‖ = ‖x‖. Επομένως ο τοπολογικός δυϊκός ενός χώρου Hilbert H
είναι αντιγραμμικά ισόμορφος με τον H.

2 Παραδείγματα

Παράδειγμα 2.1 (Διαγώνιοι τελεστές)

΄Εστω a = (an) ∈ `∞. Αν x = (xn) ∈ `2
θέτουμε Da(x) = (anxn). Τότε ο

Da είναι καλά ορισμένος γραμμικός τελεστής από τον `2
στον εαυτό του και

‖Da‖ = ‖a‖∞.

΄Ασκηση 2.2 ΄Εστω a = (an) ακολουθία αριθμών. Δείξτε ότι Da(`
2) ⊆ (`2)

αν και μόνον αν a ∈ `∞.

Παράδειγμα 2.3 (Ο τελεστής της μετατόπισης (shift) )

΄Εστω x = (xn) ∈ `2
. Θέτουμε

S(x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .) και T (x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .) .

Οι S και T είναι καλά ορισμένοι φραγμένοι γραμμικοί τελεστές από τον `2
στον

εαυτό του. Η νόρμα ‖T‖ είναι 1 και ο S είναι ισομετρία. Ο S είναι 1-1, αλλά

δεν είναι επί, και ο T είναι επί, αλλά δεν είναι 1-1. Η σύνθεση T ◦ S είναι η

ταυτοτική απεικόνιση I, αλλά S ◦ T 6= I.

Κάθε φραγμένος τελεστής A ∈ B(`2) ορίζει έναν ∞ × ∞ πίνακα (aij) με

μιγαδικούς συντελεστές από την σχέση

aij = 〈Aej, ei〉

6



όπου {en : n ∈ N} η συνηθισμένη βάση. Αν x = (xn) ∈ `2
, τότε Ax = (yn)

όπου

yn =
∞∑
k=1

ankxk .

Για παράδειγμα, ο τελεστής Da έχει πίνακα (dij) διαγώνιο: dij = aiδi,j, ενώ ο

S έχει (γνήσια) κάτω τριγωνικό πίνακα: (sij) όπου sij = δi,j+1.

΄Ομοια, κάθε τελεστής σ’έναν τυχαίο χώρο Hilbert ορίζει έναν πίνακα, μέσω

της επιλογής μιας ορθοκανονικής βάσης του χώρου. Δεν είναι αλήθεια όμως

ότι κάθε ∞ ×∞ πίνακας (aij) ορίζει φραγμένο τελεστή. Για παράδειγμα, ο

πίνακας aij = 1 για κάθε i, j δεν ορίζει φραγμένο τελεστή.

΄Ασκηση 2.4 Δείξτε ότι ένας ∞ × ∞ πίνακας (aij) ορίζει φραγμένο τε-

λεστή `2 → `2
αν και μόνον αν απεικονίζει τον `2

στον εαυτό του, δηλαδή

(
∑

k ankxk)n ∈ `2
για κάθε x = (xn) ∈ `2

.

Παράδειγμα 2.5 (Πολλαπλασιαστικοί τελεστές)

΄Εστω (X,µ) χώρος σ-πεπερασμένου μέτρου. Ο χώρος L2(X,µ) είναι ο χώρος

των κλάσεων ισοδυναμίας, modulo ισότητα µ-σχεδόν παντού, μετρησίμων συ-

ναρτήσεων f : X → C που είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες, δηλαδή ικανο-

ποιούν
∫
X
|f |2dµ <∞. Ο L2(X,µ) γίνεται χώρος Hilbert αν εφοδιασθεί με το

εσωτερικό γινόμενο

〈f, g〉 =

∫
X

fḡdµ

(Θεώρημα Riesz-Fisher).

Μια μετρήσιμη συνάρτηση f : X → C λέγεται ουσιωδώς φραγμένη αν υπάρχει

A ∈ R+
ώστε µ({x ∈ X : |f(x)| > A}) = 0. Ο χώρος L∞(X,µ) είναι ο χώρος

των κλάσεων ισοδυναμίας, modulo ισότητα µ-σχεδόν παντού, μετρησίμων συ-

ναρτήσεων f : X → C που είναι ουσιωδώς φραγμένες. Αν ορίσουμε

‖f‖∞ = inf{A : A ουσιώδες φράγμα της f}

τότε η ‖.‖∞ ορίζει νόρμα στον L∞(X,µ) ως προς την οποία γίνεται άλγεβρα

Banach, αν οι πράξεις ορισθούν κατά σημείο.

Κάθε f ∈ L∞(X,µ) ορίζει έναν φραγμένο τελεστή Mf ∈ B(L2(X,µ)) από την

σχέση Mf (g) = fg και ισχύει ‖Mf‖ = ‖f‖∞.

Παρατηρούμε ότι ένας διαγώνιος τελεστής είναι πολλαπλασιαστικός (στον χώρο

L2(X,µ) = `2
όπου X = N και µ(A) = #A, ο πληθάριθμος ενός συνόλου A).
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Παράδειγμα 2.6 (Το shift στον χώρο του Hardy)

Ο χώρος του Hardy H2
είναι ο χώρος όλων των συναρτήσεων που έχουν

δυναμοσειρές με συντελεστές τετραγωνικά αθροίσιμους. Τέτοιες δυναμοσει-

ρές έχουν ακτίνα σύγκλισης τουλάχιστον 1, επομένως ορίζουν συναρτήσεις

ολόμορφες στον ανοικτό μοναδιαίο δίσκο D = {z ∈ C : |z| < 1}.
Είναι φανερό ότι η απεικόνιση U : f → (an), όπου f(z) =

∑
anz

n
, ορίζει

γραμμικό ισομορφισμό μεταξύ του H2
και του `2

. Μεταφέροντας την νόρμα του

`2
στον H2

, ο H2
αποκτά την δομή χώρου Hilbert και ο U γίνεται ισομετρία

επί (αλλιώς μοναδιστικός τελεστής - unitary operator). Αποδεικνύεται ότι η

νόρμα στον H2
δίνεται από τον τύπο

‖f‖2 = sup
0≤r<1

1

2π

∫ π

−π
|f(reit)|2dt.

Αν ονομάσουμε S1 : H2 → H2
τον τελεστή που αντιστοιχεί στον τελεστή

S : `2 → `2
της μετατόπισης, δηλαδή S1 = U−1SU , τότε παρατηρούμε ότι

(S1f)(z) = zf(z) για κάθε f ∈ H2
και z ∈ D. ΄Ομως ο S1 δεν είναι πολλαπλα-

σιαστικός τελεστής, γιατί δεν δρα σ’έναν χώρο της μορφής L2(X,µ).

Παράδειγμα 2.7 (Ολοκληρωτικοί τελεστές)

΄Εστω k : [0, 1] × [0, 1] → C συνεχής συνάρτηση. Τότε για κάθε f ∈ L2[0, 1]

το ολοκλήρωμα
∫ 1

0
k(x, y)f(y)dy υπάρχει για κάθε x ∈ [0, 1] και ορίζει συνεχή

συνάρτηση Akf : [0, 1]→ C από τον τύπο

(Akf)(x) =

∫ 1

0

k(x, y)f(y)dy.

Μάλιστα εξ αιτίας της ανισότητας∫ 1

0

|(Akf)(x)|2dx ≤ ‖k‖2
22

∫ 1

0

|f(y)|2dy

(όπου ‖k‖2
22 =

∫∫
|k(x, y)|2dxdy) η απεικόνιση f → Akf ορίζει φραγμένο

τελεστή από τον L2[0, 1] στον εαυτό του με νόρμα ‖Ak‖ ≤ ‖k‖22 (η ανισότητα

είναι συνήθως γνήσια).

Μάλιστα, τα παραπάνω επεκτείνονται όταν η συνάρτηση k δεν είναι αναγκαστικά

συνεχής, αλλά ανήκει στον L2([0, 1]× [0, 1]). Επίσης, ο χώρος μέτρου ([0, 1], λ)
μπορεί να αντικατασταθεί από έναν οποιονδήποτε χώρο (σ-πεπερασμένου) μέτρου.

(Οι ισχυρισμοί αυτοί αφήνονται ως άσκηση για τον αναγνώστη).
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Παράδειγμα 2.8 (Ο μετασχηματισμός Fourier)

Για k ∈ Z, θέτουμε fk : [0, 1] → C : t → e2πikt
. Ελέγχεται εύκολα ότι η

οικογένεια {fk : k ∈ Z} είναι ορθοκανονική στον L2[0, 1]. Το σημαντικό είναι

ότι αποτελεί ορθοκανονική βάση του L2[0, 1]. ΄Επεται ότι κάθε f ∈ L2[0, 1]
γράφεται στη μορφή

f =
∞∑
−∞

〈f, fk〉fk και ισχύει ‖f‖2
2 =

∞∑
−∞

|〈f, fk〉|2.

Εδώ η πρώτη σειρά συγκλίνει ως προς τη νόρμα του L2[0, 1], και αυτό είναι

εύκολη συνέπεια της δεύτερης ισότητας (ισότητα Parseval). Γράφουμε

f̂(k) = 〈f, fk〉 =

∫ 1

0

f(t)e−2πiktdt (k ∈ Z).

Δημιουργείται έτσι μια απεικόνιση

F : L2[0, 1]→ `2(Z) : f → f̂

(προφανώς γραμμική) και η ισότητα Parseval λέει ότι είναι ισομετρία. Είναι

μάλιστα επί του `2(Z), γιατί στην εικόνα της, που είναι κλειστός υπόχωρος του

`2(Z), περιέχεται η συνηθισμένη βάση {ek : k ∈ Z} του `2(Z).

΄Ασκηση 2.9 ΄Εστω g : [0, 1] → C συνεχής συνάρτηση. Ορίζουμε τον ολο-

κληρωτικό τελεστή Kg : L2[0, 1]→ L2[0, 1] από τον τύπο

(Kgf)(x) =

∫ 1

0

g(x− y)f(y)dy (f ∈ L2[0, 1]).

Βρείτε τον πίνακα του τελεστήKg ως προς την ορθοκανονική βάση {fk : k ∈ Z}.
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3 Ειδικές κατηγορίες τελεστών σ’ένα

χώρο Hilbert

3.1 Sesquilinear μορφές
και ο συζυγής ενός τελεστή

Ορισμός 3.1 ΄Εστω H1,H2 χώροι Hilbert. Μία sesquilinear μορφή φ
είναι μια απεικόνιση φ : H1 ×H2 → C που είναι γραμμική ως προς την πρώτη

μεταβλητή και αντιγραμμική ως προς την δεύτερη.

Η φ λέγεται φραγμένη αν ο αριθμός

‖φ‖ = sup{|φ(x, y)| : x ∈ H1, y ∈ H2, ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

είναι πεπερασμένος. Αν H1 = H2 = H, η αντίστοιχη τετραγωνική μορφή

φ̃ είναι η απεικόνιση φ̃(x) = φ(x, x).

΄Οταν H1 = H2 = H, η ταυτότητα πολικότητας (polarization)

4φ(x, y) = φ̃(x+ y)− φ̃(x− y) + iφ̃(x+ iy)− iφ̃(x− iy) (x, y ∈ H),

που είναι άμεση συνέπεια των ορισμών, δείχνει ότι η φ καθορίζεται από την φ̃.

Αν H1,H2 είναι χώροι Hilbert και T ∈ B(H1,H2), θέτουμε

φT : H1×H2→C : (x, y)→ 〈Tx, y〉.

Παρατηρούμε ότι η φT είναι sesquilinear και φραγμένη. Μάλιστα έχουμε ‖φT‖ =
‖T‖.
Είναι φανερό ότι δύο φραγμένοι τελεστές S, T στον H είναι ίσοι αν και μόνον αν

οι αντίστοιχες μορφές φT και φS συμπίπτουν. Από την ταυτότητα πολικότητας

έπεται ότι οι S και T είναι ίσοι αν και μόνον αν
3 〈Tx, x〉 = 〈Sx, x〉 για κάθε

x ∈ H.

Επομένως κάθε T ∈ B(H1,H2) ορίζει μια μοναδική φραγμένη sesquilinear
μορφή φT . Αντίστροφα,

3
Αυτό δεν ισχύει σε πραγματικούς χώρους Hilbert. Για παράδειγμα, αν T είναι ο τελεστής

της στροφής κατά π/2 στον R2
, τότε 〈Tx, x〉 = 0 για κάθε x.
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Πρόταση 3.1 Κάθε φραγμένη sesquilinear μορφή φ : H1×H2 → C ορίζει

έναν μοναδικό T ∈ B(H1,H2) από την σχέση

〈Tx, y〉 = φ(x, y) για κάθε x ∈ H1 και y ∈ H2.

Απόδειξη Για κάθε x ∈ H1 η απεικόνιση

fx : H2 → C : y → φ(x, y)

είναι γραμμική και φραγμένη γιατί |fx(y)| ≤ (‖φ‖‖x‖)‖y‖). Επομένως, από το

Θεώρημα Riesz (1.13) υπάρχει μοναδικό zx ∈ H2 με ‖zx‖ = ‖fx‖ ώστε

〈y, zx〉 = φ(x, y),

ισοδύναμα 〈zx, y〉 = φ(x, y), για κάθε y ∈ H2. Είναι φανερό ότι η απεικόνιση

x→ zx : H1→ H2 είναι γραμμική, και είναι φραγμένη γιατί

‖zx‖ = ‖fx‖ ≤ ‖φ‖‖x‖.

Επομένως υπάρχει T ∈ B(H1,H2) ώστε T (x) = zx για κάθε x ∈ H1, δηλαδή

〈Tx, y〉 = φ(x, y) για κάθε x ∈ H1 και y ∈ H2.

Αλλά

‖T‖ = sup{‖Tx‖2 : ‖x‖1 = 1} = sup{|〈Tx, y〉| : ‖x‖1 = ‖y‖2 = 1}
= sup{|φ(x, y)| : ‖x‖1 = ‖y‖2 = 1} = ‖φ‖.

Η μοναδικότητα αποδείχθηκε προηγουμένως. 2

Πρόταση 3.2 Για κάθε T ∈ B(H1,H2) υπάρχει μοναδικός T ∗ ∈ B(H1,H2)
(ο συζυγής του T ) ώστε

〈Tx, y〉2 = 〈x, T ∗y〉1 (x ∈ H1, y ∈ H2).

Απόδειξη Ορίζουμε ψ : H2×H1 → C από την σχέση ψ(y, x) = 〈y, Tx〉2. Η ψ
είναι sesquilinear και φράσσεται από την ‖T‖. Από την προηγούμενη Πρόταση,

υπάρχει μοναδικός T ∗ ∈ B(H2,H1) ώστε 〈T ∗y, x〉1 = ψ(y, x) = 〈y, Tx〉2 για

κάθε y ∈ H2 και κάθε x ∈ H1. 2
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Παράδειγμα 3.3 (i) Αν (X,µ) είναι χώρος μέτρου και f ∈ L∞(X,µ), ο

συζυγής του πολλαπλασιαστικού τελεστή Mf ∈ B(L2(X,µ)) είναι ο Mf∗ , όπου

f ∗(t) = f(t).

(ii) Ο συζυγής του shift S ∈ B(`2) δίδεται από τον τύπο S∗((x1, x2, . . .)) =
(x2, x3, . . .).

΄Επεται ότι ο χώρος B(H) των τελεστών σ’έναν χώρο Hilbert, εκτός από την

δομή άλγεβρας Banach που έχει (όπως είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο)

εφοδιάζεται με την απεικόνιση A→ A∗ που έχει τις ιδιότητες

1. A∗∗ = A

2. (A+ λB)∗ = A∗ + λ̄B∗

3. (AB)∗ = B∗A∗

4. ‖A∗A‖ = ‖A‖2

Οι ιδιότητες (1),(2),(3) είναι άμεσες από τον ορισμό. Αποδεικνύουμε την (4):

Για κάθε x ∈ H, έχουμε

‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉 ≤ ‖A∗Ax‖.‖x‖ ≤ ‖A∗A‖.‖x‖2

πράγμα που δείχνει ότι ‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖. Από την άλλη μεριά όμως ‖A∗A‖ ≤
‖A∗‖‖A‖ άρα ‖A‖2 ≤ ‖A∗‖‖A‖, οπότε ‖A‖ ≤ ‖A∗‖. Αν εφαρμόσουμε την

ανισότητα αυτή στον A∗ προκύπτει ότι ‖A∗‖ ≤ ‖A∗∗‖ = ‖A‖ άρα ‖A‖ = ‖A∗‖
(η ισότητα αυτή είναι άλλωστε φανερή από τον ορισμό του A∗). Τότε όμως

‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖‖A‖ = ‖A‖2

και η (4) αποδείχθηκε.

Ορισμός 3.2 C∗-άλγεβρα είναι μια άλγεβρα Banach A εφοδιασμένη με

μια απεικόνιση A → A : A → A∗, που έχει τις ιδιότητες (1)-(3) (μια τέτοια

απεικόνιση λέγεται ενέλιξη (involution)), που η νόρμα της ικανοποιεί την

λεγόμενη ιδιότητα C∗:
‖A∗A‖ = ‖A‖2.
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Επομένως, αν H είναι χώρος Hilbert, η B(H) είναι C∗-άλγεβρα. Εξάλλου, μια

κλειστή υπάλγεβρα A ⊆ B(H) είναι C∗-άλγεβρα αν και μόνον αν είναι αυτο-

συζυγής (selfadjoint), δηλαδή αν ικανοποιεί A ∈ A ⇒ A∗ ∈ A.

Θεώρημα 3.4 (Gelfand-Naimark) Κάθε C∗-άλγεβρα A είναι ισομορφική,

ως C∗-άλγεβρα, με μία κλειστή αυτοσυζυγή υπάλγεβρα κάποιου B(H). Ακρι-

βέστερα, υπάρχει χώρος Hilbert H και απεικόνιση φ : A → B(H) που διατηρεί

την αλγεβρική δομή (άθροισμα, γινόμενο, ενέλιξη) και την νόρμα.

΄Αλλα παραδείγματα C∗-αλγεβρών είναι ο Co(X), ο χώρος όλων των συνεχών

συναρτήσεων f : X → C σ’έναν τοπικά συμπαγή χώρο X (π.χ. X = R) που

μηδενίζονται στο άπειρο
4
, εφοδιασμένος με τις πράξεις κατά σημείο, την ενέλιξη

f ∗(t) = f(t) και την νόρμα supremum. Ειδικότερα, αν ο X είναι συμπαγής, η

C(X) είναι C∗-άλγεβρα. Οι άλγεβρες αυτές είναι μεταθετικές. Ισχύει το

Θεώρημα 3.5 (Gelfand-Naimark) Κάθε μεταθετική C∗-άλγεβρα A είναι

ισομορφική, ώς C∗-άλγεβρα, με την Co(X) για κατάλληλο τοπικά συμπαγή

χώρο X.

Παρατήρηση 3.6 ΄Ενα άλλο παράδειγμα μεταθετικής C∗-άλγεβρας είναι ο

L∞(X, µ), με τις πράξεις και την ενέλιξη κατά σημείο και την νόρμα που ορίζεται

από το ουσιώδες supremum. Από τις σχέσεις ‖Mf‖ = ‖f‖∞, M(f+λg) =
Mf +λMg, Mfg = MfMg και M∗

f = Mf̄ προκύπτει ότι η απεικόνιση f →Mf

είναι ισομετρικός *-μορφισμός από την C∗-άλγεβρα L∞(X,µ) στην C∗-άλγεβρα
B(L2(X,µ)). Το σύνολο

Mµ = {Mf : f ∈ L∞(X,µ)}

είναι επομένως μία C∗-υπάλγεβρα του B(L2(X,µ)), και ονομάζεται η πολλα-
πλασιαστική άλγεβρα του L∞(X,µ).

3.2 Κατηγορίες τελεστών

΄Ενας τελεστής A ∈ B(H) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν AA∗ =
A∗A, αυτοσυζυγής (selfadjoint) αν A = A∗, και θετικός (positive)

4
μια συνεχής συνάρτηση f μηδενίζεται στο άπειρο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει συμπαγές

υποσύνολο Kf ⊆ X ώστε |f(t)| < ε για κάθε t /∈ Kf
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αν 〈Ax, x〉 ≥ 0 για κάθε x ∈ H. ΄Ενας τελεστής V ∈ B(H1,H2) λέγεται ορ-

θομοναδιαίος (unitary) αν είναι αντιστρέψιμος και V ∗ = V −1
(ισοδύναμα

αν V ∗V = IH1 και V V ∗ = IH2).

Κάθε τελεστής T ∈ B(H) μπορεί να γραφεί

T = T1 + iT2, όπου οι T1 =
T + T ∗

2
και T2 =

T − T ∗

2i

είναι αυτοσυζυγείς. Παρατηρείστε ότι ο T είναι φυσιολογικός αν και μόνον αν

οι T1 και T2 μετατίθενται.

Παρατήρηση 3.7 ΄Εστω T ∈ B(H) φραγμένος τελεστής. Αν 〈Tx, x〉 = 0
για κάθε x ∈ H, τότε T = 0.

Πράγματι, αν 〈Tx, x〉 = 0 για κάθε x ∈ H, από την ταυτότητα πολικότητας

έπεται ότι 〈Tx, y〉 = 0 για κάθε x, y ∈ H και συνεπώς T = 0.

Λήμμα 3.8 ΄Ενας φραγμένος τελεστής T είναι φυσιολογικός αν και μόνον αν

‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ για κάθε x ∈ H.

Απόδειξη ΄Εχουμε

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉
‖T ∗x‖2 = 〈T ∗x, T ∗x〉 = 〈TT ∗x, x〉.

Επομένως από την Παρατήρηση 3.7 έπεται ότι ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ για κάθε x ∈ H
αν και μόνον αν T ∗T = TT ∗. 2

Λήμμα 3.9 ΄Ενας φραγμένος τελεστής A είναι αυτοσυζυγής αν και μόνον αν

〈Ax, x〉 ∈ R για κάθε x ∈ H.

Απόδειξη Εφόσον 〈A∗x, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉, αν A = A∗ τότε 〈Ax, x〉 ∈
R. Αν αντίστροφα 〈Ax, x〉 ∈ R για κάθε x ∈ H, τότε 〈(A − A∗)x, x〉 = 0 για

κάθε x ∈ H, άρα A = A∗ από την ταυτότητα πολικότητας (Παρατήρηση 3.7).

2

΄Επεται ότι οι θετικοί τελεστές είναι κατ’ανάγκην αυτοσυζυγείς.
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Αν T ∈ B(H) είναι ένας οποιοσδήποτε τελεστής, τότε ο T ∗T είναι θετικός.

(Ειδικότερα το τετράγωνο ενός αυτοσυζυγούς τελεστή είναι θετικός τελεστής.)

Θα δείξουμε αργότερα ότι κάθε θετικός τελεστής B είναι της μορφής B = T ∗T .

Υπενθυμίζω ότι ένας τελεστής P ∈ B(H) είναι ταυτοδύναμος (δηλ. P = P 2
)

αν και μόνον αν το σύνολο τιμών του P (H) και ο πυρήνας του kerP είναι

συμπληρωματικοί, δηλαδή ικανοποιούν P (H)∩kerP = {0} και P (H)+kerP =
H, ισοδύναμα kerP = (I − P )(H). Επομένως ένας ταυτοδύναμος τελεστής

είναι ορθή προβολή αν και μόνον αν το σύνολο τιμών και ο πυρήνας του είναι

κάθετοι.

Λήμμα 3.10 ΄Ενας ταυτοδύναμος τελεστής P ∈ B(H) είναι ορθή προβολή αν

και μόνον αν είναι αυτοσυζυγής. Επομένως οι ορθές προβολές χαρακτηρίζονται

αλγεβρικά από τις σχέσεις P = P 2 = P ∗.

Απόδειξη ΄Εστω ότι η P είναι ορθή προβολή. Τότε

〈Px, x〉 = 〈Px, Px+ (I − P )x〉 = 〈Px, Px〉

για κάθε x ∈ H, γιατί τα Px και (I − P )x είναι κάθετα. ΄Επεται ότι ο αριθμός

〈Px, x〉 = ‖Px‖2
είναι πραγματικός (μάλιστα μη αρνητικός) και συνεπώς ο P

είναι αυτοσυζυγής (μάλιστα θετικός).

΄Εστω αντίστροφα ότι P = P 2 = P ∗. Τότε ο πυρήνας και το σύνολο τιμών του

P είναι κάθετοι γιατί

〈Px, (I − P )y〉 = 〈x, P ∗(I − P )y〉 = 〈x, P (I − P )y〉 = 0. 2

Λήμμα 3.11 ΄Ενας τελεστής U ∈ B(H) είναι ορθομοναδιαίος (δηλαδή είναι

αντιστρέψιμος και U−1 = U∗, ισοδύναμα UU∗ = U∗U = I) αν και μόνον αν

είναι ισομετρία και επί.

Απόδειξη Ο τελεστής U είναι ισομετρία αν και μόνον αν

〈Ix, x〉 = ‖x‖2 = ‖Ux‖2 = 〈Ux, Ux〉 = 〈U∗Ux, x〉

για κάθε x ∈ H. Από την ταυτότητα πολικότητας (Παρατήρηση 3.7) συμπεραί-

νουμε ότι,

Ο U είναι ισομετρία ⇔ U∗U = I.
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Επομένως μια ισομετρία U έχει πάντα αριστερά αντίστροφο, τον U∗. Αν μια

ισομετρία U είναι αντιστρέψιμος τελεστής, τότε ο U−1
θα είναι ίσος με τον

αριστερά αντίστροφο του U , δηλαδή τον U∗. Αν αντίστροφα ο U είναι αντι-

στρέψιμος και U−1 = U∗, τότε είναι βέβαια επί και ισχύει U∗U = I, άρα ο U
είναι ισομετρία. 2

Παράδειγμα 3.12 Ο τελεστής της μετατόπισης (shift) είναι ισομετρία, αλλά
δεν είναι επί. Μάλιστα ο SS∗ είναι η ορθή προβολή επί του υποχώρου [e0]⊥.
Γενικότερα:

Ορισμός 3.3 ΄Εστω E ⊆ H1 κλειστός υπόχωρος. Μερική ισομετρία με

αρχικό χώρο E είναι ένας τελεστής V ∈ B(H1,H2) ώστε ο V |E να είναι

ισομετρία και ο V |E⊥ να μηδενίζεται.

Παρατήρησε ότι αν F = V (H1), τότε F = V (E) άρα ο F είναι κλειστός

υπόχωρος, γιατί ο E είναι πλήρης και ο V |E είναι ισομετρικός. Ο F ονομάζεται

ο τελικός χώρος της V . Παρατήρησε επίσης ότι κάθε ορθή προβολή P είναι

μερική ισομετρία με αρχικό και τελικό χώρο P (H).

Πρόταση 3.13 Αν V είναι μερική ισομετρία με αρχικό χώρο E και τελικό

χώρο F , τότε η V ∗ είναι μερική ισομετρία με αρχικό χώρο F και τελικό χώρο

E, η V ∗V είναι η προβολή στον E (η αρχική προβολή του V ) και η V V ∗

είναι η προβολή στον F (η τελική προβολή του V ).

Αντίστροφα, αν V ∈ B(H1,H2) και ο τελεστής V ∗V είναι προβολή, τότε ο V V ∗

είναι επίσης προβολή και η V είναι μερική ισομετρία με αρχικό χώρο V ∗V (H1)
και τελικό χώρο V V ∗(H2).

Απόδειξη ΄Εστω ότι η V είναι μερική ισομετρία με αρχικό χώρο E. Δείχνουμε

ότι V ∗V = PE: Παρατήρησε ότι για κάθε x ∈ H1 έχουμε V x = V PEx +
V P⊥E x = V PEx γιατί ο V μηδενίζεται στον E⊥. Επομένως, αν x, y ∈ H1

έχουμε

〈V ∗V x, y〉 = 〈V x, V y〉 = 〈V PEx, V PEy〉 = 〈PEx, PEy〉

γιατί η V είναι ισομετρία στον E. ΄Αρα

〈V ∗V x, y〉 = 〈PEx, PEy〉 = 〈PEx, y〉
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για κάθε x, y, πράγμα που δείχνει ότι V ∗V = PE.

΄Εστω ότι, αντίστροφα, ο τελεστής P = V ∗V είναι προβολή. Θα δείξω ότι ο

V είναι μερική ισομετρία με αρχικό χώρο E = P (H1). Πράγματι, για κάθε

x ∈ H1 έχουμε

‖V x‖2 = 〈V x, V x〉 = 〈V ∗V x, x〉 = 〈Px, x〉 = ‖Px‖2,

άρα αν x ∈ P (H1) τότε ‖V x‖ = ‖x‖ και αν x⊥P (H1) τότε ‖V x‖ = 0. Δηλαδή

ο V είναι ισομετρικός στον P (H1) και μηδενίζεται στον P (H1)⊥.

΄Εστω F = V (H1). Επειδή F = V (E) και η V |E είναι ισομετρία, ο F είναι

κλειστός υπόχωρος του H2. Θα δείξω ότι ο V ∗ είναι μερική ισομετρία με αρχικό

χώρο F και τελικό χώρο E. Πράγματι, για κάθε y = V x ∈ F ,

‖V ∗y‖2 = ‖V ∗(V x)‖2 = 〈V ∗V x, V ∗V x〉 = 〈(V ∗V )2x, x〉 = 〈V ∗V x, x〉
= 〈V x, V x〉 = ‖V x‖2 = ‖y‖2

επειδή (V ∗V )2 = P 2 = V ∗V . ΄Αρα, η V ∗|F είναι ισομετρία. Επίσης, απεικονίζει

τον F επί του E γιατί για κάθε x ∈ E έχουμε V x ∈ F και V ∗V x = PEx = x.

Μένει να δειχθεί ότι η V ∗ μηδενίζεται στον F⊥. Πράγματι, αν z ∈ F⊥, για

κάθε x ∈ H1 έχουμε

〈V ∗z, x〉 = 〈z, V x〉 = 0

γιατί V x ∈ F , άρα V ∗z = 0. Δείξαμε ότι η V ∗ είναι μερική ισομετρία με αρχικό

χώρο F . Εφαρμόζοντας την πρώτη παράγραφο στην V ∗, συμπεραίνουμε ότι η

V V ∗ είναι η ορθή προβολή στον F . 2

Παρατήρηση 3.14 Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε ότι η έννοια της με-

ρικής ισομετρίας μπορεί να ορισθεί αλγεβρικά (χωρίς αναφορά δηλαδή στην

δράση πάνω σ’έναν χώρο Hilbert) και μάλιστα σε κάθε C∗-άλγεβρα A: ένα

στοιχείο V ∈ A είναι μερική ισομετρία αν το V ∗V = P είναι ορθή προβολή,

δηλαδή P = P 2 = P ∗. Μάλιστα

Αν V ∈ A, τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Το στοιχείο P = V ∗V είναι προβολή.

(b) V V ∗V = V .

(c) V ∗V V ∗ = V ∗.
(d) Το στοιχείο Q = V V ∗ είναι προβολή.
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Απόδειξη (a)⇒(b) Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα C∗, έχουμε

‖V − V V ∗V ‖2 = ‖V − V P‖2 = ‖(V ∗ − PV ∗)(V − V P )‖
= ‖V ∗V − V ∗V P − PV ∗V + PV ∗V P‖
= ‖P − P 2 − P 2 + P 3‖ = 0

(b)⇒(a) Το V ∗V είναι προφανώς αυτοσυζυγές και

(V ∗V )2 = V ∗V V ∗V = V ∗(V V ∗V ) = V ∗V.

Οι σχέσεις (b) και (c) είναι προφανώς ισοδύναμες (η μία είναι συζυγής της άλ-

λης). Τέλος, η ισοδυναμία (d)⇔(c) προκύπτει από την (a)⇔(b) θεωρώντας

το V ∗ στη θέση του V .

Χρησιμοποιώντας μερικές ισομετρίες, μπορεί να ορισθεί μια ιδιαίτερα γόνιμη

σχέση ισοδυναμίας προβολών σε μια C∗-άλγεβρα A.

Δύο προβολές P,Q ∈ A λέγονται ισοδύναμες ως προς την A (γράφουμε

P ∼
A
Q) αν υπάρχει V ∈ A ώστε V ∗V = P και V V ∗ = Q.

Αν A = B(H), τότε η ισοδυναμία αυτή σημαίνει απλώς ότι οι υπόχωροι P (H)
και Q(H) έχουν την ίδια διάσταση (δηλαδή έχουν ισοπληθικές ορθοκανονι-

κές βάσεις). Αν η A είναι μεταθετική (για παράδειγμα αν A =C(K)), τότε η

ισοδυναμία ως προς A είναι απλώς ισότητα.

Η ισοδυναμία ως προς A είναι σχέση ισοδυναμίας: Πράγματι,

(α) μια προβολή P είναι ισοδύναμη με τον εαυτό της μέσω της μερικής ισομετρίας

P .

(β) Αν P ∼
A
Q μέσω της V τότε Q ∼

A
P μέσω της V ∗.

(γ) Αν P ∼
A
Q μέσω της V και Q ∼

A
R μέσω της U τότε ο τελεστής UV είναι

μερική ισομετρία
5
και P ∼

A
R μέσω της UV, γιατί P = V ∗V, Q = V V ∗ = U∗U

και R = UU∗ επομένως

(UV )∗UV = V ∗(U∗U)V = V ∗QV = V ∗(V V ∗)V = (V ∗V )2 = P

και

UV (UV )∗ = U(V V ∗)U∗ = UQU∗ = U(U∗U)U∗ = (UU∗)2 = R.

5
Σημείωσε ότι το γινόμενο δύο μερικών ισομετριών δεν είναι εν γένει μερική ισομετρία
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Αυτή η σχέση ισοδυναμίας (σε άλγεβρες von Neumann, που, όπως θα δούμε,

διαθέτουν αφθονία προβολών) αποτελεί κρίσιμη έννοια για την ταξινόμηση των

factors (αλγεβρών von Neumann με τετριμμένο κέντρο) από τους Murray και

von Neumann.

4 Αναλλοίωτοι υπόχωροι

΄Ενας υπόχωρος E ⊆ H είναι αναλλοίωτος από έναν φραγμένο τελεστή

A ∈ B(H) αν Ax ∈ E για κάθε x ∈ E. Τότε ο κλειστός υπόχωρος E είναι και

αυτός A-αναλλοίωτος, εφόσον ο A είναι συνεχής
6
. Θα λέμε ότι ο υπόχωρος E

ανάγει τον A όταν και ο E και ο E⊥ είναι A-αναλλοίωτοι.

Παραδείγματος χάριν ο πυρήνας (kerA) ενός τελεστή A, και γενικότερα ένας

ιδιόχωρός του (ker(A − λI)), είναι A-αναλλοίωτοι. Αυτό δείχνει ότι κάθε

τελεστής σε (μιγαδικό!) χώρο πεπερασμένης διάστασης έχει μη τετριμμένο

αναλλοίωτο υπόχωρο (και μάλιστα μονοδιάστατο).

΄Ενας κλειστός υπόχωρος E ⊆ H λέγεται κυκλικός για τον A αν είναι της

μορφής

E = [x,Ax,A2x, . . .]

για κάποιο x ∈ H. ΄Ενας A-κυκλικός υπόχωρος είναι βέβαια A-αναλλοίωτος.

΄Επεται ότι κάθε τελεστής σε μη διαχωρίσιμο χώρο έχει μη τετριμμένο αναλ-

λοίωτο υπόχωρο (πράγματι, πάρε ένα οποιοδήποτε μη μηδενικό x ∈ H και

θεώρησε τον A-κυκλικό υπόχωρο Ex που παράγει. Ο Ex είναι διαχωρίσιμος,

άρα γνήσιος, και είναι μη μηδενικός γιατί περιέχει το x).

΄Ενα από τα πιο βασικά ανοικτά προβλήματα στην Θεωρία Τελεστών είναι

Το πρόβλημα του αναλλοίωτου υπόχωρου: Είναι α-

λήθεια ότι κάθε φραγμένος τελεστής σε έναν (διαχωρίσιμο, απειρο-

διάστατο) χώρο Hilbert7 έχει μη τετριμμένο αναλλοίωτο υπόχωρο;

6
Αν x ∈ E και xn ∈ E με xn → x, τότε Axn ∈ E και Axn → Ax άρα Ax ∈ E.
7
Είναι σήμερα γνωστό ότι η απάντηση είναι αρνητική για τελεστές σε χώρους Banach,

αλλά το πρόβλημα είναι ανοικτό για αυτοπαθείς χώρους Banach. Βλέπε

P. Enflo, On the invariant subspace problem in Banach spaces, Acta Math., 158, 1987.
C.J. Read, A solution to the invariant subspace problem on the space `1, Bull. London
Math. Soc. 17, 1985.
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΄Εστω E ⊆ H κλειστός υπόχωρος και P = PE. Κάθε A ∈ B(H) γράφεται ως

2× 2 πίνακας τελεστών ως προς την διάσπαση του H στο άθροισμα E ⊕ E⊥:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
.

Εδώ ο A11 ∈ B(E) ορίζεται από την σχέση A11x = PAx (x ∈ E), ο A12 ∈
B(E⊥, E) από την σχέση A12y = PAy (y ∈ E⊥) και ούτω καθεξής. ΄Επεται

ότι A(E) ⊆ E αν και μόνον αν A21 = 0, και ότι ο A ανάγεται από τον E αν

και μόνον αν A12 = A21 = 0.

Λήμμα 4.1 ΄Ενας κλειστός υπόχωρος E είναι A-αναλλοίωτος αν και μόνον αν

AP = PAP . Ο E ανάγει τον A αν και μόνον αν A(E) ⊆ E και A∗(E) ⊆ E,

ισοδύναμα αν και μόνον αν AP = PA.

Απόδειξη Εύκολη.

Παρατήρησε ότι αν A(E) ⊆ E και A = A∗, τότε αναγκαστικά ο E ανάγει

τον A. Αυτό δεν ισχύει για μη αυτοσυζυγείς, ούτε καν για φυσιολογικούς

τελεστές. Για παράδειγμα αν U είναι ο τελεστής της αμφίπλευρης μετατόπισης

στον `2(Z) (που ορίζεται από τη σχέση Uen = en+1 για κάθε n ∈ Z), τότε ο U

είναι φυσιολογικός (μάλιστα ορθομοναδιαίος) και ο υπόχωρος E = [e0, e1, . . .]
είναι U -αναλλοίωτος (μάλιστα είναι κυκλικός με κυκλικό διάνυσμα e0), αλλά

το ορθογώνιο συμπλήρωμά του δεν είναι αναλλοίωτο, γιατί e−1 ∈ E⊥ ενώ

U(e−1) = e0 /∈ E⊥.

Λήμμα 4.2 ΄Εστω T ∈ B(H) φυσιολογικός τελεστής. Αν x ∈ H είναι ιδιο-

διάνυσμα του T με ιδιοτιμή λ, τότε T ∗x = λ̄x. ΄Επεται ότι οι ιδιόχωροι ενός

φυσιολογικού τελεστή (αν υπάρχουν) τον ανάγουν, και είναι κάθετοι μεταξύ τους.

Απόδειξη Εφόσον (T −λI)x = 0 και ο τελεστής T −λI είναι φυσιολογικός,

το Λήμμα 3.8 δείχνει ότι

‖(T ∗ − λ̄I)x‖ = ‖(T − λI)x‖ = 0.

Επομένως αν Mλ = {x ∈ H : Tx = λx}, τότε για κάθε x ∈ Mλ έχουμε

T ∗x = λ̄x ∈Mλ. ΄Επεται ότι T ∗(Mλ) ⊆Mλ, άρα ο Mλ ανάγει τον T .
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Τέλος αν λ 6= µ είναι ιδιοτιμές του T , τότε για κάθε x ∈ Mλ και y ∈ Mµ

έχουμε

λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉
= 〈x, µ̄y〉 = µ〈x, y〉,

άρα 〈x, y〉 = 0. Επομένως Mλ⊥Mµ. 2

5 Το Φασματικό Θεώρημα: Εισαγωγή

5.1 Σε χώρους πεπερασμένης διάστασης

΄Εστω H χώρος Hilbert με dimH = n < +∞. Κάθε ορθοκανονική βάση

του H ορίζει ισομετρικό ισομορφισμό U : H → Cn
. ΄Εστω Da ο διαγώνιος

τελεστής με διαγώνια στοιχεία a1, . . . , an. Τότε ο D∗a = Da∗ είναι επίσης

διαγώνιος, άρα μετατίθεται με τον Da. Επομένως κάθε Da είναι φυσιολογικός

τελεστής. Γενικότερα, αν ο T ∈ B(H) είναι διαγωνοποιήσιμος, δηλαδή υπάρχει

ορθοκανονική βάση {ek : k = 1, . . . , n} του H ώστε ο τελεστής UTU−1
να

είναι διαγώνιος, τότε ο T είναι φυσιολογικός
8
.

Αντίστροφα,

Θεώρημα 5.1 Κάθε φυσιολογικός τελεστής T σ’έναν (μιγαδικό) χώρο Hil-
bert H διάστασης n <∞ είναι διαγωνοποιήσιμος, δηλαδή υπάρχει ορθοκανονι-

κή βάση {ek : k = 1, . . . , n} τουH και ak ∈ C ώστε Tek = akek (k = 1, . . . , n).
Ισοδύναμα, ο T είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος (unitarily equivalent) με έναν

διαγώνιο τελεστή, δηλαδή υπάρχει ορθομοναδιαίος τελεστής U : H → Cn
ώστε

ο UTU−1
να είναι διαγώνιος.

Απόδειξη Παρατήρησε πρώτα ότι, αφού ο H έχει πεπερασμένη διάσταση,

κάθε A ∈ B(H) έχει ιδιοτιμές: είναι οι ρίζες του μιγαδικού πολυωνύμου p(λ) =
det(A− λI).

Αν λi είναι οι ιδιοτιμές του T , ονομάζουμε Mi τους αντίστοιχους ιδιόχωρους.

Από το Λήμμα 4.2, οι ιδιόχωροι του T είναι ανά δύο κάθετοι. ΄ΕστωM = ⊕iMi

το ευθύ τους άθροισμα.

8
Αν UTU−1 = D τότε T = U∗DU και T ∗ = U∗D∗U , άρα οι T ∗T = U∗D∗UU∗DU =

U∗D∗DU και TT ∗ = U∗DD∗U μετατίθενται.
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Ισχυρίζομαι ότι M = H. Παρατήρησε ότι κάθε Mi ανάγει τον T (Λήμμα

4.2), επομένως και ο M τον ανάγει. ΄Αρα ο M⊥
είναι T -αναλλοίωτος. Αν

M⊥ 6= {0}, τότε ο τελεστής S = T |M⊥ : M⊥ → M⊥
δεν έχει ιδιοτιμές

(γιατί αν x ∈ M⊥\{0} και Sx = λx, τότε Tx = λx άρα το x ανήκει σε

κάποιον ιδιόχωρο του T , άρα είναι κάθετο στον M⊥
). ΄Ομως κάθε τελεστής

σε μη μηδενικό χώρο πεπερασμένης διάστασης έχει ιδιοτιμές. ΄Αρα M⊥ = {0},
δηλαδή ⊕iMi = H.

Επειδή για κάθε i ο τελεστής T |Mi
είναι ένα πολλαπλάσιο του ταυτοτικού, άρα

είναι διαγωνοποιήσιμος, έπεται τώρα ότι και ο T θα είναι διαγωνοποιήσιμος

(είναι διαγώνιος ως προς κάθε ορθοκανονική βάση του H που είναι ένωση

ορθοκανονικών βάσεων των Mi). 2

5.2 Επέκταση σε απειροδιάστατους χώρους

΄Ενας φυσιολογικός τελεστής T σ’έναν απειροδιάστατο χώρο Hilbert H δεν

έχει κατ’ανάγκην ιδιοτιμές. Παράδειγμα: Ο τελεστής Mf ∈ B(L2([0, 1])) όπου

f(t) = t (γιατί;). ΄Ενας τέτοιος τελεστής δεν μπορεί να είναι διαγωνοποιήσι-

μος (δηλαδή ορθομοναδιαία ισοδύναμος με έναν διαγώνιο τελεστή). ΄Ομως,

οι πολλαπλασιαστικοί τελεστές είναι γενίκευση των διαγωνίων τελεστών (βλ.

Παράδειγμα 2.5). Μια μορφή του Φασματικού Θεωρήματος είναι

Θεώρημα 5.2 (Φασματικό Θεώρημα - Πρώτη μορφή)

΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) είναι φυσιολογικός αν και μόνον αν είναι ορθομο-

ναδιαία ισοδύναμος με έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή, δηλαδή αν υπάρχουν:

χώρος μέτρου (X,µ), ορθομοναδιαίος τελεστής U : L2(X,µ) → H και συνάρ-

τηση f ∈ L∞(X,µ) ώστε

T = UMfU
−1.

Παρατήρηση 5.3 ΄Ενας πολλαπλασιαστικός τελεστής δεν είναι κατ΄ ανάγκη

διαγωνοποιήσιμος, όπως είδαμε, άρα δεν μπορεί εν γένει να γραφεί ως πεπερα-

σμένο άθροισμα Mf =
∑
λiPi, όπου οι Pi είναι ορθές προβολές. Μπορεί όμως

να προσεγγισθεί από τέτοια αθροίσματα:

Για κάθε f ∈ L∞(X,µ) και ε > 0 υπάρχει πεπερασμένο σύνολο {Pi : i =
1, . . . , n} καθέτων ανά δύο προβολών του B(L2(X,µ)) με

∑
Pi = I και λi ∈ C

ώστε

‖Mf −
n∑
i=1

λiPi‖ ≤ ε.
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Απόδειξη Αφού η f είναι (ουσιωδώς) φραγμένη και μετρήσιμη, υπάρχει α-

πλή συνάρτηση
9 fε =

∑
λiχi (όπου οι χi είναι χαρακτηριστικές συναρτήσεις

ξένων ανά δύο (μετρήσιμων) υποσυνόλων) ώστε ‖f − fε‖∞ ≤ ε. ΄Επεται ότι

‖Mf −Mfε‖ ≤ ε. Αλλά, αν θέσουμε Pi = Mχi , παρατηρούμε ότι οι Pi είναι

αυτοσυζυγείς (αφού οι χi παίρνουν πραγματικές τιμές) και ότι PiPj = δijPi
(αφού χiχj = δijχi). Ειδικότερα, P 2

i = Pi. Επομένως οι Pi είναι κάθετες ανά

δύο προβολές. Αλλά Mfε =
∑
λiPi και η απόδειξη συμπληρώθηκε. 2

Παρατήρησε ότι η τελευταία απόδειξη στηρίχθηκε στο γεγονός ότι η απεικόνιση

f →Mf διατηρεί την αλγεβρική δομή (συμπεριλαμβανόμενης και της ενέλιξης),

καθώς και την νόρμα. Σημείωσε επίσης ότι οι προβολές Pi ανήκουν στην

πολλαπλασιαστική άλγεβραMµ του L∞(X,µ) (πρβλ. Παρατήρηση 3.6).

Παρατήρηση 5.4 ΄Εστω Ω μετρήσιμο υποσύνολο του X και P (Ω) = MχΩ
.

Τότε η απεικόνιση Ω → P (Ω) είναι (όπως θα δούμε αργότερα) ένα «μέτρο

με τιμές προβολές». Μία ερμηνεία της προηγούμενης παρατήρησης είναι ότι

ένας πολλαπλασιαστικός τελεστής είναι το ολοκλήρωμα, με κάποια έννοια, μιας

συνάρτησης ως προς αυτό το «μέτρο»:

“Mf =

∫
λdP (λ)”.

Πράγματι, μια δεύτερη μορφή του Φασματικού Θεωρήματος είναι ότι κάθε φυ-

σιολογικός τελεστής μπορεί να γραφεί ως ένα τέτοιο ολοκλήρωμα.

9
Απόδειξη: Αλλάζοντας, αν χρειασθεί, τις τιμές της f σ’ένα υποσύνολο μέτρου μηδέν του

X, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f είναι φραγμένη. Τότε το σύνολο f(X) ⊆ C μπορεί να

καλυφθεί από πεπερασμένο πλήθος ανοικτών δίσκων Ui, i = 1, . . . , n διαμέτρου το πολύ ε.
Ορίζουμε ξένα ανά δύο Borel υποσύνολα ∆i ⊆ C θέτοντας ∆i = Ui\(∪j<iUj). Παρατηρούμε

ότι η διάμετρος του ∆i είναι το πολύ ε. ΄Εστω Xi = f−1(∆i). Τα Xi είναι μετρήσιμα ξένα

ανά δύο υποσύνολα του X και ∪Xi = X. Αν επιλέξουμε αυθαίρετα λi ∈ ∆i, παρατηρούμε

ότι t ∈ Xi ⇒ |f(t)−λi| ≤ ε. ΄Αρα, αν θέσουμε fε =
∑
λiχi (όπου χi είναι η χαρακτηριστική

συνάρτηση του Xi), τότε για κάθε t ∈ X υπάρχει i ώστε t ∈ Xi, άρα fε(t) = λi και επομένως

|f(t)− fε(t)| ≤ ε. Αυτό δείχνει ότι ‖f − fε‖∞ ≤ ε.
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6 Το Φάσμα

Σε χώρους πεπερασμένης διάστασης, το σύνολο σp(T ) των ιδιοτιμών ενός τε-

λεστή T ∈ B(X ) συμπίπτει με το σύνολο σ(T ) όλων των μιγαδικών αριθμών

λ ∈ C για τους οποίους ο τελεστής T − λI δεν έχει αντίστροφο. Το σύνολο

των ιδιοτιμών είναι πάντα μη κενό, γιατί το σώμα C είναι αλγεβρικά κλειστό.

Το γεγονός αυτό έπαιξε κρίσιμο ρόλο στην απόδειξη του Φασματικού Θεω-

ρήματος (Θεώρημα 5.1). ΄Ομως, σε απειροδιάστατους χώρους υπάρχουν αυτο-

συζυγείς τελεστές χωρίς ιδιοτιμές.

Παράδειγμα 6.1 Ο τελεστής Mf στον L2([0, 1]), όπου f(t) = t, δεν έχει

ιδιοτιμές.

Απόδειξη ΄Ασκηση.

Ορισμός 6.1 Το φάσμα ενός φραγμένου τελεστή T σ’έναν χώρο Banach
X είναι το σύνολο

σ(T ) = {λ ∈ C : ο T − λI δεν έχει αντίστροφο }.

Δεν είναι δύσκολο να δείξει κανείς ότι το φάσμα του τελεστή του τελευταίου

παραδείγματος είναι ακριβώς το [0, 1].

6.0.1 Παράδειγμα: Πολλαπλασιαστικοί τελεστές

Υπενθύμιση: Αν (X,µ) είναι χώρος σ-πεπερασμένου μέτρου, μια μετρήσιμη

συνάρτηση f : X → C λέγεται ουσιωδώς φραγμένη αν υπάρχει A ∈ R+
ώστε

µ({x ∈ X : |f(x)| > A}) = 0.

Αν |f(x)| ≤ Aµ-σχεδόν για κάθε x ∈ X τότε για κάθε g ∈ L2(X,µ),∫
|fg|2dµ ≤ A2

∫
|g|2dµ

άρα fg ∈ L2(X,µ) και μάλιστα η γραμμική απεικόνιση

Mf : L2(X,µ)→ L2(X,µ) : g → fg
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ορίζεται και είναι φραγμένη με ‖Mf‖ ≤ A. Επομένως αν θέσουμε

‖f‖∞ = inf{A : A ουσιώδες φράγμα της f}

τότε έχουμε ‖Mf‖ ≤ ‖f‖∞.

Αντίστροφα, ισχυρίζομαι ότι

|f(x)| ≤ ‖Mf‖ µ-σχεδόν για κάθε x ∈ X. (1)

Πράγματι, αρκεί να δείξω ότι για κάθε n ∈ N το σύνολο

Xn = {x ∈ X : |f(x)| > ‖Mf‖+
1

n
}

έχει μέτρο μηδέν (γιατί {x ∈ X : |f(x)| > ‖Mf‖} = ∪nXn).

΄Ομως αν κάποιοXn είχε θετικό μέτρο τότε (αφού το μέτρο είναι σ-πεπερασμένο)

θα περιείχε ένα υποσύνολο Yn με μη μηδενικό θετικό μέτρο. Τότε ονομάζοτας

ξn την χαρακτηριστική συνάρτηση του Yn έχουμε ξn ∈ L2(X,µ), ξn 6= 0 και

|(fξn)(x)| ≥
(
‖Mf‖+

1

n

)
ξn(x)

για κάθε x ∈ X άρα(
‖Mf‖+

1

n

)
‖ξn‖2 ≤ ‖fξn‖2 ≤ ‖Mf‖‖ξn‖2

άτοπο.

Παρατηρούμε ότι Mf = Mf ′ αν και μόνον αν f = f ′ µ-σχεδόν παντού. Επο-

μένως ο τελεστής Mf εξαρτάται μόνον από την κλάση της f ως προς ισότητα

µ-σχεδόν παντού. Δείξαμε δηλαδή ότι

Λήμμα 6.2 Κάθε f ∈ L∞(X,µ) ορίζει έναν τελεστή Mf ∈ B(L2(X,µ)) από

την σχέση Mf (g) = fg και ισχύει

‖Mf‖ = ‖f‖∞.

Παρατήρηση 6.3 ΄Εστω f : X → C μετρήσιμη συνάρτηση. Αν fg ∈ L2(X,µ)
για κάθε g ∈ L2(X,µ), τότε η f είναι ουσιωδώς φραγμένη.
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Απόδειξη Η υπόθεση σημαίνει ότι η γραμμική απεικόνιση Mf : g 7→ fg ορίζεται

σ’όλον τον L2(X,µ). Παρατηρούμε ότι η Mf έχει κλειστό γράφημα: πράγματι αν

‖gn‖2 → 0 και ‖Mfgn − go‖2 → 0 τότε ισχύει go = 0 γιατί για κάθε h ∈ L2(X,µ)
έχουμε

〈go, h〉 = lim
n
〈Mfgn, h〉 = lim

n

∫
fgnh̄dµ = lim

n

∫
gn(fh̄)dµ = lim

n
〈gn, f̄h〉 = 0.

Επειδή ο L2(X,µ) είναι χώρος Banach, έπεται από το Θεώρημα Κλειστού Γραφήματος

ότι ο τελεστής Mf είναι φραγμένος και συνεπώς η f είναι ουσιωδώς φραγμένη από το

Λήμμα. 2

Θα εξετάσουμε το φάσμα ενός πολλαπλασιαστικού τελεστή Mf .

Συμβολίζουμε

Mµ = {Mf ∈ B(L2(X,µ)) : f ∈ L∞(X,µ)}

την πολλαπλασιαστική άλγεβρα του χώρου (X,µ). Ελέγχεται άμεσα ότι η α-

πεικόνιση

f →Mf : L∞(X,µ)→Mµ ⊆ B(L2(X,µ))

είναι μορφισμός αλγεβρών, δηλαδή

Mf+g = Mf +Mg, Mfg = MfMg,

που διατηρεί την ενέλιξη (M∗
f = Mf̄ ) και τη μονάδα (M1 = I). Συνεπώς,

αν η f είναι αντιστρέψιμο στοιχείο της άλγεβρας L∞(X,µ), τότε ο Mf είναι

αντιστρέψιμο στοιχείο
10

της άλγεβραςMµ, άρα και της B(L2(X,µ)).

Αν αντίστροφα ο τελεστής Mf είναι αντιστρέψιμος, είναι αλήθεια ότι ο α-

ντίστροφός του, έστω T , είναι και αυτός πολλαπλασιαστικός τελεστής; Η

απάντηση είναι θετική. Πράγματι, παρατήρησε κατ’αρχήν ότι η f είναι µ-σχεδόν
παντού διάφορη του μηδενός. Γιατί αν υπήρχε Y ⊆ X θετικού μέτρου ώστε

f |Y = 0, τότε, θεωρώντας την χαρακτηριστική συνάρτηση χ ενός υποσυνόλου

του Y με πεπερασμένο μη μηδενικό μέτρο, θα είχαμε χ ∈ L2(X,µ), χ 6= 0 και

Mfχ = fχ = 0, πράγμα που αποκλείεται, αφού ο Mf είναι 1-1. Επομένως

η συνάρτηση g = 1/f ορίζεται µ-σχεδόν παντού και είναι βεβαίως μετρήσιμη.

Ισχυρίζομαι ότι είναι ουσιωδώς φραγμένη. Πράγματι, η σχέση MfTh = h για

κάθε h ∈ L2(X,µ) δίνει Th = 1
f
h = gh. Επομένως η απεικόνιση h → gh

ορίζει φραγμένο τελεστή του L2(X,µ) πράγμα που σημαίνει (όπως έχουμε ήδη

παρατηρήσει) ότι η g είναι ουσιωδώς φραγμένη. Συμπέρασμα:

10
Αν fg = 1 τότε MfMg = MgMf = Mfg = M1 = I.
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Πρόταση 6.4 Αν f ∈ L∞(X,µ), ο τελεστής Mf είναι αντιστρέψιμος αν και

μόνον αν η f είναι αντιστρέψιμο στοιχείο της άλγεβρας L∞(X,µ), αν δηλαδή η

1/f (ορίζεται µ-σχεδόν παντού και) είναι ουσιωδώς φραγμένη. Ο αντίστροφός

του (αν υπάρχει) είναι ο Mg ∈Mµ όπου g = 1/f .

Αντικαθιστώντας την f με την συνάρτηση f −λ, συμπεραίνουμε ότι ένας μιγα-

δικός αριθμός λ ικανοποιεί λ /∈ σ(Mf ) αν και μόνον αν η
1

f − λ
ορίζεται (µ-

σχεδόν παντού) και είναι ουσιωδώς φραγμένη, δηλαδή υπάρχει M < ∞ ώστε

1

|f − λ|
≤ M µ-σχεδόν παντού, δηλαδή το σύνολο {t ∈ X : |f(t) − λ| < 1

M
}

έχει μέτρο μηδέν. Γράφοντας δ αντί για
1
M
, έχουμε ισοδύναμα

λ /∈ σ(Mf ) ⇐⇒ ∃δ > 0 : µ({t ∈ X : |f(t)− λ| < δ}) = 0.

Επομένως δείξαμε ότι

Πρόταση 6.5 Αν f ∈ L∞(X,µ), το φάσμα του τελεστή Mf είναι το σύνολο

των λ ∈ C ώστε για κάθε δ > 0 το σύνολο {t ∈ X : |f(t) − λ| < δ} να έχει

θετικό μέτρο. Το σύνολο αυτό το ονομάζεται ουσιώδες σύνολο τιμών (essential
range) της f .

6.1 Το φάσμα σε άλγεβρες Banach

Ορισμός 6.2 ΄Εστω B άλγεβρα Banach με μονάδα I (π.χ. B = B(H)). ΄Ενα

στοιχείο A ∈ B λέγεται αντιστρέψιμο (invertible) αν υπάρχει B ∈ B ώστε

AB = BA = I. Το σύνολο των αντιστρεψίμων στοιχείων της B συμβολίζεται

Inv(B) ή B−1
. Το φάσμα (spectrum) ενός στοιχείου A ∈ B είναι το σύνολο

σ(A) = {λ ∈ C : A− λI /∈ Inv(B)}.

Θεώρημα 6.6 ΄Εστω B άλγεβρα Banach με μονάδα I. Κάθε A ∈ B με

‖I − A‖ < 1 είναι αντιστρέψιμο και μάλιστα

A−1 =
∞∑
n=0

(I − A)n.
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Απόδειξη Εφόσον

∞∑
n=0

‖(I − A)n‖ ≤
∞∑
n=0

‖I − A‖n =
1

1− ‖I − A‖
<∞,

η σειρά
∑∞

n=0(I − A)n συγκλίνει απόλυτα, άρα (από την πληρότητα
11

της B)
συγκλίνει. ΄Εστω S = limSn το όριό της. Εύκολα ελέγχεται ότι

SnA = ASn = I − (I − A)n+1 → I ,

αφού ‖(I − A)n+1‖ ≤ ‖I − A‖n+1 → 0, άρα AS = SA = I. 2

Πόρισμα 6.7 Το σύνολο Inv(B) των αντιστρεψίμων στοιχείων της B είναι

ανοικτό και η απεικόνιση A→ A−1
είναι συνεχής στο Inv(B).

Απόδειξη (α) Δείχνουμε ότι το B είναι ανοικτό: ΄Εστω Ao ∈ Inv(B) και

m = ‖A−1
o ‖. Για κάθε A ∈ B με ‖A− Ao‖ < 1

m
έχουμε∥∥A−1

0 A− I
∥∥ =

∥∥A−1
0 (A− Ao)

∥∥ ≤ ‖A−1
0 ‖ ‖A− Ao‖ < 1

άρα A−1
0 A ∈ Inv(B), συνεπώς και A ∈ Inv(B).

Δείχνουμε ότι η A→ A−1
είναι συνεχής: Αν A,B ∈ Inv(B) έχουμε∥∥A−1 −B−1

∥∥ =
∥∥A−1(B − A)B−1

∥∥
=
∥∥(A−1 −B−1)(B − A)B−1 +B−1(B − A)B−1

∥∥
≤
∥∥A−1 −B−1

∥∥ ‖B − A‖∥∥B−1
∥∥+ ‖B − A‖

∥∥B−1
∥∥2

⇒
∥∥A−1 −B−1

∥∥(1− ‖B − A‖
∥∥B−1

∥∥) ≤ ‖B − A‖
∥∥B−1

∥∥2

και συνεπώς αν An, B ∈ Inv(B) με ‖An −B‖ → 0 έχουμε ‖A−1
n −B−1‖ → 0.

2

Πόρισμα 6.8 Αν A ∈ B, το σύνολο σ(A) είναι φραγμένο. Μάλιστα, αν

ρ(A) = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)}

είναι η φασματική ακτίνα (spectral radius) φασματική ακτίναspectral
radius του A, τότε ρ(A) ≤ ‖A‖.
11
Σ’έναν χώρο Banach, αν μια σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε (τα μερικά της αθροίσματα

αποτελούν ακολουθία Cauchy, άρα) συγκλίνει.
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Απόδειξη Αν |λ| > ‖A‖, τότε ‖A
λ
‖ < 1 οπότε από το Θεώρημα προκύπτει

ότι I − A
λ
∈ Inv(B) άρα λI − A ∈ Inv(B). 2

Πόρισμα 6.9 Αν A ∈ B, το σύνολο σ(A) είναι κλειστό (άρα συμπαγές, αφού

είναι και φραγμένο).

Απόδειξη Δείχνουμε ότι το C\σ(A) είναι ανοικτό. Πράγματι, το C\σ(A)
είναι η αντίστροφη εικόνα του ανοικτού συνόλου Inv(B) μέσω της απεικόνισης

FA : C→ B με FA(λ) = A− λI, που είναι συνεχής. 2

Θεώρημα 6.10 Το φάσμα σ(A) ενός στοιχείου A μιας άλγεβρας Banach με

μονάδα είναι μη κενό υποσύνολο του C.

Απόδειξη Υποθέτουμε ότι σ(A) = ∅. Τότε ο αντίστροφος (A−λI)−1
ορίζε-

ται σ΄ όλο το C. Θα δείξουμε ότι η συνάρτηση C→ B : λ→ Rλ := (A−λI)−1

έχει μιγαδική παράγωγο και μηδενίζεται στο ∞, οπότε χρησιμοποιώντας το

Θεώρημα Liouville θα συμπεράνουμε ότι Rλ = 0 για κάθε λ, πράγμα άτοπο

εφόσον το Rλ είναι αντιστρέψιμο.

Δείχνουμε πρώτα ότι η Rλ έχει μιγαδική παράγωγο ίση με R2
λ (όπως στην

περίπτωση B = C). Αν λ, µ ∈ C με λ 6= µ,∥∥∥∥Rµ −Rλ

µ− λ
−R2

λ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥Rµ((A− λI)− (A− µI))Rλ

µ− λ
−R2

λ

∥∥∥∥
=
∥∥RµRλ −R2

λ

∥∥ ≤ ‖Rµ −Rλ‖ ‖Rλ‖ .

΄Ομως δείξαμε στην Πρόταση 6.7 ότι η απεικόνιση A→ A−1
είναι συνεχής όπου

ορίζεται. Συνεπώς όταν µ→ λ στο C έχουμε

‖Rµ −Rλ‖ =
∥∥(A− µI)−1 − (A− λI)−1

∥∥→ 0

και άρα, από την τελευταία ανισότητα

lim
µ→λ

∥∥∥∥Rµ −Rλ

µ− λ
−R2

λ

∥∥∥∥→ 0 . (*)

΄Εστω τώρα φ : B → C μια συνεχής γραμμική μορφή. Θεωρούμε τη συνάρτηση

f : C→ C : λ→ φ(Rλ).
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Η σχέση (∗) δείχνει ότι η f έχει μιγαδική παράγωγο, f ′(λ) = φ(R2
λ):

lim
µ→λ

∣∣∣∣f(µ)− f(λ)

µ− λ
− φ(R2

λ)

∣∣∣∣→ 0

αφού η φ είναι συνεχής. Επιπλέον όμως ισχύει

lim
λ→∞

f(λ) = 0.

Πράγματι, όταν |λ| > ‖A‖ έχουμε(
I − A

λ

)−1

=
∞∑
n=0

(
A

λ

)n
εφόσον

∥∥A
λ

∥∥ < 1 οπότε

‖Rλ‖ =

∥∥∥∥∥1

λ

(
I − A

λ

)−1
∥∥∥∥∥ =

1

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(
A

λ

)n∥∥∥∥∥
≤ 1

|λ|

∞∑
n=0

∥∥∥∥Aλ
∥∥∥∥n =

1

|λ|

(
1−

∥∥∥∥Aλ
∥∥∥∥)−1

= (|λ| − ‖A‖)−1

επομένως lim
λ→∞
‖Rλ‖ = 0, άρα και lim

λ→∞
f(λ) = 0.

Συμπέρασμα: η συνάρτηση f είναι ακέραια (παραγωγίσιμη σ΄ όλο το C) και

μηδενίζεται στο∞, άρα από το Θεώρημα Liouville μηδενίζεται παντού. Δηλαδή

για κάθε συνεχή γραμμική μορφή φ έχουμε φ(Rλ) = 0 για κάθε λ, άρα από το

Θεώρημα Hahn-Banach Rλ = 0 για κάθε λ, άτοπο. 2

Παρατήρηση 6.11 Ακολουθεί μια πιό σύντομη απόδειξη του τελευταίου βήμα-

τος. Διατηρούμε τους συμβολισμούς της προγούμενης απόδειξης

΄Οταν |λ| > ‖A‖ έχουμε Rλ =
−1

λ

(
I − A

λ

)−1

=
−1

λ

∞∑
n=0

(
A

λ

)n
, άρα

f(λ) = φ(Rλ) =
−1

λ

∞∑
n=0

φ(An)

λn
.
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Η σειρά αυτή συγκλίνει ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του {λ ∈ C : |λ| >
‖A‖}. Επομένως, ολοκληρώνοντας σε μια περιφέρεια γ(t) = reis, s ∈ [0, 2π]
με ακτίνα r > ‖A‖, έχουμε

−
∫
γ

f(λ)dλ =

∫
γ

∞∑
k=0

φ(Ak)
1

λk+1
dλ =

∞∑
k=0

φ(Ak)

∫
γ

1

λk+1
dλ

(ομοιόμορφη σύγκλιση) = φ(A0)

∫
γ

1

λ
dλ = 2πiφ(A0).

΄Ομως η f είναι ακέραια, συνεπώς το
∫
γ
f(λ)dλ μηδενίζεται. Επομένως φ(I) =

φ(A0) = 0 για κάθε συνεχή γραμμική μορφή φ και άρα I = 0, άτοπο. 2

6.2 Το φάσμα ενός τελεστή

Αν X είναι χώρος Banach, ένα στοιχείο T της άλγεβρας Banach B(X ) είναι

αντιστρέψιμο αν και μόνον αν είναι 1-1 και επί (γιατί ο αντίστροφός του είναι

αυτομάτως φραγμένος από το Θεώρημα Ανοικτής Απεικόνισης (1.8)).

Παρατήρηση 6.12 ΄Ενας τελεστής T ∈ B(X ) είναι αντιστρέψιμος αν και

μόνον αν είναι κάτω φραγμένος (δηλαδή υπάρχει δ > 0 ώστε ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ για

κάθε x ∈ X ) και έχει πυκνό σύνολο τιμών.

Απόδειξη Είναι σαφές ότι ένας αντιστρέψιμος τελεστής ικανοποιεί τις δύο

αυτές συνθήκες (με δ = ‖T−1‖−1
).

Αντίστροφα, αν Y = T (X ), η ανισότητα ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ δείχνει ότι η απεικόνιση

So : Y → X : Tx → x είναι καλά ορισμένη (γιατί ο T είναι 1-1) και φραγ-

μένη (από
1
δ
). Προφανώς η So είναι γραμμική. Συνεπώς, ο So επεκτείνεται σε

φραγμένο τελεστή S : Y → X με STx = x για κάθε x ∈ X και TSy = y για

κάθε y ∈ Y (γιατί;). Επομένως, αν Y = X , τότε ο T είναι αντιστρέψιμος και

S = T−1
. 2

Από την Παρατήρηση αυτή προκύπτει ότι το φάσμα ενός τελεστή A μπορεί να

αναλυθεί σε περισσότερα κομμάτια (που δεν έχουν έννοια για ένα στοιχείο μιας

αυθαίρετης άλγεβρας Banach): Αν λ ∈ σ(A), μπορεί ο A − λI να μην είναι

κάτω φραγμένος (ειδικότερα, να μην είναι 1-1) ή να μην έχει πυκνό σύνολο

τιμών (ή και τα δύο). Αυτό οδηγεί στους ακόλουθους ορισμούς:

31



Ορισμός 6.3 ΄Εστω A ∈ B(X ). Το σημειακό φάσμα (point spe-
ctrum) σp(A) του A είναι το σύνολο των ιδιοτιμών του:

σp(A) = {λ ∈ C : ker(A− λI) 6= {0}}.

Το προσεγγιστικά σημειακό φάσμα (approximate point spectrum)
σa(A) του A είναι το σύνολο των προσεγγιστικών ιδιοτιμών (appro-
ximate eigenvalues), δηλαδή το σύνολο των λ ώστε ο A− λI να μην είναι

κάτω φραγμένος:

σa(A) = {λ ∈ C : ∀ε > 0 ∃xε ∈ X : ‖(A− λI)xε‖ < ε‖xε‖}.

Το φάσμα συμπίεσης (compression spectrum) σc(A) του A είναι το

σύνολο

σc(A) = {λ ∈ C : (A− λI)(X ) 6= X}.

΄Ενα λ ∈ C είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή του A αν και μόνον αν υπάρχει ακο-

λουθία (xn) ⊆ X με ‖xn‖ = 1 ώστε ‖(A− λI)xn‖ → 0.

6.2.1 Παράρτημα: Μελέτη του φάσματος

Τα σύνολα σa(A) και σc(A) δεν είναι ξένα εν γένει. Σε χώρους πεπερασμένης διάστα-

σης είναι ίσα και ταυτίζονται με το (σημειακό) φάσμα. Σε απειροδιάστατους χώρους

μπορεί να μην ταυτίζονται.
12

Πάντοτε όμως, όπως προκύπτει από την παρατήρηση

6.12,

Πρόταση 6.13 Η ένωση σa(A) ∪ σc(A) ισούται με σ(A).

Το φάσμα συμπίεσης είναι κατά κάποιον τρόπο δυϊκό προς το σημειακό φάσμα. Αυτό

φαίνεται πιο εύκολα σε χώρους Hilbert. Θα χρειασθεί ένα Λήμμα:

Λήμμα 6.14 ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(H). Τότε

kerT = (T ∗(H))⊥ και T (H) = (kerT ∗)⊥.

Επομένως ο T είναι 1-1 αν και μόνον αν το σύνολο τιμών του T ∗ είναι πυκνό.

12
Για παράδειγμα, όπως θα δούμε στο 6.16, για τον τελεστή της μετατόπισης S, το σa(S)

είναι η μοναδιαία περιφέρεια T, ενώ το σc(S) είναι ο ανοικτός μοναδιαίος δίσκος D, οπότε

σc(S) ∩ σa(S) = ∅.
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Απόδειξη ΄Εχουμε Tx = 0 αν και μόνον αν 〈Tx, y〉 = 0 για κάθε y ∈ H, αν και

μόνον αν 〈x, T ∗y〉 = 0 για κάθε y ∈ H, αν και μόνον αν το x είναι κάθετο στο σύνολο

τιμών του T ∗. Για την δεύτερη ισότητα, εφαρμόζοντας την πρώτη στον T ∗ έχουμε

(kerT ∗)⊥ = (T (H))⊥⊥ = T (H). 2

Λήμμα 6.15 ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(H). Τότε

(i) σ(T ∗) = {λ̄ : λ ∈ σ(T )}

(ii) σp(T ) = {λ̄ : λ ∈ σc(T ∗)} και σc(T ) = {λ̄ : λ ∈ σp(T ∗)}.

Απόδειξη Οι σχέσεις AB = I = BA και B∗A∗ = I = A∗B∗ είναι ισοδύναμες.

Επομένως ο A είναι αντιστρέψιμος αν και μόνον αν ο A∗ είναι αντιστρέψιμος και

μάλιστα (A∗)−1 = (A−1)∗. Η (i) έπεται θέτοντας A = T − λI.

Για την (ii), εφαρμόζουμε το προηγούμενο Λήμμα: έχουμε ker(T − λI) 6= {0} αν και

μόνον αν το (T ∗ − λ̄I)(H) δεν είναι πυκνό. 2

Παράδειγμα 6.16 Αν S ∈ B(`2(N)) είναι ο τελεστής της μετατόπισης Sen =
en+1, τότε

σp(S) = ∅, σa(S) = T, σc(S) = D και άρα σ(S) = D

(όπου D ο ανοικτός μοναδιαίος δίσκος και T η μοναδιαία περιφέρεια).

Απόδειξη (i) Η σχέση ‖Sx‖ = ‖x‖ για κάθε x ∈ `2 δείχνει ότι ‖S‖ = 1, άρα

σ(S) ⊆ D (Πόρισμα 6.8).

(ii) ΄Εστω λ ∈ C και x = (xn) ∈ `2 ώστε Sx = λx, δηλαδή

(0, x1, x2, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

Αν λ = 0 τότε η σχέση αυτή δείχνει ότι x = 0. Αν λ 6= 0 τότε από την σχέση

λx1 = 0 έχουμε x1 = 0, από την σχέση λx2 = x1 έχουμε x2 = 0 και ούτω καθεξής,

άρα πάλι x = 0. Επομένως σp(S) = ∅.

(iii) Ισχυρίζομαι ότι σp(S
∗) = D. Τότε (από το Λήμμα 6.15) θα έχουμε σc(S) = D,

οπότε D ⊆ σ(S) ⊆ D, άρα σ(S) = D εφόσον το σ(S) είναι κλειστό.

Πράγματι, έστω λ ∈ C και x = (xn) ∈ `2, x 6= 0 τέτοιο ώστε S∗x = λx, δηλαδή

(x2, x3, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

Τότε x2 = λx1, x3 = λx2 = λ2x1 και γενικά xn+1 = λnx1. Επειδή x ∈ `2, έπεται
ότι
∑

n |λ|2n <∞ (διότι x1 6= 0 αφού x 6= 0) άρα |λ| < 1.
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Αντίστροφα αν λ ∈ D τότε το διάνυσμα x = (1, λ, λ2, . . .) είναι μη μηδενικό στοιχείο

του `2 και ικανοποιεί S∗x = λx, άρα λ ∈ σp(S∗).

(iv) Εφόσον σa(S) ⊆ σ(S) = D, για να δείξουμε ότι σa(S) = T, μένει να δειχθεί

ότι αν λ ∈ D τότε λ /∈ σa(S), δηλαδή ότι ο S − λI είναι κάτω φραγμένος. Πράγματι

για κάθε x ∈ `2 έχουμε

‖(S − λI)x‖ ≥ |‖Sx‖ − ‖λx‖| = |‖x‖ − ‖λx‖| = (1− |λ|) ‖x‖ .

Παράδειγμα 6.17 Ορίζουμε την απεικόνιση T : c00 → c00 από την σχέση Ten =
1
nen+1 (και επεκτείνουμε γραμμικά). Ελέγχεται εύκολα ότι ο ‖Tx‖2 ≤ ‖x‖2 για κάθε
x ∈ coo, άρα ο T επεκτείνεται σε φραγμένο τελεστή από τον `2 στον εαυτό του (που
συμβολίζουμε επίσης με T ). Σημείωσε ότι T = SD όπου S είναι ο τελεστής της
μετατόπισης και Den = 1

nen.

Τότε σ(T ) = {0}. Μάλιστα σp(T ) = ∅ και σa(T ) = σc(T ) = {0}.

Εφόσον σ(D) = { 1
n : n ∈ N} ∪ {0} και σ(S) = D, το παράδειγμα αυτό δείχνει ότι το

σ δεν συμπεριφέρεται καλά ως προς την σύνθεση τελεστών.

Απόδειξη (i) Κατ’ αρχήν ισχύει ότι 0 ∈ σa(T ) γιατί ‖(T − 0)en‖ = 1
n → 0.

΄Ομως 0 /∈ σp(T ) διότι οι S και D είναι 1-1, άρα και ο T = SD είναι 1-1. Επίσης

0 ∈ σc(T ) διότι 〈Ten, e1〉 = 0 για κάθε n ∈ N, άρα 〈Tx, e1〉 = 0 για κάθε x ∈ `2, άρα
e1⊥(T − 0)(`2).

(ii) ΄Εστω λ 6= 0. Θα δείξουμε ότι ο Tλ = λI − T = λ(I − T
λ ) είναι αντιστρέψιμος,

οπότε θα έχουμε σ(T ) = {0} και σp(T ) = ∅.

Παρατηρούμε ότι ‖T k‖ ≤ 1

k!
γιατί

T k

( ∞∑
n=1

xnen

)
=

∞∑
n=1

xn
n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)

en+k

άρα ∥∥∥∥∥T k
( ∞∑
n=1

xnen

)∥∥∥∥∥
2

=

∞∑
n=1

|xn|2

(n(n+ 1) . . . (n+ k − 1))2
≤ 1

(k!)2

∞∑
n=1

|xn|2 .

Επομένως

∥∥∥(Tλ )k∥∥∥ ≤ 1
k!|λ|k , άρα

∞∑
k=0

∥∥∥∥∥
(
T

λ

)k∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
k=0

1

k!

1

|λ|k
= exp

1

|λ|
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πράγμα που δείχνει ότι αν Sn = 1
λ

∑n
k=0(Tλ )k τότε η (Sn) συγκλίνει ως προς τη νόρμα

τελεστή. ΄Εστω Sλ = limn Sn. Εφόσον

TλSn = SnTλ =

(
I − T

λ

)( n∑
k=0

(
T

λ

)k)
= I −

(
T

λ

)n+1

−→
n→∞

I

έπεται ότι TλSλ = SλTλ = I. 2

6.3 Το φάσμα αυτοσυζυγούς τελεστή

Πρόταση 6.18 ΄Εστω A ∈ B(H) φυσιολογικός τελεστής. Τότε σ(A) =
σa(A).

Απόδειξη ΄Εστω λ /∈ σa(A). Πρέπει να δείξουμε ότι ο A−λI είναι αντιστρέψι-

μος. Από την υπόθεση, είναι κάτω φραγμένος, οπότε (Παρατήρηση 6.12) αρκεί

να δειχθεί ότι το (A − λI)H είναι πυκνό στον H. Αν x⊥(A − λI)H, τότε

(A∗− λ̄I)x = 0 (γιατί
〈
(A∗ − λ̄I)x, y

〉
= 〈x, (A− λI)y〉 = 0 για κάθε y). Αλ-

λά ο A−λI είναι κάτω φραγμένος, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε ‖(A−λI)x‖ ≥ δ‖x‖
για κάθε x ∈ H. Επειδή ο A− λI είναι φυσιολογικός, από το Λήμμα 3.8 έχου-

με ‖(A∗ − λ̄I)x‖ = ‖(A − λI)x‖ ≥ δ‖x‖, και συνεπώς x = 0. Επομένως το

(A− λI)H είναι πυκνό στον H.

Πρόταση 6.19 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Τότε σ(A) ⊆ R.

Απόδειξη Αν λ ∈ C\R, τότε, για κάθε x ∈ H\{0},

0 < |λ− λ̄|.‖x‖2 = |〈(A− λI)x, x〉 − 〈(A− λ̄I)x, x〉|
= |〈(A− λI)x, x〉 − 〈x, (A− λI)x〉| ≤ 2‖(A− λI)x‖‖x‖

οπότε
‖(A− λI)x‖ ≥ |λ− λ̄|

2
‖x‖.

Επομένως λ /∈ σa(A). Αλλά σa(A) = σ(A) διότι ο A είναι φυσιολογικός. 2

Πρόταση 6.20 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Τότε ένας από τους αριθμούς ‖A‖ ή

−‖A‖ ανήκει στο σ(A). Ειδικότερα,
13

(α) σ(A) 6= ∅ και (β) ρ(A) = ‖A‖.
13
Υπενθυμίζω ότι (όπως αποδεικνύεται με μεθόδους Μιγαδικής Ανάλυσης) το φάσμα ο-

ποιουδήποτε τελεστή σε ένα χώρο Banach είναι μη κενό. Η ισότητα ρ(A) = ‖A‖ δεν ισχύει

όμως εν γένει για μη φυσιολογικούς τελεστές (παράδειγμα A = ( 0 1
0 0 )).
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Απόδειξη Θα δείξουμε ότι ο αριθμός ‖A‖2
ανήκει στο σ(A2). Τότε το γι-

νόμενο (A − ‖A‖I)(A + ‖A‖I) = (A2 − ‖A‖2I) δεν θα είναι αντιστρέψιμο,

οπότε οι τελεστές (A − ‖A‖I) και (A + ‖A‖I) δεν μπορεί και οι δύο να είναι

αντιστρέψιμοι.

Για κάθε λ ∈ R και x ∈ H έχουμε (εφόσον 〈A2x, λ2x〉 ∈ R)

‖A2x− λ2x‖2 =〈A2x− λ2x,A2x− λ2x〉=‖A2x‖2− 2〈A2x, λ2x〉+ ‖λ2x‖2

=‖A2x‖2 − 2λ2‖Ax‖2 + λ4‖x‖2.

Αλλά ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ = 1}, άρα υπάρχει ακολουθία (xn) με ‖xn‖ =
1 και ‖Axn‖ → ‖A‖. Θέτοντας λ = ‖A‖ και x = xn στην προηγούμενη

ταυτότητα, έχουμε λοιπόν

‖A2xn − λ2xn‖2 = ‖A2xn‖2 − 2λ2‖Axn‖2 + λ4

≤ (‖A‖‖Axn‖)2 − 2λ2‖Axn‖2 + λ4 = λ4 − λ2‖Axn‖2 → 0.

Επομένως ο αριθμός λ2 = ‖A‖2
είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή του A2. 2

7 Συνεχείς συναρτήσεις αυτοσυζυγούς

τελεστή

7.1 Ο συναρτησιακός λογισμός

Σταθεροποιούμε έναν τελεστή A ∈ B(H). Για κάθε μιγαδικό πολυώνυμο p της

μορφής p(t) =
∑n

k=0 akt
k
, θέτουμε p(A) =

∑n
k=0 akA

k
(όπου A0 = I).

Στόχος μας είναι να ορίσουμε τελεστές της μορφής f(A) για άλλες κλάσεις

συναρτήσεων f .

Πρόταση 7.1 Αν A ∈ B(H) και p είναι πολυώνυμο, τότε

σ(p(A)) = {p(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Απόδειξη Αν το p είναι σταθερό, ο p(A) είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού

τελεστή, οπότε το συμπέρασμα αληθεύει. Υποθέτω λοιπόν ότι το p δεν είναι

σταθερό.
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Αν µ ∈ C, το πολυώνυμο q(z) ≡ p(z)− µ παραγοντοποιείται:

q(z) = c(z − λ1)(z − λ2) . . . (z − λn) (όπου c 6= 0). Τότε

p(A)− µI = c(A− λ1I)(A− λ2I) . . . (A− λnI).

Αν κάθε A − λkI είναι αντιστρέψιμος, τότε βέβαια το γινόμενό τους, άρα και

το p(A) − µI, είναι αντιστρέψιμο. Αντίστροφα αν το q(A) = p(A) − µI είναι

αντιστρέψιμο, επειδή οι A − λkI μετατίθενται, θα είναι όλοι αντιστρέψιμοι.
14

Επομένως µ ∈ σ(p(A)) αν και μόνον αν λk ∈ σ(A) για κάποιο k = 1, . . . , n.
Αλλά τα λk είναι οι ρίζες του q, δηλαδή είναι ακριβώς οι μιγαδικοί αριθμοί λ
που ικανοποιούν p(λ) = µ.

Δείξαμε λοιπόν ότι µ ∈ σ(p(A)) αν και μόνον αν µ = p(λ) για κάποιο λ ∈ σ(A),
δηλαδή αν και μόνον αν µ ∈ {p(λ) : λ ∈ σ(A)}. 2

Το επόμενο αποτέλεσμα είναι το κρίσιμο βήμα για να επεκτείνουμε την απει-

κόνιση p→ p(A) από τα πολυώνυμα σε συναρτήσεις που είναι κατάλληλα όρια

πολυωνύμων. Ας σημειώσουμε μόνο ότι (σε αντίθεση με την προηγούμενη

Πρόταση) το Θεώρημα δεν ισχύει για μη φυσιολογικούς τελεστές. Αν για πα-

ράδειγμα A = ( 1 1
0 1 ) και p(t) = t2, τότε σ(A) = {0, 1} οπότε ‖p‖σ(A) = 1 ενώ

‖p(A)‖ > 2 γιατί π.χ. ‖p(A) ( 0
1 )‖ =

√
5.

Θεώρημα 7.2 Αν A ∈ B(H) και A = A∗ τότε

‖p(A)‖ = sup{|p(λ)| : λ ∈ σ(A)} ≡ ‖p‖σ(A).

Απόδειξη Ας υποθέσουμε πρώτα ότι το p έχει πραγματικούς συντελεστές.

Τότε ο τελεστής p(A) είναι αυτοσυζυγής, άρα από την Πρόταση 6.20 η νόρμα

του ισούται με την φασματική ακτίνα, επομένως

‖p(A)‖ = sup{|µ| : µ ∈ σ(p(A))}.

Αλλά σ(p(A)) = p(σ(A)) από την Πρόταση 7.1, και η ζητούμενη ισότητα έπεται.

Για την γενική περίπτωση, παρατήρησε ότι αν p(t) =
∑n

k=0 akt
k
, τότε

p(A)∗p(A) =

(
n∑
k=0

akA
k

)∗( n∑
r=0

arA
r

)
=

(
n∑
k=0

ākA
k

)(
n∑
r=0

arA
r

)
= q(A)

14
Το q(A) μπορεί να γραφεί q(A) = (A−λkI)B = B(A−λkI). Πολλαπλασιάζοντας δεξιά

και αριστερά με (q(A))−1
, συμπεραίνουμε ότι το A− λkI έχει αριστερό και δεξί αντίστροφο,

άρα είναι αντιστρέψιμο.
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(εφόσον A = A∗) όπου q είναι το πολυώνυμο q(t) = p̄(t)p(t) που έχει πραγμα-

τικούς συντελεστές. Από την προηγούμενη παράγραφο λοιπόν έχουμε

‖q(A)‖ = sup{|q(λ)| : λ ∈ σ(A)}.

΄Ομως ‖p(A)‖2 = ‖p(A)∗p(A)‖ = ‖q(A)‖ από την ιδιότητα C∗ και επομένως

‖p(A)‖2 = ‖q(A)‖ = sup{|q(λ)| : λ ∈ σ(A)}
= sup{|p̄(λ)p(λ)| : λ ∈ σ(A)} = (sup{|p(λ)| : λ ∈ σ(A)})2.

Η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Θα επεκτείνουμε την απεικόνιση p→ p(A) από τα πολυώνυμα στις συνεχείς

συναρτήσεις. Ας θυμηθούμε ότι η υπάλγεβρα P(σ(A)) ⊆ C(σ(A)) των πο-

λυωνυμικών συναρτήσεων με πεδίο ορισμού το σ(A) είναι πυκνή στην άλγεβρα

C(σ(A))C(σ(A)) των συνεχών μιγαδικών συναρτήσεων στο σ(A) ως προς

την νόρμα supremum. Αυτό έπεται είτε απευθείας από το Θεώρημα Stone-
Weierstrass, είτε από το βασικό Θεώρημα Weierstrass, αν παρατηρήσει κανείς

ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : σ(A)→ C, επεκτείνεται με την ίδια νόρμα σε

μιά συνεχή συνάρτηση ορισμένη π.χ. στο [−‖A‖, ‖A‖], η οποία προσεγγίζεται

από πολυώνυμα ομοιόμορφα στο [−‖A‖, ‖A‖], άρα και στο σ(A).

Θεώρημα 7.3 (Συναρτησιακός λογισμός (functional calculus))
Αν A = A∗ ∈ B(H), υπάρχει μοναδικός ισομετρικός αλγεβρικός *-μορφισμός

Φc : (C(σ(A)), ‖ · ‖σ(A))→ (B(H), ‖ · ‖) : f → f(A)

που απεικονίζει το σταθερό πολυώνυμο p0(t) = 1 στον ταυτοτικό τελεστή και το

ταυτοτικό πολυώνυμο p1(t) = t στον τελεστή A.

Επίσης ισχύει Φc(p) = p(A) για κάθε πολυώνυμο p.

Απόδειξη ΄Υπαρξη: Από το προηγούμενο Θεώρημα έπεται ότι αν δύο πολυ-

ώνυμα p, q ταυτίζονται στο σ(A), τότε p(A) = q(A) (πράγματι, ‖p(A)−q(A)‖ =
sup{|p(λ) − q(λ)| : λ ∈ σ(A)} = 0). Επομένως το p(A) εξαρτάται μόνον από

τις τιμές του p στο σ(A). Δηλαδή η απεικόνιση

Φo : (P(σ(A)), ‖ · ‖σ(A))→ (B(H), ‖ · ‖) : p→ p(A)

είναι καλά ορισμένη. Είναι φανερό ότι είναι μορφισμός αλγεβρών:

(p+ q)(A) = p(A) + q(A) και (pq)(A) = p(A)q(A)
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όταν τα p και q είναι πολυώνυμα, και ότι διατηρεί την ενέλιξη:

Αν p(t) =
∑n

k=0 akt
k
, τότε

(p(A))∗ =

(
n∑
k=0

akA
k

)∗
=

n∑
k=0

akA
k = p(A)

(αφού A = A∗). Αλλά από το προηγούμενο Θεώρημα προκύπτει ότι ‖Φo(p)‖ =
‖p(A)‖ = ‖p‖σ(A) για κάθε πολυώνυμο p, δηλαδή η Φo είναι ισομετρία χώρων

με νόρμα. Εφόσον η P(σ(A)) είναι πυκνή στην C(σ(A)), έπεται ότι η Φo

έχει μοναδική συνεχή επέκταση (η οποία θα είναι ισομετρική) Φc : C(σ(A))→
B(H).

Μοναδικότητα: Αν Ψ είναι ένας συνεχής *-μορφισμός C(σ(A))→ B(H) που

ταυτίζεται με τον Φc στα p0 και p1 τότε, αφού και οι δύο είναι μορφισμοί, θα ταυ-

τίζονται σε δυνάμεις και γραμμικούς συνδυασμούς, δηλαδή σε κάθε πολυώνυμο.

Εφόσον οι Φc και Ψ είναι συνεχείς, θα ταυτίζονται και στα (ομοιόμορφα) όρια

πολυωνύμων, δηλαδή σε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις. 2

Ορισμός 7.1 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Ο συναρτησιακός λογισμός

για συνεχείς συναρτήσεις (continuous functional calculus) είναι

η απεικόνιση Φc : C(σ(A))→ B(H). Συνήθως γράφουμε f(A) αντί για Φc(f).

Δηλαδή αν η f είναι συνεχής στο σ(A), ο τελεστής f(A) ∈ B(H) ορίζεται

μοναδικά από το όριο

f(A) = lim pn(A) όπου (pn) πολυώνυμα με ‖pn − f‖σ(A) → 0.

Παρατηρήσεις 7.4 (i) Ο ορισμός του συναρτησιακού λογισμού για συνε-

χείς συναρτήσεις Φc είναι αλγεβρο-τοπολογικός και στηρίζεται στο Θεώρημα

7.2. Επομένως ο Φc δεν ορίζεται για οποιονδήποτε τελεστή A.

Παραδείγματος χάριν, αν A = ( 0 1
0 0 ), τότε σ(A) = {0} αλλά, παρόλο που η

συνάρτηση f(t) =
√
t είναι συνεχής στο σ(A), δεν ορίζεται τελεστής f(A).

Μάλιστα, δεν υπάρχει τελεστής B ώστε B2 = A (απόδειξη: άσκηση!).

Αποδεικνύεται ότι ο συναρτησιακός λογισμός ορίζεται και όταν ο A είναι φυ-

σιολογικός τελεστής. Δες π.χ. [3, VIII.2] ή [11].

(ii) Αν K είναι συμπαγής χώρος Hausdorff (π.χ. συμπαγής μετρικός χώρος),

κάθε αλγεβρικός *-μορφισμός Φ : C(K)→ B(H) είναι αυτομάτως συνεχής.
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[Απόδειξη Πρώτα παρατηρούμε ότι αν f ≥ 0 τότε Φ(f) ≥ 0. Πράγματι, αν g =
√
f

έχουμε Φ(f) = Φ(g∗g) = (Φ(g))∗Φ(g) ≥ 0.

Επομένως, για κάθε f ∈ C(K), η σχέση f∗f ≤ ‖f‖2 δηλαδή ‖f‖2po−f∗f ≥ 0 (όπου

po(t) = 1) δείχνει ότι Φ(‖f‖2po − f∗f) ≥ 0, δηλαδή Φ(f∗f) ≤ Φ(‖f‖2po) = ‖f‖2I,
άρα 0 ≤ Φ(f∗f) ≤ ‖f‖2I και συνεπώς ‖Φ(f)‖2 = ‖Φ(f)∗Φ(f)‖ ≤ ‖f‖2.]

Επομένως, ο Φc είναι ο μοναδικός *-μορφισμός C(σ(A))→ B(H) που στέλνει

την μονάδα στον I και το ταυτοτικό πολυώνυμο στον A.

Είναι φανερό ότι για κάθε πολυώνυμο p ο τελεστής p(A) μετατίθεται με τον A.

Το ίδιο επομένως ισχύει και για τον f(A), αν f ∈ C(σ(A)).

Πιο ενδιαφέρον όμως, όπως θα δούμε, είναι το γεγονός ότι ο f(A) μετατίθεται

με κάθε τελεστή που μετατίθεται με τον A. Πράγματι, αν AT = TA τότε

A2T = ATA = TA2
και επαγωγικά AnT = TAn για κάθε n ∈ N. Επομένως

p(A)T = Tp(A) για κάθε πολυώνυμο p, άρα και f(A)T = Tf(A) για κάθε

f ∈ C(σ(A)), λόγω συνέχειας. Δείξαμε λοιπόν ότι

Παρατήρηση 7.5 Αν f ∈ C(σ(A)), ο f(A) μετατίθεται με κάθε τελεστή

που μετατίθεται με τον A. Δηλαδή ο συναρτησιακός λογισμός παίρνει τιμές

στον δεύτερο μεταθέτη {A}′′ του A, όπου

Ο μεταθέτης (commutant) ενός υποσυνόλου S ⊆ B(H) είναι το σύνολο

των τελεστών που μετατίθενται με κάθε στοιχείο του S:

S ′ = {T ∈ B(H) : TS = ST για κάθε S ∈ S}.

Θεώρημα 7.6 (Θεώρημα Φασματικής Απεικόνισης) ΑνA ∈ B(H)
είναι αυτοσυζυγής τελεστής και f ∈ C(σ(A)),

σ(f(A)) = {f(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Απόδειξη Αν µ /∈ {f(λ) : λ ∈ σ(A)} τότε η συνάρτηση g(λ) = f(λ)−µ δεν

μηδενίζεται πουθενά στο σ(A), άρα η συνάρτηση h := 1/g ανήκει στο C(σ(A))
και hg = 1. Τότε όμως Φc(h)Φc(g) = Φc(hg) = I και Φc(g)Φc(h) = Φc(gh) =
I, δηλαδή h(A)g(A) = I = g(A)h(A), άρα ο f(A) − µI έχει αντίστροφο, τον

h(A). Συνεπώς µ /∈ σ(f(A)).

[Παρατήρησε ότι αυτό το μέρος της απόδειξης είναι καθαρά αλγεβρικό: εξαρ-

τάται μόνον από το γεγονός ότι η απεικόνιση f → f(A) είναι μορφισμός αλ-

γεβρών που διατηρεί την μονάδα, άρα απεικονίζει αντιστρέψιμα στοιχεία σε

αντιστρέψιμα στοιχεία.]
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΄Εστω τώρα µ ∈ {f(λ) : λ ∈ σ(A)}, οπότε µ = f(λo) για κάποιο λo ∈ σ(A).
Θα δείξω ότι ο τελεστής f(A)− µI δεν είναι αντιστρέψιμος.

Ισχυρίζομαι ότι

f(A)− µI = lim
n
qn(A),

όπου (qn) ακολουθία πολυωνύμων με qn(λo) = 0 για κάθε n. Πράγματι, υπάρχει

μια ακολουθία πολυωνύμων (pn) ώστε pn(t) → f(t) − µ = g(t) ομοιόμορφα

στο σ(A), άρα και pn(λo) → g(λo) = 0. Αν θέσουμε qn(t) = pn(t) − pn(λo),
έχουμε qn(λo) = 0 και ‖qn − g‖σ(A) → 0, άρα qn(A) → g(A) = f(A) − µI
(Θεώρημα 7.2) και ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Εφόσον λo ∈ σ(A), έπεται ότι 0 = qn(λo) ∈ qn(σ(A)). Αλλά qn(σ(A)) =
σ(qn(A)) από την Πρόταση 7.1, άρα οι τελεστές qn(A) δεν είναι αντιστρέψι-

μοι. Εφόσον το σύνολο των αντιστρέψιμων στοιχείων του B(H) είναι ανοικτό

(Πόρισμα 6.7), έπεται ότι ο f(A) − µI = lim qn(A) δεν είναι αντιστρέψιμος.

2

Πόρισμα 7.7 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Αν f ∈ C(σ(A)), ο τελεστής f(A)
είναι φυσιολογικός. Ο f(A) είναι αυτοσυζυγής αν και μόνον αν η f παίρνει

πραγματικές τιμές στο σ(A). Επίσης, f(A) ≥ 0 αν και μόνον αν f(σ(A)) ⊆ R+
.

Απόδειξη Εφόσον ο συναρτησιακός λογισμός Φc διατηρεί την ενέλιξη (Θε-

ώρημα 7.3), για κάθε f ισχύει (Φc(f))∗ = Φc(f̄) δηλαδή (f(A))∗ = f̄(A).
Επομένως (f(A))∗f(A) = (f̄f)(A) = (ff̄)(A) = f(A)f(A)∗, δηλαδή κάθε

f(A) είναι φυσιολογικός. Επίσης η ισότητα f(A) = f(A)∗ ισχύει αν και μόνον

αν η f είναι πραγματική συνάρτηση. 2

7.2 Η τετραγωνική ρίζα αυτοσυζυγούς τελεστή

Ως εφαρμογή του συναρτησιακού λογισμού για συνεχείς συναρτήσεις, θα δεί-

ξουμε ότι ένας θετικός τελεστής έχει (μοναδική θετική) τετραγωνική ρίζα. Θυ-

μίζουμε ότι ένας A ∈ B(H) λέγεται θετικός αν 〈Ax, x〉 ≥ 0 για κάθε x ∈ H,

και ότι ένας θετικός τελεστής είναι πάντα αυτοσυζυγής.

Πρόταση 7.8 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Αν σ(A) ⊆ R+
τότε υπάρχει μο-

ναδικός αυτοσυζυγής B ∈ B(H) με σ(B) ⊆ R+
ώστε B2 = A. Γράφουμε

B = A1/2
.
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Απόδειξη Η συνάρτηση f(t) =
√
t είναι καλά ορισμένη (πραγματική) και

συνεχής στο σ(A). Επομένως αν θέσουμε B = f(A), έχουμε B = B∗, σ(B) =
f(σ(A)) ⊆ R+

και B2 = A.

Η μοναδικότητα αφήνεται ως (ενδιαφέρουσα!) άσκηση για τον αναγνώστη. 2

Λήμμα 7.9 ΄Ενας αυτοσυζυγής τελεστής A στονH είναι θετικός αν και μόνον

αν σ(A) ⊆ R+
.

Απόδειξη ΄Εστω ότι σ(A) ⊆ R+
. Τότε ορίζεται ο B = A1/2

. Για κάθε

x ∈ H,

〈Ax, x〉 = 〈B2x, x〉 = 〈Bx,Bx〉 = ‖Bx‖2 ≥ 0

άρα ο A είναι θετικός.

Αντίστροφα έστω ότι ο A είναι θετικός. Τότε ο A είναι φυσιολογικός, και

συνεπώς κάθε λ ∈ σ(A) είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή (Πρόταση 6.18), άρα

υπάρχει ακολουθία (xn) στον H με ‖xn‖ = 1 και ‖(A − λI)xn‖ → 0. Τότε

όμως

|〈Axn, xn〉 − λ| = |〈(A− λI)xn, xn〉| ≤ ‖(A− λI)xn‖.‖xn‖ → 0.

Εφόσον 〈Axn, xn〉 ≥ 0 για κάθε n, έπεται ότι λ = lim〈Axn, xn〉 ≥ 0. 2

Σημείωσε ότι η υπόθεση A = A∗ δεν μπορεί να παραλειφθεί. Για παράδειγμα,

ο A = ( 0 1
0 0 ) έχει μη αρνητικό φάσμα (σ(A) = {0}) αλλά δεν είναι θετικός:

〈Ax, x〉 = −1 για x = (−1, 1).

Συνοψίζουμε:

Θεώρημα 7.10 (Τετραγωνική ρίζα) ΄Εστω T ∈ B(H). Τα ακόλουθα

είναι ισοδύναμα:

(α) Ο T είναι θετικός.

(β) Υπάρχει B ∈ B(H) θετικός ώστε T = B2
.

(γ) Υπάρχει S ∈ B(H) ώστε T = S∗S.

(δ) T = T ∗ και σ(T ) ⊆ R+
.
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Απόδειξη (γ)⇒(α) Για κάθε x ∈ H, 〈Tx, x〉 = 〈S∗Sx, x〉 = ‖Sx‖2 ≥ 0.

(α)⇒(δ) Αν ο T είναι θετικός, τότε T = T ∗, οπότε σ(T ) ⊆ R+
από το Λήμμα

7.9.

(δ)⇒(β) Πρόταση 7.8 και Λήμμα 7.9.

(β)⇒(γ) Προφανές (πάρε S = B). 2

Παρατήρηση 7.11 ΄Επεται ότι για κάθε S ∈ B(H) ισχύει σ(S∗S) ⊆ R+.
Αυτό είναι στοιχειώδες. Το αντίστοιχο αποτέλεσμα για στοιχεία μιας αυθαίρε-

της (μη μεταθετικής) C∗-άλγεβρας είναι αληθές, αλλά όχι τόσο στοιχειώδες.

Μάλιστα, συμπεριλαμβανόταν στον αρχικό ορισμό μιας C∗-άλγεβρας, και μόνον
αργότερα αποδείχθηκε ότι ήταν συνέπεια των άλλων ιδιοτήτων (ουσιαστικά της

πληρότητας και της ιδιότητας C∗).

Πόρισμα 7.12 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Αν f ∈ C(σ(A)), ο τελεστής f(A)
είναι θετικός αν και μόνον αν f(σ(A)) ⊆ R+

.

Απόδειξη Αν η f είναι μη αρνητική στο σ(A) τότε θέτοντας g(t) =
√
f(t)

(t ∈ σ(A)) έχουμε g(A)∗ = g(A) και άρα f(A) = g(A)∗g(A) ≥ 0. Αντίστροφα

αν f(A) ≥ 0 τότε σ(f(A)) ⊆ R+
και συνεπώς f(σ(A)) ⊆ R+

(Θεώρημα 7.6).

2

Πόρισμα 7.13 Κάθε αυτοσυζυγής A ∈ B(H) γράφεται ως διαφορά δύο θε-

τικών τελεστών A = A+ − A− με A+A− = A−A+ = 0. Επομένως κάθε

T ∈ B(H) είναι γραμμικός συνδυασμός (το πολύ) τεσσάρων θετικών τελεστών.

Απόδειξη Θέτουμε A+ = f+(A) και A− = f−(A) όπου f+(t) = max{t, 0}
και f−(t) = −min{t, 0} (t ∈ σ(A) ⊆ R).

7.3 Η πολική αναπαράσταση

Ορισμός 7.2 ΄Εστω T ∈ B(H) τυχαίος τελεστής. Υπενθυμίζουμε ότι ο τε-

λεστής T ∗T είναι θετικός. Η μοναδική θετική τετραγωνική του ρίζα (Πρόταση

7.8) συμβολίζεται |T |.

Σημειώνουμε ότι ο |T | δεν έχει όλες τις αναμενόμενες ιδιότητες της «απόλυτης

τιμής».
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΄Ασκηση 7.14 Να βρεθούν δύο 2 × 2 πίνακες A,B ώστε να μην ισχύει η

ανισότητα |A+B| ≤ |A|+ |B|.

Κάθε μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός γράφεται σε πολική μορφή z = u|z|, όπου
|z| > 0 και |u| = 1. Αντίστοιχη γραφή υπάρχει και για τελεστές:

Θεώρημα 7.15 ΄Εστω T ∈ B(H) τυχαίος τελεστής. Υπάρχει μερική ισομε-

τρία V με αρχικό χώρο |T |(H) και τελικό χώρο T (H) ώστε

T = V |T |.

Επιπλέον, αν T = UX όπου X ≥ 0 και U μερική ισομετρία με αρχικό χώρο

X(H) τότε U = V και X = |T |.

Απόδειξη Για κάθε x ∈ H,

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈|T |2x, x〉 = 〈|T |x, |T |x〉 = ‖|T |x‖2.

Αυτό δείχνει ότι η απεικόνιση

Vo : |T |(H)→ T (H) : |T |x→ Tx

είναι καλά ορισμένη, γραμμική, ισομετρική και επί. Επομένως επεκτείνεται σε

ισομετρία V1 από τον |T |(H) επί του T (H). Επεκτείνουμε τον V1 σε τελεστή

V : H → H θέτοντας V x = 0 για x κάθετο στον |T |(H). Προκύπτει μια

μερική ισομετρία με αρχικό χώρο |T |(H) και τελικό χώρο T (H). Για κάθε

x ∈ H έχουμε V |T |x = Vo|T |x = Tx, άρα V |T | = T .

Αποδεικνύουμε την «μοναδικότητα». Αν οι U,X είναι όπως στην εκφώνηση,

η αρχική προβολή U∗U της μερικής ισομετρίας U είναι η ταυτοτική απεικόνι-

ση στον αρχικό χώρο X(H), άρα U∗UX = X. Η σχέση T = UX δίνει

T ∗T = XU∗UX = X2
, άρα X = (T ∗T )1/2 = |T | από την μοναδικότητα της

τετραγωνικής ρίζας. Συνεπώς U |T | = T = V |T |. Αυτό δείχνει ότι οι U και V
έχουν τον ίδιο αρχικό χώρο και ταυτίζονται στον πυκνό υπόχωρο |T |(H) του

αρχικού τους χώρου, άρα U = V. 2

Παρατήρηση 7.16 Ο πυρήνας της V είναι το ορθογώνιο συμπλήρωμα του

αρχικού της χώρου, δηλαδή ο (|T |(H))⊥ = ker |T |. ΄Εχουμε όμως ker |T | =
kerT διότι ‖Tx‖ = ‖|T |x‖ για κάθε x. Εφόσον (T ∗(H))⊥ = kerT , έπεται ότι
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|T |(H) = T ∗(H). Επομένως η V είναι μερική ισομετρία με αρχικό χώρο T ∗(H)

και τελικό χώρο T (H).

Εφόσον ο V ∗V είναι η προβολή στον |T |(H), η σχέση T = V |T | δίνει

V ∗T = V ∗V |T | = |T |.

Σημειώνουμε επίσης ότι η V είναι ισομετρία αν και μόνον αν ο T είναι 1-1 ,

ενώ η V ∗ είναι ισομετρία αν και μόνον αν το σύνολο τιμών του T είναι πυκνό.

(Η απόδειξη των ισχυρισμών αυτών είναι εύκολη άσκηση.) Επομένως η V είναι

ορθομοναδιαίος τελεστής αν και μόνον αν ο T είναι 1-1 και έχει πυκνό σύνολο

τιμών. Αυτό συμβαίνει ειδικότερα όταν ο T είναι αντιστρέψιμος.

8 Το φασματικό θεώρημα για αυτοσυζυ-

γείς τελεστές

Σταθεροποιούμε έναν αυτοσυζυγή τελεστή A ∈ B(H) και στοχεύουμε να «ανα-

παραστήσουμε» τον A ως πολλαπλασιαστικό τελεστή σ’ έναν κατάλληλο χώρο

L2(X,µ). Ακριβέστερα, θα κατασκευάσουμε ένα χώρο μέτρου (X,µ) και μια

f ∈ L∞(X,µ) ώστε ο A να είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με τον πολλα-

πλασιαστικό τελεστή Mf , δηλαδή να υπάρχει ένας ορθομοναδιαίος τελεστής

U : L2(X,µ)→ H ώστε A = UMfU
−1

.

Το κρίσιμο βήμα εμπεριέχεται στο

Λήμμα 8.1 Για κάθε μη μηδενικό x ∈ H υπάρχει θετικό κανονικό πεπερα-

σμένο μέτρο Borel µx στο σ(A) και ισομετρία Ux : L2(σ(A), µx)→ H ώστε

UxMf = f(A)Ux για κάθε f ∈ C(σ(A))

(και ειδικότερα AUx = UxMfo όπου fo(λ) = λ).

Απόδειξη Από τον συναρτησιακό λογισμό για συνεχείς συναρτήσεις (Θεώ-

ρημα 7.3), ορίζεται η απεικόνιση

Φc : C(σ(A))→ B(H) : f → f(A)

που είναι ισομετρικός *-μορφισμός.
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Σταθεροποιούμε ένα μη μηδενικό x ∈ H και θεωρούμε την γραμμική απεικόνιση

φx : C(σ(A))→ C : f → 〈f(A)x, x〉.

Παρατηρούμε ότι η φx είναι θετική γραμμική μορφή στον C(σ(A)), δηλαδή

φx(f) ≥ 0 για κάθε f ≥ 0. Πράγματι, αν f ≥ 0 τότε f(A) ≥ 0 (Πόρισμα 7.12)

επομένως φx(f) = 〈f(A)x, x〉 ≥ 0.

Από το Θεώρημα Αναπαράστασης του Riesz (βλέπε π.χ. [16, Θεώρημα 12.26]),

υπάρχει (μοναδικό) θετικό πεπερασμένο κανονικό μέτρο Borel µx στο σ(A)
ώστε ∫

fdµx = φx(f) = 〈f(A)x, x〉 για κάθε f ∈ C(σ(A)).

Θεωρώντας τώρα τον χώρο C(σ(A)) ως υπόχωρο του L2(σ(A), µx),
15

ορίζουμε

την απεικόνιση

Uox : (C(σ(A)), ‖ · ‖2)→ (H, ‖ · ‖H) : f → f(A)x

που είναι προφανώς γραμμική. Ισχυρίζομαι ότι είναι ισομετρία. Πράγματι, για

κάθε f ∈ C(σ(A)),

‖f(A)x‖2
H = 〈f(A)x, f(A)x〉 = 〈f(A)∗f(A)x, x〉 = 〈(f̄f)(A)x, x〉

=

∫
f̄fdµx = ‖f‖2

2

(χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η Φc : f → f(A) είναι *-μορφισμός). Δείξαμε

λοιπόν ότι ‖Uox(f)‖H = ‖f‖2 για κάθε f ∈ C(σ(A)), δηλαδή ότι η Uox είναι

ισομετρική. Επομένως επεκτείνεται σε ισομετρία Ux ορισμένη στην κλειστή

θήκη του C(σ(A)) ως προς την νόρμα ‖.‖2. Αλλά αυτή η κλειστή θήκη είναι

ακριβώς
16

ο L2(σ(A), µx). ΄Εχουμε λοιπόν μια ισομετρία

Ux : L2(σ(A), µx)→ H

που ικανοποιεί Ux(f) = f(A)x όταν η f είναι συνεχής.

Μένει να δειχθεί ότι UxMf = f(A)Ux για κάθε f ∈ C(σ(A)).

Πράγματι, για κάθε g ∈ C(σ(A)) έχουμε

(UxMf )(g) = Ux(fg) = ((fg)(A))(x) = f(A)(g(A)(x)) = (f(A)Ux)(g).

15
δηλαδή ταυτίζοντας συναρτήσεις που διαφέρουν μόνο σε µx-μηδενικά σύνολα

16
βλέπε π.χ. [16, Πρόταση 12.24].
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Επομένως οι φραγμένοι τελεστές UxMf και f(A)Ux ταυτίζονται στον πυκνό

υπόχωρο C(σ(A)) του L2(σ(A), µx), άρα είναι ίσοι. 2

Παρατηρήσεις 8.2 (i) Αξίζει ίσως να σχολιάσει κανείς τον διπλό ρόλο του

χώρου C(σ(A)) στην προηγούμενη απόδειξη: Αφενός μεν χρησιμοποιήθηκε

(μέσω του συναρτησιακού λογισμού) ως χώρος τελεστών f(A) στον H, αφε-

τέρου ως χώρος διανυσμάτων στον L2(σ(A), µx).

(ii) Το σύνολο τιμών im(Ux) της ισομετρίας Ux του Λήμματος είναι ακριβώς ο

κυκλικός υπόχωρος

Hx = [Anx : n = 0, 1, . . .] = [x,Ax,A2x, . . .]

του x για τον A.

Πράγματι, το σύνολο τιμών του Ux είναι κλειστό (διότι ο Ux είναι ισομετρία)

και περιέχει το f(A)x για κάθε f ∈ C(σ(A)). Ειδικότερα περιέχει όλα τα

διανύσματα της μορφής Anx για n = 0, 1, . . ., άρα περιέχει τον Hx. Από την

άλλη μεριά κάθε f ∈ C(σ(A)) προσεγγίζεται από μια ακολουθία (pn) από

πολυώνυμα, ομοιόμορφα στο σ(A), και συνεπώς ‖pn(A)− f(A)‖ → 0, άρα και

‖pn(A)x− f(A)x‖ → 0. Αλλά κάθε pn(A)x ανήκει στον Hx, συνεπώς το ίδιο

ισχύει για το f(A)x. Επομένως

imUox = {f(A)x : f ∈ C(σ(A))} ⊆ Hx ⊆ imUx

άρα imUx = imUox ⊆ Hx ⊆ imUx

και συνεπώς ισχύει ισότητα.

(iii) Αν μπορούσαμε να επιλέξουμε το x ∈ H ώστε ο Ux να είναι αντι-

στρέψιμος, τότε το προηγούμενο Λήμμα θα έδινε f(A) = UxMfU
−1
x για κάθε

f ∈ C(σ(A)), και ειδικότερα A = UxMfoU
−1
x , οπότε θα είχαμε δείξει ότι ο A

είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή.

Αλλά ο Ux είναι αντιστρέψιμος αν και μόνον αν είναι επί του H (γιατί είναι

πάντα ισομετρία, άρα 1-1). Από την προηγούμενη παρατήρηση, αυτό συμβαίνει

ακριβώς όταν ο κυκλικός υπόχωρος Hx είναι όλος ο χώρος H.

Ορισμός 8.1 ΄Ενα διάνυσμα x ∈ H λέγεται κυκλικό (cyclic) για τον

τελεστή A ∈ B(H) αν ο κυκλικός υπόχωρος (cyclic subspace) που ορίζει είναι

όλος ο H, ισοδύναμα αν ο γραμμικός χώρος [Anx : n = 0, 1, . . .] είναι πυκνός

στον H.
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Το Λήμμα και οι παρατηρήσεις που προηγήθηκαν αποδεικνύουν την

Πρόταση 8.3 Αν ένας αυτοσυζυγής τελεστής A ∈ B(H) έχει κυκλικό διά-

νυσμα, υπάρχει πεπερασμένο θετικό κανονικό μέτρο Borel µ στο σ(A) ώστε ο

A να είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με τον τελεστή Mfo του πολλαπλασιασμού

επί την ανεξάρτητη μεταβλητή, (Mfo(g))(x) = xg(x), στον L2(σ(A), µ).

΄Ομως, δεν έχουν όλοι οι αυτοσυζυγείς τελεστές κυκλικά διανύσματα. Για

παράδειγμα, ο ταυτοτικός τελεστής του H δεν έχει ποτέ κυκλικό διάνυσμα,

εκτός αν ο H είναι μονοδιάστατος! ΄Ενα λιγότερο τετριμμένο παράδειγμα είναι

το εξής:

Παράδειγμα 8.4 ΄Εστω H = L2([0, 1])⊕ L2([0, 1]) 17 και έστω A = Mfo ⊕
Mfo όπου fo(λ) = λ (λ ∈ [0, 1]). Τότε ο A είναι αυτοσυζυγής τελεστής χωρίς

κυκλικό διάνυσμα.

Απόδειξη ΄Οτι ο A είναι αυτοσυζυγής έπεται από το γεγονός ότι η fo είναι

πραγματική. Ισχυρίζομαι ότι κανένα διάνυσμα f ⊕ g δεν είναι κυκλικό για τον

A. Πράγματι, το διάνυσμα ḡ ⊕ (−f̄) είναι κάθετο σε κάθε An(f ⊕ g):〈
An(f ⊕ g), ḡ ⊕(−f̄)

〉
=
〈
(Mn

fof ⊕M
n
fog), ḡ ⊕(−f̄)

〉
=
〈
Mn

fof, ḡ
〉
−
〈
Mn

fog, f̄
〉

=

∫
tnf(t)g(t)dt−

∫
tng(t)f(t)dt = 0.

΄Επεται ότι η γραμμική θήκη του συνόλου {An(f⊕g) : n = 0, 1, . . .} δεν μπορεί

να είναι πυκνή στον H.

Παρατήρησε ότι αν ταυτίσουμε τον χώροH στο παράδειγμα αυτό με τον L2([0, 1]∪
[1, 2]), τότε ο τελεστής A ταυτίζεται με τον Mf , όπου f η «οδοντωτή» συνάρ-

τηση f(t) = t για t ∈ [0, 1] και f(t) = t− 1 για t ∈ (1, 2].

Με κάπως ανάλογο τρόπο, η γενική περίπτωση ανάγεται στην περίπτωση της

Πρότασης 8.3 τοποθετώντας κατάλληλους χώρους μέτρου «τον ένα δίπλα στον

άλλο».

Λήμμα 8.5 Αν A ∈ B(H) είναι αυτοσυζυγής, υπάρχει μια οικογένεια

{Hi : i ∈ I} από κάθετους ανά δύο υποχώρους του H, ώστε

17
με το εσωτερικό γινόμενο 〈f1 ⊕ g1, f2 ⊕ g2〉 = 〈f1, f2〉+ 〈g1, g2〉
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(ι) κάθε Hi να είναι A-αναλλοίωτος, δηλ. A(Hi) ⊆ Hi

(ιι) κάθε Hi να είναι A-κυκλικός, δηλ. να περιέχει ένα A-κυκλικό διάνυσμα

(ιιι) το ευθύ άθροισμα ∨iHi (δηλαδή ο μικρότερος κλειστός υπόχωρος του H
που περιέχει κάθε Hi) να είναι όλος ο H.

Απόδειξη Ονομάζουμε δύο μη μηδενικά διανύσματα x1, x2 ∈ H πολύ κάθε-

τα (ως προς A) αν Anx1⊥Amx2 για κάθε n,m = 0, 1, . . ., ισοδύναμα (γιατί;)

αν οι κυκλικοί υπόχωροι που παράγονται από τα x1 και x2 είναι κάθετοι.

΄Εστω {xi : i ∈ I} μια μεγιστική
18

οικογένεια από πολύ κάθετα διανύσματα, και

για κάθε i έστω Hi = [Anxi : n = 0, 1, . . .] ο αντίστοιχος κυκλικός υπόχωρος.

Εφόσον A(Anxi) = An+1xi ∈ Hi για κάθε n και ο A είναι συνεχής, έπεται ότι

A(Hi) ⊆ Hi για κάθε i.

Μένει να δειχθεί ότι το ευθύ άθροισμα ∨iHi είναι όλος ο H.

Πράγματι, αν ένα μη μηδενικό διάνυσμα x ∈ H είναι κάθετο στον ∨iHi τότε

για κάθε i ∈ I και κάθε n,m = 0, 1, . . . έχουμε

〈Anx,Amxi〉 = 〈x,An+mxi〉 = 0

(διότι An+mxi ∈ Hi) πράγμα που δείχνει (γιατί;) ότι ο κυκλικός υπόχωρος

Hx που παράγεται από το x είναι κάθετος στον Hi. Αυτό αντιβαίνει στην

μεγιστικότητα της οικογένειας {xi : i ∈ I}. 2

Σταθεροποιούμε μια οικογένεια {Hi : i ∈ I} όπως στο Λήμμα 8.5.

Από το Λήμμα 8.1, για κάθε i ∈ I υπάρχει πεπερασμένο θετικό μέτρο Borel µi
στον σ(A) και ισομετρία

Ui : L2(σ(A), µi)→ H ώστε AUi = UiMfi (*)

όπου fi(λ) = λ (λ ∈ σ(A)), και το σύνολο τιμών της Ui είναι Hi. Δηλα-

δή, αν θέσουμε Ai = A|Hi , κάθε Ai είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με τον

πολλαπλασιαστικό τελεστή Mfi που δρα στον χώρο L2(σ(A), µi).

Θα δείξουμε ότι ο A είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με έναν κατάλληλο πολλα-

πλασιαστικό τελεστή Mf στον L2(X,µ), όπου ο (X,µ) είναι η λεγόμενη ξένη

18
Η απόδειξη της ύπαρξης τέτοιας οικογένειας είναι τυπική εφαρμογή του Λήμματος Zorn.
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ένωση των χώρων μέτρου (σ(A), µi), i ∈ I. Για να αποφύγουμε ορισμένες

μετροθεωρητικές δυσκολίες, θα υποθέσουμε στο εξής
19

ότι

ο χώρος H είναι διαχωρίσιμος, οπότε και η οικογένεια {xi} είναι

αριθμήσιμη.

Υποθέτουμε λοιπόν ότι I = N. Στην περίπτωση αυτή μπορούμε, όπως θα δούμε,

να πάρουμε για (X,µ) τον R εφοδιασμένο με ένα κατάλληλο μέτρο Borel.

Παρατηρούμε πρώτα ότι, εφόσον σ(A) ⊆ [−‖A‖ , ‖A‖], η διάμετρος του σ(A)
δεν υπερβαίνει το 2 ‖A‖. Επομένως, αν θέσουμε a = 3 ‖A‖ και

Xi = σ(A) + ia = {λ+ ia : λ ∈ σ(A)},

τα σύνολα Xi, i ∈ N είναι ξένα ανα δύο συμπαγή υποσύνολα του R.

Ορίζουμε το εξής μέτρο Borel στο R:

µ(Y ) =
∑
i

µi(φi(Y ∩Xi)), Y ⊆ R Borel

όπου φi : Xi → σ(A) : t→ t− ia.

Είναι εύκολη άσκηση Θεωρίας Μέτρου να ελέγξει κανείς ότι το µ είναι πράγματι

μέτρο και είναι σ-πεπερασμένο, αφού κάθε µi είναι πεπερασμένο.

Απεικονίζουμε τώρα τους χώρους L2(σ(A), µi), i ∈ N ισομετρικά σε κάθετους

ανά δύο υποχώρους του L2(R, µ):

Ισχυρισμός Για κάθε i η απεικόνιση

Wi : L2(R, µ)→ L2(σ(A), µi)

όπου (Wig)(λ) = g(λ+ ia), λ ∈ σ(A)

είναι γραμμική, επί και ικανοποιεί

‖Wig‖ = ‖g|Xi‖ για κάθε g ∈ L2(R, µ).

Απόδειξη Η Wi είναι επί του L
2(σ(A), µi), γιατί αν h ∈ L2(σ(A), µi) θέτο-

ντας g(t) = h(φi(t)) για t ∈ Xi και g(t) = 0 για t /∈ Xi, έχουμε∫
R
|g(t)|2dµ(t) =

∫
Xi

|h(φi(t))|2dµ(t) =

∫
σ(A)

|h(λ)|2dµi(λ) <∞

19
Τονίζουμε ότι η υπόθεση αυτή γίνεται μόνον για ευκολία στην απόδειξη· το θεώρημα 8.6

ισχύει και σε μη διαχωρίσιμους χώρους. Δίνουμε μια γενική απόδειξη στο Παράρτημα 8.1
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άρα g ∈ L2(R, µ) και Wig = h.

΄Εστω g ∈ L2(R, µ). Αν η g μηδενίζεται στο Xi τότε για κάθε λ ∈ σ(A)
έχουμε (Wig)(λ) = 0 εφόσον λ+ ia ∈ Xi.

Αν η g μηδενίζεται στο Xc
i τότε ισχυρίζομαι ότι ‖Wig‖ = ‖g‖. Πράγματι αρκεί

να αποδειχθεί ο ισχυρισμός όταν η g είναι απλή συνάρτηση, g =
n∑
k=1

ckχYk όπου

Yk ⊆ Xi ξένα Borel. ΄Εχουμε Wig =
∑
k

ckχφi(Yk) (γιατί Wi(χY ) = χφi(Y )),

άρα

‖Wig‖2 =
∑
k

|ck|2
∥∥χφi(Yk)

∥∥2
=
∑
k

|ck|2µi(φi(Yk)) =
∑
k

|ck|2µ(Yk) = ‖g‖2.

΄Επεται ότι για κάθε g ∈ L2(R, µ) ισχύει

‖Wig‖ =
∥∥Wi(g|Xi) +Wi(g|Xc

i
)
∥∥ = ‖Wi(g|Xi)‖ = ‖g|Xi‖

και ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Για κάθε i ∈ N έχουμε ονομάσει fi ∈ L∞(σ(A), µi) τη συνάρτηση fi(λ)=λ
(λ ∈ σ(A)). Ορίζουμε τώρα την συνάρτηση f : R→ R θέτοντας

f(t) =

{
fi(t− ia), αν υπάρχει i ώστε t ∈ Xi

0, αν t /∈ ∪iXi

Η f ανήκει στον L∞(R, µ) γιατί ‖f‖∞ = supi ‖fi‖∞ = ‖A‖, άρα ορίζεται ο

τελεστής Mf στον L2(R, µ).

Παρατηρούμε ότι

WiMf = MfiWi

Πράγματι, για κάθε g ∈ L2(R, µ), αν λ ∈ σ(A) έχουμε

(Wifg)(λ) = (fg)(λ+ ia) = f(λ+ ia)g(λ+ ia) = fi(λ)g(λ+ ia)

οπότε

WiMfg = Wi(fg) = fi(Wig) = MfiWig.

Επειδή όμως UiMfi = AUi (βλ. (*)), έπεται ότι

UiWiMf = UiMfiWi = AUiWi. (**)
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Παρατηρούμε ότι για κάθε g ∈ L2(R, µ) έχουμε UiWig ∈ Hi άρα τα UiWig
είναι ανά δύο κάθετα και επομένως, αφού η Ui είναι ισομετρία,

∞∑
i=1

‖UiWig‖2 =
∞∑
i=1

‖Wig‖2 =
∞∑
i=1

‖g|Xi‖
2

=
∞∑
i=1

∫
Xi

|g|2dµ =

∫
R
|g|2dµ = ‖g‖2 .

΄Επεται ότι η σειρά

∞∑
i=1

UiWig συγκλίνει στον H και ότι

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

UiWig

∥∥∥∥∥
2

= ‖g‖2 .

Αν λοιπόν ορίσουμε την απεικόνιση

U : L2(R, µ)→ H : g →
∑

UiWig

τότε η U είναι ισομετρία. Η εικόνα της περιέχει κάθε Hi, άρα και την κλειστή

γραμμική τους θήκη, που είναι ο H. Δηλαδή η U είναι ισομετρία επί, άρα

ορθομοναδιαίος τελεστής. Τέλος, για κάθε g ∈ L2(R, µ),

UMfg =
∑

UiWiMfg
(∗∗)
=
∑

AUiWig = A
∑

UiWig = AUg

επομένως UMf = AU και άρα

A = UMfU
−1.

΄Εχουμε λοιπόν αποδείξει (με την επιπλέον υπόθεση ότι ο H είναι διαχωρίσιμος)

το

Θεώρημα 8.6 (Φασματικό Θεώρημα για αυτοσυζυγείς τελεστές)

΄Εστω A ∈ B(H) αυτοσυζυγής τελεστής. Υπάρχει χώρος μέτρου (X,µ), συν-
άρτηση f ∈ L∞(X,µ) και ορθομοναδιαίος τελεστής U : L2(X,µ) → H ώστε

A = UMfU
−1

.
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8.1 Παράρτημα: Γενική απόδειξη του Θεωρήματος

8.6

Υπενθυμίζεται ότι έχουμε έναν αυτοσυζυγή τελεστή A ∈ B(H) και μια οικογένεια

{Hi : i ∈ I} από κάθετους ανα δύο A-αναλλοίωτους κυκλικούς υποχώρους με ευθύ

άθροισμα H (Λήμμα 8.5).

Από το Λήμμα 8.1, για κάθε i ∈ I υπάρχει πεπερασμένο θετικό μέτρο Borel µi στον
σ(A) και ισομετρία

Ui : L2(σ(A), µi)→ H ώστε AUi = UiMfi (*)

όπου fi(λ) = λ(λ ∈ σ(A)), και το σύνολο τιμών της Ui είναιHi. Δηλαδή, αν θέσουμε

Ai = A|Hi , κάθε Ai είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με τον πολλαπλασιαστικό τελεστή

Mfi που δρα στον χώρο L2(σ(A), µi).

Θα δείξουμε ότι ο A είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με έναν κατάλληλο πολλαπλα-

σιαστικό τελεστή Mf στον L2(X,µ), όπου ο (X,µ) είναι η ξένη ένωση των χώρων

μέτρου (Xi, µi) = (σ(A), µi). Η απόδειξη θα γίνει σε δύο βήματα: πρώτα θα δείξουμε

ότι ο A είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με το ευθύ άθροισμα B = ⊕Mfi των πολ-

λαπλασιαστικών τελεστών Mfi , και μετά θα δείξουμε ότι ο B είναι ορθομοναδιαία

ισοδύναμος με έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή.
20

H = ∨Hi H = ∨Hi

⊕L2(Xi, µi) ⊕L2(Xi, µi)

L2(X,µ) L2(X,µ)

A

⊕Ui ⊕Ui

⊕Mfi

V V

Mf

Ορισμός 8.2 (α) Αν {Ki} είναι μια οικογένεια χώρων Hilbert, ονομάζουμε (εξω-
τερικό) ευθύ άθροισμα ⊕iKi το σύνολο K όλων των οικογενειών (xi) με xi ∈ Ki
20
Ευχαριστίες στον Τίμο!
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για κάθε i που είναι τετραγωνικά αθροίσιμες21, δηλαδή
∑

i ‖xi‖2i <∞. Συμβολίζουμε
τα στοιχεία x ∈ K με x = ⊕xi και θέτουμε22

〈x, y〉K =
∑
i∈I
〈xi, yi〉i.

(β) Αν Ti : Hi → Ki είναι φραγμένοι τελεστές για κάθε i και supi ‖Ti‖ < ∞, τότε
για κάθε ⊕xi ∈ K η οικογένεια (Ti(xi)) είναι τετραγωνικά αθροίσιμη. Ορίζουμε το
ευθύ άθροισμα T των τελεστών Ti από την σχέση

T : ⊕Hi −→ ⊕Ki
⊕xi −→ ⊕iTi(xi).

Παρατηρήσεις 8.7 (α) Η T είναι καλά ορισμένη γραμμική απεικόνιση διότι για

κάθε x ∈ ⊕Hi έχουμε∑
i∈I
‖Ti(xi)‖2Ki ≤ sup

i
‖Ti‖2

∑
i∈I
‖xi‖2Hi .

Επομένως πράγματι ⊕iTi(xi) ∈ ⊕iKi, και ο T είναι φραγμένος τελεστής με ‖T‖ ≤
supi ‖Ti‖. Μάλιστα είναι εύκολη άσκηση να δείξει κανείς ότι ‖T‖ = supi ‖Ti‖. Αν

κάθε Ti είναι ισομετρία, τότε και ο T είναι ισομετρικός.

(β) Αν Hn, n ∈ N είναι κάθετοι ανά δύο υπόχωροι ενός χώρου Hilbert H, τότε το

εσωτερικό ευθύ άθροισμά τους ∨Hn είναι ίσο με το σύνολο

H0 = {
∑
n

xn : xn ∈ Hn,
∑
‖xn‖2 <∞}

και η απεικόνιση

W : ⊕nHn → H0 : ⊕xn →
∑
n

xn

είναι ισομετρικός ισομορφισμός. Για τον λόγο αυτό ταυτίζουμε το εξωτερικό με το

εσωτερικό ευθύ άθροισμα καθέτων ανά δύο υποχώρων
23

ενός χώρου Hilbert.

21
Αποδεικνύεται, ακριβώς όπως στην περίπτωση του `2, ότι το ευθύ άθροισμα χώρων

Hilbert είναι χώρος Hilbert.
22
Το άθροισμα της σειράς είναι εξ ορισμού το όριο του δικτύου των αθροισμάτων σε

πεπερασμένα υποσύνολα του I, και η σειρά συγκλίνει διότι συγκλίνει απόλυτα, εφόσον(∑
i∈F |〈xi, yi〉i|

)2 ≤ (∑i∈F ‖xi‖2
) (∑

i∈F ‖yi‖2
)
για κάθε F ⊂ I πεπερασμένο.

23
Η παρατήρηση αυτή αληθεύει και για υπεραριθμίσιμες οικογένειες υποχώρων, αρκεί να

θεωρήσουμε το άθροισμα
∑
i xi ως το όριο του δικτύου {sF } των αθροισμάτων sF =

∑
i∈F xi

όπου F ⊆ I πεπερασμένο.
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Απόδειξη του (β) Παρατηρούμε πρώτα ότι το σύνολοH0 είναι καλά ορισμένο, γιατί

αν ⊕xn ∈ ⊕Hn, δηλαδή
∑
‖xn‖2 < ∞ τότε τα μερικά αθροίσματα sN =

N∑
n=1

xn της

σειράς
∑

n xn αποτελούν βασική ακολουθία: πράγματι αν m > n τότε ‖sm − sn‖2 =
m∑

k=n+1

‖xk‖2 (αφού τα xk είναι ανά δύο κάθετα). Επίσης έχουμε

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

= lim
n

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

= lim
n

n∑
k=1

‖xk‖2 =
∞∑
k=1

‖xk‖2.

Είναι τώρα φανερό ότι η W είναι καλά ορισμένη, γραμμική και ισομετρική απεικόνιση

από τον ⊕Hn στον H και η εικόνα της είναι ακριβώς ο H0. Συνεπώς ο H0 είναι

(πλήρης, άρα) κλειστός υπόχωρος του H και βεβαίως περιέχει κάθε Hn, άρα και τη

γραμμική τους θήκη. Αφού ο H0 είναι πλήρης, έπεται ότι ∨Hn ⊆ H0. Αν όμως

κάποιο y ∈ H είναι κάθετο σε κάθε Hn, τότε είναι κάθετο και στον H0, γιατί για

κάθε x =
∑
xn ∈ H0 έχουμε 〈y,

∑
n xn〉 =

∑
n〈y, xn〉 = 0. ΄Αρα τελικά ισχύει

ισότητα: ∨Hn = H0. 2

Επανερχόμαστε τώρα στη μελέτη του αυτοσυζυγούς τελεστή A ∈ B(H).

Ισχυρισμός 8.8 ΄Εστω K το (εξωτερικό) ευθύ άθροισμα ⊕iL2(σ(A), µi) και B :=
⊕Mfi : K → K . Τότε ο τελεστής A είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με τον τελεστή
B μέσω της απεικόνισης U όπου

U = ⊕iUi : K = ⊕iL2(σ(A), µi)→ H = ∨Hi .

Δηλαδή έχουμε το μεταθετικό διάγραμμα:

H = ∨Hi H = ∨Hi

⊕L2(Xi, µi) ⊕L2(Xi, µi)

A

⊕Ui ⊕Ui

⊕Mfi

Απόδειξη Ο B είναι καλά ορισμένος και φραγμένος
24
, με ‖B‖ ≤ supi ‖Mfi‖ =

supi ‖fi‖∞ = ‖A‖.
24
Παρατήρησε ότι εφόσον fi(λ) = λ (λ ∈ σ(A)) έχουμε ‖fi‖∞ = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)} =

‖A‖ διότι ο A είναι αυτοσυζυγής.
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Για κάθε g = ⊕gi ∈ K έχουμε B(⊕gi) = ⊕Mfigi, άρα

UB(⊕gi) =
∑

UiMfigi =
∑

AUigi (από την (*))

= A(
∑

Uigi) = AU(⊕gi).

Δείξαμε λοιπόν ότι UB = AU . Εφόσον η U είναι ισομετρία επί του H, άρα αντι-

στρέψιμη, έπεται ότι A = UBU−1. 2

Συνεπώς ο A είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμος με ένα ευθύ άθροισμα πολλαπλασιαστι-

κών τελεστών. Μένει να αποδειχθεί ότι ο τελεστής B = ⊕Mfi είναι ορθομοναδιαία

ισοδύναμος με έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή σ’έναν κατάλληλο χώρο L2(X,µ). Ο

χώρος (X,µ) είναι η «ξένη ένωση» των χώρων (σ(A), µi) που ορίζεται αναλυτικά ως

εξής:

Ορισμός 8.3 Θέτουμε Xi = σ(A) × {i} και ονομάζουμε Si την σ-άλγεβρα των
Borel υποσυνόλων του Xi. ΄Εστω X = ∪i∈IXi. Ορίζουμε την οικογένεια S και την
απεικόνιση µ από τις σχέσεις

S = {Y ⊆ X : Y ∩Xi ∈ Si για κάθε i ∈ I}

µ : S → [0,+∞] : Y →
∑
i

µi(Y ∩Xi).

(Για συντομία, ταυτίζουμε το Y ∩Xi με την προβολή του {λ ∈ σ(A) : (λ, i) ∈ Y ∩Xi.)

Ισχυρισμός 8.9 Η οικογένεια S είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του X και το µ είναι
σ-προσθετικό (θετικό) μέτρο στην S.

Απόδειξη Είναι άμεσο ότι η S είναι άλγεβρα υποσυνόλων του X και ότι το µ είναι

πεπερασμένα προσθετικό. Επομένως αρκεί να αποδειχθεί ότι, αν (Yn) είναι αύξουσα

ακολουθία στοιχείων της S και Y = ∪nYn, τότε Y ∈ S και µ(Y ) = limn µ(Yn).

Για κάθε i ∈ I, εφόσον κάθε Yn ανήκει στην S, κάθε Yn ∩Xi ανήκει στην Si. ΄Αρα

∪n(Yn ∩Xi) ∈ Si για κάθε i. Αλλά ∪n(Yn ∩Xi) = Y ∩Xi, άρα Y ∈ S.

Για να δείξουμε ότι µ(Y ) = limn µ(Yn), παρατηρούμε ότι η (µ(Yn)) είναι αύξουσα

ακολουθία στο [0,+∞] και µ(Yn) ≤ µ(Y ) για κάθε n. ΄Αρα αν µ ≡ supn µ(Yn) έχουμε

µ ≤ µ(Y ). Για την αντίστροφη ανισότητα αρκεί, από τον ορισμό του µ(Y ), να δείξουμε

ότι
∑

i∈F µi(Y ∩ Xi) ≤ µ για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του I. Παρατήρησε

ότι για κάθε i, έχουμε supn µi(Yn ∩Xi) = µi(Y ∩Xi) διότι (Yn ∩Xi) ↗ (Y ∩Xi)
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και το µi είναι σ-προσθετικό. ΄Επεται ότι∑
i∈F

µi(Y ∩Xi) =
∑
i∈F

sup
n
µi(Yn ∩Xi) = sup

n

∑
i∈F

µi(Yn ∩Xi)

≤ sup
n

∑
i∈I

µi(Yn ∩Xi) = sup
n
µ(Yn) = µ,

άρα µ(Y ) ≤ µ. 2

Για κάθε i ∈ I έχουμε ονομάσει fi ∈ L∞(σ(A), µi) την συνάρτηση fi(λ) = λ (λ ∈
σ(A)). Ορίζουμε τώρα την συνάρτηση

f : X = ∪i(σ(A)× {i})→ C : (λ, i)→ fi(λ).

Είναι φανερό ότι f ∈ L∞(X,µ) (μάλιστα ‖f‖∞ = supi ‖fi‖∞ = sup{|λ| : λ ∈
σ(A)} = ‖A‖).

Ισχυρισμός 8.10 Η απεικόνιση V : h → ⊕i(h|Xi) απεικονίζει τον L2(X,µ) ισο-
μετρικά επί του K = ⊕iL2(σ(A), µi) και B = VMfV

−1
.

Ισχυρισμός 8.11 Η απεικόνιση V : h → ⊕ihi, όπου hi(λ) = h(λ, i) απεικονίζει
τον L2(X,µ) ισομετρικά επί του K = ⊕iL2(σ(A), µi) και B = VMfV

−1
.

Απόδειξη (i) Δείχνουμε πρώτα ότι η V είναι καλά ορισμένος ορθομοναδιαίος
τελεστής. ΄Εστω πρώτα Y ∈ S και χ = χY . ΄Επεται από τον ορισμό του μέτρου µ ότι∫

X
χdµ = µ(Y ) =

∑
i

µi(Y ∩Xi) =
∑
i

∫
Xi

χY ∩Xidµi =
∑
i

∫
Xi

χ|Xidµi.

Λόγω γραμμικότητας, η ίδια ισότητα ισχύει αν χ είναι μια απλή ολοκληρώσιμη συνάρ-

τηση. Εφόσον οι απλές ολοκληρώσιμες συναρτήσεις είναι πυκνές στον L1(X,µ), για
κάθε g ∈ L1(X,µ), g ≥ 0 έχουμε∫

X
gdµ =

∑
i

∫
Xi

g|Xidµi.

Επομένως αν h ∈ L2(X,µ) τότε h|Xi ∈ L2(Xi, µi) για κάθε i άρα η hi(λ) = h(λ, i)
ανήκει στον L2(σ(A), µi) και μάλιστα (χρησιμοποιώντας την τελευταία ισότητα για

g = |h|2)

‖h‖22 =

∫
X
|h|2dµ =

∑
i

∫
Xi

|h|Xi |2dµi =
∑
i

∫
σ(A)
|hi|2dµi,

57



δηλαδή η οικογένεια ⊕ihi όπου hi(λ) = h(λ, i) ανήκει στον ⊕iL2(σ(A), µi) = K και

‖h‖2 = ‖ ⊕ hi‖K. Συνεπώς η απεικόνιση

V : L2(X,µ)→ K : h→ ⊕ihi

είναι καλά ορισμένη ισομετρία. Η V είναι επί γιατί ο imV περιέχει το πυκνό υποσύνολο

όλων των g = ⊕gi ∈ K όπου gi = 0 εκτός από πεπερασμένο πλήθος δεικτών i.
Πράγματι, για κάθε τέτοιο g, ορίζουμε την h στον X από τις σχέσεις h(λ, i) = gi(λ)
(λ ∈ σ(A), i ∈ I) και παρατηρούμε ότι h ∈ L2(X,µ) και h(λ, i) = gi(λ) για κάθε i,
άρα V h = ⊕gi = g.

(ii) Δείχνουμε ότι B = VMfV
−1
. ΄Εστω g ∈ L2(X,µ) και gi ∈ L2(σ(A), µi) με

gi(λ) = g(λ, i). Τότε V (g) = ⊕igi και

B(V g) = B(⊕igi) = ⊕iMfigi = ⊕ifigi,
V (Mfg) = V (fg) = ⊕ifigi.

΄Επεται ότι BV = VMf , άρα B = VMfV
−1

διότι ο V είναι αντιστρέψιμος. 2

Αν ονομάσουμε W : L2(X,µ)→ H την σύνθεση

W = U ◦ V : L2(X,µ)→ K → H,

τότε A = UBU−1 = U(VMfV
−1)U−1

, δηλαδή A = WMfW
−1

. ΄Εχουμε λοιπόν

αποδείξει το

Θεώρημα 8.12 (Φασματικό Θεώρημα για αυτοσυζυγείς τελεστές)

΄Εστω A ∈ B(H) αυτοσυζυγής τελεστής. Υπάρχει χώρος μέτρου (X,µ), συνάρ-
τηση f ∈ L∞(X,µ) και ορθομοναδιαίος τελεστής W : L2(X,µ) → H ώστε A =
WMfW

−1
.
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9 Το Φασματικό Θεώρημα: Δεύτερη μορφή

9.1 Εισαγωγή

Το Φασματικό Θεώρημα, που είναι ίσως το βασικότερο αποτέλεσμα στην Θεω-

ρία Τελεστών, αποτελεί γενίκευση του αντίστοιχου θεωρήματος από την Γραμ-

μική ΄Αλγεβρα. ΄Οπως φαίνεται και από την απόδειξη του Θεωρήματος 5.2, το

Θεώρημα αυτό αναδιατυπώνεται ως εξής:

Θεώρημα 9.1 ΄Εστω H χώρος Hilbert πεπερασμένης διάστασης και T ∈
B(H) φυσιολογικός. Για κάθε λ ∈ σ(T ), ονομάζουμε Eλ την ορθή προβολή

στον ιδιόχωρο που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ. Τότε

I =
∑

λ∈σ(T )

Eλ και T =
∑

λ∈σ(T )

λEλ.

Θα δείξουμε ότι, όταν οH είναι απειροδιάστατος, το άθροισμα αντικαθίσταται με

ένα ολοκλήρωμα T =
∫
λdEλ όπου η ολοκλήρωση γίνεται πάνω στο συμπαγές

υποσύνολο σ(T ) του C, ως προς ένα ‘μέτρο’ ορισμένο στα Borel υποσύνολα

του σ(T ), με τιμές (όχι αριθμούς αλλά) προβολές στον H.

Στην προηγούμενη παράγραφο δώσαμε την απόδειξη (για την ειδική περίπτωση

αυτοσυζυγούς τελεστή) μιας ισοδύναμης μορφής του Φασματικού Θεωρήμα-

τος: Κάθε φυσιολογικός τελεστής T σ’έναν χώρο Hilbert είναι ορθομοναδιαία

ισοδύναμος με έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή στον L2
ενός κατάλληλου χώρου

μέτρου. Παρατηρούμε ότι ο χώρος μέτρου που κατασκευάσαμε στην προηγο-

ύμενη παράγραφο εξαρτάται, όχι μόνον από τον τελεστή, αλλά και από την

επιλογή μιας οικογένειας ‘πολύ κάθετων’ διανυσμάτων. Αντίθετα, το ‘μέτρο’

που θα ορίσουμε στη συνέχεια καθορίζεται μονοσήμαντα από τον τελεστή T .

Επιπλέον, η αναπαράσταση του τελεστή με την μορφή ολοκληρώματος επιτυγ-

χάνεται στον ίδιο χώρο Hilbert όπου ο T δρα, και όχι σε κάποιον άλλο χώρο

(μέσω ορθομοναδιαίας ισοδυναμίας).

Το πρόγραμμά μας είναι το εξής: Θα ορίσουμε πρώτα την κατάλληλη έννοια

«μέτρου», το φασματικό μέτρο, καθώς και την ολοκλήρωση, ως προς ένα τέτοιο

μέτρο, συναρτήσεων με μιγαδικές τιμές. Θα δούμε ότι το ολοκλήρωμα ως προς

ένα φασματικό μέτρο ορίζει μία αναπαράσταση μιας C∗-άλγεβρας συναρτήσεων.

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι κάθε αναπαράσταση της C∗-άλγεβρας C(K)
(όπου K συμπαγής Hausdorff χώρος) που διατηρεί την ενέλιξη ορίζει ένα φα-

σματικό μέτρο. Τέλος, αφού (όπως θα δούμε) κάθε φυσιολογικός τελεστής
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T ∈ B(H) ορίζει μία αναπαράσταση f −→ f(T ) της C(σ(T )), θα οδηγηθούμε

στην απόδειξη του Φασματικού Θεωρήματος.

9.2 Ολοκλήρωση ως προς φασματικό μέτρο

9.2.1 Φασματικά μέτρα

Ορισμός 9.1 ΄Εστω (K,S) μετρήσιμος χώρος. Μια οικογένεια {E(Ω) : Ω ∈
S} τελεστών σ’έναν χώρο Hilbert H λέγεται φασματικό μέτρο (spectral
measure) αν ικανοποιεί τις ιδιότητες

1. E(Ω)∗ = E(Ω)

2. E(Ω1 ∩ Ω2) = E(Ω1).E(Ω2)

3. E(∅) = 0 και E(K) = I

4. Για κάθε x, y ∈ H, η απεικόνιση µxy : Ω −→ 〈E(Ω)x, y〉 είναι μιγαδικό
μέτρο ορισμένο στην S.

Παρατηρήσεις 9.2 (α) Από τις (1) και (2) έπεται ότι κάθε E(Ω) είναι

ορθή προβολή, δηλαδή E(Ω)∗ = E(Ω) και E(Ω)2 = E(Ω). Εφόσον οι ορθές

προβολές είναι θετικοί τελεστές
25
, έπεται ότι για κάθε x ∈ H το μέτρο µxx

είναι θετικό (πεπερασμένο) μέτρο. Αντίστροφα, αν κάθε µxx είναι θετικό μέτρο,

τότε κάθε µxy θα είναι μιγαδικό μέτρο, ως γραμμικός συνδυασμός τεσσάρων

µxx. Πράγματι, για κάθε Ω η απεικόνιση (x, y) → µxy(Ω) = 〈E(Ω)x, y〉 είναι
sesquilinear, άρα (από την ταυτότητα πολικότητας) έχουμε

4µxy(Ω) = µx+y,x+y(Ω)− µx−y,x−y(Ω) + iµx+iy,x+iy(Ω)− iµx−iy,x−iy(Ω).

Επομένως η ιδιότητα (4) μπορεί να αντικατασταθεί από την

4
′
Για κάθε x ∈ H, η απεικόνιση µxx : Ω −→ 〈E(Ω)x, x〉 είναι (θετικό) μέτρο

ορισμένο στην S.

(β) ΄Οταν ο K είναι (τοπικά) συμπαγής χώρος και S η σ-άλγεβρα των Borel
υποσυνόλων του, συνήθως απαιτούμε ένα φασματικό μέτρο να είναι κανονικό,

δηλαδή όλα τα µxx να είναι κανονικά μέτρα.

25
Αν E είναι ορθή προβολή τότε 〈Ex, x〉 = 〈E2x, x〉 = 〈Ex,E∗x〉 = 〈Ex,Ex〉 = ‖Ex‖2.
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Παρατήρηση 9.3 Κάθε φασματικό μέτρο είναι βεβαίως πεπερασμένα προ-

σθετικό (αφού κάθε µxy (x, y ∈ H) είναι πεπερασμένα προσθετικό), δηλαδή

E(Ω1 ∪ Ω2) = E(Ω1) + E(Ω2) όταν τα Ω1,Ω2 ∈ S είναι ξένα. Δεν είναι όμως

(πλην τετριμμένων περιπτώσεων) σ-προσθετικό στην τοπολογία της νόρμας του

B(H). Δηλαδή αν {Ωn} ∈ S είναι ακολουθία ξένων ανά δύο υποσυνόλων και

Ω είναι η ένωσή τους, η σειρά
∑

nE(Ωn) δεν συγκλίνει, γιατί τα μερικά της

αθροίσματα, όταν δεν είναι ίσα, έχουν διαφορά νόρμας 1 (γιατί είναι ορθές προ-

βολές
26
).

Ισχύει όμως μια ασθενέστερη μορφή σ-προσθετικότητας:

Για κάθε x ∈ H η σειρά
∑
E(Ωn)x συγκλίνει στο E(Ω)x

(ως προς την νόρμα του H).

Απόδειξη Επειδή η απεικόνιση Ω → E(Ω) είναι πεπερασμένα προσθετική,

αν θέσουμε Vn = ∪{Ωk : k ≤ n} τότε

E(Ω) = E(Vn) + E(Ω \ Vn) =
n∑
k=1

E(Ωk) + E(Ω \ Vn).

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι limn ‖E(Ω \ Vn)x‖ = 0 για κάθε x ∈ H. Αλλά

η E(Ω \ Vn) είναι ορθή προβολή, άρα ‖E(Ω \ Vn)x‖2 = 〈E(Ω \ Vn)x, x〉 =
µx,x(Ω \ Vn) που τείνει στο 0 αφού το µx,x είναι σ-προσθετικό μέτρο.

Παραδείγματα (a) Αν T είναι φυσιολογικός τελεστής σ’έναν χώρο Hilbert
H πεπερασμένης διάστασης, θέτουμε K = σ(T ) και E({λ}) = Eλ, όπου Eλ η

προβολή στον ιδιοχώρο που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ. Ελέγχεται άμεσα ότι

το E(.) είναι φασματικό μέτρο ορισμένο στο δυναμοσύνολο του (πεπερασμένου)

συνόλου σ(T ).

(b) ΄Εστω (K,S, µ) χώρος μέτρου και H = L2(K,µ). Για κάθε Ω ∈ S ορίζω

τον τελεστή E(Ω) ∈ B(H) από την σχέση

E(Ω)g = χΩg, g ∈ H.

Ελέγχω ότι ικανοποιούνται οι απαιτήσεις του ορισμού:

(1) Αν g, h ∈ H έχουμε

〈E(Ω)g, h〉 =

∫
K

χΩgh̄dµ =

∫
K

gχΩhdµ = 〈g, E(Ω)h〉

26
Πράγματι,

∑m
k=nE(Ωk) = E(∪mk=nΩk)
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άρα E(Ω)∗ = E(Ω).

(2) Επειδή χΩ1∩Ω2 = χΩ1 .χΩ2 έχουμε

E(Ω1 ∩ Ω2)g = χΩ1∩Ω2g = χΩ1 .χΩ2g = E(Ω1)(E(Ω2)g).

Η απόδειξη της (3) είναι τετριμμένη.

Για την (4), αρκεί, όπως είδαμε στην Παρατήρηση 9.2, να δείξω ότι για κάθε

f ∈ H η απεικόνιση Ω −→ 〈E(Ω)f, f〉 είναι (θετικό) μέτρο στον K. Πρώτα-

πρώτα, αν τα V,Ω ∈ S είναι ξένα, τότε χΩ∪V = χΩ + χV , επομένως

E(Ω ∪ V )f = χΩ∪V f = χΩf + χV f = (E(Ω) + E(V ))f

οπότε το Ω −→ 〈E(Ω)f, f〉 είναι πεπερασμένα προσθετικό. Αν τώρα (Ωn) ⊆ S
είναι μια φθίνουσα προς το ∅ ακολουθία, τότε η αντίστοιχη ακολουθία (χn)n
των χαρακτηριστικών τους φθίνει προς το μηδέν σε κάθε σημείο του K, άρα η

ακολουθία (χn(t)|f(t)|2)n φθίνει προς το μηδέν (µ-σχεδόν) σε κάθε σημείο t ∈
K. Συνεπώς το Θεώρημα μονότονης σύγκλισης δείχνει ότι τα ολοκληρώματα

φθίνουν προς το μηδέν, δηλαδή ότι

〈E(Ωn)f, f〉 =

∫
K

χn(t)|f(t)|2dµ(t) −→ 0.

΄Επεται ότι το Ω −→ 〈E(Ω)f, f〉 είναι σ-προσθετικό.

9.2.2 Ολοκλήρωση

Προχωρούμε τώρα στον ορισμό ολοκληρώματος ως προς φασματικό μέτρο. Αν

f =
∑
i

λiχΩi

είναι απλή μετρήσιμη συνάρτηση (όπου λi ∈ C και Ωi ∈ S, τα οποία μπορώ να

υποθέτω ξένα ανά δύο και ∪Ωi = K), ορίζω∫
K

f(λ)dEλ =
∑
i

λiE(Ωi) ∈ B(H).

Παρατηρούμε ότι 〈(∫
K

f(λ)dEλ

)
x, y

〉
=

∫
K

fdµx,y
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για κάθε x, y ∈ H.
Είναι φανερό ότι η απεικόνιση θ που ορίζεται από την σχέση

θ(f) =

∫
K

f(λ)dEλ

είναι γραμμική από τον χώρο των απλών μετρήσιμων συναρτήσεων με τιμές στον

B(H). Επιθυμούμε να την επεκτείνουμε σε μια απεικόνιση ορισμένη στον χώρο

L∞(K) όλων των φραγμένων μετρήσιμων συναρτήσεων f : K → C. Κάθε

τέτοια συνάρτηση προσεγγίζεται ομοιόμορφα από απλές συναρτήσεις. Αρκεί

λοιπόν να δειχθεί ότι η θ είναι συνεχής ως προς την τοπολογία της ομοιόμορφης

σύγκλισης.

Ισχυρίζομαι ότι ‖θ(f)‖ ≤ sup |f |. Πράγματι: Για κάθε x ∈ H, έχουμε∥∥∥∥(∫ fdE

)
x

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥∥∑
i

λiE(Ωi)x

∥∥∥∥∥
2

=
∑
i

|λi|2‖E(Ωi)x‖2

≤ (max |λi|)2
∑
i

‖E(Ωi)x‖2 = (sup |f |)2‖
∑
i

E(Ωi)x‖2

= (sup |f |)2‖x‖2

όπου χρησιμοποίησα (δύο φορές) το Πυθαγόρειο Θεώρημα, μια και οι {E(Ωi)}
είναι κάθετες ανά δύο και

∑
iE(Ωi) = E(∪Ωi) = E(K) = I.

΄Εδειξα λοιπόν ότι ∥∥∥∥∫ fdE

∥∥∥∥ ≤ sup |f |

δηλαδή ‖θ(f)‖ ≤ sup |f |. Επομένως η θ επεκτείνεται μοναδικά σε μια συνεχή

γραμμική απεικόνιση, που την συμβολίζω επίσης θ, από την C∗-άλγεβρα L∞(K)
στον B(H).

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η θ είναι *-μορφισμός. Αρκεί να αποδείξω ότι η θ είναι

*-μορφισμός στις απλές συναρτήσεις, γιατί ο πολλαπλασιασμός και η ενέλιξη

είναι συνεχείς στην L∞(K) και στον B(H)).

Παρατήρησε λοιπόν ότι αν Ω = Ω1 ∩ Ω2, έχουμε

θ(χΩ1χΩ2) = θ(χΩ) = E(Ω) = E(Ω1).E(Ω2) = θ(χΩ1).θ(χΩ2)

επομένως, λόγω γραμμικότητας της θ, αν f1, f2 είναι απλές, έχουμε

θ(f1f2) = θ(f1)θ(f2).
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΄Ομοια, από το γεγονός ότι E(Ω)∗ = E(Ω) βρίσκουμε ότι

θ(f̄) = (θ(f))∗

όταν η f είναι απλή.

΄Ετσι έχω ορίσει το ολοκλήρωμα
∫
fdE ∈ B(H) για κάθε f ∈ L∞(K), και έχω

δείξει ότι η απεικόνιση f −→
∫
fdE είναι συνεχής *-μορφισμός.

Παρατήρηση Η απεικόνιση αυτή δεν είναι εν γένει 1-1 (επομένως δεν είναι

ισομετρία). Πράγματι, αν το σύνολο Ω = {t ∈ K : f(t) 6= 0} έχει μέτρο μηδέν,

αν δηλαδή E(Ω) = 0, τότε
∫
fdE = 0.

Συνοψίζουμε τα παραπάνω με την

Πρόταση 9.4 Αν {E(Ω) : Ω ∈ S} είναι ένα φασματικό μέτρο ορισμένο

σ’έναν μετρήσιμο χώρο (K,S) με τιμές προβολές σ’έναν χώρο Hilbert H, τότε

η απεικόνιση χΩ → E(Ω) ορίζει έναν *-μορφισμό

L∞(K)→ B(H) : f →
∫
fdE

από την *-άλγεβρα L∞(K) των φραγμένων μετρήσιμων συναρτήσεων f : K −→
C με τιμές στον B(H) που ικανοποιεί∥∥∥∥∫ fdE

∥∥∥∥ ≤ sup |f |

και 〈(∫
fdE

)
x, y

〉
=

∫
fdµxy (x, y ∈ H)

όπου µxy(Ω) = 〈E(Ω)x, y〉.

(Η τελευταία ισότητα ισχύει, όπως παρατηρήσαμε, για απλές συναρτήσεις. Η

γενική περίπτωση έπεται προσεγγίζοντας την f ∈ L∞(K) ομοιόμορφα από μια

ακολουθία απλών συναρτήσεων.)

9.3 Μέτρα και Αναπαραστάσεις

΄Εστω K συμπαγής χώρος Hausdorff. Τότε η C(K) είναι μία μεταθετική C*-

άλγεβρα. Μια *-αναπαράσταση (*-representation) της C(K) σ’έναν
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χώρο Hilbert H είναι ένας *-μορφισμός π της C*-άλγεβρας C(K) στην B(H).
Θα υποθέτουμε επίσης, όπως γίνεται συνήθως

27
, ότι η εικόνα της σταθερής

συνάρτησης 1 ∈ C(K) είναι ο ταυτοτικός τελεστής I.

Παραδείγματος χάριν, αν T ∈ B(H) είναι αυτοσυζυγής τελεστής, η απεικόνιση

f −→ f(T ) : C(σ(T )) −→ B(H) είναι μια αναπαράσταση της C*-άλγεβρας

C(σ(T )) στον H. (΄Οπως θα δούμε στην επόμενη παράγραφο, το ίδιο ισχύει

και όταν ο T είναι φυσιολογικός.)

Λήμμα 9.5 Κάθε *-αναπαράσταση π της C(K) είναι αυτομάτως συνεχής,

μάλιστα ‖π(f)‖ ≤ ‖f‖∞ για κάθε f ∈ C(K).

Απόδειξη Παρατήρησε πρώτα ότι η π διατηρεί την διάταξη, δηλαδή αν μια

f ∈ C(K) είναι μη αρνητική, τότε ο π(f) είναι θετικός τελεστής. Πράγματι, αν

g =
√
f τότε π(g)∗ = π(ḡ) = π(g) άρα π(f) = π(g2) = π(g)2 = π(g)∗π(g) ≥

0.

΄Εστω τώρα f ∈ C(K) με ‖f‖∞ ≤ 1. Τότε η συνάρτηση 1 − f ∗f = 1 − |f |2
είναι μη αρνητική, και συνεπώς π(1 − f ∗f) ≥ 0, άρα για κάθε x ∈ H έχουμε

〈(I − π(f ∗f))x, x〉 ≥ 0, οπότε

‖π(f)x‖2 = 〈π(f)x, π(f)x〉 = 〈π(f ∗f)x, x〉 ≤ ‖x‖2,

πράγμα που δείχνει ότι ‖π(f)‖ ≤ 1. 2

Από την Πρόταση 9.4 έπεται ότι κάθε φασματικό μέτρο {E(Ω) : Ω ⊆ K Bo-
rel} ⊆ B(H) ορίζει έναν *-μορφισμό π : C(K)→ B(H) από την σχέση

π(f) =

∫
K

fdE (f ∈ C(K)).

Αντίστροφα,

Θεώρημα 9.6 ΄Εστω K συμπαγής χώρος Hausdorff. Κάθε *-αναπαράσταση

π της C(K) σ’έναν χώρο Hilbert H ορίζει ένα μοναδικό κανονικό φασματικό

μέτρο E(.) ορισμένο στα Borel υποσύνολα του K ώστε∫
K

fdE = π(f) (f ∈ C(K)).

27
Εν γένει ο τελεστής P := π(1) είναι ορθή προβολή. Αν Ho = P (H) είναι το σύνολο

τιμών της, τότε ο Ho ανάγει κάθε π(f) (f ∈ C(K)) και ο π(f) μηδενίζεται στον H⊥o .

Επομένως, περιοριζόμενοι στον Ho, μπορούμε να υποθέτουμε ότι π(1) = I.
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Η απόδειξη στηρίζεται σε δύο θεμελιώδη θεωρήματα, που ονομάζονται και τα

δύο «Θεωρήματα Αναπαράστασης του Riesz»:

Θεώρημα 9.7 Για κάθε συνεχή γραμμική μορφή φ : C(K) −→ C υπάρχει

μοναδικό κανονικό μιγαδικό μέτρο Borel µ στο K ώστε∫
K

fdµ = φ(f) (f ∈ C(K))

και ‖φ‖ = ‖µ‖, όπου ‖µ‖ = |µ|(K) η ολική κύμανση του µ.

Για την απόδειξη, βλέπε π.χ. [16], Θεώρημα 12.38.

Σημείωση Για μια απόδειξη που χρησιμοποιεί μόνον θετικά μέτρα, δες το

Παράρτημα 9.3.1.

Θεώρημα 9.8 (Πρόταση 3.1) Για κάθε φραγμένη sesquilinear μορφή

ψ : H ×H −→ C υπάρχει μοναδικός T ∈ B(H) ώστε

ψ(x, y) = 〈Tx, y〉 (x, y ∈ H)

και ‖T‖ = sup{|ψ(x, y)| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}.

Απόδειξη του Θεωρήματος 9.6

Μοναδικότητα Αν δύο κανονικά φασματικά μέτρα Borel E(.) και F (.)
ικανοποιούν ∫

K

fdE = π(f) =

∫
K

fdF

για κάθε f ∈ C(K), τότε θέτοντας µx,y(Ω) = 〈E(Ω)x, y〉 και νx,y(Ω) =
〈F (Ω)x, y〉, έχουμε ∫

K

fdµx,y =

∫
K

fdνx,y

για κάθε f ∈ C(K). Από την μοναδικότητα στο Θεώρημα 9.7 έπεται ότι

µx,y(Ω) = νx,y(Ω), δηλαδή 〈E(Ω)x, y〉 = 〈F (Ω)x, y〉 για κάθε Borel Ω ⊆ K.

Αφού η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε x, y ∈ H, συμπεραίνουμε ότι E(Ω) =
F (Ω).

΄Υπαρξη (i) Αν σταθεροποιήσουμε δύο διανύσματα x, y ∈ H, η απεικόνιση

C(K) −→ C : f −→ 〈π(f)x, y〉
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είναι γραμμική μορφή, και φράσσεται από ‖x‖.‖y‖, διότι

|〈π(f)x, y〉| ≤ ‖π(f)‖.‖x‖.‖y‖ ≤ ‖f‖∞.‖x‖.‖y‖

από το Λήμμα 9.5. Από το Θεώρημα 9.7, υπάρχει μοναδικό κανονικό μιγαδικό

μέτρο Borel µx,y στο K ώστε∫
K

fdµx,y = 〈π(f)x, y〉 για κάθε f ∈ C(K) (2)

και τέτοιο ώστε

‖µx,y‖ ≤ ‖x‖.‖y‖.

(ii) Σταθεροποιούμε τώρα ένα Borel υποσύνολο Ω ⊆ K και θεωρούμε την

απεικόνιση

H ×H −→ C : (x, y) −→ µx,y(Ω).

Παρατηρούμε ότι είναι sesquilinear και φράσσεται από 1, δηλαδή

µx1+λx2,y(Ω) = µx1,y(Ω) + λµx2,y(Ω)

µx,y1+λy2(Ω) = µx,y1(Ω) + λµx,y2(Ω)
|µx,y(Ω)| ≤ ‖µx,y‖ ≤ ‖x‖.‖y‖.

Πράγματι: η ανισότητα |µx,y(Ω)| ≤ ‖µx,y‖ έπεται από τον ορισμό της κύμανσης

([16], Ορισμός 10.21). Επίσης, για κάθε f ∈ C(K),∫
fdµx,y1+λy2 = 〈π(f)x, y1 + λy2〉 = 〈π(f)x, y1〉+ λ〈π(f)x, y2〉

=
∫
fdµx,y1 + λ

∫
fdµx,y2

συνεπώς τα μέτρα Ω −→ µx,y1+λy2(Ω) και Ω −→ µx,y1(Ω) + λµxy2(Ω) ορίζουν

την ίδια γραμμική μορφή στον C(K) άρα, από την μοναδικότητα στον Θεώρημα

9.7, είναι ίσα. Ομοίως αποδεικνύεται η πρώτη ισότητα.

Από το Θεώρημα 9.8, υπάρχει μοναδικός τελεστής E(Ω) ∈ B(H) ώστε

〈E(Ω)x, y〉 = µx,y(Ω) για κάθε x, y ∈ H. (3)

(iii) Πρέπει να δειχθεί ότι το E(·) είναι φασματικό μέτρο. Είναι φανερό από τον

ορισμό ότι E(∅) = 0, ότι E(K) = I και, φυσικά, ότι το Ω −→ 〈E(Ω)x, y〉 (=
µx,y(Ω)) είναι σ-προσθετικό μέτρο για κάθε x, y.

(a) Ισχυρισμός E(Ω)∗ = E(Ω).
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Απόδειξη Για κάθε f ∈ C(K) έχουμε π(f̄) = π(f)∗, άρα, αν θέσουμε

µy,x(Ω) = µy,x(Ω),∫
fdµx,y = 〈π(f)x, y〉 = 〈π(f)∗y, x〉 =

∫
f̄dµy,x =

∫
fdµy,x,

πράγμα που δείχνει ότι τα μέτρα µx,y και µy,x ταυτίζονται, δηλαδή ότι

〈E(Ω)x, y〉 = 〈E(Ω)y, x〉 = 〈x,E(Ω)y〉. 2

(b) Ισχυρισμός E(Ω1 ∩ Ω2) = E(Ω1).E(Ω2) για κάθε ζεύγος Borel υπο-

συνόλων Ω1,Ω2 του K.

Απόδειξη Για κάθε f, g ∈ C(K) έχουμε

〈π(fg)x, y〉 = 〈π(f)π(g)x, y〉 = 〈π(f)(π(g)x), y〉

και συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (2) για τα διανύσματα π(g)x και y,∫
fgdµx,y =

∫
fdµπ(g)x,y .

Αφού η σχέση αυτή ισχύει για κάθε f ∈ C(K), τα αντίστοιχα μέτρα ταυτίζονται,

δηλαδή ∫
Ω1

gdµx,y =

∫
Ω1

dµπ(g)x,y = µπ(g)x,y(Ω1)

για κάθε Borel Ω1 ⊆ K. Από την (3), η σχέση αυτή γράφεται∫
Ω1

gdµx,y = 〈E(Ω1)π(g)x, y〉.

Αλλά
〈E(Ω1)π(g)x, y〉 = 〈π(g)x,E(Ω1)∗y〉

και από την (2) έχουμε

〈π(g)x,E(Ω1)∗y〉 =

∫
gdµx,E(Ω1)∗y

οπότε
∫

Ω1

gdµx,y =

∫
gdµx,E(Ω1)∗y.
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Αφού η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε g ∈ C(K), τα αντίστοιχα μέτρα

ταυτίζονται, δηλαδή ∫
Ω1

χΩ2dµx,y =

∫
χΩ2dµx,E(Ω1)∗y

για κάθε Borel Ω2 ⊆ K. Αλλά∫
Ω1

χΩ2dµx,y = µx,y(Ω1 ∩ Ω2) και

∫
χΩ2dµx,E(Ω1)∗y = µx,E(Ω1)∗y(Ω2)

και συνεπώς από την (3)

〈E(Ω1 ∩ Ω2)x, y〉 = 〈E(Ω2)x,E(Ω1)∗y〉 = 〈E(Ω1)E(Ω2)x, y〉.

Αφού αυτή η σχέση ισχύει για κάθε x, y ∈ H, δείξαμε ότι E(Ω1 ∩ Ω2) =
E((Ω1).E(Ω2), πράγμα που ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

Παρατήρηση 9.9 Οι προβολές E(Ω) (Ω ⊆ K Borel) δεν ανήκουν εν γένει

στην C*-άλγεβρα B = {π(f) : f ∈ C(K)}. Ανήκουν όμως στην (εν γένει)

μεγαλύτερη άλγεβρα B′′, τον δεύτερο μεταθέτη της B, δηλαδή μετατίθενται με

κάθε φραγμένο τελεστή που μετατίθεται με την B.
Μάλιστα, ένας τελεστής X ∈ B(H) μετατίθεται με κάθε στοιχείο π(f) της B αν

και μόνον αν μετατίθεται με κάθε E(Ω). Πράγματι, η σχέση Xπ(f) = π(f)X
ισχύει αν και μόνον αν για κάθε x, y ∈ H έχουμε

〈Xπ(f)x, y〉 = 〈π(f)Xx, y〉 ⇐⇒ 〈π(f)x,X∗y〉 = 〈π(f)Xx, y〉

⇐⇒
∫
fdµx,X∗y =

∫
fdµXx,y .

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε f ∈ C(K) αν και μόνον αν τα μέτρα µx,X∗y και

µXx,y είναι ίσα, δηλαδή αν και μόνον αν

〈E(Ω)x,X∗y〉 = 〈E(Ω)Xx, y〉

για κάθε Ω ⊆ K Borel δηλαδή

〈XE(Ω)x, y〉 = 〈E(Ω)Xx, y〉

για κάθε Ω ⊆ K Borel.
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Δείξαμε λοιπόν ότι Xπ(f) = π(f)X για κάθε f ∈ C(K) αν και μόνον αν

XE(Ω) = E(Ω)X για κάθε Ω ⊆ K Borel. Δηλαδή οι μεταθέτες

B′ και {E(Ω) : Ω ⊆ K Borel }′

ταυτίζονται, άρα και οι δεύτεροι μεταθέτες ταυτίζονται:

{π(f) : f ∈ C(K)}′′ = {E(Ω) : Ω ⊆ K Borel }′′ .

Οι αυτοσυζυγείς άλγεβρες της μορφής B′′ ονομάζονται άλγεβρες von Neumann
(δες και την παράγραφο 11.1).

9.3.1 Παράρτημα: Εναλλακτική προσέγγιση στο Θεώρημα 9.6

Θα αποφύγουμε τα μιγαδικά μέτρα, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα Αναπαράστα-

σης του Riesz για θετικά μόνο μέτρα:

Θεώρημα 9.10 ΄Εστω K συμπαγής χώρος Hausdorff. Για κάθε θετική
28

γραμμική μορφή φ : C(K) −→ C υπάρχει μοναδικό κανονικό θετικό μέτρο

Borel µ στο K ώστε ∫
K

fdµ = φ(f) (f ∈ C(K)).

Για την απόδειξη, βλ. πχ [16, Θεώρημα 12.26].

Παρατήρηση Η μοναδικότητα στο Θεώρημα 9.10 μπορεί να διατυπωθεί και

ως εξής:

Αν δύο κανονικά (θετικά) μέτρα Borel µ και ν στο K δίνουν το ίδιο ολοκλήρωμα

σε κάθε συνεχή συνάρτηση, τότε είναι ίσα, οπότε δίνουν το ίδιο ολοκλήρωμα σε

κάθε φραγμένη Borel μετρήσιμη συνάρτηση.

Θα χρειασθεί ένα Λήμμα:

Λήμμα 9.11 Αν M είναι μια πεπερασμένη οικογένεια από κανονικά θετικά

μέτρα Borel στο K, τότε για κάθε Borel φραγμένη συνάρτηση h : K → C
υπάρχει ακολουθία (fn) συνεχών συναρτήσεων με ‖fn‖∞ ≤ ‖h‖∞ για κάθε

n ∈ N ώστε ∫
hdµ = lim

n

∫
fndµ για κάθε µ ∈M.

28
δηλ. f ≥ 0⇒ φ(f) ≥ 0.
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Απόδειξη (Γ. Ελευθεράκης): Θέτουμε µo =
∑

µ∈M µ (πεπερασμένο άθροι-

σμα). Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι το µo είναι κανονικό μέτρο. ΄Αρα, από

το Θεώρημα Lusin [16, Θεώρημα 12.2(ii)], για κάθε Borel φραγμένη συνάρτη-

ση h και κάθε n ∈ N υπάρχει fn ∈ C(K) με ‖fn‖∞ ≤ ‖h‖∞ώστε το σύνολο

Kn := {t ∈ K : fn(t) 6= h(t)} να έχει µo(Kn) < 1
n
, οπότε µ(Kn) < 1

n
για κάθε

µ ∈M . ΄Εχουμε λοιπόν∣∣∣∣∫ hdµ−
∫
fndµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |h− fn|dµ ≤ ‖h− fn‖∞ µ(Kn) < 2 ‖h‖∞
1

n
. 2

Σημείωση Η μοναδικότητα στο Θεώρημα 9.10 έπεται και από το Λήμμα:

Αν µ, ν είναι δύο κανονικά θετικά μέτρα Borel και
∫
fdµ =

∫
fdν για κάθε

f ∈ C(K), τότε µ = ν.

Δεύτερη απόδειξη του Θεωρήματος 9.6

Μοναδικότητα Αν δύο κανονικά φασματικά μέτρα Borel E(·) και F (·)
ικανοποιούν ∫

K

fdE = π(f) =

∫
K

fdF

για κάθε f ∈ C(K), τότε θέτοντας µx(Ω) = 〈E(Ω)x, x〉 και νx(Ω) = 〈F (Ω)x, x〉,
έχουμε ∫

K

fdµx =

∫
K

fdνx

για κάθε f ∈ C(K). Επειδή τα δύο μέτρα είναι κανονικά, συμπεραίνουμε ότι

κατ’ ανάγκη θα ταυτίζονται: µx(Ω) = νx(Ω), δηλαδή 〈E(Ω)x, x〉 = 〈F (Ω)x, x〉
για κάθε Borel Ω ⊆ K. Αφού η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε x ∈ H, συμπε-

ραίνουμε (από την ταυτότητα πολικότητας) ότι E(Ω) = F (Ω).

΄Υπαρξη (i) Αν σταθεροποιήσουμε ένα x ∈ H, η απεικόνιση

C(K) −→ C : f −→ 〈π(f)x, x〉

είναι γραμμική μορφή, και είναι θετική, διότι αν f ≥ 0, τότε f = g∗g όπου

g =
√
f , οπότε

〈π(f)x, x〉 = 〈π(g)∗π(g)x, x〉 = ‖π(g)x‖2 ≥ 0.

Από το Θεώρημα 9.10, υπάρχει μοναδικό κανονικό θετικό μέτρο Borel µx
στο K ώστε ∫

K

fdµx = 〈π(f)x, x〉 για κάθε f ∈ C(K). (4)
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Μάλιστα

µx(K) =

∫
1dµx = 〈π(1)x, x〉 = ‖x‖2 .

Θα δείξω ότι υπάρχει ένα φασματικό μέτρο E(·) που «γεννάει» όλα τα µx με

την έννοια ότι

µx(Ω) = 〈E(Ω)x, x〉 για κάθε x ∈ H και Ω ⊆ K Borel.

Τότε, αν f ∈ C(K), από τον ορισμό του
∫
fdE θα έχω〈(∫

fdE

)
x, x

〉
=

∫
fdµx

για κάθε x ∈ H οπότε ∫
fdE = π(f)

λόγω της (4).

(ii) Αν εφαρμόσουμε την ταυτότητα πολικότητας στη σχέση (4) έχουμε, για

κάθε x, y ∈ H,

〈π(f)x, y〉 =
1

4
(〈π(f)(x+ y), x+ y〉 − 〈π(f)(x− y), x− y〉)

+
i

4
(〈π(f)(x+ iy), x+ iy〉 − 〈π(f)(x− iy), x− iy〉)

=
1

4

(∫
fdµx+y −

∫
fdµx−y

)
+
i

4

(∫
fdµx+iy −

∫
fdµx−iy

)
.

Σταθεροποιούμε τώρα μία φραγμένη συνάρτηση Borel h : K → C και ορίζουμε

την απεικόνιση

φh : H ×H → C

από την σχέση

φh(x, y) =
1

4

(∫
hdµx+y −

∫
hdµx−y

)
+
i

4

(∫
hdµx+iy −

∫
hdµx−iy

)
(5)

(οπότε φh(x, y) = 〈π(h)x, y〉 όταν η h είναι συνεχής).

72



Ισχυρισμός 1. Για κάθε πεπερασμένη οικογένεια X := {(xk, yk) ∈ H × H :
k = 1, . . . ,m} υπάρχει ακολουθία (fn) συνεχών συναρτήσεων με ‖fn‖∞ ≤
‖h‖∞ ώστε

φh(xk, yk) = lim
n→∞

〈π(fn)xk, yk〉 , k = 1, . . . ,m.

Απόδειξη Εφαρμόζουμε το Λήμμα στο πεπερασμένο σύνολο μέτρων

M ={µxk+yk , µxk−yk , µxk+iyk , µxk−iyk , k = 1, . . . ,m}.

Υπάρχει ακολουθία (fn) συνεχών συναρτήσεων με ‖fn‖∞ ≤ ‖h‖∞ ώστε∫
hdµ = lim

n

∫
fndµ για κάθε µ ∈M

άρα, από την (5),

φh(xk, yk) = lim
n→∞

1

4

(∫
fndµxk+yk−

∫
fndµxk−yk

)
+ lim

n→∞

i

4

(∫
fndµxk+iyk−

∫
fndµxk−iyk

)
= lim

n→∞
〈π(fn)xk, yk〉 , k = 1, . . . ,m. 2

Ισχυρισμός 2. Η φh είναι sequilinear και φραγμένη. Μάλιστα

|φh(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖h‖∞ για κάθε x, y ∈ H.

Απόδειξη Αν x, y ∈ H, απο τον Ισχυρισμό 1 υπάρχει ακολουθία (fn) συνεχών

συναρτήσεων με ‖fn‖∞ ≤ ‖h‖∞ ώστε φh(x, y) = limn→∞ 〈π(fn)x, y〉. Εφόσον

| 〈π(fn)x, y〉 | ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖fn‖∞ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖h‖∞ για κάθε n, έχουμε

|φh(x, y)| = lim
n→∞

| 〈π(fn)x, y〉 | ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖h‖∞

και επομένως, αφού τα x, y ήταν τυχόντα, η φh είναι φραγμένη από ‖h‖∞.

Θέλουμε τώρα να δείξουμε ότι

φh(x+ λx′, y) = φh(x, y) + λφh(x
′, y)

για κάθε x, x′, y ∈ H και λ ∈ C. Εφαρμόζουμε τον Ισχυρισμό 1 στην πεπερα-

σμένη οικογένεια διανυσμάτων {(x, y), (x′, y), (x+λx′, y)}: Υπάρχει ακολουθία
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(fn) συνεχών συναρτήσεων με ‖fn‖∞ ≤ ‖h‖∞ ώστε

φh(x, y) = lim
n→∞

〈π(fn)x, y〉 ,

φh(x
′, y) = lim

n→∞
〈π(fn)x′, y〉 ,

φh(x+ λx′, y) = lim
n→∞

〈π(fn)(x+ λx′), y〉

και συνεπώς

φh(x+ λx′, y) = lim
n→∞

〈π(fn)(x+ λx)′, y〉 = lim
n→∞

(〈π(fn)x, y〉+ λ 〈π(fn)x′, y〉)

= φh(x, y) + λφh(x
′, y).

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η

φh(x, y + λy′) = φh(x, y) + λ̄φh(x, y
′). 2

Θέτοντας τώρα h = χΩ όπου Ω ⊆ K Borel, έπεται από το Θεώρημα 9.8 ότι

υπάρχει μοναδικός τελεστής E(Ω) ∈ B(H) ώστε

〈E(Ω)x, y〉 = φχΩ
(x, y) για κάθε x, y ∈ H. (6)

(iii) Πρέπει να δειχθεί ότι το E(·) είναι φασματικό μέτρο.

Παρατηρούμε ότι, για κάθε x ∈ H,

〈E(Ω)x, x〉 = φχΩ
(x, x) = µx(Ω).

Είναι φανερό από τη σχέση αυτή ότι E(∅) = 0, E(K) = I και ότι το Ω −→
〈E(Ω)x, x〉 είναι σ-προσθετικό μέτρο για κάθε x ∈ H. Επίσης από τις σχέσεις

0 ≤ µx(Ω) ≤ ‖x‖2

έπεται ότι
0 ≤ 〈E(Ω)x, x〉 ≤ 〈x, x〉 για κάθε x ∈ H

οπότε

0 ≤ E(Ω) ≤ I

και ειδικότερα

E(Ω)∗ = E(Ω).

74



Μένει να αποδειχθεί ο

Ισχυρισμός 3 E(Ω1∩Ω2) = E(Ω1)E(Ω2) για κάθε ζεύγος Borel υποσυνόλων
Ω1,Ω2 του K.

Απόδειξη Θα προκύψει από την πολλαπλασιαστικότητα της π: π(fg) = π(f)π(g).

Υπενθυμίζουμε ότι, αν x, y ∈ H, για κάθε f ∈ C(K),

φf (x, y) = 〈π(f)x, y〉 . (7)

Για κάθε f, g ∈ C(K) έχουμε

〈π(fg)x, x〉 = 〈π(f)π(g)x, x〉 = 〈π(f)(π(g)x), x〉

και συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (7) για τα διανύσματα z := π(g)x και x,

φfg(x, x) = 〈π(f)(π(g)x), x〉 = φf (z, x) (8)

δηλαδή∫
fgdµx =

1

4

(∫
fdµz+x −

∫
fdµz−x

)
+
i

4

(∫
fdµz+ix −

∫
fdµz−ix

)
για κάθε f ∈ C(K). Χρησιμοποιώντας το Λήμμα για τη συνάρτηση h = χΩ1 και

το σύνολο θετικών κανονικών μέτρωνM = {gdµx, dµz+x, dµz−x, dµz+ix, dµz−ix},
βρίσκουμε ακολουθία (fn) από συνεχείς συναρτήσεις με ‖fn‖∞ ≤ 1 ώστε∫
fndµ→

∫
χΩ1dµ για κάθε µ ∈M . Τότε όμως η τελευταία ισότητα δίνει

∫
χΩ1gdµx =

1

4

(∫
χΩ1dµz+x−

∫
χΩ1dµz−x

)
+
i

4

(∫
χΩ1dµz+ix−

∫
χΩ1dµz−ix

)
δηλαδή

φχΩ1
g(x, x) = φχΩ1

(π(g)x, x) (9)

για κάθε Borel Ω1 ⊆ K. ΄Ομως, από τον ορισμό του E(Ω1),

φχΩ1
(π(g)x, x) = 〈E(Ω1)π(g)x, x〉 = 〈π(g)x,E(Ω1)x〉

(εφόσον E(Ω1)∗ = E(Ω1)) και από την (7)

〈π(g)x,E(Ω1)x〉 = φg(x,E(Ω1)x)
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οπότε η (9) δίνει

φgχΩ1
(x, x) = φχΩ1

g(x, x) = φg(x,E(Ω1)x) = φg(x,w) όπου w = E(Ω1)x.
(10)

Χρησιμοποιώντας πάλι το Λήμμα για την h = χΩ2 και το σύνολο θετικών

κανονικών μέτρων M = {χΩ1dµx, dµx+w, dµx−w, dµx+iw, dµx−iw}, βρίσκουμε

ακολουθία (gn) από συνεχείς συναρτήσεις με ‖gn‖∞ ≤ 1 ώστε
∫
gndµ →∫

χΩ2dµ για κάθε
29 µ ∈M . ΄Επεται απο την (10) ότι

φχΩ2
χΩ1

(x, x) = lim
n
φgnχΩ1

(x, x) = lim
n
φgn(x,w) = φχΩ2

(x,E(Ω1)x)

για κάθε Borel Ω2 ⊆ K. Αλλά

φχΩ1
χΩ2

(x, x) =φχΩ1∩Ω2
(x, x) = 〈E(Ω1 ∩ Ω2)x, x〉

και φχΩ2
(x,E(Ω1)x) = 〈E(Ω2)x,E(Ω1)x〉

συνεπώς

〈E(Ω1 ∩ Ω2)x, x〉 = 〈E(Ω2)x,E(Ω1)x〉 = 〈E(Ω1)E(Ω2)x, x〉.

Αφού αυτή η σχέση ισχύει για κάθε x ∈ H, δείξαμε ότι E(Ω1 ∩ Ω2) =
E((Ω1)E(Ω2), πράγμα που ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

9.4 Το Φασματικό Θεώρημα

9.4.1 Συνεχείς συναρτήσεις ενός φυσιολογικού τελεστή

Θα χρησιμοποιήσουμε χωρίς απόδειξη δύο αποτελέσματα για φυσιολογικούς τε-

λεστές, τα οποία έχουμε αποδείξει για την ειδική περίπτωση των αυτοσυζυγών

τελεστών. Αποδείξεις των αποτελεσμάτων αυτών υπάρχουν σε όλα τα συγ-

γράμματα που αναφέρονται σε C∗-άλγεβρες ή άλγεβρες τελεστών (βλ. π.χ. [3],

[6], [11]).

Λήμμα 9.12 (ι) Το φάσμα οποιουδήποτε τελεστή
30

είναι μη κενό και (όπως

έχουμε αποδείξει) συμπαγές υποσύνολο του C.

(ιι) Η φασματική ακτίνα κάθε φυσιολογικού τελεστή ισούται με την νόρμα του.

29
π.χ.

∫
gnχΩ1

dµx →
∫
χΩ2

χΩ1
dµx

30
μάλιστα, οποιουδήποτε στοιχείου μιας άλγεβρας Banach
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Λήμμα 9.13 ΄Εστω T ∈ B(H) φυσιολογικός τελεστής. Τότε, για κάθε πολυ-

ώνυμο δύο μεταβλητών p(t, s) =
∑N

n,m=0 cnmt
nsm,

σ(p(T, T ∗)) = {p(z, z̄) : z ∈ σ(T )}.

Αν ο T είναι φυσιολογικός τελεστής, τότε και ο p(T, T ∗) είναι φυσιολογικός.

Πράγματι, ο p(T, T ∗) ανήκει στην υπάλγεβρα Bo του B(H) που παράγεται από

τον T , τον T ∗ και τον I, η οποία είναι μεταθετική *-άλγεβρα, αφού οι T και T ∗

μετατίθενται.

Επομένως από τα δύο προηγούμενα Λήμματα συμπεραίνουμε αμέσως το

Πόρισμα 9.14 Με τους συμβολισμούς του προηγουμένου Λήμματος,

‖p(T, T ∗)‖ = sup{|p(z, z̄)| : z ∈ σ(T )}.

΄Εστω Ao ⊆ C(σ(T )) η *-υπάλγεβρα που παράγεται από τις συναρτήσεις fo, f o
και 1, όπου fo(z) = z. Τα στοιχεία της Ao είναι όλα της μορφής p(fo, f o), όπου
p πολυώνυμο δύο μεταβλητών. Είναι φανερό ότι η απεικόνιση Ψo : p(fo, f o)→
p(T, T ∗) είναι *-μορφισμός από την Ao στον B(H). Το τελευταίο πόρισμα

δείχνει ότι η απεικόνιση αυτή είναι ισομετρία (άρα και 1-1). Επομένως επεκτε-

ίνεται σε ισομετρικό *-μορφισμό Ψ ορισμένο στην κλειστή θήκη της Ao. ΄Ομως

από την μιγαδική μορφή του Θεωρήματος Stone - Weierstrass (βλ. π.χ. [3],

Θεώρημα V.8.1) έπεται ότι η κλειστή αυτή θήκη ταυτίζεται με την C(σ(T )).
Πράγματι, η Ao είναι εξ ορισμού αυτοσυζυγής άλγεβρα που περιέχει τις στα-

θερές, και χωρίζει τα σημεία του συμπαγούς συνόλου σ(T ) επειδή περιέχει την

ταυτοτική συνάρτηση fo. Αποδείξαμε λοιπόν το

Θεώρημα 9.15 (Συναρτησιακός λογισμός) Αν T ∈ B(H) είναι φυ-

σιολογικός τελεστής, η απεικόνιση

Ψo : p(fo, f o)→ p(T, T ∗)

επεκτείνεται σε ισομετρικό *-μορφισμό Ψ : C(σ(T )) → B(H). Το σύνολο

τιμών του Ψ είναι η C∗(T ), η μικρότερη C∗-υπάλγεβρα του B(H) που περιέχει

τον T και τον ταυτοτικό τελεστή I.

Γράφουμε συνήθως f(T ) := Ψ(f). Δηλαδή για κάθε συνεχή συνάρτηση

f : σ(T ) → C, ο τελεστής f(T ) ∈ B(H) ορίζεται μοναδικά από το όριο

f(T ) = limn pn(T, T ∗), όπου (pn) είναι ακολουθία μιγαδικών πολυωνύμων δύο

μεταβλητών ώστε pn(z, z̄)→ f(z) ομοιόμορφα ως προς z ∈ σ(T ).
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9.4.2 Το Φασματικό Θεώρημα για φυσιολογικούς τελεστές

Θεώρημα 9.16 (Το Φασματικό Θεώρημα ) Αν T ∈ B(H) είναι φυ-

σιολογικός τελεστής, τότε υπάρχει μοναδικό κανονικό φασματικό μέτρο {E(Ω) :
Ω ⊆ C Borel } που φέρεται από το σ(T ) ώστε

T =

∫
λdEλ.

Τέλος, ένας X ∈ B(H) μετατίθεται με τον T αν και μόνον αν μετατίθεται με

κάθε E(Ω).

Απόδειξη Αν B ⊆ B(H) είναι η C*-άλγεβρα C∗(T ) που παράγει ο T και ο

I, η απεικόνιση

Ψ : C(σ(T )) −→ B : f −→ f(T )

είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός (Θεώρημα 9.15). Εφαρμόζεται λοιπόν το Θε-

ώρημα 9.6, σύμφωνα με το οποίο η Ψ ορίζει μοναδικό κανονικό φασματικό μέτρο

Borel Eo στο συμπαγές σ(T ). Επεκτείνω το μέτρο αυτό στα Borel υποσύνολα
του C θέτοντας

E(Ω) = Eo(Ω ∩ σ(T )) (Ω ⊆ C Borel).

Το μέτρο αυτό φέρεται από το σ(T ) με την έννοια ότι κάθε ανοικτό U ⊆ C με

U ∩ σ(T ) = ∅ ικανοποιεί E(U) = 0.

΄Εχουμε

Ψ(f) =

∫
f(λ)dEλ

για κάθε f ∈ C(σ(T )) και επομένως

T = Ψ(id) =

∫
λdEλ.

Μένει να αποδειχθεί ο τελευταίος ισχυρισμός, ότι XT = TX αν και μόνον αν

XE(Ω) = E(Ω)X για κάθε Ω ⊆ C Borel.

Υποθέτουμε πρώτα ότι ο T είναι αυτοσυζυγής. Παρατήρησε ότι ένας τελεστής

X μετατίθεται με τον T αν και μόνον αν μετατίθεται με κάθε T n, επομένως αν

και μόνον αν μετατίθεται με την κλειστή θήκη του συνόλου των πολυωνύμων

του T . Αλλά επειδή ο T είναι αυτοσυζυγής, από το Πόρισμα 7.12 γνωρίζουμε
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ότι η θήκη αυτή είναι το σύνολο {f(T ) : f ∈ C(σ(T ))}, δηλαδή η C∗(T ).
΄Επεται από την Παρατήρηση 9.9 ότι

XT = TX ⇐⇒ XE(Ω) = E(Ω)X για κάθε Ω ⊂ C Borel.

Στην γενική περίπτωση, που ο T είναι απλώς φυσιολογικός, η κλειστή θήκη των

πολυωνύμων του T δεν περιέχει εν γένει όλους τους f(T ) όπου f ∈ C(σ(T ))
(μπορεί να μην περιέχει τον T ∗ - δες την ΄Ασκηση 9.18). Η προηγούμενη α-

πόδειξη θα είναι πλήρης (από το Θεώρημα 9.15), αν δείξω ότι XT = TX =⇒
Xp(T, T ∗) = p(T, T ∗)X για κάθε πολυώνυμο p(., .) δύο μεταβλητών. Αρκεί

γι’αυτό να αποδείξω το

Θεώρημα 9.17 (Fuglede) Αν ο T είναι φυσιολογικός, τότε οX μετατίθεται

με τον T αν και μόνον αν μετατίθεται με τον T ∗.

Απόδειξη ΄Εστω XT = TX. Τότε, για κάθε λ ∈ C, η συνάρτηση f(z) =
exp(λ̄z) είναι συνεχής στο σ(T ), άρα ορίζεται ο φυσιολογικός τελεστής f(T ) =
exp(λ̄T ). Επειδή ο f(T ) είναι όριο πολυωνύμων του T (με τα οποία ο X
μετατίθεται) έχουμε

X. exp(λ̄T ) = exp(λ̄T ).X

Αφού (f(z))−1 = exp(−λ̄z), ο τελεστής Ψ(f) = exp(λ̄T ) είναι αντιστρέψιμος

με αντίστροφο τον Ψ( 1
f
) = exp(−λ̄T ). Επομένως η προηγούμενη ισότητα

γράφεται

X = exp(−λ̄T )X exp(λ̄T )

άρα

exp(λT ∗)X exp(−λT ∗) = exp(λT ∗) exp(−λ̄T )X exp(λ̄T ) exp(−λT ∗). (11)

Παρατηρώ ότι f(T )∗ = f̄(T ) = exp(λT ∗). Επειδή ο T είναι φυσιολογικός

έχουμε από τον συναρτησιακό λογισμό για συνεχείς συναρτήσεις (Θεώρημα

9.15)

exp(λT ∗) exp(−λ̄T ) = f̄(T )
1

f
(T ) = (f̄

1

f
)(T ) = exp(λT ∗ − λ̄T )

(διότι (f̄ 1
f
)(z) = exp(λz̄ − λ̄z)). Θέτω S = λT ∗ − λ̄T και παρατηρώ ότι

S∗ = −S. ΄Ομως η συνάρτηση exp έχει δυναμοσειρά με πραγματικούς συντελε-

στές, άρα (expS)∗ = exp(S∗). Επομένως (expS)∗ = exp(S∗) = exp(−S) =
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(expS)−1
, άρα ‖ expS‖2 = ‖(expS)∗(expS)‖ = 1. Τότε όμως, από την ισότη-

τα (11) έχω ότι

‖ exp(λT ∗)X exp(−λT ∗)‖ = ‖(expS)X(expS∗)‖ ≤ ‖X‖

για κάθε λ ∈ C. Δηλαδή, για κάθε x, y ∈ H, η συνάρτηση

φ : C −→ C : λ −→ 〈exp(λT ∗)X exp(−λT ∗)x, y〉

που είναι προφανώς ακέραια,
31

είναι φραγμένη. Επομένως, από το Θεώρημα

Liouville, είναι σταθερή, άρα φ(λ) = φ(0), δηλαδή

〈exp(λT ∗)X exp(−λT ∗)x, y〉 = 〈Xx, y〉

για κάθε x, y ∈ H και λ ∈ C. ΄Επεται ότι

exp(λT ∗)X exp(−λT ∗) = X , άρα exp(λT ∗)X = X exp(λT ∗)

για κάθε λ ∈ C. Αναπτύσσοντας στην τελευταία ισότητα την exp(λT ∗) σε δυνα-
μοσειρά και εξισώνοντας τους συντελεστές του λ, βρίσκουμε T ∗X = XT ∗. 2

΄Ασκηση 9.18 Αν U είναι ο τελεστής της αμφίπλευρης μετατόπισης (Uen =
en+1) στον `2(Z), δείξτε ότι για κάθε πολυώνυμο p ισχύει ‖U∗ − p(U)‖ ≥ 1.

9.5 Επέκταση του συναρτησιακού λογισμού

΄Εστω T ∈ B(H) φυσιολογικός τελεστής και {E(Ω) : Ω ⊆ C Borel} το φα-

σματικό του μέτρο. Για κάθε f : C −→ C που ο περιορισμός της f |σ(T ) είναι

φραγμένη και μετρήσιμη, ορίζουμε

f(T ) =

∫
f(λ)dEλ .

Ειδικότερα έχουμε χΩ(T ) = E(Ω) για κάθε Borel Ω ⊆ C.

Παρατήρησε ότι ο τελεστής f(T ) δεν ανήκει κατ’ανάγκη στην C∗(T ) (αν η

f |σ(T ) δεν είναι συνεχής) αλλά f(T ) ∈ {T}′′. Πράγματι, αν ένας φραγμένος

τελεστήςX ανήκει στον μεταθέτη του T τότε μετατίθεται με το σύνολο {E(Ω) :
Ω ⊆ C Borel } (από το φασματικό θεώρημα) άρα και με τον f(T ), που είναι

όριο γραμμικών συνδυασμών φασματικών προβολών.

Από την Πρόταση 9.4 συμπεραίνουμε ότι:

31
είναι όριο πολυωνύμων του λ, ομοιόμορφα στα συμπαγή του C.
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Πρόταση 9.19 Η απεικόνιση f −→ f(T ) είναι *-μορφισμός από την L∞(σ(T ))
στον δεύτερο μεταθέτη {T}′′ που επεκτείνει τον συναρτησιακό λογισμό για πο-

λυώνυμα, και ισχύει

‖f(T )‖ ≤ sup{|f(λ)| : λ ∈ σ(T )} (f ∈ L∞(σ(T ))).

Πόρισμα 9.20 Αν T ∈ B(H) είναι φυσιολογικός τελεστής και {E(Ω) : Ω ⊆
C Borel } το φασματικό του μέτρο, τότε

• (ι) λ ∈ σ(T ) αν και μόνον αν E(U) 6= 0 για κάθε ανοικτό U ⊆ C που

περιέχει το λ.

• (ιι) το λ είναι ιδιοτιμή του T αν και μόνον αν E({λ}) 6= 0. Ο αντίστοιχος

ιδιόχωρος είναι ο E({λ})(H).

• (ιιι) κάθε μεμονωμένο σημείο του σ(T ) είναι ιδιοτιμή του T .

Απόδειξη (ι) ΄Εστω λ ∈ C. Αν λ /∈ σ(T ), τότε υπάρχει ανοικτή περιοχή U
του λ ώστε U ∩ σ(T ) = ∅, οπότε E(U) = 0 αφού το E φέρεται από το σ(T ).

Αν αντίστροφα υπάρχει ανοικτή περιοχή U του λ ώστε E(U) = 0, τότε η

συνάρτηση

f(z) =

{
1

z−λ z /∈ U
0 z ∈ U

ορίζεται, είναι φραγμένη και μετρήσιμη, και για κάθε z ∈ C ικανοποιεί

(z − λ)f(z) = 1− χU(z). Συνεπώς από τον συναρτησιακό λογισμό (Πρόταση

9.19) έχουμε

(T − λI)f(T ) = f(T )(T − λI) = I − E(U) = I

(γιατί χU(T ) = E(U)) πράγμα που δείχνει ότι ο T − λI είναι αντιστρέψιμος,

δηλαδή ότι λ /∈ σ(T ). 2

(ιι) ΄Εστω Ω = {λ} και g(z) = z − λ. Τότε gχΩ = 0 άρα g(T )E(Ω) = 0,
δηλαδή (T − λI)E(Ω) = 0.

Αν λοιπόν θέσουμε F = ker(T − λI) δηλαδή

F = {x ∈ H : (T − λI)x = 0}

τότε E(Ω)(H) ⊆ F .
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Ισχυρίζομαι ότι ισχύει ισότητα: αν x ∈ F θα δείξω ότι x ∈ E(Ω)(H). Πράγ-

ματι, αν Vn είναι ακολουθία ανοικτών συνόλων που φθίνει
32

προς το Ω = {λ},
τότε, όπως δείξαμε στην Παρατήρηση 9.3, ‖E(Vn)x− E(Ω)x‖ → 0.

Αν θέσω fn(z) = (z − λ)−1
για z /∈ Vn και fn(z) = 0 για z ∈ Vn (όπως στο

(ι)) τότε fn(z)(z−λ) = 1−χVn , άρα fn(T )(T −λI) = I−E(Vn) και συνεπώς

x− E(Vn)x = fn(T )(T − λI)x = 0

(αφού x ∈ F ) δηλαδή E(Vn)x = x για κάθε n άρα E(Ω)x = x.

Δείξαμε λοιπόν ότι E({λ})(H) = ker(T − λI).

Το (ιιι) είναι άμεση συνέπεια των προγηγουμένων: Υπάρχει ανοικτό σύνολο

U ⊆ C ώστε U ∩ σ(T ) = {λ} άρα E(U) = E(U ∩ σ(T )) = E({λ}). ΄Ομως

E(U) 6= 0 αφού λ ∈ σ(T ), άρα E({λ} 6= 0 οπότε το λ είναι ιδιοτιμή του T .

2

Η αριθμητική ακτίνα (numerical radius) ενός τελεστή T ∈ B(H) είναι

ο αριθμός

w(T ) = sup{|〈Tx, x〉| : x ∈ H, ‖x‖ = 1} .

Δεν είναι δύσκολο να δειχθεί ότι ‖T‖/2 ≤ w(T ) ≤ ‖T‖ και ότι οι ανισότητες

αυτές είναι εν γένει οι καλύτερες δυνατές. ΄Οταν ο T είναι φυσιολογικός, τα

πράγματα είναι πολύ καλύτερα:

Πόρισμα 9.21 Η αριθμητική ακτίνα ενός φυσιολογικού τελεστή T ∈ B(H)
ισούται με την νόρμα του.

Απόδειξη Εφόσον ‖T‖ = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} (Λήμμα 9.12 (ιι) ) και το

σ(T ) είναι κλειστό, υπάρχει λ ∈ σ(T ) ώστε |λ| = ‖T‖.
΄Εστω ε > 0. Θα βρω x ∈ H με ‖x‖ = 1 ώστε |〈Tx, x〉 − λ| ≤ ε. Αν

Ω = {z ∈ σ(T ) : |z − λ| < ε} τότε E(Ω) 6= 0 από το προηγούμενο Πόρισμα.

΄Εστω x ∈ E(Ω)(H) με ‖x‖ = 1. Αν f(z) = (z − λ)χΩ(z), τότε έχουμε

f(T ) = (T − λI)E(Ω), άρα f(T )x = Tx− λx, οπότε

|〈Tx, x〉 − λ| = |〈Tx− λx, x〉| = |〈f(T )x, x〉| ≤ ‖f(T )‖ .

΄Ομως ‖f(T )‖ ≤ ε αφού |f(z)| ≤ ε για κάθε z ∈ σ(T ). 2

32
δηλαδή Vn ⊇ Vn+1 και ∩nVn = Ω
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10 Τοπολογίες στον B(H)

Ο χώρος B(H), εφοδιασμένος με την νόρμα τελεστή, είναι βέβαια χώρος Ba-
nach. ΄Ομως, επειδή αποτελείται από τελεστές που δρούν σ’έναν άλλον χώρο,

εφοδιάζεται και με άλλες τοπολογίες, πιο στενά συνδεδεμένες με την δράση του

στον χώρο H.

10.1 Η ισχυρή τοπολογία τελεστών (SOT)

Ορισμός 10.1 ΄Εστω H χώρος Hilbert. Η ισχυρή τοπολογία τελε-

στών (strong operator topology, SOT) στον B(H) είναι η τοπολογία

της σύγκλισης κατά σημείο στον H. Δηλαδή ένα δίκτυο (Ti) από φραγμένους

τελεστές συγκλίνει στον φραγμένο τελεστή T ως προς την SOT αν και μόνον

αν ‖Tix− Tx‖ → 0 για κάθε x ∈ H.

Μια βάση περιοχών ενός A ∈ B(H) για την SOT είναι η οικογένεια

V ≡ {V (A, ε, x1, x2, . . . , xn) : ε > 0, x1, x2, . . . , xn ∈ H, n ∈ N}

όπου

V (A, ε, x1, . . . , xn) = {T ∈ B(H) : ‖(T − A)xk‖ < ε, k = 1, . . . , n}.

Για τεχνικούς λόγους, θα μας είναι επίσης χρήσιμη μια άλλη βάση περιοχών για

την ίδια τοπολογία:

W ≡ {W (A, ε, x1, x2, . . . , xn) : ε > 0, x1, x2, . . . , xn ∈ H, n ∈ N}

όπου

W (A, ε, x1, . . . , xn) = {T ∈ B(H) :
n∑
k=1

‖(T − A)xk‖2 < ε2}.

Οι δύο βάσεις ορίζουν την ίδια τοπολογία. Πράγματι, από τις ανισότητες

max{|ak|2 : k = 1, . . . , n} ≤
n∑
k=1

|ak|2 ≤ nmax{|ak|2 : k = 1, . . . , n}

έπεται άμεσα ότι

W (A, ε, x1, . . . , xn) ⊆ V (A, ε, x1, . . . , xn) ⊆ W (A, n1/2ε, x1, . . . , xn)
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επομένως οι δύο τοπολογίες ταυτίζονται. Είναι προφανές ότι ένα δίκτυο (Ti)
του B(H) συγκλίνει στον A ∈ B(H) ως προς την τοπολογία αυτή αν και μόνον

αν ‖Tix− Ax‖ → 0 σε κάθε σημείο x του H.

Η SOT είναι ασθενέστερη από την τοπολογία της νόρμας (αν ‖Ti‖ → 0 τότε

‖Tix‖ → 0 για κάθε x ∈ H). Μάλιστα είναι γνήσια ασθενέστερη αν (και

μόνον αν) ο H είναι απειροδιάστατος. Πράγματι αν (en) είναι μια ορθοκανονική

ακολουθία και ορίσουμε τον τελεστή Tn από την σχέση Tnx = 〈x, en〉e1 (x ∈
H), τότε ‖Tnx‖ = |〈x, en〉| → 0 για κάθε x, άρα η (Tn) συγκλίνει στο 0 ως

προς την SOT, αλλά όχι ως προς την νόρμα γιατί ‖Tn‖ = 1 για κάθε n.

Η SOT είναι τοπολογία Hausdorff. Πράγματι, αν A,B ∈ B(H) και A 6= B,

υπάρχει x ∈ H ώστε ‖Ax − Bx‖ ≡ 2δ > 0. Τότε τα σύνολα V (A, δ, x) και

V (B, δ, x) είναι SOT-ανοικτά και διαχωρίζουν τα A και B.

Δεν είναι όμως μετρικοποιήσιμη (εκτός βέβαια αν dimH <∞):

Πρόταση 10.1 ΄ΕστωH απειροδιάστατος χώρος Hilbert. Υπάρχει υποσύνολο

E του B(H) ώστε 0 ∈ ESOT
αλλά καμμιά ακολουθία του E δεν συγκλίνει στο 0

ως προς την SOT. Επομένως η SOT δεν είναι μετρικοποιήσιμη τοπολογία.
33

Απόδειξη ΄Εστω {en : n ∈ N} ορθοκανονική ακολουθία στον H και Pn η

ορθή προβολή στον υπόχωρο [en]. Θέτουμε E = {
√
nPn : n ∈ N}. Εφόσον

‖
√
nPn‖ → ∞ δεν υπάρχει ακολουθία στο E που να συγκλίνει στο 0 ως προς

την SOT. Πράγματι, κάθε SOT-συγκλίνουσα ακολουθία είναι κατά σημείο φραγ-

μένη και συνεπώς, από την Αρχή Ομοιομόρφου Φράγματος, είναι ομοιόμορφα

φραγμένη.

Ισχυρίζομαι όμως ότι 0 ∈ ESOT
. Πράγματι, αν όχι, θα υπήρχε μια SOT-περιοχή

V του 0 με E ∩ V = ∅. Η V περιέχει μια βασική περιοχή της μορφής

W = {T ∈ B(H) :
m∑
k=1

‖Txk‖2 < ε2}

Αφού E ∩W = ∅, για κάθε n ∈ N ο τελεστής
√
nPn δεν ανήκει στην W , άρα

m∑
k=1

‖
√
nPnxk‖2 ≥ ε2

, οπότε

m∑
k=1

n|〈xk, en〉|2 ≥ ε2
. ΄Επεται από την ανισότητα

33
ούτε καν πρώτη αριθμήσιμη, δηλαδή το 0 δεν έχει αριθμήσιμη βάση περιοχών
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Bessel ότι

m∑
k=1

‖xk‖2 ≥
m∑
k=1

∞∑
n=1

|〈xk, en〉|2 ≥ ε2

∞∑
n=1

1

n
= +∞

άτοπο. 2

Είναι φανερό από τον ορισμό ότι η SOT είναι τοπολογία γραμμικού χώρου

δηλαδή ότι οι γραμμικές πράξεις

(B(H), SOT)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (A,B) −→ A+B

και (C, |.|)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (λ,A) −→ λA

είναι συνεχείς. Δεν ισχύει όμως το ίδιο για τον πολλαπλασιασμό (την σύνθεση)

τελεστών:

Πρόταση 10.2 ΄Εστω H απειροδιάστατος χώρος Hilbert.

(i) Ο πολλαπλασιασμός

(B(H), SOT)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (A,B) −→ AB

δεν είναι συνεχής.

(ii) ΄Ομως, για κάθε r > 0, ο περιορισμός του

(B(H)r, SOT)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (A,B) −→ AB

(όπου B(H)r = {T ∈ B(H) : ‖T‖ ≤ r}) είναι συνεχής.

(iii) Ο πολλαπλασιασμός είναι ακολουθιακά συνεχής, δηλαδή αν (An), (Bn)

είναι ακολουθίες με An
SOT−→ A και Bn

SOT−→ B τότε AnBn
SOT−→ AB.

(iv) Ο πολλαπλασιασμός είναι χωριστά συνεχής, δηλαδή για κάθε A ∈ B(H)
οι απεικονίσεις

LA : (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : B −→ AB

και RA : (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : B −→ BA

είναι συνεχείς.
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Απόδειξη (i) Θα κατασκευάσω δύο δίκτυα (AF ) και (BF ) που καθένα συ-

γκλίνει SOT στο 0, αλλά το δίκτυο (AFBF ) δεν συγκλίνει SOT στο 0.

Το σύνολο δεικτών θα είναι το σύνολο X των υποχώρων F του H που έχουν

πεπερασμένη διάσταση (dimF ≡ nF ), διατεταγμένο από την σχέση του περι-

έχεσθαι. Για κάθε F ∈ X , θέτω AF = nFP
⊥
F (όπου P⊥F η ορθή προβολή στον

υπόχωρο F⊥).

Επίσης, επιλέγω μια μερική ισομετρία UF με αρχικό χώρο F και τελικό χώρο

έναν υπόχωρο
34

του F⊥ και θέτω BF = 1
nF
UF .

Ισχυρίζομαι ότι AF
SOT−→ 0. Πράγματι, έστω x ∈ H και ε > 0. Αν Fo = [x] ∈ X ,

τότε για κάθε F ∈ X με F ⊇ Fo έχουμε P⊥F x = 0 άρα ‖AFx‖ = 0 < ε.

Ισχυρίζομαι ότι ‖BF‖ −→ 0 (άρα και BF
SOT−→ 0). Πράγματι, αν ε > 0 επιλέγω

Fo ∈ X με
1

dimFo
< ε, οπότε για κάθε F ∈ X με F ⊇ Fo έχουμε ‖BF‖ =

1
dimF

< ε.

΄Ομως, αν x ∈ H, x 6= 0, τότε AFBFx 9 0. Πράγματι, AFBF = P⊥F UF = UF
γιατί UF (H) ⊆ F⊥. Επομένως αν Fo = [x] τότε για κάθε F ∈ X με F ⊇ Fo
έχουμε ‖UFx‖ = ‖x‖ άρα ‖UFx‖9 0.

(ii) Αν τα δίκτυα (Ai) και (Bi) τείνουν στο 0 ως προς την SOT και επιπλέον

το πρώτο είναι φραγμένο
35
, ‖Ai‖ ≤ r για κάθε i, τότε για κάθε x ∈ H

‖AiBix‖ ≤ ‖Ai‖.‖Bix‖ ≤ r‖Bix‖ −→ 0,

άρα AiBi
SOT−→ 0.

(iii) Αν οι ακολουθίες (An) και (Bn) τείνουν στο 0 ως προς την SOT, τότε

η An είναι ομοιόμορφα φραγμένη (όπως είδαμε στην απόδειξη της Πρότασης

10.1), άρα AnBn
SOT−→ 0 από το (ιι).

(iv) Αν A ∈ B(H) και Bi
SOT−→ B τότε από το (ιι) έχουμε ABi

SOT−→ AB. Επίσης

για κάθε x ∈ H έχουμε Bi(Ax) −→ B(Ax) άρα BiA
SOT−→ BA. 2

34
επιλέγω μια ορθοκανονική βάση x1, . . . , xnF

του F και ένα τυχαίο ορθοκανονικό σύνολο

{y1, . . . , ynF
} ⊆ F⊥ (αυτό είναι δυνατόν γιατί dimF ≤ dimF⊥) και ορίζω την UF από τις

σχέσεις UFxk = yk, k = 1, . . . , nF .
35
Παρατήρησε όμως ότι, όπως φαίνεται από το παράδειγμα από το (ι), το συμπέρασμα δεν

ισχύει αν το δεύτερο δίκτυο είναι φραγμένο, έστω και αν ‖Bi‖ → 0.
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Πρόταση 10.3 Αν H είναι απειροδιάστατος χώρος Hilbert, η ενέλιξη

(B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : A −→ A∗

δεν είναι (ούτε ακολουθιακά) συνεχής.

Για την απόδειξη, αν H = `2
, ένα κατάλληλο παράδειγμα είναι η n-οστή δύναμη

του τελεστή της μετατόπισης αριστερά. Το παράδειγμα μεταφέρεται εύκολα σε

έναν αυθαίρετο χώρο Hilbert:

Παράδειγμα 10.4 Αν {en : n ∈ N} είναι μια ορθοκανονική ακολουθία στον

H, ορίζουμε για κάθε n ∈ N

Tnx =
∞∑

k=n+1

〈x, ek〉 ek−n.

Τότε Tn
SOT−→ 0, ενώ T ∗n

SOT9 0.

Πράγματι,

‖Tnx‖2 =
∞∑

k=n+1

|〈x, ek〉|2

και συνεπώς ‖Tnx‖ → 0.

Ελέγχεται όμως εύκολα ότι T ∗ne1 = en+1, άρα ‖T ∗ne1‖ = 1 για κάθε n και

συνεπώς T ∗ne1 9 0.

10.2 Η ασθενής τοπολογία τελεστών (WOT)

Αν x, y ∈ H, θέτουμε

ωx,y : B(H) −→ C : T −→ 〈Tx, y〉.

Η ανισότητα |〈Tx, y〉| ≤ ‖T‖‖x‖‖y‖ δείχνει ότι η ωx,y είναι ‖.‖-συνεχής στον

B(H) και ‖ωx,y‖ ≤ ‖x‖‖y‖. Μάλιστα ισχύει ισότητα, γιατί αν y ⊗ x∗ είναι ο

τελεστής y ⊗ x∗ : z −→ 〈z, x〉y τότε εύκολα βλέπουμε ότι ‖y ⊗ x∗‖ = ‖x‖‖y‖
και ωx,y(y ⊗ x∗) = ‖x‖2‖y‖2

. Επομένως

‖ωx,y‖ = ‖x‖‖y‖.
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Ορισμός 10.2 ΄Εστω H χώρος Hilbert. Η ασθενής τοπολογία τελε-

στών (weak operator topology, WOT) στον B(H) είναι η ασθενέστερη

τοπολογία ως προς την οποία όλες οι γραμμικές μορφές

ωx,y (x, y ∈ H)

είναι συνεχείς.

Δηλαδή ένα δίκτυο (Ti) από φραγμένους τελεστές συγκλίνει στον φραγμένο

τελεστή T ως προς την WOT αν και μόνον αν 〈Tix − Tx, y〉 → 0 για κάθε

x, y ∈ H.

Πρέπει να τονισθεί ότι η WOT δεν ταυτίζεται με την ασθενή τοπολογία w =
σ(B(H),B(H)∗) που επάγεται στον χώρο Banach (B(H), ‖.‖) από τον τοπο-

λογικό δυϊκό του B(H)∗ (βλ. Παρατήρηση 10.6 (ιι) ).

Η ανισότητα |〈Tx, y〉| ≤ ‖Tx‖‖y‖ δείχνει ότι η WOT είναι ασθενέστερη από

την SOT. Μάλιστα, είναι γνησίως ασθενέστερη (όταν dimH = +∞): Η ακο-

λουθία (T ∗n) του Παραδείγματος 10.4 δεν συγκλίνει στο 0 ως προς την SOT, αλ-

λά συγκλίνει ως προς την WOT, γιατί |〈T ∗nx, y〉| = |〈x, Tny〉| ≤ ‖x‖‖Tny‖ → 0

αφού Tn
SOT−→ 0. Θα δείξουμε ότι παρόλα αυτά, οι δύο αυτές τοπολογίες έχουν

τις ίδιες συνεχείς γραμμικές μορφές.

Συμβολισμός ΄Εστω Hn
το ευθύ άθροισμα n αντιγράφων του H (με το ε-

σωτερικό γινόμενο 〈(y1, . . . , yn), (u1, . . . , un)〉n =
∑

k〈yk, uk〉). Αν T ∈ B(H),
συμβολίζουμε T (n)

τον τελεστή στον Hn
που ορίζεται από την σχέση

T (n)

y1
...

yn

 =

Ty1
...

Tyn

 =

T . . . 0
...

. . .
...

0 . . . T


y1

...

yn

 .
Η απεικόνιση A −→ A(n)

είναι ισομετρικός *-μορφισμός, και είναι (SOT-SOT)-

συνεχής. Αν A ⊆ B(H) είναι [αυτοσυζυγής] άλγεβρα, τότε η εικόνα της A(n) ⊆
B(Hn) είναι [αυτοσυζυγής] άλγεβρα (και περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή του

Hn
αν και μόνον αν η A περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή του H).

Σημειώνουμε ότι η A(n)
δεν ταυτίζεται με το ευθύ άθροισμα n αντιγράφων της

A. Παραδείγματος χάριν,

A(2) =

{[
A 0
0 A

]
: A ∈ A

}
ενώ A⊕A =

{[
A 0
0 B

]
: A,B ∈ A

}
.
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Ορισμός 10.3 Ονομάζουμε B∼(H) την γραμμική θήκη

B∼(H) = [ωx,y : x, y ∈ H] =

{
n∑
k=1

ωxk,yk : xk, yk ∈ H,n ∈ N

}

(η δεύτερη ισότητα έπεται από την παρατήρηση ότι λωx,y = ωλx,y).

Πρόταση 10.5 Μία γραμμική μορφή ω : B(H) → C είναι WOT-συνεχής

αν και μόνον αν είναι SOT-συνεχής, αν και μόνον αν ω ∈ B∼(H).

Απόδειξη (i) Είναι φανερό ότι, αν ω ∈ B∼(H), τότε η ω είναι WOT-συνεχής,

εφόσον κάθε ωx,y είναι WOT-συνεχής.

(ii) Αν η ω είναι WOT-συνεχής, τότε είναι SOT-συνεχής, αφού η SOT είναι

ισχυρότερη από την WOT.

(iii) ΄Εστω ότι μια γραμμική μορφή ω είναι SOT-συνεχής. Θα δείξουμε ότι

ω ∈ B∼(H). Επειδή η ω είναι SOT-συνεχής, υπάρχει μια SOT-βασική περιοχή

του 0, έστω

W = {T ∈ B(H) :
n∑
k=1

‖Txk‖2 < ε2}

ώστε |ω(T )| < 1 για κάθε T ∈ W . Ισχυρίζομαι ότι

|ω(T )| ≤ 2

ε

(
n∑
k=1

‖Txk‖2

)1/2

για κάθε T ∈ B(H). (*)

Πράγματι: Αν p(T ) = 2
ε
(
∑n

k=1 ‖Txk‖2)1/2
τότε

W = {T ∈ B(H) : p(T ) < 2}.

Επομένως, αν p(T ) 6= 0 τότε
T
p(T )
∈ W άρα |ω( T

p(T )
)| < 1 δηλαδή |ω(T )| < p(T )

και συνεπώς ισχύει η (*). Αν πάλι p(T ) = 0 τότε nT ∈ W για κάθε n ∈ N άρα

|ω(nT )| < 1 για κάθε n και συνεπώς ω(T ) = 0 άρα πάλι ισχύει η (*).

Θεωρούμε τον υπόχωρο

K = {(Tx1, Tx2, . . . , Txn) : T ∈ B(H)} ⊆ Hn.
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Παρατηρούμε ότι αν (Tx1, Tx2, . . . , Txn) = 0 τότε ω(T ) = 0 από την (*).

Συνεπώς η απεικόνιση

φ : K −→ C : (Tx1, Tx2, . . . , Txn) −→ ω(T )

είναι καλά ορισμένη και βεβαίως είναι γραμμική. Μάλιστα η (*) δείχνει ακριβώς

ότι η φ είναι συνεχής (ως προς την νόρμα του Hn
). Συνεπώς επεκτείνεται σε

συνεχή γραμμική μορφή στον χώρο Hilbert Hn
, άρα υπάρχει (u1, . . . , un) ∈ Hn

ώστε

φ(Tx1, Tx2, . . . , Txn) = 〈(Tx1, Tx2, . . . , Txn), (u1, . . . , un)〉n

=
n∑
k=1

〈Txk, uk〉 =
n∑
k=1

ωxk,uk(T )

για κάθε (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ∈ K, δηλαδή

ω(T ) =
n∑
k=1

ωxk,uk(T )

για κάθε T ∈ B(H), άρα ω ∈ B∼(H). 2

Παρατήρηση 10.6 Κάθε ω ∈ B∼(H) μπορεί να γραφεί στην μορφή ω =∑n
m=1 ωxm,ym όπου η οικογένεια {x1, . . . , xn} είναι ορθοκανονική. ΄Επεται ότι

οι γραμμικές μορφές ω ∈ B∼(H) καθορίζονται από τον περιορισμό τους στον

υπόχωρο F(H) ⊆ B(H) των τελεστών πεπερασμένης τάξης.

Απόδειξη Ο πρώτος ισχυρισμός φαίνεται εύκολα: Αν ω =
∑l

k=1 ωuk,vk , ε-

πιλέγοντας μια ορθοκανονική βάση {x1, . . . , xn} του χώρου [u1, . . . , ul] και

γράφοντας uk =
∑n

m=1 akmxm βρίσκουμε εύκολα ότι, για κάθε T ∈ B(H),

ω(T ) =
n∑

m=1

〈Txm, ym〉

όπου ym =
∑l

k=1 ākmvk.

΄Εχουμε τώρα, για κάθε x, y ∈ H,

ω(x⊗ y∗) =
n∑

m=1

〈〈xm, y〉x, ym〉 = 〈x,
n∑

m=1

〈y, xm〉ym〉. (12)
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Επομένως αν ω(x ⊗ y∗) = 0 για κάθε x, y ∈ H 36
τότε

∑n
m=1〈y, xm〉ym = 0

για κάθε y ∈ H, οπότε (αφού τα xm είναι ορθοκανονικά) θέτοντας y = xm
βρίσκουμε ym = 0 για κάθε m = 1, . . . , n, άρα ω = 0. 2

Πρόταση 10.7 Κάθε ω ∈ B∼(H) μπορεί να γραφεί στη μορφή

ω =
M∑
m=1

λmωem,fm

όπου οι οικογένειες {em : m = 1, . . .M} και {fm : m = 1, . . .M} είναι ορθοκα-

νονικές, λm ∈ R+ και

‖ω‖ =
M∑
m=1

λm.

Απόδειξη ΄Εστω ω =
∑N

n=1 ωxn,yn ∈ B∼(H). Χρησιμοποιώντας την ταυτότη-

τα

〈(ξ ⊗ η∗)x, y〉 = 〈(x⊗ y∗)ξ, η〉 (*)

που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού, βρίσκουμε ότι, για κάθε ξ, η ∈ H,

ω(ξ ⊗ η∗) =
N∑
n=1

〈(ξ ⊗ η∗))xn, yn〉 =
N∑
n=1

〈(xn ⊗ y∗n)ξ, η〉 = 〈Tξ, η〉

όπου T :=
∑N

n=1 xn ⊗ y∗n.
΄Εστω T = V |T | η πολική αναπαράσταση του τελεστή T . Επειδή ο |T | είναι πε-
περασμένης τάξης και θετικός τελεστής, από το φασματικό θεώρημα (σε χώρους

πεπερασμένης διάστασης) υπάρχουν ορθοκανονικά διανύσματα {e1, . . . , eM} και
λm > 0 ώστε

|T | =
M∑
m=1

λmem ⊗ e∗m άρα T = V |T | =
M∑
m=1

λmfm ⊗ e∗m

όπου fm = V em.

36
Μάλιστα, αρκεί η σχέση ω(x ⊗ y∗) = 0 να ισχύει για κάθε x ∈ [x1, . . . , xn] και κάθε

y ∈ [y1, . . . , yn]
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Χρησιμοποιώντας πάλι την ταυτότητα (*), υπολογίζουμε

〈Tξ, η〉 =
M∑
m=1

λm 〈(fm ⊗ e∗m)ξ, η〉 =
M∑
m=1

λm 〈(ξ ⊗ η∗)fm, em〉

=
M∑
m=1

λmωfm,em(ξ ⊗ η∗).

Επομένως οι γραμμικές μορφές ω και
∑M

m=1 λmωfm,em , που ανήκουν στο B∼(H),
ταυτίζονται στο σύνολο F(H) ⊆ B(H) των τελεστών πεπερασμένης τάξης, ά-

ρα, από την προηγούμενη παρατήρηση, είναι ίσες: ω =
∑M

m=1 λmωfm,em .

΄Επεται τώρα ότι, για κάθε A ∈ B(H),

|ω(A)| ≤
M∑
m=1

λm|ωfm,em(A)| ≤
M∑
m=1

λm ‖fm‖ ‖em‖ ‖A‖ =

(
M∑
m=1

λm

)
‖A‖

άρα ‖ω‖ ≤
∑M

m=1 λm, και από την άλλη μεριά

‖ω‖ ≥ |ω(V )| =

∣∣∣∣∣
M∑
m=1

λm 〈V fm, em〉

∣∣∣∣∣ =
M∑
m=1

λm 〈em, em〉 =
M∑
m=1

λm

οπότε ισχύει ισότητα. 2

Παρατηρήσεις 10.8 (i) Εύκολα φαίνεται ότι η WOT είναι τοπολογία γραμ-

μικού χώρου και ότι είναι Hausdorff (οι γραμμικές μορφές ωx,y χωρίζουν τα

σημεία του B(H)).

(ii) Η WOT δεν ταυτίζεται με την ασθενή τοπολογία w = σ(B(H),B(H)∗) που
επάγεται στον χώρο Banach (B(H), ‖ ·‖) από τον τοπολογικό δυϊκό του B(H)∗.
Η w είναι (γνήσια) ισχυρότερη από την WOT (όταν dimH = ∞): είναι η

ασθενέστερη τοπολογία στον B(H) ως προς την οποία όλες οι ‖ · ‖-συνεχείς
γραμμικές μορφές είναι συνεχείς, ενώ για την WOT απαιτούνται «μόνον» οι

γραμμικές μορφές ω ∈ B∼(H).

Απόδειξη Πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει ‖ · ‖-συνεχής γραμμική μορφή

ψ : B(H) → C που δεν ανήκει στον B∼(H). Από την Παρατήρηση 10.6,

οι γραμμικές μορφές του B∼(H) καθορίζονται από τον περιορισμό τους στον
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υπόχωρο F(H) ⊆ B(H) των τελεστών πεπερασμένης τάξης. ΄Ομως ο ταυτο-

τικός τελεστής I δεν ανήκει στην ‖ · ‖-κλειστή θήκη του F(H). 37 ΄Επεται

από το Θεώρημα Hahn - Banach ότι υπάρχει μια ‖ · ‖-συνεχής γραμμική μορφή

ψ : B(H) → C που μηδενίζει τον F(H) αλλά ψ(I) 6= 0. Επομένως η ψ δεν

μπορεί να ανήκει στον B∼(H). 2

Πρόταση 10.9 (i) Η ενέλιξη είναι WOT-WOT συνεχής στον B(H), και ο
πολλαπλασιασμός είναι χωριστά WOT-WOT συνεχής.

(ii) Ο πολλαπλασιασμός

(B(H),WOT)× (B(H),WOT) −→ (B(H),WOT) : (A,B) −→ AB

δεν είναι συνεχής, ούτε καν ακολουθιακά (άρα ούτε περιορισμένος σε φραγμένα

σύνολα).

Απόδειξη (i) ΄Εστω Ai
WOT−→ A και B,C ∈ B(H). Τότε για κάθε x, y ∈ H

έχουμε

〈A∗ix, y〉 = 〈x,Aiy〉 → 〈x,Ay〉 = 〈A∗x, y〉

πράγμα που δείχνει ότι η ενέλιξη είναι WOT-WOT συνεχής. Επίσης

〈BAiCx, y〉 = 〈Ai(Cx), (B∗y)〉 → 〈A(Cx), (B∗y)〉 = 〈BACx, y〉

πράγμα που δείχνει ότι οι απεικονίσεις LB : A → BA και RC : A → AC είναι

WOT-WOT συνεχείς.

(ii) Θεωρούμε την ακολουθία (Tn) του Παραδείγματος 10.4: είναι φραγμένη και

συγκλίνει στο 0 ως προς την SOT, άρα και ως προς την WOT. Συνεπώς από το

(ι) έχουμε T ∗n
WOT−→ 0. ΄Ομως TnT

∗
ne1 = e1 για κάθε n ∈ N, άρα TnT

∗
n

WOT9 0. 2

Πόρισμα 10.10 ΄Ενα κυρτό υποσύνολο (ειδικότερα, ένας γραμμικός υπόχω-

ρος) S ⊆ B(H) είναι SOT-κλειστός αν και μόνον αν είναι WOT-κλειστός.

37
Το ανοικτό σύνολο {T : ‖T − I‖ < 1} δεν τέμνει τον F(H), γιατί αν ‖T − I‖ < 1

τότε ο T είναι αντιστρέψιμος (άρα T /∈ F(H)), αφού η «γεωμετρική» σειρά
∑
n≥0(I − T )n

συγκλίνει στον T−1
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Απόδειξη Εφόσον η WOT είναι ασθενέστερη τοπολογία από την SOT, έχου-

με SSOT ⊆ SWOT
. Αν όμως A /∈ SSOT

, από το διαχωριστικό Θεώρημα Hahn-
Banach έπεται

38
ότι υπάρχει SOT-συνεχής γραμμική μορφή ω και λ ∈ R ώστε

Reω(A) > λ αλλά Reω(S) < λ για κάθε S ∈ S. ΄Ομως η ω είναι WOT-

συνεχής (Πρόταση 10.5), και συνεπώς A /∈ SWOT
. 2

Θα δώσουμε στην συνέχεια έναν «γεωμετρικό» χαρακτηρισμό της SOT-κλειστής

θήκης υποχώρων του B(H). Θα χρειασθούμε την ακόλουθη έννοια:

Ορισμός 10.4 Αν S ⊆ B(H) είναι γραμμικός υπόχωρος, η ανακλαστική

θήκη (reflexive cover) Ref S του S είναι ο υπόχωρος

Ref S = {T ∈ B(H) : Tx ∈ Sx για κάθε x ∈ H}.

Παρατήρηση 10.11 Είναι φανερό ότι ο Ref S είναι SOT-κλειστός υπόχωρος

και περιέχει τον S, άρα περιέχει και την SOT-κλειστή θήκη SSOT
του S. Δεν

είναι όμως εν γένει ίσος με την SSOT
:

Αν T ∈ Ref S, τότε για κάθε ε > 0 και x ∈ H υπάρχει S ∈ S ώστε

‖(T − S)x‖ < ε. Συνεπώς για κάθε ε > 0 και x1, . . . , xn ∈ H υπάρχουν

S1, . . . , Sn ∈ S ώστε ‖(T − Si)xi‖ < ε για i = 1, . . . , n. Αυτό δεν αποδεικνύει

ότι T ∈ SSOT
. Πρέπει να υπάρχει ένα κοινό S ∈ S που να ικανοποιεί ταυτόχρονα

όλες αυτές τις ανισότητες.

Η διαφορά μεταξύ ανακλαστικής και SOT-κλειστής θήκης φαίνεται και ως εξής:

΄Ενας τελεστής T ανήκει στην ανακλαστική θήκη Ref S του S αν και μόνον

αν για κάθε x ∈ H υπάρχει δίκτυο (Si) στον S που εξαρτάται από το x ώστε

Six → Tx. ΄Ενας τελεστής T ανήκει στην SOT-κλειστή θήκη του S αν και

μόνον αν υπάρχει ένα δίκτυο (Si) στον S ώστε Six→ Tx για όλα τα x ∈ H.

Παράδειγμα ΄Εστω

A =

{[
a b
0 a

]
: a, b ∈ C

}
.

Η A είναι SOT-κλειστή άλγεβρα τελεστών στον χώρο Hilbert C2
και περιέχει

τον ταυτοτικό. Αν T = [ x y0 z ] όπου x 6= z, τότε φαίνεται εύκολα ότι Tξ ∈ Aξ
για κάθε ξ ∈ C2

, άρα T ∈ RefA, ενώ T /∈ A.

38
βλέπε π.χ. το Πόρισμα IV.3.10 του [3]
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Για παράδειγμα, υπάρχουν A1, A2 ∈ A ώστε Tei = Aiei για i = 1, 2: μπορούμε

να βάλουμε A1 = [ x y0 x ] και A2 = [ z y0 z ] αλλά δεν υπάρχει κοινό A ∈ A ώστε

Te1 = Ae1 και Te2 = Ae2.

Με άλλα λόγια, T (2) /∈ RefA(2)
:

T (2)


0
1
1
0

 =


y
z
x
0

 ενώ A(2)


0
1
1
0

 =



b
a
a
0

 : a, b ∈ C

 .

Πρόταση 10.12 Αν S ⊆ B(H) είναι γραμμικός υπόχωρος, ένας τελεστής

T ανήκει στην SOT-κλειστή θήκη του S αν και μόνον αν T (n) ∈ Ref S(n)
για

κάθε n ∈ N.

Απόδειξη Αν υπάρχει δίκτυο (Si) στον S ώστε Si
SOT−→ T τότε για κάθε n ∈ N

έχουμε S
(n)
i ∈ S(n)

και S
(n)
i

SOT−→ T (n)
, συνεπώς T (n) ∈ Ref S(n)

.

΄Εστω αντίστροφα ότι T (n) ∈ Ref S(n)
για κάθε n ∈ N, και έστω

W = {A ∈ B(H) :
m∑
k=1

‖Txk − Axk‖2 < ε2}

μια βασική SOT-περιοχή του T . Επειδή T (m) ∈ Ref S(m)
, αν συμβολίσουμε με

~x ∈ Hm
το διάνυσμα-στήλη με συντεταγμένες (x1, . . . , xm), θα ισχύει η σχέση

T (m)~x ∈ S(m)~x,

επομένως θα υπάρχει S(m) ∈ S(m)
ώστε ‖T (m)~x − S(m)~x‖ < ε. Μα αυτή η

ανισότητα σημαίνει ακριβώς ότι S ∈ W , άρα ο T ανήκει στην SOT-κλειστή

θήκη του S. 2

10.3 Ο B(H) ως δυϊκός χώρος Banach.
Η ασθενής* τοπολογία

Θεωρώ τον χώρο B∼(H) των WOT-συνεχών γραμμικών μορφών στον B(H),
εφοδιασμένο με την νόρμα του δυϊκού χώρου του B(H).
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Θα αποδείξω ότι ο δυϊκός χώρος του (B∼(H), ‖·‖) είναι ισομετρικά ισόμορφος

με τον B(H).

΄Εστω A ∈ B(H). Ορίζουμε την απεικόνιση

φA : B∼(H) −→ C

από τον τύπο φA(ω) = ω(A), ω ∈ B∼(H).

Ειδικότερα φA(ωx,y) = ωx,y(A) = 〈Ax, y〉.

Είναι φανερό ότι η απεικόνιση φA είναι γραμμική, και είναι συνεχής διότι

|φA(ω)| = |ω(A)| ≤ ‖ω‖‖A‖

για κάθε ω ∈ B∼(H), από τον ορισμό της ‖ω‖. Επομένως φA ∈ (B∼(H), ‖·‖)∗
και ‖φA‖ ≤ ‖A‖.

΄Εστω αντίστροφα ψ ∈ (B∼(H), ‖·‖)∗. Θα βρω A ∈ B(H) ώστε ψ = φA. Κάθε

ζεύγος x, y ∈ H ορίζει έναν αριθμό ψ(ωx,y) ∈ C. Δημιουργείται λοιπόν μια

απεικόνιση

b : H ×H −→ C : (x, y) −→ ψ(ωx,y).

Επειδή η απεικόνιση (x, y) → ωx,y είναι sesquilinear και η ψ είναι γραμμική, η

b είναι sesquilinear. Επίσης,

|b(x, y)| = |ψ(ωx,y)| ≤ ‖ψ‖‖ωx,y‖ ≤ ‖ψ‖‖x‖‖y‖

άρα η b είναι φραγμένη (από ‖ψ‖). Συνεπώς από το Θεώρημα Riesz (Πρόταση

3.1) υπάρχει Aψ ∈ B(H) ώστε

b(x, y) = 〈Aψx, y〉

δηλαδή ψ(ωx,y) = 〈Aψx, y〉 = ωx,y(Aψ)

και |〈Aψx, y〉| = |ψ(ωx,y)| ≤ ‖ψ‖‖ωx,y‖ = ‖ψ‖‖x‖‖y‖

για κάθε x, y ∈ H, άρα

‖Aψ‖ ≤ ‖ψ‖.

Επειδή ο χώρος B∼(H) είναι η γραμμική θήκη του συνόλου {ωx,y : x, y ∈ H}
και οι απεικονίσεις ψ και φAψ είναι γραμμικές, οι σχέσεις

ψ(ωx,y) = ωx,y(A) = φAψ(ωx,y)
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για κάθε x, y ∈ H δείχνουν ότι ψ = φAψ . Δείξαμε λοιπόν ότι η A → φA
απεικονίζει τον B(H) επί του δυικού του B∼(H).

Τέλος παρατηρούμε ότι, αν ψ = φA, τότε

〈Aψx, y〉 = φA(ωx,y)) = 〈Ax, y〉

για κάθε x, y ∈ H (ορισμός του Aψ), άρα Aψ = A. Επομένως η ανισότητα

‖Aψ‖ ≤ ‖ψ‖ δείχνει ότι ‖A‖ ≤ ‖φA‖. Ειχαμε όμως δείξει ότι ‖φA‖ ≤ ‖A‖,
συναπώς ισχύει ισότητα.

Δείξαμε δηλαδή ότι η απεικόνιση

(B(H), ‖·‖) −→ ((B∼(H))∗, ‖·‖) : A −→ φA

που είναι προφανώς γραμμική, είναι ισομετρία και επί:

Πρόταση 10.13 Ο χώρος B(H) είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον δυϊκό

του χώρου (B∼(H), ‖·‖) μέσω της απεικόνισης

A→ φA, όπου φA(ω) = ω(A), (A ∈ B(H), ω ∈ B∼(H)).

Ο χώρος B∼(H) δεν είναι κλειστός υπόχωρος του δυϊκού B(H)∗, δεν είναι

λοιπόν χώρος Banach (όταν dimH =∞). Παραδείγματος χάριν, αν {en} ⊆ H
είναι μια άπειρη ορθοκανονική ακολουθία, η γραμμική απεικόνιση φ όπου

φ(T ) =
∑
k

1

k2
ωek,ek(T )

ανήκει στην ‖ · ‖-κλειστή θήκη του B∼(H) (διότι η σειρά συγκλίνει απόλυτα).

Δεν ανήκει όμως στον B∼(H). Πράγματι, αν φ = ω όπου ω =
∑n

m=1 ωxm,ym ,
τότε θα έχουμε φ(x⊗ e∗k) = ω(x⊗ e∗k) για κάθε x ∈ H και k ∈ N, δηλαδή

1

k2
〈x, ek〉 =

n∑
m=1

〈xm, ek〉〈x, ym〉 = 〈x,
n∑

m=1

〈ek, xm〉ym〉

για κάθε x ∈ H και k ∈ N, το οποίο σημαίνει ότι
1
k2 ek =

∑n
m=1〈ek, xm〉ym,

δηλαδή ότι για κάθε k ∈ N το διάνυσμα ek ανήκει στον χώρο [y1, . . . , ym],
πράγμα αδύνατο.
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Ορισμός 10.5 Ο προδυϊκός B∗(H) ⊆ B(H)∗ είναι η ‖·‖-κλειστή θήκη του

B∼(H).

Η ονομασία οφείλεται στο γεγονός ότι ο δυϊκός του B∗(H) ταυτίζεται
39

με τον

δυϊκό του B∼(H), δηλαδή με τον B(H). Αποδεικνύεται μάλιστα ότι ο B∗(H)
είναι ο μοναδικός χώρος Banach που έχει ως δυικό τον B(H) (πράγμα που δεν

αληθεύει εν γένει για τους προδυικούς άλλων δυικών χώρων Banach).

Ορισμός 10.6 Η ασθενής-* τοπολογία (w*) στον B(H) είναι η α-

σθενέστερη τοπολογία ως προς την οποία κάθε ω ∈ B∗(H) είναι συνεχής, είναι

δηλαδή η ασθενής-* τοπολογία σ(B(H),B∗(H)) που έχει ο B(H) ως δυϊκός

του χώρου Banach B∗(H). Η τοπολογία αυτή ονομάζεται πολλές φορές και

υπερασθενής (ultraweak).

Αφού ο B(H) είναι ο δυϊκός του χώρου Banach B∗(H), εφαρμόζεται το Θεώ-

ρημα Αλάογλου (βλ. π.χ. [19], Θεώρημα 17.1), σύμφωνα με το οποίο η κλει-

στή μοναδιαία μπάλα ενός δυϊκού χώρου Banach είναι ασθενώς-* συμπαγής:

Θεώρημα 10.14 Η κλειστή μοναδιαία μπάλα (και γενικότερα, κάθε ασθενώς-

* κλειστό και φραγμένο υποσύνολο) του B(H) είναι ασθενώς-* συμπαγής.

΄Οταν dimH = ∞, η ασθενής* τοπολογία είναι γνήσια ισχυρότερη από την

WOT, εφόσον B∼(H) & B∗(H). Δεν είναι όμως συγκρίσιμη με την SOT.

Πράγματι: αν φ ∈ B∗(H)\B∼(H), τότε ο γραμμικός χώρος kerφ είναι ασθενώς-

* κλειστός (αφού η φ είναι ασθενώς-* συνεχής), αλλά δεν είναι WOT κλειστός

(διότι η φ δεν είναι WOT συνεχής), άρα ούτε SOT κλειστός (Πόρισμα 10.10).

Συνεπώς η ασθενής* τοπολογία δεν είναι ασθενέστερη από την SOT. Αλλά δεν

είναι ούτε ισχυρότερη: αν (Tn) είναι η ακολουθία του Παραδείγματος 10.4, τότε,

όπως δείξαμε, η (T ∗n) δεν συγκλίνει στο 0 ως προς την SOT, αλλά συγκλίνει στο

0 ως προς την w*. Πράγματι, η (T ∗n) συγκλίνει στο 0 ως προς την WOT, και

είναι ‖·‖-φραγμένη. ΄Οπως θα δείξουμε αμέσως, η w* συμπίπτει με την WOT
στα φραγμένα υποσύνολα του B(H).

Πρόταση 10.15 Οι τοπολογίες w* και WOT συμπίπτουν στα ‖·‖-φραγμένα
υποσύνολα του B(H).

39
κάθε συνεχής γραμμική μορφή στον B∼(H) επεκτείνεται (λόγω συνέχειας) σε μια μονα-

δική συνεχή γραμμική μορφή στον B∗(H), και με την ίδια νόρμα.
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Επομένως η μοναδιαία μπάλα του B(H) είναι WOT-συμπαγής.

Απόδειξη Αρκεί να δειχθεί ότι αν ένα φραγμένο δίκτυο (Ti) συγκλίνει στο 0

ως προς την WOT, τότε Ti
w∗−→ 0. ΄Εστω λοιπόν ω ∈ B∗(H) και ε > 0. Τότε

υπάρχει ω1 ∈ B∼(H) ώστε ‖ω − ω1‖ < ε. Αφού Ti
WOT−→ 0, υπάρχει io ώστε

|ω1(Ti)| < ε για κάθε i ≥ io. Αν M = supi ‖Ti‖, τότε

|ω(Ti)| ≤ |(ω − ω1)(Ti)|+ |ω1(Ti)| < Mε+ ε

για κάθε i ≥ io. Συνεπώς limi ω(Ti) = 0, άρα, αφού η ω είναι αυθαίρετη,

Ti
w∗−→ 0. 2

Πόρισμα 10.16 Ο χώρος F(H) των τελεστών πεπερασμένης τάξης είναι

πυκνός στον B(H) ως προς την SOT, την WOT και την ασθενή-*, όχι όμως

ως προς την τοπολογία της νόρμας (όταν dimH =∞).

Απόδειξη ΄Εστω X το σύνολο των υποχώρων του H που έχουν πεπερασμένη

διάσταση (όπως στη απόδειξη της Πρότασης 10.2), διατεταγμένο με τη σχέση

του περιέχεσθαι. Για κάθε F ∈ X ονομάζουμε PF την ορθή προβολή στον

υπόχωρο F . Ισχυρίζομαι ότι PF
SOT−→ I δηλαδή ότι ‖PFx− x‖ → 0 για κάθε

x ∈ H. Πράγματι, έστω ε > 0. Αν F0 := [x], για κάθε F ∈ X με F ⊇ F0

ισχύει ότι x ∈ F και συνεπώς ‖PFx− x‖ = 0 < ε.

Αν τώρα A ∈ B(H), τότε APF ∈ F(H) και APF
SOT−→ A, επομένως ο F(H)

είναι SOT-πυκνός στον B(H), άρα και WOT-πυκνός, αφού η WOT είναι α-

σθενέστερη από την SOT. Επίσης όμως APF
w∗−→ A από την προηγούμενη

Πρόταση, διότι APF
WOT−→ A και το δίκτυο (APF ) είναι φραγμένο. ΄Αρα ο F(H)

είναι w*-πυκνός στον B(H).

Τέλος, ο F(H) δεν είναι ‖·‖-πυκνός στον B(H), γιατί, όπως έχουμε ήδη πα-

ρατηρήσει, ο ταυτοτικός τελεστής δεν είναι ‖·‖-όριο ακολουθίας τελεστών πε-

περασμένης τάξης, όταν dimH =∞. 2

Αποδεικνύεται
40

ότι όταν dimH = ∞, οι WOT και w* δεν είναι μετρικοποι-

ήσιμες τοπολογίες στον B(H). Οι περιορισμοί όμως των τοπολογιών αυτών

40
Παράδειγμα (von Neumann ) ΄Εστω E = {Pn + nPm : m > n}, όπου Pn μονοδιάστατες

κάθετες ανά δύο προβολές. ΄Οπως στην Πρόταση 10.1 φαίνεται ότι δεν υπάρχει ακολουθία

στο E που να συγκλίνει στο 0 ως προς την w* (ή την WOT). Ισχυρίζομαι όμως ότι το 0
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στα φραγμένα υποσύνολα του B(H) είναι μετρικοποιήσιμες τοπολογίες, όταν ο

H είναι διαχωρίσιμος:

Πρόταση 10.17 Αν ο H είναι διαχωρίσιμος, τότε

(i) Ο προδυϊκός B∗(H) είναι διαχωρίσιμος χώρος Banach.

(ii) Ο περιορισμός της ασθενούς-* τοπολογίας (ισοδύναμα, της WOT) στην

μοναδιαία μπάλα B(H)1 είναι μετρικοποιήσιμη τοπολογία, άρα διαχωρίσιμη (ε-

φόσον είναι συμπαγής).

Απόδειξη ΄Εστω Ξ αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολο του H. Τότε το σύνολο

Ω = {ωξ,η : ξ, η ∈ Ξ} ⊆ B∼(H)

είναι αριθμήσιμο.

(i) Η ανισότητα

‖ωx,y − ωξ,η‖ = ‖ωx−ξ,y + ωξ,y−η‖ ≤ ‖x− ξ‖‖y‖+ ‖ξ‖‖y − η‖

δείχνει ότι η ‖·‖-κλειστή γραμμική θήκη του Ω περιέχει το σύνολο {ωx,y : x, y ∈
H}, άρα και την ‖·‖-κλειστή γραμμική του θήκη, που είναι όλος ο B∗(H).
Επομένως ο B∗(H) είναι διαχωρίσιμος.

(ii) ΄Εστω Ω = {ωn : n ∈ N} μια αρίθμηση του Ω. Ορίζω

d(T, S) =
∞∑
n=1

1

2n
|ωn(T − S)|
‖ωn‖

(T, S ∈ B(H)1).

Ο αναγνώστης μπορεί να ελέγξει ότι η d ορίζει μία μετρική στην B(H)1 (το

γεγονός ότι T = S αν d(T, S) = 0 έπεται από την πυκνότητα του Ξ στον

H). Αν ένα δίκτυο (Ti) στην B(H)1 συγκλίνει στον T ∈ B(H)1 ως προς

την WOT, τότε ωn(Ti − T ) → 0 για κάθε n ∈ N και, χρησιμοποιώντας ότι

|ωn(Ti − T )| ≤ 2‖ωn‖, αποδεικνύεται εύκολα ότι d(Ti, T ) → 0. Επομένως η

ανήκει στην w*-κλειστή θήκη του E . Πράγματι, αν όχι, τότε θα υπήρχαν ω1, . . . , ωk ∈ B∗(H)
και ε > 0 ώστε

max
1≤i≤k

|ωi(Pn + nPm)| ≥ ε για κάθε m > n.

Αλλά τότε, επειδή limm ω(Pm) = 0 για κάθε ω ∈ B∗(H) θα είχαμε maxi |ωi(Pn)| =
limm maxi |ωi(Pn + nPm)| ≥ ε για κάθε n, άτοπο.
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WOT είναι ισχυρότερη από την τοπολογία που ορίζει η d. Αλλά η πρώτη είναι

συμπαγής, άρα οι δύο τοπολογίες συμπίπτουν. (Στην πραγματικότητα δεν είναι

δύσκολο να δειχθεί απευθείας ότι αν d(Ti, T ) → 0 τότε Ti → T ως προς την

WOT). Εφόσον η WOT και η w* συμπίπτουν στην B(H)1, η απόδειξη είναι

πλήρης. 2

Ο προδυϊκός B∗(H) του B(H) αποκαλείται καμμιά φορά «μη μεταθετικός `1
».

Η ονομασία αυτή οφείλεται εν μέρει στην επόμενη

Πρόταση 10.18 Ο προδυϊκός B∗(H) του B(H) είναι το σύνολο όλων των

γραμμικών μορφών ω της μορφής

ω =
∞∑
n=1

λnωxn,yn

όπου
41 ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 και

∑
n |λn| < +∞.

Απόδειξη Αν {xn}, {yn} είναι ακολουθίες μοναδιαίων διανυσμάτων και λn ∈
C με

∑
n |λn| < +∞, τότε για κάθε A ∈ B(H) η σειρά

∑
n λn〈Axn, yn〉

συγκλίνει απόλυτα:
∑

n |λn〈Axn, yn〉| ≤
∑

n |λn|‖A‖‖xn‖‖yn‖ = ‖A‖
∑

n |λn|,
επομένως ορίζει μια γραμμική μορφή στον B(H):

A→ ω(A) =
∑
n

λn〈Axn, yn〉 (A ∈ B(H))

που είναι ‖·‖-συνεχής και μάλιστα ‖ω‖ ≤
∑

n |λn|. Αν θέσουμε

ωm =
m∑
n=1

λnωxn,yn

τότε ωm ∈ B∼(H) και ‖ω − ωm‖ ≤
∑

n>m |λn| → 0, άρα ω ∈ B∗(H).

΄Εστω, αντίστροφα, ω ∈ B∗(H). Ο χώρος B∗(H) αποτελείται από τα ‖·‖-όρια
ακολουθιών από τον B∼(H). Για κάθε n ∈ N, υπάρχει ωn ∈ B∼(H) ώστε

‖ω − ωn‖ < 1
2n+1 . Γράφουμε ω0 = 0 οπότε

ωn = (ωn − ωn−1) + · · ·+ (ω1 − ω0)

άρα ω =
∞∑
k=1

(ωk − ωk−1)

41
μάλιστα, αποδεικνύεται (δες την δεύτερη απόδειξη ή το [26, Θεώρημα ΙΙ.1.6]) ότι οι {xn}

και {yn} μπορούν να επιλεγούν ορθοκανονικές.
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όπου η σειρά συγκλίνει απόλυτα, καθώς

∞∑
k=1

‖ωk − ωk−1‖ ≤ ‖ω1‖+
∞∑
k=2

1

2k
<∞.

Από την Πρόταση 10.7, κάθε ωk − ωk−1 μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συν-

δυασμός

ωk − ωk−1 =

Mk∑
m=1

ωm,k

όπου ωm,k := ωxkm,ykm , με
∑Mk

m=1 ‖ωm,k‖ = ‖ωk − ωk−1‖. ΄Ετσι έχουμε

∞∑
k=1

Mk∑
m=1

‖ωm,k‖ ≤
∞∑
k=1

‖ωk − ωk−1‖ <∞

οπότε η σειρά

∞∑
k=1

Mk∑
m=1

ωm,k συγκλίνει απόλυτα, συνεπώς μπορεί να γραφεί, ως

προς μια αρίθμηση {ωn : n ∈ N} του συνόλου {ωm,k : m = 1, . . . ,Mk, k ∈ N},
στη μορφή

ω =
∞∑
n=1

ωn

όπου κάθε ωn είναι κάποιο ωm,k, άρα της μορφής ωn = λnωxn,yn με ‖xn‖ =
‖yn‖ = 1 και ‖ωn‖ = λn, οπότε

∑
n λn =

∑
n ‖ωn‖ <∞. 2

Δεύτερη Απόδειξη
42

΄Εστω ω ∈ B∗(H). Η απεικόνιση H × H → C : (ξ, η) →
ω(ξ ⊗ η∗) είναι sesquilinear και φράσσεται από την ‖ω‖, άρα (Πρόταση 3.1) υπάρχει

Tω ∈ B(H) (με ‖Tω‖ ≤ ‖ω‖) ώστε

ω(ξ ⊗ η∗) = 〈Tωξ, η〉. (*)

΄Εστω {ei : i ∈ I} ορθοκανονική βάση του H.

Ισχυρισμός Για κάθε A ∈ B(H) έχουμε
∑

i |〈ATωei, ei〉| < +∞.

Πράγματι, έστω ai ∈ C ώστε |〈ATωei, ei〉| = ai〈ATωei, ei〉. Αν για κάθε πεπερασμένο

υποσύνολο J ⊆ I θέσουμε

BJ =
∑
i∈J

aiei ⊗ e∗i ,

42
Χωρίς χρήση της Πρότασης 10.7
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τότε, εφόσον 〈Tωei, A∗ei〉 = ω((ei ⊗ (A∗ei)
∗) από την (∗),∑

i∈J
| 〈ATωei, ei〉 | =

∑
i∈J

ai 〈Tωei, A∗ei〉 =
∑
i∈J

aiω((ei ⊗ (Aei)
∗) = ω(BJA).

Αλλά ‖BJ‖ = max |ai| = 1 (διότι οι ei⊗e∗i είναι κάθετες ανά δύο προβολές), επομένως∑
i∈J
|〈ATωei, ei〉| = |ω(BJA)| ≤ ‖ω‖‖BJA‖ ≤ ‖ω‖‖A‖

για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο J ⊆ I, και ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

΄Εστω Tω = V |Tω| η πολική αναπαράσταση (Θεώρημα 7.15) του τελεστή Tω. Τότε

V ∗Tω = |Tω|. Θέτοντας A = V ∗ στον Ισχυρισμό, έχουμε
43∑

i

〈|Tω|ei, ei〉 =
∑
i

〈V ∗Tωei, ei〉 < +∞. (**)

΄Εστω

|Tω| =
∫ K

0
λdEλ (K = ‖|Tω|‖)

η φασματική ανάλυση του θετικού τελεστή |Tω|. Τότε αν 0 < a < K έχουμε

|Tω| ≥ |Tω|E([a,K]) =

∫ K

a
λdEλ ≥ a

∫ K

a
dEλ = aE([a,K])

και συνεπώς

a
∑
i

‖E([a,K])ei‖2 =
∑
i

a 〈E([a,K])ei, ei〉 ≤
∑
i

〈|Tω|ei, ei〉 < +∞.

΄Επεται ότι για κάθε a ∈ (0,K) ο χώρος E([a,K])(H) έχει πεπερασμένη διάσταση,

γιατί αν κάποιος E([a,K])(H) ήταν απειροδιάστατος, θεωρώντας μια ορθοκανονική

του βάση {ei : i ∈ I0} και επεκτείνοντας σε μια ορθοκανονική βάση του H, θα είχα-

με
∑

i ‖E([a,K])ei‖2 = ∞. Από το φασματικό θεώρημα (σε χώρους πεπερασμένης

διάστασης) υπάρχει ορθοκανονική βάση του E([a,K])(H) που αποτελείται από ιδιο-

διανύσματα του θετικού τελεστή |Tω|E([a,K]).

Γράφουμε λοιπόν

(0,K] =
∞⋃
n=2

[
1

n+ 1
,

1

n

)
∪
[

1

2
, 1

]
:=

∞⋃
n=1

Ωn ∪ Ω0

43
΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) που ικανοποιεί τη σχέση

∑
i 〈|T |ei, ei〉 < +∞ για μια

ορθοκανονική βάση του H ονομάζεται trace class operator. Δες πχ. [21, VI.6].
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και για κάθε n επιλέγουμε μια (πεπερασμένη) ορθοκανονική βάση {enm : m = 1, . . . ,mn}
του E(Ωn)(H) από ιδιοδιανύσματα του |Tω|E(Ωn).
΄Ετσι η οικογένεια {enm : m = 1, . . . ,mn, n ∈ Z+} είναι ορθοκανονική βάση του

χώρου (E((0,K])(H) = (E({0})H)⊥ = (ker |Tω|)⊥.

Θεωρούμε μια αρίθμηση {yn : n ∈ N} της οικογένειας {enm : m = 1, . . . ,mn, n ∈ Z+}
και την επεκτείνουμε σε ορθοκανονική βάση όλου του H. Ως προς αυτή τη βάση, η

σχέση (**) δίνει
44 ∑

n∈N
〈|Tω|yn, yn〉 < +∞ .

Επειδή κάθε yn είναι ιδιοδιάνυσμα του θετικού τελεστή |Tω|, υπάρχει λn ≥ 0 (μάλιστα

λn > 0 αφού yn⊥ ker |Tω|) ώστε |Tω|yn = λnyn, οπότε
∑
n∈N

λn <∞. ΄Εχουμε Tωyn =

V |Tω|yn = λnV yn. Γράφουμε xn := V yn (η {xn} είναι ορθοκανονική γιατί η V δρα

ισομετρικά στον χώρο (ker |Tω|)⊥). Ορίζουμε

φ(A) =
∑
n∈N
〈ATωyn, yn〉 =

∑
n∈N

λn 〈Axn, yn〉 (A ∈ B(H)).

Επειδή η (λn) είναι αθροίσιμη και | 〈Axn, yn〉 | ≤ ‖A‖, η σειρά συγκλίνει απόλυτα,

άρα (όπως δείξαμε προηγουμένως) φ ∈ B∗(H). Επειδή η {yn} είναι ορθοκανονική

βάση του E({0})H⊥, για κάθε ξ ∈ H έχουμε ξ = E({0})ξ +
∑

n 〈ξ, yn〉 yn, άρα

Tωξ =
∑

n 〈ξ, yn〉Tωyn και συνεπώς για κάθε η ∈ H,

ω(ξ ⊗ η∗) = 〈Tωξ, η〉

=

〈∑
n∈N
〈ξ, yn〉Tωyn, η

〉
=
∑
n∈N
〈ξ, yn〉 〈Tωyn, η〉

=
∑
n∈N
〈〈Tωyn, η〉 ξ, yn〉 =

∑
n∈N
〈(ξ ⊗ η∗)Tωyn, yn〉

= φ(ξ ⊗ η∗).

Επομένως οι φ και ω ταυτίζονται στο σύνολο F(H) ⊆ B(H) των τελεστών πεπε-

ρασμένης τάξης. Επειδή είναι και οι δύο ασθενώς-* συνεχείς, και το F(H) είναι

ασθενώς-* πυκνό στον B(H) (Πόρισμα 10.16), έπεται ότι φ = ω, δηλαδή

ω(A) =
∑
n∈N

λn 〈Axn, yn〉 . 2

44
εφόσον 〈|Tω|x, x〉 = 0 για κάθε x ∈ E({0})H
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11 Αβελιανές ΄Αλγεβρες von Neumann

11.1 ΄Αλγεβρες von Neumann

Ορισμός 11.1 Αν H είναι χώρος Hilbert και S ⊆ B(H), ορίζω τον μετα-

θέτη S ′ του S ως εξής

S ′ = {T ∈ B(H) : TS = ST για κάθε S ∈ S}.

Ελέγχεται άμεσα ότι το σύνολο S ′ είναι πάντα άλγεβρα με μονάδα. Επίσης είναι

norm κλειστό, γιατί αν ‖An − A‖ → 0 και AnS = SAn για κάθε n ∈ N και

S ∈ S τότε

AS = lim
n
AnS = lim

n
SAn = SA

άρα A ∈ S ′.
Επομένως αν το σύνολο S είναι αυτοσυζυγές

45
τότε το S ′ είναι C∗-άλγεβρα.

Παρατηρούμε όμως ότι η άλγεβρα S ′ είναι κλειστή και ως προς την (ασθενέστε-

ρη) τοπολογία WOT: Πράγματι, αν ένα δίκτυο (Ai) με Ai ∈ S ′ έχει την ιδιότητα

limi 〈Aix, y〉 = 〈Ax, y〉 για κάθε x, y ∈ H, τότε, για κάθε S ∈ S

〈ASx, y〉 = lim
i
〈AiSx, y〉 = lim

i
〈SAix, y〉 = lim

i
〈Aix, S∗y〉 = 〈Ax, S∗y〉

= 〈SAx, y〉

για κάθε x, y ∈ H, άρα AS = SA.

Είναι προφανές ότι S ⊆ S ′′.
΄Ενα σύνολο τελεστών S είναι μεταθετικό σύνολο αν και μόνον αν S ⊆ S ′. Αν

S είναι μεταθετικό σύνολο, τότε για κάθε A ∈ S ′, το σύνολο S ∪ {A} ⊆ S ′
είναι μεταθετικό και περιέχει το S. Επομένως ένα σύνολο τελεστών S είναι

μεγιστικό μεταθετικό σύνολο αν και μόνον αν S ′ = S.
Υπενθυμίζουμε τον ορισμό:

Ορισμός 11.2 ΄Εστω (X,µ) χώρος μέτρου. Η πολλαπλασιαστική άλ-

γεβραMµ του (X,µ) είναι η

Mµ = {Mf : f ∈ L∞(X,µ)}.

ΗMµ είναι αβελιανή C∗-υπάλγεβρα της B(L2(X,µ)).
45
δηλαδή S∗ ∈ S για κάθε S ∈ S
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Πρόταση 11.1 Αν ο (X,µ) είναι σ-πεπερασμένος, τότε (Mµ)′ =Mµ. Ισο-

δύναμα, ηMµ είναι μεγιστική αβελιανή αυτοσυζυγής υπάλγεβρα (maximal
abelian selfadjoint algebra - masa) του B(L2(X,µ)).

Απόδειξη Η Mµ είναι αβελιανή, άρα Mµ ⊆ (Mµ)′. ΄Εστω λοιπόν T ∈
(Mµ)′. Πρέπει να βρούμε g ∈ L∞(X,µ) ώστε T = Mg.

(i) Υποθέτουμε πρώτα ότι µ(X) <∞. Τότε η σταθερή συνάρτηση 1 ανήκει

στον L2(X,µ). ΄Εστω g = T1 ∈ L2(X,µ). Τότε για κάθε f ∈ L∞(X,µ)
έχουμε gf ∈ L2(X,µ) και

T (f) = T (f1) = T (Mf (1)) = Mf (T (1)) = Mf (g) = fg = gf. (*)

Αν δείξουμε ότι g ∈ L∞(X,µ), οπότε η g ορίζει φραγμένο τελεστή Mg ∈
B(L2(X,µ)), τότε η προηγούμενη ισότητα γράφεται

T (f) = Mg(f) για κάθε f ∈ L∞(X,µ) ,

δηλαδή οι φραγμένοι τελεστές T και Mg θα ταυτίζονται στον πυκνό υπόχωρο

L∞(X,µ) του L2(X,µ), άρα θα είναι ίσοι. Μένει λοιπόν να δειχθεί ότι g ∈
L∞(X,µ).

Πράγματι, έστω a > 0 ώστε το μέτρο του Ya = {t ∈ X : |g(t)| > a} να είναι μη

μηδενικό. Αν fa είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του Ya τότε ‖fa‖2
2 = µ(Ya).

Αλλά επίσης fa ∈ L∞(X,µ) οπότε η (*) εφαρμόζεται και δείχνει ότι T (fa) =
fag, άρα

‖T‖2‖fa‖2
2 ≥ ‖T (fa)‖2

2 =

∫
|fag|2dµ =

∫
Ya

|g|2dµ ≥ a2µ(Ya) = a2‖fa‖2
2

επομένως a ≤ ‖T‖. ΄Επεται ότι ‖g‖∞ ≤ ‖T‖ και τώρα η (*) δείχνει ότι T = Mg.

(ii) Για την γενική (σ-πεπερασμένη) περίπτωση, γράφουμε τον X ως ένωση

αριθμήσιμης οικογένειας ξένων ανά δύο υποσυνόλων Xn πεπερασμένου μέτρου.

΄Εστω en ∈ L2(X,µ) η χαρακτηριστική συνάρτηση του Xn και gn = T (en).
΄Οπως προηγουμένως, για κάθε f ∈ L∞(X,µ) ∩ L2(X,µ) και κάθε n ∈ N
έχουμε

TMen(f) = T (fen) = T (Mf (en)) = Mf (T (en)) = Mf (gn) = fgn.

Συμπεραίνουμε όπως πριν ότι ο Mgn είναι φραγμένος τελεστής και ότι Mgn =
TMen , άρα ‖gn‖∞ = ‖Mgn‖ ≤ ‖T‖ για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι αν ορίσουμε
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την g στο X από την σχέση g|Xn = gn|Xn για κάθε n ∈ N, τότε η g είναι

µ-μετρήσιμη και ‖g‖∞ ≤ supn ‖gn‖∞ ≤ ‖T‖, άρα g ∈ L∞(X,µ) και

MgMen = Mgen = Mgn = TMen

για κάθε n ∈ N. Αφού ο τελεστής Men είναι η προβολή στον υπόχωρο

L2(Xn, µ) του L2(X,µ), οι φραγμένοι τελεστές Mg και T συμπίπτουν σε κα-

θένα από τους υποχώρους αυτούς, άρα (αφού είναι γραμμικοί και συνεχείς)

συμπίπτουν και στην κλειστή γραμμική θήκη της ένωσής τους, που είναι
46

όλος

ο L2(X,µ). 2

Ορισμός 11.3 ΄Εστω H χώρος Hilbert. Μία άλγεβρα von Neumann
M στον H είναι ένα αυτοσυζυγές υποσύνολο του B(H) που ικανοποιεί

M =M′′.

Παρατηρήσεις 11.2 (i) Κάθε άλγεβρα von Neumann είναι C∗-άλγεβρα με

μονάδα. Επιπλέον όμως είναι WOT-κλειστή.

(ii) Αν S ⊆ B(H), τότε το σύνολο (S ∪ S∗)′′ είναι η μικρότερη άλγεβρα von
Neumann που περιέχει το S, και ονομάζεται η άλγεβρα von Neumann
που παράγεται από το S.
(iii) Κάθε άλγεβρα von Neumann M στον H είναι της μορφής S ′ για κάποιο

αυτοσυζυγές σύνολο S ⊆ B(H) (π.χ. S =M′
).

Παραδείγματα 11.3 (i) Ο χώρος B(H) είναι άλγεβρα von Neumann.

(ii) Το σύνολο K(H) όλων των συμπαγών τελεστών στον H είναι C∗-άλγεβρα,
όχι όμως άλγεβρα von Neumann εκτός αν dimH < ∞. Παράγεται (ως C∗-
άλγεβρα) από τις προβολές της.

(iii) ΄Εστω (X,µ) σ-πεπερασμένος χώρος μέτρου. Τότε ηMµ είναι αβελιανή

άλγεβρα von Neumann στον L2(X,µ). Είναι μάλιστα μεγιστική αβελιανή.

(iv) Το σύνολο A = {Mf : f ∈ C([0, 1])} είναι C∗-άλγεβρα στον L2([0, 1], λ)
(όπου λ το μέτρο Lebesgue), αλλά δεν είναι άλγεβρα von Neumann. Ισχύει ότι

A′′ = A′ =Mλ. Η A δεν περιέχει προβολές εκτός των 0 και I.

46
Αν η h ∈ L2(X,µ) είναι κάθετη σε κάθε L2(Xn, µ), τότε για κάθε n και f ∈ L2(Xn, µ)

έχουμε
∫
Xn

hf̄dµ = 0, άρα (θέτοντας f = hen)
∫
Xn
|h|2dµ = 0, άρα ‖h‖22 =

∫
X
|h|2dµ =∑

n

∫
Xn
|h|2dµ = 0, δηλαδή h = 0.
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΄Ενα από τα πιο θεμελιώδη αποτελέσματα στην θεωρία των αλγεβρών von Neu-
mann είναι ο συσχετισμός της αλγεβρικής συνθήκηςM =M′′

με μία τοπολο-

γική συνθήκη:

Θεώρημα 11.4 (von Neumann ) ΄Εστω A μία αυτοσυζυγής υπάλγεβρα

του B(H) που περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή. Τότε

A′′ = ASOT
= AWOT

.

Ειδικότερα, η A είναι άλγεβρα von Neumann αν και μόνον αν είναι SOT-

κλειστή, αν και μόνον αν είναι WOT-κλειστή.

Θα χρησιμοποιήσουμε το

Λήμμα 11.5 ΄Εστω A ⊆ B(H) αυτοσυζυγής άλγεβρα που περιέχει τον ταυ-

τοτικό τελεστή. Τότε A′′ ⊆ RefA.

Απόδειξη ΄Εστω T ∈ A′′ και x ∈ H. Ονομάζουμε P την προβολή στον

υπόχωρο [Ax] τουH. Εφόσον ο [Ax] είναιA-αναλλοίωτος (ηA είναι άλγεβρα),

ισχύει AP = PAP για κάθε A ∈ A. Αλλά A∗ ∈ A, άρα A∗P = PA∗P ,

επομένως PA = PAP . ΄Επεται ότι AP = PA για κάθε A ∈ A, δηλαδή

P ∈ A′. Επομένως TP = PT . Αλλά I ∈ A, άρα x = Ix ∈ [Ax] και συνεπώς

Tx = TPx = PTx ∈ [Ax]. Αφού το x ∈ H είναι αυθαίρετο, δείξαμε ότι

T ∈ RefA.

Επομένως A′′ ⊆ RefA. 2

Θα δείξουμε σε λίγο (Πόρισμα 11.8) ότι στην πραγματικότητα, ισχύει η ισότητα

RefA = A′′.

Απόδειξη του Θεωρήματος του von Neumann

Επειδή A ⊆ A′′ και η A′′ είναι SOT-κλειστή, έχουμε ASOT ⊆ A′′. Αλλά η A
είναι γραμμικός χώρος, άρα (Πρόταση 10.10) ASOT

= AWOT
.

Μένει να δειχθεί ότι A′′ ⊆ ASOT
.

Από την Πρόταση 10.12, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε n ∈ N έχουμε (A′′)(n) ⊆
RefA(n)

. Από το Λήμμα, εφόσον ηA(n)
είναι αυτοσυζυγής άλγεβρα και περιέχει

τον ταυτοτικό τελεστή, ξέρουμε ότι (A(n))′′ ⊆ RefA(n)
. Αρκεί λοιπόν να

δείξουμε ότι (A′′)(n) ⊆ (A(n))′′.
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΄Εστω T ∈ A′′, να δείξουμε ότι T (n) ∈ (A(n))′′, δηλαδή ότι T (n)Q = QT (n)

για κάθε Q ∈ (A(n))′. Ας γράψουμε τον Q ως n × n πίνακα [Qi,j] με τιμές

Qi,j ∈ B(H). 47
Για κάθε τελεστή X ∈ B(H), ο QX(n)

αντιστοιχεί στον

πίνακα [Qi,jX] και ο X(n)Q αντιστοιχεί στον πίνακα [XQi,j]. Αφού λοιπόν ο

τελεστής Q μετατίθεται με τον διαγώνιο πίνακα τελεστών A(n)
για κάθε A ∈ A,

κάθε Qi,j θα ανήκει στον A′. ΄Ομως από την υπόθεση έχουμε T ∈ (A′)′ οπότε
ο T μετατίθεται με κάθε Qi,j. ΄Επεται ότι ο διαγώνιος T (n)

μετατίθεται με τον

Q = [Qi,j], άρα T
(n) ∈ (A(n))′′. 2

Παρατήρηση 11.6 ΄ΕστωA αυτοσυζυγής τελεστής. ΓράφουμεA =
∫
λdEλ

από το Φασματικό Θεώρημα. Οι φασματικές προβολές E(Ω) μπορεί να μην

ανήκουν στην C∗-άλγεβρα που παράγεται από τον A (παράδειγμα: ο τελε-

στής M του πολλαπλασιασμού επί x στον L2([0, 1]) παράγει την C∗-άλγεβρα
{Mf : f ∈ C([0, 1])}, που δεν περιέχει προβολές). ΄Ομως, όπως δείξαμε στην

Παρατήρηση 9.9, οι προβολές αυτές ανήκουν στην άλγεβρα von Neumann {A}′′
που παράγει ο A.

Πόρισμα 11.7 Κάθε άλγεβρα von Neumann είναι η norm-κλειστή γραμμική

θήκη των προβολών που περιέχει. (Παράβαλε: μία C∗-άλγεβρα μπορεί να μην

έχει μη τετριμμένες προβολές.)

Απόδειξη ΄ΕστωM άλγεβρα von Neumann. Αφού ηM είναι αυτοσυζυγής,

κάθε A ∈ M γράφεται A = A1 + iA2 όπου Ai αυτοσυζυγής. Αρκεί λοιπόν

να δειχθεί ότι κάθε αυτοσυζυγής A ∈ M προσεγγίζεται στην τοπολογία της

νόρμας από (πεπερασμένους) γραμμικούς συνδυασμούς προβολών που ανήκουν

στηνM.

Από το Φασματικό Θεώρημα έχουμε A =
∫
λdEλ, όπου το ολοκλήρωμα συ-

γκλίνει στην τοπολογία της νόρμας. ΄Αρα ο A ανήκει στην norm-κλειστή γραμ-

μική θήκη των φασματικών του προβολών E(Ω) (όπου Ω είναι Borel υποσύνολο
του φάσματος σ(A) του A). ΄Ομως, όπως μόλις παρατηρήσαμε, οι φασματικές

προβολές του A ανήκουν στον {A}′′, άρα στηνM. 2

Πόρισμα 11.8 ΄ΕστωA ⊆ B(H) αυτοσυζυγής άλγεβρα που περιέχει τον ταυ-

τοτικό τελεστή. Τότε

A′′ = RefA (= ASOT
).

47
ΟιQi,j ∈ B(H) ορίζονται από τις σχέσεις 〈Qi,jx, y〉H = 〈Q~xj , ~yi〉H(n) για κάθε x, y ∈ H,

όπου ~xj ∈ H(n)
είναι το διάνυσμα - στήλη που έχει x στη θέση j και 0 στις άλλες θέσεις.
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Απόδειξη Από το Λήμμα 11.5 έπεται ότι A′′ ⊆ RefA. Αρκεί λοιπόν να δείξω

ότι, αν T ∈ RefA, τότε T ∈ A′′, δηλαδή TQ = QT για κάθε Q ∈ A′. Επειδή

όμως η A′ είναι άλγεβρα von Neumann , άρα παράγεται από τις προβολές της,

αρκεί να υποθέσω ότι η Q είναι προβολή.

Αν Ho = Q(H), θα δείξω ότι ο Ho είναι T -αναλλοίωτος. ΄Εστω x ∈ Ho. Τότε

Tx ∈ Ax (γιατί T ∈ RefA). Αλλά ο υπόχωρος Ho είναι A-αναλλοίωτος,

εφόσον Q ∈ A′. Επομένως Ax ⊆ Ho, άρα και Ax ⊆ Ho αφού ο Ho είναι

κλειστός. Επομένως τελικά Tx ∈ Ho, δηλαδή T (Ho) ⊆ Ho. Αλλά η προβολή

στον H⊥o , δηλαδή η I − Q, ανήκει επίσης στην A′. Το ίδιο επιχείρημα λοιπόν

δείχνει ότι T (H⊥o ) ⊆ H⊥o , άρα τελικά ο Ho ανάγει τον T , πράγμα που σημαίνει

ότι QT = TQ (Λήμμα 4.1). 2

Υπενθυμίζουμε (δες το Παράδειγμα στην Παρατήρηση 10.11) ότι υπάρχει άλγε-

βρα A ⊆ B(H) (βεβαίως μη αυτοσυζυγής) που περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή

τέτοια ώστε RefA 6= ASOT
.

Πόρισμα 11.9 ΑνA είναι άλγεβρα von Neumann που δρα σε διαχωρίσιμο

χώρο Hilbert, τότε υπάρχει αριθμήσιμο σύνολο E ⊆ A προβολών που παράγει

την A ως άλγεβρα von Neumann, δηλαδή τέτοιο ώστε E ′′ = A.

Απόδειξη Από τη Πρόταση 10.17, η μοναδιαία μπάλα του B(H) εφοδιασμένη

με την τοπολογία WOT είναι διαχωρἰσμος μετρικός χώρος, συνεπώς το ίδιο

ισχύει για την μοναδιαία μπάλα της A. Υπάρχει λοιπόν αριθμήσιμο σύνολο

{An : n ∈ N} που είναι WOT-πυκνό υποσύνολο της μοναδιαίας μπάλας της A.

Από το προηγούμενο Πόρισμα κάθε An ανήκει στην norm-κλειστή γραμμική

θήκη του συνόλου των προβολών της A. Επομένως για κάθε m ∈ N υπάρχει

πεπερασμένο σύνολο En,m = {E1, . . . , Ek} από προβολές της A και αριθμοί

{λ1, . . . , λk} ώστε ‖An −
∑
λiEi‖ < 1

m
. ΄Αρα ο An ανήκει στην norm-κλειστή

γραμμική θήκη του αριθμήσιμου συνόλου En = ∪mEn,m.

΄Εστω E = ∪nEn. Τότε E ⊆ A άρα E ′′ ⊆ A. Αντίστροφα αν ο T μετατίθεται

με το E τότε μετατίθεται με κάθε En και άρα με κάθε An. Αφού το σύνολο

{An : n ∈ N} είναι WOT-πυκνό στην μοναδιαία μπάλα του A, έπεται ότι ο T
μετατίθεται με τη μοναδιαία μπάλα, άρα και με όλην την A. Επομένως E ′ ⊆ A′,
άρα A = A′′ ⊆ E ′′. 2

Παρατήρηση 11.10 Ας σημειωθεί η διαφορά ανάμεσα στα δύο τελευταία

Πορίσματα: μία άλγεβρα von Neumann δεν είναι ποτέ ίση με την norm-
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κλειστή άλγεβρα που παράγεται από αριθμήσιμο σύνολο προβολών, εκτός αν

έχει πεπερασμένη διάσταση.

Απόδειξη ΄Ασκηση: Δείξτε ότι μία απειροδιάστατη άλγεβρα von Neumann δεν

είναι διαχωρίσιμος χώρος στην τοπολογία της νόρμας, διότι περιέχει μία άπειρη

ακολουθία κάθετων ανά δύο προβολών, και επομένως περιέχει μία ισομετρική

εικόνα του `∞(N), που δεν είναι διαχωρίσιμος.

11.2 Κάθε masa είναι πολλαπλασιαστική άλγεβρα

Ορισμός 11.4 Αν H,K είναι χώροι Hilbert, δύο υποσύνολα S ⊆ B(H), T ⊆
B(K) λέγονται ορθομοναδιαία ισοδύναμα (unitarily equivalent) αν

υπάρχει ορθομοναδιαίος τελεστής U : H → K ώστε η απεικόνιση

adU : B(H)→ B(K) : A→ UAU∗

να απεικονίζει το S επί του T .

Παρατηρήσεις 11.11 (i) Είναι φανερό ότι η απεικόνιση adU είναι ισομε-

τρικός *-ισομορφισμός. Επομένως αν δύο C∗-άλγεβρες A ⊆ B(H), B ⊆ B(K)
είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμες, τότε είναι *-ισόμορφες. Το αντίστροφο δεν

ισχύει: βλ.(iii).

(ii) Αποδεικνύεται ότι κάθε *-ισομορφισμός του B(H) επί του B(K) είναι ορθο-
μοναδιαία ισοδυναμία. Επομένως, αν A ⊆ B(H), B ⊆ B(K) είναι C∗-άλγεβρες
και φ : A → B είναι *-ισομορφισμός, τότε ο φ είναι ορθομοναδιαία ισοδυναμία

αν και μόνον αν επεκτείνεται σε *-ισομορφισμό του B(H) επί του B(K).

(iii) Μία ορθομοναδιαία ισοδυναμία δεν διατηρεί μόνον την C∗-αλγεβρική δο-

μή, διατηρεί επιπλέον και την δράση στους αντίστοιχους χώρους Hilbert: Αν

δύο C∗-άλγεβρες είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμες, τότε δρούν (σε ισομετρικά

ισόμορφους χώρους) «κατά τον ίδιο τρόπο». Παραδείγματος χάριν, δύο άλγε-

βρες von Neumann είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμες αν και μόνον αν οι μετα-

θέτες τους είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμοι (Απόδειξη: άσκηση). ΄Επεται ότι αν

μία άλγεβρα τελεστών είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμη με μία masa, τότε και η

ίδια είναι masa.

Επομένως, ανM είναι μια masa, τότε ηM είναι βεβαίως ισομετρικά ισόμορφη

με τηνM(2)
(μέσω της απεικόνισης A→ A⊕A), αλλά οι μεταθέτεςM′ =M
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και (M(2))′ = M2(M) δεν είναι ισόμορφοι. Συνεπώς οιM καιM(2)
δεν μπορεί

να είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμες.

Επίσης, αν φ = adU είναι ορθομοναδιαία ισοδυναμία, τότε η φ και η φ−1
είναι

SOT-SOT συνεχείς (Απόδειξη: άσκηση).

Τα κεντρικά αποτελέσματα αυτής της παραγράφου είναι

Θεώρημα 11.12 Κάθε αβελιανή άλγεβρα von Neumann που δρα σε διαχω-

ρίσιμο χώρο είναι ισομετρικά *-ισομορφική με τον L∞([0, 1], µ) για κάποιο Borel
μέτρο πιθανότητας µ.

Θεώρημα 11.13 Κάθε μεγιστική αβελιανή άλγεβρα von Neumann που

δρα σε διαχωρίσιμο χώρο Hilbert είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμη με την πολ-

λαπλασιαστική άλγεβρα του χώρου μέτρου ([0, 1], µ), για κάποιο Borel μέτρο

πιθανότητας µ.

Για τις αποδείξεις, θα χρειασθούν μερικά προκαταρκτικά αποτελέσματα.

Ορισμός 11.5 ΄Εστω S ⊆ B(H) γραμμικός υπόχωρος. ΄Ενα διάνυσμα ξ ∈
H διαχωρίζει τον S αν Sξ 6= 0 για κάθε S ∈ S\{0}. Το ξ είναι κυκλικό

για τον S αν ο [Sξ] είναι πυκνός στον H.

Λήμμα 11.14 (i) Αν το ξ είναι κυκλικό για το S τότε διαχωρίζει τον S ′.
(ii) Αν ηM είναι άλγεβρα von Neumann και το ξ διαχωρίζει τηνM τότε είναι

κυκλικό για τηνM′
.

Συνεπώς ένα διάνυσμα είναι κυκλικό για μια άλγεβρα von Neumann αν και

μόνον αν διαχωρίζει τον μεταθέτη της.

Απόδειξη (i) ΄Εστω T ∈ S ′ ώστε Tξ = 0. Τότε TSξ = S(Tξ) = 0 για κάθε

S ∈ S, και συνεπώς T (Sξ) = 0. Αλλά ο [Sξ] είναι πυκνός στον H και συνεπώς

T = 0.

(ii) ΄Εστω P η προβολή στον υπόχωρο M′ξ. Ο υπόχωρος αυτός είναι M′
-

αναλλοίωτος, άρα P ∈ (M′)′ = M. Αλλά Pξ = ξ, δηλαδή (I − P )ξ = 0 άρα

I−P = 0 αφού η I−P ανήκει στηνM την οποία το ξ διαχωρίζει. ΄Αρα P = I,
πράγμα που σημαίνει ότι ο υπόχωροςM′ξ είναι πυκνός στο H. 2
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Λήμμα 11.15 Κάθε αβελιανή άλγεβρα von Neumann M που δρα σε διαχω-

ρίσιμο χώρο H έχει διαχωρίζον διάνυσμα ξ. Αν ηM είναι masa, τότε το ξ είναι

και κυκλικό.

Απόδειξη Από το Λήμμα του Zorn, υπάρχει μία masa N που περιέχει την

M (αν η M είναι masa τότε N = M). Θα κατασκευάσουμε ένα μοναδιαίο

διάνυσμα ξ ∈ H κυκλικό για την N . Τότε το ξ θα διαχωρίζει την N ′ = N .

΄Επεται ότι το ξ θα διαχωρίζει και τηνM.

Ονομάζουμε δύο διανύσματα ξ, η ∈ H πολύ κάθετα αν οι υπόχωροι N ξ και

N η είναι κάθετοι. Από το Λήμμα του Zorn, υπάρχει μία μεγιστική οικογένεια

Ξ ⊆ H από πολύ κάθετα μοναδιαία διανύσματα. Αφου ο H είναι διαχωρίσιμος,

η Ξ είναι αριθμήσιμη, έστω Ξ = {ξn : n ∈ N}. ΄Εστω Pn η ορθή προβολή

στον N ξn. Επειδή ο υπόχωρος αυτός είναι αναλλοίωτος από την N , θα έχουμε

Pn ∈ N ′ = N (δες την απόδειξη του 11.5).

΄Εστω ξ =
∑
n

1

2n
ξn. Ισχυρίζομαι ότι το ξ είναι κυκλικό για την N . Αν όχι,

θα υπήρχε μοναδιαίο διάνυσμα η ∈ H κάθετο στον N ξ. Τότε για κάθε n ∈ N
και A,B ∈ N θα είχαμε

〈Aη,Bξn〉 = 〈η, A∗B(2nPnξ)〉 = 0

αφού A∗BPn ∈ N και η ⊥ N ξ. Τότε όμως ο N η θα ήταν κάθετος σε κάθε

N ξn, πράγμα που αντιβαίνει στην μεγιστικότητα της Ξ. 2

Λήμμα 11.16 ΄Εστω M αβελιανή άλγεβρα von Neumann σε διαχωρίσιμο

χώρο Hilbert H. Τότε υπάρχει αυτοσυζυγής τελεστής A ∈ M ώστε {A}′′ =
M. Μπορούμε μάλιστα να επιλέξουμε τον A ώστε 0 ≤ A ≤ I.

Απόδειξη ΄Εστω E = {En} αριθμήσιμο σύνολο προβολών τηςM ώστε E ′′ =
M (Πόρισμα 11.9). ΄Εστω Sn = 2En− I. Παρατηρούμε ότι S2

n = 4E2
n−4En+

I = I, άρα ‖Sn‖2 = ‖S∗nSn‖ = ‖S2
n‖ = 1 για κάθε n ∈ N, Ορίζω

B =
∑
n

1

4n
(2En − I) =

∑
n

1

4n
Sn

(η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα). Θα δείξω ότι {B}′′ = M = E ′′. Αρκεί να

δείξω ότι αν ένας τελεστής T ∈ B(H) μετατίθεται με τον B, τότε μετατίθεται

με κάθε En.
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΄Εστω ότι ο T μετατίθεται με τον B και με τις E1, E2, ..., En−1. Θα δείξω ότι ο

T μετατίθεται με την En. Παρατήρησε ότι ο T μετατίθεται με τον τελεστή

4n(B −
n−1∑
k=1

1

4k
Sk) = 4n

∞∑
k=n

1

4k
Sk = Sn +B1

όπου
B1 =

∞∑
k=1

1

4k
Sk+n.

΄Επεται ότι ο T μετατίθεται με τον

1

2
(3(Sn +B1)− (Sn +B1)3) = Sn +B2

όπου
B2 = −3

2
SnB

2
1 −

1

2
B3

1

(χρησιμοποίησα ότι S2
n = I). Παρατήρησε ότι ‖B2‖ ≤ 3

2
‖B1‖2 + 1

2
‖B1‖3 ≤

5
9
‖B1‖, γιατί ‖B1‖ ≤ 1

3
. Επαναλαμβάνοντας τον ίδιο συλλογισμό με τον B2

στη θέση του B1, συμπεραίνουμε ότι ο T μετατίθεται με τον Sn + B3 όπου

‖B3‖ ≤ (5
9
)2‖B1‖ και συνεχίζουμε επαγωγικά. ΄Επεται ότι για κάθε k ∈ N, ο T

μετατίθεται με τον Sn +Bk όπου ‖Bk‖ ≤ (5
9
)k−1‖B1‖. Αλλά limk(Sn +Bk) =

Sn, άρα δείξαμε ότι ο T μετατίθεται με τον Sn και άρα με την En.

Για να δείξω ότι ο T μετατίθεται με την E1 (ισοδύναμα με τον S1), γράφω

4B = S1 +A1 όπου A1 =
∑∞

k=1
1
4k
Sk+1 και συνεχίζω όπως στην προηγούμενη

παράγραφο. Η επαγωγή είναι τώρα πλήρης.

Παρατήρησε ότι ο τελεστής B που κατασκευάσαμε ικανοποιεί −1
3
I ≤ B ≤ 1

3
I.

Αν λοιπόν τον αντικαταστήσουμε με τον B+ 1
3
I, βρίσκουμε έναν τελεστή A με

τον ίδιο μεταθέτη που ικανοποιεί 0 ≤ A ≤ I. 2

Πόρισμα 11.17 Αν M είναι αβελιανή άλγεβρα von Neumann που δρα σε

διαχωρίσιμο χώρο H, τότε υπάρχει φασματικό μέτρο E(.) ορισμένο στα Borel
υποσύνολα του [0, 1] ώστε

M = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′.

Απόδειξη Από το Λήμμα 11.16, υπάρχει αυτοσυζυγής τελεστής A ∈ M με

0 ≤ A ≤ I ώστε A′′ =M.
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Επειδή 0 ≤ A ≤ I, το φάσμα του A περιέχεται στο [0, 1]. Επομένως το

φασματικό του μέτρο θα φέρεται από το [0, 1].

΄Εχουμε όμως δείξει (Θεώρημα 9.16) ότι {A}′′ = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′,
και συνεπώςM = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′. 2

Παρατήρηση 11.18 Το σύνολο P(M) των προβολών μιας άλγεβρας von
NeumannM⊆ B(H) ταυτίζεται με το σύνολο των κλειστών υποχώρων του H
που είναιM′

-αναλλοίωτοι (μέσω της απεικόνισης που αντιστοιχεί σε κάθε (ορ-

θή) προβολή P τον υπόχωρο P (H)). Επομένως το P(M) αποτελεί σύνδεσμο

αν ονομάσουμε P ∨Q την προβολή στον υπόχωρο [P (H) +Q(H)] και P ∧Q
την προβολή στον υπόχωρο P (H)∩Q(H). ΄Οταν ηM είναι μεταθετική, ο σύν-

δεσμος αυτός είναι επιμεριστικός, επομένως είναι σύνδεσμος Boole. Ο λόγος

είναι ότι, όταν δύο προβολές P,Q μετατίθενται, τότε P ∨Q = P +Q−PQ και

P∧Q = PQ, και φυσικά η πρόσθεση επιμερίζεται ως προς τον πολλαπλασιασμό.

Πρόταση 11.19 ΄Εστω (K,S) μετρήσιμος χώρος και E = {E(Ω) : Ω ∈ S}
φασματικό μέτρο σε διαχωρίσιμο χώρο Hilbert H. Υπάρχει μέτρο πιθανότητας

µ στον K ώστε η αβελιανή άλγεβρα von Neumann M που παράγεται από το E
να είναι ισομετρικά *-ισομορφική με τον L∞(K,µ).

Απόδειξη Εφόσον ο H είναι διαχωρίσιμος, υπάρχει μοναδιαίο διάνυσμα, έστω

ξ ∈ H, που διαχωρίζει την αβελιανή άλγεβρα von NeumannM (Λήμμα 11.15).

Θέτουμε

µ(Ω) = µξ,ξ(Ω) = 〈E(Ω)ξ, ξ〉 (Ω ∈ S).

Από τον ορισμό του φασματικού μέτρου, το µ είναι μέτρο πιθανότητας στον K.

Αν E(Ω) = 0, τότε βεβαίως µ(Ω) = 0. Αλλά και αντίστροφα, αν µ(Ω) = 0
τότε ‖E(Ω)ξ‖2 = 〈E(Ω)ξ, E(Ω)ξ〉 = 〈E(Ω)ξ, ξ〉 = 0, οπότε E(Ω) = 0 αφού

το ξ διαχωρίζει τηνM. Δηλαδή τα μέτρα µ και E(.) είναι «ισοδύναμα» (έχουν

τα ίδια μηδενικά σύνολα).

Στην παράγραφο 9.2.2, ορίσαμε έναν συνεχή *-μορφισμό

f → θo(f) =

∫
K

fdE

από την άλγεβρα L∞(K) των φραγμένων μετρήσιμων συναρτήσεων f : K → C
με τιμές στον B(H). Αν f =

∑
ciχΩi ∈ L∞(K) είναι απλή, τότε

θo(f) =
∑
i

ciE(Ωi) ∈M
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και συνεπώς, αφού οι απλές συναρτήσεις είναι πυκνές στην L∞(K), έχουμε

θo(f) ∈M για κάθε L∞(K).

Ισχυρισμός Η θo επάγει μια καλά ορισμένη απεικόνιση

θ : L∞(K,µ)→M

που είναι ισομετρικός *-μορφισμός.

Απόδειξη ΄Εστω πρώτα ότι η f είναι απλή μετρήσιμη. Δείχνουμε ότι ‖θo(f)‖ =
esssup|f | όταν η f είναι απλή.

Αν f =
∑
ciχΩi όπου {Ωi} είναι μια μετρήσιμη διαμέριση του K τότε το ουσι-

ώδες supremum της f είναι ‖f‖∞ = max{|ci| : µ(Ωi) 6= 0}. Αλλά

‖θo(f)‖ =
∥∥∥∑ ciE(Ωi)

∥∥∥ = max
i
‖ciE(Ωi)‖ = max{|ci| : E(Ωi) 6= 0} = ‖f‖∞

αφού οι E(Ωi) είναι κάθετες ανά δύο προβολές και E(Ω) 6= 0 αν και μόνον αν

µ(Ω) 6= 0. Εφόσον οι απλές συναρτήσεις είναι ‖·‖∞-πυκνές στον L∞(K,µ), η
ισότητα ‖θ(f)‖ = esssup|f | ισχύει για κάθε φραγμένη μετρήσιμη συνάρτηση.

Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Μένει τώρα να αποδειχθεί ο

Ισχυρισμός Η θo απεικονίζει την L∞(K,µ) επί τηςM. Δηλαδή αν

Mo ≡ {θ(f) : f ∈ L∞(K,µ)}

έχουμεMo =M.

Απόδειξη [J.A. Erdos] Ας παρατηρήσουμε ότι ηMo, ως ισομετρικά *-ισομορφική

με την C∗-άλγεβρα L∞(K,µ), είναι C∗-άλγεβρα. Επιπλέον επειδή E ⊆Mo και

E ′′ =M, έπεται ότιM′′
o =M. Από το Θεώρημα von Neumann (11.4) συμπε-

ραίνουμε ότι ηMo είναι SOT-πυκνή στηνM. Ειδικότερα για κάθε η ∈ H, ο

υπόχωροςMoη είναι πυκνός στονMη.

΄Εστω B ∈M. Θα βρούμε μια f ∈ L∞(K,µ) ώστε B = θ(f).

Επειδή κάθε στοιχείο της M είναι γραμμικός συνδυασμός θετικών στοιχείων

τηςM, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο B είναι θετικός τελεστής.

Παρατηρούμε ότι για κάθε Ω ∈ S έχουμε E(Ω)B = BE(Ω) αφού η M είναι

μεταθετική και άρα E(Ω)BE(Ω) = E(Ω)2B = E(Ω)B.

Ορίζω ένα νέο μέτρο ν στον (K,S) από την σχέση

ν(Ω) = µBξ,ξ(Ω) = 〈E(Ω)Bξ, ξ〉 = 〈E(Ω)BE(Ω)ξ, ξ〉 = 〈BE(Ω)ξ, E(Ω)ξ〉 .
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΄Εχουμε 0 ≤ ν(Ω) ≤ ‖B‖µ(Ω) για κάθε Ω ∈ S γιατί 0 ≤ B ≤ ‖B‖I. ΄Επεται

ότι το ν είναι πεπερασμένο και µ-απόλυτα συνεχές. Από το θεώρημα Radon
-Nikodym (δες [16, 10.12]), υπάρχει f ∈ L1(K,µ) ώστε

ν(Ω) =

∫
Ω

fdµ (Ω ∈ S).

Το ν είναι θετικό μέτρο, άρα η f είναι μη αρνητική. Ισχυρίζομαι ότι f ≤ ‖B‖
µ-σχεδόν παντού. Πράγματι, αν ε > 0 και Ωε = {t ∈ K : f(t) > ‖B‖+ ε} τότε

(‖B‖+ ε)µ(Ωε) =

∫
Ωε

(‖B‖+ ε)dµ ≤
∫

Ωε

fdµ = ν(Ωε) ≤ ‖B‖µ(Ωε)

άρα µ(Ωε) = 0. Επομένως f ∈ L∞(K,µ).

Θα ολοκληρώσουμε την απόδειξη δείχνοντας ότι B = θ(f).

Για κάθε Ω ∈ S,

〈(B − θ(f))ξ, E(Ω)ξ〉 = 〈Bξ,E(Ω)ξ〉 − 〈θ(f)ξ, E(Ω)ξ〉
= ν(Ω)− 〈E(Ω)θ(f)ξ, ξ〉.

Αλλά E(Ω)θ(f) = θ(χΩ)θ(f) = θ(χΩf), οπότε

〈(B − θ(f))ξ, E(Ω)ξ〉 = ν(Ω)− 〈θ(χΩf)ξ, ξ〉 =

∫
Ω

fdµ−
∫
χΩfdµ = 0.

΄Επεται ότι το (B− θ(f))ξ είναι κάθετο σε κάθε E(Ω)ξ, άρα και στην γραμμική

θήκη του {E(Ω)ξ : Ω ∈ S}, δηλαδή στον χώροMoξ. Αλλά ηMo είναι SOT-

πυκνή στηνM, επομένως το (B−θ(f))ξ είναι κάθετο στοMξ. Από την άλλη

μεριά όμως ο B − θ(f) ανήκει στηνM, άρα είναι κάθετο και στον εαυτό του,

άρα (B − θ(f))ξ = 0 και συνεπώς B − θ(f) = 0 αφού το ξ διαχωρίζει την

M. 2

΄Αμεση είναι τώρα η απόδειξη του Θεωρήματος 11.12: αρκεί να συνδυ-

άσουμε την Πρόταση 11.17 και την Πρόταση 11.19.

Επίσης στην απόδειξη της Πρότασης 11.19 εμπεριέχεται ουσιαστικά η απόδειξη

του επομένου Πορίσματος.

Πόρισμα 11.20 Αν A είναι φυσιολογικός τελεστής σε διαχωρίσιμο χώρο

Hilbert, η (αβελιανή) άλγεβρα von Neumann {A}′′ που παράγεται από τον A
ισούται με το σύνολο

{f(A) : f ∈ L∞(σ(A))}
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όπου L∞(σ(A)) είναι το σύνολο των Borel φραγμένων συναρτήσεων f :σ(A)→
C.

Πρόταση 11.21 ΄Εστω M ⊆ B(H) αβελιανή άλγεβρα von Neumann που

έχει κυκλικό διάνυσμα ξ ∈ H και (K,S, µ) χώρος μέτρου πιθανότητας. Τότε

σε κάθε (αλγεβρικό) *-ισομορφισμό θ : L∞(K,µ) → M αντιστοιχεί ένας ορ-

θομοναδιαίος τελεστής U : H → L2(K,µ) ώστε Uθ(f)U−1 = Mf για κάθε

f ∈ L∞(K,µ). Επομένως η M είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμη με την πολλα-

πλασιαστική άλγεβραMµ ⊆ B(L2(K,µ)).

Ο ορθομοναδιαίος τελεστής U λέγεται ότι υλοποιεί (implements) τον ισομορ-

φισμόM→Mµ : θ(f)→Mf .

Απόδειξη Παρατηρούμε πρώτα ότι, επειδή οι L∞(K,µ) και M είναι C*-
άλγεβρες, η θ : L∞(K,µ)→M είναι κατ’ανάγκην ισομετρία. Πράγματι, όπως

φαίνεται από την απόδειξη του Λήμματος 9.5, η θ είναι συστολή. Με το ίδιο

όμως επιχείρημα,
48

η θ−1
είναι συστολή. Από την ίδια απόδειξη φαίνεται ότι η

θ διατηρεί την διάταξη (συνεπώς και η θ−1
την διατηρεί).

Αν Lo(K,S) είναι η *-άλγεβρα των απλών μετρήσιμων συναρτήσεων f : K → C
καιMo = {θ(f) : f ∈ Lo(K,S)}, θέτουμε

Ho =Moξ = {θ(f)ξ : f ∈ Lo(K,S)}.

Ισχυρίζομαι ότι ο υπόχωρος Ho είναι πυκνός στον H. Πράγματι, αφού η θ
είναι ισομετρία, ηMo είναι ‖·‖-πυκνή στηνM. Επομένως, αν ένα η ∈ H είναι

κάθετο στον Ho, θα είναι κάθετο και στον Mξ, που είναι πυκνός υπόχωρος

του H, αφού το ξ είναι κυκλικό διάνυσμα. Επομένως η = 0.

Κατασκευάζουμε τώρα ένα νέο μέτρο ν στην S ως εξής:

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι το ξ είναι μοναδιαίο διάνυσμα. Για κάθε Ω ∈ S
θέτουμε

ν(Ω) = 〈θ(χΩ)ξ, ξ〉 = ‖θ(χΩ)ξ‖2.

Παρατήρησε ότι ν(Ω) = 0 αν και μόνον αν θ(χΩ) = 0 (γιατί το ξ διαχωρίζει

τηνM, αφού διαχωρίζει τηνM′
- Λήμμα 11.14) αν και μόνον αν χΩ = 0 στον

L∞(K,µ) (γιατί η θ είναι 1-1) αν και μόνον αν µ(Ω) = 0.

48
χρησιμοποιώντας ότι κάθε θετικό στοιχείο τηςM έχει θετική τετραγωνική ρίζα
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Θα δείξω ότι το ν είναι σ-προσθετικό μέτρο πιθανότητας.

Είναι φανερό ότι 0 ≤ ν(Ω) ≤ 1. Επίσης είναι φανερό ότι το ν είναι πεπερασμένα

προσθετικό. Για να δείξω ότι είναι σ-προσθετικό, αρκεί να δείξω ότι ν(Ωn)→ 0
για κάθε ακολουθία (Ωn) στην S που φθίνει προς το ∅. Κάθε θ(χΩn) := Pn ∈
M είναι αυτοσυζυγής και ταυτοδύναμος, άρα προβολή. Αν θέσω Hn = Pn(H),
τότε ο υπόχωρος Hn είναι M′

-αναλλοίωτος οπότε ο H∞ := ∩nHn είναι M′
-

αναλλοίωτος. ΄Επεται ότι η προβολή P στον H∞ ανήκει
49

στην M′′ = M.

Επομένως υπάρχει Ω ∈ S ώστε P = θ(χΩ). ΄Εχουμε P ≤ Pn γιατί H∞ ⊆
Hn, άρα χΩ ≤ χΩn (εφόσον η θ−1

διατηρεί τη διάταξη) και συνεπώς µ(Ω) ≤
µ(Ωn). Αλλά Ωn → ∅ και το µ είναι σ-προσθετικό, άρα µ(Ω) = 0, οπότε, όπως
παρατηρήσαμε προηγουμένως, ν(Ω) = 0.

Επομένως το ν είναι μέτρο στον (K,S), και είναι ισοδύναμο με το µ (όπως

δείξαμε στην προηγούμενη παράγραφο). Από το Θεώρημα Radon - Nikodym
έπεται ότι υπάρχει μη αρνητική μετρήσιμη h : K → R ώστε ν(Ω) =

∫
Ω
hdµ για

κάθε Ω ∈ S. Επίσης h(t) > 0 για µ-σχεδόν κάθε t ∈ K γιατί ν ∼ µ.

Αφού
∫
hdµ = ν(K) < ∞, η h ανήκει στον L1(K,µ). Θέτουμε go = h1/2 ∈

L2(K,µ) και ορίζουμε μια απεικόνιση από τον Ho στον L2(K,µ) από τον τύπο:

Uo : Ho −→ L2(K,µ) : θ(f)ξ −→ fgo

όπου f απλή μετρήσιμη. Η Uo είναι καλά ορισμένη, γιατί αν fgo = ggo τότε

f = g αφού η go είναι µ-σχεδόν παντού διαφορετική απ᾿το 0. Είναι φανερό ότι

η Uo είναι γραμμική. Επίσης, η Uo είναι ισομετρία, γιατί αν f =
∑n

k=1 λkχΩk με

τα Ωi ξένα ανά δύο τότε

‖fgo‖2
2 =

∫
K

|fgo|2dµ =

∫
K

n∑
k=1

|λk|2χΩkhdµ

=
n∑
k=1

|λk|2
∫
K

χΩkdν =
n∑
k=1

|λk|2ν(Ωk)

=
n∑
k=1

|λk|2‖θ(χΩk)ξ‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

λkθ(χΩk)ξ

∥∥∥∥∥
2

= ‖θ(f)ξ‖2

(χρησιμοποίησα ότι Ωi∩Ωj =∅ για i 6=j άρα χΩiχΩj =0 και θ(χΩi)ξ⊥θ(χΩj)ξ).

49
Γράφουμε P = ∧nPn. Παρεμπιπτόντως ας σημειώσουμε ότι με την ίδια μέθοδο αποδει-

κνύεται ότι το σύνολο P(M) των προβολών μιας άλγεβρας von Neumann M (μεταθετικής

ή όχι) αποκτά τη δομή πλήρους συνδέσμου.
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Συνεπώς η Uo επεκτείνεται σε μια ισομετρική απεικόνιση U με πεδίο ορισμού

την κλειστή θήκη του Ho, που είναι ο H. Ισχυρίζομαι ότι το πεδίο τιμών της

U είναι όλος ο L2(K,µ). Πράγματι, είναι κλειστός υπόχωρός του και, αν μια

f ∈ L2(K,µ) είναι κάθετη στην χΩgo για κάθε Ω ∈ S τότε∫
Ω

fgodµ = 0

για κάθε Ω ∈ S άρα fgo = 0 µ-σχεδόν παντού και συνεπώς f = 0 µ-σχεδόν
παντού γιατί η go είναι µ-σχεδόν παντού διαφορετική από το 0.

΄Αρα η U είναι ορθομοναδιαίος τελεστής.

Ισχυρισμός Για κάθε απλή συνάρτηση f ∈ L∞(K,µ), ισχύει

Uθ(f)U−1 = Mf .

Απόδειξη Αν η g : K → C είναι απλή, τότε

U(θ(f)(θ(g)ξ)) = U(θ(fg)ξ) = fggo = Mf (ggo) = Mf (U(θ(g)ξ))

και συνεπώς οι φραγμένοι τελεστές Uθ(f) και MfU ταυτίζονται στον πυκνό

υπόχωρο {θ(g)ξ : g ∈ Lo(K)} = Ho, άρα παντού.

Εφόσον οι απεικονίσεις f → Mf και f → Uθ(f)U−1
είναι ‖·‖-συνεχείς (μάλι-

στα ισομετρίες) η ισότητα Uθ(f)U−1 = Mf θα ισχύει για κάθε f ∈ L∞(K,µ).
Αλλά {θ(f) : f ∈ L∞(K,µ)} = M. Επομένως η απεικόνιση A −→ UAU−1

είναι ορθομοναδιαία ισοδυναμία από τηνM επί τηςMµ. 2

Παρατήρηση Στην τελευταία Πρόταση αρκεί να υποθέσει κανείς ότι η θ είναι αλγε-

βρικός ισομορφισμός, γιατί τότε αυτομάτως θα διατηρεί την ενέλιξη. Πράγματι, αφού

η εικόνα της θ είναι άλγεβρα von Neumann, που παράγεται από τις προβολές της,

αρκεί να δειχθεί ότι η θ απεικονίζει (ορθές) προβολές σε (ορθές) προβολές. Για κάθε

χΩ, η θ(χΩ) είναι ταυτοδύναμη. Είναι όμως και φυσιολογικός τελεστής, γιατί η M
είναι μεταθετική άλγεβρα. Αυτό συνεπάγεται ότι η θ(χΩ) είναι ορθή προβολή (δες

π.χ. [15]).

Η απόδειξη του Θεωρήματος 11.13 είναι τώρα άμεση. Μάλιστα, έχουμε

τον ακόλουθο χαρακτηρισμό:

Θεώρημα 11.22 ΄ΕστωM αβελιανή άλγεβρα von Neumann που δρα σε δια-

χωρίσιμο χώρο H. Τα εξής είναι ισοδύναμα:
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(i) ΗM είναι μεγιστική.

(ii) ΗM έχει κυκλικό διάνυσμα.

(iii) Η M είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμη με την πολλαπλασιαστική άλγεβρα

του ([0, 1], µ), όπου µ μέτρο Borel πιθανότητας στο [0, 1].

(iv) Η M είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμη με την πολλαπλασιαστική άλγεβρα

κάποιου χώρου (σ-πεπερασμένου) μέτρου.

Απόδειξη (i)⇒(ii) Κάθε masa που δρα σε διαχωρίσιμο χώρο έχει κυκλικό

διάνυσμα (Λήμμα 11.15).

(ii)⇒(iii) Από το Θεώρημα 11.12, ηM είναι ισόμορφη με κάποια L∞([0, 1], µ).
Αφού έχει κυκλικό διάνυσμα, από την Πρόταση 11.21, ο ισομορφισμός αυτός

επάγει ορθομοναδιαία ισοδυναμία τηςM με την αντίστοιχη πολλαπλασιαστική

άλγεβραMµ.

(iii)⇒(iv) Προφανές.

(iv)⇒(i) Πρόταση 11.1. 2

Πόρισμα 11.23 ΑνMi ⊆ B(Hi) (i = 1, 2) είναι δύο μεγιστικές αβελιανές

άλγεβρες von Neumann σε διαχωρίσιμους χώρους, τότε κάθε αλγεβρικός *-

ισομορφισμός φ :M1 →M2 υλοποιείται από ορθομοναδιαίο τελεστή U : H1 →
H2.

Απόδειξη Από το Θεώρημα 11.12, υπάρχει μέτρο Borel µ στο [0, 1] και *-

ισομορφισμός θ1 : L∞([0, 1], µ) → M1. Τότε όμως η απεικόνιση θ2 ≡ φ ◦
θ1 : L∞([0, 1], µ) → M2 είναι *-ισομορφισμός. Από την Πρόταση 11.21, οι

*-ισομορφισμοί ψ1 : Mf → θ1(f) και ψ2 : Mf → θ2(f) υλοποιούνται από

ορθομοναδιαίους τελεστές, συνεπώς και η σύνθεση

ψ2 ◦ ψ−1
1 :M1 →M2 : θ1(f)→Mf → θ2(f) ,

δηλαδή η φ, υλοποιείται από ορθομοναδιαίο τελεστή. Συγκεκριμένα, υπάρχουν

ορθομοναδιαίοι τελεστές Vi : Hi → L2([0, 1], µ) ώστε Viθi(f)V −1
i = Mf (i =

1, 2) για κάθε f ∈ L∞([0, 1], µ). ΄Εχουμε λοιπόν

V1θ1(f)V −1
1 = Mf = V2θ2(f)V −1

2 = V2φ(θ1(f))V −1
2

για κάθε f ∈ L∞([0, 1], µ), δηλαδή

V1AV
−1

1 = V2φ(A)V −1
2 ⇒ φ(A) = V −1

2 V1AV
−1

1 V2

121



για κάθε A ∈M1. Αρκεί λοιπόν να θέσουμε U = V −1
2 V1. 2

Η πρώτη μορφή του Φασματικού Θεωρήματος για φυσιολογικούς τελεστές είναι

άμεση συνέπεια των προηγούμενων:

Θεώρημα 11.24 (Φασματικό θεώρημα) ΄Εστω T ∈ B(H) φυσιολογι-

κός τελεστής που δρα σε διαχωρίσιμο χώρο H. Τότε υπάρχει χώρος μέτρου

(K,µ) και συνάρτηση f ∈ L∞(K,µ) ώστε ο T να είναι ορθομοναδιαία ισοδύνα-

μος με τον πολλαπλασιαστικό τελεστή Mf ∈ B(L2(K,µ)). Μάλιστα, μπορούμε

να επιλέξουμε K = [0, 1] και µ κανονικό μέτρο Borel πιθανότητας.

Απόδειξη Ονομάζουμε A ⊆ B(H) την άλγεβρα von Neumann που παράγει

ο T . Αφού ο T είναι φυσιολογικός, η A είναι μεταθετική. Από το Λήμμα Zorn,
η A περιέχεται σε μια μεγιστική αυτοσυζυγή αβελιανή άλγεβραM⊆ B(H).

Από το Θεώρημα 11.13, ηM είναι ορθομοναδιαία ισοδύναμη με κάποιανMµ ⊆
B(L2(K,µ)). Αφού T ∈ M, υπάρχει f ∈ L∞(K,µ) ώστε ο T να είναι ορθο-

μοναδιαία ισοδύναμος με τον τελεστή Mf ∈Mµ. 2

Παρατήρηση Το θεώρημα αληθεύει ακόμη και αν ο H δεν είναι διαχωρίσιμος.

Τότε όμως (όπως είδαμε και στο Κεφάλαιο 8) ο K δεν μπορεί εν γένει να

επιλεγεί συμπαγής μετρικός και το µ δεν είναι κατ’ανάγκην πεπερασμένο ή σ-

πεπερασμένο.
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