
 

 

 



ΜΑΘΗΜΑ 01

1 Χάρτες

1.1 Ορισµός. ΄Εστω M ̸= ∅ ένα σύνολο. ΄Ενας (n–διάστατος) χάρτης επί

του M είναι ένα Ϲεύγος (U, ϕ), όπου U ⊆M και

ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rn

είναι µια 1–1 απεικόνιση (επί του ϕ(U)), µε ϕ(U) ανοιχτό στον Rn.

Αν U είναι ένα γνήσιο υποσύνολο του M , το Ϲεύγος (U, ϕ) ονοµάζεται
τοπικός χάρτης, ενώ, αν U =M , ονοµάζεται ολικός χάρτης.

Αν υπάρχει ένας ολικός χάρτης (M,ϕ), τότε το M ταυτίζεται, µέσω της ϕ,
µε το υποσύνολο ϕ(M) του Rn, εποµένως, µε τετριµµένο τρόπο, µπορεί να
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ϑεωρηθεί σαν ένα σύνολο πάνω στο οποίο µπορούν να οριστούν διαφορίσιµες
απεικονίσεις. Στην γενική περίπτωση, ολικοί χάρτες δεν υπάρχουν. Συνήθως,
ένας χάρτης ϑα είναι ένας τοπικός χάρτης.

Συχνά λέµε ότι ένας τοπικός χάρτης (U, ϕ) ορίζει ένα τοπικό σύστηµα

συντεταγµένων, αφού, για κάθε x ∈ U , µπορούµε να ορίσουµε τις συν-

τεταγµένες (που γενικεύουν τις συνήθεις συντεταγµένες της Αναλυτικής Γεω-
µετρίας)

xi(x) := pri(ϕ(x)), i = 1, . . . , n,

όπου pri : Rn → R είναι η προβολή στην i–συνταταγµένη.

1.2 Παραδείγµατα. (Α) Τα ανοιχτά υποσύνολα του Rn
. Θεωρούµε ένα

ανοιχτό ∅ ≠ A ⊆ Rn και το Ϲεύγος (A, idA), και παρατηρούµε ότι η ταυτοτική
idA : A → A ⊆ Rn είναι 1–1 και η εικόνα της idA(A) = A είναι ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Rn, δηλαδή το Ϲεύγος (A, idA) είναι ένας n–διάστατος ολικός
χάρτης του A.

(Β) Οι πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικοί χώροι. ΄Εστω V ένας
n–διάστατος πραγµατικός διανυσµατικός χώρος. Τότε, υπάρχει ένας ισοµορ-
ϕισµός ψ : V → Rn. Το Ϲεύγος (V, ψ) είναι προφανώς ένας n–διάστατος
ολικός χάρτης του V . Τα ανωτέρω ισχύουν ιδιαιτέρως για το χώρο Mm×n(R)
των m× n πραγµατικών πινάκων.

(Γ) Οι κανονικές επιφάνειες στο R3
. Στη ∆ιαφορική Γεωµετρία των

Επιφανειών συναντούµε τις έννοιες της κανονικής παραµέτρησης και της κα-
νονικής επιφάνειας. Για διευκόλυνση του αναγνώστη υπενθυµίζουµε αυτές
τις έννοιες εδώ: ΄Εστω U ⊆ R2 ένα ανοιχτό σύνολο, έστω r : U → R3 µια
διαφορίσιµη απεικόνιση και έστω W := r(U). Η τριάδα (U, r,W ) ονοµάζεται
κανονική παραµέτρηση, αν ικανοποιούνται οι επόµενες συνθήκες :

(i) Αν W ⊆ R3 είναι εφοδιασµένο µε την σχετική τοπολογία, r : U → W
είναι ένας οµοιοµορφισµός.

(ii) Για κάθε q ∈ U , το διαφορικό Dr(q) : R2 → R3 είναι 1–1.
΄Ενα υποσύνολο S ⊆ R3 ονοµάζεται κανονική επιφάνεια, αν υπάρχει

µια οικογένεια A = {(Ui, ri,Wi)}i∈I από κανονικές παραµετρήσεις, έτσι ώστε
{Wi}i∈I να είναι µια ανοιχτή κάλυψη του S.

Κάθε κανονική παραµέτρηση (U, r,W ) µιας κανονικής επιφάνειας S ορί-
Ϲει ένα 2–διάστατο χάρτη της S, τον (W, r−1).

(∆) Ο µοναδιαίος κύκλος. Θεωρούµε τον µοναδιαίο κύκλο, δηλαδή το
σύνολο

S1 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
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Επάνω στον κύκλο ϑα ορίσουµε χάρτες µε τρεις τρόπους :
(∆1) Οι στερεογραφικές προβολές. Σταθεροποιούµε τα σηµεία του

κύκλου N = (0, 1) και S = (0,−1) και ϑεωρούµε τα Ϲεύγη (UN , ϕN) και
(US, ϕS), όπου UN = S1 \ {N}, US = S1 \ {S}, και

ϕN : UN −→ R : (x, y) 7→ ϕN(x, y) :=
x

1− y
,

ϕS : US −→ R : (x, y) 7→ ϕS(x, y) :=
x

1 + y
,

(στερεογραφικές προβολές). Ελέγχουµε αµέσως ότι οι απεικονίσεις ϕN και
ϕS είναι 1–1 και επί του R, µε αντίστροφες τις απεικονίσεις

ϕ−1
N (a) =

(
2a

a2 + 1
,
a2 − 1

a2 + 1

)
,

ϕ−1
S (a) =

(
2a

a2 + 1
,
1− a2

a2 + 1

)
.

΄Αρα τα Ϲεύγη (UN , ϕN) και (US, ϕS) είναι 1–διάστατοι χάρτες του S1.
(∆2) Τα ηµικύκλια. Ορίζουµε το σύνολα

U+
y := {(x, y) ∈ S1 : y > 0},

U−
y := {(x, y) ∈ S1 : y < 0}.

∆ηλαδή, U+
y (αντίστ. U−

y ) είναι το ϑετικό (αντίστ. το αρνητικό) ηµικύκλιο πάνω
(αντίστ. κάτω) από τον άξονα x′Ox. Ακόµη, ορίζουµε τις απεικονίσεις

ϕ+
y : U+

y −→ (−1, 1) : (x, y) 7→ x,

ϕ−
y : U−

y −→ (−1, 1) : (x, y) 7→ x,

δηλαδή, ϕ+
y , ϕ

−
y είναι οι προβολές των προηγούµενων ηµικυκλίων στη διά-

µετρο που τα χωρίζει. Τότε τα Ϲεύγη (U+
y , ϕ

+
y ), (U

−
y , ϕ

−
y ) είναι χάρτες. Είναι

άµεσο ότι οι απεικονίσεις ϕ+
y , ϕ

−
y είναι 1–1. Ακόµη είναι επί του (−1, 1) µε

(ϕ+
y )

−1(x) = (x,
√
1− x2)

(ϕ−
y )

−1(x) = (x,−
√
1− x2)

για κάθε x ∈ (−1, 1). ΄Αρα οι εικόνες ϕ+
y (U

+
y ) := ϕ−

y (U
−
y ) = (−1, 1) ⊆ R είναι

ανοιχτές.
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Συνολικά µπορούµε να ορίσουµε τέσσερεις 1–διάστατους χάρτες (Uα
i ϕ

α
i ),

µε i = x, y και α = +, − στο S1.
(∆3) Το όρισµα. Θεωρούµε πάλι τα υποσύνολα UN και US του S1 και

ορίζουµε τις απεικονίσεις θi : Ui → R, i = N,S, που στέλνουν κάθε σηµείο
A = (x, y) ∈ Ui στη γωνία θi(x, y) που σχηµατίζεται µεταξύ OA και Ox και
µε την υπόθεση θN(x, y) ∈ (π/2, 5π/2) και θS(x, y) ∈ (−π/2, 3π/2).

Είναι γνωστό ότι οι απεικονίσεις θi, i = N,S, είναι 1–1 και επί των
αντίστοιχων διαστηµάτων, που είναι ανοιχτά υποσύνολα του R, εποµένως τα
Ϲεύγη (UN , θN), (US, θS) είναι 1–διάστατοι χάρτες του S1.

(Ε) Η επιφάνεια της σφαίρας. Επάνω στην σφαίρα

S2 := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}

ϑα ορίσουµε χάρτες µε δύο τρόπους, ανάλογους των (∆1) και (∆2):
(Ε1) Η στερεογραφική προβολή. Θεωρούµε τα σηµεία N = (0, 0, 1)

(ϐόρειος πόλος) και S = (0, 0,−1) (νότιος πόλος) της σφαίρας, και ϑεωρούµε
τα Ϲεύγη (UN , ϕN) και (US, ϕS), όπου UN = S2 \ {N}, US = S2 \ {S}, και

ϕN : UN −→ R2 : (x, y, z) → ϕN(x, y, z) :=

(
x

1− z
,

y

1− z

)
,

ϕS : US −→ R2 : (x, y, z) → ϕS(x, y, z) :=

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
,

(στερεογραφικές προβολές). Ελέγχουµε ότι η απεικόνιση ϕN είναι 1–1: Αν
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ UN µε

ϕN(x1, y1, z1) = ϕN(x2, y2, z2),

δηλαδή, (
x1

1− z1
,

y1
1− z1

)
=

(
x2

1− z2
,

y1
1− z1

)
τότε προσθέτοντας τα τετράγωνα των συντεταγµένων και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι x21 + y21 + z21 = x22 + y22 + z22, έχουµε ότι z1 = z2, απ΄ όπου αµέσως
συµπεραίνουµε ότι x1 = x2 και y1 = y2. Ανάλογα, δείχνουµε ότι και η ϕS
είναι 1–1. Επίσης, παρατηρούµε ότι ϕN είναι επί του R2. Πράγµατι, αν
(a, b) ∈ R2, εύκολα επαληθεύουµε ότι

ϕ−1
N (a, b) =

(
2a

1 + a2 + b2
,

2b

1 + a2 + b2
,
−1 + a2 + b2

1 + a2 + b2

)
.
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΄Αρα ϕN(UN) = R2 είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του R2 . Με ανάλογο τρόπο,
επαληθεύουµε ότι, για κάθε (a, b) ∈ R2,

ϕ−1
S (a, b) =

(
2a

1 + a2 + b2
,

2b

1 + a2 + b2
,
1− a2 − b2

1 + a2 + b2

)
,

δηλαδή, ϕS είναι επί του R2 και ϕS(US) = R2 ⊆ R2 είναι ανοιχτό.
΄Ετσι έχουµε δείξει ότι (UN , ϕN), (US, ϕS) είναι 2–διάστατοι χάρτες της S2.
(Ε2) Τα ηµισφαίρια. Ορίζουµε το σύνολα

U+
z := {(x, y, z) ∈ S2 : z > 0},

U−
z := {(x, y, z) ∈ S2 : z < 0},

Dz := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}.

∆ηλαδή, U+
z (αντίστ. U−

z ) είναι το ϑετικό (αντίστ. το αρνητικό) ηµισφαίριο πάνω
(αντίστ. κάτω) από το επίπεδο των x, y, χωρίς τον ισηµερινό, ενώ Dz είναι ο
ανοιχτός δίσκος µε κέντρο (0, 0, 0) και ακτίνα 1 στο επίπεδο των x, y. Ακόµη,
ορίζουµε τις απεικονίσεις

ϕ+
z : U+

z → Dz : (x, y, z) → (x, y),

ϕ−
z : U−

z → Dz : (x, y, z) → (x, y),

δηλαδή, ϕ+
z , ϕ

−
z είναι οι προβολές των προηγούµενων ηµισφαιρίων στο δίσκο

που τα χωρίζει. Τότε τα Ϲεύγη (U+
z , ϕ

+
z ), (U

−
z , ϕ

−
z ) είναι χάρτες. Είναι άµεσο

ότι οι απεικονίσεις ϕ+
z , ϕ

−
z είναι 1–1. Ακόµη είναι επί του Dz µε

(ϕ+
z )

−1(x, y) = (x, y,
√

1− x2 − y2)

(ϕ−
z )

−1(x, y) = (x, y,−
√
1− x2 − y2)

για κάθε (x, y) ∈ Dz. ΄Αρα ϕ+
z (U

+
z ) := ϕ−

z (U
−
z ) = Dz ⊆ R2 είναι ανοιχτά.

Συνολικά µπορούµε να ορίσουµε έξι 2-διάστατους χάρτες (Uα
i ϕ

α
i ), µε

i = x, y, z και α = +, − στο S2.
(Ζ) Ο προβολικός χώρος P2(R). Θεωρούµε τον ευκλείδειο χώρο R3 και

ορίζουµε στον R3 \ {(0, 0, 0)} τη σχέση

(x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇔
∃ λ ∈ R \ {0} : yi = λxi, ∀ i = 1, 2, 3.
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Εύκολα επαληθεύουµε ότι η ανωτέρω σχέση είναι µια ισοδυναµία και συµ-
ϐολίζουµε µε [(x1, x2, x3)] την κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου (x1, x2, x3) ∈
R3 \ {(0, 0, 0)}. Το σύνολο των ανωτέρω κλάσεων, δηλαδή το σύνολο-πηλίκο

P2(R) := (R3 \ {(0, 0, 0)})/ ∼,

καλείται προβολικός χώρος.
Θεωρούµε Ui = {[(x1, x2, x3)] ∈ P2(R) : xi ̸= 0} (i = 1, 2, 3) και ορίζουµε

τις απεικονίσεις

ϕ1 : U1 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7−→
(
x2
x1
,
x3
x1

)
,

ϕ2 : U2 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7−→
(
x1
x2
,
x3
x2

)
,

ϕ3 : U3 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7−→
(
x1
x3
,
x2
x3

)
.

Αποδεικνύουµε ότι (U1, ϕ1) είναι 2–διάστατος χάρτης του P2(R): πρώτα πα-
ϱατηρούµε ότι ϕ1 είναι 1–1, διότι, αν ϕ1([(x1, x2, x3)]) = ϕ1([(y1, y2, y3)]), τότε

xi
x1

=
yi
y1
,

για i = 2, 3, δηλαδή
yi
xi

=
y1
x1

= λ ̸= 0,

απ΄ όπου συµπεραίνουµε ότι [(x1, x2, x3)] = [(y1, y2, y3)]. Ακόµη ϕ1(U1) =
R2. Πράγµατι, για κάθε (a, b) ∈ R2 έχουµε ότι

ϕ1([(1, a, b)]) = (a, b),

δηλαδή η απεικόνιση ϕ1 είναι επί. ΄Αρα, ϕ1(U1) είναι ανοιχτό υποσύνολο του
R2 και (U1, ϕ1) είναι χάρτης. Με ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι τα Ϲεύγη
(U2, ϕ2) και (U3, ϕ3) είναι 2–διάστατοι χάρτες.

2 Συµβιβαστότητα χαρτών

2.1 Ορισµός. ΄Εστω (U, ϕ) και (V, ψ) χάρτες του M . Λέµε ότι (U, ϕ) και
(V, ψ) είναι Ck–συµβιβαστοί (k = 0, 1, . . . ,∞) σε κάθε µια από τις επόµενες
περιπτώσεις :
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(1) U ∩ V = ∅.
(2) U ∩ V ̸= ∅, ϕ(U ∩ V ) και ψ(U ∩ V ) είναι ανοιχτά υποσύνολα του Rm

και οι απεικονίσεις µεταφοράς ή αλλαγής των συντεταγµένων

(1)
ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),

ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) −→ ϕ(U ∩ V ),

είναι Ck-διαφορίσιµες (σε κάθε σηµείο των πεδίων ορισµού τους).

Επειδή οι απεικονίσεις (1) είναι αντίστροφες η µια της άλλης, η προη-
γούµενη συνθήκη διαφορισιµότητας συνεπάγεται ότι και οι δύο απεικονίσεις
είναι Ck-αµφιδιαφορίσεις.

Για k = 0, οι απεικονίσεις ψ ◦ ϕ−1 και ϕ ◦ ψ−1 είναι µόνον συνεχείς
(εποµένως οµοιοµορφισµοί).

Στην τελευταία περίπτωση, οι χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ) λέγονται τοπολο-

γικά συµβιβαστοί. Αν k = ∞, οι χάρτες λέγονται διαφορικά συµβιβαστοί.
Προφανώς, η διαφορική συµβιβαστότητα των χαρτών συνεπάγεται την Ck–

συµβιβαστότητά τους, για κάθε k ∈ N, και η τελευταία, µε τη σειρά της,
συνεπάγεται την τοπολογική τους συµβιβαστότητα.
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Αν κάποιος ϑέλει να είναι τυπικός, οι απεικονίσεις (1) έπρεπε να γράφο-
νται ψ ◦ (ϕ−1|ϕ(U∩V )) και ϕ ◦ (ψ−1|ψ(U∩V )). ΄Οµως, χάριν απλότητας, δεν ϑα
γράφουµε τον περιορισµό όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης.

2.2 Παρατήρηση. Η Ck–συµβιβαστότητα δύο τεµνόµενων χαρτών συνεπάγε-
ται ότι οι χάρτες έχουν την ίδια διάσταση. Πράγµατι, έστω ότι (U, ϕ) και (V, ψ)
είναι Ck–συµβιβαστοί χάρτες διάστασης m και n, αντίστοιχα, µε U ∩ V ̸= ∅.
Αν k ≥ 1, η απεικόνιση µεταφοράς ψ ◦ϕ−1 είναι µια Ck–αµφιδιαφόριση, έτσι,
για κάθε x ∈ U ∩ V , το διαφορικό D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) : Rm → Rn υπάρχει και
είναι ένας γραµµικός ισοµορφισµός, εποµένως m = n. Αν k = 0, τα ανοιχτά
σύνολα ϕ(U ∩V ) και ψ(U ∩V ) στους χώρους Rm και Rn είναι οµοιοµορφικά
και η ισότητα των διαστάσεων είναι ένα αποτέλεσµα του Θεωρήµατος του
Brawer (Invariance of domain) της Αλγεβρικής Τοπολογίας.

Μη τεµνόµενοι χάρτες (του ίδιου χώρου M ), δεν είναι κατ΄ ανάγκη της
ίδιας διάστασης.

2.3 Παραδείγµατα. Παρακάτω αναφερόµαστε στους χάρτες των Παραδειγ-
µάτων 1.2.

(Α-Β) Στα Παραδείγµατα (Α) και (Β) ο χώρος M έχει ολικό χάρτη. Εν
προκειµένω, ισχύει ότι κάθε χάρτης είναι διαφορικά συµβιβαστός µε τον εαυτό

του. Πράγµατι : ΄Εστω (U, ϕ) ένας n-διάστατος χάρτης ενός συνόλου M . Τότε

ϕ(U ∩ U) = ϕ(U) ⊆ Rn

είναι ανοιχτό, από τον ορισµό του χάρτη, και

ϕ ◦ ϕ−1 = idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

είναι C∞-αµφιδιαφόριση.
(Γ) Αν S ⊆ R3 είναι µια κανονική επιφάνεια, τότε κάθε Ϲεύγος κανονικών

παραµετρήσεων (Ui, ri,Wi) και (Uj, rj,Wj) ορίζει Ϲεύγος χαρτών (Wi, r
−1
i ) και

(Wj, r
−1
j ) που είναι διαφορικά συµβιβαστοί : ανWi∩Wj ̸= ∅, τότε r−1

i (Wi∩Wj)

και r−1
j (Wi∩Wj) είναι ανοιχτά στο R2, διότιWi∩Wj είναι η τοµή δύο ανοιχτών

υποσυνόλων του S και ri, rj είναι οµοιοµορφισµοί. Η διαφορισιµότητα της
απεικόνισης µεταφοράς r−1

j ◦ (r−1
i )−1 = r−1

j ◦ ri είναι συνέπεια της τοπικής
σύµπτωσης κάθε κανονικής παραµέτρησης µε ένα γράφηµα (παραµέτρηση
Monge).

(∆1–∆2) Για την απόδειξη ότι οι χάρτες του Παραδείγµατος 1.2(∆1) (αντ.
(∆2) ) είναι διαφορικά συµβιβαστοί παραπέµπουµε στην απόδειξη της διαφο-
ϱικής συµβιβαστότητας των αντίστοιχων χαρτών της µοναδιαίας σφαίρας.
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(∆3) Για την συµβιβαστότητα των χαρτών (UN , θN) και (US, θS) παρατη-
ϱούµε ότι UN ∩ US = UN \ {S} = US \ {N} και

θN(UN ∩ US) = (π/2, 3π/2) ∪ (3π/2, 5π/2),

θS(UN ∩ US) = (−π/2, π/2) ∪ (π/2, 3π/2),

δηλαδή είναι ανοιχτά υποσύνολα του R, ενώ η απεικόνιση µεταφοράς

θN ◦ θ−1
S : θN(UN ∩ US) −→ θS(UN ∩ US)

δίνεται από τον τύπο

θN ◦ θ−1
S (t) =

{
t, t ∈ (π/2, 3π/2),

t+ 2π, t ∈ (−π/2, π/2),

είναι εποµένως C∞–αµφιδιαφόριση και οι εν λόγω χάρτες είναι διαφορικά
συµβιβαστοί.

(Ε1) Θεωρούµε τους δύο χάρτες των στερεογραφικών προβολών (UN , ϕN),
(US, ϕS). Παρατηρούµε ότι πάλι UN ∩US = UN \ {S} = US \ {N}, εποµένως

ϕN(UN ∩ US) = ϕN(UN \ {S}) = ϕN(UN) \ {ϕN(S)}
= R2 \ {(0, 0)},

ϕS(UN ∩ US) = ϕS(US \ {N}) = ϕS(US) \ {ϕS(N)}
= R2 \ {(0, 0)}.

΄Αρα η εικόνες

ϕN(UN ∩ UN) = ϕS(UN ∩ US) = R2 \ {(0, 0)} ⊆ R2

είναι ανοιχτές. Ακόµη, οι απεικονίσεις

ϕS ◦ ϕ−1
N , ϕN ◦ ϕ−1

S : R2 \ {(0, 0)} −→ R2 \ {(0, 0)}

δίνονται από τον τύπο

ϕS ◦ ϕ−1
N (a, b) = ϕN ◦ ϕ−1

S (a, b) =

(
a

a2 + b2
,

b

a2 + b2

)
,

για κάθε (a, b) ∈ R2 \{(0, 0)}, δηλαδή είναι C∞–απεικονίσεις. ΄Αρα, οι χάρτες
(UN , ϕN) και (US, ϕS) είναι διαφορικά συµβιβαστοί.
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(Ε2 ) Θεωρούµε τους έξι χάρτες (Uα
i ϕ

α
i ), µε i = x, y, z και α = +, − και

τους τρεις δίσκους Di, i = x, y, z. Αποδεικνύουµε τη συµβιβαστότητα των
(U+

x ϕ
+
x ) και (U−

y ϕ
−
y ). ΄Εχουµε

U+
x ∩ U−

y = {(x, y, z) ∈ S2 : x > 0, y < 0},

εποµένως

U+
x ∩ U−

y ∋ (x, y, z) 7−→ ϕ+
x (x, y, z) = (y, z) ∈ Dx,

µε y < 0, δηλαδή

ϕ+
x (U

+
x ∩ U−

y ) = Dx ∩ {(y, z) ∈ R2 : y < 0}.

΄Αρα, ϕ+
x (U

+
x ∩ U−

y ) είναι το εσωτερικό του µισού του δίσκου Dx και είναι ένα
ανοιχτό υποσύνολο του R2. ΄Οµοια,

ϕ−
y (U

+
x ∩ U−

y ) = Dy ∩ {(x, z) ∈ R2 : x > 0} ⊆ R2

είναι ανοιχτό.
Για τη διαφορισιµότητα των απεικονίσεων µεταφοράς, παρατηρούµε ότι,

για κάθε (y, z) ∈ ϕ+
x (U

+
x ∩ U−

y ), δηλαδή για κάθε (y, z) ∈ R2 µε y2 + z2 < 1
και y < 0, έχουµε

(ϕ−
y ◦ (ϕ+

x )
−1)(y, z) = ϕ−

y (
√

1− y2 − z2, y, z)

= (
√

1− y2 − z2, z),

εποµένως η απεικόνιση ϕ−
y ◦ (ϕ+

x )
−1 είναι C∞–διαφορίσιµη στο πεδίο ορισµού

της, και, για κάθε (x, z) ∈ ϕ−
y (U

+
x ∩ U−

y ), δηλαδή, για κάθε (x, z) ∈ R2 µε
x2 + z2 < 1 και x > 0, έχουµε

(ϕ+
x ◦ (ϕ−

y )
−1)(x, z) = ϕ+

x (x, −
√
1− x2 − z2, z)

= (−
√
1− x2 − z2, z),

σαν αποτέλεσµα, ϕ+
x ◦ (ϕ−

y )
−1 είναι C∞–διαφορίσιµη στο πεδίο ορισµού της.

Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε τη συµβιβαστότητα κάθε άλλου Ϲεύγους
από τους ανωτέρω χάρτες.

(Ζ) ∆είχνουµε ότι οι χάρτες (Ui, ϕi), µε i = 1, 2, 3, είναι διαφορικά συµβι-
ϐαστοί. Ας ϑεωρήσουµε τους (U1, ϕ1) και (U2, ϕ2):

U1 ∩ U2 = {[(x1, x2, x3)] ∈ P2(R) : x1 ̸= 0, x2 ̸= 0},
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εποµένως, αν [(x1, x2, x3)] ∈ U1 ∩ U2, τότε

ϕ1([(x1, x2, x3)]) =

(
x2
x1
,
x3
x1

)
∈ (R \ {0})× R

και αν (a, b) ∈ (R\{0})×R τότε [(1, a, b)] ∈ U1∩U2 µε ϕ1([(1, a, b)]) = (a, b),
δηλαδή ϕ1(U1 ∩ U2) = (R \ {0}) × R που είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του
R2. Για τις απεικονίσεις µεταφοράς παρατηρούµε ότι

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 = ϕ1 ◦ ϕ−1

2 : (R \ {0})× R −→ (R \ {0})× R : (a, b) 7−→
(
1

a
,
b

a

)
,

δηλαδή είναι C∞–απεικονίσεις. ΄Οµοια δείχνουµε την διαφορική συµβιβα-
στότητα των άλλων Ϲευγών χαρτών.



ΜΑΘΗΜΑ 02

1 ΄Ατλαντες

1.1 Ορισµός. ΄Εστω M ̸= ∅ ένα σύνολο και

A = {(Ui, ϕi) : i ∈ I}

µια οικογένεια από χάρτες του M . Η οικογένεια A λέγεται Ck–άτλαντας του

M , αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες :

1) {Ui}i∈I είναι µια κάλυψη του M , και

2) γιά κάθε i, j ∈ I, οι χάρτες (Ui, ϕi), (Uj, ϕj) είναι Ck–συµβιβαστοί.

΄Ενας C0
–άτλαντας του M ϑα λέγεται τοπολογικός άτλαντας, ενώ ένας

C∞
–άτλαντας ϑα λέγεται διαφορικός άτλαντας.

Αν όλοι οι χάρτες ενός άτλαντα A έχουν την ίδια διάσταση m ∈ N, ο A
ονοµάζεται m–διάστατος.

1.2 Παραδείγµατα. Παρακάτω αναφερόµαστε πάλι στα Παραδείγµατα 1.2

του Μαθήµατος 01.

(Α) Για κάθε ανοιχτό A ⊆ Rm
, το µονοσύνολο

A = {(A, idA)}

είναι ένας m–διάστατος διαφορικός άτλαντας του A.

(Β) ΄Εστω V ένας n–διάστατος πραγµατικός διανυσµατικός χώρος και

ψ : V → Rn
ένας γραµµικός ισοµορφισµός. Το µονοσύνολο

A := {(V, ψ)}

είναι ένας n–διάστατος διαφορικός άτλαντας του V .

(Γ) Αν S ⊆ R3
είναι µια κανονική επιφάνεια και {(Ui, ri,Wi) : i ∈ I}

είναι µια οικογένεια από κανονικές παραµετρήσεις της S, έτσι ώστε {Wi}i∈I
να είναι µια ανοιχτή κάλυψη της S, τότε το σύνολο

A = {(Wi, r
−1
i ) : i ∈ I}
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είναι ένας 2–διάστατος διαφορικός άτλαντας της S.

(∆) Οι οικογένειες

A := {(UN , ϕN), (US, ϕS)},
B := {(Ua

i , ϕ
a
i ) | a = +,− και i = x, y},

C := {(UN , θN), (US, θS)}

είναι 1–διάστατοι διαφορικοί άτλαντες του µοναδιαίου κύκλου.

(Ε) Αντίστοιχα µε τον κύκλο, οι οικογένειες

A := {(UN , ϕN), (US, ϕS)},
B := {(Ua

i , ϕ
a
i ) | a = +,− και i = x, y, z}

είναι 2–διάστατοι διαφορικοί άτλαντες της µοναδιαίας σφαίρας.

(Ζ) Το σύνολο

A := {(Ui, ϕi) : i = 1, 2, 3}

είναι 2–διάστατος διαφορικός άτλαντας του P2(R).

Συµβολίζουµε µε Ak
m(M) το σύνολο όλων των m–διάστατων Ck–ατλάντων

επί ενός συνόλου M ̸= ∅.

1.3 Ορισµός. ΄Εστω A,B ∈ Ak
m(M). Θα λέµε ότι ο A είναι µικρότερος του

B και ϑα γράφουµε A ≤ B, αν ο A περιέχεται (συνολοθεωρητικά) στον B.

∆ηλαδή,

(1) A ≤ B ⇐⇒ A ⊆ B.

Είναι ϕανερό ότι

η σχέση (1) ορίζει µιά µερική διάταξη στο Ak
m(M).

1.4 Ορισµός. ΄Εστω A, B ∈ Ak
m(M). Θα λέµε ότι A και B είναι Ck–

συµβιβαστοί και ϑα γράφουµε A k∼ B, αν η οικογένεια A ∪ B είναι ένας

Ck–άτλαντας, δηλαδή,

(2) A k∼ B ⇐⇒ A∪ B ∈ Ak
m(M).
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Η ένωση δύο Ck–ατλάντων είναι πάντοτε µια κάλυψη του M . Από την

άλλη µεριά, αν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A ∪ B, τότε είτε οι δύο χάρτες ανήκουν στον

ίδιο άτλαντα, ή ο ένας ανήκει στον A και ο άλλος ανήκει στον B. Στην

πρώτη περίπτωση, η συµβιβαστότητά τους εξασφαλίζεται από τον Ορισµό 1.1,

εποµένως αρκεί να ελέγξουµε την συµβιβαστότητα στην δεύτερη περίπτωση.

΄Αρα,

A k∼ B, αν και µόνον αν, κάθε χάρτης του A είναι Ck–συµϐιϐαστός µε

κάθε χάρτη του B.

Ακόµη σηµειώνουµε ότι αν A ≤ B, τότε A ∪ B = B ∈ Ak
m(M), δηλαδή,

η σχέση διάταξης (1) συνεπάγεται την σχέση συµβιβαστότητας (2).

1.5 Πρόταση. Στο σύνολο Ak
m(M), η σχέση (2) είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η σχέση
k∼ είναι προφανώς αυτοπαθής και συµµετρική. ΄Εστω

τώρα A, B, C ∈ Ak
m(M) µε A k∼ B και B k∼ C. Θα δείξουµε ότι η σχέση (2)

είναι µεταβατική, δηλαδή, A k∼ C.

΄Εστω (U, ϕ) ∈ A και (W,χ) ∈ C µε U ∩W ̸= ∅.

Πρώτα πρέπει να δείξουµε ότι ϕ(U∩W ), χ(U∩W ) είναι ανοιχτά υποσύνο-

λα του Rm
. Για να δείξουµε ότι ϕ(U ∩W ) είναι ανοιχτό, αρκεί να δείξουµε

ότι, για κάθε a ∈ ϕ(U ∩W ), υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο B του Rm
, µε

a ∈ B ⊆ ϕ(U ∩W ).

Θεωρούµε λοιπόν ένα a ∈ ϕ(U ∩ W ) και ϑέτουµε x := ϕ−1(a) ∈ U ∩ W .

Επειδή οι χάρτες του B καλύπτουν το M , υπάρχει (V, ψ) ∈ B µε x ∈ V ,

εποµένως x ∈ A := U ∩ V ∩W . Παρατηρούµε ότι

ϕ(A) = ϕ(U ∩ V ∩W ) = (ϕ ◦ ψ−1)(ψ(U ∩ V ∩W )) =

= (ϕ ◦ ψ−1)(ψ(U ∩ V ) ∩ ψ(V ∩W )).

Οι χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ) είναι Ck–συµβιβαστοί από την υπόθεση, εποµένως

το ψ(U ∩V ) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
. ΄Οµοια, το ψ(V ∩W ) είναι

ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
, λόγω της συµβιβαστότητας των (V, ψ) και

(W,χ). Εποµένως, ϕ(A) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
, ως εικόνα του
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ανοιχτού ψ(U ∩ V ) ∩ ψ(V ∩W ) µέσω του οµοιοµορφισµού ϕ ◦ ψ−1
. Επειδή

ισχύει a ∈ ϕ(A) ⊆ ϕ(U ∩W ), ϑέτοντας B := ϕ(A), έχουµε την Ϲητούµενη

σχέση, εποµένως ϕ(U ∩W ) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
. Ανάλογα,

δείχνουµε ότι χ(U ∩W ) είναι επίσης ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm
.

Κατόπιν πρέπει να δείξουµε ότι οι απεικονίσεις µεταφοράς

χ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩W ) −→ χ(U ∩W )(5)

ϕ ◦ χ−1 : χ(U ∩W ) −→ ϕ(U ∩W )(6)

είναι Ck–διαφορίσιµες. ∆είχνουµε την διαφορισιµότητα της πρώτης (µε ανά-

λογο τρόπο δείχνουµε και την διαφορισιµότητα της δεύτερης). Επειδή η

διαφορισιµότητα είναι µια τοπική ιδιότητα, αρκεί να δείξουµε ότι, για κάθε

a ∈ ϕ(U ∩ V ), υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο B του ϕ(U ∩ V ), τέτοιο ώστε

a ∈ B και ο περιορισµός της ψ ◦ ϕ−1
στο B, δηλαδή η απεικόνιση ψ ◦ ϕ−1|B,

είναι Ck–διαφορίσιµη.

΄Οπως πριν, ϑεωρούµε τον χάρτη (V, ψ) ∈ B µε x := ϕ−1(a) ∈ V και την

τοµή A := U ∩ V ∩W ∋ x. ∆είξαµε πριν ότι οι εικόνες ϕ(A) και χ(A) =
χ(U ∩W )∩χ(V ∩W ) είναι ανοιχτά υποσύνολα του Rm

. Από την άλλη µεριά,

η Ck–συµβιβαστότητα των χαρτών (U, ϕ), (V, ψ) και (V, ψ), (W,χ) συνεπάγεται

την Ck–διαφορισιµότητα των απεικονίσεων

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ),

χ ◦ ψ−1 : ψ(V ∩W ) → χ(V ∩W ).

Σαν αποτέλεσµα, οι περιορισµοί των προηγούµενων απεικονίσεων στα ϕ(A),
ψ(A) αντίστοιχα, είναι Ck–διαφορίσιµες απεικονίσεις της µορφής

ψ ◦ ϕ−1|ϕ(A) : ϕ(A) → ψ(A), χ ◦ ψ−1|ψ(A) : ψ(A) → χ(A).

Εποµένως, η σύνθεσή τους

χ ◦ ϕ−1|ϕ(A) = (χ ◦ ψ−1|ψ(A)) ◦ (ψ ◦ ϕ−1|ϕ(A))

είναι Ck–απεικόνιση. ΄Ετσι έχουµε αποδείξει ότι η χ◦ϕ−1
είναι Ck–διαφορίσιµη

στην περιοχή B = ϕ(A) του a, που σηµαίνει ότι η (5) είναι επίσης Ck–
διαφορίσιµη.

΄Αρα έχουµε αποδείξει την Ck–συµβιβαστότητα των χαρτών (U, ϕ), (V, ψ),
εποµένως και την Ck–συµβιβαστότητα των ατλάντων A και C.
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2 Πολλαπλότητες

2.1 Ορισµός. ΄Ενας (m–διάστατος) Ck–άτλαντας A επί του M ονοµάζεται

µέγιστος, αν είναι ένα µεγιστικό στοιχείο του Ak
m(M), ως προς την διάτα-

ξη (1), δηλαδή, αν

B ∈ Ak
m(M), A ≤ B =⇒ A = B.

Ας υποθέσουµε ότι A ∈ Ak
m(M) είναι µέγιστος και ότι (U, ϕ) είναι ένας

(m-διάστατος) χάρτης επί του M , που είναι Ck–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη

του A. Τότε A ⊆ A ∪ {(U, ϕ)} ∈ Ak
m(M), εποµένως από τον ορισµό του

µέγιστου άτλαντα, A = A ∪ {(U, ϕ)}, δηλαδή (U, ϕ) ∈ A. Αντίστροφα, ας

υποθέσουµε ότι A περιέχει κάθε χάρτη συµβιβαστό µε όλους τους χάρτες του

A, και έστω A ≤ B ∈ Ak
m(M). Τότε, αφού B είναι ένας άτλαντας, κάθε

χάρτης του B είναι Ck–συµβιβαστός µε κάθε άλλο χάρτη του B, εποµένως µε

όλους τους χάρτες του A, οπότε, από την υπόθεση, κάθε χάρτης του B ανήκει

στον A, δηλαδή B ≤ A, και τελικά B = A. ΄Εχουµε έτσι αποδείξει ότι

΄Ενας άτλαντας A ∈ Ak
m(M) είναι µέγιστος, αν και µόνον αν, για κάθε

χάρτη (U, ϕ) του M , που είναι Ck–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη του A,

έχουµε ότι (U, ϕ) ∈ A.

΄Εστω τώρα ένας A ∈ Ak
m(M) και η κλάση [A] ως προς την σχέση ισοδυνα-

µίας (2). Θεωρούµε την ένωση A∗
όλων των ατλάντων B που είναι ισοδύναµοι

(: Ck–συµβιβαστοί) µε τον A, δηλ.

(7) A∗ :=
⋃

B∈[A]

B.

Τότε :

(1) Ο A∗
είναι άτλαντας. Πράγµατι, A ⊆ A∗

και ο A είναι κάλυψη του

M , άρα και ο A∗
είναι κάλυψη. ΄Εστω (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ A∗

. Τότε υπάρχουν

άτλαντες B1,B2 ∈ [A], µε (U1, ϕ1) ∈ B1 και (U2, ϕ2) ∈ B2. Επειδή B1
k∼ A

και A k∼ B2, από την µεταβατικότητα της
k∼, έχουµε B1

k∼ B2 και οι (U1, ϕ1),
(U2, ϕ2) είναι Ck–συµβιβαστοί. ΄Αρα ο A∗

είναι ένας m–διάστατος Ck–άτλαντας

επί του M .

(2) Ο A∗
είναι µεγαλύτερος του A. Είναι προφανές, αφού A ∈ [A], προ-

κύπτει ότι A ⊆ A∗
(άρα και A k∼ A∗

, δηλ. A∗ ∈ [A]).
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(3) Ο A∗
είναι µέγιστος. Πράγµατι, έστω C ∈ Ak

m µε A∗ ≤ C. Τότε

C k∼ A∗ k∼ A, δηλ. C ∈ [A] και C ⊆ A∗
. ΄Αρα C = A∗

.

(4) Ο A∗
είναι ο µοναδικός µέγιστος άτλαντας στο Ak

m που περιέχει τον A.

Πράγµατι : ΄Εστω D ένας µέγιστος άτλαντας, µε A ⊆ D. Τότε D k∼ A, άρα

D ∈ [A] και D ⊆ A∗
. ΄Οµως D µέγιστος, και ο τελευταίος εγκλεισµός µας

δίνει D = A∗
.

Τα ανωτέρω έχουν αποδείξει το επόµενο

2.2 Θεώρηµα. Για κάθε A ∈ Ak
m(M), υπάρχει ένα µοναδικός µέγιστος άτλα-

ντας A∗ ∈ Ak
m(M), µε A ⊆ A∗

.

Αξίζει να δούµε και µια δεύτερη περιγραφή του µέγιστου που περιέχει

ένα δεδοµένο άτλαντα A.

Συµβολίζουµε µε A′
το σύνολο όλων των m–διάστατων χαρτών του M , που

είναι Ck–συµβιβαστοί µε όλους τους χάρτες του A. Προφανώς A ⊆ A′
.

Θα δείξουµε ότι A′
είναι ένας Ck–άτλαντας. Είναι άµεσο ότι οι χάρτες

του αποτελούν κάλυψη του M . Γιά την συµβιβαστότητα των χαρτών του,

ϑεωρούµε δύο τυχαίους χάρτες (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A′
. Επειδή αυτοί οι χάρτες

είναι Ck–συµβιβαστοί µε κάθε χάρτη του A, οι οικογένειες A1 := A∪{(U, ϕ)}
και A2 := A∪{(V, ψ)} ανήκουν στο Ak

m(M), και A k∼ A1, όπως και A k∼ A2.

Λόγω της µεταβατικότητας της
k∼, έχουµε A1

k∼ A2, εποµένως οι χάρτες (U, ϕ)
και (V, ψ) του A′

είναι Ck–συµβιβαστοί και ο A′
είναι ένας m–διάστατος Ck–

άτλαντας.

Θα δείξουµε τώρα, ότι A′
είναι µέγιστος. Πράγµατι, αν (U, ϕ) είναι χάρ-

της του M , Ck–συµβιβαστός µε τους χάρτες του A′
, τότε (U, ϕ) είναι Ck–

συµβιβαστός µε τους χάρτες του A (αφού A ⊆ A′
), εποµένως, σύµφωνα µε το

ορισµό του A′
, έχουµε ότι (U, ϕ) ∈ A′

, δηλαδή A′
είναι µέγιστος.

Η µοναδικότητα του µέγιστου που περιέχει τον A, από το Θεώρηµα 2.2,

µας εξασφαλίζει ότι

(8) A′ = A∗.

Επίσης, από τον ορισµό του άτλαντα A∗
, έχουµε ότι για κάθε B ∈ [A], ισχύει

B∗ = A∗.

Αντίστροφα, αν A∗ = B∗
, τότε οι χάρτες του A και οι χάρτες του B ανήκουν

στον ίδιο άτλαντα A∗ = B∗
, δηλαδή, είναι Ck–συµβιβαστοί µεταξύ τους. Αρα,
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A k∼ B. ΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι

(9) A k∼ B ⇐⇒ A∗ = B∗.

2.3 Ορισµός. Λέµε ότι ένας µέγιστος άτλαντας A ∈ Ak
m(M) ορίζει µια

Ck–διαφορική δοµή επί του M , και ότι το Ϲεύγος (M,A) είναι µια

Ck–πολλαπλότητα. Αν όλοι οι χάρτες του A έχουν την ίδια διάσταση m,

λέµε ότι η m είναι η διάσταση της πολλαπλότητας και ότι το χώρος Rm

είναι το µοντέλο της πολλαπλότητας.

Ιδιαιτέρως, αν k = 0, λέµε ότι η (M,A) είναι µια τοπολογική πολλα-

πλότητα· αν k = ∞, λέµε ότι είναι µια διαφορική πολλαπλότητα.

Αν είναι σαφές ποιός άτλαντας ορίζει τη διαφορική δοµή, λέµε (και γρά-

ϕουµε) ‘‘η πολλαπλότητα M ’’.

2.4 Παράδειγµα. Γνωρίζουµε ότι (Rn, idRn) είναι n–διάστατος ολικός χάρτης

του Rn
και A = {(Rn, idRn)} είναι n–διάστατος διαφορικός άτλαντας του Rn

.

΄Αρα ϑεωρώντας τον αντίστοιχο µέγιστο A∗
παίρνουµε µια διαφορική πολλα-

πλότητα (Rn,A∗). Θα αναφερόµαστε σε αυτήν ως την συνήθη διαφορική δοµή

του Rn
.

2.5 Παρατήρηση. Η σηµασία του Θεωρήµατος 2.2 είναι προϕανής. Για να

ελέγξουµε αν ένα σύνολο M είναι πολλαπλότητα (δηλαδή, αν έχει ένα µέγι-

στο άτλαντα), αρκεί να ϐρούµε ένα (µη µέγιστο) άτλαντα· τότε ο αντίστοιχος

µέγιστος άτλαντας ορίζει τη Ϲητούµενη δοµή πολλαπλότητας.

2.6 Παρατήρηση. (1) Είναι αποτέλεσµα της ∆ιαφορικής Τοπολογίας, ότι αν

ένας χώρος M έχει ένα Ck–άτλαντα, k ≥ 1, τότε έχει επίσης και ένα Ck+1
–

άτλαντα. Αυτό δεν αληθεύει γιά k = 0, δηλαδή αν ο αρχικός άτλαντας είναι

τοπολογικός.

(2) ΄Ενας µέγιστος τοπολογικός άτλαντας µπορεί να περιέχει πολλούς µέγι-

στους διαφορικούς άτλαντες.

2.7 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) και (N,B) Ck–πολλαπλότητες διαστάσεων m
και n, αντίστοιχα. Τότε το καρτεσιανό γινόµενο M × N δέχεται τη δοµή µιας

(m+ n)–διάστατης Ck–πολλαπλότητας.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

C := {(U × V, ϕ× ψ) : (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B}.
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Θα δείξουµε ότι C είναι ένας Ck–άτλαντας του M ×N , διάστασης m+ n.

Πράγµατι, κάθε (U × V, ϕ × ψ) είναι ένας χάρτης του M × N , διότι η

απεικόνιση

ϕ× ψ : U × V → ϕ(U)× ψ(V ) : (x, y) 7→ (ϕ(x), ψ(y))

είναι 1–1 σαν καρτεσιανό γινόµενο 1–1 απεικονίσεων και η εικόνα της

ϕ(U) × ψ(V ) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm × Rn
σαν ένα καρτεσιανό

γινόµενο ανοιχτών συνόλων.

Ακόµη, οι χάρτες του C καλύπτουν το M × N : αν (x, y) ∈ M × N ,

τότε υπάρχουν (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U και y ∈ V , εποµένως

(x, y) ∈ U × V .

Τέλος, κάθε δύο χάρτες του C είναι συµβιβαστοί : πράγµατι, αν

(U1 × V1, ϕ1 × ψ1), (U2 × V2, ϕ2 × ψ2) ∈ C,

µε (U1 × V1) ∩ (U2 × V2) ̸= ∅, τότε U1 ∩ U2, V1 ∩ V2 ̸= ∅ και

(10)
(ϕ1 × ψ1)((U1 × V1) ∩ (U2 × V2)) =

= ϕ1(U1 ∩ U2)× ψ1(V1 ∩ V2)

(10
′
)

(ϕ2 × ψ2)((U1 × V1) ∩ (U2 × V2)) =

= ϕ2(U1 ∩ U2)× ψ2(V1 ∩ V2)

είναι ανοιχτά υποσύνολα του Rm × Rn
, σαν καρτεσιανό γινόµενο ανοιχτών

συνόλων και η απεικόνιση µεταφοράς

(ϕ2 × ψ2) ◦ (ϕ1 × ψ1)
−1 = (ϕ2 ◦ ϕ−1

1 ) × (ψ2 ◦ ψ−1
1 )

που στέλνει το σύνολο (10) στο σύνολο (10
′
) είναι Ck–αµφιδιαφόριση, σαν

καρτεσιανό γινόµενο Ck–αµφιδιαφορίσεων.

΄Αρα ο C είναι Ck–άτλαντας του M ×N και ο αντίστοιχος µέγιστος C∗ = C ′

ορίζει στο M ×N δοµή Ck–πολλαπλότητας.



ΜΑΘΗΜΑ 03

1 Η κανονική τοπολογία µιας πολλαπλότητας

Θα δείξουµε πρώτα ότι κάθε πολλαπλότητα είναι τοπολογικός χώρος και τότε
ϑα µελετήσουµε τις ιδιότητες της τοπολογίας της. Για το ορισµό µιας τοπολο-
γίας χρειαζόµαστε µόνον την ύπαρξη ενός τοπολογικού άτλαντα, έτσι, σε όλη
αυτή την παράγραφο, οι ϑεωρούµενες πολλαπλότητες είναι τοπολογικές.

1.1 Ορισµός. ΄Εστω A ένας m-διάστατος τοπολογικός άτλαντας επί του M
(όχι κατ΄ ανάγκη µέγιστος). ΄Ενα υποσύνολο A του M ϑα λέγεται ανοιχτό αν,
για κάθε (U, ϕ) ∈ A, το σύνολο ϕ(U ∩ A) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm.

Αν τA είναι το σύνολο όλων των ανοιχτών υποσυνόλων τουM που ορίζονται
από τον A, ως ανωτέρω, τότε ισχύει η επόµενη πρόταση.

1.2 Πρόταση. Το σύνολο τA είναι µια τοπολογία επί του M .

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει ∅ ∈ τA. Ακόµη, για κάθε (U, ϕ) ∈ A,

ϕ(M ∩ U) = ϕ(U)

είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm, από τον ορισµό του χάρτη, που αποδει-
κνύει ότι M ∈ τA.

΄Εστω τώρα A,B ∈ τA. Θα δείξουµε ότι A ∩ B ∈ τA. Πράγµατι, για κάθε
(U, ϕ) ∈ A

ϕ((A ∩B) ∩ U) = ϕ((A ∩ U) ∩ (B ∩ U)) = ϕ(A ∩ U) ∩ ϕ(B ∩ U).

Επειδή ϕ(A ∩ U), ϕ(B ∩ U) είναι ανοιχτά στο Rm, το ϕ((A ∩ B) ∩ U) είναι
ανοιχτό, σαν τοµή ανοιχτών του Rm.

΄Εστω τέλος (Ai)i∈I µια οικογένεια, µε Ai ∈ τA, για κάθε i ∈ I. Θα
δείξουµε ότι A := ∪i∈IAi ∈ τA. Πράγµατι, για κάθε χάρτη (U, ϕ) ∈ A,

A ∩ U = (∪i∈IAi) ∩ U = ∪i∈I(Ai ∩ U),
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εποµένως
ϕ(A ∩ U) = ϕ((∪i∈IAi) ∩ U) = ∪i∈Iϕ(Ai ∩ U)

είναι ανοιχτό στον Rm, σαν ένωση ανοιχτών, και η απόδειξη είναι πλήρης.

1.3 Πρόταση. Αν A είναι ένας m-διάστατος τοπολογικός άτλαντας επί του
M και τA είναι η τοπολογία που ορίζεται από τον A, τότε, για κάθε χάρτη
(U, ϕ) ∈ A, έχουµε :

i) U ∈ τA.
ii) Η απεικόνιση ϕ : U → ϕ(U) είναι οµοιοµορφισµός.

Απόδειξη. Για κάθε (V, ψ) ∈ A, λόγω της συµβιβαστότητας των χαρτών του A,
ψ(V ∩ U) είναι ανοιχτό στο Rm, εποµένως η i) ισχύει.

΄Οσον αφορά στην ii), πρέπει να δείξουµε ότι οι ϕ, ϕ−1 είναι συνεχείς.
Σηµειώνουµε ότι τα σύνολα U , ϕ(U) είναι τοπολογικοί χώροι µε τη σχετική
τοπολογία που ορίζεται από την τοπολογία των M , Rm αντίστοιχα. Εποµένως,
(ϐλ. Παράρτηµα Β) ένα σύνολο A είναι ανοιχτό για την σχετική τοπολογία
του U , αν και µόνον αν είναι ανοιχτό στην τA και A ⊆ U , και ένα σύνολο
B είναι ανοιχτό για την σχετική τοπολογία του ϕ(U), αν και µόνον αν είναι
ανοιχτό στην (συνήθη) τοπολογία του Rm και B ⊆ ϕ(U).

Για την συνέχεια της ϕ: ΄Εστω B ένα τυχαίο ανοιχτό υποσύνολο του ϕ(U)
(εποµένως του Rm). Θα δείξουµε ότι ϕ−1(B) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του
U (εποµένως του M ). ΄Εστω (V, ψ) ∈ A. Τότε, αφού ϕ−1(B) ⊆ U , είναι

ψ(ϕ−1(B) ∩ V ) = ψ(ϕ−1(B) ∩ U ∩ V )

= ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ(ϕ−1(B) ∩ U ∩ V )(1)
= (ψ ◦ ϕ−1)(B ∩ ϕ(U ∩ V )).

Λόγω της συµβιβαστότητας των χαρτών (U, ϕ) και (V, ψ), το ϕ(U ∩ V ) είναι
ανοιχτό στον Rm και το B∩ϕ(U∩V ) είναι ανοιχτό σαν τοµή ανοιχτών. Επειδή
η ψ ◦ ϕ−1 είναι οµοιοµορφισµός, µεταφέρει το ανοιχτό σύνολο B ∩ ϕ(U ∩ V )
στο ανοιχτό σύνολο (ψ ◦ ϕ−1)(B ∩ ϕ(U ∩ V )), άρα το σύνολο (1) είναι ανοιχτό
στον Rm, που συνεπάγεται ότι το ϕ−1(B) είναι ανοιχτό στην τA.

Για τη συνέχεια της ϕ−1 : ϕ(U) → U , αρκεί να δείξουµε ότι, αν A είναι ένα
ανοιχτό υποσύνολο του U , τότε (ϕ−1)−1(A) = ϕ(A) είναι ανοιχτό στο ϕ(U).
Πράγµατι, αν A είναι ανοιχτό στο U , είναι επίσης ανοιχτό στο M , εποµένως
σύµφωνα µε το ορισµό της τA, η εικόνα ϕ(A) = ϕ(A ∩ U) είναι ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Rm, εποµένως επίσης και του ϕ(U).



1 Η ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΜΙΑΣ ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΑΣ 3

1.4 Λήµµα. ΄Εστω A ένας άτλαντας επί ενός συνόλου M και A ∈ τA. Τότε,
για κάθε (U, ϕ) ∈ A µε U ∩A ̸= ∅, το Ϲεύγος (U ∩A, ϕ|U∩A) είναι ένας χάρτης
του M που ανήκει στον A∗.

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε U ∩ A ̸= ∅. Τότε ϕ|U∩A είναι
1–1 σαν περιορισµός µιας 1–1 απεικόνισης και ϕ(U ∩ A) είναι ανοιχτό στον
Rm, αφού A ∈ τA. ∆ηλαδή, (U ∩ A, ϕ|U∩A) είναι χάρτης του M .

Για να δείξουµε ότι (U ∩ A, ϕ|U∩A) ∈ A∗, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε
χάρτης (V, ψ) ∈ A είναι τοπολογικά συµβιβστός µε τον (U ∩A, ϕ|U∩A). Πράγ-
µατι, για U ∩ V ∩ A ̸= ∅, έχουµε ότι U ∩ V ∩ A ⊆ U ∩ V είναι ανοιχτό,
σαν τοµή τριών ανοιχτών, εποµένως οι οµοιοµορφισµοί ϕ : U → ϕ(U) και
ψ : V → ψ(V ) το στέλνουν στα ανοιχτά υποσύνολα ϕ(U ∩ V ∩ A) και
ψ(U ∩ V ∩ A) του Rm. Μένει να δείξουµε ότι οι απεικονίσεις ψ ◦ (ϕ|U∩A)

−1

και (ϕ|U∩A) ◦ ψ−1 είναι οµοιοµορφισµοί. ΄Οµως, λόγω της συµβιβαστότητας
των χαρτών (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A, οι απεικονίσεις µεταφοράς ψ ◦ϕ−1 και ϕ◦ψ−1

είναι οµοιοµορφισµοί. ΄Αρα

ψ ◦ (ϕ|U∩A)
−1 = (ψ ◦ ϕ−1)|ϕ(U∩V ∩A)

και
ϕ|(U∩A) ◦ ψ−1 = (ϕ ◦ ψ−1)|ψ(U∩V ∩A)

είναι οµοιοµορφισµοί σαν περιορισµοί οµοιοµορφισµών.

1.5 Πρόταση. ΄Εστω A ένας τοπολογικός άτλαντας επί του M και A∗ ο αντί-
στοιχος µέγιστος. Τότε τα πεδία ορισµού των χαρτών του A∗ ορίζουν µια ϐάση
για την τοπολογία τA.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε A ∈ τA και x ∈ A, υπάρχει
(U, ϕ) ∈ A∗ µε x ∈ U ⊆ A. Πράγµατι, αφού οι χάρτες του A καλύπτουν
το M , υπάρχει (V, ψ) ∈ A, µε x ∈ V . Θέτοντας U := V ∩ A, ϕ := ψ|U και
χρησιµοποιώντας το προηγούµενο λήµµα, παίρνουµε το αποτέλεσµα.

1.6 Ορισµός. Η τοπολογία που ορίζεται επί µιας πολλαπλότητας από ένα
µέγιστο άτλαντα ονοµάζεται κανονική τοπολογία της πολλαπλότητας.

Σε όλα τα επόµενα, όταν αναφερόµαστε στην τοπολογία µιας πολλαπλότη-
τας (M,A), ϑα εννοούµε την κανονική τοπολογία τA.

Αποδεικνύουµε τώρα ότι η ανωτέρω τοπολογία µπορεί να οριστεί από
οποιονδήποτε άτλαντα περιέχεται στον δεδοµένο µέγιστο.
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1.7 Πρόταση. ΄Εστω A ένας άτλαντας του M και έστω A∗ ο µοναδικός µέγι-
στος άτλαντας που περιέχει τον A. Συµβολίζουµε µε τA και τA∗ τις αντίστοιχες
τοπολογίες επί του M . Τότε τA = τA∗.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι οι δύο τοπολογίες έχουν την ίδια ϐάση.
Πράγµατι, από την Πρόταση 1.5, η τA έχει ϐάση που αποτελείται από τα
πεδία ορισµού των χαρτών του A∗. Παρόµοια, η τA∗ έχει ϐάση που αποτελεί-
ται από τα πεδία ορισµού των χαρτών του (A∗)∗ = A∗.

Σύµφωνα µε την προηγούµενη απόδειξη, δύο τοπολογικά συµβιβαστοί
άτλαντες A και B έχουν τον ίδιο µέγιστο A∗ = B∗, άρα ορίζουν επί του M την
ίδια τοπολογία. Πράγµατι,

τA = τA∗ = τB∗ = τB.

Το αντίστροφο ισχύει επίσης :

1.8 Πρόταση. ΄Εστω A, B άτλαντες επί του M , που ορίζουν επί του M την
ίδια τοπολογία τ . Τότε A, B είναι τοπολογικά συµβιβαστοί.

Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B. Τότε U ∩ V ∈ τ και ϕ|U∩V , ψ|U∩V
είναι οµοιοµορφισµοί. ΄Αρα ϕ(U ∩ V ), ψ(U ∩ V ) είναι ανοιχτά σαν εικόνες
ανοιχτών συνόλων µέσω οµοιοµορφισµών και ψ ◦ ϕ−1 είναι οµοιοµορφισµός
σαν σύνθεση οµοιοµορφισµών.

Συνδυάζοντας τα ανωτέρω αποτελέσµατα, παίρνουµε το επόµενο

1.9 Θεώρηµα. Οι άτλαντες A, B επί του M είναι τοπολογικά συµβιβαστοί, αν
και µόνον αν ορίζουν την ίδια τοπολογία επί του M . 2

Σε µερικές περιπτώσεις, εκτός από την κανονική τοπολογία, µια πολλα-
πλότητα M µπορεί επίσης να έχει µια άλλη τοπολογία τ (π.χ. η σφαίρα S2

έχει τη σχετική τοπολογία, σαν υπόχωρος του R3). Στην επόµενη πρόταση
συγκρίνουµε τις δύο τοπολογίες τA και τ .

1.10 Πρόταση. ΄Εστω (M, τ) ένας τοπολογικός χώρος, εφοδιασµένος µε έναν
άτλαντα A. Τότε οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

i) τ = τA.
ii) Για κάθε (U, ϕ) ∈ A, ισχύει ότι U ∈ τ και ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rm είναι

οµοιοµορφισµός ως προς την τ (όπου U έχει τη σχετική τοπολογία σαν ανοι-
χτό υποσύνολο του τοπολογικού χώρου (M, τ), και το ϕ(U) έχει την σχετική
τοπολογία σαν ανοιχτό υποσύνολο του Rm).
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Απόδειξη. Η συνεπαγωγή i) ⇒ ii) είναι γνωστή από την Πρόταση 1.3. Απο-
δεικνύουµε το αντίστροφο.

΄Εστω A ∈ τ . Θα αποδείξουµε ότι A ∈ τA. Θεωρούµε (U, ϕ) ∈ A. Επειδή
U ∈ τ , παίρνουµε ότι U ∩A ∈ τ , δηλαδή U ∩A είναι ανοιχτό υποσύνολο του
U (ως προς τ ). Εποµένως, ο οµοιοµορφισµός (ως προς τ ) ϕ στέλνει το U ∩ A
σε ένα ανοιχτό υποσύνολο του ϕ(U), το οποίο, µε τη σειρά του, είναι ανοιχτό
υποσύνολο του Rm, σαν εικόνα χάρτη. ΄Αρα, για κάθε (U, ϕ) ∈ A, έχουµε ότι
ϕ(U ∩ A) ⊆ Rm είναι ανοιχτό. ∆ηλαδή (ϐλ. Ορισµό 1.1), A ∈ τA και τ ⊆ τA.

Αντίστροφα, έστω B ∈ τA. Θα δείξουµε ότι B ∈ τ . Θεωρούµε και x ∈ B
και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Από την υπόθεση, U ∈ τ . Επειδή B ∈ τA, από
τον ορισµό της τA, ϕ(B ∩ U) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm, εποµένως και
του ϕ(U). Συνεπώς, ο οµοιοµορφισµός ϕ−1 στέλνει το ανοιχτό υποσύνολο
ϕ(B ∩ U) του ϕ(U) στο ανοιχτό B ∩ U του U (ως προς τ ). ΄Ετσι έχουµε
αποδείξει ότι, για κάθε B ∈ τA και κάθε x ∈ B, υπάρχει U ∩ B ∈ τ µε
x ∈ U ∩B ⊆ B. ΄Αρα B ∈ τ και τA ⊆ τ .

Μια πολλαπλότητα (M,A), εφοδιασµένη µε την κανονική τοπολογία τA,
πάντοτε έχει ορισµένες τοπολογικές ιδιότητες. Πιο συγκεκριµένα:

1.11 Πρόταση. ΄ΕστωA ένας άτλαντας επί τουM . Τότε (M, τA) είναι ένας T1–
χώρος, τοπικά συµπαγής, τοπικά συνεκτικός και τοπικά κατά τόξα συνεκτικός.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε ότι (M, τA) είναι T1: ΄Εστω x, y ∈ M µε x ̸= y.
Υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Αν y /∈ U , τότε U ∈ τA είναι η Ϲητούµενη
περιοχή. Αν y ∈ U , ϑεωρούµε το σηµεία ϕ(x) ̸= ϕ(y) ∈ ϕ(U). Επειδή ο
χώρος Rm (και ο ϕ(U)) είναι T1, υπάρχει ένα ανοιχτό A ⊆ ϕ(U), µε ϕ(x) ∈ A
και ϕ(y) /∈ A. Τότε ϕ−1(A) είναι η Ϲητούµενη περιοχή.

Αποδεικνύουµε τώρα τις άλλες ιδιότητες : ΄Εστω x ∈ M και A ανοιχτή
περιοχή του x. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Τότε x ∈ U ∩ A
και ϕ(U ∩ A) είναι ανοιχτή περιοχή του ϕ(x) στον Rm. Εποµένως, υπάρχει
ε > 0, µε

ϕ(x) ∈ B̂(ϕ(x), ε/2) ⊆ B(ϕ(x), ε) ⊆ ϕ(U ∩ A).

Παρατηρούµε ότι η κλειστή µπάλα B̂(ϕ(x), ε/2) είναι µια συµπαγής, συνε-
κτική και κατά τόξα συνεκτική περιοχή του ϕ(x). Επειδή οι οµοιοµορφι-
σµοί διατηρούν τις προηγούµενες ιδιότητες, ϕ−1(B̂(ϕ(x), ε/2)) ⊆ U ∩ A ⊆ A
είναι η Ϲητούµενη συµπαγής, συνεκτική και κατά τόξα συνεκτική περιοχή
του x.
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Οι προηγούµενες ιδιότητες της κανονικής τοπολογίας είναι τοπικές, δηλα-
δή αναφέρονται στις περιοχές ενός τυχαίου σηµείου. Οι ισχυρότερες ιδιότη-
τες (Hausdorff, συµπάγεια, συνεκτικότητα και κατά τόξα συνεκτικότητα) δεν
εξασφαλίζονται σε µια πολλαπλότητα, όπως µπορεί κανείς να δει στα επόµενα
Παραδείγµατα.

1.12 Παραδείγµατα.

(Α) Η κανονική τοπολογία του (Rm,A = {(Rm, idRm)}) είναι η συνήθης
τοπολογία του Rm, που τον κάνει µιά Hausdorff, συνεκτική και κατά τόξα
συνεκτική, µη συµπαγή πολλαπλότητα.

(Β) Η κανονική τοπολογία που ορίζεται στην µοναδιαία σφαίρα από τον
άτλαντα των στερεογραφικών προβολών (ή αυτόν των ηµισφαιρίων) είναι η
σχετική τοπολογία που ορίζεται από συνήθη τοπολογία του Rm, και κάνει
την S2 µιά Hausdorff, συνεκτική και κατά τόξα συνεκτική, συµπαγή
πολλαπλότητα.

(Γ) Οποιαδήποτε µη τεµνόµενα ανοιχτά A,B ⊆ Rm έχουν ένωση A ∪ B
που είναι πολλαπαπλότητα, µε άτλαντα αποτελούµενο από τον ολικό χάρτη
(A ∪ B, idA∪B). Η κανονική της τοπολογία, που συµπίπτει µε την σχετική
τοπολογία, κάνει την A∪B µια Hausdorff, µη συµπαγή, µη συνεκτική και
µη κατά τόξα συνεκτική πολλαπλότητα.

Μια ιδιαίτερη περίπτωση είναι ο χώρος GL(n,R): Θεωρούµε το χώρο
Mn×n(R) των n× n πραγµατικών πινάκων, που συµπίπτει µε τον ευκλείδειο
χώρο Rn2 µέσω του γραµµικού ισοµορφισµού

Φ : Mn×n(R) → Rn2

,

που στέλνει κάθε πίνακα A = (aij) στο διάνυσµα της µορφής

(a11, a12, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann).

Το Ϲεύγος (Mn×n(R), Φ) είναι ολικός χάρτης του Mn×n(R) και η απεικόνιση

det : Mn×n(R) → R : A→ det(A)

είναι συνεχής, εποµένως η γενική γραµµική οµάδα

GL(n,R) = det−1(R∗),

δηλαδή, το σύνολο των αντιστρέψιµων n× n πινάκων, είναι ένα ανοιχτό υπο-
σύνολο του Mm×m(R). Εποµένως, το Ϲεύγος (GL(n,R), Φ|GL(n,R)) είναι ένας
n2–διάστατος (ολικός) χάρτης του GL(n,R), και

A = {(GL(n,R), Φ|GL(n,R))}
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είναι ένας n2-διάστατος διαφορικός άτλαντας. Θεωρούµε την GL(n,R) εφο-
διασµένη µε τον αντίστοιχο µέγιστο άτλαντα. Ορίζουµε τα επόµενα υποσύνο-
λα του GL(n,R):

GL+(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : det(A) > 0},
GL−(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : det(A) < 0}.

Προφανώς,

GL+(n,R) = det−1(0,+∞) ⊆ GL(n,R),
GL−(n,R) = det−1(−∞, 0) ⊆ GL(n,R)

είναι ανοιχτά και
GL+(n,R) ∩GL−(n,R) = ∅.

Εποµένως η GL(n,R) καλύπτεται από δύο ανοιχτά, µη κενά, ξένα σύνολα.
∆ηλαδή, δεν είναι συνεκτικός χώρος. Πιό συγκεκριµένα, έχει δύο συνεκτικές
συνιστώσες, τις GL+(n,R) και GL−(n,R).

(∆) Μιά µη–Hausdorff πολλαπλότητα (Reeb-Haefliger, 1957): Θεω-
ϱούµε το σύνολο

M := {(t, 0) : t ∈ R} ∪ {(0, 1)}.

Ορίζουµε τα Ϲεύγη (U1, ϕ1) και (U2, ϕ2) µε:

U1 := {(t, 0) : t ∈ R}, ϕ1 := pr1|U1 : U1 → R,
U2 := {(t, 0) : t ∈ R∗} ∪ {(0, 1)}, ϕ2 := pr1|U2 : U2 → R,

όπου pr1 : R2 → R είναι η προβολή στην πρώτη συντεταγµένη. Προφανώς,
ϕ1, ϕ2 είναι 1–1 απεικονίσεις µε ϕ1(U1) = ϕ2(U2) = R.

΄Αρα είναι χάρτες που καλύπτουνM . Ακόµη είναι διαφορικά συµβιβαστοί :
Πράγµατι, U1 ∩ U2 = {(t, 0) : t ∈ R∗}, εποµένως

ϕ1(U1 ∩ U2) = ϕ2(U1 ∩ U2) = R∗ ⊆ R (ανοιχτό).

Η απεικόνιση µεταφοράς

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 = ϕ1 ◦ ϕ−1

2 = idR∗ ,

είναι µια C∞–απεικόνιση. Σαν αποτέλεσµα, A = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} είναι
ένας άτλαντας επί του M και (M,A∗) είναι µια διαφορική πολλαπλότητα.
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΄Οµως ο τοπολογικός χώρος (M, τA) δεν είναι Hausdorff. Για να δείξουµε
αυτό τον ισχυρισµό, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχουν δύο σηµεία στο M , που
δεν έχουν µη τεµνόµενες ανοιχτές περιοχές. Πράγµατι, ϑεωρούµε τα σηµεία
(0,0) και (0,1) και τυχαίες ανοιχτές (ως προς τA) περιοχές τους, A και B,
αντίστοιχα. Τότε, σύµφωνα µε το ορισµό της τA, ϕ1(A ∩ U1) και ϕ2(B ∩ U2)
είναι ανοιχτά υποσύνολα του R. Επειδή (0, 0) ∈ A ∩ U1 και (0, 1) ∈ B ∩ U2,
συµπεραίνουµε ότι 0 = ϕ1(0, 0) = ϕ2(0, 1) ∈ ϕ1(A ∩ U1) ∩ ϕ2(B ∩ U2), που
είναι ένα ανοιχτό, µη κενό υποσύνολο του R. ΄Ετσι περιέχει κάποιο to ̸= 0.
Παρατηρούµε ότι ϕ1(to, 0) = to ∈ ϕ1(A ∩ U1), άρα (to, 0) ∈ A ∩ U1. Οµοια
(to, 0) ∈ B ∩ U2, άρα (to, 0) ∈ A ∩ B. ∆ηλαδή, έχουµε αποδείξει ότι κάθε
Ϲεύγος ανοιχτών περιοχών των (0,0) και (0,1) τέµνεται, εποµένως το M δεν
είναι χώρος Hausdorff.

∆ίνουµε τώρα µια αναγκαία και ικανή συνθήκη για τους χάρτες µιας
πολλαπλότητας που εξασφαλίζει ότι ο αντίστοιχος τοπολογικός χώρος είναι
Hausdorff.

1.14 Πρόταση. Μια πολλαπλότητα (M,A) είναι χώρος Hausdorff, αν και
µόνον αν, για κάθε x ̸= y ∈M , υπάρχουν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A, τέτοιοι ώστε :

x ∈ U, y ∈ V και U ∩ V = ∅.

Απόδειξη. Αν υπάρχουν τέτοιοι χάρτες, προφανώς το M είναι χώρος Haus-
dorff. Αντίστροφα, έστω M Hausdorff. Τότε, υπάρχουν ανοιχτά σύνολα A και
B, µε x ∈ A, y ∈ B και A ∩ B = ∅. Επειδή τα πεδία ορισµού των χαρτών
ενός µέγιστου άτλαντα είναι ϐάση για την κανονική τοπολογία (ϐλ. Πρόταση
1.5) υπάρχουν χάρτες (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A, µε x ∈ U ⊆ A και y ∈ V ⊆ B.
Προφανώς U ∩ V = ∅.

Η συµπάγεια συνεπάγεται περιορισµούς στον άτλαντα µιας πολλαπλότη-
τας, όπως µπορούµε να δούµε στην επόµενη

1.15 Πρόταση. ΄Εστω A ένας άτλαντας επί του M , τέτοιος ώστε (M, τA) να
είναι συµπαγής χώρος. Τότε ο A έχει τουλάχιστον δύο χάρτες.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µόνον ένας (ολικός) χάρτης (M,ϕ).
Τότε ϕ(M) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο ενός ευκλείδειου χώρου Rm (από
τον ορισµό του χάρτη)· είναι επίσης συµπαγές (σαν εικόνα του συµπαγούς
M µέσω της συνεχούς ϕ), δηλαδή είναι κλειστό και ϕραγµένο. Επειδή Rm

είναι συνεκτικός, ϕ(M) είναι ή Rm ή ∅. Επειδή Rm δεν είναι ϕραγµένο, κατ΄
ανάγκη έχουν ϕ(M) = ∅, άτοπο.
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Επειδή κάθε πολλαπλότητα είναι τοπικά κατά τόξα συνεκτική, κάθε συ-
νεκτική πολλαπλότητα είναι επίσης κατά τόξα συνεκτική. Μια άλλη ιδιότητα
των συνεκτικών πολλαπλοτήτων είναι η σταθερή διάσταση, όπως ϕαίνεται στην
επόµενη

1.16 Πρόταση. Αν (M,A) είναι συνεκτικός χώρος ως προς την κανονική
τοπολογία, τότε οι χάρτες του A έχουν την ίδια διάσταση.

Απόδειξη. ΄Εστω για κάθε n ∈ N, An το σύνολο όλων των n-διάστατων χαρτών
του A. Τότε τα σύνολα

Mn :=
⋃

(U,ϕ)∈An

U, n ∈ N,

είναι ανοιχτά, µη τεµνόµενα υποσύνολα του M , και κάποια από αυτά είναι
µη κενά. Εποµένως, κάθε µη κενό Mn είναι µια συνεκτική συνιστώσα του M .
Αν ο M είναι συνεκτικός, µόνο µια τέτοια υπάρχει, και όλοι οι χάρτες έχουν
την ίδια διάσταση.

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο αποδεικνύοντας ότι τα ανοιχτά υποσύνο-
λα µιάς πολλαπλότητας κληρονοµούν τη δοµή πολλαπλότητας. Πιο συγκε-
κριµένα, έχουµε

1.17 Πρόταση. ΄Εστω A ένας n-διάστατος διαφορικός άτλαντας επί του M
και A ∈ τA. Τότε το σύνολο

A|A := {(U ∩ A, ϕ|U∩A) : (U, ϕ) ∈ A µε U ∩ A ̸= ∅}

είναι ένας n-διάστατος διαφορικός άτλαντας επί του A. Ιδιαιτέρως, αν A είναι
µέγιστος, τότε A|A είναι επίσης µέγιστος.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.4, τα στοιχεία του A|A είναι χάρτες επί του
M που ανήκουν στον A∗. Προφανώς είναι επίσης χάρτες του A, καλύπτουν το
A (αφού για κάθε x ∈ A υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , εποµένως x ∈ A∩U )
και είναι συµβιβαστοί µεταξύ τους (αφού ανήκουν στον ίδιο άτλαντα A∗). Σαν
αποτέλεσµα, ο A|A είναι ένας n-διάστατος διαφορικός άτλαντας επί του A.

΄Εστω τώρα ότι ο A είναι µέγιστος και έστω (V, ψ) ένας χάρτης του A
συµβιβαστός µε κάθε χάρτη του A|A. Θα δείξουµε ότι (V, ψ) ∈ A|A. ΄Εστω
(U, ϕ) ∈ A µε U ∩V ̸= ∅. Επειδή (V, ψ) και (U ∩A, ϕ|U∩A) είναι συµβιβαστοί,
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τα σύνολα ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V ) και ψ(U ∩ A ∩ V ) είναι ανοιχτά στο Rn και οι
απεικονίσεις

ψ ◦ ϕ|−1
U∩A : ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V ) −→ ψ(U ∩ A ∩ V ),

ϕ|U∩A ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ A ∩ V ) −→ ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V )

είναι διαφορίσιµες. ΄Οµως, αφού A ∩ V = V ,

ϕ|U∩A(U ∩ A ∩ V ) = ϕ(U ∩ A ∩ V ) = ϕ(U ∩ V ),

ψ(U ∩ A ∩ V ) = ψ(U ∩ V )

και

ψ ◦ ϕ|−1
U∩A = ψ ◦ ϕ−1|ϕ(U∩V ),

ϕ|U∩A ◦ ψ−1 = ϕ ◦ ψ−1|ψ(U∩V ),

δηλαδή, οι χάρτες (U, ϕ), (V, ψ) είναι συµβιβαστοί. ΄Αρα (V, ψ) ∈ A, εποµένως
(V ∩ A, ψ|V ∩A) = (V, ψ) ∈ A|A.

Θα λέµε ότι η διαφορική πολλαπλότητα (A, (A|A)∗) που ορίστηκε στην
προηγούµενη πρόταση είναι µια ανοιχτή υποπολλαπλότητα του (M,A∗).



ΜΑΘΗΜΑ 04

1 ∆ιαφορίσιµες Απεικονίσεις

Θα ορίσουµε την έννοια της διαφορισιµότητας για απεικονίσεις µεταξύ πολλαπλο-
τήτων, γενικεύοντας έτσι τη συνήθη διαφορισιµότητα απεικονίσεων µεταξύ ευκλεί-
δειων χώρων. Η αντίστοιχη έννοια της παραγώγου (ή του διαφορικού) ϑα ορισθεί
αργότερα, πάνω σε κατάλληλους γραµµικούς χώρους (τους εφαπτόµενους χώρους),
που είναι προσαρτηµένοι στα σηµεία της πολλαπλότητας.

Σε όλη την παρούσα Παράγραφο, υποθέτουµε ότι (M,A), (N,B) είναι διαφορικές
πολλαπλότητες µε αντίστοιχες διαστάσεις m και n.

1.1 Ορισµός. Μια απεικόνιση f :M → N ονοµάζεται Ck
–διαϕοϱίσιµη στο x ∈M ,

αν υπάρχουν (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B τέτοιοι ώστε : x ∈ U, f(U) ⊆ V και η
απεικόνιση

F := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊆ Rm −→ ψ(V ) ⊆ Rn

είναι Ck–διαφορίσιµη στο ϕ(x) (σύµφωνα µε τη συνήθη έννοια της διαφορισιµότητας
σε ευκλείδειους χώρους). Ονοµάζουµε την απεικόνιση F τοπική παράσταση της f
µέσω των χαρτών (U, ϕ) και (V, ψ).

Μια απεικόνιση f : M −→ N ονοµάζεται Ck
–διαϕοϱίσιµη, αν είναι Ck–διαϕο-

ϱίσιµη, σε κάθε x ∈M . Συµβολίζουµε µε Ck(M,N) το σύνολο των Ck–διαφορίσιµων
απεικονίσεων µεταξύ των πολλαπλοτήτων M και N .
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Στα επόµενα, λέγοντας διαφορίσιµη απεικόνιση, εννοούµε C∞–διαφορίσιµη απει-
κόνιση.

Είναι σηµαντικό ότι η διαφορισιµότητα µιας απεικόνισης δεν εξαρτάται από την
επιλογή των χαρτών. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε την

1.2 Πρόταση. ΄Εστω f :M → N διαφορίσιµη στο x ∈M . Τότε, για κάθε Ϲεύγος από
χάρτες (U1, ϕ1) ∈ A και (V1, ψ1) ∈ B µε x ∈ U1, και f(U1) ⊆ V1, η τοπική παράσταση

F1 := ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1) → ψ1(V1)

είναι διαφορίσιµη στο ϕ1(x).

Απόδειξη. Αφού η f είναι διαφορίσιµη στο x, υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B που ικανοποιούν τις συνθήκες του ορισµού. ΄Εστω (U1, ϕ1) ∈ A και
(V1, ψ1) ∈ B µε x ∈ U1 και f(U1) ⊆ V1. Θα δείξουµε ότι η τοπική παράσταση F1

της f µέσω των (U1, ϕ1) και (V1, ψ1) είναι διαφορίσιµη στο ϕ1(x). Αρκεί να ϐρούµε
ένα ανοιχτό υποσύνολο A του ϕ1(U1), τέτοιο ώστε ϕ1(x) ∈ A και F1|A να είναι C∞-
απεικόνιση στο ϕ1(x).

Λόγω της συµβιβαστότητας των χαρτών (U, ϕ), (U1, ϕ1) και (V, ψ), (V1, ψ1), έχου-
µε ότι οι

ϕ ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U) → ϕ(U1 ∩ U),

ψ1 ◦ ψ−1 : ψ(V ∩ V1) → ψ(V ∩ V1)

είναι C∞-απεικονίσεις (σε όλο το πεδίο ορισµού τους). ΄Εστω F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 η
τοπική παράσταση της f µέσω των (U, ϕ) και (V, ψ), που από την υπόθεση είναι
διαφορίσιµη στο ϕ(x). Επειδή το ϕ(U ∩ U1) είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του ϕ(U),
ο περιορισµός

F |ϕ(U∩U1) : ϕ(U ∩ U1) → ψ(V ∩ V1)
είναι διαφορίσιµος στο ϕ(x) (σαν περιορισµός µιας διαφορίσιµης απεικόνισης σε
ένα ανοιχτό υποσύνολο του πεδίου ορισµού της). Εποµένως, έχουµε το επόµενο
µεταθετικό διάγραµµα:

ϕ1(U1) ⊇ ϕ1(U ∩ U1)
ϕ ◦ ϕ−1

1- ϕ(U ∩ U1) ⊆ ϕ(U)

ψ1(V1)

F1

?

⊇ ψ1(V ∩ V1)

F1|ϕ1(U∩U1)

?
�
ψ1 ◦ ψ−1

ψ(V ∩ V1)

F |ϕ(U∩U1)

?

⊆ ψ(V )

F

?

΄Αρα, ϐρίσκουµε ότι

F1|ϕ1(U∩U1) = (ψ1 ◦ ψ−1) ◦ F |ϕ(U∩U1) ◦ (ϕ ◦ ϕ−1
1 ),

είναι C∞ στο σηµείο ϕ1(x), σαν σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων. Θέτοντας
A := ϕ1(U ∩ U1) παίρνουµε το αποτέλεσµα.
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1.3 Πρόταση. Μια απεικόνιση f : (M,A) → (N,B) που είναι διαφορίσιµη στο x ∈M ,
είναι συνεχής στο x.

Απόδειξη. Επειδή η f είναι διαφορίσιµη στο x, υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B µε x ∈ U , f(U) ⊆ V και

F := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

διαφορίσιµη στο ϕ(x). Τότε η F , αφού είναι διαφορίσιµη, είναι επίσης συνεχής στο
ϕ(x). Επειδή οι ϕ και ψ είναι οµοιοµορφισµοί, η

f |U = ψ−1 ◦ F ◦ ϕ : U → V

είναι συνεχής στο x. Εποµένως η f είναι συνεχής στο x.

1.4 Παρατηρήσεις. (1) Ας υποθέσουµε ότι η διαφορική δοµή του M (αντίστ. του N )
ορίζεται από τον µέγιστο άτλαντα A′ (αντίστ. B′), που περιέχει τον δοθέντα άτλαντα
A (αντίστ. B) του M (αντίστ. του N ). Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, για
να ελέγξουµε τη διαφορισιµότητα µιας f : M → N στο x ∈ M , αρκεί να ελέγξουµε
τη διαφορισιµότητα της τοπικής παράστασης F , για δύο χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B, µε x ∈ U και f(U) ⊆ V . ∆ηλαδή, αρκεί να ελέξουµε τη διαφορισιµότητα
της F για τους δεδοµένους χάρτες που ανήκουν στους A και B.

Αυτό είναι ιδιαιτέρως χρήσιµο στην περίπτωση µιας πολλαπλότητας της οποίας η
διαφορική δοµή εισάγεται από συγκεκριµένους (ϐολικούς) άτλαντες. Για παράδειγ-
µα, στην περίπτωση του Rn, µπορούµε να περιοριστούµε στον άτλαντα {(Rn, idRn)},
στην περίπτωση της σφαίρα S2 µπορούµε να χρησιµοποιούµε τους δύο χάρτες της
στερεογραφικής προβολής, κλπ.

(2) Στην Ανάλυση, η διαφορισιµότητα µιας απεικόνισης έχει απόλυτη σηµασία.
Στο πλαίσιο των πολλαπλοτήτων, µια απεικόνιση µπορεί να είναι ή να µην είναι δια-
ϕορίσιµη, ανάλογα µε την επιλογή της διαφορικής δοµής (: µέγιστος άτλαντας) που
ϑεωρείται. Για παράδειγµα, αν A είναι ο συνήθης µέγιστος άτλαντας στο R, ο επα-
γόµενος από τον ολικό χάρτη (R, idR), και B είναι ο µέγιστος άτλαντας ο επαγόµενος
από τον ολικό χάρτη (R, ψ) (ϐλ. ΄Ασκηση 8 από τις Ασκήσεις 01), τότε η απεικόνιση

f : R → R : t 7→ t1/3

δεν είναι διαφορίσιµη σαν απεικόνιση f : (R,A) → (R,A), αλλά είναι διαφορίσιµη
σαν απεικόνιση f : (R,A) → (R,B).

1.5 Θεώρηµα. (Κανόνας της Αλυσίδας, µέρος Ι) Υποθέτουµε ότι οι (X,A), (Y,B) και
(Z, C) είναι διαφορικές πολλαπλότητες και ότι οι απεικονίσεις f : X → Y , g : Y → Z
είναι διαφορίσιµες στα x ∈ X και f(x) ∈ Y , αντίστοιχα. Τότε η g◦f είναι διαφορίσιµη
στο x.
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Απόδειξη. Επειδή η g είναι διαφορίσιµη στο f(x), υπάρχουν χάρτες (W,χ) ∈ C και
(V, ψ) ∈ B, τέτοιοι ώστε f(x) ∈ V , g(V ) ⊆ W και η τοπική παράσταση

χ ◦ g ◦ ψ−1 : ψ(V ) → χ(W )

είναι διαφορίσιµη στο ψ(f(x)). Η συνέχεια της f στο x συνεπάγεται ότι υπάρχει ένα
ανοιχτό A ⊆ X, µε x ∈ A και f(A) ⊆ V . Επειδή τα πεδία ορισµού των χαρτών
ενός µέγιστου άτλαντα σχηµατίζουν µια ϐάση για την κανονική τοπολογία, υπάρχει
ένας χάρτης (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U ⊆ A. Τότε f(U) ⊆ V και η αντίστοιχη τοπική
παράσταση

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x). Θεωρούµε τους χάρτες (U, ϕ) του X και (W,χ) του Z.
Τότε x ∈ U , g(f(U)) ⊆ g(V ) ⊆ W , και η τοπική παράσταση

χ ◦ (g ◦ f) ◦ ϕ−1 = (χ ◦ g ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) : ϕ(U) → χ(W )

είναι διαφορίσιµη σαν σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων.

Το Θεώρηµα 1.5 είναι µέρος του κανόνα της αλυσίδας για απεικονίσεις που
ορίζονται σε πολλαπλότητες. Η πλήρης µορφή του κανόνα της αλυσίδας ϑα δοθεί
αργότερα, όταν ϑα αποδείξουµε ένα τύπο για το διαφορικό της σύνθεσης.

2 Παραδείγµατα

Οι επόµενες προτάσεις παρέχουν µερικά παραδείγµατα διαφορίσιµων απεικονίσεων
µεταξύ πολλαπλοτήτων.

Αν οι ευκλείδειοι χώροι ϑεωρούνται σαν πολλαπλότητες µε την συνήθη διαφορική
δοµή, τότε οι διαφορίσιµες απεικονίσεις µε την έννοια του Ορισµού 1.1 συµπίπτουν
µε τις συνήθεις διαφορίσιµες απεικονίσεις του Απειροστικού Λογισµού:

2.1 Πρόταση. ΄Εστω A ⊆ Rn ανοιχτό και f : A → Rm. Τότε η f είναι διαφο-
ϱίσιµη σαν απεικόνιση µεταξύ των διαφορικών πολλαπλοτήτων (A, {(A, idA)}′) και
(Rn, {(Rn, idRn)}′), αν και µόνον αν η f είναι διαφορίσιµη σαν (τοπικά ορισµένη)
απεικόνιση µεταξύ ευκλείδειων χώρων.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι οι χάρτες (A, idA) και (Rn, idRn) είναι κατάλληλοι για
να ϑεωρήσουµε τοπική παράσταση της f σε κάθε σηµείο x ∈ A. Τότε η f είναι
διαφορίσιµη σαν απεικόνιση µεταξύ πολλαπλοτήτων, αν και µόνον αν η τοπική πα-
ϱάσταση

idRn ◦ f ◦ (idA)−1 : idA(A) → idRn(Rn),

δηλαδή η απεικόνιση
f : A→ Rn

είναι διαφορίσιµη, µε τη συνήθη έννοια.
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2.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Τότε η απεικόνιση
idM : M →M είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ M και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Παρατηρούµε ότι idM(U) =
U ⊆ U , δηλαδή, υπάρχει τοπική παράσταση της idM ως προς τους χάρτες (U, ϕ) και
(U, ϕ)

ϕ ◦ idM ◦ ϕ−1 = idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

που είναι διαφορίσιµη.

2.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλότητα και (A,A|A) ανοιχτή υποπολ-
λαπλότητά της. Τότε η κανονική εµφύτευση i : A→M είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ A και (U, ϕ) ∈ A|A ⊆ A µε x ∈ U . Προφανώς, η τοπική
παράσταση

ϕ ◦ i ◦ ϕ−1 = idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

της i ως προς τους χάρτες (U, ϕ) ∈ A|A και (U, ϕ) ∈ A υπάρχει και είναι διαφορίσι-
µη.

2.4 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες. Θεωρούµε το καρ-
τεσιανό γινόµενο M × N εφοδιασµένο µε τον διαφορικό άτλαντα (A × B)′. Τότε οι
κανονικές προβολές pM : M ×N →M και pN : M ×N → N είναι διαφορίσιµες.

Απόδειξη. ΄Εστω (x, y) ∈ M × N και έστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U και (V, ψ) ∈ B µε
y ∈ V . Θεωρούµε το Ϲεύγος των χαρτών (U ×V, ϕ×ψ) επί M ×N και (U, ϕ) επί του
M . Τότε (x, y) ∈ U × V , pM(U × V ) = U και η τοπική παράσταση της pM ως προς
τους ανωτέρω χάρτες είναι η κανονική προβολή

ϕ ◦ pM ◦ (ϕ× ψ)−1 = Pϕ(U) : ϕ(U)× ψ(V ) −→ ϕ(U) :

(h, k) 7−→ h,

που είναι διαφορίσιµη. Ανάλογα δείχνουµε ότι η pN είναι επίσης διαφορίσιµη.

2.5 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες. Θεωρούµε το καρ-
τεσιανό γινόµενο M ×N εφοδιασµένο µε τον διαφορικό άτλαντα (A×B)′. ΄Εστω και
ένα σταθεροποιηµένο σηµείο (xo, yo) ∈M ×N . Τότε οι κανονικές εµφυτεύσεις

iM :M −→M ×N : iM(x) = (x, yo)

iN : N −→M ×N : iN(y) = (x0, y)

είναι διαφορίσιµες.
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Απόδειξη. ∆είχνουµε την διαφορισιµότητα της iM : ΄Εστω x ∈ M . Υπάρχουν χάρτες
(U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U και yo ∈ V . Θεωρούµε τους χάρτες (U, ϕ) και
(U × V, ϕ × ψ). Τότε x ∈ U , iM(U) = U × {yo} ⊆ U × V και η τοπική παράσταση
της iM µέσω των ανωτέρω χαρτών

(ϕ× ψ) ◦ iM ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ϕ(U)× ψ(V )

(ϕ× ψ) ◦ iM ◦ ϕ−1(h) = (ϕ× ψ)(ϕ−1(h), yo) = (h, ψ(yo)), ∀ h ∈ ϕ(U)

είναι διαφορίσιµη.

Θα µελετήσουµε τώρα δύο ειδικές περιπτώσεις που εµφανίζονται συχνά στο πλαί-
σιό µας. Πρώτα ϑεωρούµε µια πραγµατική συνάρτηση f : M → R, όπου R είναι
πολλαπλότητα µε τη συνήθη διαφορική δοµή. Αν ϑεωρήσουµε τον ολικό χάρτη
(R, idR) στο R, τότε κάθε χάρτης (U, ϕ) επί του M έχει την ιδιότητα f(U) ⊆ R. ΄Ετσι,
για κάθε χάρτη (U, ϕ) επί του M µε x ∈ U , η τοπική παράσταση

(1) f ◦ ϕ−1 = idR ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R

ορίζεται. Παίρνουµε λοιπόν την

2.6 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Μια πραγµατική απει-
κόνιση f : M → R είναι διαφορίσιµη στο x ∈ M , αν υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U ,
τέτοιος ώστε η (1) να είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x).

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το σύνολο

C∞(M,R) = {f : (M,A) → R}

όλων των διαφορίσιµων συναρτήσεων επί του M είναι µια µεταθετική, προσεταιρι-
στική άλγεβρα µε µονάδα.

Η δεύτερη περίπτωση είναι, πιο γενικά, µια διανυσµατική απεικόνιση
f :M → Rn. Αν pri : Rn → R είναι οι συνήθεις προβολές, ορίζονται οι απεικονίσεις

(2) fi := pri ◦ f :M → R, i = 1, . . . , n

η διαφορισιµότητα των οποίων περιγράφεται στην προηγούµενη πρόταση. Τότε,
παίρνουµε

2.7 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Μια διανυσµατική απει-
κόνιση f :M → Rn είναι διαφορίσιµη στο x ∈M , αν και µόνον αν όλες οι πραγµατικές
απεικονίσεις (2) είναι διαφορίσιµες.
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Απόδειξη. Αν f είναι διαφορίσιµη στο x, τότε κάθε fi είναι διαφορίσιµη στο x, σαν
σύνθεση της f µε τη γραµµική απεικόνιση pri.

Αντίστροφα, έστω fi διαφορίσιµη στο x, για κάθε i = 1, . . . , n. ΄Εστω και (U, ϕ)
ένας χάρτης επί του M µε x ∈ U . Θεωρούµε την τοπική παράσταση

idRn ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ Rn.

Είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x), αν και µόνον αν οι συνιστώσες της

pri ◦ (f ◦ ϕ−1) = fi ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R

είναι διαφορίσιµες στο ϕ(x). Το τελευταίο ισχύει, αφού οι απεικονίσεις pri ◦ (f ◦ϕ−1)
είναι οι τοπικές παραστάσεις της fi µέσω των χαρτών (U, ϕ) και (R, idR).

3 Αµφιδιαφορίσεις

3.1 Ορισµός. Μια διαφορίσιµη απεικόνιση f :M → N µεταξύ διαφορικών πολλα-
πλοτήτων ονοµάζεται αµφιδιαφόριση, αν είναι αµφιµονοσήµαντη και η αντίστροφη
f−1 : N →M είναι διαφορίσιµη.

3.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και έστω
(U, ϕ) ∈ A. Τότε ϕ : U → ϕ(U) είναι µια αµφιδιαφόριση µεταξύ των ανοιχτών
υποπολλαπλοτήτων U και ϕ(U) των M και Rm, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Θεωρούµε U και ϕ(U) εφοδιασµένα µε τους ολικούς χάρτες (U, ϕ) και
(ϕ(U), idϕ(U)). Οι τοπικές παραστάσεις των ϕ και ϕ−1 συµπίπτουν µε την αµφιδια-
ϕόριση

idϕ(U) = idϕ(U) ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ idϕ(U) : ϕ(U) −→ ϕ(U)

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Συνδυάζοντας τις Προτάσεις 2.5 και 3.2 έχουµε

3.3 Πόρισµα. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα και (U, ϕ) ∈ A. Τότε οι
συντεταγµένες xi = pri ◦ ϕ : U → R είναι διαφορίσιµες.

Το αντίστροφο της Πρόταση 3.2 είναι επίσης αληθινό :

3.4 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και έστω U
και A ανοιχτά υποσύνολα των M και Rm, αντίστοιχα. Αν ϕ : U → A είναι µια
αµφιδιαφόριση (ως προς την δοµή ανοιχτής υποπολλαπλότητας), τότε (U, ϕ) είναι ένας
χάρτης του A.
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Απόδειξη. Επειδή η ϕ είναι αµφιµονοσήµαντη και A = ϕ(U) είναι ανοιχτό στον Rm,
(U, ϕ) είναι ένας m-διάστατος χάρτης επί του M . Για να αποδείξουµε ότι (U, ϕ) ∈ A,
αρκεί να αποδείξουµε ότι (U, ϕ) είναι C∞–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη (V, ψ) ∈ A.

΄Εστω (V, ψ) ∈ A. Αν U ∩ V = ∅, οι χάρτες είναι C∞–συµβιβαστοί. Αν U ∩ V ̸= ∅,
τότε U ∩ V είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο των U και V , έτσι οι οµοιοµορφισµοί ϕ και
ψ το στέλνουν στα ανοιχτά υποσύνολα ϕ(U ∩ V ) και ψ(U ∩ V ) των ϕ(U) και ψ(V ),
εποµένως του Rm. Από την άλλη µεριά, αφού ϕ και ψ είναι αµφιδιαφορίσεις, το ίδιο
είναι και οι περιορισµοί

ϕ|U∩V : U ∩ V −→ ϕ(U ∩ V ) και ψ|U∩V : U ∩ V −→ ψ(U ∩ V )

στο ανοιχτό υποσύνολο U ∩V των πεδίων ορισµού τους. Σαν αποτέλεσµα, η σύνθεση

ψ ◦ ϕ−1 ≡ ψ|U∩V ◦ (ϕ|U∩V )
−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )

είναι αµφιδιαφόριση, που αποδεικνύει τη C∞-συµβιβαστότητα των (U, ϕ) και (V, ψ)
και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Στο επόµενο ϑεώρηµα, δείχνουµε ότι η σύµπτωση δύο διαφορικών δοµών επί
ενός συνόλου M είναι ισοδύναµη µε την αµφιδιαφορισιµότητα της ταυτοτικής απει-
κόνισης idM ως προς αυτές τις δύο δοµές. Πιό συγκεκριµένα, έχουµε

3.5 Θεώρηµα. ΄Εστω A και B δύο µέγιστοι διαφορικοί άτλαντες διαστάσεων m και
n, αντίστοιχα, επί του συνόλου M . Τότε οι επόµενοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι :

( i) Οι διαφορικές δοµές συµπίπτουν, δηλαδή, m = n και A = B.
( ii) Η ταυτοτική απεικόνιση idM :M →M είναι αµφιδιαφόριση.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή (i) ⇒ (ii) είναι άµεση· αρκεί να ελέγξουµε την διαφορισι-
µότητα της idM ως προς τους (U, ϕ) και (U, ϕ), για κάθε (U, ϕ) ∈ A = B.

Αποδεικνύουµε ότι (ii) ⇒ (i): Θεωρούµε δύο τυχαίους χάρτες (U, ϕ) ∈ A και
(V, ψ) ∈ B µε U ∩ V ̸= ∅ και ϑα αποδείξτε ότι είναι C∞–συµβιβαστοί. Επειδή
idM : (M,A) → (M,B) είναι µια αµφιδιαφόριση, είναι επίσης οµοιοµορφισµός,
έτσι στέλνει τα ανοιχτά σύνολα του τA σε ανοιχτά σύνολα του τB και αντιστρόφως.
∆ηλαδή, τA = τB =: τ . Σαν αποτέλεσµα, U ∩ V ∈ τ , εποµένως οι οµοιοµορφισµοί ϕ
και ψ τα στέλνουν στα ανοιχτά υποσύνολα ϕ(U∩V ) και ψ(U∩V ) των ϕ(U) και ψ(V ),
αντίστοιχα, που είναι ανοιχτά υποσύνολα ττων Rm και Rn, αντίστοιχα. Εποµένως,
ϕ(U ∩ V ) και ψ(U ∩ V ) είναι ανοιχτά υποσύνολα των Rm και Rn, αντίστοιχα.

Από την άλλη µεριά, (U ∩ V, ϕ|U∩V ) ∈ A και (U ∩ V, ψ|U∩V ) ∈ B (ϐλ. Λήµµα
1.4 του Μαθήµατος 03) και idM(U ∩ V ) ⊆ U ∩ V , έτσι µπορούµε να ϑεωρούµε την
τοπική παράσταση της idM ως προς αυτούς τους δύο χάρτες

ψ|U∩V ◦ idM ◦ (ϕ|U∩V )
−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),
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που είναι αµφιδιαφόριση, διότι idM είναι αµφιδιαφόριση. Επειδή

ψ|U∩V ◦ idM ◦ (ϕ|U∩V )
−1 = ψ ◦ ϕ−1,

παίρνουµε ότι (U, ϕ) και (V, ψ) είναι C∞–συµβιβαστοί. ΄Ετσι, κάθε χάρτης του A είναι
C∞–συµβιβαστός µε κάθε χάρτη στον B και B είναι µέγιστος. ΄Επεται ότι A ⊆ B. Αλλά
A είναι επίσης µέγιστος, εποµένως A = B. Τότε προφανώς επίσης m = n.

3.6 Παρατήρηση. Το Θεώρηµα 3.5 επίσης ισχύει για τοπολογικές πολλαπλότητες.
Σε αυτή την περίπτωση, η idM είναι απλά ένας οµοιοµορφισµός. Η απόδειξη δου-
λεύει όπως στην ανωτέρω διαφορική περίπτωση, αν οι οµοιοµορφισµοί πάρουν την
ϑέση των αµφιδιαφορίσεων.

4 Τοπική ∆ιαφορισιµότητα

4.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλότητα και x ∈ M . Μια τοπι-

κά διαφορίσιµη συνάρτηση επί του M στο x είναι µια πραγµατική συνάρτηση
f : A → R, όπου A είναι µια ανοιχτή περιοχή του x στο M και f είναι διαφορίσιµη
στο x ως προς τη δοµή της ανοιχτής υποπολλαπλότητας. Ανάλογα, µια τοπικά δια-

ϕορίσιµη συνάρτηση επί του M είναι µια διαφορίσιµη πραγµατική συνάρτηση
f : A→ R, όπου A είναι µια ανοιχτή υποπολλαπλότητα του M .

Συµβολίζουµε µε C∞
x (M,R) το σύνολο των τοπικά διαφορίσιµων συναρτάσεων

επί του M στο x. Σηµειώνουµε ότι f, g ∈ C∞
x (M,R) συνεπάγεται ότι f : A → R

και g : B → R είναι διαφορίσιµες απεικονίσεις στα ανοιχτά σύνολα A,B ⊆ M µε
x ∈ A ∩B, αλλά, γενικά, A ̸= B.

4.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες διαστάσεων m,
n, αντίστοιχα, και έστω f : M → N µια απεικόνιση. Οι επόµενοι ισχυρισµοί είναι
ισοδύναµοι :

( i) Η απεικόνιση f είναι διαφορίσιµη.
( ii) Η απεικόνιση f είναι συνεχής και, για κάθε τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση

g επί του N , η απεικόνιση g ◦ f |f−1(A), όπου A είναι το πεδίο ορισµού της g, είναι
διαφορίσιµη.

Απόδειξη. Αν η f είναι διαφορίσιµη, τότε είναι συνεχής, λόγω της Πρότασης 1.3.
Ακόµη, αν g : A→ R είναι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση επί της N , όπου A ⊆
N ανοιχτό, τότε f−1(A) είναι ανοιχτό και f |f−1(A) είναι διαφορίσιµη σαν περιορισµός
µιας διαφορίσιµης απεικόνισης σε ανοιχτό σύνολο. Εποµένως, η g ◦ f |f−1(A) είναι
σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η ii) ισχύει. Θα αποδείξουµε ότι η f είναι διαφο-
ϱίσιµη σε ένα τυχαίο σηµείο x ∈ M . ΄Εστω (V, ψ) ∈ B µε f(x) ∈ V . Επειδή η f
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είναι συνεχής, f−1(V ) είναι ανοιχτή περιοχή του x, εποµένως υπάρχει (U, ϕ) ∈ A,
µε x ∈ U ⊆ f−1(V ). Τότε f(U) ⊆ V , δηλαδή, η τοπική παράσταση F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1

της f µέσω (U, ϕ) και (V, ψ) ορίζεται. Αποδεικνύουµε ότι η F : ϕ(U) → ψ(V ) είναι
διαφορίσιµη στο ϕ(x): Η τελευταία, επειδή είναι διανυσµατική απεικόνιση, είναι
διαφορίσιµη αν και µόνον αν οι συνιστώσες prj ◦ F : ϕ(U) → R είναι διαφορίσιµες,
για κάθε j = 1, . . . , n. Επειδή ψ : V → ψ(V ) είναι αµφιδιαφόριση µε τιµές στον
Rn, οι συνιστώσες ψj := prj ◦ ψ είναι διαφορίσιµες, για κάθε j = 1, . . . , n, δηλαδή,
κάθε ψj : V → R είναι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση επί του N . Από την
υπόθεση, κάθε σύνθεση ψj ◦ f : U → R είναι διαφορίσιµη, που, µε τη σειρά του,
συνεπάγεται ότι η τοπική της παράσταση ψj ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ(U) → R είναι διαφορίσιµη.
Το αποτέλεσµα τώρα ακολουθεί, από το γεγονός ότι ψj ◦ f ◦ ϕ−1ϕ(U) = prj ◦ F .

4.3 Σχόλιο. Το σύνολο των τοπικά διαφορίσιµων συναρτήσεων επί µιας πολλαπλότη-
τας καθορίζει τη δοµή πολλαπλότητας. ∆ηλαδή, αν αυτό το σύνολο είναι γνωστό, τότε
ο µέγιστος άτλαντας είναι γνωστός. Για αυτό το λόγο, το σύνολο των τοπικά οριζόµε-
νων διαφορίσιµων συναρτήσεων χρησιµοποιείται αντί ενός άτλαντα, για ένα ισοδύνα-
µο ορισµό της πολλαπλότητας. Η απόδειξη αυτής της ισοδυναµίας είναι πέραν του
σκοπού αυτών των σηµειώσεων.



ΜΑΘΗΜΑ 05

1 Ο εφαπτόµενος χώρος

Η συνήθης έννοια της διαφορισιµότητας (στον Απειροστικό Λογισµό) στο-
χεύει στην τοπική προσέγγιση µιας απεικόνισης f : U ⊆ Rm → Rn που
είναι διαφορίσιµη στο x ∈ U µε µια γραµµική απεικόνισηDf(x) : Rm → Rn,
που ονοµάζεται διαφορικό. Για να πάρουµε την ανάλογη προσέγγιση στις
πολλαπλότητες, χρειάζεται πρώτα να προσαρτήσουµε στα σηµεία της πολ-
λαπλότητας γραµµικούς χώρους, που είναι τα πεδία ορισµού και τιµών του
διαφορικού. Ενώ στην Ανάλυση τα διαφορικά ορίζονται µεταξύ των σταθερών
χώρων Rm και Rn, στις πολλαπλότητες αυτοί οι χώροι αλλάζουν µε το σηµείο
x.

Σε όλα τα επόµενα, ϑεωρούµε µια m–διάστατη διαφορική πολλαπλότητα
(M,A).

1.1 Ορισµός. Μιά διαφορίσιµη καµπύλη της πολλαπλότητας M είναι µια
διαφορίσιµη απεικόνιση α : J → M , όπου J είναι ένα ανοιχτό διάστηµα στο
R µε 0 ∈ J (όπου J είναι εφοδιασµένο µε τη δοµή της ανοιχτής υποπολλα-
πλότητας του R).

Σε πολλές περιπτώσεις, για ευκολία, ϑεωρούµε το J σαν συµµετρικό διά-
στηµα της µορφής (−ε, ε).

Επίσης λέµε ότι η καµπύλη α περνά από το σηµείο x ∈M , αν α(0) = x.

1.2 Ορισµός. ΄Εστω α, β διαφορίσιµες καµπύλες επί του M που περνούν
από το x ∈M . Θα λέµε ότι α, β εφάπτονται στο x, ή ότι είναι ισοδύναµες

στο x, αν υπάρχει ένα χάρτης (U, ϕ) επί του M µε x ∈ U και

(1) D(ϕ ◦ α)(0) = D(ϕ ◦ β)(0).

1.3 Παρατηρήσεις. 1) Για το ορισµό της επαφής δύο καµπυλών, αρκεί να
είναι C1–διαφορίσιµες, αφού δεν απαιτείται η ύπαρξη των διαφορικών ανώτε-
ϱης τάξης.
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2) Επειδή D(ϕ ◦ α)(0) ∈ L(R,Rm), έχουµε ότι

[D(ϕ ◦ α)(0)](λ) = λ[D(ϕ ◦ α)(0)](1),

για κάθε λ ∈ R, έτσι η συνθήκη (1) του ορισµού είναι ισοδύναµη µε την
ισότητα D(ϕ ◦ α)(0)](1) = [D(ϕ ◦ β)(0)](1), δηλαδή την ισότητα

(2) (ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0),

που, µε τη σειρά της, είναι ισοδύναµη µε

(3) (xi ◦ α)′(0) = (xi ◦ β)′(0), ∀ i = 1, . . . ,m,

όπου xi = ui ◦ ϕ, i = 1, . . . ,m είναι οι τοπικές συντεταγµένες του χάρτη
(U, ϕ).

Η επαφή των καµπυλών που ορίστηκε ανωτέρω, είναι ανεξάρτητη του χάρ-
της (U, ϕ). Πράγµατι, ισχύει η επόµενη πρόταση:

1.4 Πρόταση. Αν α, β είναι εφαπτόµενες στο x ∈ M , τότε, για κάθε χάρτη

(V, ψ) επί του M µε x ∈ V έχουµε D(ψ ◦ α)(0) = D(ψ ◦ β)(0).

Απόδειξη. Επειδή α, β είναι εφαπτόµενες στο x = α(0) = β(0), υπάρχει ένας
χάρτης (U, ϕ) µε x ∈ U και D(ϕ ◦ α)(0) = D(ϕ ◦ β)(0). Αν (V, ψ) είναι ένας
άλλος χάρτης µε x ∈ V , τότε

D(ψ ◦ α)(0) = D((ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ α))(0)
= D(ψ ◦ ϕ−1)((ϕ ◦ α)(0)) ◦D(ϕ ◦ α)(0)
= D(ψ ◦ ϕ−1)((ϕ ◦ β)(0)) ◦D(ϕ ◦ β)(0)
= D((ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ β))(0)
= D(ψ ◦ β)(0).

1.5 Πόρισµα. Η επαφή των καµπυλών σε ένα σηµείο x ∈ M είναι µια σχέση

ισοδυναµίας.

Λόγω του προηγούµενη πορίσµατος, το σύνολο των διαφορίσιµων καµπυ-
λών που περνούν από το x ∈ M διαµερίζεται σε κλάσεις ισοδυναµίας. Συµ-
ϐολίζουµε µε [(α, x)] την κλάση µιας τέτοιας καµπύλης α.
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1.6 Ορισµός. Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας όλων των διαφορίσιµων
καµπυλών επί του M που περνούν από το x ϑα λέγεται ο εφαπτόµενος

χώρος του M στο x και ϑα συµβολίζεται µε TxM . Τα στοιχεία του TxM ϑα
λέγονται εφαπτόµενα διανύσµατα στο x και συνήθως ϑα συµβολίζονται µε
u, v, w, κλπ.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι ο TxM µπορεί να εφοδιαστεί µε δοµή διανυ-
σµατικού χώρου.

1.7 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και

x ∈M . Ακόµη, έστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Τότε η απεικόνιση

ϕ̄ : TxM −→ Rm : [(α, x)] 7→ [D(ϕ ◦ α)(0)](1) = (ϕ ◦ α)′(0)

είναι καλά ορισµένη και αµφιµονοσήµαντη.

Απόδειξη. (ι) Για να δείξουµε ότι η απεικόνιση ϕ̄ είναι καλά ορισµένη, αρκεί
να αποδείξουµε ότι είναι ανεξάρτητη της επιλογής της καµπύλης α που ορίζει
την κλάση [(α, x)]. Πράγµατι, έστω β ∈ [(α, x)]· δηλαδή, έστω β µια διαφορί-
σιµη καµπύλη επί του M , εφαπτόµενη στην α. Από τον ορισµό της επαφής,
(ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0), που είναι η Ϲητούµενη ισότητα.

(ii) Αποδεικνύουµε ότι ϕ̄ είναι 1–1: ΄Εστω [(α, x)], [(β, x)] ∈ TxM µε
ϕ̄([(α, x)]) = ϕ̄([(β, x)]). Τότε, (ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0), δηλαδή, α και β
είναι εφαπτόµενες στο x και [(α, x)] = [(β, x)].

(ιii) Τέλος δείχνουµε ότι ϕ̄ είναι επί : ΄Εστω h ∈ Rm. Θεωρούµε την απει-
κόνιση

ε : R −→ Rm : t 7→ ϕ(x) + th.

Τότε ε είναι διαφορίσιµη µε ε(0) = ϕ(x) και ε′(0) = h. Επειδή ε είναι
συνεχής, και ϕ(U) είναι µια ανοιχτή περιοχή του ϕ(x) = ε(0), υπάρχει ένα
ανοιχτό διάστηµα J που περιέχει το 0, µε ε(J) ⊆ ϕ(U), έτσι, µπορούµε να
ορίσουµε την σύνθεση α := ϕ−1 ◦ ε|J : J → U ⊆ M . Τότε α είναι µια
διαφορίσιµη καµπύλη επί του M µε α(0) = x και

ϕ̄([(α, x)]) = (ϕ ◦ α)′(0) = ε′(0) = h.

1.8 Πόρισµα. Για κάθε h ∈ Rm
, ϕ̄−1(h) = [(α, x)], όπου

α(t) = ϕ−1(ϕ(x) + th),

µε t σε ένα κατάλληλο διάστηµα J .
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Η απεικόνιση ϕ̄ ταυτίζει τα σύνολα TxM και Rm. Εποµένως, µπορούµε
να µεταφέρουµε την αλγεβρική δοµή του Rm στο TxM , ϑέτοντας

(4)
u+ v := ϕ̄−1(ϕ̄(u) + ϕ̄(v))

λu := ϕ̄−1(λϕ̄(u))

για κάθε u, v ∈ TxM και λ ∈ R.
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η άλγεβική δοµή του TxM µπορεί να οριστεί µέσω

της σχέσης
λu+ µv := ϕ̄−1(λϕ̄(u) + µϕ̄(v)),

εποµένως παίρνουµε την πρόσθεση και τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό, ϑέτον-
τας u+ v := 1u+ 1v και λu := λu+ 0u.

Προφανώς έχουµε το επόµενο

1.9 Θεώρηµα. Αν (M,A) είναι µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα,

x ∈ M και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , τότε οι πράξεις (4) ορίζουν στον TxM δοµή

διανυσµατικού χώρου, έτσι ώστε ϕ̄ να γίνεται ένας γραµµικός ισοµορφισµός.

Αν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A µε x ∈ U ∩ V , τότε υπάρχουν δύο απεικονίσεις

ϕ̄, ψ̄ : TxM → Rm.

Γενικά, ϕ̄ ̸= ψ̄. ΄Οµως, ορίζουν την ίδια δοµή διανυσµατικού χώρου (: τις
ίδιες πράξεις) επί του M : ∆ηλαδή, αν

λ ◦ u⊕ µ ◦ v := ψ̄−1(λψ̄(u) + µψ̄(v)),

τότε
λ ◦ u⊕ µ ◦ v = λu+ µv,

η, ισοδύναµα,

(5) ψ̄−1(λψ̄(u) + µψ̄(v)) = ϕ̄−1(λϕ̄(u) + µϕ̄(v)).

Για να αποδείξουµε την ανωτέρω ισότητα, πρώτα χρειαζόµαστε το επόµενο

1.10 Λήµµα. Αν (M,A) είναι µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα,

x ∈M και (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A µε x ∈ U ∩ V , τότε

ψ̄ ◦ ϕ̄−1 = D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))
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Απόδειξη. ΄Εστω h ∈ Rm. Επειδή ϕ̄ είναι ένας ισοµορφισµός, υπάρχει ένα
µοναδικό [(α, x)] ∈ TxM µε ϕ̄([(α, x)]) = h. Εποµένως,

(ψ̄ ◦ ϕ̄−1)(h) = ψ̄([(α, x)]) = [D(ψ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ ◦ α(0)) ◦D(ϕ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))]((ϕ ◦ α)′(0))
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](h),

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

1.11 Παρατήρηση. Στην προηγούµενη απόδειξη, ένας αντιπρόσωπος της
κλάσης [(α, x)] είναι η καµπύλη ϕ−1 ◦ ε|J , όπου ε(t) = ϕ(x) + th. Χρησιµο-
ποιώντας αυτή την συγκεκριµένη καµπύλη, έχουµε

(ψ̄ ◦ ϕ̄−1)(h) = ψ̄([(ϕ−1 ◦ ε|J , x)])
= (ψ ◦ ϕ−1 ◦ ε)′(0)
= [D(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ε)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ε(0)) ◦D(ε)(0)](1)

= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](ε′(0))

= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](h).

1.12 Θεώρηµα. Η δοµή διανυσµατικού χώρου του TxM δεν εξαρτάται από

την επιλογή του χάρτη (U, ϕ) που την οριζει.

Απόδειξη. Αν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A µε x ∈ U ∩ V , τότε (5) είναι ισοδύναµη µε
την

λψ̄(u) + µψ̄(v) = (ψ̄ ◦ ϕ̄−1)(λϕ̄(u) + µϕ̄(v)),

που είναι προφανής, αφού ψ̄ ◦ ϕ̄−1 είναι µια γραµµική απεικόνιση.

1.13 Ορισµός. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) και x ∈ U . Αν {ei}i=1,...,m είναι
η κανονική ϐάση του Rm, τότε το σύνολο {ϕ̄−1(ei)}i=1,...,m είναι µια ϐάση
του TxM , ονοµαζόµενη κανονική ϐάση του TxM ως προς τον (U, ϕ). Τα
διανύσµατα ϕ̄−1(ei) λέγονται κανονικά ϐασικά εφαπτόµενα διανύσµατα

του TxM ως προς τον (U, ϕ) και συµβολίζονται µε

(6)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

:= ϕ̄−1(ei) , i = 1, . . . ,m.
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Στην ειδική περίπτωση της τετριµµένης 1–διάστατης πολλαπλότητας R, το
κανονικό ϐασικό εφαπτόµενο διάνυσµα στον TtR, ως προς το χάρτη (R, idR)
συµβολίζεται µε

(7)
d

dt

∣∣∣∣
t

:= (idR)
−1(1).

Εποµένως, κάθε u ∈ TxM µπορεί να πάρει την µορφή

(8) u =
m∑
i=1

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.

Εφαρµόζοντας την ϕ̄ στα δύο µέλη της ανωτέρω ισότητας, παίρνουµε

ϕ̄(u) = ϕ̄
( m∑

i=1

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
=

m∑
i=1

λiϕ̄(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

) =
m∑
i=1

λiei = (λ1, . . . , λm)

και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι

ϕ̄(u) = (ϕ ◦ α)′(0) = ((x1 ◦ α)′(0), . . . , (xm ◦ α)′(0)),

όπου xi = pri ◦ ϕ οι συντεταγµένες του χάρτη (U, ϕ), ϐρίσκουµε για τους
συντελεστές λi ότι

(9) λi = (xi ◦ α)′(0), i = 1, . . . ,m,

και για το διάνυσµα u ότι

(10) u =
m∑
i=1

(xi ◦ α)′(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.
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1 Σηµειακό ∆ιαφορικό

1.1 Ορισµός. ΄Εστω f : (M,A) → (N,B) µια διαφορίσιµη απεικόνιση µετα-
ξύ διαφορικών πολλαπλοτήτων και x ∈ M . Ονοµάζουµε διαφορικό της f
στο x ή παράγωγο της f στο x την απεικόνιση

Txf : TxM −→ Tf(x)N : [(α, x)] 7→ [(f ◦ α, f(x))].

1.2 Λήµµα. Το διαφορικό Txf µιας διαφορίσιµης απεικόνισης f σε ένα σηµείο

x είναι καλά ορισµένο.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε ότι [(f ◦ α, f(x))] ∈ Tf(x)N , αφού f ◦ α είναι
µια διαφορίσιµη καµπύλη στην N που περνά από το f(α(0)) = f(x), για
κάθε [(α, x)] ∈ TxM .

Αποδεικνύουµε ότι [(f ◦ α, f(x))] δεν εξαρτάται από την επιλογή της κα-
µπύλης α: Αν β είναι άλλη διαφορίσιµη καµπύλη στην κλάση [(α, x)], τότε
(ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0), ή, ισοδύναµα,

D(ϕ ◦ α)(0) = D(ϕ ◦ β)(0),

για κάθε χάρτη (U, ϕ) ∈ A, µε x ∈ U . Επειδή f είναι διαφορίσιµη, υπάρχουν
χάρτες (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U , f(U) ⊆ V , έτσι ώστε η αντίστοιχη
τοπική παράσταση ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ) να είναι διαφορίσιµη. ΄Ετσι,
για τις διαφορίσιµες καµπύλες f ◦ α και f ◦ β, έχουµε

D(ψ ◦ (f ◦ α))(0) = D((ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ α))(0)
= D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ ◦ α)(0)) ◦D(ϕ ◦ α)(0)
= D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ ◦ β)(0)) ◦D(ϕ ◦ β)(0)
= D((ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ β))(0)
= D(ψ ◦ (f ◦ β))(0),

δηλαδή, [(f ◦ α, f(x))] = [(f ◦ β, f(x))], που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.
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Θα δείξουµε τώρα ότι το διαφορικό Txf είναι γραµµική απεικόνιση.
Πρώτα χρειαζόµαστε το

1.3 Λήµµα. ΄Εστω f : (M,A) → (N,B) διαφορίσιµη στο x ∈ M . Αν (U, ϕ),
(V, ψ) είναι χάρτες επί των M , N , αντίστοιχα, µε x ∈ U και f(U) ⊆ V , και

F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1
είναι η αντίστοιχη τοπική παράσταση της f , τότε

(1) ψ̄ ◦ Txf = DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄,

δηλαδή, το επόµενο διάγραµµα

TxM
Txf - Tf(x)N

Rm

ϕ̄

?

DF (ϕ(x))
- Rn

ψ̄

?

είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. Λόγω της διαφορισιµότητας της f στο x, η τοπική παράσταση F
είναι διαφορίσιµη στο ϕ(x), έτσι το σύνηθες διαφορικό DF (ϕ(x)) : Rm → Rn

ορίζεται. Θεωρούµε τους γραµµικούς ισοµορφισµούς ϕ̄ : TxM → Rm και
ψ̄ : Tf(x)N → Rn. Αποδεικνύουµε ότι η (1) ισχύει : ΄Εστω [(α, x)] ∈ TxM .
Τότε

(DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄)([(α, x)]) = [D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(α(0)))](ϕ̄([(α, x)]))

= [D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(α(0)))]([D(ϕ ◦ α)(0)](1))
= [D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ (f ◦ α))(0)](1)
= ψ̄([(f ◦ α, f(x))]) = (ψ̄ ◦ Txf)([(α, x)])

και ο ισχυρισµός έχει αποδειχθεί.

1.4 Πρόταση. ΄Εστω f : (M,A) → (N,B) διαφορίσιµη στο x ∈ M . Τότε το

διαφορικό Txf : TxM → Tf(x)N της f στο x είναι µια γραµµική απεικόνιση.

Απόδειξη. Λόγω του (1),

Txf = ψ̄−1 ◦DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄,

δηλαδή, Txf είναι σύνθεση τριών γραµµικών απεικονίσεων.
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1.5 Παραδείγµατα. (1) Αν f : (M,A) → (N,B) είναι σταθερή, τότε η f είναι
διαφορίσιµη και Txf = 0, για κάθε x ∈ M . Πράγµατι, έστω ένα x ∈ M και
έστω yo ∈ N η σταθερή τιµή της f . Υπάρχει χάρτης (V, ψ) ∈ B µε yo ∈ V .
΄Εστω και ένας τυχαίος χάρτης (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Τότε f(U) = {yo} ⊆ V
και οι ανωτέρω χάρτες δίνουν τοπική παράσταση της f

F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )

που είναι σταθερή και ίση µε ψ(yo), άρα διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο του
πεδίου ορισµού της. ΄Αρα και η f είναι διαφορίσιµη, και για κάθε u ∈ TxM ,
ισχύει

Txf(u) = ψ̄−1 ◦DF (ϕ(x)) ◦ ϕ̄(u) = ψ̄−1(0) = 0,

αφού DF (h) = 0, για κάθε h ∈ ϕ(U) ⊆ Rm, σαν διαφορικό σταθερής και
ψ̄−1(0) = 0, επειδή η ψ̄−1 είναι γραµµική.

(2) Εφαρµόζοντας τον ορισµό του σηµειακού διαφορικού στην ταυτοτική
απεικόνιση idM :M →M , παίρνουµε για κάθε u = [(α, x)] ∈ TxM , ότι

TxidM(u) = [(idM ◦ α, idM(x))] = [(α, x)] = u,

δηλ.

(2) TxidM = idTxM ,

για κάθε x ∈M .
(3) Υποθέτουµε ότι (M,A) είναι µια m–διάστατη διαφορική πολλαπλότη-

τα, x ∈ M και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Η απεικόνιση ϕ : U → Rm, αφού
είναι διαφορίσιµη, έχει ένα διαφορικό Txϕ : TxM → Tϕ(x)Rm. Θεωρούµε τον
ολικό χάρτη (Rm, idRm) στο Rm. Τότε Tϕ(x)Rm και Rm είναι ισόµορφοι, µέσω
της idRm. Υπολογίζουµε την σύνθεση idRm ◦ Txϕ:

idRm ◦ Txϕ(u) = idRm([(ϕ ◦ α, ϕ(x))])
= (idRm ◦ ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ α)′(0)
= ϕ̄(u),

δηλ.

(3) idRm ◦ Txϕ = ϕ̄.
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και (ισοδύναµα) το διάγραµµα

TxM
Txϕ- Tϕ(x)Rm

Rm

idRm

?

ϕ̄
-

είναι µεταθετικό.
Βλέπουµε συχνά στην ϐιβλιογραφία την ισότητα (3) γραµµένη σαν

Txϕ ≡ ϕ̄

µε τον ισοµορφισµό idRm να παραλείπεται.

1.6 Θεώρηµα. (Κανόνας της Αλυσίδας, µέρος ΙΙ) Αν f : (M,A) → (N,B) και

g : (N,B) → (P, C) είναι διαφορίσιµες στο x ∈ M και f(x) ∈ N , αντίστοιχα,

τότε

(4) Tx(g ◦ f) = Tf(x)g ◦ Txf.

Απόδειξη. ΄Εστω [(α, x)] ∈ TxM . Τότε

(Tx(g ◦ f))([(α, x)]) = [((g ◦ f) ◦ α, (g ◦ f)(x))]
= [(g ◦ (f ◦ α), g(f(x)))]
= Tf(x)g([(f ◦ α, f(x))])
= Tf(x)g(Txf([(α, x)]))

= (Tf(x)g ◦ Txf)([(α, x)])

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Αποδεικνύουµε τώρα το επόµενο ϑεµελιώδες αποτέλεσµα.

1.7 Θεώρηµα. (Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης) ΄Εστω (M,A), (N,B)
διαφορικές πολλαπλότητες και έστω f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση.

Αν το διαφορικό της f σε ένα σηµείο xo ∈ M είναι γραµµικός ισοµορφισµός,

τότε η f είναι µια τοπική αµφιδιαφόριση στο xo· δηλαδή, υπάρχουν ανοιχτά

υποσύνολα Uo ⊆ M και Vo ⊆ N , τέτοια ώστε xo ∈ Uo, f(Uo) = Vo και

f |Uo : Uo → Vo να είναι µια αµφιδιαφόριση.
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Απόδειξη. Ας υποθέτουµε ότι οι διαστάσεις των M και N είναι m και n,
αντίστοιχα. Επειδή f είναι διαφορίσιµη στο xo, υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A,
(V, ψ) ∈ B, τέτοιοι ώστε xo ∈ Uo, f(Uo) ⊆ Vo και η τοπική παράσταση

F := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

είναι διαφορίσιµη στο ϕ(xo), δηλαδή, υπάρχει το γραµµικό διαφορικό

DF (ϕ(xo)) : Rm −→ Rn.

Λόγω της ισότητας (1), παίρνουµε ότι

DF (ϕ(xo)) = ψ̄ ◦ Txof ◦ ϕ̄−1,

που µας δίνει ότι DF (ϕ(xo)) είναι γραµµικός ισοµορφισµός, σαν σύνθεση
τριών γραµµικών ισοµορφισµών, και, κατ΄ ανάγκη, m = n. Από το Θεώρη-
µα Αντίστροφης Απεικόνισης του Απειροστικού Λογισµού, υπάρχουν ανοιχτά
σύνολα A ⊆ ϕ(U) και B ⊆ ψ(V ) µε ϕ(xo) ∈ A, F (A) = B και F |A : A → B
αµφιδιαφόριση. Θέτουµε Uo := ϕ−1(A) ⊆ U και Vo := ψ−1(B) ⊆ V . Τότε
Uo και Vo είναι ανοιχτά υποσύνολα των U και V , σαν αντίστροφες εικόνες
των ανοιχτών συνόλων A και B µέσω των συνεχών απεικονίσεων ϕ και ψ,
αντίστοιχα, xo ∈ Uo,

f(Uo) = ψ−1 ◦ F ◦ ϕ(Uo)
= ψ−1 ◦ F (A)
= ψ−1(B) = Vo

και f |Uo = ψ−1|B ◦ F |A ◦ ϕ|Uo είναι αµφιδιαφόριση σαν σύνθεση τριών αµφι-
διαφορίσεων.

1.8 Πόρισµα. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες και έστω

f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Αν f είναι αµφιµονοσήµαντη και

Txf είναι γραµµικός ισοµορφισµός, για κάθε x ∈ M , τότε η f είναι αµφιδια-

ϕόριση.

2 Υπόχωροι και Χώροι-γινόµενα . . .

∆ύο χρήσιµα αποτελέσµατα που αφορούν εφαπτόµενους χώρους δίνονται στις
επόµενες δύο προτάσεις.
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2.1 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και

έστω A ⊆M ανοιχτό και x ∈ A. Αν A ϑεωρείται σαν ανοιχτή υποπολλαπλότη-

τα του M , τότε υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός

Φ : TxA −→ TxM.

Σηµείωση. Γνωρίζουµε ότι οι TxA και TxM είναι m-διάστατοι διανυσµατικοί
χώροι, άρα είναι ισόµορφοι µεταξύ τους (και µε το Rm). Για δύοm-διάστατους
διανυσµατικούς χώρους X και Y µπορούµε να ϕτιάξουµε ένα ισοµορφισµό f
µεταξύ τους, ϑεωρώντας µια ϐάση {x1, . . . , xm} του X, µια ϐάση {y1, . . . , ym}
του Y , ϑέτοντας f(xi) = yi, για κάθε i = 1, . . . ,m, και επεκτείνοντας γραµ-
µικά. Ο ισοµορφισµός που ϐρίσκουµε αλλάζει αν αλλάξουµε τις χρησιµο-
ποιούµενες ϐάσεις. Η λέξη «ϕυσικός» στην ανωτέρω εκφώνηση σηµαίνει οτι
υπάρχει ισοµορφισµός που ορίζεται χωρίς την χρήση ϐάσεων, άρα χωρίς να
εξαρτάται από ϑεωρούµενους χάρτες.

Απόδειξη. Αν α : I → A είναι µια διαφορίσιµη καµπύλη στο A, είναι επίσης
µια διαφορίσιµη καµπύλη στοM . Ας συµβολίσουµε µε [(α, x)]A και [(α, x)]M
τις κλάσεις ισοδυναµίας της α στα A και M , αντίστοιχα. Θεωρώντας το δια-
ϕορικό της ϕυσικής εµφύτευσης iA : A→M στο x, παίρνουµε

TxiA : TxA −→ TxM : [(α, x)]A 7−→ [(iA ◦ α, iA(x))]M = [(α, x)]M .

Ακόµη, έστω (U, ϕ) ∈ A µε U ⊆ A και x ∈ U . Τότε (U, ϕ) ∈ A|A. Συµβο-
λίζουµε µε ϕ̄M : TxM → Rm και ϕ̄A : TxA → Rm τους αντίστοιχους ισοµορ-
ϕισµούς. Προφανώς το διάγραµµα

TxA
Txi - TxM

Rm

ϕ̄M
�

ϕ̄A
-

είναι µεταθετικό : Για κάθε [(α, x)]A ∈ TxA, έχουµε

ϕ̄M ◦ TxiA([(α, x)]A) = ϕ̄M([(iA ◦ α, iA(x)]) = ϕ̄M([(α, x)]M)

= (ϕ ◦ α)′(0) = ϕ̄A([(α, x)]A).

΄Ετσι, το Ϲητούµενος ισοµορφισµός είναι

Φ := Txi = ϕ̄−1
M ◦ ϕ̄A.
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2.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες διαστάσεων

m,n ∈ N, αντίστοιχα. Για κάθε x ∈ M και y ∈ N , υπάρχει ένας ϕυσικός

ισοµορφισµός

Φ : T(x,y)(M ×N) −→ TxM × TyN.

Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U και (V, ψ) ∈ B µε y ∈ V . Θεωρούµε
τον χάρτη (U × V, ϕ× ψ) ∈ A × B και τους ισοµορφισµούς ϕ̄ : TxM → Rm,
ψ̄ : TyN → Rn και ϕ× ψ : T(x,y)(M × N) → Rm × Rn. Ακόµη, ϑεωρούµε
τις (διαφορίσιµες) προβολές pM : M ×N → M και pN : M ×N → N , και τα
διαφορικά τους

T(x,y)pM : T(x,y)(M ×N) → TxM

T(x,y)pN : T(x,y)(M ×N) → TyN.

Παρατηρούµε ότι για κάθε διαφορίσιµη καµπύλη α : I → M × N που
περνά από το (x, y), συνθέτοντας µε τις προβολές παίρνουµε δύο διαφορίσιµες
καµπύλες αM = pM ◦ α : I → M και αN = pN ◦ α : I → N . Θεωρώντας το
αντίστοιχο εφαπτόµενο διάνυσµα [(α, (x, y)], έχουµε

T(x,y)pM([(α, (x, y))]) = [(pM ◦ α, pM(x, y))] = [(αM , x)],

T(x,y)pN([(α, (x, y))]) = [(pN ◦ α, pN(x, y))] = [(αN , y)].

Αποδεικνύουµε ότι το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

T(x,y)(M ×N)
(T(x,y)pM , T(x,y)pN)- TxM × TyN

Rm × Rn

ϕ̄× ψ̄
�

ϕ× ψ
-

Πράγµατι, για κάθε [(α, (x, y))] ∈ T(x,y)(M ×N), έχουµε

(ϕ̄× ψ̄) ◦ (T(x,y)pM , T(x,y)pN)([(α, (x, y))]) = (ϕ̄× ψ̄)([(αM , x)], [(αN , y)])

= (ϕ̄([(αM , x)]), ψ̄([(αN , y)])

= ((ϕ ◦ αM)′(0), (ψ ◦ αN)′(0))

και

ϕ× ψ([(α, (x, y))]) = ((ϕ× ψ) ◦ α)′(0)
= ((ϕ× ψ) ◦ (αM , αN))′(0)
= ((ϕ ◦ αM)′(0), (ψ ◦ αN)′(0))
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Από την µεταθετικότητα του διαγράµµατος προκύπτει ότι το Ϲεύγος

(T(x,y)pM , T(x,y)pN) = (ψ̄−1 × ϕ̄−1) ◦ ¯ϕ× ψ

είναι γραµµικός ισοµορφισµός σαν σύνθεση δύο τέτοιων, άρα ο Ϲητούµενος
ισοµορφισµός Φ είναι ο

(5) Φ := (T(x,y)pM , T(x,y)pN) : T(x,y)(M ×N) −→ TxM × TyN.

Με τις υποθέσεις της προηγούµενης Πρότασης, συµβολίζουµε µε

PTxM : TxM × TyN −→ TxM

PTyN : TxM × TyN −→ TyN

τις κανονικές προβολές. Εύκολα ϐλέπουµε ότι

T(x,y)pM = PTxM ◦ Φ,
T(x,y)pN = PTyN ◦ Φ.

3 . . . και λίγος ∆ιαφορικός Λογισµός

3.1 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B), (P, C) διαφορικές πολλαπλότητες δια-

στάσεων m, n και p, αντίστοιχα και f : P → M × N µια απεικόνιση. Τότε

η f είναι διαφορίσιµη, αν και µόνον αν οι fM = prM ◦ f : P → M και

fN = prN ◦ f : P → N είναι διαφορίσιµες. Σε αυτή την περίπτωση, για κάθε

p ∈ P ,

(6) Φ ◦ Tpf = (TpfM , TpfN),

όπου Φ ο ισοµορφισµός (5).

Απόδειξη. ΄Εστω f διαφορίσιµη. Τότε προφανώς οι fM και fN είναι διαφορίσι-
µες, σαν συνθέσεις διαφορίσιµων. Αντίστροφα, έστω fM και fN διαφορίσιµες.
Θα δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη. Παίρνουµε ένα τυχαίο z ∈ P και δύο
χάρτες (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε x ∈ U και y ∈ V . Επειδή οι διαφορίσι-
µες fM και fN είναι συνεχείς, οι αντίστροφες εικόνες f−1

M (U) και f−1
N (V ) είναι

ανοιχτά υποσύνολα της P , µε z ∈ f−1
M (U) ∩ f−1

N (V ). Οι χάρτες του µέγιστου
άτλαντα C είναι ϐάση της τοπολογίας του P , άρα υπάρχει χάρτης (W,χ) ∈ C
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µε z ∈ W ⊆ f−1
M (U)∩f−1

N (V ), και f(W ) ⊆ fM(W )×fN(W ) ⊆ U×V . ∆ηλ. οι
χάρτες (W,χ) και (U ×V, ϕ×ψ) δίνουν τοπική παράσταση της f = (fM , fN):

F = (ϕ× ψ) ◦ f ◦ χ−1 : χ(W ) −→ ϕ(U)× ψ(V ).

Εφαρµόζοντας την F σε ένα h ∈ χ(W ) ⊆ Rp, παίρνουµε

F (h) = (ϕ× ψ) ◦ f ◦ χ−1(h)

= (ϕ× ψ) ◦ (fM(χ−1(h)), fN(χ
−1(h)))

= (ϕ ◦ fM ◦ χ−1(h), ψ ◦ fN ◦ χ−1(h))

δηλ. η
F = (ϕ ◦ fM ◦ χ−1, ψ ◦ fN ◦ χ−1)

είναι διαφορίσιµη, αφού έχει παράγοντες τις τοπικές παραστάσεις των fM ,
fN , που είναι διαφορίσιµες.

Για την ισότητα (6), παρατηρούµε ότι για κάθε u = [(α, z)] ∈ TzP , ισχύει

Φ ◦ Tzf(u) = (T(x,y)pM , T(x,y)pN)([(f ◦ α, f(z))])
= (T(x,y)pM([(f ◦ α, f(z))]), T(x,y)pN([(f ◦ α, f(z))]))
= ([(pM ◦ f ◦ α, pM ◦ f(z))], [(pN ◦ f ◦ α, pN ◦ f(z))])
= ([(fM ◦ α, fM(z))], [(fN ◦ α, fN(z))])
= (TzfM(u), TzfN(u)).

Συχνά η ισότητα (6), µε παράλειψη του ισοµορφισµού Φ, γράφεται σαν
ταύτιση

(7) Tpf ≡ (TpfM , TpfN)

΄Εστω τώρα µια απεικόνιση f : M × N → P . Για ένα σταθεροποιηµένο
σηµείο (xo, yo) ∈M ×N , ϑεωρούµε τις µερικές απεικονίσεις

fxo : N −→ P : y 7→ f(xo, y),

fyo :M −→ P : x 7→ f(x, yo).

Αν η f είναι διαφορίσιµη, τότε fxo και fyo είναι διαφορίσιµες (ϐλ. ΄Ασκ. 8,
από τις Ασκήσεις 03). ΄Εχουµε το επόµενο
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3.2 Θεώρηµα (Τύπος του Leibniz). ΄Εστω (M,A), (N,B), (P, C) διαφο-

ϱικές πολλαπλότητες και f : M × N → P µια διαφορίσιµη απεικόνιση.

Τότε, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ταύτιση του T(x,y)(M × N) µε το γινόµενο

TxM × TyN , για κάθε (x, y) ∈M ×N , έχουµε

(8) T(x,y)f(u, v) ≡ Txfy(u) + Tyfx(v),

για κάθε (u, v) ∈ TxM × TyN .

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα (x, y) ∈ M × N και ϑεωρούµε ένα χάρτη
(W,χ) ∈ C µε f(x, y) ∈ W . Επειδή η f είναι συνεχής, f−1(W ) είναι µια
ανοιχτή περιοχή του (x, y) ∈M×N , ως προς την τοπολογία-γινόµενο τA×τB.
΄Ετσι, υπάρχουν ανοιχτά σύνολα A ⊆ M και B ⊆ N µε (x, y) ∈ A × B ⊆
f−1(V ). Οι χάρτες ενός µέγιστου άτλαντα είναι ένα ϐάση για την κανονική
τοπολογία, εποµένως υπάρχουν χάρτες (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B, µε (x, y) ∈
U ×V ⊆ A×B ⊆ f−1(W ). Τότε το Ϲεύγος των χαρτών (U ×V, ϕ×ψ), (W,χ)
ορίζει τοπική παράσταση της f

F = χ ◦ f ◦ (ϕ× ψ)−1 : ϕ(U)× ψ(V ) −→ χ(W ),

που είναι διαφορίσιµη στο (ϕ(x), ψ(y)). Θεωρούµε το µεταθετικό διάγραµµα

TxM × TyN ∼= T(x,y)(M ×N)
T(x,y)f - Tf(x,y)P

Rm × Rn

ϕ× ψ

?

DF (ϕ(x), ψ(y))
-

ϕ̄× ψ̄
-

Rp

χ̄

?

΄Εστω w ∈ T(x,y)(M × N), που συµπίπτει µε (u, v) ∈ TxM × TyN µέσω της
ταύτισης (5). Τότε

χ̄ ◦ T(x,y)f(w) = [DF (ϕ(x), ψ(y))] ◦ [ϕ× ψ](w)

= [DF (ϕ(x), ψ(y))] ◦ (ϕ̄× ψ̄)(u, v) =

= [DF (ϕ(x), ψ(y))](ϕ̄(u), ψ̄(v)) =

= [DFψ(y)(ϕ(x))](ϕ̄(u)) + [DFϕ(x)(ψ(y))](ψ̄(v)).

Παρατηρούµε ότι

Fϕ(x)(k) = χ ◦ f ◦ (ϕ× ψ)−1(ϕ(x), k)

= χ ◦ f(x, ψ−1(k))

= χ ◦ fx ◦ ψ−1(k),
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είναι η τοπική παράσταση της fx µέσω (V, ψ) και (W,χ) και, παρόµοια,

Fψ(y)(h) = χ ◦ fy ◦ ϕ−1(h),

είναι η τοπική παράσταση της fy µέσω (U, ϕ) και (W,χ). Εποµένως, έχουµε
τα µεταθετικά διαγράµµατα

TxM
Txfy - Tf(x,y)P

Rm

ϕ̄

?

D(χ ◦ fy ◦ ϕ−1)(ϕ(x))
- Rp

χ̄

?

και

TyN
Tyfx - Tf(x,y)P

Rn

ψ̄

?

D(χ ◦ fx ◦ ψ−1)(ψ(y))
- Rp

χ̄

?

από τα οποία παίρνουµε

χ̄ ◦ T(x,y)f(u, v) = [D(χ ◦ fy ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](ϕ̄(u))

+ [D(χ ◦ fx ◦ ψ−1)(ψ(y))](ψ̄(v))

= χ̄ ◦ Txfy(u) + χ̄ ◦ Tyfx(v).

Επειδή χ̄ είναι γραµµικός ισοµορφισµός, η τελευταία ισότητα συνεπάγεται
τον ισχυρισµό.

3.3 Παραδείγµατα. (Α) ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες δια-
στάσεων m και n, αντίστοιχα, f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση και
x ∈ M . ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B που οριζουν τοπική παράσταση
F = ψ◦f ◦ϕ−1. Θεωρούµε τις κανονικές ϐάσεις { ∂

∂xi
|x}1≤i≤m και { ∂

∂yj
|y}1≤j≤n

του TxM και Tf(x)N ως προς τους χάρτες (U, ϕ) και (V, ψ). Από τον ορισµό
των κανονικών ϐάσεων, παίρνουµε ότι ο πίνακας του ϕ̄ : TxM → Rm ως προς
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{ ∂
∂xi

|x}1≤i≤m και {ei}1≤i≤m είναι ο Im, ενώ ο πίνακας του ψ̄ : Tf(x)N → Rn

ως προς { ∂
∂yj

|y}1≤j≤n και {ej}1≤j≤n είναι ο In. ΄Εστω A ο πίνακας της Txf ως
προς τις κανονικές ϐάσεις { ∂

∂xi
|x}1≤i≤m και { ∂

∂yj
|y}1≤j≤n. Η ισότητα (1) (ϐλ.

Λήµµα 1.3) συνεπάγεται ότι

(9) A = In · A = Jϕ(x)F · Im = Jϕ(x)F.

(Β) ΄Εστω f : R → R µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Τότε, για κάθε s ∈ R,
το διάγραµµα

TsR
Tsf - Tf(s)R

R

idR

?

D(idR ◦ f ◦ id−1
R )(idR(s))

- R

idR

?

είναι µεταθετικό, εποµένως, εφαρµόζοντας το Tsf στο d
dt
|s παίρνουµε

Tsf

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= ((idR)

−1 ◦Df(s) ◦ idR)

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= ((idR)

−1 ◦Df(s))(1)
= (idR)

−1(f ′(s))

= f ′(s)(idR)
−1(1)

= f ′(s)
d

dt

∣∣∣∣
f(s)

.

∆ηλαδή,

(10) Tsf

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= f ′(s)

d

dt

∣∣∣∣
f(s)

,

για κάθε s ∈ R.
(Γ) ΄Εστω α : I → M µια διαφορίσιµη καµπύλη στο M και s ∈ I. Συµβο-

λίζουµε µε α̇(s) το εφαπτόµενο διάνυσµα

(11) α̇(s) := Tsα

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
∈ Tα(s)M

και το ονοµάζουµε το εφαπτόµενο διάνυσµα της α στο s.
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1 Παραγωγίσεις

Σε αυτή την παράγραφο ϑα παρουσιάσουµε µια άποψη των εφαπτόµενων δια-
νυσµάτων που εξηγεί γιατί χρησιµοποιείται το σύµβολο ∂

∂xi
|x για τα κανονικά

ϐασικά διανύσµατα ενός χάρτη.
Σε όλη την παράγραφο (M,A) είναι µια m-διάστατη διαφορική πολλα-

πλότητα.
Υπενθυµίζουµε ότι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση της M στο x ∈ M

είναι µια διαφορίσιµη συνάρτηση f : A → R, όπου A ⊆ M ανοιχτό µε x ∈ A.
Συµβολίζουµε µε C∞

x (M,R) το σύνολο αυτών των συναρτήσεων.
Για κάθε f ∈ C∞

x (M,R), ορίζεται το σηµειακό διαφορικό

Txf : TxM → Tf(x)R.

Παρατηρούµε ότι για κάθε χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , το Ϲεύγος των χαρτών
(U, ϕ) και (R, idR) δίνει τοπική παράσταση της f στο x

f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R

και το διάγραµµα

TxM
Txf - Tf(x)R

Rm

ϕ̄

?

D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))
- R

idR

?

είναι µεταθετικό. ΄Εστω u = [(α, x)] ∈ TxM . Τότε η κοινή τιµή των idR ◦ Txf
και D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄ στο u ισούται µε τον πραγµατικό αριθµό

idR(Txf(u)) = idR([(f ◦ α, f(x))]) = (idR ◦ f ◦ α)′(0) = (f ◦ α)′(0).
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Θα µελετήσουµε πώς µεταβάλλεται η ανωτέρω παράσταση όταν κρατάµε στα-

ϑερό το u και µεταβάλλουµε την συνάρτηση f . Θέτουµε

(1) δu : C∞
x (M,R) −→ R : f 7−→ δu(f) := (f ◦ α)′(0).

Από την συζήτηση που έχει προηγηθεί προκύπτει ότι

(2) δu(f) = idR(Txf(u)) = D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(u).

1.1 Παρατήρηση. Η ισότητα (2) δείχνει ότι η παράσταση δu(f) συµπίπτει µε
την κατευθυνόµενη παράγωγο της τοπικής παράστασης f ◦ ϕ−1 στο σηµείο
ϕ(x) κατά την κατεύθυνση του διανύσµατος ϕ̄(u) (ϐλ. Παράρτηµα Α, Ορισµός
1.18).

1.2 Πρόταση. Η συνάρτηση (1) είναι καλά ορισµένη, δηλ. είναι ανεξάρτητη

της καµπύλης α που υλοποιεί το u.

Απόδειξη. Προφανές, αφού

δu(f) = idR(Txf(u)),

και οι συναρτήσεις idR και Txf είναι καλά ορισµένες, δηλ. ανεξάρτητες της
καµπύλης που υλοποιεί το διάνυσµα στο οποίο εφαρµόζονται.

Παρατηρούµε τώρα ότι στο σύνολο C∞
x (M,R) ορίζονται :

(1) Μια πρόσθεση: αν f, g ∈ C∞
x (M,R) τότε οι f και g ορίζονται σε ανοιχτές

περιοχές A και B του x, αντίστοιχα. Θέτοντας

f + g : A ∩B → R : (f + g)(x) = f(x) + g(x)

παίρνουµε f + g ∈ C∞
x (M,R).

(2) ΄Ενα ϐαθµωτό γινόµενο: αν f ∈ C∞
x (M,R) και λ ∈ R, ϑέτοντας

λf : A → R : (λf)(x) = λ · f(x)

παίρνουµε λf ∈ C∞
x (M,R).

(3) ΄Ενα γινόµενο: αν f, g ∈ C∞
x (M,R) όπως στο (1), ϑέτοντας

fg : A ∩B → R : (fg)(x) = f(x) · g(x)

παίρνουµε fg ∈ C∞
x (M,R).
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1.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα, x ∈ M και

u = [(α, x)] ∈ TxM . Τότε, για κάθε f, g ∈ C∞
x (M,R) και λ ∈ R, ισχύουν

οι ισότητες

δu(f + g) = δu(f) + δu(g)(3)
δu(λf) = λδu(f)(4)
δu(fg) = δu(f) · g(x) + f(x) · δu(g)(5)

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι, για κάθε f, g ∈ C∞
x (M,R) και κάθε

λ ∈ R, έχουµε ότι

(f + g) ◦ α = (f ◦ α) + (g ◦ α)
(λf) ◦ α = λ(f ◦ α)
(fg) ◦ α = (f ◦ α)(g ◦ α).

Εποµένως,

δu(f + g) = ((f + g) ◦ α)′(0) = (f ◦ α)′(0) + (g ◦ α)′(0)
= δu(f) + δu(g),

δu(λf) = ((λf) ◦ α)′(0) = (λ(f ◦ α))′(0) = λ(f ◦ α)′(0)
= λ · δu(f),

δu(fg) = ((fg) ◦ α)′(0) = ((f ◦ α)(g ◦ α))′(0)
= (f ◦ α)′(0) · (g ◦ α)(0) + (f ◦ α)(0) · (g ◦ α)′(0)
= δu(f) · g(x) + f(x) · δu(g)

και η απόδειξη είναι πλήρης.

Οι ισότητες (3) και (4) κάνουν την δu να µοιάζει γραµµική (όµως δεν είναι·
γιατί ;). Η (5) λέγεται συνθήκη Leibniz.

Στα επόµενα, για να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό, ϑα γράφουµε και
u(f) αντί του δu(f).

1.4 Παραδείγµατα. (Α) Θεωρούµε την παραγώγηση την ορισµένη από ένα
ϐασικό εφαπτόµενο διάνυσµα ∂

∂xi
|x. Για κάθε τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση
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f παίρνουµε

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

:=
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

(f)

= D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))

(
ϕ̄

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))
= D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))(ei)

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

δηλαδή,

(6)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

(Β) Εφαρµόζοντας την (6) στη συντεταγµένη xj (του ίδιου χάρτη (U, ϕ)),
παίρνουµε

∂xj

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∂(xj ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

=
∂uj

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

= δij

όπου δij είναι το δέλτα του Kronecker.
(Γ) ΄Εστω u =

∑
λi

∂
∂xi

|x ∈ TxM . Θεωρώντας και τα δύο µέρη της προηγού-
µενης ισότητας σαν στοιχεία του DxM και εφαρµόζοντας στο xj, παίρνουµε

u(xj) = (
∑
i

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)(xj) =
∑

λi
∂xj

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∑
i

λiδij = λj.

Σαν αποτέλεσµα έχουµε

(7) u =
∑
i

u(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.

(∆) Συνδυάζοντας τώρα (6) και (7) παίρνουµε

u(f) =
∑
i

u(xi)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∑
i

u(xi)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

.

(Ε) Από τον τρόπο που ορίστηκε η παραγώγιση δu, έχουµε για κάθε
f ∈ C∞

x (M,R), την ισότητα

u(f) = idR(Txf(u)).
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Η ανωτέρω ισότητα είναι συνήθως γραµµένη σαν

(8) u(f) = Txf(u)

µε την ταύτιση idR να παραλείπεται. Σηµειώνουµε ότι στην (8) το δεξιό µέ-
λος είναι ένα εφαπτόµενο διάνυσµα ενώ το αριστερό είναι ένας πραγµατικός
αριθµός.

(Ζ) ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N µια
διαφορίσιµη απεικόνιση, x ∈ M , u = [(α, x)] ∈ TxM και g µια τοπικά
διαφορίσιµη συνάρτηση της N στο f(x). Τότε Txf(u) ∈ Tf(x)N ορίζει µια
παραγώγηση της Cf(x)(N) και [g]f(x) ∈ Cf(x)(N). Εφαρµόζοντας το Txf(u)
στην g παίρνουµε

[Txf(u)](g) = [(f ◦ α, f(x))](g) = (g ◦ (f ◦ α))′(0).

Από την άλλη µεριά, g ◦ f είναι µια τοπικά διαφορίσιµη συνάρτηση επί του
M στο x και εφαρµόζοντας την παραγώγηση που ορίζεται από το u στην g ◦f ,
έχουµε

u(g ◦ f) = ((g ◦ f) ◦ α)′(0)
εποµένως

(9) [Txf(u)](g) = u(g ◦ f).

(Η) Τώρα περιοριζόµαστε στην περίπτωση M = Rm. Θεωρούµε τον ολικό
χάρτη (Rm, idRm) και τα αντίστοιχα κανονικά ϐασικά εφαπτόµενα διανύσµατα
∂
∂xi

|x, i = 1, . . . ,m, σε κάποιο x ∈ Rm. Τότε για κάθε τοπικά διαφορίσιµη
συνάρτηση επί του Rm στο x, έχουµε

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∂(f ◦ id−1

Rm)

∂ui

∣∣∣∣
id(x)

=
∂f

∂ui

∣∣∣∣
x

.

(Θ) Στην ειδική περίπτωση M = R, ο ολικός χάρτης (R, idR) ορίζει στο
t ∈ R ένα κανονικό ϐασικό εφαπτόµενο διάνυσµα

d

dt

∣∣∣∣
t

:= id−1
R (1) ∈ TtR.

Αυτό το εφαπτόµενο διάνυσµα, ϑεωρούµενο σαν παραγώγηση και εφαρµο-
σµένο σε µια κατάλληλη f δίνει

d

dt

∣∣∣∣
t

(f) =
df

dt

∣∣∣∣
t

= f ′(t).
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1.5 Ορισµός. Μια απεικόνιση d : C∞
x (M,R) −→ R που ικανοποιεί τις ι-

διότητες (3), (4) και (5) ϑα λέµε ότι είναι µια (σηµειακή) παραγώγιση του
συνόλου C∞

x (M,R).
Συµβολίζουµε µε DxM το σύνολο των παραγωγίσεων του C∞

x (M,R).

Αν d, d1 ∈ DxM και λ ∈ R, ορίζουµε τις κατά σηµείο πράξεις

(d+ d1)(f) := d(f) + d1(f)(10)
(λd)(f) := λ · d(f)(11)

για κάθε f ∈ C∞
x (M,R). Είναι άµεσο ότι d + d1 και λd είναι παραγωγήσεις

του C∞
x (M,R). Το επόµενο αποτέλεσµα είναι επίσης ϕανερό.

1.6 Λήµµα. Το σύνολο DxM µε πρόσθεση και ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό που

ορίζονται κατά σηµείο είναι πραγµατικός διανυσµατικός χώρος.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι κάθε παραγώγιση µηδενίζεται στις σταθερές συν-
αρτήσεις : πράγµατι, για την συνάρτηση c1 : M → R που παίρνει σταθερά
την τιµή 1, από την συνθήκη Leibniz έχουµε

d(c1) = d(c1 · c1) = d(c1)c1(x) + c1(x)d(c1) =

= 2d(c1)

εποµένως συµπεραίνουµε ότι d(c1) = 0. Για µια τυχαία σταθερή c : M → R,
έχουµε c = c · c1, έτσι από την (4) παίρνουµε

d(c) = d(c · c1) = c · d(c1) = 0.

1.7 Θεώρηµα. Η απεικόνιση

(12) δ : TxM −→ DxM : u 7→ δ(u) := δu

είναι ένας ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων.

Απόδειξη. Λόγω της Πρότασης 1.3, έχουµε ότι η απεικόνιση (12) είναι κα-
λά ορισµένη. Είναι επίσης γραµµική: για κάθε u, v ∈ TxM , λ ∈ R και
f ∈ C∞

x (M,R), και για ένα τυχαίο χάρτη (U, ϕ) µε x ∈ U , έχουµε (ϐλ. (2) )

δ(λu+ v)(f) = D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(λu+ v)

= λD(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(u)+
D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ ϕ̄(v)

= (λδ(u) + δ(v))(f)
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δηλαδή,
δ(λu+ v) = λδ(u) + δ(v).

Αποδεικνύουµε τώρα ότι δ είναι µονοµορφισµός : Πράγµατι, έστω u = [(α, x)],
v = [(β, x)] ∈ TxM µε δ(u) = δ(v). Τότε, για κάθε f ∈ C∞

x (M,R) έχουµε

(13) δu(f) = δv(f).

Θεωρώντας πάλι ένα χάρτη (U, ϕ) µε x ∈ U , και εφαρµόζοντας την ανωτέρω
ισότητα στις συντεταγµένες xi ∈ C∞

x (M,R), παίρνουµε

(xi ◦ α)′(0) = (xi ◦ β)′(0), ∀i = 1, . . . ,m,

ή, ισοδύναµα,
(ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0),

που, από τον ορισµό, συνεπάγεται α x∼ β και u = v.
Για την απόδειξη του επί της δ χρειαζόµαστε το επόµενο

1.8 Λήµµα. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα, x ∈ M και

(U, ϕ = (x1, . . . , xm)) ∈ A µε x ∈ U και ϕ(x) = 0. Τότε, για κάθε

f ∈ C∞
x (M,R), υπάρχει ένα ανοιχτό Uo ⊆ U µε x ∈ Uo έτσι ώστε

f(y) = f(x) +
m∑
i=1

xi(y)fi(y); ∀ y ∈ Uo,(14)

fi(x) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

, i = 1, . . . ,m.(15)

Απόδειξη του επί της δ: Θεωρούµε µια τυχαία παραγώγιση d ∈ Dx(M). Θα
δείξουµε ότι υπάρχει ένα διάνυσµα u ∈ TxM µε δu = d, που ισοδυναµεί µε
την ισότητα

u(f) = δu(f) = δ(f),

για κάθε f ∈ C∞
x (M,R). Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ = (x1, . . . , xm)) ∈ A µε

x ∈ U και ϕ(x) = 0 και ϑέτουµε

u =
m∑
i=1

d(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.
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Επαληθεύουµε ότι δu = d. ΄Εστω τυχαία f ∈ C∞
x (M,R). Τότε, γράφοντας την

f µε την µορφή (14), παίρνουµε

δu(f) = u(f) = u

(
f(x) +

m∑
i=1

xifi

)
= u(f(x)) + u

(
m∑
i=1

xifi

)

= 0 +
m∑
i=1

u(xifi) =
m∑
i=1

(
u(xi)fi(x) + xi(x)u(fi)

)
=

m∑
i=1

u(xi)fi(x)

και µε ανάλογο τρόπο,

d(f) = d

(
f(x) +

m∑
i=1

xifi

)
= d(f(x)) + d

(
m∑
i=1

xifi

)

= 0 +
m∑
i=1

d(xifi) =
m∑
i=1

(d(xi)fi(x) + xi(x)d(fi)))

=
m∑
i=1

d(xi)fi(x)

Από τον ορισµό του διανύσµατος u, έχουµε u(xi) = d(xi), για κάθε
i = 1, . . . ,m. Εποµένως, δu(f) = d(f), για κάθε f ∈ C∞

x (M,R), δηλ. δu = d
που ολοκληρώνει την απόδειξη.

2 Σπέρµατα ∆ιαφορίσιµων Συναρτήσεων

΄Οπως σηµειώσαµε και στην προηγούµενη παράγραφο, το σύνολο C∞
x (M,R)

είναι εφοδιασµένο µε τις τρεις πράξεις (3), (4) και (5), οι οποίες όµως δεν
ορίζουν κάποια αλγεβρική δοµή. Παρατηρείστε για παράδειγµα, ότι η πρό-
σθεση έχει πολλά µηδενικά στοιχεία : για οποιαδήποτε f ∈ C∞

x (M,R) µε
πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό A ⊆ M , µε x ∈ A, κάθε σταθερά µηδενική συ-
νάρτηση 0B : B → R µε B ανοιχτό που περιέχει το A, µας δίνει f + 0B = f .
Μπορούµε όµως να πάρουµε µια δοµή πραγµατικής άλγεβρας ταυτίζοντας τα
στοιχεία του C∞

x (M,R) που έχουν ίσους περιορισµούς σε κάποια υποπεριοχή
των πεδίων ορισµού τους. Πιο συγκεκριµένα, δίνουµε τον επόµενο ορισµό:
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2.1 Ορισµός. ΄Εστω f, g ∈ C∞
x (M,R). Υπάρχουν ανοιχτές περιοχές U , V του

x µε f : U → R, g : V → R διαφορίσιµες. Λέµε ότι f και g είναι ισοδύναµες
στο x και γράφουµε f

x∼ g, αν υπάρχει ένα ανοιχτό A ⊆ U ∩ V µε x ∈ A και
f |A = g|A.

Είναι προφανές ότι η ανωτέρω ‘ισοδυναµία’ είναι, πράγµατι, µια σχέση
ισοδυναµίας. Η κλάση της f στο x ϑα λέγεται το σπέρµα της f στο x και ϑα
συµβολίζεται µε [f ]x. Το σύνολο αυτών των κλάσεων ισοδυναµίας ϑα λέγεται η
άλγεβρα των διαφορίσιµων σπερµάτων του M στο x και ϑα συµβολίζεται
µε A∞

x (M).

Υπενθυµίζουµε και τον επόµενο ορισµό:

2.2 Ορισµός. ΄Ενα σύνολο A ̸= ∅ εφοδιασµένο µε τρεις πράξεις

A× A −→ A : (a, b) 7−→ a+ b(16)
R× A −→ A : (λ, a) 7−→ λa(17)
A× A −→ A : (a, b) 7−→ ab(18)

λέγεται (πραγµατική) άλγεβρα, αν :
(i) µε τις (16) και (17) είναι πραγµατικός διανυσµατικός χώρος,
(ii) µε τις (16) και (18) είναι δακτύλιος, και
(iii) για κάθε a, b ∈ A και λ ∈ R, ισχύει

λ(ab) = (λa)b = a(λb).

Ιδιαιτέρως, µια άλγεβρα λέγεται µεταθετική (αντ. µοναδιαία), αν είναι µε-
ταθετικός (αντ. µοναδιαίος) δακτύλιος.

2.3 Πρόταση. Το σύνολο A∞
x (M) είναι µια πραγµατική, µοναδιαία, µεταθετι-

κή άλγεβρα.

Απόδειξη. Ορίζουµε τις αλγεβρικές πράξεις µέσω των ισοτήτων

[f ]x + [g]x := [f + g]x(19)
λ[f ]x := [λf ]x(20)

[f ]x · [g]x := [fg]x(21)

για κάθε [f ]x, [g]x ∈ A∞
x (M) και λ ∈ R. Πρέπει να αποδείξουµε ότι αυτές

οι ισότητες είναι καλά ορισµένες, δηλ. δεν εξαρτώνται από την επιλογή των
απεικονίσεων f και g που αντιπροσωπεύουν τις κλάσεις ισοδυναµίας [f ]x
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και [g]x. Πράγµατι, αν U,U1, V, V1 ∈ N (x) και f : U → R, f1 : U1 → R,
g : V → R, g1 : V1 → R είναι διαφορίσιµες, f

x∼ f1 και g
x∼ g1, τότε

υπάρχουν ανοιχτά A ⊆ U ∩U1 και B ⊆ V ∩V1 µε f |A = f1|A και g|B = g1|B.
Στο σύνολο C := A ∩ B ∈ N (x), έχουµε (f + g)|C = (f1 + g1)|C , δηλαδή,
[f + g]x = [f1 + g1]x. Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι (20) και (21) είναι
επίσης καλά ορισµένες.

Είναι τετριµµένο να ελέγξουµε ότι οι ανωτέρω πράξεις κάνουν το A∞
x (M)

µια άλγεβρα µε τις Ϲητούµενες ιδιότητες.
Σηµειώνουµε ότι το µηδενικό στοιχείο και η µονάδα της A∞

x (M) είναι οι
κλάσεις των σταθερών απεικονίσεων ίσων µε 0 και 1, αντίστοιχα.

2.4 Ορισµός. Μια παραγώγηση της A∞
x (M) είναι µια R–γραµµική απει-

κόνιση
δ : A∞

x (M) −→ R

που ικανοποιεί την συνθήκη Leibniz:

(22) δ([f ]x[g]x) = δ([f ]x)g(x) + f(x)δ([g]x),

για κάθε [f ]x, [g]x ∈ A∞
x (M).

Είναι προφανές ότι η σχέση f
x∼ g συνεπάγεται ότι δu(f) = δu(g), για

κάθε u ∈ TxM , απ΄ όπου προκύπτει άµεσα η επόµενη

2.5 Πρόταση. Για κάθε u ∈ TxM , η απεικόνιση

δu : A∞
x (M) −→ R : [f ]x 7−→ δu([f ]x) = u(f)

είναι µια παραγώγηση της A∞
x (M).
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1 Η εφαπτόµενη δέσµη

΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Θεωρούµε όλους

τους εφαπτόµενους χώρους TxM , x ∈M , και ϑέτουµε

(1) TM :=
⋃
x∈M

TxM

και

(2) π(u) := x, αν u ∈ TxM.

Σε αυτή την παράγραφο ϑα αποδείξουµε ότι TM είναι µια διαφορική πολλα-

πλότητα και ότι π : TM →M είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.

1.1 Ορισµός. Το σύνολο TM ονοµάζεται εφαπτόµενη δέσµη του M και η

απεικόνιση π προβολή της TM επί του M .

Πιο τυπικά, και σύµφωνα µε την ορολογία που χρησιµοποιείται για τις

νηµατικές δέσµες, η εφαπτόµενη δέσµη της M είναι η τριάδα (TM, π,M).
Η TM ονοµάζεται ολικός χώρος, η π προβολή και η M ϐάση της δέσµης.

Εµείς ϑα χρησιµοποιούµε την απλούστερη ορολογία του Ορισµού 1.1.

1.2 Λήµµα. Η απεικόνιση π : TM →M είναι επί.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ M . Ο εφαπτόµενος χώρος TxM δεν είναι κενός· για

κάθε u ∈ TxM , έχουµε π(u) = x.

1.3 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) µιαm–διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Τότε

TM εφοδιάζεται µε δοµή 2m–διάστατης διαφορικής πολλαπλότητας.
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Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A. Θεωρούµε το Ϲεύγος (π−1(U),Φ), όπου η απει-

κόνιση

Φ : π−1(U) =
⋃
x∈U

TxM −→ ϕ(U)× Rm ⊆ Rm × Rm

ορίζεται από την ισότητα

(3) Φ(u) := (ϕ(π(u)), ϕ̄(u)).

(1) Ισχυριζόµαστε ότι (π−1(U),Φ) είναι ένας 2m–διάστατος χάρτης της

TM .

(1α) Η απεικόνιση Φ είναι 1–1: Αν u, v ∈ TM µε Φ(u) = Φ(v), τότε η

(3) συνεπάγεται ότι ϕ(π(u)) = ϕ(π(v)). Επειδή ϕ είναι 1–1, π(u) = π(v),
δηλαδή, u και v ανήκουν στον ίδιο εφαπτόµενο χώρο TxM , µε x = π(u) =
π(v). Ακόµη, ϕ̄(u) = ϕ̄(v) και ϕ̄ : TxM → Rm

είναι αµφιµονοσήµαντη, έτσι

u = v.
(1β) Η εικόνα Φ(π−1(U)) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm×Rm

: Θα δείξου-

µε ότι Φ(π−1(U)) = ϕ(U)×Rm
. Επειδή, προφανώς, Φ(π−1(U)) ⊆ ϕ(U)×Rm

,

αρκεί να αποδείξουµε ότι Φ είναι επί του ϕ(U)×Rm
. ΄Εστω (h, k) ∈ ϕ(U)×Rm

.

Υπάρχει ένα µοναδικό x ∈ U µε ϕ(x) = h. Θεωρούµε τον επιµορφισµό

ϕ̄ : TxM → Rm
. Για το στοιχείο k ∈ Rm

, υπάρχει ένα µοναδικό u ∈ TxM µε

ϕ̄(u) = k. Εποµένως,

Φ(u) = (ϕ(π(u)), ϕ̄(u)) = (ϕ(x), k) = (h, k),

και η εικόνα Φ(π−1(U)) είναι το σύνολο ϕ(U) × Rm
, που είναι ανοιχτό στο

Rm × Rm
, σαν καρτεσιανό γινόµενο ανοιχτών υποσυνόλων του Rm

.

(2) Θεωρούµε τώρα το σύνολο

B := {(π−1(Ui),Φi) : (Ui, ϕi) ∈ A}

από όλους τους χάρτες στην TM της προηγούµενης µορφής, και ισχυριζό-

µαστε ότι ο B είναι ένας διαφορικός άτλαντας επί της TM .

(2α) Οι χάρτες του B καλύπτουν την TM , διότι⋃
i

π−1(Ui) = π−1(
⋃
i

Ui) = π−1(M) = TM.

(2β) Οι χάρτες του B είναι διαφορικά συµβιβαστοί: Θεωρούµε δύο χάρτες

(Ui, ϕi) και (Uj, ϕj) του A µε Ui ∩ Uj ̸= ∅, και τους αντίστοιχους χάρτες

(π−1(Ui),Φi) και (π−1(Uj),Φj) στον B. Τότε

π−1(Ui) ∩ π−1(Uj) = π−1(Ui ∩ Uj) ̸= ∅
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και

Φi(π
−1(Ui) ∩ π−1(Uj)) = Φi(π

−1(Ui ∩ Uj)) = ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm

είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm × Rm
, αφού ϕi(Ui ∩ Uj) είναι ανοιχτό

στον Rm
, από την συµβιβαστότητα των (Ui, ϕi) και (Uj, ϕj). ΄Οµοια, η εικόνα

Φj(π
−1(Ui) ∩ π−1(Uj)) = ϕj(Ui ∩ Uj)× Rm

είναι ανοιχτό στο Rm × Rm
. Θεωρούµε τώρα τις απεικονίσεις µεταφοράς

Φj ◦ Φ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm −→ ϕj(Ui ∩ Uj)× Rm,

Φi ◦ Φ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj)× Rm −→ ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm.

Θα δείξουµε ότι είναι διαφορίσιµες. Για την πρώτη, ϑεωρούµε ένα τυχαίο

σηµείο (h, k) ∈ ϕi(Ui ∩ Uj) × Rm = Φi(π
−1(Ui ∩ Uj)). Τότε Φ−1

i (h, k) = u,

για ένα µοναδικό u ∈ π−1(Ui ∩ Uj) µε ϕi(π(u)) = h και ϕ̄(u) = k. Αρα,

Φj ◦ Φ−1
i (h, k) = Φj(u) = (ϕj(π(u)), ϕ̄j(u))

= (ϕj ◦ ϕ−1
i (ϕi(π(u))), ϕ̄j ◦ ϕ̄−1

i (ϕ̄i(u)))

= (ϕj ◦ ϕ−1
i (h), ϕ̄j ◦ ϕ̄−1

i (k))

= (ϕj ◦ ϕ−1
i (h), [D(ϕj ◦ ϕ−1

i )(h)](k)).

Παρατηρούµε ότι η πρώτη συντεταγµένη στην ανωτέρω έκφραση είναι διαφο-

ϱίσιµη, διότι

(ϕj ◦ ϕ−1
i )(h) = (ϕj ◦ ϕ−1

i ◦ pr1)(h, k).

Από την άλλη µεριά, η δεύτερη συντεταγµένη είναι διαφορίσιµη, διότι είναι

η σύνθεση των διαφορίσιµων απεικονίσεων στο επόµενο διάγραµµα

ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm D(ϕj ◦ ϕ−1
i )× idRm

- L(Rm,Rm)× Rm

Rm

ev

?-

όπου

(D(ϕj ◦ ϕ−1
i )× idRm)(h, k) = (D(ϕj ◦ ϕ−1

i )(h), k) ∈ L(Rm,Rm)× Rm
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για κάθε (h, k) ∈ ϕi(Ui ∩ Uj)× Rm
, και

ev(f, k) := f(k) ∈ Rm,

για κάθε f ∈ L(Rm,Rm) και k ∈ Rm
. Υπενθυµίζουµε ότι, αφού η

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) −→ ϕj(Ui ∩ Uj)

είναι διαφορίσιµη, η παράγωγος

D(ϕj ◦ ϕ−1
i ) : Ui ∩ Uj −→ L(Rm,Rm)

είναι επίσης διαφορίσιµη και ότι η (εκτιµήτρια) ev είναι διαφορίσιµη αφού

είναι διγραµµική. ΄Ετσι Φj ◦ Φ−1
i είναι διαφορίσιµη. Το ίδιο ισχύει και για

την αντίστροφη Φi ◦ Φ−1
j .

Σαν αποτέλεσµα, ο B είναι ένας 2m-διάστατος διαφορικός άτλαντας της

TM και ο αντίστοιχος µέγιστος άτλαντας B′
ορίζει µια διαφορική δοµή στην

TM .

1.4 Παρατήρηση. Στο προηγούµενο ϑεώρηµα, υποθέτοντας ότι M είναι δια-

ϕορική πολλαπλότητα, δείχνουµε ότι TM είναι επίσης διαφορική πολλα-

πλότητα. Αν M είναι Cr
–πολλαπλότητα, µε r πεπερασµένο, τότε η απεικόνιση

µεταφοράς ϕj ◦ ϕ−1
i είναι Cr

–διαφορίσιµη, αλλά η παράγωγός της

D(ϕj ◦ ϕ−1
i ) : ϕ(Ui ∩ Uj) −→ L(Rm,Rm)

είναι Cr−1
–διαφορίσιµη και η τάξη διαφορισιµότητας επί της TM είναι περιο-

ϱισµένη κατά µια µονάδα.

1.5 Πρόταση. Αν M είναι µια διαφορική πολλαπλότητα, η απεικόνιση

π : TM →M είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω u ∈ TM . Θα δείξουµε ότι η π είναι διαφορίσιµη στο u. Το

u είναι διάνυσµα ενός εφαπτόµενου χώρου, έστω του TxM , οπότε π(u) = x.

΄Εστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Θεωρούµε τον αντίστοιχο χάρτη (π−1(U),Φ) ∈ B.

Τότε u ∈ π−1(U) και π(π−1(U)) ⊆ U , δηλ. το Ϲεύγος των χαρτών (π−1(U),Φ)
και (U, ϕ) µας δίνουν τοπική παράσταση της π

ϕ ◦ π ◦ Φ−1 : Φ(π−1(U)) = ϕ(U)× Rm −→ ϕ(U).

΄Εστω (h, k) ∈ ϕ(U) × Rm
. Υπάρχει ένα µοναδικό u ∈ π−1(U) µε

Φ(u) = (ϕ(π(u)), ϕ̄(u)) = (h, k). Τότε

(ϕ ◦ π ◦ Φ−1)(h, k) = ϕ(π(u)) = h = pr1(h, k)

δηλαδή, ϕ ◦ π ◦Φ−1 = pr1 είναι διαφορίσιµη, σαν περιορισµός γραµµικής σε

ανοιχτό υποσύνολο του πεδίου ορισµού της.
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2 Ολικό ∆ιαφορικό

2.1 Ορισµός. ΄Εστω M,N διαφορικές πολλαπλότητες και f : M → N µια

διαφορίσιµη απεικόνιση. Ονοµάζουµε εφαπτόµενη απεικόνιση ή παράγω-

γο ή ολικό διαφορικό της f την απεικόνιση Tf : TM → TN , που δίνεται

από την σχέση

Tf :=
⋃
x∈M

Txf

ή, ισοδύναµα,

Tf |TxM = Txf.

∆ηλαδή, για κάθε u = [(α, x)] ∈ TM ,

Tf(u) = Txf(u).

2.2 Παρατήρηση. Να σηµειωθεί ότι Tf δεν είναι γραµµική απεικόνιση, παρ΄

όλο που οι περιορισµοί της στους εφαπτόµενους χώρους είναι γραµµικές.

2.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες και

f :M → N διαφορίσιµη απεικόνιση. Αν πM και πN συµβολίζουν τις προβολές

των εφαπτόµενων δεσµών TM και TN , αντίστοιχα, τότε Tf : TM → TN είναι

διαφορίσιµη και το διάγραµµα

TM
Tf

- TN

M

πM

?

f
- N

πN

?

είναι µεταθετικό.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε πρώτα την µεταθετικότητα του διαγράµµατος : για

κάθε u = [(α, x)] ∈ TM , έχουµε

πN ◦ Tf(u) = πN ◦ Txf([(α, x)]) = πN([(f ◦ α, f(x))]) =
= f(x) = f ◦ πM([(α, x)]) = f ◦ πM(u),

δηλαδή, πN ◦ Tf = f ◦ πM και το διάγραµµα είναι µεταθετικό.
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Αποδεικνύουµε τώρα ότι Tf είναι διαφορίσιµη σε ένα τυχαίο σηµείο

uo = [(α, xo)] ∈ TM . Επειδή η f είναι διαφορίσιµη στο xo, υπάρχουν

χάρτες (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B, µε xo ∈ U και f(U) ⊆ V , έτσι ώστε

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ) είναι διαφορίσιµη στο ϕ(U). Θεωρούµε τους

χάρτες (π−1
M (U),Φ) και (π−1

N (V ),Ψ), αντίστοιχα. Τότε, xo ∈ U συνεπάγεται

ότι uo ∈ π−1
M (U) και η µεταθετικότητα του διαγράµµατος συνεπάγεται ότι

Tf(π−1
M (U)) ⊆ π−1

N (V ). Πράγµατι, για κάθε u ∈ π−1
M (U), πN ◦ Tf(u) =

f ◦ πM(u) ∈ f(U) ⊆ V , δηλαδή, Tf(u) ∈ π−1
N (V ). Εφαρµόζουµε την τοπική

παράσταση

Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1 : ϕ(U)× Rm −→ ψ(V )× Rn

της Tf µέσω Φ και Ψ στο (h, k) ∈ ϕ(U) × Rm
: υπάρχει ένα µοναδικό u =

[(α, x)] ∈ π−1
M (U) µε Φ(u) = (ϕ(x), ϕ̄(u)) = (h, k). ΄Ετσι,

Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k) = Ψ ◦ Tf(u) = (ψ ◦ πN ◦ Tf(u), ψ̄ ◦ Tf(u)) =
= (ψ ◦ f ◦ πM(u), ψ̄ ◦ Txf(ϕ̄−1(k)))

= (ψ ◦ f(x), ψ̄ ◦ Txf ◦ ϕ̄−1(k))

= (ψ ◦ f ◦ ϕ−1(ϕ(x)), D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))(k))

= (ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h), D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(h)(k)).

Οι παράγοντες της Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k)

pr1(Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k)) = ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h) = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ pr1(h, k),
pr2(Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1(h, k)) = ev ◦ (D(Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1)× idRm)(h, k),

όπου

ev : L(Rm,Rn)× Rm −→ Rn : (f, x) 7→ f(x)

είναι η εκτιµήτρια απεικόνιση, είναι διαφορίσιµοι σαν συνθέσεις διαφορίσι-

µων απεικονίσεων, εποµένως Ψ ◦ Tf ◦ Φ−1
είναι διαφορίσιµη.

2.4 Παρατήρηση. Αν f : M → N είναι Ck
–διαφορίσιµη, τότε ψ ◦ f ◦ ϕ−1

είναι Ck
–διαφορίσιµη, αλλά D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1) είναι Ck−1

–διαφορίσιµη, δηλαδή,

Tf είναι Ck−1
–διαφορίσιµη.
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1 ∆ιανυσµατικά Πεδία

Σε όλη αυτή την παράγραφο, (M,A) είναι µια m–διάστατη διαφορική πολ-
λαπλότητα.

1.1 Ορισµός. ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο επί της M είναι µια τοµή της
εφαπτόµενης δέσµης, δηλαδή, µια απεικόνιση ξ : M → TM , τέτοια ώστε
π ◦ ξ = idM .

Ισοδύναµα, ένα διανυσµατικό πεδίο ξ κάνει το επόµενο διάγραµµα µετα-
ϑετικό :

M
ξ

- TM

M

π

?
idM -

1.2 Παρατηρήσεις. (1) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 1.1, για ένα διανυσµατικό
πεδίο ξ έχουµε

π(ξ(x)) = (π ◦ ξ)(x) = idM(x) = x,

για κάθε x ∈ M , δηλαδή, ξ(x) είναι ένα εφαπτόµενο διάνυσµα στο x.
(2) Σαν αποτέλεσµα του (1), τα διανυσµατικά πεδία είναι 1–1 απεικονίσεις.
(3) Για ευκολία, για τις τιµές ενός διανυσµατικού πεδίου, συνήθως γρά-

ϕουµε ξx αντί του ξ(x).
(4) Μπορούµε να ορίζουµε διανυσµατικά πεδία πάνω από οποιοδήποτε

υποσύνολο A του M .
(5) Επειδή το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών ενός διανυσµατικού πε-

δίου ξ : M → TM είναι διαφορικές πολλαπλότητες, µπορεί το ξ να είναι
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διαφορίσιµο. Συµβολίζουµε µε X (M) το σύνολο όλων των διαφορίσιµων δια-
νυσµατικών πεδίων επί του M . ΄Οµοια, γράφουµε X (A), για το σύνολο όλων
των διαφορίσιµων διανυσµατικών πεδίων των ορισµένων σε µια ανοιχτή υπο-
πολλαπλότητα A.

(6) ΄Εστω ξ ένα διανυσµατικό πεδίο επί του M και xo ∈ M . Για κάθε
(U, ϕ) ∈ A µε xo ∈ U , ο (U, ϕ) και ο αντίστοιχος χάρτης (π−1(U),Φ) στην
εφαπτόµενη δέσµη TM ορίζουν τοπική παράσταση του ξ στο xo. Πράγµατι,
για κάθε x ∈ U ,

ξx ∈ TxM ⊆ π−1(U)

εποµένως η τοπική παράσταση

Φ ◦ ξ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ϕ(U)× Rm

υπάρχει.

1.3 Παραδείγµατα. (1) Η απεικόνιση

Ω : M −→ TM : x 7−→ Ω(x) := 0x ∈ TxM,

όπου 0x είναι το µηδενικό διάνυσµα στον TxM , είναι ένα διανυσµατικό πεδίο
επί του M . Για κάθε (U, ϕ) ∈ A και h = ϕ(x) ∈ ϕ(U), η τοπική παράσταση
υπολογισµένη στο h είναι

Φ ◦ Ω ◦ ϕ−1(h) = Φ(Ωx) = (ϕ(π(0x)), ϕ̄(0x)) =

= (ϕ(x), 0) = (h, 0)

δηλ. είναι διαφορίσιµη, έτσι Ω ∈ X (M).
(2) ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A. Η απεικονίσεις

(1)
∂

∂xi

: U −→ TU : x 7−→ ∂

∂xi

∣∣∣∣
x

, ∀ i = 1, . . . ,m

είναι διανυσµατικά πεδία επί του U . Η τοπική παράσταση του ∂
∂xi

ως προς
τους (ολικούς) χάρτες (U, ϕ) και (π−1(U),Φ) (των ανοιχτών υποπολλαπλοτή-
των U της M και π−1(U) της TM )

Φ ◦ ∂

∂xi

◦ ϕ−1(h) = Φ

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
=

=

(
ϕ

(
π

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))
, ϕ̄

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))
=

= (ϕ(x), ei) = (h, ei)
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είναι διαφορίσιµη, δηλαδή, ∂
∂xi

∈ X (U). Η απεικονίσεις (1) λέγονται ϐασικά

διανυσµατικά πεδία ορισµένα από τον χάρτη (U, ϕ).

Επειδή κάθε τιµή ξx ενός διανυσµατικού πεδίου είναι ένα εφαπτόµενο
διάνυσµα, µπορεί να ϑεωρείται σαν παραγώγιση του C∞

x (M,R). ΄Ετσι, αν
ξ ∈ X (M) και f ∈ C∞

x (M,R), µε πεδίο ορισµού µια ανοιχτή περιοχή A του
x, µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση

(2) ξ(f) : A −→ R : x 7−→ ξ(f)(x) := ξx(f).

Ιδιαιτέρως, για κάθε (U, ϕ) ∈ A, εφαρµόζοντας το ξ στις συντεταγµένες xi,
i = 1, . . . ,m, παίρνουµε

(3) ξi := ξ(xi) : U −→ R : x 7−→ ξx(xi).

Η απεικονίσεις (3) λέγονται συντεταγµένες του ξ ως προς τον χάρτη

(U, ϕ).
Από την άλλη µεριά, κάθε ξx παίρνει την µορφή

ξx =
∑
i

ξx(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

= (
∑
i

ξi ·
∂

∂xi

)(x)

για κάθε x ∈ U , εποµένως

(4) ξ|U =
∑
i

ξi ·
∂

∂xi

.

Το επόµενο ϑεώρηµα παρέχει ένα κριτήριο για τη διαφορισιµότητα ενός
διανυσµατικού πεδίου.

1.4 Θεώρηµα. ΄Εστω ξ : M → TM ένα διανυσµατικό πεδίο. Οι επόµενες
συνθήκες είναι ισοδύναµες :

( i) Το ξ είναι διαφορίσιµο.
( ii) Για κάθε (U, ϕ) ∈ A, οι συντεταγµένες ξi, i = 1, . . . ,m, είναι διαφορί-

σιµες.
( iii) Για κάθε x ∈ M και f ∈ C∞

x (M,R), έχουµε ξ(f) ∈ C∞
x (M,R).

Απόδειξη. ΄Εστω (U, ϕ) ∈ A. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την (4), υπολογίζουµε την
τοπική παράσταση του ξ ως προς τους (U, ϕ) και (π−1(U),Φ) στο h ∈ ϕ(U):
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αν ϕ−1(h) = x, τότε

Φ ◦ ξ ◦ ϕ−1(h) = Φ(ξx) = (ϕ(π(ξx)), ϕ̄(ξx))

= (ϕ(x), ϕ̄(ξx)) =

=

(
h, ϕ̄

(∑
i

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))

=

(
h,
∑
i

ξi(x)ϕ̄

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

))

=

(
h,
∑
i

ξi(x)ei

)
= (h, ξ1 ◦ ϕ−1(h), . . . , ξm ◦ ϕ−1(h))

΄Οµως οι ξi ◦ϕ−1 είναι οι τοπικές παραστάσεις των συντεταγµένων ξi. Από την
ανωτέρω η σχέση συµπεραίνουµε ότι (i)⇔ (ii).

Αποδεικνύουµε ότι (ii) ⇒ (iii): ΄Εστω xo ∈ M και f ∈ C∞
x (M,R). Τότε

f : A → R διαφορίσιµη συνάρτηση, µε πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό A ⊆ M
και xo ∈ A. Υπάρχει χάρτης (U, ϕ) ∈ A µε xo ∈ U ⊆ A. Για κάθε x ∈ U
έχουµε

ξ(f)(x) = ξx(f) =

(∑
i

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
(f)

=
∑
i

ξi(x)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∑
i

ξi(x)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui

∣∣∣∣
ϕ(x)

δηλαδή, ξ(f)|U είναι ένα άθροισµα γινοµένων από διαφορίσιµες συναρτήσεις.
Τέλος, η συνεπαγωγή (iii) ⇒ (ii) είναι προφανής : το (ii) είναι ειδική πε-

ϱίπτωση του (iii), για f = xi.

1.5 Παρατήρηση. Η συνθήκη (ii) του προηγούµενου ϑεωρήµατος παρέχει
έναν εύκολο τρόπο να αποδείξουµε ότι ένα διανυσµατικό πεδίο είναι διαφο-
ϱίσιµο: Για παράδειγµα, το µηδενικό διανυσµατικό πεδίο

Ω =
∑
i

0 · ∂

∂xi
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είναι διαφορίσιµο, αφού οι συντεταγµένες του είναι σταθερά µηδενικές. Επί-
σης, για κάθε χάρτη (U, ϕ), το ϐασικό διανυσµατικό πεδίο

∂

∂xi

= 0 · ∂

∂x1

+ · · ·+ 1 · ∂

∂xi

+ · · ·+ 0 · ∂

∂xm

έχει σταθερές συντεταγµένες.

1.6 Πρόταση. Το σύνολο X (M) είναι ένα πραγµατικός διανυσµατικός χώρος.

Απόδειξη. Ορίζουµε πράξεις

X (M)×X (M) −→ X (M)

R×X (M) −→ X (M)

κατά σηµείο, δηλαδή, για κάθε ξ, η ∈ X (M), λ ∈ R και x ∈ M , ϑέτουµε

(ξ + η)x := ξx + ηx,

(λξ)x := λξx.

Οι απεικονίσεις ξ + η και λ · ξ είναι διανυσµατικά πεδία. Ακόµη, είναι
διαφορίσιµες. Πράγµατι, για κάθε χάρτη (U, ϕ) επί του M , οι συντεταγµένες
τους δίνονται από

(ξ + η)i = (ξ + η)(xi) = ξ(xi) + η(xi) = ξi + ηi

(λξ)i = (λξ)(xi) = λξ(xi) = λξi

εποµένως, είναι διαφορίσιµες. Τα αξιώµατα ενός διανυσµατικού χώρου προ-
ϕανώς ικανοποιούνται.

Το σύνολο X (M) έχει µια πρόσθετη δοµή: Θέτουµε

C∞(M,R) := {f : M → R : διαφορίσιµη}.

Το C∞(M,R) µε τις (κατά σηµείο) πράξεις που δίνονται από τις ισότητες

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(λf)(x) = λ · f(x)
(fg)(x) = f(x)g(x)

για κάθε x ∈ M , f, g ∈ C∞(M,R) και λ ∈ R, είναι µια πραγµατική µεταθετική
άλγεβρα µε µονάδα.
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Για κάθε f ∈ C∞(M,R) και ξ ∈ X (M), ορίζουµε

fξ : M −→ TM : x 7−→ f(x)ξx.

Προφανώς, fξ είναι ένα διανυσµατικό πεδίο και οι συντεταγµένες ως προς
ένα χάρτη (U, ϕ) σε ένα σηµείο x ∈ U , δίνονται από

(fξ)i(x) = (f(x)ξx)(xi) = f(x)ξx(xi) = f(x)ξi(x) = (fξi)(x)

ή αλλιώς
(fξ)i = fξi,

δηλαδή, είναι διαφορίσιµες. Σαν αποτέλεσµα, υπάρχει ένας πολλαπλασια-
σµός

C∞(M,R)×X (M) −→ X (M) : (α, ξ) 7−→ αξ.

Είναι άµεσο να αποδείξουµε την επόµενη

1.7 Πρόταση. X (M) είναι ένα C∞(M,R)–πρότυπο.

2 Τα διανυσµατικά πεδία σαν παραγωγίσεις

΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Θεωρούµε πάλι την
άλγεβρα C∞(M,R) των (ολικά ορισµένων) διαφορίσιµων συναρτήσεων του M .

Σύµφωνα µε την καθιερωµένη ορολογία, κάθε R–γραµµική απεικόνιση

δ : C∞(M,R) −→ C∞(M,R)

που ικανοποιεί την συνθήκη Leibniz:

δ(fg) = δ(f)g + fδ(g),

για κάθε f, g ∈ C∞(M,R), ονοµάζεται παραγώγιση της άλγεβρας C∞(M,R).
Απλοί υπολογισµοί µας δίνουν την επόµενη

2.1 Πρόταση. Το σύνολο D(M) όλων των παραγωγίσεων της C∞(M,R) είναι
ένα C∞(M,R)–πρότυπο.

΄Εστω τώρα ξ ∈ X (M). Αφήνοντας την συνάρτηση f να διατρέχει την
άλγεβρα C∞(M,R) παίρνουµε µια απεικόνιση

(5) ξ : C∞(M,R) −→ C∞(M,R) : f 7−→ ξ(f).
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Επειδή

ξ(λf + g)(x) = λξx(f) + ξx(g) = λξ(f)(x) + ξ(g)(x)

= (λξ(f) + ξ(g))(x)

και

ξ(fg)(x) = ξx(fg) = ξx(f)g(x) + f(x)ξx(g)

= ξ(f)(x)g(x) + f(x)ξ(g)(x)

= (ξ(f)g + fξ(g))(x),

για κάθε x ∈ M , συµπεραίνουµε ότι

ξ(λf + g) = λξ(f) + ξ(g)

ξ(fg) = ξ(f)g + fξ(g),

για κάθε f, g ∈ C∞(M,R) και λ ∈ R. ∆ηλαδή, η (5) είναι R–γραµµική και
ικανοποιεί την συνθήκη Leibniz. Εποµένως, έχουµε την επόµενη

2.2 Πρόταση. Κάθε διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο ξ ∈ X (M) ορίζει µια
παραγώγιση της άλγεβρας C∞(M,R).

Ανάλογα µε την ταύτιση των σηµειακών παραγωγίσεων µε τα εφαπτόµενα
διανύσµατα, έχουµε και την ταύτιση των παραγωγίσεων της C∞(M,R) µε τα
διανυσµατικά πεδία. Για να το αποδείξουµε αυτό, χρειαζόµαστε τα επόµενα
ϐοηθητικά λήµµατα.

2.3 Λήµµα. Για κάθε m ∈ N και κάθε 0 < a < b στο R, υπάρχει διαφορίσιµη
λ : Rm → [0, 1] µε λ(h) = 1, αν ∥h∥ ≤ a και λ(h) = 0, αν ∥h∥ ≥ b.

2.4 Λήµµα. Για κάθε χάρτη (U, ϕ) και κάθε xo ∈ U , υπάρχουν ανοιχτά
W ⫋ V ⫋ U µε xo ∈ W και διαφορίσιµη ρ : M → [0, 1] µε ρ(x) = 1, αν
x ∈ W και ρ(x) = 0, αν x /∈ V .

2.5 Λήµµα. Για κάθε f ∈ C∞
x (M,R) µε πεδίο ορισµού µια ανοιχτή περιοχή

A του x, υπάρχουν ένα ανοιχτό B ⫋ A µε x ∈ B και µια f̃ ∈ C∞(M,R) µε
f |B = f̃ |B.

2.6 Λήµµα. ΄Εστω δ µια παραγώγιση της C∞(M,R). Τότε, για κάθε x ∈ M , η
απεικόνιση

δx : C∞
x (M,R) −→ C∞

x (M,R) : δx(f) = δ(f̃)(x)

είναι σηµειακή παραγώγιση του C∞
x (M,R).
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Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το επόµενο

2.7 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα. Τότε
X (M) και D(M) είναι ισόµορφα C∞(M,R)-πρότυπα.

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση

∆ : X (M) −→ D(M) : ξ 7−→ δξ,

όπου δξ ≡ ξ είναι η παραγώγιση (2).
(1) Η ∆ είναι C∞(M,R)-γραµµική : ΄Εστω ξ, η ∈ X (M) και f ∈ C∞(M,R).

Πρέπει να δείξουµε ότι

∆(fξ + η) = f∆(ξ) + ∆(η).

Επειδή τα δύο µέλη της ανωτέρω ισότητας είναι παραγωγίσεις της C∞(M,R),
αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε h ∈ C∞(M,R), ισχύει

[∆(fξ + η)](h) = [f∆(ξ) + ∆(η)](h) ∈ C∞(M,R).

Πράγµατι, για κάθε x ∈ M , είναι

[∆(fξ + η)](h)(x) = (fξ + η)x(h) = (f(x)ξx + ηx)(h)

= f(x)ξx(h) + ηx(h) = f(x)∆(ξ)(h)(x) + ∆(η)(h)(x)

= [f∆(ξ)(h) + ∆(η)(h)](x)

= [f∆(ξ) + ∆(η)](h)(x)

απ΄ όπου προκύπτει η Ϲητούµενη ισότητα.
(2) Η ∆ είναι 1-1: ΄Εστω ξ, η ∈ X (M) µε ∆(ξ) = ∆(η). Για να δείξουµε

ότι ξ = η, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε x ∈ M , ξx = ηx ∈ TxM . Προς
τούτο, ϑεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , και ϑα δείξουµε ότι οι
συντεταγµένες των ξx και ηx ως προς την κανονική ϐάση που ορίζει ο (U, ϕ)
είναι ίσες. Αρκεί δηλ. να δείξουµε ότι ξx(xi) = ηx(xi). Από το Λήµµα 2.5,
για κάθε i = 1, . . . ,m, υπάρχει ένα ανοιχτό Bi ⊆ U µε x ∈ Bi και µια
διαφορίσιµη x̃i ∈ C∞(M,R), µε xi|B = x̃i|B. Επειδή x̃i ∈ C∞(M,R), από
την υπόθεση ξ(x̃i) = η(x̃i) ∈ C∞(M,R). Εφαρµόζοντας στο x, παίρνουµε
ξx(x̃i) = ηx(x̃ii). Η τοπική σύµπτωση των x̃i µε τις συντεταγµένες xi, µας
δίνει

ξx(xi) = ξx(x̃i) = ηx(x̃i) = ηx(xi)
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απ΄ όπου προκύπτει η ισότητα των διανυσµάτων ξx = ηx.
(3) Η ∆ είναι επί : ΄Εστω µια παραγώγιση δ ∈ D(M). Για κάθε x ∈ M ,

ορίζεται η σηµειακή παραγώγιση δx : C∞
x (M,R) → R, που αντιστοιχεί σε ένα

διάνυσµα ux ∈ TxM . Η απεικόνιση ξ : M → TM µε ξ(x) = ux ∈ TxM , για
κάθε x ∈ M , είναι διανυσµατικό πεδίο. Για να δείξουµε ότι είναι διαφορίσιµο,
αρκεί να δείξουµε ότι έχει διαφορίσιµες συντεταγµένες. Θεωρούµε ένα χάρτη
(U, ϕ) ∈ A και ένα xo ∈ U . Θα δείξουµε ότι οι ξi = ξ(xi) είναι διαφορίσιµες
σε µια περιοχή του xo. ΄Οπως στο (2), ϑεωρούµε τα ανοιχτά Bi ⊆ U και τις
ολικά ορισµένες συναρτήσεις x̃i και παρατηρούµε ότι, για κάθε x ∈ Bi,

ξi(x) = ξx(xi) = ux(xi) = ux(x̃i) = δ(x̃i)(x),

δηλ
ξi|Bi

= δ(x̃i)|Bi
,

που είναι διαφορίσιµη.
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1 Αγκύλη Lie

΄Εστω ξ, η ∈ X (M) και f ∈ C∞(M,R). Επειδή ξ(f), η(f) ∈ C∞(M,R),
µπορούµε να ορίσουµε τα ξ(η(f)) και η(ξ(f)) που είναι επίσης στοιχεία του
C∞(M,R).

1.1 Ορισµός. Για κάθε ξ, η ∈ X (M), η απεικόνιση

(1)
[ξ, η] : C∞(M,R) −→ C∞(M,R) :
[ξ, η](f) := ξ(η(f))− η(ξ(f))

καλείται αγκύλη Lie των ξ και η.

Απλοί υπολογισµοί δείχνουν ότι η απεικόνιση (1) είναι µια παραγώγηση
της C∞(M,R). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.7 του Μαθήµατος 09, είναι ένα
διανυσµατικό πεδίο. ΄Ετσι, η αγκύλη Lie µπορεί να ϑεωρηθεί σαν πράξη

(2) [ , ] : X (M)×X (M) −→ X (M) : (ξ, η) 7−→ [ξ, η]

1.2 Πρόταση. Η αγκύλη Lie (2) έχει τις επόµενες ιδιότητες :
( i) Είναι R–διγραµµική.
( ii) Είναι αντισυµµετρική, δηλαδή,

[ξ, η] = −[η, ξ],

για κάθε ξ, η ∈ X (M).
( iii) Ικανοποιεί την ταυτότητα Jacobi

[[ξ, η], ζ] + [[η, ζ], ξ] + [[ζ, ξ], η] = 0

για κάθε ξ, η, ζ ∈ X (M).
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Υπενθυµίζουµε ότι ένας διανυσµατικός χώρος µε µια πράξη που ικανο-
ποιεί τις συνθήκες (i)–(iii) της προηγούµενης πρότασης ονοµάζεται άλγεβρα
Lie.

1.3 Παρατήρηση. Η αγκύλη Lie είναι R–διγραµµική, αλλά δεν είναι διγραµ-
µική ως προς την δοµή του C∞(M,R)–προτύπου. ΄Ετσι, αν ξ, η ∈ X (M) και
f, g, h ∈ C∞(M,R), τότε

[fξ, gη](h) = fξ(gη(h))− gη(fξ(h))

= fξ(g)η(h) + fξ(η(h))g − gη(f)ξ(h)− fgη(ξ(h))

= fg(ξ(η(h)))− fg(η(ξ(h))) + fξ(g)η(h)− gη(f)ξ(h)

= fg[ξ, η](h) + fξ(g)η(h)− gη(f)ξ(h)

= (fg[ξ, η] + fξ(g)η − gη(f)ξ)(h)

δηλαδή
[fξ, gη] = fg[ξ, η] + fξ(g)η − gη(f)ξ.

2 ∆ιανυσµατικά πεδία κατά µήκος µιας απει-
κόνισης

2.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, και
f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Μια απεικόνιση ξ : M → TN
λέγεται διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της f , αν ξx ∈ Tf(x)N , για κάθε
x ∈M . Ισοδύναµα, αν

πN ◦ ξ = f,

δηλ. αν το διάγραµµα

TN

M
f

-

ξ

-

N

πN

?

είναι µεταθετικό.

Συµβολίζουµε το σύνολο των διανυσµατικών πεδίων κατά µήκος µιας f µε
X (f).
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2.2 Παρατηρήσεις. (1) ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος µιας f δεν είναι
διανυσµατικό πεδίο.

(2) ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο ξ ∈ X (M) είναι διανυσµατικό πεδίο κατά
µήκος της idM .

2.3 Παράδειγµα. Για κάθε διαφορίσιµη καµπύλη α : J → M , το πεδίο
ταχυτήτων της α

α̇ : J −→ TM : α̇(s) := Tsα

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
∈ Tα(s)M

είναι διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της α.

Ας ϑεωρήσουµε ένα ξ ∈ X (f) και (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B, µε f(U) ⊆ V ,
και έστω {yj}j=1,...,n οι συναρτήσεις συντεταγµένων του χάρτη ψ. Τότε, για
κάθε x ∈ U , είναι ξx ∈ Tf(x)N , εποµένως γράφεται ως προς την κανονική
ϐάση του Tf(x)N που ορίζεται από τον (V, ψ) σαν

(3) ξx =
n∑
j=1

ξx(yj)
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

=
n∑
j=1

ξj(x)
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

,

όπου
ξj : U −→ R : ξj(x) = ξx(yj)

οι συντεταγµένες του ξ ως προς τον χάρτη (V, ψ).

2.4 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες,
f : M → N διαφορίσιµη απεικόνιση και ξ ∈ X (f). Οι επόµενες συνθήκες
είναι ισοδύναµες :

( i) Το ξ είναι διαφορίσιµο.
( ii) Για κάθε Ϲεύγος χαρτών (U, ϕ) ∈ A και (V, ψ) ∈ B µε f(U) ⊆ V , οι

συντεταγµένες ξj, j = 1, . . . , n, είναι διαφορίσιµες.
( iii) Για κάθε x ∈M και g ∈ C∞

f(x)(N,R), έχουµε ξ(g) ∈ C∞
x (M,R).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι για κάθε Ϲεύγος χαρτών (U, ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B
που δίνουν τοπική παράσταση της f , οι χάρτες (U, ϕ) και (π−1

N (V ),Ψ) ορίζουν
τοπική παράσταση του ξ. Πράγµατι,

πN ◦ ξ(U) = f(U) ⊆ V =⇒ ξ(U) ⊆ π−1
N (V ).
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Υπολογίζουµε την τοπική παράσταση

Ψ ◦ ξ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )× Rn

σε ένα h = ϕ(x) ∈ ϕ(U):

Ψ ◦ ξ ◦ ϕ−1(h) = Ψ(ξx) = (ψ(πN(ξx)), ψ̄(ξx)) = (ψ(f(x)), ψ̄(ξx)) =

=

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h), ψ̄

(
n∑
j=1

ξj(x)
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

))

=

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h),

n∑
j=1

ξj(x)ψ̄

(
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

))

=

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1(h),

n∑
j=1

(ξj ◦ ϕ−1)(h) · ej

)
= (ψ ◦ f ◦ ϕ−1, ξ1 ◦ ϕ−1, . . . , ξn ◦ ϕ−1)(h)

΄Οµως οι ψ ◦ f ◦ ϕ−1 και ξj ◦ ϕ−1 είναι οι τοπικές παραστάσεις της f και των
συντεταγµένων ξj. Από την ανωτέρω η σχέση συµπεραίνουµε ότι (i)⇔ (ii).

Αποδεικνύουµε ότι (ii) ⇒ (iii): ΄Εστω xo ∈ M και g ∈ C∞
f(xo)

(N,R). Η
g είναι διαφορίσιµη συνάρτηση, µε πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό B ⊆ N µε
f(xo) ∈ B. Επειδή τα πεδία ορισµού των χαρτών του B είναι ϐάση της
τοπολογίας του N , υπάρχει χάρτης (V, ψ) ∈ B µε f(xo) ∈ V ⊆ B. Η
f είναι συνεχής, σαν διαφορίσιµη, άρα αντιστρέφει τα ανοιχτά σύνολα σε
ανοιχτά. Εποµένως, f−1(V ) ⊆ M είναι ανοιχτό που περιέχει το xo, άρα
υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε xo ∈ U και U ⊆ f−1(V ), δηλ. f(U) ⊆ V . Τότε, λόγω
της ισότητας (3), το ξ|U παίρνει την µορφή

ξ|U =
n∑
j=1

ξ(yj)

(
∂

∂yj
◦ f
)



3 ΣΥΣΧΕΤΙΣΜΕΝΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ 5

Εφαρµόζοντας την ξ(g) σε ένα x ∈ U έχουµε

ξ(g)(x) = ξx(g) =

(
n∑
j=1

ξ(yj)

(
∂

∂yj
◦ f
))

x

(g)

=
n∑
j=1

ξj(x) ·
∂

∂yj

∣∣∣∣
f(x)

(g)

=
n∑
j=1

ξj(x)
∂(g ◦ ψ−1)

∂uj

∣∣∣∣
ψ◦f(x)

άρα η ξ(g)|U είναι διαφορίσιµη.
Τέλος, η συνεπαγωγή (iii) ⇒ (ii) είναι προφανής : το (ii) είναι ειδική πε-

ϱίπτωση του (iii), για g = yj.

Παρατηρούµε ότι στο σύνολο X (f) ορίζεται πρόσθεση, αριθµητικός πολ-
λαπλασιασµός και πολλαπλασιασµός µε τις συναρτήσεις της C∞(M,R), δηλ.
το X (f) είναι C∞(M,R)-πρότυπο. Επιπλέον, ορίζεται και η απεικόνιση

(4) ξ : C∞(N,R) −→ C∞(M,R) : g 7−→ ξ(g)

είναι R-γραµµική και ικανοποιεί µια παραλλαγή της συνθήκης του Leibniz:

ξ(gh)(x) = ξx(gh) = g(f(x))ξx(h) + h(f(x))ξx(g), x ∈M,

δηλ.
ξ(gh) = (g ◦ f) · ξ(h) + (h ◦ f) · ξ(g).

3 Συσχετισµένα ∆ιανυσµατικά Πεδία

Σταθεροποιούµε δύο διαφορικές πολλαπλότητες (M,A) και (N,B) διαστάσε-
ων m και n, αντίστοιχα, και µια διαφορίσιµη απεικόνιση f :M → N .

3.1 Ορισµός. Λέµε ότι το τα διανυσµατικά πεδία ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N)
είναι f–συσχετισµένα, αν

Tf ◦ ξ = η ◦ f,
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δηλαδή, αν το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

TM
Tf

- TN

M

ξ

6

f
- N

η

6

3.2 Παρατήρηση. Για κάθε ξ ∈ X (M), ισχύει Tf ◦ ξ ∈ X (f). Οµοίως,
για κάθε η ∈ X (N), ισχύει η ◦ f ∈ X (f). Εποµένως, τα ξ και η είναι
f–συσχετισµένα, αν ορίζουν το ίδιο πεδίο κατά µήκος της f .

Θεωρώντας τα διανυσµατικά πεδία σαν ολικές παραγωγήσεις, παίρνουµε
µια ισοδύναµη συνθήκη, που είναι επίσης ένα χρήσιµο κριτήριο για την
f–συσχέτιση.

3.3 Πρόταση. Τα διανυσµατικά πεδία ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N) είναι
f–συσχετισµένα, αν και µόνον αν, για κάθε x ∈M και g ∈ C∞

f(x)(N,R),

(5) ξ(g ◦ f) = η(g) ◦ f.

Απόδειξη. Ας σηµειώσουµε πρώτα ότι αν g ∈ C∞
f(x)(N,R), τότε g◦f ∈ C∞

x (M,R),
και κατά συνέπεια, ξ(g ◦ f) ∈ C∞

x (M,R). Από την άλλη µεριά έχουµε
η(g) ∈ C∞

f(x)(N,R), εποµένως η(g) ◦ f ∈ C∞
x (M,R). Η ισότητα (5) είναι

ισοδύναµη µε
Txf(ξx) = ηf(x) ∈ Tf(x)N, ∀x ∈M.

Θεωρώντας τα ανωτέρω εφαπτόµενα διανύσµατα σαν παραγωγήσεις του
C∞
f(x)(N,R), παίρνουµε ότι η (5) είναι ισοδύναµη µε την

Txf(ξx)(g) = ηf(x)(g) ∀x ∈M, g ∈ C∞
f(x)(N,R)

που, µε τη σειρά της, είναι ισοδύναµη µε την

(ξ(g ◦ f))(x) = (η(g) ◦ f)(x) ∀x ∈M, g ∈ C∞
f(x)(N,R)

αποδεικνύοντας τον ισχυρισµό.

3.4 Πόρισµα. ΄Εστω ξ, ξ′ ∈ X (M) και η, η′ ∈ X (N), έτσι ώστε ξ να είναι
f–συσχετισµένο µε το η και ξ′ να είναι f–συσχετισµένο µε το η′. Τότε [ξ, ξ′]
είναι f–συσχετισµένο µε το [η, η′].
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Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι [ξ, ξ′], [η, η′] είναι f–συσχετισµένα, σύµφωνα
µε την προηγούµενη πρόταση, αρκεί να δείξουµε ότι

[η, η′](g) ◦ f = [ξ, ξ′](g ◦ f),

για κάθε τοπικά ορισµένη διαφορίσιµη g : A → R, όπου A διατρέχει όλα τα
ανοιχτά υποσύνολα του N . Εφαρµόζοντας τον ορισµό της αγκύλης Lie στο
αριστερό µέλος της ανωτέρω ισότητας παίρνουµε

[η, η′](g) ◦ f = (η(η′(g))− η′(η(g))) ◦ f
= η(η′(g)) ◦ f − η′(η(g)) ◦ f

Επειδή ξ, η είναι f–συσχετισµένα και η′(g) : A → R είναι µια τοπικά διαφο-
ϱίσιµη συνάρτηση στο N , έχουµε

η(η′(g)) ◦ f = ξ(η′(g) ◦ f).

Οµοια, αφού ξ′, η′ είναι f–συσχετισµένα και η(g) : A → R είναι µια τοπικά
διαφορίσιµη συνάρτηση στο N , έχουµε

η′(η(g)) ◦ f = ξ′(η(g) ◦ f).

΄Ετσι παίρνουµε

[η, η′](g) ◦ f = ξ(η′(g) ◦ f)− ξ′(η(g) ◦ f)
= ξ(ξ′(g ◦ f))− ξ′(ξ(g ◦ f))
= [ξ, ξ′](g ◦ f)

και η απόδειξη είναι πλήρης.

3.5 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες και έστω
f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση. Αν f είναι αµφιδιαφόριση, τότε η
απεικόνιση

f∗ : X (M) −→ X (N) : ξ 7−→ f∗(ξ) := Tf ◦ ξ ◦ f−1

είναι ισοµορφισµός αλγεβρών Lie.

Απόδειξη. (ι) Παρατηρούµε ότι η f∗ είναι καλά ορισµένη, διότι Tf ◦ ξ ◦ f−1

είναι διαφορίσιµη και, για κάθε y = f(x) ∈ N ,

Tf ◦ ξ ◦ f−1(y) = Txf(ξx) ∈ Tf(x)N = TyN,
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δηλαδή, Tf ◦ ξ ◦ f−1 είναι ένα διανυσµατικό πεδίο.
(ii) Η f∗ είναι 1–1: Αν ξ, ξ′ ∈ X (M) µε f∗(ξ) = f∗(ξ

′), τότε

Tf ◦ ξ ◦ f−1 = Tf ◦ ξ′ ◦ f−1.

Επειδή f και Tf είναι αντιστρέψιµες, παίρνουµε ξ = ξ′.
(iii) Η f∗ είναι επί : ΄Εστω η ∈ X (N) και

ξ := (Tf)−1 ◦ η ◦ f = (f−1)∗(η).

Τότε προφανώς, f∗(ξ) = η.
(iv) Η f∗ είναι R–γραµµική: Για κάθε ξ, η ∈ X (M), κάθε λ ∈ R και κάθε

y = f(x) ∈ N , έχουµε

f∗(λξ + η)(y) = Tf ◦ (λξ + η) ◦ f−1(y)

= Tf(λξx + ηx) = λTf(ξx) + Tf(ηx)

= λ(Tf ◦ ξ ◦ f−1)(y) + (Tf ◦ η ◦ f−1)(y)

= λf∗(ξ)(y) + f∗(η)(y)

(v) Η f∗ διατηρεί την αγκύλη Lie, δηλαδή,

(6) f∗([ξ, ξ
′]) = [f∗(ξ), f∗(ξ

′)],

για κάθε ξ, ξ′ ∈ X (M). Πράγµατι, η ισοδυναµία

f∗(ξ) = Tf ◦ ξ ◦ f−1 ⇔ f∗(ξ) ◦ f = Tf ◦ ξ

συνεπάγεται ότι f∗(ξ) είναι το µοναδικό διανυσµατικό πεδίο του N , που είναι
f–συσχετισµένο µε ξ. ΄Αρα, για κάθε ξ, ξ′ ∈ X (M), ξ είναι f–συσχετισµένο
µε f∗(ξ) και ξ′ είναι f–συσχετισµένο µε f∗(ξ′). Λόγω του Πορίσµατος 3.4,
[ξ, ξ′] είναι f–συσχετισµένο µε [f∗(ξ), f∗(ξ

′)]. Η µοναδικότητα συνεπάγεται
την Ϲητούµενη ισότητα (6).
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1 Ολοκληρωτικές Καµπύλες

1.1 Ορισµός. ΄Εστω ξ ∈ X (M). Μια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε
αρχική συνθήκη xo, είναι µια διαφορίσιµη καµπύλη α : I → M , µε

(1) α̇ = ξ ◦ α

και

(2) α(0) = xo,

όπου I ⊆ R ανοιχτό διάστηµα, µε 0 ∈ I.

Ο προηγούµενος ορισµός συνεπάγεται ότι ο περιορισµός ξ|α(I) του ξ στην
εικόνα α(I) συµπίπτει µε το α̇. Ακόµη, η ισότητα α̇ = Tα ◦ d

dt
συνεπάγεται

την µεταθετικότητα του διαγράµµατος

TI
Tα

- TM

I

d
dt

6

α
- M

ξ

6

δηλαδή, α είναι µια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ, αν και µόνον αν d
dt

και ξ
είναι α–συσχετισµένα.

Θα ϐρούµε τις τοπικές εκφράσεις των (1) και (2). ΄Εστω (U, ϕ) ένα χάρτης
επί του M µε xo ∈ U και xi, i = 1, . . . ,m οι συντεταγµένες του. Επειδή α
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είναι συνεχής, µπορούµε να ϐρούµε ένα ανοιχτό διάστηµα J ⊆ I µε 0 ∈ J
και α(J) ⊆ U . Θεωρούµε την διαφορίσιµη συνάρτηση

(3) αi := xi ◦ α : J −→ R.

Τότε, για κάθε t ∈ J , έχουµε ότι α̇(t) ∈ Tα(t)M , άρα

α̇(t) = Ttα

(
d

dt

∣∣∣∣
t

)
=

m∑
i=1

(
Ttα

(
d

dt

∣∣∣∣
t

))
(xi) ·

∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

d(xi ◦ α)
dt

∣∣∣∣
t

· ∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

dαi

dt

∣∣∣∣
t

· ∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

α′
i(t) ·

∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

Με παρόµοιο τρόπο,

ξ(α(t)) =
m∑
i=1

ξα(t)(xi) ·
∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

=
m∑
i=1

ξi(α(t)) ·
∂

∂xi

∣∣∣∣
α(t)

δηλαδή,

(4) α′
i(t) = ξi(α(t)), i = 1, . . . ,m.

Μετασχηµατίζοντας παίρνουµε

ξi(α(t)) = ξi ◦ α(t) = ξi ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ α(t)
= ξi ◦ ϕ−1(α1(t), . . . , αm(t)).

Θέτοντας ξ̃i := ξi ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R και αντικαθιστώντας στην (4), παίρνουµε

(5) α′
i(t) = ξ̃i(α1(t), . . . , αm(t)), i = 1, . . . ,m

που είναι ένα σύστηµα από m συνήθεις διαφορικές εξισώσεις ως προς τις
άγνωστες συναρτήσεις α1, . . . , αm. Ακόµη, ικανοποιούν την αρχική συνθήκη

αi(0) = xi(xo), i = 1, . . . ,m.
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Σύµφωνα µε την γενική ϑεωρία των Σ∆Ε, το ανωτέρω σύστηµα έχει (τοπικά)
µια µοναδική λύση

α̃ ≡ (α1, . . . , αm) : J −→ ϕ(U).

Θέτουµε
α := ϕ−1 ◦ α̃ : J −→ U.

Τετριµµένα διαπιστώνουµε ότι α είναι µια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε
α(0) = xo. Τα προηγούµενα συνοψίζονται στην επόµενη

1.2 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική m–διάστατη πολλαπλότητα και
έστω ξ ∈ X (M). Για κάθε x ∈ M , υπάρχει ένα ανοιχτό διάστηµα J ⊆ R µε
0 ∈ J , και µια ολοκληρωτική καµπύλη α : J → M του ξ µε α(0) = x.

Η Πρόταση 1.2 εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας ολοκληρωτικής καµπύλης
που ικανοποιεί µια συγκεκριµένη αρχική συνθήκη x, αλλά όχι την µοναδι-
κότητα της, παρ΄ όλο που η αντίστοιχη λύση α̃ επί ενός χάρτη είναι µοναδι-
κή. ΄Οµως, το µονοσήµαντο των ολοκληρωτικών καµπυλών εξασφαλίζεται, σε
Hausdorff πολλαπλότητες.

1.3 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m–διάστατη διαφορική πολλαπλότητα
Hausdorff και έστω ξ ∈ X (M). Αν x ∈ M και α : Jα → M , β : Jβ → M είναι
ολοκληρωτική καµπύλες του ξ µε α(0) = β(0) = x, τότε α και β συµπίπτουν
στην τοµή Jα ∩ Jβ των πεδίων ορισµού τους.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε ότι ένας χώρος είναι Hausdorff, αν και µόνον αν η
διαγώνιος ∆M είναι κλειστό υποσύνολο του M ×M .

Θεωρούµε το σύνολο

J := {t ∈ Jα ∩ Jβ | α(t) = β(t)}.

Προφανώς 0 ∈ J και J ̸= ∅. Αποδεικνύουµε ότι J είναι ένα κλειστό υποσύνο-
λο του Jα ∩ Jβ. Πράγµατι,

J = f−1(∆M)

όπου
f := (α, β) : J −→ M ×M : f(t) = (α(t), β(t)).

Επειδή η f είναι συνεχής και ∆M είναι ένα κλειστό υποσύνολο του M ×M ,
J είναι κλειστό στο Jα ∩ Jβ σαν αντίστροφη εικόνα κλειστού µέσω συνεχούς.
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Αποδεικνύουµε τώρα ότι J είναι επίσης ένα ανοιχτό υποσύνολο του Jα∩Jβ.
Πράγµατι, έστω s ∈ J και α(s) = β(s) =: y. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) µε
y ∈ U . Σύµφωνα µε τους συλλογισµούς προ της προηγούµενης Πρότασης
1.2, οι m–άδες (α1, . . . , αm) = ϕ ◦α και (β1, . . . , βm) = ϕ ◦ β είναι λύσεις του
ίδιου συστήµατος διαφορικών εξισώσεων

γ′
i = ξ̃i(γ1, . . . , γm), i = 1, . . . ,m,

που ικανοποιούν την ίδια αρχική συνθήκη ϕ ◦ α(0) = ϕ ◦ β(0) = ϕ(x).
Εποµένως, υπάρχουν ένας ανοιχτό διάστηµα Jo ⊆ J µε s ∈ Jo, έτσι ώστε
α|Jo = β|Jo. ΄Αρα, για κάθε s ∈ J , υπάρχει µια ανοιχτή περιοχή Jo του s µε
Jo ⊆ J . ∆ηλαδή, J είναι ανοιχτό στο Jα ∩ Jβ.

Εποµένως, J είναι ένα µη κενό, ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο του
Jα ∩ Jβ. Αλλά Jα ∩ Jβ είναι διάστηµα, σαν τοµή δύο διαστηµάτων, που
συνεπάγεται ότι J = Jα ∩ Jβ, ολοκληρώνοντας την απόδειξη.

Συνδυάζοντας τις δύο προηγούµενες προτάσεις µπορούµε να διατυπώ-
σουµε το παρακάτω

1.4 Θεώρηµα. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλότητα Hausdorff, ξ ∈ X (M)
και x ∈ M . Τότε υπάρχει ένα ανοιχτό διάστηµα I ⊆ R µε 0 ∈ I και ολοκλη-
ϱωτική καµπύλη α : I → M του ξ µε α(0) = x.

Εξάλλου, αν β : J → M είναι ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε β(0) = x,
τότε α|I∩J = β|I∩J .

Σε όλα τα επόµενα, όλες οι πολλαπλότητες ϑεωρούνται Hausdorff .

1.5 Παραδείγµατα. (Α) Θεωρούµε το R2 µε την συνήθη διαφορική δοµή.
Συµβολίζουµε µε (x, y) ≡ (pr1, pr2) τις συντεταγµένες του χάρτη (R2, idR2).
΄Εστω το διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο

(6) ξ = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

δηλ. ξ1 = x = pr1 και ξ2 = y = pr2. Οι ολοκληρωτικές καµπύλες του ξ
δίνονται από τις λύσεις του συστήµατος

(7) α′
i(t) = ξ̃i

(
α1(t), α2(t)

)
, i = 1, 2.
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Επειδή

ξ̃1
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ1(α1(t), α2(t)) = α1(t)

ξ̃2
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ2(α1(t), α2(t)) = α2(t),

οι ισότητες (7) γίνονται

α′
1(t) = α1(t), α′

2(t) = α2(t).

Εποµένως οι συντεταγµένες της α̃ είναι οι

α1(t) = c1 exp t, α2(t) = c2 exp t; t ∈ R,

όπου c1 και c2 σταθερές. ∆ηλ. οι ολοκληρωτικές καµπύλες της (6) έχουν την
γενική µορφή

(8) α(t) = id−1
R2 ◦ α̃(t) = (c1 exp t, c2 exp t); t ∈ R.

Αν συµβολίσουµε µε α(x,y) την ολοκληρωτική καµπύλη µε αρχική συνθή-
κη α(x,y)(0) = (x, y), όπου (x, y) ∈ R2 τυχαίο, τότε

α(x,y)(t) = (x exp t, y exp t),

για κάθε t ∈ R.
(Β) Πάλι στο R2, ϑεωρούµε το

(9) ξ = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
,

δηλ. ξ1 = y = pr2 και ξ2 = −x = −pr1. Οι ολοκληρωτικές καµπύλες του ξ
δίνονται από τις λύσεις του συστήµατος

(10) α′
i(t) = ξ̃i

(
α1(t), α2(t)

)
, i = 1, 2.

Επειδή

ξ̃1
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ1(α1(t), α2(t)) = α2(t)

ξ̃2
(
α1(t), α2(t)

)
= ξ2(α1(t), α2(t)) = −α1(t),

οι ισότητες (10) γίνονται

α′
1(t) = α2(t), α′

2(t) = −α1(t).
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Εποµένως οι συντεταγµένες της α̃ είναι οι

α1(t) = c1 sin(t+ c2), α2(t) = c1 cos(t+ c2); t ∈ R,

όπου c1 και c2 σταθερές. ∆ηλ. οι ολοκληρωτικές καµπύλες της (6) έχουν την
γενική µορφή

(11) α(t) = id−1
R2 ◦ α̃(t) = (c1 sin(t+ c2), c1 cos(t+ c2)); t ∈ R.

(Γ) ΄Εστω (M,A) m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα (Hausdorff ) και
(U, ϕ) ∈ A. Θεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο ξ = ∂

∂x1
∈ X (U). ∆ηλ.

ξ1 = 1 = σταθ. και ξi = 0, για κάθε i = 2, 3, . . . ,m. Η ολοκληρωτική
καµπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη α(0) = x ∈ U δίνεται από την λύση του
συστήµατος

α′
i(t) = ξ̃i(α1(t), . . . , αm(t)), i = 1, . . . ,m

δηλ. του συστήµατος

α′
1(t) = 1

α′
2(t) = 0

...
α′
m(t) = 0

εποµένως

α1(t) = t+ c1

αi(t) = ci, i = 2, . . . ,m.

΄Αρα
α̃(t) = (α1(t), . . . , αm(t)) = (t+ c1, c2, . . . , cm)

και
α(t) = ϕ−1 ◦ α̃(t) = ϕ−1(t+ c1, c2, . . . , cm).

Για να ικανοποιείται η αρχική συνθήκη α(0) = x, ϑα πρέπει

ϕ ◦ α(0) = α̃(0) = (c1, c2, . . . , cm),

δηλ. ϑα πρέπει

ci = xi(x) = pri ◦ ϕ(x), i = 1, . . . ,m.
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(∆) Θεωρούµε το ολικό διανυσµατικό πεδίο ξ = d
dt

του R. Πρόκειται για
ειδική περίπτωση του (Γ). Το ξ έχει µια µοναδική συντεταγµένη ξ1 = 1 και η
ολοκληρωτική του καµπύλη δίνεται από την λύση της ∆Ε

α′
1(t) = ξ̃1(α1(t)) = ξ1(α1(t)) = 1

απ΄ όπου παίρνουµε
α̃(t) = α1(t) = t+ c

και
α(t) = id−1

R ◦ α̃(t) = t+ c.

Η αρχική συνθήκη α(0) = s µας δίνει c = s. Αν συµβολίσουµε µε ℓs την
µεταφορά κατά s, δηλ. την συνάρτηση ℓs(t) = t + s, t ∈ R, έχουµε ότι η ℓs
είναι η ολοκληρωτική καµπύλη του d

dt
µε αρχική συνθήκη s, άρα

(12) ℓ̇s =
d

dt
◦ ℓs.

1.6 Πρόταση. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N
διαφορίσιµη, ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N). Τότε τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

(i) Τα ξ, η είναι f -συσχετισµένα.
(ii) Για κάθε ολοκληρωτική καµπύλη α του ξ, η f ◦ α είναι ολοκληρωτική

καµπύλη του η.

Απόδειξη. (i ⇒ ii) ΄Εστω ότι ξ, η είναι f-συσχετισµένα και α : I → M µε
α̇ = ξ ◦ α. ΄Εστω και β = f ◦ α. Θα δείξουµε ότι β̇ = η ◦ β. Πράγµατι :

β̇ = T (f ◦ α) ◦ d

dt
= Tf ◦ Ta ◦ d

dt
= Tf ◦ α̇

= Tf ◦ ξ ◦ α = η ◦ f ◦ α = η ◦ β.

(ii ⇒ i) ΄Εστω ότι η f µεταφέρει τις ολοκληρωτικές καµπύλες του ξ σε ολο-
κληρωτικές καµπύλες του η, δηλ. ισχύει η (ii). Θα δείξουµε ότι, για κάθε
x ∈ M , ισχύει (Tf ◦ ξ)(x) = (η ◦ f)(x). ΄Εστω x ∈ M . Τότε υπάρχει ολοκλη-
ϱωτική καµπύλη α του ξ µε α(0) = x. Από την (ii), η σύνθεση β = f ◦α είναι
ολοκληρωτική του η, άρα β̇ = η ◦ β. Εφαρµόζοντας αυτή την ισότητα στο 0,
έχουµε

β̇(0) = (η ◦ β)(0) = η(f(x))
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άρα

(η ◦ f)(x) = β̇(0) = T (f ◦ α)
(

d

dt

∣∣∣∣
0

)
= Tf ◦ Tα

(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= Tf ◦ α̇(0) = Tf ◦ ξ ◦ α(0)
= (Tf ◦ ξ)(x)

΄Εστω ξ ∈ X (M) και α ολοκληρωτική του ξ. Τότε d
dt

και ξ είναι
α-συσχετισµένα. Επειδή, για κάθε s ∈ R, η ℓs είναι ολοκληρωτική του d

dt
,

σύµφωνα µε την Πρόταση 1.6, η α ◦ ℓs είναι ολοκληρωτική του ξ. ∆ηλ. για
κάθε t, s ∈ R για τα οποία το t+ s ϐρίσκεται µέσα στο π.ο. της α,

˙︷ ︸︸ ︷
α ◦ ℓs(t) = (ξ ◦ α ◦ ℓs)(t) ⇒

Ta ◦ Tℓs ◦
d

dt
(t) = ξ(α(t+ s)) ⇒

Tα

(
ℓ′s(t) ·

d

dt

∣∣∣∣
ℓs(t)

)
= ξ(α(t+ s)) ⇒

Tα

(
d

dt

∣∣∣∣
t+s

)
= ξ(α(t+ s)) ⇒

α̇(t+ s) = ξ(α(t+ s)) = ξ ◦ α ◦ ℓs(t)(13)
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1 ∆ιαφορικές Ροές

1.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Μια διαφορική

ϱοή επί της M είναι µια διαφορίσιµη απεικόνιση

θ : R×M −→M,

που ικανοποιεί τις συνθήκες :

θ(0, x) = x, ∀ x ∈M,(1)
θ(t, θ(s, x)) = θ(t+ s, x), ∀ s, t ∈ R, x ∈M.(2)

∆ηλ., µια διαφορική ϱοή επί της M είναι µια διαφορίσιµη δράση της προ-
σθετικής οµάδας (R,+) επί της M .

Παρατηρούµε ότι οι µερικές απεικονίσεις θt είναι διαφορίσιµες, θ0 = idR,
ενώ για κάθε t ∈ R, είναι

θt(θ−t(x)) = θ(t+ (−t), x) = θ(0, x) = x,

δηλ. κάθε θt :M →M είναι αµφιδιαφόριση µε αντίστροφη την

θ−1
t = θ−t,

ενώ, λόγω της (2), ισχύει και η

θt ◦ θs = θt+s.

Επίσης παρατηρούµε ότι οι µερικές απεικονίσεις

θx : R −→M, x ∈M

είναι διαφορίσιµες καµπύλες της M .
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1.2 Ορισµός. ΄Εστω θ µια διαφορική ϱοή της (M,A) και x ∈M . Ονοµάζου-
µε τροχιά του x και συµβολίζουµε µε Ox, την εικόνα της µερικής απεικόνισης
θx, δηλ.

Ox = θx(R) = {θ(t, x) : t ∈ R}.

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η ϱοή (σαν δράση που είναι) ορίζει µια σχέση
ισοδυναµίας στην πολλαπλότητα:

x ∼ y ⇔ ∃ t ∈ R : θ(t, x) = y.

Οι τροχιά του x ∈ M είναι η κλάση ισοδυναµίας του x ως προς αυτή την
σχέση. Σαν αποτέλεσµα, έχουµε ότι δύο τροχιές ή συµπίπτουν, ή είναι ξένες.

1.3 Ορισµός. ΄Εστω θ µια διαφορική ϱοή της (M,A). Ονοµάζουµε απειρο-

στικό γεννήτορα της θ την απεικόνιση

ξ :M −→ TM : ξ(x) = θ̇x(0).

1.4 Λήµµα. Για κάθε διαφορική ϱοή θ της (M,A), ο απειροστικός της γεννή-
τορας ξ είναι ένα διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο της M .

Απόδειξη. Για κάθε x ∈M , έχουµε ότι

ξ(x) = θ̇x(0) ∈ Tθ0(x)M = TxM,

άρα το ξ είναι διανυσµατικό πεδίο. Είναι και διαφορίσιµο: αν (U, ϕ) ∈ A µε
x ∈ U , τότε οι συνιστώσες του ξ ως προς τον (U, ϕ) είναι διαφορίσιµες :

ξi(x) = ξx(xi) = θ̇x(0)(xi) =

(
Tθx

(
d

dt

∣∣∣∣
0

))
(xi)

=

(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
(xi ◦ θx) =

∂(xi ◦ θx)
∂t

∣∣∣∣
0

που είναι διαφορίσιµη ως προς x.

1.5 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλοτητα Hausdorff, θ διαφο-
ϱική ϱοή της M και ξ ο απειροστικός της γεννήτορας. Τότε, για κάθε x ∈M , η
θx είναι η (µοναδική) ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη x.
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Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι θ̇x(s) = ξ(θx(s)), για κάθε s ∈ R. Θεωρούµε
x ∈M και s ∈ R, σταθερό. Θέτουµε θx(s) = y ∈M . Παρατηρούµε ότι

θy(t) = θ(t, y) = θ(t, θ(s, x)) = θ(t+ s, x) = θx(t+ s) = θx ◦ ℓs(t),

άρα
θy = θx ◦ ℓs.

Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε:

ξ(θx(s)) = ξ(y) = θ̇y(0) =
˙︷ ︸︸ ︷

θx ◦ ℓs(0)

= Tθx ◦ Tℓs
(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= Tθx

(
d

dt

∣∣∣∣
ℓs(0)

)

= Tθx

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= θ̇x(s).

Παρατηρούµε ότι αν ξ ∈ X (M) είναι απειροστικός γεννήτορας µιας δια-
ϕορικής ϱοής, τότε οι ολοκληρωτικές καµπύλες του ορίζονται σε όλο το R.
΄Ενα τέτοιο διανυσµατικό πεδίο λέγεται πλήρες.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ένα τυχαίο ξ ∈ X (M). Για κάθε x ∈ M , συµβολί-
Ϲουµε µε αx την ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη x. Τότε η
απεικόνιση

α : A −→M : α(t, x) = αx(t)

µε A κατάλληλο υποσύνολο του R×M είναι διαφορίσιµη. Επίσης,

αx(0) = x, ∀ x ∈M

και
α(t, α(s, x)) = α(t+ s, x)

για όσα t, s, x ορίζονται τα δύο µέλη της ισότητας. Πράγµατι, η α(t, α(s, x)) =
αα(s,x)(t) είναι η (µοναδική, για πολλαπλότητα Hausdorff ) ολοκληρωτική κα-
µπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη α(0, α(s, x)) = α(s, x). Η α(t + s, x) είναι
επίσης ολοκληρωτική καµπύλη του ξ (ϐλ. σχέση (13) του Μαθήµατος 11), µε
αρχική συνθήκη α(0 + s, x) = α(s, x). ΄Αρα οι δύο καµπύλες συµπίπτουν.
∆ηλ. οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης α̇ = ξ ◦ α είναι ῾῾τοπικές διαφορικές
ϱοές᾿᾿ επί της M .
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1.6 Παραδείγµατα. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα Παραδείγµατα 1.5 του προη-
γούµενου µαθήµατος, έχουµε:

(Α) Το ξ ∈ X (R2) µε

ξ = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

αντιστοιχεί στην διαφορική ϱοή

θ(t, (x, y)) = α(x,y)(t) = (x exp t, y exp t),

για κάθε t ∈ R και (x, y) ∈ R2.
(Γ) Το ϐασικό διανυσµατικό πεδίο ξ = ∂

∂x1
∈ X (U), ως προς ένα χάρτη

(U, ϕ), αντιστοιχεί στην (τοπική) ϱοή

θ(t, x) = αx(t) = ϕ−1(t+ x1(x), x2(x), . . . , xm(x)).

(∆) Το ολικό διανυσµατικό πεδίο ξ = d
dt

του R αντιστοιχεί στην διαφορική
ϱοή

θ(t, s) = ℓs = t+ s.

2 Συσχετισµένες Ροές

2.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N
διαφορίσιµη και ϕ, ψ διαφορικές ϱοές των M , N , αντίστοιχα. Λέµε ότι οι ϕ,
ψ είναι f-συσχετισµένες, αν

f ◦ ϕ = ψ ◦ (idR × f),

δηλ. αν το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό.

R×M M

R×N N

ϕ

idR×f f

ψ

2.2 Πρόταση. Με τις υποθέσεις του προηγούµενου ορισµού, οι παρακάτω προ-
τάσεις είναι ισοδύναµες :

(i) Οι ϕ, ψ είναι f -συσχετισµένες.
(ii) Οι απειροστικοί γεννήτορες των ϕ και ψ είναι f -συσχετισµένοι.
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Απόδειξη. ΄Εστω ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N) οι απειροστικοί γεννήτορες των ϕ
και ψ, αντίστοιχα.

(i⇒ ii) ΄Εστω ότι ϕ, ψ είναι f-συσχετισµένες. Για κάθε x ∈M , η ϕx είναι
ολοκληρωτική καµπύλη του ξ, και, για κάθε t ∈ R, η σύνθεση

f ◦ ϕx(t) = f(ϕ(t, x)) = ψ ◦ (idR × f)(t, x) = ψ(t, f(x)) = ψf(x)(t)

είναι ολοκληρωτική καµπύλη του η. Από την Πρόταση 1.6 του Μαθήµατος
11, τα ξ και η είναι f-συσχετισµένα.

(ii ⇒ i) ΄Εστω τώρα ότι οι απειροστικοί γεννήτορες είναι f-συσχετισµένοι.
Τότε (πάλι από την ίδια πρόταση), η f µεταφέρει κάθε ολοκληρωτική καµπύ-
λη ϕx του ξ στην ολοκληρωτική καµπύλη f ◦ ϕx του η, µε αρχική συνθήκη
f ◦ ϕx(0) = f(x). ΄Αρα η τελευταία συµπίπτει µε την ψf(x). Εποµένως, για
κάθε t ∈ R και x ∈M ,

f ◦ ϕ(t, x) = f ◦ ϕx(t) = ψf(x)(t) = ψ(t, f(x)) = ψ ◦ (idR × f)(t, x)

και οι ϱοές είναι συσχετισµένες.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 01-02

ΧΑΡΤΕΣ-ΑΤΛΑΝΤΕΣ-ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΕΣ

1. Αν U = (0, 1)× (0, π/2) ⊆ R2
και

ϕ : U → R2 : (r, θ) → (r cos θ, r sin θ),

αποδείξτε ότι (U, ϕ) είναι ένας χάρτης που ανήκει στη συνήθη διαφορική

δοµή του R2
.

2. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση

g : R2 → R2 : (x, y) → (x2 + 2y2, 3xy)

ορίζει σε κατάλληλα ανοιχτά υποσύνολα του R2
(ποιά;) χάρτες που ανήκουν

στη συνήθη διαφορική δοµή του R2
.

3. Αποδείξτε ότι οι χάρτες (UN , ϕN), (US, ϕS) του S2
είναι συµβιϐαστοί

µε τους χάρτες (Uα
i , ϕ

α
i ). Τί µπορείτε να συµπεράνετε για αυτές τις δύο δια-

ϕορικές δοµές του S2
;

4. Να δείξετε ότι οι άτλαντες A, B και C του κύκλου (Παράδειγµα 1.2(∆),

του Μαθήµατος 02) είναι διαφορικά συµβιβαστοί µεταξύ τους.

5. Αποδείξτε ότι η n–διάστατη σαµπρέλλα T n := S1 × · · · × S1
είναι

διαφορική πολλαπλότητα διάστασης n.

6. ΄Εστω K η επιφάνεια του κυλίνδρου και B1, B2 οι ϐάσεις της. ∆είξτε

ότι K \ (B1 ∪B2) είναι διαφορική πολλαπλότητα διάστασης 2.

7. Στο Παράδειγµα 1.2(Α) του Μαθήµατος 02, ϐρείτε τους χάρτες του

µέγιστου άτλαντα.

8. ΄Εστω ψ : R → R : x→ x3. Αποδείξτε ότι το µονοσύνολο {(R, ψ)} ορίζει

µια διαφορική δοµή στο R. Εξετάστε αν ο χάρτης (R, ψ) είναι τοπολογικά ή

διαφορικά συµβιβαστός µε το χάρτη (R, idR). Τί συµπεραίνετε ;

9. Αποδείξτε ότι η Ck
–συµβιβαστότητα των χαρτών δεν είναι σχέση ισοδυ-

ναµίας.
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10. ΄Εστω (U, ϕ) ένας m–διάστατος χάρτης του M , έστω y ∈ Rm
και έστω

µ : Rm → Rm : x→ x+ y

η αντίστοιχη µεταφορά. Αποδείξτε ότι οι χάρτες (U, ϕ) και (U, µ ◦ ϕ) είναι

διαφορικά συµβιβαστοί.

11. Αποδείξτε ότι κάθε χάρτης (U, ϕ) ενός συνόλου M είναι διαφορικά

συµβιβαστός µε ένα άπειρο (µη αριθµήσιµο) πλήθος χαρτών.

12. Αποδείξτε ότι αν από ένα µέγιστο άτλαντα A αφαιρεθεί ένα αριθµήσι-

µο πλήθος χαρτών του, προκύπτει ένας άτλαντας.

13. Αν ένας τοπολογικός άτλαντας A είναι µέγιστος, αποδείξτε ότι αυτός

περιέχει χάρτες που δεν είναι C1
–συµβιβαστοί, εποµένως ο A δεν είναι Ck

–

άτλαντας, γιά k ≥ 1. ΄Αρα ένας µέγιστος τοπολογικός άτλαντας δεν µπορεί να

είναι διαφορικός άτλαντας.

14. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλοτητα. Τότε, για κάθε x ∈M :

(α) Υπάρχει χάρτης (U, ϕ) ∈ A µε κέντρο x, δηλ. ϕ(x) = 0.

(ϐ) Υπάρχει χάρτης (V, ψ) ∈ A µε ψ(V ) = Rm
.

(γ) Υπάρχει χάρτης (W,χ) ∈ A µε χ(W ) = Rm
, και χ(x) = 0.

15. Θεωρείστε το σύνολο X = X1 ∪ X2 ⊆ R2
, όπου X1 := R × {0}

και X2 := D
(
(0, 2), 1

)
[: ο ανοιχτός δίσκος κέντρου (0, 2) και ακτίνας 1].

Αποδείξτε ότι

(α) (X1, pr1) και (X2, idX2) είναι χάρτες του X.

(ϐ) Το σύνολο A = {(X1, pr1), (X2, idX2)} είναι διαφορικός άτλαντας

του X.

Ποιά είναι η διάσταση του A;

16. ΄Εστω U ⊆ Rm
ανοιχτό, f : U → Rn

διαφορίσιµη και

Γf := {(x, f(x)) : x ∈ U} ⊆ U × Rn

το γράφηµα της f . Να δείξετε ότι Γf είναι m-διάστατη πολλαπλότητα.

17. ΄Εστω M = (R× {0}) ∪ {(0, 1)} ⊆ R2
. Θέτουµε

U1 = R× {0}, U2 = (R∗ × {0}) ∪ {(0, 1)}

και ϑεωρούµε τις απεικονίσεις

ϕ1 : U1 −→ R : ϕ1(x, y) = x,

ϕ2 : U2 −→ R : ϕ2(x, y) = x
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Να δείξετε ότι τα Ϲεύγη (Ui, ϕi), i = 1, 2, είναι 1-διάστατοι χάρτες του M ,

διαφορικά συµβιβαστοί µεταξύ τους.

18. ΄Εστω (M,A) µια n-διάστατη Ck
–πολλαπλότητα, N ̸= ∅ ένα σύνολο

και f : M → N 1-1 και επί. Να δείξετε ότι το N δέχεται δοµή n-διάστατης

Ck
–πολλαπλότητας.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 03
ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ

1. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 1.10, αποδείξτε ότι :
(i) Η τοπολογία τA, που ορίζεται στον Rn από την συνήθη διαφορική δοµή

του, συµπίπτει µε τη συνήθη τοπολογία του.
(ii) Οι τοπολογίες τA και τB του S2 που ορίζονται από τους άτλαντες A

και B των στερεογραφικών προβολών και των ηµισφαιρίων, αντίστοιχα, συ-
µπίπτουν µε τη σχετική τοπολογία που ορίζεται στο S2 από τον R3.

(iii) Η τοπολογία τA του P2(R) συµπίπτει µε την τοπολογία–πηλίκο του
R3 \ {(0, 0, 0)}/ ∼.

(iv) Η τοπολογία τA|A µιας ανοιχτής υποπολλαπλότητας A συµπίπτει µε
τη σχετική τοπολογία του υποσυνόλου A του M (όπου M είναι εφοδιασµένο
µε τA).

(v) Η τοπολογία τC του M ×N (Πρότ. 2.7 του Μαθήµατος 02) συµπίπτει
µε την τοπολογία–γινόµενο τA × τB.

2. Αποδείξτε ότι η γενική γραµµική οµάδα GL(n,R) είναι ανοιχτή υπο-
πολλαπλότητα του Mm×n(R).

3. Αποδείξτε ότι GL(n,R) δεν είναι συµπαγής πολλαπλότητα.
4. Αποδείξτε ότι το R∗ δεν είναι συνεκτική πολλαπλότητα.
5. Θεωρούµε το σύνολο

M = {(x, 0) : x ∈ R} ∪ {(0, 1)} ⊆ R2

και τον άτλαντα A = {(Ui, ϕi) : i = 1, 2} της Ασκησης 17, από τις Ασκήσεις
01. Να δείξετε ότι (M, τA) δεν είναι χώρος Hausdorff.

6. ΄Εστω A ένας µέγιστος άτλαντας. Αποδείξτε ότι τα µη κενά ανοιχτά
σύνολα της τοπολογίας τA συµπίπτουν µε τα πεδία ορισµού των χαρτών του
A, αν και µόνον αν ο A περιέχει έναν ολικό χάρτη.

7. ΄Εστω A άτλαντας επί του M ̸= ∅, µε την ιδιότητα : για κάθε x ̸= y ∈ M ,
υπάρχει (U, ϕ) ∈ A µε x, y ∈ U . Να δείξετε ότι η κανονική τοπολογία που
ορίζεται από τον A κάνει το M χώρο Hausdorff.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 04
∆ΙΑΦΟΡΙΣΙΜΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ

1. ΄Εστω f : M → N µια αµφιδιαφόριση και έστω A ⊆ M ανοιχτό. Αποδείξτε
ότι υπάρχει ένα ανοιχτό B ⊆ N , έτσι ώστε f |A : A → B να είναι αµφιδιαφόριση ως
προς τη διαφορική δοµή των ανοιχτών υποπολλαπλοτήτων.

2. Θεωρούµε το R εφοδιασµένο µε τους µέγιστους διαφορικούς άτλαντες A′ και
B′, που ορίζονται από τους A = {(R, idR)} και B = {(R, ψ)}, όπου ψ(t) = t3, για
κάθε t ∈ R. Να ελέγξετε την διαφορισιµότητα των απεικονίσεων

idR : (R,A) −→ (R,B)
idR : (R,B) −→ (R,A)

ψ : (R,A) −→ (R,A)

ψ : (R,A) −→ (R,B)
ψ : (R,B) −→ (R,A)

ψ : (R,B) −→ (R,B)

3. Αποδείξτε ότι κάθε σταθερή απεικόνιση µεταξύ πολλαπλοτήτων είναι διαφο-
ϱίσιµη.

4. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση det : Mn×n(R) → R είναι διαφορίσιµη.
5. ΄Εστω M,N,P διαφορικές πολλαπλότητες και f : P → M × N απεικόνιση.

Αποδείξτε ότι η f είναι διαφορίσιµη αν και µόνον αν οι συνθέσεις

fM := pM ◦ f : P −→M

fN := pN ◦ f : P −→ N

είναι διαφορίσιµες.
6. ΄Εστω M,N µη κενά σύνολα και f :M → N µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνι-

ση. Αν ένα από τα σύνολα έχει διαφορική δοµή, δείξτε ότι το άλλο δέχεται διαφορική
δοµή που κάνει την f αµφιδιαφόριση.

7. ΄Εστω Mi, Ni διαφορικές πολλαπλότητες (i = 1, 2) και fi :Mi → Ni. Αποδείξτε
ότι

f1 × f2 :M1 ×M2 −→ N1 ×N2 :

(x1, x2) 7−→ (f1(x1), f2(x2))
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είναι διαφορίσιµη, αν και µόνον αν και οι δύο fi είναι διαφορίσιµες.
8. ΄Εστω (M,A), (N,B), (P, C) διαφορικές πολλαπλότητες. Θεωρούµε στο γι-

νόµενο M × N την διαφορική δοµή που ορίζεται από τον άτλαντα A × B και µια
διαφορίσιµη απεικόνιση f :M ×N → P . Για ένα σταθεροποιηµένο (x, y) ∈M ×N
δείξτε ότι οι µερικές απεικονίσεις

fx : N −→ P : y 7−→ f(x, y)

fy :M −→ P : x 7−→ f(x, y)

είναι διαφορίσιµες.
9. Θεωρούµε την διαφορική πολλαπλότητα (S1, C ′), όπου C ′ είναι ο µέγιστος

άτλαντας του Παραδείγµατος 1.2(∆), στο Μάθηµα 02, και το γινόµενο S1 × S1 µε τη
δοµή της πολλαπλότητας–γινόµενου, δηλ. µε τον άτλαντα (C × C)′. ΄Εστω

γ : S1 × S1 −→ S1 :

((x1, y1), (x2, y2)) 7−→ (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Αν τα Ϲεύγη (x1, y1), (x2, y2) ϑεωρούνται σαν µιγαδικοί αριθµοί, τότε η γ είναι ο πε-
ϱιορισµός στο S1 του πολλαπλασιασµού του C. Να ελέγξετε αν η γ είναι διαφορίσιµη
σαν απεικόνιση µεταξύ των ανωτέρω πολλαπλοτήτων.

10. Αποδείξτε ότι το σύνολο Diff(M) όλων των αµφιδιαφορίσεων f : M → M
εφοδιασµένο µε τη σύνθεση των απεικονίσεων είναι µια µη αβελιανή οµάδα.

11. Για κάθε A ⊆ M ανοιχτό, δείξτε ότι C∞(A,R) είναι µια µεταθετική προσε-
ταιριστική άλγεβρα µε µονάδα. Ισχύουν τα ίδια για C∞

x (M,R);
12. Εξηγείστε γιατί δεν µπορούµε να ορίσουµε Cr–διαφορίσιµες απεικονίσεις

µεταξύ Ck–διαφορικών πολλαπλοτήτων, µε r > k.
13. ΄Εστω M , N διαφορικές πολλαπλότητες και f : M → N απεικόνιση. Για

κάθε x ∈M , δείξτε ότι οι επόµενες συνθήκες είναι ισοδύναµες :
(i) Η απεικόνιση f είναι C∞ στο x.
(ii) Η απεικόνιση f είναι συνεχής στο x και, για κάθε Ϲεύγος των χαρτών (U, ϕ)

του M και (V, ψ) του N µε x ∈ U και f(x) ∈ V , η απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V )

είναι C∞ στο ϕ(x).
14. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση

f : S2 −→ S2 : f(u) = −u, ∀ u ∈ S2

είναι διαφορίσιµη.
15. (α) ΄Εστω

π : S2 −→ P2(R) : (x, y, z) 7−→ [(x, y, z)].
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Αποδείξτε ότι η π είναι διαφορίσιµη. Είναι αµφιδιαφόριση ;
(ϐ) Αποδείξτε ότι ο προβολικός χώρος P2(R) είναι συµπαγής και συνεκτικός.
16. Να ελέγξετε αν η απεικόνιση

π : R3 \ {(0, 0, 0)} −→ P2(R) : (x, y, z) 7−→ [(x, y, z)]

είναι διαφορίσιµη.
17. ΄Εστω i : S1 → R2 η κανονική εµφύτευση. Να δείξετε ότι είναι διαφορίσιµη.
18. Να εξετάσετε αν η απεικόνιση

f : P2(R) −→ R : [(x, y, z)] 7−→ xz

x2 + y2 + z2

είναι καλά ορισµένη και διαφορίσιµη.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 05
ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟΣ ΧΩΡΟΣ

1. ΄Εστω u = [(α, x)], v = [(β, x)] ∈ TxM και λ ∈ R. Να ϐρεθούν καµπύλες γ
και δ στο M , τέτοιες ώστε u+ v = [(γ, x)] και λu = [(δ, x)].

2. Να ϐρεθεί µια καµπύλη που υλοποιεί το µηδενικό στοιχείο 0x ∈ TxM .
3. Να ϐρεθεί µια καµπύλη που υλοποιεί το ϐασικό διάνυσµα ∂

∂xi

∣∣∣
x

που ορίζεται
από τον χάρτη (U, ϕ = (x1, ..., xm)). Ιδιαιτέρως, ϐρείτε καµπύλη που υλοποιεί το
d
dt

∣∣
t
∈ TtR.

4. ΄Εστω η µοναδιαία σφαίρα S2 και το σηµείο p = (0, 1, 0) ∈ S2. Αν u ∈ TpS
2

είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα µε συντεταγµένες (2,−1), ως προς τον χάρτη (U+
y , ϕ

+
y ),

να ϐρεθεί µια διαφορίσιµη καµπύλη που υλοποιεί το u.
5. ∆είξτε ότι οι καµπύλες α, β : R → R3, µε α(t) = (t, 1 + t2, t) και

β(t) = (sin t, cos t, t) ορίζουν το ίδιο εφαπτόµενο διάνυσµα u ∈ T(0,1,0)R3. Να εκ-
ϕράσετε το u µέσω της κανονικής ϐάσης που ορίζεται από τον χάρτη (R3, idR3).

6. Αν α : R → M2×2(R) είναι η διαφορίσιµη καµπύλη

α(t) :=

(
t+ 1 2t2

3t 2t+ 1

)
,

να υπολογίσετε τις συντεταγµένες του εφαπτόµενου διανύσµατος u = [(α, I)] ∈
TIM2×2(R), ως προς τον συνήθη χάρτη του M2×2(R). Εδώ I συµβολίζει τον ταυτο-
τικό πίνακα.

7. ΄Εστω ϕ : R2 → R2 η απεικόνιση

ϕ(t, s) :=

(
2t+ s

3
,
2t− s

3

)
.

∆είξτε ότι (R2, ϕ) είναι χάρτης της συνήθους διαφορικής δοµής του R2, και να ϐρεθεί
µια καµπύλη που υλοποιεί το εφαπτόµενο διάνυσµα

u = 2
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

− 3
∂

∂x2

∣∣∣∣
p

όπου p = (1
2
, 0), και x1, x2 είναι οι συντεταγµένες του χάρτη (R2, ϕ).

8. ΄Εστω α : R → P2(R) η καµπύλη µε α(t) = [(2t + 1, 1, t2)]. ∆είξτε ότι η
α είναι διαφορίσιµη στο 0, και προσδιορίστε τις συντεταγµένες του εφαπτόµενου
διανύσµατος u = [(α, α(0))] ως προς τον χάρτη (U2, ϕ2) του P2(R).



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 06
ΣΗΜΕΙΑΚΟ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟ

1. Αν f : M → N είναι σταθερή, τότε Txf = 0, για κάθε x ∈ M .
2. Αν

(
x1, . . . , xm

)
είναι οι συναρτήσεις συντεταγµένων ενός χάρτη (U, ϕ), δείξτε ότι

( idRm ◦ Txxi)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
= δij;

εποµένως,

Txxi

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
=


0 ∈ Txi(x)R, i ̸= j

d

dt

∣∣∣∣
xi(x)

∈ Txi(x)R, i = j.

3. Αν fi : Mi → Ni (i = 1, 2) είναι διαφορίσιµες απεικονίσεις, τότε,

T(x1,x2)(f1 × f2) ≡ Tx1f1 × Tx2f2.

για κάθε (x1, x2) ∈ M1 ×M2.
4. Αν u = [(α, x)] ∈ TxM , δείξτε ότι α̇(0) = u.
5. ΄Εστω f : R → S1 µε f(t) := (sin 2πt, cos 2πt). ∆είξτε ότι T 1

4
f είναι 1-1.

6. Υπολογίστε το διαφορικό της απεικόνισης

f : S2 −→ S2 : f(p) = −p

µέσω των ϐασικών εφαπτόµενων διανυσµάτων ενός χάρτη της επιλογής σας.
7. ΄Εστω f : S2 → P2(R) µε f(x, y, z) = [(x, y, z)], για κάθε (x, y, z) ∈ S2. Θεωρούµε τον

χάρτη (U+
z , ϕ

+
z ) της S2 και το σηµείο N ∈ U+

z . Αν w ∈ TxS
2 είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα µε

συντεταγµένες (1, 2) ως προς τον ανωτέρω χάρτη, υπολογίστε το TNf(w) ως προς κατάλληλη ϐάση
του Tf(N)P2(R).

8. ∆είξτε ότι η κανονική εµφύτευση i : S2 ↪→ R3 είναι µια διαφορίσιµη απεικόνιση της οποίας
το διαφορικό στο (1, 0, 0) είναι 1-1.

9. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N διαφορίσιµη και Γf το
γράφηµα της f . Να δείξετε ότι

(α) Το Γf δέχεται δοµή διαφορικής πολλαπλότητας ίδιας διάστασης µε την M , έτσι ώστε ο
περιορισµός της προβολής στην M

pM |Γf
: Γf −→ M

να είναι αµφιδιαφόριση.
(ϐ) Η j : M → Γf , µε j(x) = (x, f(x)), είναι διαφορίσιµη και το διαφορικό της σε κάθε x ∈ M

είναι γραµµικός ισοµορφισµός.
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10. ΄Εστω f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση µε Txf = 0, για κάθε x ∈ M . ∆είξτε ότι αν
M είναι συνεκτικό, τότε f είναι σταθερή.

11. ΄Εστω f : S1 × R → R2 η απεικόνιση µε

f(x, y, t) =

(
x

1 + t2
,

y

1 + t2

)
.

Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα Jacobi της f σε ένα σηµείο p = (x, y, t), µε x > 0 και ϐρείτε
ένα ανοιχτό υποσύνολο του S1 × R στο οποίο η f είναι αµφιδιαφόριση.

12. Αν (x1, . . . , xm) είναι οι συντεταγµένες ενός χάρτη (U, ϕ), δείξτε ότι

(idR ◦ Txxi)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
= δij,

εποµένως,

Txxi

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
=

{
0 ∈ Txi(x)R, i ̸= j
d
dt
|xi(x) ∈ Txi(x)R, i = j.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 07
ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΕΙΣ

1. ΄Εστω (U, ϕ), (V, ψ) χάρτες µιαςm-διάστατης πολλαπλότηταςM και x ∈ U∩V . Συµβολίζουµε
µε {

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

}
1≤i≤m

και
{

∂

∂yi

∣∣∣∣
x

}
1≤i≤m

τις κανονικές ϐάσεις του TxM που ορίζονται από τους (U, ϕ) και (V, ψ), αντίστοιχα. ∆είξτε ότι

∂

∂yj

∣∣∣∣
x

=
m∑
i=1

∂xi
∂yj

∣∣∣∣
x

· ∂

∂xi

∣∣∣∣
x

=
m∑
i=1

∂(xi ◦ ψ−1)

∂uj

∣∣∣∣
ψ(x)

· ∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.

Πώς συνδέονται ο πίνακας αλλαγής ϐάσης (των ανωτέρω ϐάσεων) µε την απεικόνιση µεταφοράς των
χαρτών ;

2. ΄Εστω f :M ×N → R µια διαφορίσιµη απεικόνιση και w ∈ T(x,y)(M ×N). Αν w ≡ (u, v) ∈
TxM × TyN , δείξτε ότι w(f) = u(fy) + v(fx).

3. Θεωρώντας το εφαπτόµενο διάνυσµα α̇(t) ∈ Tα(t)M µιας διαφορίσιµης καµπύλης α : J →M
σαν παραγώγιση, δείξτε ότι

α̇(t)(f) = (f ◦ α)′(t),

για κάθε f ∈ C∞
α(t)(M,R).

4. Θεωρείστε το R3 µε την συνήθη διαφορική δοµή. Αν p = (1, 0, 0), u ∈ TpR3 έχει συντεταγµέ-
νες (1, 2, 3), ως προς τον χάρτη (R3, idR3), και f ∈ C∞(R3,R) δίνεται από f(x, y, z) = x2 + y2 + z2,
τότε υπολογίστε το u(f).

5. ΄Εστω η απεικόνιση f : S2 → R, µε f(x, y, z) = x2 + (1 + 2y)z2. Αν p =
(
−
√
3/2, 0, 1/2

)
,

υπολογίστε την παράσταση ∂f
∂xi

∣∣∣
p
, όπου xi (i = 1, 2) είναι οι συντεταγµένες του χάρτη (U+

z , ϕ
+
z ) της

S2.
6. ΄Εστω u = (3, 2,−1) ∈ TpR3, όπου p = (2, 0, 1) και R3 έχει την συνήθη διαφορική δοµή. Αν

f, g ∈ C∞(R3,R) δίνονται από τις ισότητες f(x, y, z) = y2z και g(x, y, z) = ex cos y, υπολογίστε τα
u(f · g), u(f 2 + 3g), Tpf(u) και Tpg(u).

7. ΄Εστω α : R → P2(R) η καµπύλη α(t) = [(2t + 1, 1, t2)] και u = [(α, α(0))]. Υπολογίστε το
u(f), για την f : P2(R) → R, µε f([(x, y, z)]) =

xy

x2 + y2 + z2
.

8. ΄Εστω u = [(α, x)] ∈ TxM και (U, ϕ = (x1, . . . , xm)) χάρτης στο x. Τότε

u =
m∑
i=1

α′
i(0)

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

, όπου αi = xi ◦ α.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 08
Εφαπτόµενη ∆έσµη και Ολικό ∆ιαφορικό

1. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση ρ : R× TM → TM µε ρ(λ, u) = λu είναι διαφορίσιµη.
2. Αποδείξτε ότι αν M είναι Hausdorff, τότε TM είναι επίσης Hausdorff.
3. Αν f : (M,A) → (N,B) είναι αµφιδιαφόριση, να δείξετε ότι η Tf : TM → TN είναι

αµφιδιαφόριση µε (Tf)−1 = T (f−1).
4. ΄Εστω (M,A) και (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, διαστάσεων m και n, αντίστοιχα. Να

δείξετε ότι υπάρχει αµφιδιαφόριση F : T (M ×N) → TM × TN .
5. ΄Εστω (M,A) µια Cr–πολλαπλότητα και (U, ϕ) ∈ A. Τότε η τοπική παράσταση Φ ◦ π ◦ ϕ−1

της προβολής π της TM είναι C∞-διαφορίσιµη. Είναι η π C∞-απεικόνιση ή όχι, και γιατί ;
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 09
∆ιανυσµατικά Πεδία

1. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη πολλαπλότητα και (U, ϕ), (V, ψ) δύο τεµνόµενοι χάρτες µε
αντίστοιχες συντεταγµένες (xi)1≤i≤m, (yj)1≤j≤m. ∆είξτε ότι

(1)
∂

∂yj
=

m∑
i=1

∂xi
∂yj

∂

∂xi
, και

∂

∂xi
=

m∑
j=1

∂yj
∂xi

∂

∂yj
.

2. Με τις υποθέσεις της προηγούµενης άσκησης, έστω (ξi) και
(
ξj
)

οι συντεταγµένες του
ξ ∈ X (M) ως προς τους δύο δεδοµένους χάρτες. ∆είξτε ότι

ξj =
m∑
i=1

ξi
∂yj
∂xi

, και ξi =
m∑
j=1

ξj
∂xi
∂yj

.

3. ∆είξτε ότι ξ(c) = 0, για κάθε ξ ∈ X (M) και κάθε σταθερή c ∈ C∞(M,R).
4. ΄Εστω (x1, x2, x3) οι συντεταγµένες του (R3, idR3). Θεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο

ξ ∈ X (R3)

ξ =
(
x21 + x22

) ∂

∂x1
− x1x2

∂

∂x2
+ (x1 + x3)

∂

∂x3
.

Αν f ∈ C∞(R3,R), µε f(x, y, z) = x− 2y, υπολογίστε την ξ(f) στο (1, 3,−2).
5. ΄Εστω ξ ∈ X (M) και xo ∈ M , µε ξ(xo) ̸= 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ανοιχτή περιοχή A του

xo µε ξ(x) ̸= 0, για κάθε x ∈ A.
6. Θεωρούµε τους χάρτες (UN , θN), (US, θS) του µοναδιαίου κύκλου S1 (ϐλ. Παράδειγµα 1.2

(∆3) του Μαθήµατος 01). Συµβολίζουµε µε ∂
∂xN

και ∂
∂xS

τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία αυτών των
χαρτών.

(α) Να δείξετε ότι
∂

∂xN

∣∣∣∣
UN∩US

=
∂

∂xN

∣∣∣∣
UN∩US

.

(ϐ) Να δείξετε ότι υπάρχει ένα ολικό ϐασικό διανυσµατικό πεδίο ξo ∈ X (S1). ∆ηλ. ένα ξo µε την
ιδιότητα :

∀ ξ ∈ X (S1), ∃! f ∈ C∞(S1,R) : ξ = fξo.

7. Μια m-διάστατη πολλαπλότητα (M,A) λέγεται παραλληλοποιήσιµη, αν υπάρχουν
ξ1, . . . , ξm ∈ X (M) µε την ιδιότητα : ∀ ξ ∈ X (M), υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένες συναρτή-
σεις f1, . . . , fm ∈ C∞(M,R):

ξ =
m∑
i=1

fiξi.

(α) Εξηγείστε γιατί οι πολλαπλότητες Rn, A (A ⊂ Rn ανοιχτό), και S1 είναι παραλληλοποιήσιµες.
Βρείτε τις αντίστοιχες οικογένειες {ξi}i.

(ϐ) Να εξετάσετε αν το καρτεσιανό γινόµενο παραλληλοποιήσιµων πολλαπλοτήτων είναι παραλ-
ληλοποιήσιµο.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 10
Αγκύλη Lie - Συσχετισµένα Πεδία

1. Αποδείξτε την ισότητα

[fξ, gη] = fg[ ξ, η ] + fξ(g)η − gη(f)ξ,

για κάθε ξ, η ∈ X (M) και f, g, h ∈ C∞(M,R).
2. ∆είξτε ότι τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία ενός χάρτη (U, ϕ), µε συντεταγµένες (xi)1≤i≤m,

ικανοποιούν την ισότητα [
∂

∂xi
, ∂

∂xj

]
= 0; i, j = 1, . . . ,m.

3. Αν (x, y) είναι οι συντεταγµένες του ταυτοτικού χάρτη του R2, υπολογίστε τις αγκύλες Lie

X =

[
∂

∂x
, x

∂

∂y
− y

∂

∂x

]
, Y =

[
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, e−y ∂

∂y

]
µε δύο τρόπους : α) υπολογίζοντας τις συνιστώσες των αγκυλών, και ϐ) χρησιµοποιώντας τον τύπο
της ΄Ασκησης 1.

4. Αν (U, ϕ) χάρτης της M και f, h ∈ C∞(M,R), δείξτε ότι[
f
∂

∂xi
, ∂

∂xj

]
(h) = − ∂f

∂xj

∂h

∂xi
.

5. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N). Θεωρούµε τις
απεικονίσεις

ξ̃ :M ×N −→ TM × TN : ξ̃(x, y) = (ξx, 0y),

η̃ :M ×N −→ TM × TN : η̃(x, y) = (0x, ηy).

Χρησιµοποιώντας την ταύτιση T (M ×N) = TM × TN , δείξτε ότι ξ̃, η̃ ∈ X (M ×N) µε [ξ̃, η̃] = 0.
6. ΄Εστω α : J → M (J ⊆ R ανοιχτό διάστηµα) µια διαφορίσιµη καµπύλη και ξ ∈ X (M). Να

δείξετε ότι το ϐασικό διανυσµατικό πεδίο
d

dt
του R είναι α-συσχετισµένο µε το ξ ∈ X (M) αν και

µόνον αν
α̇(t) = ξ(α(t)), t ∈ J.

7. ΄Εστω f : M → N διαφορίσιµη. Υποθέτουµε ότι (U, ϕ) και (V, ψ) είναι χάρτες των M και
N , αντίστοιχα, µε f(U) ⊆ V . Αν (xi)1≤i≤m και (yj)1≤j≤n είναι οι συναρτήσεις συντεταγµένων των

ανωτέρω χαρτών, να ϐρείτε ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε
∂

∂x1
να είναι f-συσχετισµένο µε το

∂

∂yn
.

8. ΄Εστω f : R → R2 η συνάρτηση f(t) = (sin t, cos t). Αν η ∈ X (R2) είναι το διανυσµατικό

πεδίο η = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, δείξτε ότι

d

dt
και η είναι f-συσχετισµένα.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 11-12
Ολοκληρωτικές Καµπύλες - Ροές

1. Βρείτε τις ολοκληρωτικές καµπύλες των επόµενων διανυσµατικών πεδίων του R2:

ξ = y
∂

∂y
,(α)

ζ = x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
,(ϐ)

η = y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
.(γ)

2. Θεωρώντας το R2 ∖ {(0, 0)} σαν ανοιχτή υποπολλαπλότητα του R2, ϐρείτε τις ολοκληρωτικές
καµπύλες του ξ ∈ X (R2 ∖ {(0, 0)}), µε

ξ =
∂

∂x
+

∂

∂y
.

3. ΄Εστω α µια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ ∈ X (M) και f : M → R µια διαφορίσιµη
συνάρτηση. Χρησιµοποιώντας την ταύτιση TtR ≡ R, δείξτε ότι

˙︷ ︸︸ ︷
f ◦ α = ξ(f) ◦ α.

4. Βρείτε τις ϱοές των διανυσµατικών πεδίων του R2:

ξ = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, η = y

∂

∂x
+ x

∂

∂y
, ζ = x

∂

∂x
− 2y

∂

∂y
.

Είναι αυτά τα πεδία πλήρη ;
5. ΄Εστω ξ ∈ X (R) µε ξ = x2d/dx [όπου x συµβολίζει την µοναδική συντεταγµένη του (R, idR)],

δηλ. ξ(t) = t2
d

dx

∣∣∣
t
, για κάθε t ∈ R. ∆είξτε ότι ξ δεν είναι πλήρες και ϐρείτε την ϱοή του.

6. ΄Εστω
θ : R× R2 −→ R2 : θ

(
t, (x, y)

)
=

(
(2 + sin y)t+ x, y

)
.

∆είξτε ότι η θ είναι ϱοή και ϐρείτε τον απειροστικό της γεννήτορα.
7. ΄Εστω ξ και η πλήρη διανυσµατικά πεδία των πολλαπλοτήτων M και N , αντίστοιχα. Συµβο-

λίζουµε µε αx και βy τις ολοκληρωτικές καµπύλες των ξ και η, µε αρχικές συνθήκες x ∈ M και
y ∈ N , αντίστοιχα. Τότε :

1) ∆είξτε ότι γ(t) :=
(
αx(t), βy(t)

)
, t ∈ R, είναι η ολοκληρωτική καµπύλη του ξ × η, µε αρχική

συνθήκη (x, y).
2) Βρείτε την ϱοή θ του ξ × η.
3) Επαληθεύστε ότι ο απειροστικός γεννήτορας της θ είναι το ξ × η.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α
∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

1 Ορισµοί και Βασικά Αποτελέσµατα

1.1. Ορισµός. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό, a ∈ U και f : U → Rn. Λέµε
ότι η f είναι διαφορίσιµη στο a, αν υπάρχει µια γραµµική απεικόνιση
Df(a) : Rm → Rn (δηλ. Df(a) ∈ L(Rm,Rn)), έτσι ώστε

(1) ∃ lim
h→0

∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥
∥h∥

= 0.

Η γραµµική απεικόνιση Df(a) λέγεται διαφορικό της f στο a.

1.2. Ειδική περίπτωση. ΄Εστω I ένα ανοιχτό διάστηµα του R και έστω
f : I → R διαφορίσιµη στο to ∈ I. Τότε το διαφορικό της f στο to

Df(to) : R → R,

επειδή είναι γραµµική απεικόνιση, ικανοποιεί την σχέση

Df(to)(t) = tDf(to)(1) , ∀ t ∈ R.

Εποµένως, από τον ορισµό της διαφορίσιµης απεικόνισης, έχουµε

lim
t→0

|f(to + t)− f(to)− tDf(to)(1)|
|t|

= 0.

ή, ισοδύναµα,

lim
t→0

f(to + t)− f(to)

t
= Df(to)(1).
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Σε αυτή την περίπτωση, ϑέτουµε

(2) f ′(to) := Df(to)(1),

και παίρνουµε

(3) Df(to)(t) = t · f ′(to) , ∀ t ∈ R.

Αν U ⊆ Rm ανοιχτό και η f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U ,
τα επόµενα αποτελέσµατα είναι άµεσα:

1.3. Πρόταση. Το διαφορικό της f στο a είναι µονοσήµαντα ορισµένο.

1.4. Πρόταση. Η f είναι συνεχής στο a.

1.5. Πρόταση. Ο περιορισµός της f σε κάθε ανοιχτό V ⊆ U µε a ∈ V , είναι
διαφορίσιµος στο a.

1.6. Ορισµός. Αν U ⊆ Rm είναι ανοιχτό και f : U → Rn, τότε η f λέγεται
διαφορίσιµη στο U , αν είναι διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο x ∈ U .

Οι επόµενες τρεις προτάσεις µας εξασφαλίζουν την διαφορισιµότητα κά-
ποιων απλών απεικονίσεων :

1.7. Πρόταση. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό και f : U → Rn. Αν η f είναι
σταθερή, τότε είναι διαφορίσιµη στο U , και Df(x) = 0, για κάθε x ∈ U .

Αντίστροφα, αν η f είναι διαφορίσιµη µε Df(x) = 0, για κάθε x ∈ U , τότε
η f είναι σταθερή σε κάθε συνεκτική συνιστώσα του U . Ιδιαιτέρως, αν U είναι
συνεκτικό, τότε η f είναι σταθερή.

1.8. Πρόταση. Αν f : Rm → Rn είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε η f είναι
διαφορίσιµη και

(4) Df(x) = f,

για κάθε x ∈ Rm. ∆ηλ.

(5) [Df(x)](h) = f(h),

για κάθε h ∈ Rm.
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1.9. Πρόταση. Αν f : Rm × Rn → Rk είναι µια διγραµµική απεικόνιση, δηλ.

f ∈ L2(Rm,Rn;Rk),

τότε, η f είναι διαφορίσιµη και

(6) [Df(a, b)](h, k) = f(h, b) + f(a, k),

για κάθε (a, b), (h, k) ∈ Rm × Rn.

1.10. Πόρισµα. (i) Κάθε εσωτερικό γινόµενο

< , >: Rm × Rm → R

είναι διαφορίσιµο, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(7) [D < , > (x, y)](h, k) =< h, y > + < x, k >,

για κάθε x, y, h, k ∈ Rm.
(ii) Το εξωτερικό γινόµενο

× : R3 × R3 → R3

είναι διαφορίσιµο, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(8) [D × (x, y)](h, k) = h× y + x× k,

για κάθε x, y, h, k ∈ R3.
(iii) Η εκτιµήτρια απεικόνιση

ev : L(Rm,Rn)× Rm → Rn : (f, x) 7→ ev(f, x) := f(x)

είναι διαφορίσιµη, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(9) [Dev(f, x)](g, y) = g(x) + f(y),

για κάθε x, y ∈ Rm και f, g ∈ L(Rm,Rn).
(iv) Η σύνθεση

co : L(Rm,Rn)× L(Rn,Rp) → L(Rm,Rp) : (f, g) 7→ co(f, g) := g ◦ f

είναι διαφορίσιµη, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(10) [Dco(fo, go)](f, g) = go ◦ f + g ◦ fo,
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για κάθε fo, f ∈ L(Rm,Rn) και go, g ∈ L(Rn,Rp).

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η Πρόταση 9 και το Πόρισµα 10 είναι ειδικές
περιπτώσεις του παρακάτω γενικού αποτελέσµατος :

1.11. Πρόταση. Αν f : Rm1 × · · · × Rmk → Rn είναι µια k-πλειογραµµική
απεικόνιση, δηλ.

f ∈ Lk(Rm1 , · · · ,Rmk ;Rn),

τότε η f είναι διαφορίσιµη και

Df(x)(h) = f(h1, x2, . . . , xk) + f(x1, h2, x3, . . . , xk) + · · ·
+f(x1, . . . , xk−2, hk−1, xk) + f(x1, . . . , xk−1, hk),

για κάθε x = (x1, x2, . . . , xk), h = (h1, h2, . . . , hk) ∈ Rm1 × · · · × Rmk .

Σχετικά µε την σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων, ισχύει το επόµενο ϑεώ-
ϱηµα:

1.12. Θεώρηµα (Κανόνας της Αλυσίδας). Υποθέτουµε ότι U ⊆ Rm,
V ⊆ Rn ανοιχτά, f : U → Rn διαφορίσιµη στο a ∈ U , µε f(U) ⊆ V , και
g : V → Rk διαφορίσιµη στο f(a) ∈ V . Τότε η σύνθεση g ◦ f : U → Rk είναι
διαφορίσιµη στο a και

(11) D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a).

Οι επόµενες τρεις προτάσεις αναφέρονται σε απεικονίσεις που ορίζονται ή
έχουν πεδίο τιµών ένα καρτεσιανό γινόµενο ευκλείδειων χώρων.

1.13. Πρόταση. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό και f : U → Rn. Συµβολίζουµε
µε fi τις συνθέσεις fi := pri ◦ f , όπου pri : Rn → R είναι η i-προβολή (δηλ.
pri(x1, . . . , xn) = xi). Τότε η f είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U αν και µόνον αν fi
είναι διαφορίσιµη στο a, για κάθε i = 1, . . . , n και

(12) Df(a) = (Df1(a), . . . , Dfn(a)).

Ιδιαιτέρως, αν U = I ⊆ R, ϑέτοντας f ′(a) := Df(a)(1), παίρνουµε

(13) f ′(a) = (f ′
1(a), f

′
2(a), . . . , f

′
n(a)).

Στην ειδική περίπτωση που ο κανόνας της αλυσίδας εφαρµόζεται σε απει-
κονίσεις f : I → V ⊆ Rm και g : V → Rn, όπου το πεδίο ορισµού της f είναι
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ένα ανοιχτό διάστηµα I ⊆ R, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ισότητες (2) και (13),
έχουµε

(14) (g ◦ f)′(t) = [Dg(f(t))](f ′(t)),

για κάθε t ∈ I.

1.14. Πρόταση. ΄Εστω U ⊆ Rn και V ⊆ Rp ανοιχτά. Τότε οι απεικονίσεις
f : U → Rm και g : V → Rq είναι διαφορίσιµες στα a ∈ U και b ∈ V ,
αντίστοιχα, αν και µόνον αν η απεικόνιση

f × g : U × V → Rn × Rq : (x, y) 7−→ (f(x), g(y))

είναι διαφορίσιµη στο (a, b). Σε αυτή την περίπτωση έχουµε

(15) D(f × g)(a, b) = Df(a)×Dg(b).

΄Εστω U ⊆ Rm και V ⊆ Rn ανοιχτά, a ∈ U και b ∈ V . ΄Εστω ακόµη
µια απεκόνιση f : U × V → Rp. Συµβολίζουµε µε fa και fb τις µερικές
απεικόνισεις της f στο (a, b), δηλ. τις

fa : V → Rp : v 7−→ fa(v) := f(a, v),

fb : U → Rp : u 7−→ fb(u) := f(u, b).

Ισχύει το επόµενο

1.15. Θεώρηµα. ΄Εστω µια απεικόνιση f , όπως προηγουµένως. Αν η f είναι
διαφορίσιµη στο (a, b) ∈ U × V , τότε και οι fa και fb είναι διαφορίσιµες στα b
και a, αντίστοιχα, και ισχύει ο τύπος του Leibniz

[Df(a, b)](h, k) = [Dfa(b)](k) + [Dfb(a)](h),

για κάθε (h, k) ∈ Rm × Rn.

1.16. Ορισµός. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό και f = (f1, . . . , fn) : U → Rn µια
διαφορίσιµη απεικόνιση στο a ∈ U . Τότε το διαφορικό Df(a) ∈ L(Rm,Rn)
αντιστοιχεί µε ένα πίνακα (aij) ∈ Mm×n(R), µέσω των σχέσεων

(16) aji := prj(Df(a)(ei)) = D(prj ◦ f)(a)(ei) = Dfj(a)(ei).
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Ο ανάστροφος του (16) λέγεται πίνακας Jacobi της f στο a και συµβολίζεται
µε Jaf .

΄Οπως γνωρίζουµε από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, ο Jaf είναι ακριβώς ο πίνα-
κας που αντιστοιχεί στην γραµµική απεικόνιση Df(a), ως προς τις κανονικές
ϐάσεις.

Συνήθως, πρώτα υπολογίζουµε τον πίνακα Jacobi και τότε ϐρίσκουµε την
γραµµική απεικόνιση Df(a), µέσω της ισότητας

(17) [Df(a)](h1, . . . , hm) = (Jaf) ·

 h1
...
hm

 ,

για κάθε h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm.

1.17. Ορισµός. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό, f : U → Rn και a = (a1, . . . , am) ∈
U . Υπάρχουν ανοιχτά διαστήµατα Ii ⊆ R, i = 1, . . . ,m, µε a ∈ I1×· · ·×Im ⊆
U . Λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U ως προς την i-µεταβλητή,
ή ότι υπάρχει η i-µερική παράγωγος της f στο a ∈ U , αν υπάρχει η
παράγωγος της µερικής απεικόνισης

Ii −→ Rn : t 7−→ f(a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , am)

στο ai. Το διαφορικό της ανωτέρω απεικόνισης ϑα το συµβολίζουµε µε

Dif(a) : R −→ Rn,

και µπορούµε να το ταυτίζουµε µε το διάνυσµα του Rn, που συµβολίζουµε
µε ∂f

∂xi
|a και δίνεται από την ισότητα

(18)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
a

= [Dif(a)](1).

Η διαφορισιµότητα της f στο a, συνεπάγεται ότι

lim
t→0

∥f(a+ tei)− f(a)− [Df(a)](tei)∥
∥tei∥

= 0,

που µε την σειρά του είναι ισοδύναµο µε

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= [Df(a)](ei).
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Εποµένως παίρνουµε

(19) [Dif(a)](1) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
a

= [Df(a)](ei).

Συνδυάζοντας την τελευταία ισότητα µε την (16), ϐρίσκουµε για τον πίνακα
Jacobi της f στο a

(20) Jaf =

(
∂fj
∂xi

∣∣∣∣
a

)t

= ([Dfj](ei))
t.

1.18. Ορισµός ΄Εστω h ∈ Rm σταθερό. Αν η f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφο-
ϱίσιµη στο a ∈ U , λέµε ότι η Df(a)(h) είναι η κατευθυνόµενη παράγωγος
της f στο a, κατά την κατεύθυνση του διανύσµατος h.

Προφανώς, η i–µερική παράγωγος της f στο a είναι η ειδική περίπτωση
της κατευθυνόµενης παραγώγου της f στο a κατά την κατεύθυνση του ei.

2 Παράγωγοι Ανώτερης Τάξης

2.1. Ορισµός. ΄Εστω f : U ⊆ Rm → Rn διαφορίσιµη στο U . Τότε η
απεικόνιση

Df : U → L(Rm,Rn) : x 7→ Df(x)

λέγεται (ολικό) διαφορικό ή (ολική) παράγωγος της f .
Αφού ο L(Rm,Rn) είναι ευκλείδειος χώρος, ιδιαιτέρως,

L(Rm,Rn) ∼= Mm×n(R) ∼= Rm·n,

η Df µπορεί να είναι συνεχής, ή διαφορίσιµη.
Θα λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη τάξης C1 (ή απλά ότι η f είναι τάξης

C1), αν η f είναι διαφορίσιµη στο U και Df είναι συνεχής.
Αν επιπλέον η Df είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U , το διαφορικό της Df στο

a, δηλ. η γραµµική απεικόνιση

D2f(a) := D(Df)(a) : Rm → L(Rm,Rn)
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λέγεται δεύτερη παράγωγος της f στο a. Αυτή η απεικόνιση, αν υπάρχει,
ικανοποιεί την σχέση

D2f(a) ∈ L(Rm, L(Rm,Rn)) ∼= L2(Rm;Rn),

όπου L2(Rm;Rn) συµβολίζει τον χώρο όλων των διγραµµικών απεικονίσεων
Rm×Rm → Rn. Αν D2f(a) υπάρχει για κάθε a ∈ U , τότε ορίζεται το δεύτερο
διαφορικό (ή δεύτερη παράγωγος) της f , δηλ. η απεικόνιση

D2f : U → L2(Rm;Rn).

Αν η D2f είναι συνεχής, τότε η f λέγεται διαφορίσιµη τάξης C2.
Με ανάλογο τρόπο, ορίζουµε το k–διαφορικό Dkf : U → Lk(Rm;Rn) και

την k–παράγωγο της f στο a, δηλ. την απεικόνιση

Dkf(a) ∈ L(Rm, L(Rm, L(Rm, . . . ) . . . )) ∼= Lk(Rm;Rn).

Αν η Dkf είναι συνεχής, τότε η f λέγεται διαφορίσιµη τάξης Ck. Αν η f
είναι τάξης Ck, για κάθε k = 1, 2, . . . , τότε λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη
τάξης C∞.

2.2. Πρόταση. Για µια διαφορίσιµη απεικόνιση f : U ⊆ Rm → Rn τάξης
Ck, το k–διαφορικό Dkf(a) ∈ Lk(Rm;Rn) είναι συµµετρικό. ∆ηλ. για κάθε
(h1, . . . , hk) ∈ Rm × Rm, έχουµε

Dkf(a)(h1, . . . , hk) = Dkf(a)(hσ(1), . . . , hσ(k)),

για κάθε µετάθεση σ των δεικτών.

Αν µια απεικόνιση f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U ,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το Θεώρηµα 1.15, ϐλέπουµε ότι όλες οι µερικές παρά-
γωγοι ∂fj

∂xi
|a, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m υπάρχουν. Ιδιαιτέρως, αν η f είναι C1,

τότε οι προηγούµενες µερικές παράγωγοι είναι συνεχείς. Αλλά, αντίστροφα,
η ύπαρξη των µερικών παραγώγων δεν συνεπάγεται την ύπαρξη του Df(a).
΄Οµως, αν οι µερικές παράγωγοι υπάρχουν και είναι συνεχείς, τότε η Df(a)
επίσης υπάρχει, και η f είναι τάξης C1.

Επειδή κάθε fj : U → R, µε U ⊆ Rm ανοιχτό, είναι µια απεικόνιση m
µεταβλητών, αν η f είναι παντού διαφορίσιµη, µπορούµε να ϑεωρούµε την
απεικόνιση

∂fj
∂xi

: U ∋ a 7−→ ∂fj
∂xi

∣∣∣∣
a

∈ R.
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Αυτή η απεικόνιση µπορεί να έχει µερικές παραγώγους σε κάποιο σηµείο
a ∈ U , δηλ. µπορεί να υπάρχουν οι

∂

∂xk

(
∂fj
∂xi

)∣∣∣∣
a

≡ ∂2fj
∂xk∂xi

∣∣∣∣
a

, k = 1, . . . , n.

Αν η f είναι διαφορίσιµη τάξης 2 (αντ. C2–διαφορίσιµη), τότε όλες οι µερικές
παράγωγοι τάξης 2, δηλ., όλες οι ∂2fj

∂xk∂xi
|a, i, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, ύ-

παρχουν, για κάθε a ∈ U (αντ. όλες οι µερικές παράγωγοι τάξης 2 ύπαρχουν,
και είναι συνεχείς). Αντίστροφα, αν οι µερικές παράγωγοι τάξης 2 ύπαρχουν
και είναι συνεχείς, τότε και η f είναι διαφορίσιµη τάξης C2.

Αναλογα έχουµε τις µερικές παραγώγους τάξης p, για κάθε p = 1, 2, . . ..
΄Εχουµε το επόµενο

2.3. Θεώρηµα. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό, f : U → Rn και a ∈ U . Τότε η
f είναι C∞–διαφορίσιµη, αν και µόνον αν οι µερικές παράγωγοι κάθε τάξης
υπάρχουν και είναι συνεχείς.

2.4. Ορισµός. ΄Εστω U, V ⊆ Rn ανοιχτά, f : U → V . Η f λέγεται Ck–
αµφιδιαφόριση, αν είναι Ck–διαφορίσιµη και αντιστρέψιµη, και και η αντί-
στροφη f−1 : V → U είναι επίσης Ck-διαφορίσιµη.

2.5. Θεώρηµα (Θεώρηµα της Αντίστροφης Απεικόνισης). ΄Εστω U ⊆ Rn

ανοιχτό και f : U → Rn µια Cp–διαφορίσιµη απεικόνιση (p ≥ 1). Αν η πα-
ϱάγωγος Df(ao) της f σε κάποιο ao ∈ U είναι γραµµικός ισοµορφισµός, τότε
υπάρχει µια ανοιχτή περιοχή Uo του ao µε Uo ⊆ U και µια ανοιχτή περιοχή Vo

του f(ao), έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι επόµενες συνθήκες :
i) Ο περιορισµός της f στο Uo είναι 1-1 και f(Uo) = Vo (εποµένως,

f |Uo : Uo → Vo είναι 1-1 και επί).
ii) Η αντίστροφη της f |Uo

(f |Uo)
−1 : Vo → Uo

είναι Cp–διαφορίσιµη (εποµένως, η f |Uo είναι Cp-αµφιδιαφόριση).
iii) Για κάθε a ∈ Uo,

(21) Df−1(f(a)) = [Df(a)]−1.

2.6. Πόρισµα. Αν U, V ⊆ Rn είναι ανοιχτά, µια απεικόνιση f : U → V είναι
Ck–αµφιδιαφόριση, αν είναι Ck-διαφορίσιµη, 1-1 και επί του V , και Df(x) είναι
αντιστρέψιµη, για κάθε x ∈ U .



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β

ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ

1 Τοπολογικοί Χώροι

1.1. Ορισµός. ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο. Μια οικογένεια υποσυνόλων του X,

T ⊆ P(X), λέγεται τοπολογία του X, αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες :

(i) ∅, X ∈ T .

(ii) Αν A,B ∈ T , τότε A ∩B ∈ T .

(iii) Αν Ai ∈ T , i ∈ I, τότε ∪i∈IAi ∈ T .

Το Ϲεύγος (X, T ) λέγεται τοπολογικός χώρος και τα σύνολα που ανή-

κουν στην τοπολογία T λέγονται ανοιχτά υποσύνολα του X.

1.2. Παράδειγµα. Τα ανοιχτά υποσύνολα του Rn
αποτελούν τοπολογία.

1.3. Πρόταση-Κριτήριο ΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος. ΄ΕναA ⊆ X
είναι ανοιχτό, αν και µόνον αν ισχύει η παρακάτω συνθήκη:

για κάθε x ∈ A υπάρχει Bx ∈ T έτσι ώστε x ∈ Bx ⊆ A.

1.4. Ορισµός. ΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος. Μια υποοικογένεια

B ⊆ T λέγεται ϐάση της τοπολογίας T , αν ισχύει η συνθήκη

για κάθε A ∈ T και κάθε x ∈ A, υπάρχει B ∈ B µε x ∈ B ⊆ A,

που είναι ισοδύναµη µε την συνθήκη

κάθε A ∈ T είναι ένωση συνόλων της οικογένειας B.
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1.5. Παράδειγµα. Οι ανοιχτές µπάλες B(x, ε) µε x ∈ Rn
και ε > 0 αποτε-

λούν ϐάση της τοπολογίας του Rn
.

1.6. Ορισµός. ΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Ονοµά-

Ϲουµε περιοχή του x κάθε σύνολο A ⊆ X για το οποίο υπάρχει U ∈ T µε

x ∈ U ⊆ A.

2 Συνεχείς Απεικονίσεις

2.1. Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) δύο τοπολογικοί χώροι, f : X → Y
µια απεικόνιση και xo ∈ X. Λέµε ότι η f είναι συνεχής στο xo, αν για

κάθε ανοιχτό B ∈ TY µε f(xo) ∈ B, υπάρχει ανοιχτό A ∈ TX µε xo ∈ A και

f(A) ⊆ B.

Η f λέγεται συνεχής, αν είναι συνεχής σε κάθε x ∈ X.

2.2. Πρόταση. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) δύο τοπολογικοί χώροι και f : X → Y
µια απεικόνιση. Η f είναι συνεχής, αν αντιστρέφει τα ανοιχτά υποσύνολα του

Y σε ανοιχτά υποσύνολα του X, δηλ. αν

f−1(V ) ∈ TX , ∀ V ∈ TY .

2.3. Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) δύο τοπολογικοί χώροι και f : X → Y
µια απεικόνιση. Λέµε ότι η f είναι οµοιοµορφισµός, αν είναι 1–1 και επί,

συνεχής, και η αντίστροφή της είναι επίσης συνεχής. ∆ηλ. αν είναι αντιστρέ-

ψιµη και

f−1(V ) ∈ TX , ∀ V ∈ TY , και

f(U) = (f−1)−1(U) ∈ TY , ∀ U ∈ TX .

3 Υπόχωροι και Χώροι-γινόµενα

3.1. Πρόταση & Ορισµός. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Η

οικογένεια

TA = {A ∩ U : U ∈ T }
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είναι µια τοπολογία επί του A, που λέγεται σχετική τοπολογία επί του A,

επαγόµενη από την T , και ο τοπολογικός χώρος (A, TA) λέγεται τοπολογικός
υπόχωρος του (X, T ).

Στην ειδική περίπτωση που A είναι ανοιχτό υποσύνολο του X, ισχύει

TA = {U ∈ τ : U ⊆ A}.

3.1. Πρόταση. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Η σχετική το-

πολογία TA είναι η µικρότερη τοπολογία στο A που κάνει συνεχή την κανονική

εµφύτευση

iA : (A, TA) −→ (X, T ) : a 7−→ iA(a) = a.

3.2. Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) τοπολογικοί χώροι. ΄Ενα U ⊆ X × Y
λέγεται ανοιχτό, αν για κάθε (x, y) ∈ U , υπάρχουν A ∈ TX και B ∈ TY µε

(x, y) ∈ A×B ⊆ U.

3.3. Πρόταση & Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) τοπολογικοί χώροι. Τα

ανοιχτά υποσύνολα του X × Y αποτελούν µια τοπολογία Tγ στον X × Y , που

λέγεται τοπολογία-γινόµενο. Η Tγ είναι η µικρότερη τοπολογία στον X × Y
που κάνει συνεχείς τις προβολές

pX : (X × Y, Tγ) −→ (X, TX) : (x, y) 7−→ x,

pY : (X × Y, Tγ) −→ (Y, TY ) : (x, y) 7−→ y.


