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Kef�laio 1

Eisagwg 

1.1 EukleÐdeioc q¸roc

Το πλαίσιο στο οποίο θα δουλέψουμε είναι ο n–διάστατος Ευκλείδειος χώρος. Θεωρούμε ότι

ο αναγνώστης είναι εξοικειωμένος με τη γραμμική δομή του Rn και με την έννοια του μετρι-

κού χώρου (πιο συγκεκριμένα, με την τοπολογία που επάγεται στον Rn από την Ευκλείδεια

νόρμα). Στο μεγαλύτερο μέρος αυτής της πρώτης παραγράφου συζητάμε λεπτομερέστερα

(χωρίς όμως αυστηρότητα) τον ορισμό του n–διάστατου όγκου που θα χρησιμοποιήσουμε

σε αυτό το μάθημα.

§1. Η γραμμική δομή. Ο n-διάστατος Ευκλείδειος χώρος Rn αποτελείται από όλες τις

n-άδες x = (x1, . . . , xn) πραγματικών αριθμών. Τα στοιχεία του Rn θα λέγονται διανύσματα

(ή πιο συχνά) σημεία. Μπορούμε να προσθέτουμε σημεία: αν x = (x1, . . . , xn) και y =
(y1, . . . , yn) τότε ορίζουμε

(1.1.1) x+ y := (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Μπορούμε επίσης να πολλαπλασιάζουμε ένα σημείο με έναν πραγματικό αριθμό: αν x =
(x1, . . . , xn) και αν α ∈ R τότε ορίζουμε

(1.1.2) αx := (αx1, . . . , αxn).

Ο Rn εφοδιασμένος με αυτές τις πράξεις είναι ένας γραμμικός χώρος. Οι βασικές έννοιες

από τη Γραμμική ΄Αλγεβρα θεωρούνται γνωστές.

Αν A και B είναι δύο μη κενά υποσύνολα του Rn τότε το άθροισμα των A και B κατά

Minkowski είναι το σύνολο

(1.1.3) A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Στην ειδική περίπτωση A = {x}, γράφουμε x + B αντί του {x} + B (το x + B είναι η

μεταφορά του B κατά x). Επίσης, για κάθε μη κενό A ⊆ Rn και για κάθε t ≥ 0 ορίζουμε

(1.1.4) tA = {ta : a ∈ A}.
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§2. Η Ευκλείδεια νόρμα. Θεωρούμε το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στον Rn: αν

x = (x1, . . . , xn) και y = (y1, . . . , yn) τότε θέτουμε

(1.1.5) 〈x, y〉 := x1y1 + · · ·+ xnyn.

Γράφουμε {e1, . . . , en} για τη συνήθη ορθοκανονική βάση του Rn. Δηλαδή, e1 = (1, 0, 0, . . . , 0),
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . ., en = (0, 0, 0, . . . , 1).

Μέσω του εσωτερικού γινομένου 〈·, ·〉 ορίζονται: η (Ευκλείδεια) νόρμα του x

(1.1.6) ‖x‖2 =
√
〈x, x〉 =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n

και η απόσταση μεταξύ δύο σημείων x και y:

(1.1.7) d(x, y) = ‖x− y‖2 =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

Παρατηρήστε ότι

(1.1.8) ‖x‖22 =

n∑
j=1

〈x, ej〉2.

Η «τοπολογία» του Ευκλείδειου χώρου (Rn, ‖ · ‖2) θεωρείται γνωστή.

§3. Ο ορισμός του κυρτού συνόλου. ΄Εστω x και y δύο σημεία στον Rn. Το

ευθύγραμμο τμήμα [x, y] με άκρα τα x και y είναι το σύνολο όλων των σημείων της μορφής

x+ t(y − x) με t ∈ [0, 1]:

(1.1.9) [x, y] = {(1− t)x+ ty : 0 ≤ t ≤ 1}.

΄Εστω τώρα A ένα μη κενό υποσύνολο του Rn. Λέμε ότι το A είναι κυρτό αν για κάθε

x, y ∈ A και για κάθε t ∈ [0, 1] έχουμε

(1.1.10) (1− t)x+ ty ∈ A.

Με άλλα λόγια, ένα σύνολο είναι κυρτό αν «για κάθε δύο σημεία του περιέχει και το

ευθύγραμμο τμήμα που τα συνδέει».

Κυρτό σώμα στον Rn είναι ένα κυρτό και συμπαγές σύνολο που έχει μη κενό εσω-

τερικό.

§4. Ο n–διάστατος όγκος. ΄Εστω A ένα μη κενό, φραγμένο υποσύνολο του Rn.
Θεωρούμε τη χαρακτηριστική συνάρτηση χA τουA που ορίζεται στον Rn ως εξής: χA(x) =
1 αν x ∈ A και χA(x) = 0 αν x /∈ A. Λέμε ότι το A έχει όγκο αν η χA είναι ολοκληρώσιμη

κατά Riemann. Σε αυτή την περίπτωση, ο όγκος του A ορίζεται από την

(1.1.11) |A| =
∫
Rn
χA(x) dx.
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Ο ορισμός αυτός προϋποθέτει τη γνώση του ολοκληρώματος Riemann για φραγμένες συ-

ναρτήσεις f : X → R, όπου X είναι ένας κύβος της μορφής [−M,M ]n. ΄Ενας ισοδύναμος

τρόπος ορισμού του όγκου είναι ο εξής. Ξεκινάμε με την κλάση I όλων των ορθογωνίων

που έχουν τις ακμές τους παράλληλες πρός τους άξονες συντεταγμένων (τις διευθύνσεις των

ορθοκανονικών διανυσμάτων ej). Δηλαδή, I ∈ I αν υπάρχουν aj ≤ bj στο R (j = 1, . . . , n)
ώστε

(1.1.12) I = [a1, b1]× · · · × [an, bn].

Τότε, ο όγκος του I είναι (εξ ορισμού) το γινόμενο των μηκών των ακμών του:

(1.1.13) |I| = (b1 − a1) · · · (bn − an).

Ονομάζουμε τώρα στοιχειώδες σύνολο κάθε πεπερασμένη ένωση ορθογωνίων που ανήκουν

στην κλάση I και έχουν ξένα εσωτερικά (δεν επικαλύπτονται). Συμβολίζουμε την κλάση

των στοιχειωδών συνόλων με F . Αν F =
⋃m
k=1 Ik είναι ένα στοιχειώδες σύνολο, τότε

ορίζουμε

(1.1.14) |F | =
m∑
k=1

|Ik|.

Πρέπει βέβαια να δείξουμε ότι για κάθε στοιχειώδες σύνολο F ο όγκος |F | ορίστηκε καλά,

δηλαδή ότι είναι ανεξάρτητος από τον τρόπο με τον οποίο γράψαμε το F σαν πεπερασμένη

ένωση μη επικαλυπτόμενων ορθογωνίων από την I (άσκηση).

΄Εχοντας ορίσει τον όγκο για την κλάση των στοιχειωδών συνόλων, προσπαθούμε να

τον ορίσουμε για γενικότερα σύνολα με μια διαδικασία προσέγγισης από μέσα και απ’ έξω

(στη γλώσσα του ολοκληρώματος Riemann, μιλάμε για κάτω και άνω αθροίσματα της χA).
΄Εστω A ένα μη κενό, φραγμένο υποσύνολο του Rn. Ορίζουμε τον εσωτερικό όγκο του A
μέσω της

(1.1.15) |A| = sup{|F | : F ⊆ A,F ∈ F},

και τον εξωτερικό όγκο του A μέσω της

(1.1.16) |A| = inf{|F | : A ⊆ F, F ∈ F}.

Λέμε ότι το A έχει όγκο (είναι Jordan μετρήσιμο) αν |A| = |A|. Αν αυτό συμβαίνει, ο

όγκος του A ορίζεται από την

(1.1.17) |A| = |A| = |A|.

Θεώρημα 1.1.1. Κάθε κυρτό σώμα στον Rn έχει όγκο.

Η απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.1 είναι εκτενής χωρίς να είναι δύσκολη (παραλείπεται).

Οι ιδιότητες του όγκου που θα χρησιμοποιούμε στη συνέχεια είναι απλές συνέπειες του

ορισμού.
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(α) Ο όγκος παραμένει αναλλοίωτος ως προς μεταφορές. Αν το K έχει όγκο και αν x ∈ Rn
τότε

(1.1.18) |x+K| = |K|.

(β) Αν το K έχει όγκο και αν t ≥ 0 τότε

(1.1.19) |tK| = tn|K|.

Γενικότερα, για κάθε αντιστρέψιμο γραμμικό μετασχηματισμό T του Rn,

(1.1.20) |T (K)| = |detT | · |K|.

Γράφουμε Id για την ταυτοτική απεικόνιση. Παρατηρήστε ότι tK = T (K) όπου T = t · Id,
οπότε η (1.1.19) είναι ειδική περίπτωση της (1.1.20).

(γ) ΄Εστω r ∈ N. Θεωρούμε το πλέγμα

(1.1.21)
1

r
Zn =

{(m1

r
, . . . ,

mn

r

)
: m1, . . . ,mn ∈ Z

}
.

Αν K είναι ένα κυρτό σώμα στον Rn, ορίζουμε

(1.1.22) Nr =
1

r
Zn ∩K.

Δηλαδή, Nr είναι το σύνολο των σημείων του πλέγματος
1
rZ

n
τα οποία ανήκουν στο K.

Θεωρούμε το θεμελιώδες ορθογώνιο Qr =
[
0, 1

r

)n
του

1
rZ

n
, και την ένωση

(1.1.23)
⋃
z∈Nr

(z +Qr).

Ο όγκος της είναι ίσος με |Nr|/rn. Είναι λογικό να υποθέσουμε (και μπορούμε να αποδεί-

ξουμε) ότι καθώς το r → +∞, παίρνουμε όλο και καλύτερη προσέγγιση του όγκου του K.

Δηλαδή, ισχύει το εξής:

(1.1.24) lim
r→∞

|Nr|
|K|rn

= 1.

1.2 H anisìthta Brunn–Minkowski

Η ανισότητα Brunn–Minkowski συνδέει τον όγκο με την πράξη της πρόσθεσης κατά Min-
kowski.
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Θεώρημα 1.2.1 (ανισότητα Brunn–Minkowski). ΄Εστω A και B μη κενά συμπαγή

υποσύνολα του Rn. Τότε,

(1.2.1) |A+B|1/n ≥ |A|1/n + |B|1/n.

Θα δώσουμε μια απόδειξη που χρησιμοποιεί τα στοιχειώδη σύνολα και οφείλεται στον

Lyusternik (1940). Στο Παράρτημα αυτού του Κεφαλαίου περιγράφουμε την απόδειξη

της «συναρτησιακής γενίκευσης» της ανισότητας Brunn–Minkowski (ανισότητα Prékopa–
Leindler). Μια τρίτη απόδειξη, με τη μέθοδο της συμμετρικοποίησης κατά Steiner, θα δοθεί

αργότερα.

Απόδειξη. Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση που τα A και B είναι ορθογώνια με τις ακμές

τους παράλληλες προς τους άξονες συντεταγμένων. Υποθέτουμε ότι a1, . . . , an > 0 είναι τα

μήκη των ακμών του A, και b1, . . . , bn > 0 είναι τα μήκη των ακμών του B. Τότε, το A+B
είναι κι αυτό ορθογώνιο με τις ακμές του παράλληλες προς τους άξονες συντεταγμένων,

και αντίστοιχα μήκη a1 + b1, . . . , an + bn. Επομένως, η ανισότητα παίρνει τη μορφή

(1.2.2) ((a1 + b1) · · · (an + bn))
1/n ≥ (a1 · · · an)1/n + (b1 · · · bn)1/n.

Ισοδύναμα, ζητάμε να δείξουμε ότι

(1.2.3)

(
a1

a1 + b1
· · · an

an + bn

)1/n

+

(
b1

a1 + b1
· · · bn

an + bn

)1/n

≤ 1.

Από την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου, το αριστερό μέλος της τελευταίας

ανισότητας είναι μικρότερο ή ίσο από

(1.2.4)
1

n

(
a1

a1 + b1
+ · · ·+ an

an + bn

)
+

1

n

(
b1

a1 + b1
+ · · ·+ bn

an + bn

)
= 1.

Δηλαδή, η ανισότητα Brunn-Minkowski ισχύει σε αυτή την απλή περίπτωση.

Υποθέτουμε τώρα ότι τα A,B είναι στοιχειώδη σύνολα, καθένα δηλαδή από αυτά είναι

πεπερασμένη ένωση ορθογωνίων που έχουν ξένα εσωτερικά και ακμές παράλληλες προς

τους άξονες συντεταγμένων.

Ονομάζουμε πολυπλοκότητα του ζευγαριού (A,B) το συνολικό πλήθος των ορθογωνίων

που σχηματίζουν τα A,B. Θα αποδείξουμε την ανισότητα Brunn-Minkowski με επαγωγή

ως προς την πολυπλοκότητα m του (A,B). Οταν m = 2, τα A και B είναι ορθογώνια και

η ανισότητα έχει ήδη αποδειχθεί.

Υποθέτουμε λοιπόν ότι m ≥ 3 και ότι το ζητούμενο ισχύει γιά ζευγάρια στοιχειωδών

συνόλων με πολυπλοκότητα ≤ m − 1. Αφού m ≥ 3, κάποιο από τα A και B (έστω το A)

αποτελείται από τουλάχιστον δύο ορθογώνια. ΄Εστω I1, I2 δύο από αυτά. Τα I1 και I2 έχουν

ξένα εσωτερικά, συνεπώς μπορούμε να τα διαχωρίσουμε με ένα υπερεπίπεδο παράλληλο προς

κάποιον κύριο υπόχωρο του Rn (άσκηση). Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι

αυτό το υπερεπίπεδο περιγράφεται από την xn = ρ γιά κάποιο ρ ∈ R. Ορίζουμε

(1.2.5) A1 = A ∩ {x ∈ Rn : xn ≥ ρ} και A2 = A ∩ {x ∈ Rn : xn ≤ ρ}.
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Τα A1 και A2 είναι στοιχειώδη σύνολα, έχουν ξένα εσωτερικά και καθένα τους σχηματίζεται

από λιγότερα ορθογώνια απ’ ότι το A (Το υπερεπίπεδο xn = ρ στη χειρότερη περίπτωση

χωρίζει κάθε ορθογώνιο του A σε δύο ορθογώνια, ένα στο A1 κι ένα στο A2. ΄Ομως, το

I1 περιέχεται εξ ολοκλήρου στο A1 ενώ το I2 στο A2 - ή το αντίθετο). Περνώντας τώρα

στο B, βρίσκουμε υπερεπίπεδο xn = s τέτοιο ώστε αν B1 = B ∩ {x ∈ Rn : xn ≥ s} και

B2 = B ∩ {x ∈ Rn : xn ≤ s} να ισχύει

(1.2.6)
|A1|
|A|

=
|B1|
|B|

.

Τα B1 και B2 είναι στοιχειώδη σύνολα με πλήθος ορθογωνίων που δεν ξεπερνάει αυτό του

B. Ονομάζουμε λ τον κοινό λόγο όγκων στην (1.2.6). Προφανώς, 0 < λ < 1.
Παρατηρήστε ότι

(1.2.7) A+B = (A1 +B1) ∪ (A1 +B2) ∪ (A2 +B1) ∪ (A2 +B2).

Από την άλλη πλευρά, αφού A1 +B1 ⊆ {x : xn ≥ ρ+ s} και A2 +B2 ⊆ {x : xn ≤ ρ+ s},
τα A1 +B1 και A2 +B2 έχουν ξένα εσωτερικά. Επομένως,

(1.2.8) |A+B| ≥ |A1 +B1|+ |A2 +B2|.

Με βάση την κατασκευή που κάναμε, εφαρμόζεται η επαγωγική υπόθεση στο δεξιό μέλος:

έχουμε

|A1 +B1|1/n ≥ |A1|1/n + |B1|1/n

και

|A2 +B2|1/n ≥ |A2|1/n + |B2|1/n,

οπότε κάνοντας πράξεις, και παίρνοντας υπ’ όψιν την (1.2.6) έχουμε

|A+B| ≥
(

(λ|A|)1/n + (λ|B|)1/n
)n

+
(

((1− λ)|A|)1/n + ((1− λ)|B|)1/n
)n

= λ
[
|A|1/n + |B|1/n

]n
+ (1− λ)

[
|A|1/n + |B|1/n

]n
=

[
|A|1/n + |B|1/n

]n
,

απ’ όπου έπεται ότι

(1.2.9) |A+B|1/n ≥ |A|1/n + |B|1/n.

Γενική Περίπτωση. ΄Εστω A,B τυχόντα μη κενά συμπαγή υποσύνολα του Rn. Υπάρχουν

ακολουθίες {Am} και {Bm} στοιχειωδών συνόλων με τις ιδιότητες

Am ⊆ A, |Am| → |A|, Bm ⊆ B, |Bm| → |B|.
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Τότε, Am +Bm ⊆ A+B γιά κάθε m ∈ N και

|A+B|1/n ≥ lim sup
m→∞

|Am +Bm|1/n

≥ lim sup
m→∞

[
|Am|1/n + |Bm|1/n

]
= |A|1/n + |B|1/n.

Υποθέσαμε ότι τα A,B,A+B έχουν όγκο: σε κάθε περίπτωση, δείξαμε ότι |A+B|1/n ≥
|A|1/n + |B|1/n. 2

Η ανισότητα Brunn–Minkowski συχνά διατυπώνεται και ως εξής:

Πόρισμα 1.2.2. ΄Εστω A,B μη κενά συμπαγή υποσύνολα του Rn. Γιά κάθε λ ∈ (0, 1)
ισχύει

(1.2.10) |λA+ (1− λ)B|1/n ≥ λ|A|1/n + (1− λ)|B|1/n.

Απόδειξη. Αρκεί να παρατηρήσετε ότι |λA|1/n = λ|A|1/n και |(1−λ)B|1/n = (1−λ)|B|1/n.
2

Συνέπεια της ανισότητας Brunn–Minkowski είναι η ακόλουθη ανισότητα (η οποία είναι

ανεξάρτητη της διάστασης).

Πόρισμα 1.2.3. ΄Εστω A,B μη κενά συμπαγή υποσύνολα του Rn. Γιά κάθε λ ∈ (0, 1)
έχουμε

(1.2.11) |λA+ (1− λ)B| ≥ |A|λ|B|1−λ.

Απόδειξη. Η συνάρτηση z 7→ log z είναι κοίλη, κι αυτό έχει σαν συνέπεια την

(1.2.12) xλy1−λ ≤ λx+ (1− λ)y

γιά κάθε x, y > 0 και λ ∈ (0, 1). Από την ανισότητα Brunn–Minkowski παίρνουμε

|λA+ (1− λ)B| ≥
[
λ|A|1/n + (1− λ)|B|1/n

]n
≥

[
|A|λ/n|B|(1−λ)/n

]n
= |A|λ|B|1−λ

για κάθε λ ∈ (0, 1). 2

Ιστορικά, η πρώτη απόδειξη της ανισότητας Brunn–Minkowski (για κυρτά σώματα) βασί-

στηκε στην αρχή του Brunn.
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Θεώρημα 1.2.4 (αρχή του Brunn). ΄Εστω K ένα κυρτό σώμα στον Rn και έστω θ ∈
Sn−1

ένα μοναδιαίο διάνυσμα. Θέτουμε θ⊥ = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = 0} και ορίζουμε fθ : R→
R θέτοντας

(1.2.13) fθ(t) = |K ∩ (θ⊥ + tθ)|.

Τότε, η f
1/(n−1)
θ είναι κοίλη στο φορέα της.

Ο Brunn οδηγήθηκε σε αυτό το συμπέρασμα ξεκινώντας από το ακόλουθο ερώτημα.

Είναι σωστό ότι αν τα t < r < s ανήκουν στο φορέα της fθ τότε

(1.2.14) fθ(r) ≥ min{fθ(t), fθ(s)};

Παρατηρήστε ότι η απάντηση είναι καταφατική αν δεχτούμε το Θεώρημα 1.2.4. Για κάθε

κοίλη συνάρτηση f : [a, b]→ R και για κάθε t < r < s στο [a, b] γράφουμε r = (1−λ)t+λs
και έχουμε

(1.2.15) f(r) ≥ (1− λ)f(t) + λf(s) ≥ min{f(t), f(s)}.

Εφαρμόζοντας την (1.2.15) για την f = f
1/(n−1)
θ παίρνουμε την (1.2.14).

Η απόδειξη της (1.2.14) είναι απλή στην περίπτωση του επιπέδου: ας υποθέσουμε ότι

K είναι ένα κυρτό σώμα στο R2
και, χωρίς περιορισμό της γενικότητας, ας υποθέσουμε ότι

θ = e2. Η προβολή P (K) του K στη διεύθυνση του e2 είναι το σύνολο

(1.2.16) P (K) = {x ∈ R | ∃t ∈ R : (x, t) ∈ K}.

Παρατηρούμε αρχικά ότι το P (K) είναι κυρτό. ΄Εστω x, y ∈ P (K) και έστω λ ∈ (0, 1).
Υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί t και s ώστε (x, t) ∈ K και (y, s) ∈ K. Αφού το K είναι

κυρτό, έχουμε

(1.2.17) (1− λ)(x, t) + λ(y, s) = ((1− λ)x+ λy, (1− λ)t+ λs) ∈ K,

συνεπώς (1−λ)x+λy ∈ P (K). Το P (K) είναι και συμπαγές: αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση

P : R2 → R με P (x, t) = x, τότε η P είναι συνεχής. Αφού το K είναι συμπαγές, το ίδιο

ισχύει και για το P (K). Επίσης, από το γεγονός ότι το K περιέχει έναν δίσκο (έχει μη

κενό εσωτερικό) έπεται ότι το P (K) περιέχει κάποιο διάστημα. Τελικά, P (K) = [a, b] για
κάποιους a < b.

Ορίζουμε δύο συναρτήσεις h, g : [a, b]→ R με

(1.2.18) h(x) = min{t ∈ R : (x, t) ∈ K} και g(x) = max{t ∈ R : (x, t) ∈ K}.

Από τη συμπάγεια του K έπεται ότι οι h και g ορίζονται καλά: το σύνολο {t ∈ R : (x, t) ∈
K} είναι κλειστό διάστημα. Θα δείξουμε ότι η h είναι κυρτή. Αρκεί να δείξουμε ότι γιά

κάθε x, y ∈ [a, b] και για κάθε λ ∈ (0, 1) ισχύει h((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)h(x) + λh(y).
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Ας υποθέσουμε ότι h(x) = t και h(y) = s. Τότε, (x, t) ∈ K και (y, s) ∈ K. Αφού το K
είναι κυρτό, παίρνουμε

(1.2.19) (1− λ)(x, t) + λ(y, s) = ((1− λ)x+ λy), (1− λ)t+ λs) ∈ K.

Από τον ορισμό της h έπεται ότι

(1.2.20) h ((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)t+ λs = (1− λ)h(x) + λh(y).

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι η g είναι κοίλη. Από τον ορισμό των h και g μπορούμε να

γράψουμε το κυρτό σώμα K στη μορφή

(1.2.21) K = {(x, t) : x ∈ [a, b], h(x) ≤ t ≤ g(x)}.

Παρατηρούμε ότι

(1.2.22) fθ(x) = fe2(x) = g(x)− h(x)

για κάθε x ∈ [a, b]. Αφού η g είναι κοίλη και η h είναι κυρτή, βλέπουμε αμέσως ότι η

fθ = g + (−h) είναι κοίλη. 2

Θα δείξουμε ότι η αρχή του Brunn είναι συνέπεια της ανισότητας Brunn-Minkowski.

Απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.4. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας υποθέτουμε ότι θ = en.
Για κάθε t στο φορέα της fθ(t) = |K ∩ {xn = t}| θέτουμε

(1.2.23) K(t) = {x ∈ Rn−1 : (x, t) ∈ K}.

Από την κυρτότητα του K έπεται ότι: αν t, s ανήκουν στο φορέα της fθ και αν λ ∈ (0, 1),
τότε

(1.2.24) K(λt+ (1− λ)s) ⊇ λK(t) + (1− λ)K(s).

Από το Πόρισμα 1.2.2 έχουμε

|K(λt+ (1− λ)s)|
1

n−1 ≥ |λK(t) + (1− λ)K(s)|
1

n−1

≥ λ|K(t)|
1

n−1 + (1− λ)|K(s)|
1

n−1 .

΄Αρα, η t 7→ |K(t)|
1

n−1 = n−1
√
fθ(t) είναι κοίλη στο φορέα της. 2

Παρατήρηση. Αντίστροφα, η ανισότητα Brunn–Minkowski για κυρτά σώματα προκύπτει

από το Θεώρημα 1.2.4 ως εξής: αν K,T είναι δύο κυρτά σώματα στον Rn, θεωρούμε τα

σύνολα

(1.2.25) K1 = K × {0} και T1 = T × {1}
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στον Rn+1
και ορίζουμε το κυρτό σύνολο L που «παράγουν»:

(1.2.26) L = {λ(x, 0) + (1− λ)(y, 1) : x ∈ K, y ∈ T}.

Για κάθε t ∈ [0, 1] θέτουμε

(1.2.27) L(t) = {x ∈ Rn : (x, t) ∈ L}.

Παρατηρήστε ότι

(1.2.28) |L(t)| = |L ∩ (e⊥n+1 + ten+1)|

οπότε το Θεώρημα 1.2.4 δείχνει ότι η συνάρτηση t 7→ |L(t)|1/n είναι κοίλη στο [0, 1]. Από

τον ορισμό του L βλέπουμε ότι L(0) = K, L(1) = T και L
(

1
2

)
= K+T

2 . Συνεπώς,

(1.2.29)
∣∣∣K + T

2

∣∣∣1/n ≥ |K|1/n
2

+
|T |1/n

2
.

΄Επεται ότι |K + T |1/n ≥ |K|1/n + |T |1/n. 2

1.3 H isoperimetrik  anisìthta

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Brunn–Minkowski μπορούμε να δώσουμε μια λύση για το

ισοπεριμετρικό πρόβλημα στον Rn:

Ανάμεσα σε όλα τα μη κενά συμπαγή υποσύνολα του Rn που έχουν δεδομένο

όγκο α, η μπάλα όγκου α έχει ελάχιστη επιφάνεια.

Ο ορισμός της επιφάνειας που θα χρησιμοποιήσουμε είναι αυτός του Minkowski, ο οποίος

βασίζεται στην έννοια της t-περιοχής.

Ορισμός 1.3.1 (t-περιοχή). Αν A είναι ένα μη κενό συμπαγές υποσύνολο του Rn και

αν t > 0, η t-περιοχή του A είναι το σύνολο

(1.3.1) At = {x ∈ Rn : d(x,A) ≤ t},

όπου d(x,A) = inf{‖x− a‖2 : a ∈ A} είναι η απόσταση του x από το σύνολο A.

Παρατηρήστε ότι, για κάθε t > 0,

(1.3.2) At = A+ tBn2 .

Ορισμός 1.3.2 (επιφάνεια κατά Minkowski). Αν A είναι ένα μη κενό συμπαγές υποσύ-

νολο του Rn, η επιφάνεια ∂(A) του A ορίζεται από την

(1.3.3) ∂(A) = lim inf
t→0+

|At| − |A|
t

.

Αν το A είναι κυρτό σώμα, τότε το lim inf στο δεξιό μέλος είναι όριο.
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Η απάντηση στο ισοπεριμετρικό πρόβλημα για τον Ευκλείδειο χώρο δίνεται από το εξής

θεώρημα.

Θεώρημα 1.3.3. Αν A είναι μη κενό συμπαγές υποσύνολο του Rn, τότε

(1.3.4) ∂(A) ≥ n|A|(n−1)/n|Bn2 |1/n.

Πράγματι, άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 1.3.3 είναι το εξής.

Θεώρημα 1.3.4. ΄Εστω A μη κενό συμπαγές υποσύνολο του Rn και r > 0 τέτοιος ώστε

|A| = |rBn2 |. Τότε,

(1.3.5) ∂(A) ≥ ∂(rBn2 ).

Απόδειξη. Αφού |A| = ωnr
n
, από το Θεώρημα 1.3.3 έχουμε

(1.3.6) ∂(A) ≥ nω(n−1)/n
n rn−1ω1/n

n = nωnr
n−1.

Από την (1.3.2) έχουμε (rBn2 )t = rBn2 + tBn2 = (r+ t)Bn2 . Από τον ορισμό της επιφάνειας

έπεται ότι

(1.3.7) ∂(rBn2 ) = lim
t→0+

|(r + t)Bn2 | − |rBn2 |
t

= lim
t→0+

ωn(r + t)n − ωnrn

t
= nωnr

n−1.

΄Αρα, ∂(A) ≥ ∂(rBn2 ). 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 1.3.3. Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Brunn–Minkowski γρά-
φουμε

|At| − |A|
t

=
|A+ tBn2 | − |A|

t

≥
(
|A|1/n + |tBn2 |1/n

)n − |A|
t

=
|A|+ nt|A|(n−1)/n|Bn2 |1/n +O(t2)− |A|

t

= n|A|(n−1)/n|Bn2 |1/n +O(t),

και παίρνοντας το όριο καθώς t→ 0+
βλέπουμε ότι

(1.3.8) lim inf
t→0+

|At| − |A|
t

≥ n|A|(n−1)/n|Bn2 |1/n.

Από τον ορισμό της επιφάνειας έπεται η (1.3.4). 2

Παρατηρήστε ότι αυτό που δείξαμε είναι ακόμα ισχυρότερο: για κάθε t > 0, ανάμεσα σε

όλα τα μη κενά συμπαγή υποσύνολα του Ευκλείδειου χώρου που έχουν δεδομένο όγκο, η

μπάλα έχει τη «μικρότερη t-επέκταση».
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Πρόταση 1.3.5. ΄Εστω B μια μπάλα στον Rn. Αν A είναι ένα μη κενό συμπαγές

υποσύνολο του Rn με |A| = |B|, τότε |At| ≥ |Bt| για κάθε t > 0.

Απόδειξη. ΄Εχουμε

|A+ tB|1/n ≥ |A|1/n + |tB|1/n = |A|1/n + t|B|1/n

= (1 + t)|B|1/n = |B + tB|1/n,

απ’ όπου έπεται το ζητούμενο. 2

1.4 'Ogkoc kai di�stash

Σε αυτή την παράγραφο θα υπολογίσουμε τον όγκο των απλούστερων (και πιο σημαντικών)

παραδειγμάτων κυρτών σωμάτων. Κεντρικό ρόλο στη μελέτη μας παίζει φυσιολογικά η

μοναδιαία Ευκλείδεια μπάλα

(1.4.1) Bn2 = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1}.

Με άλλα λόγια, x ∈ Bn2 αν και μόνο αν ‖x‖2 ≤ 1. Αν r > 0 τότε rBn2 είναι η μπάλα με

κέντρο το 0 και ακτίνα r (το σύνολο όλων των x ∈ Rn με ‖x‖2 ≤ r).
Το απλούστερο ίσως παράδειγμα κυρτού σώματος στον Rn είναι ο μοναδιαίος κύβος

(1.4.2) Bn∞ = [−1, 1]n = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| ≤ 1}.

Ο όγκος του κύβου είναι (από τον ορισμό του όγκου!) ίσος με

(1.4.3) |Bn∞| = 2n.

Παρατηρήστε ότι

Bn2 ⊆ Bn∞ ⊆
√
nBn2 .

Πράγματι, αν x ∈ Bn2 τότε |xi| ≤ ‖x‖2 ≤ 1 για κάθε i = 1, . . . , n, δηλαδή x ∈ Bn∞. Από

την άλλη πλευρά, αν x ∈ Bn∞ τότε ‖x‖22 = x2
1+· · ·+x2

n ≤ n δηλαδή x ∈
√
nBn2 . Οι κορυφές

του κύβου είναι τα 2n σημεία της μορφής (ε1, . . . , εn) όπου εi = ±1. Κάθε τέτοιο σημείο

βρίσκεται σε απόσταση
√
n από το 0. Δηλαδή, καθώς η διάσταση μεγαλώνει, οι κορυφές

του κύβου «απομακρύνονται» από τη μπάλα, και ο κύβος μοιάζει «όλο και λιγότερο» με

μπάλα.

΄Ασκηση: Μια ενδιαφέρουσα δοκιμή για τη διαίσθηση σας σχετικά με αυτά τα δύο απλά

κυρτά σώματα είναι η εξής. Σχεδιάστε το μοναδιαίο τετράγωνο στο επίπεδο. Τώρα, φτιάξτε

τέσσερις δίσκους με κέντρα τις κορυφές του τετραγώνου και ακτίνα 1. Οι δίσκοι εφάπτονται

στα μέσα των ακμών του τετραγώνου. Υπολογίστε την ακτίνα ρ2 του μεγαλύτερου δίσκου

με κέντρο το 0 η οποία απλώς ακουμπάει (και δεν τέμνει) τους τέσσερις δίσκους. Ποιά είναι

η τιμή του ρ2;
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Τώρα κάντε το ίδιο στον n–διάστατο χώρο. Θεωρήστε μπάλες ακτίνας 1 με κέντρα τις

2n κορυφές του Bn∞. Αυτές εφάπτονται πάνω στις ακμές του κύβου. Ποιά είναι η ακτίνα ρn
της μεγαλύτερης μπάλας με κέντρο το 0 η οποία απλώς ακουμπάει τις άλλες μπάλες; Είναι

σωστό ότι ρnB
n
2 ⊆ Bn∞;

Ο όγκος της μοναδιαίας μπάλας. Γράφουμε ωn για τον όγκο της Bn2 . Μπορούμε

να υπολογίσουμε την τιμή του ωn χρησιμοποιώντας την αρχή του Cavallieri. Αν H(t) =
{x ∈ Rn : xn = t} τότε για κάθε κυρτό σώμα K στον Rn έχουμε

(1.4.4) |K| =
∫ ∞
−∞
|K ∩H(t)| dt

όπου |K ∩H(t)| είναι ο (n− 1)–διάστατος όγκος της τομής του K με το «επίπεδο» H(t).
Στην περίπτωση της μπάλας παίρνουμε

(1.4.5) ωn =

∫ 1

−1

|Bn2 ∩H(t)|dt.

Παρατηρώντας ότι για κάθε t ∈ [−1, 1] η τομή της Bn2 με το H(t) είναι μια (n−1)–διάστατη
μπάλα ακτίνας r(t) =

√
1− t2, έχουμε

(1.4.6) |Bn2 ∩H(t)| = ωn−1(1− t2)
n−1
2 .

Καταλήγουμε λοιπόν στην αναδρομική σχέση

(1.4.7) ωn = 2ωn−1

∫ 1

0

(1− t2)
n−1
2 dt.

Συμβολίζουμε το τελευταίο ολοκλήρωμα με In. Αν θέσουμε t = cos θ έχουμε

(1.4.8) In =

∫ π/2

0

sinn θ dθ.

Με ολοκλήρωση κατά μέρη βλέπουμε ότι

(1.4.9) In =

∫ π/2

0

sinn θ dθ =
n− 1

n

∫ π/2

0

sinn−2 θ dθ =
n− 1

n
In−2.

Με βάση αυτές τις σχέσεις μπορούμε να δείξουμε το εξής.

Λήμμα 1.4.1. Ο όγκος της Bn2 είναι ίσος με

(1.4.10) ωn = ω2k =
πk

k!

αν n = 2k και

(1.4.11) ωn = ω2k−1 = πk−1 22k−1(k − 1)!

(2k − 1)!

αν n = 2k − 1.
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Απόδειξη. Από τις (1.4.7) και (1.4.8) βλέπουμε ότι

(1.4.12)
ωn+2

ωn
=

2ωn+1In+2

2ωn−1In
=

(n+ 1)ωn+1

(n+ 2)ωn−1

για κάθε n ≥ 2. Δεδομένου ότι
ω3

ω1
= 2π

3 (γιατί;), μπορούμε να δείξουμε με επαγωγή ότι

(1.4.13) ωn+2 =
2π

n+ 2
ωn

για κάθε n ∈ N. Διακρίνοντας περιπτώσεις (n άρτιος και n περιττός), και χρησιμοποιώντας

πάλι τη μέθοδο της επαγωγής, παίρνουμε το ζητούμενο. Για παράδειγμα αν υποθέσουμε ότι

για κάποιον k ∈ N ισχύει η (1.4.11) τότε

ω2k+1 =
2π

2k + 1
πk−1 22k−1(k − 1)!

(2k − 1)!

= πk
22k−1 · 2 · 2k · (k − 1)!

(2k + 1) · 2k · (2k − 1)!

= πk
22k+1k!

(2k + 1)!
.

Ανάλογα (και πιο απλά) δουλεύουμε στην περίπτωση που ο n είναι άρτιος. 2

Στους τύπους που βρήκαμε για τον όγκο της μοναδιαίας μπάλας εμφανίζονται παραγον-

τικά. Αν θέλουμε να εκτιμήσουμε σωστά το μέγεθος του αριθμού ωn για μεγάλες τιμές

του n, χρειαζόμαστε ακριβείς εκτιμήσεις για την ακολουθία (n!)n∈N. Μια πρώτη εκτίμηση

προκύπτει ως εξής: θεωρούμε τη συνάρτηση x 7→ log x. ΄Εχουμε

(1.4.14)

∫ n

1

log x dx = (x log x− x)
∣∣n
1

= n log n− (n− 1) = log(nn/en−1).

Από την άλλη πλευρά, αφού η log x είναι αύξουσα, έχουμε

(1.4.15)

∫ n

1

log x dx =

∫ 2

1

log x dx+ · · ·+
∫ n

n−1

log x dx < log 2 + · · ·+ log n = log(n!)

και

(1.4.16)

∫ n

1

log x dx >

∫ 3

2

log x dx+ · · ·+
∫ n

n−1

log x dx > log 2 + · · ·+ log(n− 1)

= log((n− 1)!).

Δηλαδή, n!/n < nn/en−1 < n!, απ’ όπου έπεται ότι

(1.4.17)
nn

en−1
< n! <

nn+1

en−1
.
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Από την (1.4.17) βλέπουμε ότι

(1.4.18)
e n
√
n!

n
→ 1,

καθώς το n → ∞, δηλαδή η
n
√
n! «συμπεριφέρεται» σαν την

n
e για μεγάλα n. Η εκτίμηση

αυτή είναι αρκετή για πολλές εφαρμογές.

Ο τύπος του Stirling περιγράφει με μεγάλη ακρίβεια τη συμπεριφορά της ακολουθίας n!.
Μια απόδειξη δίνεται στο Παράρτημα αυτού του Κεφαλαίου.

Λήμμα 1.4.2 (τύπος του Stirling). Ισχύουν οι ανισότητες

(1.4.19)
√

2πn
(n
e

)n
e(12n+1)−1

< n! <
√

2πn
(n
e

)n
e(12n)−1

.

΄Εστω (αn) και (βn) δύο ακολουθίες θετικών πραγματικών αριθμών. Συμφωνούμε να

γράφουμε αn ∼ βn αν lim
n→∞

αn
βn

= 1. Από τους τύπους του Λήμματος 1.4.1 και από την

προσέγγιση του n! στο Λήμμα 1.4.2 έπεται το εξής.

Θεώρημα 1.4.3. ΄Εστω ωn ο όγκος της ΄Ευκλείδειας μοναδιαίας μπάλας στον Rn. Τότε,

(1.4.20) ωn ∼
1√
πn

(
2πe

n

)n/2
.

Ειδικότερα, η Ευκλείδεια μπάλα όγκου 1 στον Rn έχει ακτίνα

(1.4.21) rn ∼
√
n√

2πe
.

Απόδειξη. ΄Εστω n = 2k. Αφού e(12k)−1 → 1 και e(12k+1)−1 → 1 όταν k →∞,

(1.4.22) ωn =
πk

k!
∼ 1√

2πk

πkek

kk
=

1√
πn

(
2πe

n

)n/2
.

Η περίπτωση n = 2k − 1 είναι μια (λίγο) δυσκολότερη άσκηση.

Για το δεύτερο ισχυρισμό, παρατηρήστε ότι αν rn είναι η ακτίνα μιας n–διάστατης μπάλας

όγκου 1 τότε ωnr
n
n = 1. Δηλαδή, rn = 1

n
√
ωn
∼
√
n√

2πe
. 2

Είδαμε ότι η ακτίνα rn της n–διάστατης μπάλας όγκου 1 είναι «μεγάλη»: της τάξης της√
n. Το επόμενο ερώτημα που θα συζητήσουμε είναι: πώς κατανέμεται ο όγκος μέσα σ’

αυτή τη μπάλα; Ας δούμε πρώτα ποιός είναι ο όγκος μιας (n − 1)–διάστατης τομής της

B(n) := rnB
n
2 που περνάει από το 0. Σύμφωνα με όσα έχουμε πεί,

(1.4.23) |B(n) ∩H(0)| = ωn−1r
n−1
n =

ωn−1

ω
(n−1)/n
n

.
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Από το Θεώρημα 1.4.3 βλέπουμε ότι

ωn−1

ω
(n−1)/n
n

∼ (
√
πn)(n−1)/n√
π(n− 1)

(
2πe

n− 1

)(n−1)/2(
n√
2πe

)(n−1)/2

∼
(

n

n− 1

)(n−1)/2

.

Δηλαδή,

(1.4.24) |B(n) ∩H(0)| ∼
√
e.

Τώρα, μπορούμε να εκτιμήσουμε τον (n − 1)–διάστατο όγκο της τομής της B(n) που

βρίσκεται σε απόσταση t από το 0. Η τομή B(n)∩H(t) είναι μια μπάλα ακτίνας

√
r2
n − t2,

αν βέβαια |t| ≤ rn. ΄Αρα,

(1.4.25) |B(n) ∩H(t)| = ωn−1(r2
n − t2)(n−1)/2 = ωn−1r

n−1
n

(
1− t2

r2
n

)(n−1)/2

.

Αφού ωn−1r
n−1
n = |B(n) ∩H(0)| ∼

√
e και r2

n ∼ n/(2πe), βλέπουμε ότι

(1.4.26) |B(n) ∩H(t)| ∼
√
e

(
1− 2πet2

n

)n−1
2

.

΄Ομως,

(1.4.27) lim
n→∞

√
e

(
1− 2πet2

n

)n−1
2

=
√
e · exp(−πet2).

΄Εχουμε λοιπόν δείξει το εξής.

Πρόταση 1.4.4. ΄Εστω t ∈ R και έστω B(n) η n–διάστατη μπάλα όγκου 1. Τότε,

(1.4.28) |B(n) ∩ {x : xn = t}| →
√
e · exp(−πet2)

καθώς το n→∞. 2

Δηλαδή, αν «προβάλλουμε τον όγκο της B(n) στη διεύθυνση του en» ή σε οποιαδήποτε

άλλη διεύθυνση, παίρνουμε μια κατανομή που, καθώς το n τείνει στο άπειρο, μοιάζει πολύ

με την κανονική κατανομή διασποράς 1/(2πe) (η οποία είναι ανεξάρτητη από τη διάσταση

n).
Μια (εκ πρώτης όψεως) παράξενη συνέπεια της Πρότασης 1.4.4 είναι η εξής. Ας θεω-

ρήσουμε τη λωρίδα Ln = {x ∈ Rn : |xn| ≤ 1}. Τότε, για μεγάλα n έχουμε

(1.4.29) |B(n) ∩ Ln| ∼
√
e

∫ 1

−1

exp(−πet2) dt = 1− 2
√
e

∫ ∞
1

exp(−πet2) dt.
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Παρατηρούμε ότι

(1.4.30)
√
e

∫ ∞
1

exp(−πet2) dt ≤
√
e

∫ ∞
1

t exp(−πet2) dt =

√
e

2πe
e−πe.

Ο αριθμός αυτός είναι «πολύ μικρός». Δηλαδή, παρόλο που η ακτίνα της n–διάστατης
μπάλας όγκου 1 είναι της τάξης της

√
n, ο όγκος της είναι σχεδόν ολόκληρος μέσα σε μια

(οποιαδήποτε) συμμετρική (ως προς το 0) λωρίδα πλάτους 2 (!)

Επειδή το φαινόμενο αυτό παρουσιάζεται ανεξάρτητα από το ποιά λωρίδα θα διαλέξουμε,

μπαίνει κανείς στον πειρασμό να υποθέσει ότι ο όγκος συγκεντρώνεται στην τομή των

λωρίδων, δηλαδή κοντά στο κέντρο της μπάλας. Ούτε όμως αυτό είναι σωστό: αν, για

παράδειγμα, θεωρήσετε τη μπάλα (rn/2)Bn2 (που έχει «μεγάλη» ακτίνα), τότε

(1.4.31) |(rn/2)Bn2 | =
1

2n
|B(n)| = 1

2n
(!)

Δηλαδή, ο όγκος της μπάλας συγκεντρώνεται κοντά στο σύνορο της.

Το πρόβλημα των Busemann–Petty. Γράφουμε Sn−1
για την Ευκλείδεια μοναδιαία

σφαίρα:

(1.4.32) Sn−1 = {θ ∈ Rn : ‖θ‖2 = 1}.

Για κάθε μοναδιαίο διάνυσμα θ ∈ Sn−1
ορίζουμε

(1.4.33) θ⊥ = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = 0}.

Τότε, για κάθε t ∈ R,

(1.4.34) θ⊥ + tθ = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = t}.

Το σύνολο θ⊥ είναι ο (n− 1)–διάστατος υπόχωρος του Rn που έχει σαν κάθετο διάνυσμα

το θ. Το σύνολο θ⊥ + tθ είναι το υπερεπίπεδο που έχει σαν κάθετο διάνυσμα το θ και

βρίσκεται σε (προσημασμένη) απόσταση t από το 0.

΄Εστω K και T δύο συμμετρικά κυρτά σώματα στον Rn. Με τον όρο «συμμετρικό»

εννοούμε πάντα «συμμετρικό ως προς το 0». Δηλαδή, έχουμε x ∈ K αν και μόνο αν

−x ∈ K (ομοίως για το T ). Υποθέτουμε ότι:

Για κάθε θ ∈ Sn−1
ισχύει |K ∩ θ⊥| < |T ∩ θ⊥|.

Δηλαδή, κάθε κεντρική τομή του K έχει μικρότερο (n − 1)–διάστατο όγκο από την αντί-

στοιχη κεντρική τομή του T . Το πρόβλημα των Busemann-Petty (1956) είναι το εξής:

Ισχύει τότε ότι |K| < |T |;
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Η απάντηση είναι καταφατική αν n = 2. Για την ακρίβεια, η υπόθεση για τις τομές των K
και T έχει σαν συνέπεια ότι K ⊂ T . Η απάντηση όμως για διαστάσεις n > 2 δόθηκε πολύ

πρόσφατα: είναι καταφατική μόνο αν n = 2, 3, 4.
Ο υπολογισμός που κάναμε για την Ευκλείδεια μπάλα B(n) όγκου 1 στον Rn έδειξε

ότι: για κάθε θ ∈ Sn−1
,

(1.4.35) |B(n) ∩ θ⊥| = ωn−1

ω
(n−1)/n
n

→
√
e

όταν n → ∞. Το αντίστοιχο ερώτημα για τον κύβο Q(n) =
[
− 1

2 ,
1
2

]n
όγκου 1 στον Rn

είναι πολύ δυσκολότερο. Ο K. Ball (∼ 1985) απέδειξε ότι: για κάθε θ ∈ Sn−1
,

(1.4.36) 1 ≤ |Q(n) ∩ θ⊥| ≤
√

2.

Παρατηρήστε ότι
√

2 <
√
e (!). Αν λοιπόν η διάσταση n είναι αρκετά μεγάλη, τότε |B(n)∩

θ⊥| >
√

2. Δεν είναι πολύ δύσκολο να ελέγξετε ότι: αν n ≥ 10, τότε

(1.4.37) |Q(n) ∩ θ⊥| ≤
√

2 < |B(n) ∩ θ⊥|

για κάθε θ ∈ Sn−1
. Δηλαδή, το ζευγάρι K = Q(n) και T = B(n) δίνει αντιπαράδειγμα στο

ερώτημα των Busemann–Petty: ικανοποιεί τις υποθέσεις αλλά δεν ικανοποιεί το ζητούμενο.

1.4αʹ Νόρμες και συμμετρικά κυρτά σώματα

Νόρμα στον Rn είναι κάθε συνάρτηση ‖ · ‖ : Rn → R με τις εξής ιδιότητες:

(α) ‖x‖ ≥ 0 για κάθε x ∈ X και ‖x‖ = 0 αν και μόνον αν x = 0.

(β) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ για κάθε λ ∈ R και κάθε x ∈ X.

(γ) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ για κάθε x, y ∈ X.

Η επόμενη πρόταση δείχνει ότι σε κάθε χώρο (Rn, ‖ · ‖) με νόρμα αντιστοιχεί φυσιολογικά

ένα συμμετρικό (ως προς το 0) κυρτό σώμα. Αντίστροφα, όπως θα δούμε αργότερα, κάθε

συμμετρικό κυρτό σώμα K επάγει μια νόρμα στον Rn.

Πρόταση 1.4.5. ΄Εστω ‖ · ‖ μια νόρμα στον Rn. Η «μοναδιαία μπάλα»

(1.4.38) K = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}

του (Rn, ‖ · ‖) είναι συμμετρικό κυρτό σώμα.

Απόδειξη. Η συμμετρία του K είναι απλή: αν x ∈ K τότε ‖ − x‖ = ‖x‖ ≤ 1, άρα −x ∈ K.

Για να δείξουμε ότι το K είναι κυρτό θεωρούμε x, y ∈ K και λ ∈ (0, 1) και παρατηρούμε

ότι

(1.4.39) ‖(1− λ)x+ λy‖ ≤ ‖(1− λ)x‖+ ‖λy‖ = (1− λ)‖x‖+ λ‖y‖ ≤ (1− λ) + λ = 1,
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δηλαδή (1− λ)x+ λy ∈ K.

Για τη συμπάγεια και το μη κενό εσωτερικό του K, παρατηρούμε πρώτα ότι, για κάθε

u =
∑n
i=1 tiei ∈ Rn ισχύει

(1.4.40) ‖u‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

tiei

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|ti| ‖ei‖ ≤ max
1≤i≤n

‖ei‖
n∑
i=1

|ti|.

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται ότι

(1.4.41) ‖u‖ ≤
√
n max

1≤i≤n
‖ei‖

(
n∑
i=1

t2i

)1/2

= M ‖u‖2,

όπου M :=
√
n max1≤i≤n ‖ei‖. Χρησιμοποιώντας την τριγωνική ανισότητα για την ‖ · ‖

βλέπουμε ότι, για κάθε x, y ∈ Rn,

(1.4.42)
∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ ≤ ‖x− y‖ ≤M ‖x− y‖2.

Δηλαδή, η ‖·‖ είναι Lipschitz συνεχής ως προς την Ευκλείδεια μετρική στον Rn. Συνεπώς,

ο περιορισμός της ‖·‖ στο συμπαγές σύνολο Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1} παίρνει ελάχιστη
και μέγιστη τιμή: υπάρχουν m,M > 0 ώστε

(1.4.43) m ≤ ‖x‖ ≤M

για κάθε x ∈ Sn−1
. Το γεγονός ότι m > 0 δικαιολογελιται ως εξλης: έχουμε m = ‖x0‖

για κάποιο x0 ∈ Sn−1
και ‖x0‖ > 0 αφού x0 6= 0 και η ‖ ·‖ είναι νόρμα. Τωρα, είναι εύκολο

να δούμε ότι, για κάθε x ∈ Rn ισχύει

(1.4.44) m‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤M‖x‖2.

Πράγματι, αν x = 0 τότε η ανισότητα ισχύει τετριμμένα, ενώ αν x 6= 0 έχουμε
x
‖x‖2 ∈ S

n−1

οπότε

(1.4.45) m ≤ ‖x‖
‖x‖2

=
∥∥∥ x

‖x‖2

∥∥∥ ≤M.

Από την ανισότητα m‖x‖2 ≤ ‖x‖ έπεται ότι K ⊆ (1/m)Bn2 , δηλαδή το K είναι φραγμένο.

Από το γεγονός ότι η ‖ · ‖ είναι συνεχής έπεται ότι το K είναι κλειστό υποσύνολο του

(Rn, ‖ · ‖2). ΄Αρα, το K είναι συμπαγές.

Τέλος, από την ανισότητα ‖x‖ ≤ M‖x‖2 έπεται ότι K ⊇ (1/M)Bn2 , και ειδικότερα, το
K έχει μη κενό εσωτερικό. 2

Η επόμενη πρόταση δίνει μια ταυτότητα που εκφράζει τον όγκο της μοναδιαίας μπάλας

του (Rn, ‖ · ‖) σαν ολοκλήρωμα «συνάρτησης της νόρμας» στον Rn.
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Πρόταση 1.4.6. ΄Εστω ‖ · ‖ μια νόρμα στον Rn και έστω K η αντίστοιχη μοναδιαία

μπάλα. Για κάθε p > 0 ισχύει η ισότητα

(1.4.47)

∫
Rn
e−‖x‖

p

= |K|
∫ ∞

0

ptn+p−1e−t
p

dt.

Ειδικότερα,

(1.4.48)

∫
Rn
e−‖x‖dx = |K|

∫ ∞
0

tne−tdt.

Απόδειξη. Από το θεώρημα Fubini,∫
Rn

∫ ∞
‖x‖

ptp−1e−t
p

dtdx =

∫ ∞
0

∫
Rn
χtK(x)ptp−1e−t

p

dxdt =

∫ ∞
0

ptp−1e−t
p

|tK|dt

ή ισοδύναμα ∫
Rn
e−‖x‖

p

= |K|
∫ ∞

0

ptn+p−1e−t
p

dt.

2

1.5 Par�rthma

1.5αʹ Ανισότητα Prékopa–Leindler

Η ανισότητα των Prékopa και Leindler είναι η γενίκευση της ανισότητας Brunn-Minkowski
στο πλαίσιο των μετρήσιμων θετικών συναρτήσεων.

Θεώρημα 1.5.1. ΄Εστω f, g, h : Rn → R+
τρείς ολοκληρώσιμες συναρτήσεις και λ ∈

(0, 1). Υποθέτουμε ότι για κάθε x, y ∈ Rn ισχύει

(1.5.1) h(λx+ (1− λ)y) ≥ f(x)λg(y)1−λ.

Τότε,

(1.5.2)

∫
Rn
h ≥

(∫
Rn
f

)λ(∫
Rn
g

)1−λ

.

Απόδειξη. Θα δείξουμε την ανισότητα με επαγωγή ως προς τη διάσταση n.

(α) n = 1: Μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι f και g είναι συνεχείς και γνήσια θετικές.

Ορίζουμε x, y : (0, 1)→ R μέσω των

(1.5.3)

∫ x(t)

−∞
f = t

∫
f ,

∫ y(t)

−∞
g = t

∫
g.
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Σύμφωνα με τις υποθέσεις μας οι x, y είναι παραγωγίσιμες, και για κάθε t ∈ (0, 1) έχουμε

(1.5.4) x′(t)f(x(t)) =

∫
f , y′(t)g(y(t)) =

∫
g.

Ορίζουμε z : (0, 1)→ R με

(1.5.5) z(t) = λx(t) + (1− λ)y(t).

Οι x και y είναι γνήσια αύξουσες. Επομένως, η z είναι κι αυτή γνήσια αύξουσα. Από την

ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου,

(1.5.6) z′(t) = λx′(t) + (1− λ)y′(t) ≥ (x′(t))λ(y′(t))1−λ.

Μπορούμε λοιπόν να εκτιμήσουμε το ολοκλήρωμα της h κάνοντας την αλλαγή μεταβλητών

s = z(t): ∫
h(s)ds =

∫ 1

0

h(z(t))z′(t)dt

≥
∫ 1

0

h(λx(t) + (1− λ)y(t))(x′(t))λ(y′(t))1−λdt

≥
∫ 1

0

fλ(x(t))g1−λ(y(t))

( ∫
f

f(x(t))

)λ( ∫
g

g(y(t))

)1−λ

dt

=

(∫
f

)λ(∫
g

)1−λ

.

(β) Επαγωγικό βήμα: Υποθέτουμε ότι n ≥ 2 και ότι το Θεώρημα έχει αποδειχθεί

για k ∈ {1, . . . , n − 1}. ΄Εστω f, g, h όπως στο Θεώρημα. Για κάθε s ∈ R ορίζουμε

hs : Rn−1 → R+
με hs(w) = h(w, s), και με ανάλογο τρόπο ορίζουμε fs, gs : Rn−1 → R+

.

Από την υπόθεση του θεωρήματος για τις f, g και h έπεται ότι, αν x, y ∈ Rn−1
και s0, s1 ∈ R

τότε

(1.5.7) hλs1+(1−λ)s0(λx+ (1− λ)y) ≥ fs1(x)λgs0(y)1−λ,

και η επαγωγική υπόθεση μας δίνει

H(λs1 + (1− λ)s0) :=

∫
Rn−1

hλs1+(1−λ)s0

≥
(∫

Rn−1

fs1

)λ(∫
Rn−1

gs0

)1−λ

=: Fλ(s1)G1−λ(s0).

Εφαρμόζοντας τώρα ξανά την επαγωγική υπόθεση για n = 1 στις συναρτήσεις F,G και H,

παίρνουμε

(1.5.8)

∫
Rn
h =

∫
R
H ≥

(∫
R
F

)λ(∫
R
G

)1−λ

=

(∫
Rn
f

)λ(∫
Rn
g

)1−λ

.
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Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Prékopa–Leindler μπορούμε να αποδείξουμε την ανι-

σότητα Brunn–Minkowski. Δείχνουμε πρώτα το εξής:

Πρόταση 1.5.2. ΄Εστω K,T συμπαγή μη κενά υποσύνολα του Rn, και λ ∈ (0, 1). Τότε,

(1.5.9) |λK + (1− λ)T | ≥ |K|λ|T |1−λ.

Απόδειξη. Ορίζουμε f = χK , g = χT , και h = χλK+(1−λ)T . Εύκολα ελέγχουμε ότι

ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος 1.5.1. Πράγματι, αν x /∈ K ή y /∈ T τότε

(1.5.10) h(λx+ (1− λ)y) ≥ 0 = [f(x)]λ[g(y)]1−λ,

ενώ αν x ∈ K και y ∈ T τότε λx+ (1− λ)y ∈ λK + (1− λ)T , άρα

(1.5.11) h(λx+ (1− λ)y) = 1 = [f(x)]λ[g(y)]1−λ.

Εφαρμόζοντας την ανισότητα Prékopa-Leindler παίρνουμε το ζητύμενο. 2

Θεωρούμε τώρα συμπαγή μη-κενά K και T (με |K| > 0 και |T | > 0, αλλιώς δεν έχουμε

τίποτα να δείξουμε), και ορίζουμε

(1.5.12) K1 = |K|−1/nK , T1 = |T |−1/nT , λ =
|K|1/n

|K|1/n + |T |1/n
.

Τα K1 και T1 έχουν όγκο 1, οπότε από την (1.5.9) παίρνουμε

(1.5.13) |λK1 + (1− λ)T1| ≥ 1.

Ομως,

(1.5.14) λK1 + (1− λ)T1 =
K + T

|K|1/n + |T |1/n
,

επομένως η (1.5.13) παίρνει την μορφή

(1.5.15) |K + T | ≥
(
|K|1/n + |T |1/n

)n
και έπεται το ζητούμενο. 2

1.5βʹ Η συνάρτηση Γάμμα

Η συνάρτηση Γ : (0,+∞)→ (0,+∞) ορίζεται μέσω της

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.
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Λήμμα 1.5.3. Η συνάρτηση Γ ικανοποιεί τα εξής:

(α) Γ(1) = 1.

(β) Γ(x+ 1) = xΓ(x) για κάθε x > 0.

(γ) Γ(n+ 1) = n! για κάθε n = 0, 1, 2, . . .

(δ) Γ
(

1
2

)
=
√
π.

Επίσης, η συνάρτηση Γ είναι λογαριθμικά κυρτή: η log Γ είναι κυρτή συνάρτηση.

Απόδειξη. (α) Παρατηρούμε ότι

(1.5.16) Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt = −e−t
∣∣∣∞
0

= 1− lim
t→∞

e−t = 1.

(β) Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες παίρνουμε

(1.5.17) Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

txe−tdt = −txe−t
∣∣∣∞
0

+ x

∫ ∞
0

tx−1e−tdt = xG(x)

χρησιμοποιώντας την limt→∞ txe−t = limt→∞ exp(x log t− t) = 0.

(γ) Εφαρμόζοντας το (β) για x = 1, . . . , n παίρνουμε

(1.5.18) Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1) Γ(n− 1) = · · · = n!Γ(1) = n!.

(δ) Θέτοντας όπου x = 1
2 και κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής s2 = t παίρνουμε:

(1.5.19)

∫ ∞
0

e−t√
t
dt = 2

∫ ∞
0

e−s
2

ds =

∫ ∞
−∞

e−s
2

ds =
√
π.

Τέλος δείχνουμε ότι η συνάρτηση Γάμμα είναι λογαριθμικά κυρτή: αρκεί να δείξουμε ότι

για κάθε λ, µ ≥ 0 με λ+ µ = 1 ισχύει

(1.5.20) Γ(λx+ µy) ≤ (Γ(x))λ(Γ(y))µ.

Παρατηρούμε ότι ισχύει η ισότητα

(1.5.21) Γ(λx+ µy) =

∫ ∞
0

(tx−1e−t)λ(ty−1e−t)µdt.

Εφαρμόζοντας τώρα την ανισότητα Hölder

(1.5.22)

∫
|fg| ≤

(∫
|f |p

)1/p(∫
|g|q
)1/q
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όπου p, q > 0 και
1
p + 1

q = 1 για τις συναρτήσεις f(t) = (tx−1e−t)λ και g(t) = (ty−1e−t)µ

με p = 1
λ , q = 1

µ έχουμε ότι

(1.5.23) Γ(λx+ µy) ≤
(∫ ∞

0

tx−1e−tdt

)λ(∫ ∞
0

ty−1e−tdt

)µ
=
(
Γ(x)

)λ(
Γ(y)

)µ
.

2

Στην παράγραφο 1.4(α) είδαμε ότι αν K είναι η μοναδιαία μπάλα μιας νόρμας ‖ · ‖ στον

Rn, τότε, για κάθε p > 0,∫
Rn
e−‖x‖

p

dx = |K| ·
∫ ∞

0

ptn+p−1e−t
p

dt.

΄Εστω 1 ≤ p < ∞. Χρησιμοποιώντας αυτή τη γενική ταυτότητα, θα δείξουμε ότι ο όγκος

της Bnp = {x ∈ Rn : |x1|p + · · ·+ |xn|p ≤ 1} είναι ίσος με

(1.5.24) |Bnp | =

[
2Γ
(

1
p + 1

)]n
Γ
(
n
p + 1

) .

Πράγματι, έχουμε

(1.5.25)

∫
Rn
e−‖x‖

p
pdx = |Bnp |

∫ ∞
0

ptn+p−1e−t
p

dt.

΄Ομως,

(1.5.26)∫
Rn
e−‖x‖

p
pdx =

∫
R
· · ·
∫
R
e−|x1|p · · · e−|xn|

p

dx1 · · · dxn =

(∫
R
e−|t|

p

dt

)n
=

(
2

∫ ∞
0

e−t
p

dt

)n
.

Κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής tp = s παίρνουμε

(1.5.27)

∫ ∞
0

e−t
p

dt =
1

p

∫ ∞
0

s
1
p−1e−sds =

1

p
Γ

(
1

p

)
= Γ

(
1

p
+ 1

)
.

Με την ίδια αντικατάσταση βλέπουμε ότι

(1.5.28)

∫ ∞
0

ptn+p−1e−t
p

dt =

∫ ∞
0

sn/pe−sds = Γ

(
n

p
+ 1

)
.

Συνεπώς,

(1.5.29)

[
2Γ
(1

p
+ 1
)]n

= |Bnp |Γ
(n
p

+ 1
)
.
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΄Επεται ότι

(1.5.30) |Bnp | =

[
2Γ
(

1
p + 1

)]n
Γ
(
n
p + 1

) .

Ειδικότερα, στην περίπτωση p = 2 έχουμε

(1.5.31) ωn = |Bn2 | =

[
2Γ
(

1
2 + 1

)]n
Γ
(
n
2 + 1

) =
πn/2

Γ
(
n
2 + 1

) ,
χρησιμοποιώντας την 2Γ

(
1
2 + 1

)
= Γ(1/2) =

√
π.

1.5γʹ Ο τύπος του Stirling

Λήμμα 1.5.4 (τύπος του Stirling). Ισχύουν οι ανισότητες

(1.5.32)
√

2πn
(n
e

)n
e(12n+1)−1

< n! <
√

2πn
(n
e

)n
e(12n)−1

.

Απόδειξη. Θεωρούμε την ακολουθία

(1.5.33) dn := log n!− (n+
1

2
) log n+ n.

Παρατηρούμε ότι

(1.5.34) dn − dn+1 = (n+
1

2
) log

n+ 1

n
− 1.

Γράφουμε

(1.5.35)
n+ 1

n
=

1 + 1
2n+1

1− 1
2n+1

,

και χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα
1
2 log 1+t

1−t = t+ t3

3 + t5

5 + t7

7 + · · · παίρνουμε

(1.5.36) dn − dn+1 =
1

3(2n+ 1)2
+

1

5(2n+ 1)4
+ · · · .

Συγκρίνοντας το δεξιό μέλος με την γεωμετρική σειρά λόγου (2n+ 1)−2
βλέπουμε ότι

(1.5.37) 0 < dn − dn+1 <
1

3[(2n+ 1)2 − 1]
=

1

12n
− 1

12(n+ 1)
.
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Από την (1.5.36) η {dn} είναι φθίνουσα και από την (1.5.37) η {dn−(12n)−1} είναι αύξουσα.
΄Αρα, το όριο C := lim dn υπάρχει. Από την (1.5.36) βλέπουμε επίσης ότι

(1.5.38) dn − dn+1 >
1

3(2n+ 1)2
>

1

12n+ 1
− 1

12(n+ 1)− 1
,

δηλαδή η {dn − (12n+ 1)−1} είναι φθίνουσα. ΄Αρα,

(1.5.39) C +
1

12n+ 1
< dn < C +

1

12n

Μένει να ελέγξουμε ότι C = log(
√

2π). Μια πολύ σύντομη απόδειξη γι’ αυτό είναι η εξής:

από την dn → C έπεται εύκολα ότι

(1.5.40)

(
2n

n

)√
n

22n
→
√

2

eC

καθώς το n → ∞. Θεωρούμε τη συνάρτηση u(x) = (1 + x)2n+1
. Από το θεώρημα του

Taylor,

(1.5.41) u(x) = u(0) + u′(0)x+
u′′(0)

2!
x2 + · · ·+ u(n)(0)

n!
xn +

1

n!

∫ x

0

u(n+1)(t)(x− t)ndt.

Θέτοντας x = 1 παίρνουμε

22n+1 =
∑

0≤k≤n

(
2n+ 1

k

)
+

1

n!

∫ 1

0

(2n+ 1)(2n) · · · (n+ 1)(1 + t)n(1− t)ndt

= 22n +

(
2n

n

)
(2n+ 1)

∫ 1

0

(1− t2)ndt.

Δηλαδή,

(1.5.42)

(
2n

n

)√
n

22n
· 2n+ 1√

n

∫ 1

0

(1− t2)ndt = 1.

Ομως,

(1.5.43)
2n+ 1√

n

∫ 1

0

(1− t2)ndt =
2n+ 1

n

∫ √n
0

(1− u2/n)ndu→ 2

∫ ∞
0

e−u
2

du =
√
π

καθώς το n→∞. Από τις (1.5.40), (1.5.42) και (1.5.43) παίρνουμε

(1.5.44)

√
2

eC
·
√
π = 1,

δηλαδή, C = log(
√

2π). 2
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1.6 Ask seic

1. DÐnontai dÔo orjog¸nia I1 =
∏n
i=1[ai, bi] kai I2 =

∏n
i=1[ci, di] ston Rn ta opoÐa den e-

pikalÔptontai (èqoun xèna eswterik�). DeÐxte ìti up�rqoun j ∈ {1, . . . , n} kai t ∈ R ¸ste
to uperepÐpedo {x : xj = t} na diaqwrÐzei ta I1 kai I2 (dhlad , eÐte I1 ⊆ {x : xj ≤ t} kai
I2 ⊆ {x : xj ≥ t}   I1 ⊆ {x : xj ≥ t} kai I2 ⊆ {x : xj ≤ t}).

2. 'Estw K kurtì s¸ma ston Rn, summetrikì wc proc to 0. JewroÔme θ ∈ Sn−1 kai th
sun�rthsh

fθ(t) = |K ∩ (θ⊥ + tθ)|.
DeÐxte ìti

fθ(0) ≥ fθ(t)
gia k�je t ∈ R.

3. (to L mma tou Borell) 'Estw B kurtì s¸ma ston Rn. An A eÐnai èna uposÔnolo tou Rn
¸ste to A ∩B na èqei ìgko, orÐzoume

µB(A) =
|A ∩B|
|B| .

(a) 'Estw M ⊆ Rn kurtì kai summetrikì wc proc to 0. DeÐxte ìti gia k�je t > 1 isqÔei o
egkleismìc

Rn \M ⊇ 2

t+ 1
(Rn \ tM) +

t− 1

t+ 1
M.

(b) Upojètoume epiplèon ìti µB(M) = a > 0. Qrhsimopoi¸ntac to (a) kai thn anisìthta
Brunn-Minkowski deÐxte ìti, gia k�je t > 1,

1− µB(tM) ≤ a
(

1− a
a

)(t+1)/2

.

Sumpèrasma: An µB(M) = a > 1/2, dhlad  an to M tèmnei {parap�nw apì to misì} B, tìte to
posostì tou B pou mènei èxw apì to tM fjÐnei ekjetik� sto 0 kaj¸c to t→∞ (gia par�deigma,
an µB(M) = 2/3 tìte 1− µB(tM) ≤ 2−t/2 gia k�je t > 1).

4. Aut  h �skhsh deÐqnei ìti (gia meg�lec diast�seic) dÔo uposÔnola thc monadiaÐac EukleÐdeiac
mp�lac mporoÔn na èqoun {sqetik� meg�lh} apìstash mìno an k�poio apì ta dÔo eÐnai {polÔ
mikrì}.

'Estw A kai C dÔo mh ken�, sumpag  uposÔnola thc Bn2 . Upojètoume ìti

d(A,C) = min{‖a− c‖2 : a ∈ A, c ∈ C} = ρ > 0.

(a) DeÐxte ìti

A+ C

2
⊆
√

1− ρ2

4
Bn2 .

[Upìdeixh: Jewr ste a ∈ A kai c ∈ C, kai qrhsimopoi ste ton kanìna tou parallhlogr�mmou.]

(b) DeÐxte ìti
min{|A|, |C|} ≤ exp(−ρ2n/8)|Bn2 |.
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5. 'Estw K kai T dÔo summetrik� (wc proc to 0) kurt� s¸mata ston Rn.
(a) DeÐxte ìti 1

2
[K ∩ (x+ T )] + 1

2
[K ∩ (−x+ T )] ⊆ K ∩ T gia k�je x ∈ Rn.

(b) DeÐxte ìti |K ∩ (x+ T )| ≤ |K ∩ T | gia k�je x ∈ Rn.

OrismoÐ gia tic ask seic 6�9. 'Estw K kai T kurt� s¸mata ston Rn. Jèloume na ektim soume
to el�qisto pl joc metafor¸n xi + T tou T pou h ènws  touc kalÔptei to K. MporoÔme
na zht soume ta {kèntra} xi na an koun sto K   na epilègontai eleÔjera sto q¸ro. 'Etsi,
orÐzoume

N(K,T ) = min

{
N ∈ N

∣∣∣ ∃x1, . . . , xN ∈ Rn : K ⊆
N⋃
i=1

(xi + T )

}
kai

N(K,T ) = min

{
N ∈ N

∣∣∣ ∃x1, . . . , xN ∈ K : K ⊆
N⋃
i=1

(xi + T )

}
.

Lìgw sump�geiac, oi arijmoÐ k�luyhc N(K,T ) kai N(K,T ) orÐzontai kal�.

6. DeÐxte ìti an K, T kai M eÐnai kurt� s¸mata ston Rn tìte

N(K,M) ≤ N(K,T ) ·N(T,M).

7. Apì touc orismoÔc blèpoume eÔkola ìti

N(K,T ) ≤ N(K,T ).

DeÐxte ìti: an ta K kai T eÐnai summetrik� wc proc to 0, tìte

N(K, 2T ) ≤ N(K,T ).

8. 'EstwK èna summetrikì (wc proc to 0) kurtì s¸ma ston Rn. 'Enac trìpoc gia na ektim soume
ton arijmì k�luyhc N(K, ρBn2 ) eÐnai o ex c. JewroÔme èna uposÔnolo S = {x1, . . . , xN} tou K
me thn ex c idiìthta:

(∗) an i 6= j tìte ‖xi − xj‖2 ≥ ρ.
(a) DeÐxte ìti

N ≤
∣∣K + ρ

2
Bn2
∣∣∣∣ ρ

2
Bn2
∣∣ .

(b) DeÐxte ìti: gia k�je ρ > 0 up�rqei megistikì S ⊂ K pou ikanopoieÐ thn (∗). Me ton ìro
{megistikì} ennooÔme ìti to S ikanopoieÐ thn (∗) all� an prosjèsoume opoiod pote �llo shmeÐo
z ∈ K \ S sto S, tìte to S ∪ {z} den ikanopoieÐ thn (∗). Lème ìti to S eÐnai èna ρ-dÐktuo.

(g) DeÐxte ìti an S = {x1, . . . , xN} eÐnai èna ρ-dÐktuo sto K, tìte

N(K, ρBn2 ) ≤ N.

9. DeÐxte ìti: gia k�je ρ ∈ (0, 1),

N(Bn2 , ρB
n
2 ) ≤

(
1 +

2

ρ

)n
.
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10*. 'Estw S = {x1, . . . , xN} ⊂ Sn−1 me thn ex c idiìthta: an i 6= j tìte ‖xi − xj‖2 ≥
√

2.
DeÐxte ìti N ≤ 2n.

11. JewroÔme th sun�rthsh

γn(x) = (2π)−n/2e−‖x‖
2
2/2

kai gia k�je mh kenì Borel sÔnolo A ston Rn orÐzoume

γn(A) :=

∫
A

γn(x) dx =
1

(2π)n/2

∫
A

e−‖x‖
2
2/2dx.

To γn eÐnai to mètro tou Gauss ston Rn. Qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta Prékopa-Leindler
deÐxte ìti: an A,B eÐnai mh ken� Borel uposÔnola tou Rn kai λ ∈ (0, 1), tìte

γn
(
λA+ (1− λ)B

)
≥
(
γn(A)

)λ(
γn(B)

)1−λ
.

12. 'Estw A ⊆ Rn kleistì, kurtì kai summetrikì wc proc thn arq  twn axìnwn. DeÐxte ìti gia
k�je x ∈ Rn isqÔoun oi anisìthtec

e−‖x‖
2
2/2γn(A) ≤ γn(A+ x) ≤ γn(A).

13. 'Estw g : (0,∞)→ (0,∞) sun�rthsh me tic ex c idiìthtec: (a) g(1) = 1, (b) g(x+1) = xg(x)
gia k�je x > 0, (g) h log g eÐnai kurt  sun�rthsh. DeÐxte ìti g ≡ Γ.

Upìdeixh: Qrhsimopoi¸ntac mìno tic (a), (b) kai (g) apodeÐxte ìti

g(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

14. DeÐxte ìti gia k�je x > 0 isqÔei h isìthta

Γ
(x

2

)
Γ

(
x+ 1

2

)
=

√
π

2x−1
Γ(x).

Upìdeixh: Qrhsimopoi ste thn prohgoÔmenh �skhsh.





Kef�laio 2

Sunduastik� jewr mata gia
kurt� sÔnola ston
EukleÐdeio q¸ro

2.1 Kurt  j kh

Στην §1.1 δώσαμε τον ορισμό του κυρτού συνόλου. Αν x και y είναι δύο σημεία στον Rn,
το ευθύγραμμο τμήμα [x, y] με άκρα τα x και y είναι το σύνολο όλων των σημείων της

μορφής x+ t(y − x) με t ∈ [0, 1]:

(2.1.1) [x, y] = {(1− t)x+ ty : 0 ≤ t ≤ 1}.

΄Ενα μη κενό υποσύνολο A του Rn λέγεται κυρτό αν για κάθε x, y ∈ A και για κάθε

t ∈ [0, 1] έχουμε

(2.1.2) (1− t)x+ ty ∈ A.

Δηλαδή, το A είναι κυρτό αν, για κάθε δύο σημεία του, περιέχει ολόκληρο το ευθύγραμμο

τμήμα που τα συνδέει.

Σημείωση: Συμφωνούμε ότι το κενό σύνολο ∅ είναι κυρτό (παρατηρήστε ότι «ικανοποιεί

κατά τετριμμένο τρόπο» τον ορισμό).

Ορισμός 2.1.1 (κυρτός συνδυασμός). ΄Εστω m ≥ 1 και {x1, . . . , xm} ένα πεπερασμένο

σύνολο σημείων στον Rn. Αν t1, . . . , tm ≥ 0 και t1 + · · ·+ tm = 1, τότε το

(2.1.3) x = t1x1 + · · ·+ tmxm

λέγεται κυρτός συνδυασμός των x1, . . . , xm.
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Από τον ορισμό του κυρτού συνόλου, ένα σύνολο είναι κυρτό αν περιέχει τους κυρτούς

συνδυασμούς οποιωνδήποτε δύο σημείων του. Με επαγωγή μπορούμε να δείξουμε το εξής.

Πρόταση 2.1.2. ΄Ενα μη κενό σύνολο A ⊆ Rn είναι κυρτό αν και μόνο αν κάθε κυρτός

συνδυασμός σημείων του A ανήκει στο A.

Απόδειξη. Η μία κατεύθυνση είναι απλή: αν κάθε κυρτός συνδυασμός σημείων του A ανήκει

στο A, τότε για κάθε x, y ∈ A και t ∈ [0, 1], παίρνοντας t1 = 1− t και t2 = t βλέπουμε ότι

ο κυρτός συνδυασμός (1− t)x+ ty ανήκει στο A. ΄Αρα, το A είναι κυρτό.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, θεωρούμε ένα κυρτό σύνολο A. Θα δείξουμε ότι, για

τυχόντα x1, . . . , xm ∈ A και t1, . . . , tm ≥ 0 με t1 + · · ·+ tm = 1 ισχύει t1x1 + · · ·+ tmxm ∈
A. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή ως προς το m. Ο ορισμός της κυρτότητας του A
εξασφαλίζει την περίπτωση m = 2 (αν m = 1 δεν έχουμε τίποτα να δείξουμε). Υποθέτουμε

ότι ο ισχυρισμός αληθεύει για οποιονδήποτε κυρτό συνδυασμό από m ή λιγότερα σημεία,

και θεωρούμε έναν κυρτό συνδυασμό x =
m+1∑
i=1

tixi, όπου xi ∈ A.

Αφού

m+1∑
i=1

ti = 1 καιm+1 > 1, κάποιος από τους ti είναι μικρότερος από 1. Αλλάζοντας

τη σειρά των ti, μπορούμε να υποθέσουμε ότι tm+1 < 1. Τότε,

(2.1.4) x = (1− tm+1)

m∑
i=1

ti
1− tm+1

xi + tm+1xm+1 = (1− tm+1)y + tm+1xm+1,

όπου

(2.1.5) y =

m∑
i=1

ti
1− tm+1

xi.

Αφού

m∑
i=1

ti = 1 − tm+1, το y είναι κυρτός συνδυασμός m σημείων του A. Από την

επαγωγική υπόθεση παίρνουμε y ∈ A. Χρησιμοποιώντας ξανά την επαγωγική υπόθεση για

τα y και xm+1 (m = 2) συμπεραίνουμε ότι x ∈ A. 2

Πρόταση 2.1.3. (i) ΄Εστω (Ai)i∈I μια οικογένεια κυρτών υποσυνόλων του Rn. Η τομή⋂
i∈I Ai των Ai είναι κυρτό σύνολο.

(ii) ΄Εστω (Am) μια αύξουσα ακολουθία κυρτών υποσυνόλων του Rn: δηλαδή, Am ⊆ Am+1

για κάθε m ∈ N. Τότε, η ένωση
⋃∞
m=1Am των Am είναι κυρτό σύνολο.

Απόδειξη. ΄Ασκηση. 2

Ορισμός 2.1.4 (κυρτή θήκη). ΄Εστω S ένα μη κενό υποσύνολο του Rn. Η κυρτή θήκη

του S είναι το σύνολο conv(S) που αποτελείται από όλους τους κυρτούς συνδυασμούς

σημείων του S.
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Πρόταση 2.1.5. ΄Εστω S ένα μη κενό υποσύνολο του Rn. Η κυρτή θήκη του S είναι το

μικρότερο κυρτό σύνολο που περιέχει το S. Δηλαδή,

(i) Το σύνολο conv(S) είναι κυρτό.

(ii) Αν το A είναι κυρτό σύνολο και A ⊇ S τότε A ⊇ conv(S).

Απόδειξη. (i) ΄Εστω x, y ∈ conv(S) και έστω t ∈ [0, 1]. Τα x και y γράφονται σαν κυρτοί

συνδυασμοί σημείων του S:

(2.1.6) x =

k∑
i=1

aixi και y =

m∑
j=1

bjyj .

Τότε,

(2.1.7) (1− t)x+ ty =

k∑
i=1

((1− t)ai)xi +

m∑
j=1

(tbj)yj ∈ conv(S)

γιατί xi, yj ∈ S και

(2.1.8)

k∑
i=1

(1− t)ai +

m∑
j=1

tbj = (1− t)
k∑
i=1

ai + t

m∑
j=1

bj = (1− t) · 1 + t · 1 = 1.

΄Αρα, η κυρτή θήκη conv(S) είναι κυρτό σύνολο.

(ii) Εστω A ένα κυρτό σύνολο που περιέχει το S. Από την Πρόταση 2.1.2, το A περιέχει

όλους τους κυρτούς συνδυασμούς σημείων του A. Ειδικότερα, αφού A ⊇ S, το A περιέχει

όλους τους κυρτούς συνδυασμούς σημείων του S. Δηλαδή, A ⊇ conv(S). 2

Ειδικές κλάσεις κυρτών συνόλων. Στη συνέχεια του μαθήματος θα ασχολούμαστε

συχνά με τρεις σημαντικές κλάσεις κυρτών υποσυνόλων του Ευκλείδειου χώρου: τα κυρτά

σώματα, τα πολύτοπα και τα πολύεδρα.

(α) Κυρτό σώμα στον Rn είναι ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn το οποίο έχει

μη κενό εσωτερικό.

(β) Πολύτοπο στον Rn είναι η κυρτή θήκη ενός πεπερασμένου συνόλου S σημείων του

Rn.
(γ) Πολύεδρο στον Rn είναι μια «πεπερασμένη τομή ημιχώρων», δηλαδή ένα σύνολο της

μορφής

(2.1.9) P = {x ∈ Rn : 〈x, θi〉 ≤ βi για i = 1, . . . ,m}

όπου m ∈ N, θ1, . . . , θm ∈ Sn−1
και β1, . . . , βm ∈ R.

΄Οπως θα δούμε στη συνέχεια, κάθε πολύτοπο είναι πολύεδρο. Αντίστροφα, αν ένα

πολύεδρο είναι φραγμένο σύνολο, τότε είναι πολύτοπο.
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2.2 To je¸rhma tou Karajeodwr 

΄Εστω S ⊂ Rn και έστω conv(S) η κυρτή του θήκη. Αν z ∈ conv(S) τότε το z γράφεται

σαν κυρτός συνδυασμός σημείων του S. Φαίνεται λογικό, τουλάχιστον στις δύο ή στις τρεις

διαστάσεις, ότι μπορούμε να γράψουμε το z σαν κυρτό συνδυασμό «λίγων» σημείων του

S, τα οποία φυσικά θα εξαρτώνται από το z. Αυτό είναι αλήθεια σε κάθε διάσταση: θα

αποδείξουμε το εξής γενικό αποτέλεσμα του Καραθεοδωρή.

Θεώρημα 2.2.1 (Καραθεοδωρής, 1907). ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn. Για κάθε

z ∈ conv(S) υπάρχουν y1, . . . , yn+1 ∈ S και ti ≥ 0 με t1 + · · ·+ tn+1 = 1 ώστε

(2.2.1) z = t1y1 + · · ·+ tn+1yn+1.

Απόδειξη. ΄Εστω z ∈ conv(S). Από τον ορισμό της κυρτής θήκης, υπάρχουν y1, . . . , ym ∈ S
και αi ≥ 0 με α1 + · · ·+ αm = 1 ώστε

(2.2.2) z = α1y1 + · · ·+ αmym.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι αi > 0 για κάθε i = 1, . . . ,m. Αν m < n + 1 τότε,

προσθέτοντας όρους της μορφής 0 · y1, μπορούμε να γράψουμε το z σαν κυρτό συνδυασμό

n+ 1 σημείων του S.
Υποθέτουμε λοιπόν ότι m > n + 1 και θα δείξουμε ότι μπορούμε να γράψουμε το z

σαν κυρτό συνδυασμό λιγότερων από m σημείων του S. Επαναλαμβάνοντας αυτό το βήμα

πεπερασμένες το πλήθος φορές, θα πάρουμε το ζητούμενο.

Θεωρούμε το ομογενές σύστημα εξισώσεων

γ1 + · · ·+ γm = 0

γ1y1 + · · ·+ γmym = 0.

Αν για κάθε i = 1, . . . ,m γράψουμε yi = (yi1, . . . , yin), έχουμε τις n+ 1 εξισώσεις

γ1 + · · ·+ γm = 0

γ1y11 + · · ·+ γmym1 = 0

γ1y12 + · · ·+ γmym2 = 0

.

.

. =
.
.
.

γ1y1n + · · ·+ γmymn = 0.

Το πλήθος των αγνώστων είναι μεγαλύτερο από το πλήθος των εξισώσεων, άρα υπάρχει

μη τετριμμένη λύση γ1, . . . , γm. Από την γ1 + · · ·+ γm = 0 βλέπουμε ότι υπάρχουν γνήσια

θετικοί και γνήσια αρνητικοί γi. Αφού το {i ≤ m : γi > 0} είναι μη κενό, υπάρχει

1 ≤ i0 ≤ m ώστε

(2.2.3)
αi0
γi0

= τ = min

{
αi
γi

: γi > 0

}
.
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Ορίζουμε

(2.2.4) βi = αi − τγi, i = 1, . . . ,m.

Από τον ορισμό του τ έπεται ότι βi ≥ 0 για κάθε i = 1, . . . ,m, και βi0 = 0. Επιπλέον,

(2.2.5) β1 + · · ·+ βm = (α1 + · · ·+ αm)− τ(γ1 + · · ·+ γm) = 1

γιατί γ1 + · · ·+ γm = 0, και

(2.2.6) β1y1 + · · ·+ βmym = α1y1 + · · ·+ αmym − τ(γ1y1 + · · ·+ γmym) = z

γιατί γ1y1 + · · ·+ γmym = 0. Γράψαμε λοιπόν το z σαν κυρτό συνδυασμό:

(2.2.7) z =

m∑
i=1

βiyi =
∑
i6=i0

βiyi

m−1 σημείων του S (μπορούμε να παραλείψουμε το yi0 αφού βi0 = 0). Συνεχίζοντας έτσι,

μπορούμε τελικά να γράψουμε το z σαν κυρτό συνδυασμό n+ 1 (ή λιγότερων) σημείων του

S. 2

Μια χρήσιμη συνέπεια του θεωρήματος του Καραθεοδωρή είναι η εξής.

Πρόταση 2.2.2. Αν S είναι ένα μη κενό συμπαγές υποσύνολο του Rn, τότε η κυρτή

θήκη conv(S) είναι συμπαγές σύνολο.

Απόδειξη. Θεωρούμε το simplex

(2.2.8) ∆ =

{
α ∈ Rn+1 :

n+1∑
i=1

αi = 1 και αi ≥ 0 για κάθε 1 ≤ i ≤ n+ 1

}
.

Το ∆ είναι συμπαγές σύνολο, άρα το σύνολο P := S × · · · × S ×∆ (όπου το S παίρνεται

n+ 1 φορές) είναι συμπαγές υποσύνολο (του R(n+1)n+(n+1)
).

Θεωρούμε την απεικόνιση Φ : P → Rn που ορίζεται ως εξής:

(2.2.9) Φ(y1, . . . , yn+1, α1, . . . , αn+1) = α1y1 + · · ·+ αn+1yn+1.

Από το θεώρημα του Καραθεοδωρή, η εικόνα της Φ είναι ακριβώς ίση με conv(S) (γιατί;).

Αφού η Φ είναι συνεχής και το P είναι συμπαγές, συμπεραίνουμε ότι το σύνολο conv(S) =
Φ(P ) είναι συμπαγές. 2

2.3 Ta jewr mata twn Radon kai Helly

Το πρώτο αποτέλεσμα αυτής της παραγράφου αποδείχτηκε από τον Radon.
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Θεώρημα 2.3.1 (Radon, 1921). ΄Εστω S ένα υποσύνολο του Rn που έχει τουλάχιστον

n+ 2 σημεία. Τότε, υπάρχουν ξένα υποσύνολα R και B του S ώστε

(2.3.1) conv(R) ∩ conv(B) 6= ∅.

Σημείωση. ΄Οπως θα φανεί και από την απόδειξη, μπορούμε επιπλέον να υποθέσουμε

ότι R ∪ B = S. ΄Αλλωστε, αν βρούμε R και B που ικανοποιούν το συμπέρασμα και αν

V = S \ (R ∪ B) 6= ∅, τότε μπορούμε να θεωρήσουμε τα R1 = R ∪ V και B: έχουμε

R1 ∩B = ∅, R1 ∪B = S και

conv(R1) ∩ conv(B) ⊇ conv(R) ∩ conv(B) 6= ∅.

Απόδειξη. Από την υπόθεση υπάρχουν m ≥ n+ 2 και σημεία v1, . . . , vm ∈ S τα οποία είναι

διαφορετικά ανά δύο. Θεωρούμε το ομογενές σύστημα εξισώσεων

γ1 + · · ·+ γm = 0

γ1v1 + · · ·+ γmvm = 0

με αγνώστους τους γ1, . . . , γm, το οποίο χρησιμοποιήσαμε και στην απόδειξη του θεωρήμα-

τος του Καραθεοδωρή. Αφού το πλήθος m ≥ n + 2 των αγνώστων είναι μεγαλύτερο από

το πλήθος n+ 1 των εξισώσεων, υπάρχει μη τετριμμένη λύση του συστήματος. Ορίζουμε

(2.3.2) R = {vi : γi > 0} και B = {vi : γi ≤ 0}.

Από τον ορισμό των R και B έχουμε R ∩B = ∅.
Θέτουμε β =

∑
{i:γi>0}

γi > 0. Αφού γ1 + · · ·+ γm = 0, έχουμε

(2.3.3)
∑

{i:γi≤0}

(−γi) =
∑

{i:γi>0}

γi = β.

Από την γ1v1 + · · ·+ γmvm = 0 παίρνουμε

(2.3.4)
∑

{i:γi>0}

γivi =
∑

{i:γi≤0}

(−γi)vi.

Διαιρούμε με β και ορίζουμε

(2.3.5) v =
∑

{i:γi>0}

γi
β
vi =

∑
{i:γi≤0}

−γi
β
vi.

Από την (2.3.3) είναι φανερό ότι το v είναι κυρτός συνδυασμός σημείων του R και, ταυτό-

χρονα, κυρτός συνδυασμός σημείων του B. Δηλαδή, v ∈ conv(R) ∩ conv(B). 2

Το επόμενο αποτέλεσμα αποδείχτηκε από τον Helly το 1913. Χρησιμοποιώντας το δικό

του θεώρημα, ο Radon έδωσε (το 1921) την απόδειξη που παρουσιάζουμε παρακάτω.
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Θεώρημα 2.3.2 (Helly). ΄Εστω m ≥ n+ 1 και {A1, . . . , Am} μια πεπερασμένη οικογέ-

νεια κυρτών υποσυνόλων του Rn. Υποθέτουμε ότι οποιαδήποτε n + 1 από τα Ai έχουν μη

κενή τομή: αν i1, . . . , in+1 είναι δείκτες από το {1, . . . ,m}, τότε

(2.3.6) Ai1 ∩ · · · ∩Ain+1
6= ∅.

Τότε, η τομή όλων των Ai είναι μη κενή:

(2.3.7) A1 ∩ · · · ∩Am 6= ∅.

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή ως προς το πλήθος m των συνόλων. Αν

m = n+ 1 τότε το συμπέρασμα συμπίπτει με την υπόθεση.

Υποθέτουμε λοιπόν ότιm > n+1. Από την επαγωγική υπόθεση, για κάθε i = 1, . . . ,m,

η τομή A1∩· · ·∩Ai−1∩Ai+1∩· · ·∩Am είναι μη κενή. [Πράγματι, η οικογένεια {Aj : j 6= i}
ικανοποιεί την (2.3.6) και αποτελείται από λιγότερα από m σύνολα.] Μπορούμε λοιπόν, για

κάθε i = 1, . . . ,m, να βρούμε

(2.3.8) pi ∈ A1 ∩ · · · ∩Ai−1 ∩Ai+1 ∩ · · · ∩Am.

΄Ετσι, έχουμε m > n+ 1 σημεία p1, . . . , pm με την ιδιότητα: το pi ανήκει σε όλα τα σύνολα

Aj εκτός ίσως από το Ai. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

(α) Υπάρχουν δείκτες i 6= s ώστε pi = ps = p (δύο από τα pi συμπίπτουν). Τότε, το p
ανήκει σε όλα τα Aj : αφού p = pi, το p ανήκει σε όλα τα Aj εκτός ίσως από το Ai, αφού
όμως p = ps, το p ανήκει και στο Ai. ΄Επεται ότι

(2.3.9) p ∈ A1 ∩ · · · ∩Am,

δηλαδή ισχύει η (2.3.7).

(β) Τα p1, . . . , pm είναι διαφορετικά ανά δύο. Αφού m ≥ n+ 2, μπορούμε να εφαρμόσουμε

το θεώρημα του Radon. Υπάρχουν I, J ⊂ {1, . . . ,m} με I ∩ J = ∅ ώστε αν θέσουμε

R = {pi : i ∈ I} και B = {pj : j ∈ J} τότε υπάρχει κάποιο σημείο

(2.3.10) q ∈ conv(R) ∩ conv(B).

Ισχυριζόμαστε ότι το q ανήκει σε όλα τα Ai. Πράγματι, από τον τρόπο επιλογής των pi
έχουμε

(2.3.11) R ⊂
⋂
{As : s /∈ I}.

Το σύνολο δεξιά είναι κυρτό, ως τομή κυρτών συνόλων, άρα

(2.3.12) conv(R) ⊂
⋂
{As : s /∈ I}.

΄Ομοια,

(2.3.13) conv(B) ⊂
⋂
{As : s /∈ J}.
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Αφού q ∈ conv(R) ∩ conv(B), συμπεραίνουμε ότι

(2.3.14) q ∈
⋂
{As : s /∈ I} και q ∈

⋂
{As : s /∈ J}.

Αφού I ∩ J = ∅, για κάθε s ∈ {1, . . . ,m} έχουμε «είτε s /∈ I ή s /∈ J». Από την (2.3.14)

έπεται ότι q ∈ A1 ∩ · · · ∩Am, άρα A1 ∩ · · · ∩Am 6= ∅. 2

Το θεώρημα του Helly δεν ισχύει για άπειρες οικογένειες κυρτών συνόλων. Για παρά-

δειγμα θεωρήστε τα σύνολα An = [n,∞), n ∈ N ή τα σύνολα Bn =
(
0, 1

n

)
, n ∈ N. Ισχύει

όμως, αν κάνουμε την επιπλέον υπόθεση ότι τα δοθέντα κυρτά σύνολα είναι συμπαγή.

Πρόταση 2.3.3. ΄Εστω {Ai : i ∈ I} (|I| ≥ n + 1) μια ενδεχομένως άπειρη οικογένεια

συμπαγών κυρτών υποσυνόλων του Rn. Υποθέτουμε ότι οποιαδήποτε n+1 από τα Ai έχουν
μη κενή τομή: αν i1, . . . , in+1 ∈ I, τότε

(2.3.15) Ai1 ∩ · · · ∩Ain+1
6= ∅.

Τότε, η τομή όλων των Ai είναι μη κενή:

(2.3.16)
⋂
i∈I

Ai 6= ∅.

Απόδειξη. Αν J είναι ένα πεπερασμένο υποσύνολο του I με πληθάριθμο |J | ≥ n + 1 τότε

η οικογένεια {Aj : j ∈ J} ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος 2.3.2, άρα έχει μη

κενή τομή. Αν πάλι |J | < n + 1 τότε οι υποθέσεις μας εξασφαλίζουν ότι η οικογένεια

{Aj : j ∈ J} έχει μη κενή τομή. Δηλαδή, για κάθε πεπερασμένο J ⊆ I ισχύει

(2.3.17)
⋂
j∈J

Aj 6= ∅.

Ας υποθέσουμε ότι
⋂
i∈I Ai = ∅. Τότε, αν σταθεροποιήσουμε i ∈ I, έχουμε

(2.3.18) Ai ⊆
⋃
j 6=i

Acj .

Τα σύνολα Acj , j 6= i, σχηματίζουν ανοικτή κάλυψη του συμπαγούς συνόλου Ai. ΄Αρα,

υπάρχει πεπερασμένο F ⊆ I \ {i} ώστε

(2.3.19) Ai ⊆
⋃
j∈F

Acj .

Τότε, το J = F ∪ {i} είναι πεπερασμένο σύνολο και

(2.3.20)
⋂
j∈J

Aj = ∅.
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Αυτό έρχεται σε αντίθεση με την (2.3.17). ΄Αρα,
⋂
i∈I Ai 6= ∅. 2

Αν κοιτάξετε προσεκτικά την απόδειξη της Πρότασης 2.3.3 θα παρατηρήσετε ότι χρησι-

μοποιήσαμε τη συμπάγεια ενός μόνο από τα σύνολα Ai και το γεγονός ότι όλα τα Ai ήταν
κλειστά. Με άλλα λόγια, έχουμε δείξει το εξής ισχυρότερο αποτέλεσμα.

Πρόταση 2.3.4. ΄Εστω {Ai : i ∈ I} (|I| ≥ n + 1) μια ενδεχομένως άπειρη οικογένεια

κλειστών κυρτών υποσυνόλων του Rn. Υποθέτουμε ότι υπάρχει i∗ ∈ I ώστε το Ai∗ να είναι

συμπαγές και ότι οποιαδήποτε n + 1 από τα Ai έχουν μη κενή τομή. Τότε, η τομή όλων

των Ai είναι μη κενή. 2

2.4 Efarmogèc sth sunduastik  gewmetrÐa

Το θεώρημα του Helly έχει πολλές εφαρμογές στη συνδυαστική γεωμετρία. Θα μελετή-

σουμε κάποιες από αυτές σε αυτή την παράγραφο και στις ασκήσεις.

Το θεώρημα του Kirchberger. Το πρώτο μας παράδειγμα είναι το θεώρημα του Ki-
rchberger (αποδείχτηκε το 1903, πριν από το θεώρημα του Helly). Για να το διατυπώσουμε

χρειαζόμαστε τον εξής ορισμό: αν A,B ⊂ Rn, λέμε ότι το υπερεπίπεδο H = {x ∈ Rn :
〈x, y〉 = α} (όπου 0 6= y ∈ Rn και α ∈ R) διαχωρίζει γνήσια τα A και B αν

〈x, y〉 < α για κάθε x ∈ A και 〈x, y〉 > α για κάθε x ∈ B.

Θεώρημα 2.4.1. ΄Εστω R και B δύο πεπερασμένα υποσύνολα του Rn. Υποθέτουμε ότι

για κάθε S ⊂ R∪B με πληθάριθμο |S| ≤ n+ 2 υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει γνήσια

τα S ∩R και S ∩B. Τότε, υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει γνήσια τα R και B.

Απόδειξη. Ταυτίζουμε το υπερεπίπεδο H = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 = α} με το σημείο (y, α) ∈
Rn × R ≡ Rn+1

.

Για κάθε σημείο r ∈ R ορίζουμε ένα σύνολο Ar ⊂ Rn+1
θέτοντας

(2.4.1) Ar = {(y, α) ∈ Rn+1 : 〈r, y〉 < α}

και για κάθε σημείο b ∈ B ορίζουμε ένα σύνολο Ab ⊂ Rn+1
θέτοντας

(2.4.2) Ab = {(y, α) ∈ Rn+1 : y〈b, y〉 > α}.

Από τον ορισμό προκύπτει εύκολα ότι τα σύνολα Ar και Ab είναι κυρτά υποσύνολα του

Rn+1
.

Αφού τα σύνολα Ar και Ab είναι ανοικτά, για κάθε S ⊆ R ∪B έχουμε ότι η τομή

(2.4.3)

( ⋂
r∈S∩R

Ar

)⋂( ⋂
b∈S∩B

Ab

)

είναι ανοικτό σύνολο, άρα είναι μη κενή αν και μόνο αν περιέχει σημείο (y, α) με y 6= 0.
Δηλαδή, αν και μόνο αν υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει γνήσια τα S ∩R και S ∩B.
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Από την υπόθεση, για κάθε S ⊆ R ∪B με |S| ≤ n+ 2 ισχύει

(2.4.4)

( ⋂
r∈S∩R

Ar

)⋂( ⋂
b∈S∩B

Ab

)
6= ∅.

[Πράγματι, η υπόθεση μας εξασφαλίζει ότι υπάρχει (y, α) ∈ Rn+1
με y 6= 0 ώστε 〈x, y〉 < α

για κάθε x ∈ R ∩ S και 〈x, y〉 > α για κάθε x ∈ B ∩ S. Δηλαδή, ισχύει η (2.4.4).]

Τότε, το θεώρημα του Helly (παρατηρήστε ότι το εφαρμόζουμε στον Rn+1
) μας δίνει

(2.4.5)

(⋂
r∈R

Ar

)⋂(⋂
b∈B

Ab

)
6= ∅.

Η τελευταία σχέση σημαίνει ακριβώς ότι τα R και B διαχωρίζονται γνήσια από κάποιο

υπερεπίπεδο. 2

Το «κέντρο» μιας κατανομής σημείων. Αν H = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = α} είναι ένα

υπερεπίπεδο, θεωρούμε τους ανοικτούς ημιχώρους

(2.4.6) H+ = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 > α} και H− = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 < α}

και τους κλειστούς ημιχώρους

(2.4.7) H+ = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 ≥ α} και H− = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 ≤ α}

που ορίζει το H.

Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι κάθε πεπερασμένο υποσύνολο S του Rn έχει ένα

«κέντρο», με την εξής έννοια: υπάρχει y ∈ Rn με την ιδιότητα «κάθε ημίχωρος που περιέχει

το y περιέχει ένα αρκετά μεγάλο ποσοστό των σημείων του S».

Θεώρημα 2.4.2 (Rado, 1947). ΄Εστω S ένα πεπερασμένο σύνολο στον Rn. Υπάρχει

σημείο y ∈ Rn με την εξής ιδιότητα: για κάθε κλειστό ημίχωρο F που περιέχει το y έχουμε

(2.4.8)
|F ∩ S|
|S|

≥ 1

n+ 1
.

Απόδειξη. Παρατηρούμε πρώτα ότι αρκεί να βρούμε y ∈ Rn με την εξής ιδιότητα: για κάθε

ανοικτό ημίχωρο G που ικανοποιεί την

(2.4.9)
|G ∩ S|
|S|

>
n

n+ 1

ισχύει y ∈ G. [Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι έχουμε βρει y ∈ Rn με αυτή την ιδιότητα.

΄Εστω F κλειστός ημίχωρος με y ∈ F . Αν
|F∩S|
|S| < 1

n+1 τότε ο ανοικτός ημίχωρος

G = Rn \ F ικανοποιεί την (2.4.9), άρα y ∈ G. ΄Ετσι οδηγούμαστε σε άτοπο, αφού

y ∈ F ∩G = ∅. Συνεπώς,
|F∩S|
|S| ≥

1
n+1 .]
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Θεωρούμε λοιπόν την οικογένεια G όλων των ανοικτών ημιχώρων G που ικανοποιούν

την (2.4.9). Αυτό που μένει να δείξουμε είναι ότι

(2.4.10)
⋂
G∈G

G 6= ∅.

Για κάθε G ∈ G θέτουμε CG = conv(G ∩ S). Η οικογένεια C = {CG : G ∈ G} αποτελείται

από συμπαγή κυρτά σύνολα. Παρατηρούμε ότι, για κάθε G1, . . . , Gn+1 ∈ G ισχύει

(2.4.11) S ∩ CG1
∩ · · · ∩ CGn+1

6= ∅.

Πράγματι, καθένα από τα CGi περιέχει περισσότερα από
n
n+1 |S| σημεία του S, άρα

(2.4.12) |(CcG1
∪ · · · ∪ CcGn+1

) ∩ S| ≤
n+1∑
i=1

|CcGi ∩ S| <
n+1∑
i=1

|S|
n+ 1

= |S|.

Συνεπώς, οποιαδήποτε n+1 σύνολα της C έχουν μη κενή τομή. Από το θεώρημα του Helly
έπεται ότι

⋂
G∈G CG 6= ∅.

Τότε, αν θεωρήσουμε τυχόν y ∈
⋂
G∈G CG έχουμε y ∈ CG ⊆ G για κάθε G ∈ G. 2

To Je¸rhma 2.4.2 genikeÔetai qwrÐc duskolÐa sto plaÐsio twn Borel mètrwn pijanìthtac µ
ston Rn. MporeÐte na skeftìsaste ta ex c dÔo paradeÐgmata:

(i) To mètro arÐjmhshc. 'EstwX èna peperasmèno uposÔnolo tou Rn me plhj�rijmo |S| = m.
Gia k�je A ⊆ Rn jètoume

µ(A) =
|A ∩ S|
m

.

Autì eÐnai to plaÐsio tou Jewr matoc 2.4.2.

(ii) Oloklhr¸simh puknìthta 'Estw f : Rn → R+ mia oloklhr¸simh sun�rthsh me
∫
Rn f(x) dx =

1. Gia k�je Borel sÔnolo A ⊆ Rn jètoume

µ(A) =

∫
A

f(x) dx.

Je¸rhma 2.4.3. 'Estw µ èna Borel mètro pijanìthtac ston Rn. Up�rqei shmeÐo y ∈ Rn me

thn ex c idiìthta: gia k�je kleistì hmÐqwro G pou perièqei to y èqoume

(2.4.8) µ(G) ≥ 1

n+ 1
.

Apìdeixh. An G eÐnai ènac kleistìc hmÐqwroc ston Rn, gr�foume Gc gia ton sumplhrwmatikì
anoiktì hmÐqwro. 'Estw S h kl�sh ìlwn twn kleist¸n hmiq¸rwn G gia touc opoÐouc µ(Gc) <

1
n+1

. ParathroÔme ìti an G1, . . . , Gn+1 ∈ S, tìte

(2.4.9) µ(Gc1 ∪ · · · ∪Gcn+1) <
n+ 1

n+ 1
= 1,
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dhlad 

(2.4.10) G1 ∩ · · · ∩Gn+1 6= ∅.

Apì to je¸rhma tou Helly èpetai ìti k�je peperasmènh oikogèneia {Gi : i ∈ I} ⊂ S èqei mh
ken  tom .

MporoÔme na broÔme peperasmènouc to pl joc kleistoÔc hmiq¸rouc G1, . . . , Gm ⊂ Rn twn
opoÐwn h tom  F = G1 ∩ · · · ∩ Gm eÐnai fragmènh, �ra sumpag c. Megal¸nontac autoÔc touc
hmiq¸rouc (me metaforèc) mporoÔme na upojèsoume ìti èqoun mètro megalÔtero apì n

n+1
, dhlad 

ìti G1, . . . , Gm ∈ S. Tìte, h oikogèneia

(2.4.11) {F ∩G : G ∈ S}

apoteleÐtai apì sumpag  sÔnola, kai k�je peperasmènh upooikogèneia thc èqei mh ken  tom .
Apì thn Prìtash 2.3.3 sumperaÐnoume ìti up�rqei y ∈ Rn me thn idiìthta: y ∈ G gia k�je
G ∈ S.

'EstwH ènac anoiktìc hmÐqwroc pou perièqei to y. To sumpl rwma touH eÐnai ènac kleistìc
hmÐqwroc G pou den perièqei to y, �ra den an kei sthn S. Tìte, µ(H) ≥ 1

n+1
.

An G eÐnai ènac kleistìc hmÐqwroc pou perièqei to y, up�rqei fjÐnousa akoloujÐa {Hm}
anoikt¸n hmiq¸rwn me

(2.4.12) G =

∞⋂
m=1

Hm.

Tìte, y ∈ Hm gia k�je m, �ra µ(Hm) ≥ 1
n+1

gia k�je m. 'Epetai ìti

(2.4.13) µ(G) = lim
m→∞

µ(Hm) ≥ 1

n+ 1
,

ki autì apodeiknÔei to je¸rhma. 2

2.5 GenikeÔseic twn tri¸n jewrhm�twn

2.5αʹ Το έγχρωμο θεώρημα Καραθεοδωρή

Το θεώρημα αυτής της παραγράφου γενικεύει το θεώρημα του Καραθεοδωρή: παίρνοντας

S1 = S2 = · · · = Sn+1 βλέπουμε ότι αν S είναι υποσύνολο του Rn και 0 ∈ conv(S) τότε

υπάρχουν v1 ∈ S1, . . . , vn+1 ∈ S ώστε 0 ∈ conv({v1, . . . , vn+1}). Αυτό είναι ισοδύναμο με

το θεώρημα του Καραθεοδωρή (εξηγήστε γιατί).

Θεώρημα 2.5.1 (Bárány, 1982). ΄Εστω S1, S2, . . . , Sn+1 υποσύνολα του Rn με την εξής

ιδιότητα: για κάθε i = 1, 2, ..., n+ 1,

(2.5.1) 0 ∈ conv(Si).

Τότε, υπάρχουν v1 ∈ S1, . . . , vn+1 ∈ Sn+1 ώστε

(2.5.2) 0 ∈ conv({v1, . . . , vn+1}).
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Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι κάθε Si είναι πεπερασμένο σύνολο: από την

υπόθεση έχουμε ότι, για κάθε i = 1, . . . , n+ 1, 0 ∈ conv(Si). Από τον ορισμό της κυρτής

θήκης, υπάρχουν πεπερασμένα S′i ⊆ Si ώστε 0 ∈ conv(S′i), i = 1, . . . , n + 1. Αν δείξουμε

ότι υπάρχουν v1 ∈ S′1, . . . , vn+1 ∈ S′n+1 ώστε 0 ∈ conv({v1, . . . , vn+1}), τότε έπεται το

ζητούμενο, διότι vi ∈ S′i ⊆ Si.
Υποθέτουμε λοιπόν ότι κάθε Si είναι πεπερασμένο σύνολο και ότι δεν ισχύει το συμ-

πέρασμα. Τότε, για κάθε επιλογή σημείων ai ∈ Si ισχύει d(0, {a1, ..., an+1}) > 0. Α-

φού τα Si είναι πεπερασμένα σύνολα, υπάρχει επιλογή σημείων zi ∈ Si ώστε η απόσταση

d(0, {z1, ..., zn+1}) να είναι θετική και η μικρότερη δυνατή.

Θέτουμε T = conv{z1, ..., zn+1} και d := d(0, T ). Το T είναι συμπαγές, άρα υπάρχει

y ∈ T ώστε

(2.5.3) d(0, T ) = ‖y‖2.

Λήμμα 2.5.2. Αν θ είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση του y, τότε

(2.5.4) T ⊂ H+ = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 ≥ ‖y‖2}.

Απόδειξη του λήμματος. Αρκεί να δείξουμε ότι

(2.5.5) {z1, ..., zn+1} ⊂ H+

και το λήμμα έπεται από τον ορισμό της κυρτής θήκης. ΄Εστω z ∈ {z1, ..., zn+1}. Για κάθε

t ∈ (0, 1) ισχύει η ανισότητα

(2.5.6) ‖y‖22 − 2t〈y, y − z〉+ t2‖z − y‖22 = ‖y + t(z − y)‖22 ≥ ‖y‖22,

άρα

(2.5.7)
t

2
‖z − y‖22 ≥ 〈y, y − z〉.

Αφήνοντας το t→ 0+
, παίρνουμε 〈z, y〉 ≥ 〈y, y〉 = ‖y‖22, δηλαδή

(2.5.8) 〈z, θ〉 ≥ ‖y‖2.

2

Συνέχεια της απόδειξης. ΘέτουμεH = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = ‖y‖2} και JH = {z1, . . . , zn+1}∩
H. Τότε,

(2.5.9) T ∩H = conv(JH) ⊆ H

(άσκηση). Αφού dimH = n − 1, εφαρμόζοντας το θεώρημα του Καραθεοδωρή για το

y ∈ T ∩ H έχουμε ότι γράφεται ως κυρτός συνδυασμός το πολύ n σημείων από τα zi.
Δηλαδή, υπάρχει j ∈ {1, 2, ..., n+ 1} ώστε

(2.5.10) y ∈ conv({zi : i 6= j}).
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΄Ομως,

(2.5.11) 0 ∈ conv(Sj)

και επιπλέον

(2.5.12) 0 ∈ H− = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 < ‖y‖2}.

΄Αρα, υπάρχει wj ∈ Sj με ws ∈ H− (πράγματι, αν είχαμε Sj ⊂ H+ τότε θα είχαμε

conv(Sj) ⊂ H+, άρα 0 ∈ H+, άτοπο).

Τώρα, αν θεωρήσουμε το σύνολο T1 = conv{wj , zi : i 6= j}, ισχύει

(2.5.13) d(0, T1) < d(0, T ).

Πράγματι, για κάθε t ∈ (0, 1) ισχύει d(0, T1) ≤ ‖y + t(wj − y)‖2, άρα

(2.5.14) d2(0, T1) ≤ d2(0, T )− 2t〈y, y − wj〉+ t2‖y − wj‖22.

Θέτουμε

(2.5.15) α = ‖y − wj‖22 > 0

και

(2.5.16) β = 〈y, y − wj〉 = ‖y‖2
(
‖y‖2 − 〈wj , θ〉

)
> 0.

Η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι wj ∈ H−. Αν λοιπόν επιλέξουμε 0 < t < min{1, 2β
α },

από την (2.5.14) παίρνουμε

(2.5.17) d2(0, T1) ≤ d2(0, T )− 2tβ + t2α < d2(0, T ).

΄Ετσι, καταλήγουμε σε άτοπο. 2

2.5βʹ Το κλασματικό θεώρημα Helly

΄Εστω m ≥ n+ 1 και C = {C1, . . . , Cm} μια πεπερασμένη οικογένεια κυρτών υποσυνόλων

του Rn. Το θεώρημα του Helly μας εξασφαλίζει ότι αν κάθε υποοικογένεια n+ 1 συνόλων

από την C έχει μη κενή τομή, τότε C1 ∩ · · · ∩Cm 6= ∅. Στο επόμενο «κλασματικό θεώρημα

Helly» εξετάζεται η περίπτωση όπου ένα ποσοστό των υποοικογενειών μεγέθους n+1 έχει

μη κενή τομή.

Θεώρημα 2.5.3 (Katschalski–Liu, 1979). Για κάθε n ≥ 1 και για κάθε α > 0 υπάρχει

σταθερά β = β(n, α) > 0 με την ακόλουθη ιδιότητα.

΄Εστω m ≥ n + 1 και C1, . . . , Cm κυρτά σύνολα στον Rn. Αν τουλάχιστον

α
(
m
n+1

)
υποσύνολα I ⊆ {1, . . . ,m} με |I| = n+1 ικανοποιούν την

⋂
i∈I Ci 6= ∅,

τότε υπάρχει J ⊆ {1, . . . ,m} με |J | ≥ βm ώστε
⋂
j∈J Cj 6= ∅.
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Σημείωση. Η καλύτερη δυνατή εξάρτηση του β από τα n και α είναι β = 1−(1−α)1/(n+1)
.

Η απόδειξη που παρουσιάζουμε εδώ δίνει την ασθενέστερη εκτίμηση β ≥ α
n+1 .

Απόδειξη. Για κάθε I ⊆ {1, . . . ,m} συμβολίζουμε με CI το σύνολο
⋂
i∈I Ci.

Παρατηρούμε πρώτα ότι αρκεί να αποδείξουμε το θεώρημα κάνοντας την επιπλέον υπόθε-

ση ότι κάθε Ci είναι συμπαγές (και μάλιστα πολύτοπο). Πράγματι, αν μας δοθούν τυχόντα

κυρτά σύνολα C1, . . . , Cm τότε, για κάθε I με |I| = n + 1 και CI 6= ∅, επιλέγουμε τυχόν

σημείο xI ∈ CI και, για κάθε i = 1, . . . ,m, ορίζουμε C ′i = conv({xI : CI 6= ∅, i ∈ I}).
Παρατηρήστε ότι κάθε C ′i είναι κυρτό, συμπαγές και περιέχεται στο Ci. Επίσης, αν για

κάποιο σύνολο δεικτών I με |I| = n + 1 ισχύει
⋂
i∈I Ci 6= ∅, τότε xI ∈

⋂
i∈I C

′
i δηλαδή,⋂

i∈I C
′
i 6= ∅. Συνεπώς, το πλήθος των I ⊆ {1, . . . ,m} με |I| = n+ 1 που ικανοποιούν την⋂

i∈I C
′
i 6= ∅ είναι ίσο με το πλήθος των I ⊆ {1, . . . ,m} με |I| = n + 1 που ικανοποιούν

την
⋂
i∈I Ci 6= ∅. Παίρνοντας υπ’ όψιν και το γεγονός ότι C ′i ⊆ Ci, βλεπουμε ότι, αν το

συμπέρασμα του θεωρήματος ισχύει για τα C ′i, τότε ισχύει και για τα Ci.
Με βάση την προηγούμενη παρατήρηση, υποθέτουμε ότι τα σύνολα Ci, καθώς και όλα

τα μή κενά CI , είναι κυρτά και συμπαγή. Θεωρούμε τη λεξικογραφική διάταξη ≤ στον

Rn: (t1, . . . , tn) < (r1, . . . , rn) αν υπάρχει 1 ≤ k ≤ n ώστε ti = ri για κάθε i < k
και tk < rk. Εύκολα ελέγχουμε ότι κάθε μη κενό συμπαγές υποσύνολο του Rn περιέχει

μοναδικό «λεξικογραφικά ελάχιστο» σημείο (άσκηση).

Λήμμα 2.5.4. ΄Εστω I ⊆ {1, . . . ,m} σύνολο δεικτών ώστε |I| = n+ 1 και CI 6= ∅. Αν

vI είναι το λεξικογραφικά ελάχιστο σημείο του CI , τότε υπάρχει J ⊆ I με |J | = n ώστε το

vI να είναι το λεξικογραφικά ελάχιστο σημείο του CJ .

Απόδειξη του λήμματος. Ορίζουμε A = {x ∈ Rn : x < vI}. Το σύνολο A είναι κυρτό

και, από τον ορισμό του vI , έχουμε A ∩ CI = ∅. Αφού η οικογένεια A ∩ {Ci : i ∈ I}
έχει κενή τομή, το θεώρημα του Helly μας εξασφαλίζει ότι υπάρχει υποοικογένεια n + 1
συνόλων αυτής της οικογένειας που έχει κενή τομή. Το A πρέπει να ανήκει σε αυτή την

υποοικογένεια, διότι όλα τα υπόλοιπα σύνολα έχουν κοινό σημείο, το vI . ΄Αρα, υπάρχει

J ⊆ I με |J | = n ώστε η οικογένεια A ∩ {Cj : j ∈ J} να έχει κενή τομή. Τώρα, μπορούμε

εύκολα να δούμε ότι το vI είναι το λεξικογραφικά ελάχιστο σημείο του CJ . Πράγματι,

vJ ≤ vI διότι CI ⊆ CJ και vI ≤ vJ διότι A ∩ CJ = ∅ (εξηγήστε τις λεπτομέρειες). 2

Απόδειξη του θεωρήματος. ΄Εστω U η οικογένεια όλων των α
(
m
n+1

)
συνόλων δεικτών I

για τα οποία |I| = n + 1 και CI 6= ∅. Χρησιμοποιώντας το λήμμα, για κάθε I ∈ U
σταθεροποιούμε J = J(I) ⊆ I με |J | = n ώστε το CJ να έχει το ίδιο λεξικογραφικά

ελάχιστο σημείο με το CI .
Το πλήθος των διαφορετικών n-συνολων J ⊆ {1, . . . ,m} είναι ίσο με

(
m
n

)
. Υπάρχει

λοιπόν κάποιο J0 με |J0| = n ώστε J0 = J(I) για τουλάχιστον

(2.5.18)
α
(
m
n+1

)(
m
n

) = α
m− n
n+ 1

διαφορετικά σύνολα δεικτών I ∈ U . Τότε, το λεξικογραφικά ελάχιστο σημείο vJ0 του CJ0
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ανήκει σε όλα αυτά τα CI , δηλαδή σε τουλάχιστον

(2.5.19) n+ α
m− n
n+ 1

> α
m

n+ 1

από τα σύνολα Ci (ανήκει στα n σύνολα Cj , j ∈ J0, και σε ένα επιπλέον Ci για κάθε I με

J0 = J(I), διαφορετικό κάθε φορά). Συνεπώς, το συμπέρασμα ισχύει με β = α
n+1 . 2

2.5γʹ Το θεώρημα του Tverberg

Το θεώρημα του Radon εξασφαλίζει ότι κάθε σύνολο S ⊆ Rn με n + 2 σημεία έχει δύο

ξένα υποσύνολα που οι κυρτές τους θήκες έχουν κοινό σημείο. Το ερώτημα που προκύπτει

είναι αν για σύνολα με περισσότερα στοιχεία μπορούμε πάντα να βρίσκουμε πολλά ξένα

υποσύνολα που οι κυρτές τους θήκες έχουν κοινό σημείο.

Η ακριβής διατύπωση του προβλήματος είναι η εξής. ΄Εστω T (n, r) ο μικρότερος φυσικός

m με την ακόλουθή ιδιότητα: αν A ⊂ Rn και |A| = m, τότε υπάρχουν ξένα ανά δύο

A1, . . . , Ar ⊂ A ώστε

(2.5.20)

r⋂
j=1

conv(Aj) 6= ∅.

Σύμφωνα με το θεώρημα του Radon έχουμε

(2.5.21) T (n, 2) = n+ 2.

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι

(2.5.22) T (n, r1r2) ≤ T (n, r1)T (n, r2)

για κάθε r1, r2 ≥ 2 (άσκηση). Συνεπώς, T (n, r) < ∞ για κάθε r ≥ 2. Το φράγμα που

προκύπτει είναι ασθενές: για παράδειγμα, με εφαρμογή αυτής της παρατήρησης παίρνουμε

T (n, 2k) ≤ (n+2)k. Το θεώρημα του Tverberg δίνει τη βέλτιστη εκτίμηση για τον T (n, r).

Θεώρημα 2.5.5 (Tverberg, 1966). ΄Εστω n, r ≥ 2. Για κάθε A ⊂ Rn με |A| = (r −
1)(n+ 1) + 1 μπορούμε να βρούμε ξένα ανά δύο A1, . . . , Ar ⊂ A ώστε

⋂r
j=1 conv(Aj) 6= ∅.

Σημείωση. Το αποτέλεσμα αυτό είναι βέλτιστο. Δηλαδή,

(2.5.23) T (n, r) = (r − 1)(n+ 1) + 1.

Απόδειξη. Για την απόδειξη θα χρειαστούμε την έννοια του κυρτού κώνου που παράγεται

από ένα X ⊆ Rd.
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Ορισμός 2.5.6 (κυρτός κώνος). ΄Εστω X ⊆ Rd. Ο κυρτός κώνος που παράγεται

από το X είναι το σύνολο cone(X) όλων των γραμμικών συνδυασμών σημείων του X με

μη αρνητικούς συντελεστές. Δηλαδή,

(2.5.24) cone(X) =

{
m∑
i=1

tixi : m ∈ N, ti ≥ 0, xi ∈ X

}
.

Παρατηρήστε ότι ο κώνος cone(X) είναι η ένωση όλων των ημιευθειών που ξεκινούν από

το 0 και περνούν από κάποιο σημείο της κυρτής θήκης conv(X) του X.

Πρόταση 2.5.7 (θεώρημα του Tverberg για κώνους). ΄Εστω A ⊂ Rn+1
με |A| =

(r − 1)(n + 1) + 1. Αν 0 /∈ conv(A) τότε υπάρχουν r μη κενά, ξένα ανά δύο υποσύνολα

A1, . . . , Ar του A ώστε

(2.5.25)

r⋂
j=1

cone(Aj) 6= {0}.

Απόδειξη της πρότασης. Θέτουμε N = (r − 1)(n + 1). Ορίζουμε γραμμικές απεικονίσεις

φj : Rn+1 → RN (j = 1, . . . , r) ως εξής: χωρίζουμε τις N συντεταγμένες του RN σε r− 1
ομάδες των n+ 1 συντεταγμένων – συμβολικά, u = (∗ | ∗ | ∗ | · · · | ∗ | ∗) – και ορίζουμε

φ1(x) = (x | 0 | 0 | · · · | 0 | 0)

φ2(x) = ( 0 | x | 0 | · · · | 0 | 0)

· · · · · ·
φr−2(x) = ( 0 | 0 | 0 | · · · | x | 0)

φr−1(x) = ( 0 | 0 | 0 | · · · | 0 | x)

φr(x) = (−x | −x | −x | · · · | −x | −x).

Η βασική ιδιότητα των φj είναι η εξής: αν u1, . . . , ur ∈ Rn+1
, τότε

(2.5.26)

r∑
j=1

φj(uj) = 0 αν και μόνο ανu1 = u2 = · · · = ur.

Αυτό είναι φανερό, αφού

(2.5.27)

r∑
j=1

φj(uj) = (u1 − ur | u2 − ur | · · · | ur−1 − ur).

Γράφουμε A = {a1, . . . , aN+1} και ορίζουμε

(2.5.28) M = φ1(A) ∪ φ2(A) ∪ · · · ∪ φr(A).
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Για κάθε i = 1, . . . , N + 1 θεωρούμε το σύνολο

(2.5.29) Mi = {φ1(ai), φ2(ai), . . . , φr(ai)}.

Παρατηρούμε ότι το άθροισμα των στοιχείων του Mi είναι ίσο με

(2.5.30)

r∑
j=1

φj(ai) = 0,

άρα

(2.5.31) 0 ∈ conv(Mi), i = 1, . . . , N + 1.

Από το έγχρωμο θεώρημα του Καραθεοδωρή, υπάρχουν vi = φf(i)(ai) ∈ Mi,

i = 1, . . . , N + 1, ώστε 0 ∈ conv({v1, . . . , vN+1}). Με άλλα λόγια, υπάρχουν ti ≥ 0 με∑N+1
i=1 ti = 1, ώστε

(2.5.32)

N+1∑
i=1

tiφf(i)(ai) = 0.

Παρατηρήστε ότι κάθε f(i) ∈ {1, . . . , r}. Για κάθε j = 1, . . . , r ορίζουμε

(2.5.33) Ij = {1 ≤ i ≤ N + 1 : f(i) = j} και Aj = {aj : j ∈ Ij}.

Πρατηρήστε ότι τα A1, . . . , Ar είναι ξένα. Τότε, η (2.5.32) γράφεται ως εξής:

(2.5.34) 0 =

N+1∑
i=1

tiφf(i)(ai) =

r∑
j=1

∑
i∈Ij

tiφj(ai) =

r∑
j=1

φj

∑
i∈Ij

tiai

 .

Από την (2.5.26) συμπεραίνουμε ότι

(2.5.35)
∑
i∈I1

tiai =
∑
i∈I2

tiai = · · · =
∑
i∈Ir

tiai =: x.

Μένει να δείξουμε ότι x 6= 0. Τότε,

(2.5.36) 0 6= x ∈
r⋂
j=1

cone(Aj).

Ειδικότερα,
⋂r
j=1 cone(Aj) 6= {0} και, εκ των υστέρων, τα Aj είναι μη κενά.

Για την x 6= 0 υποθέτουμε το αντίθετο. Τότε, μπορούμε να δείξουμε ότι 0 ∈ conv(A),

το οποίο είναι άτοπο. Πράγματι, αφού
∑N+1
i=1 ti = 1, υπάρχουν j0 ≤ r και i ∈ Ij0 ώστε

ti > 0. ΄Ομως, τότε, μπορούμε να γράψουμε

(2.5.37) 0 =
∑
i∈Ij0

ti∑
i∈Ij0

ti
ai,
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δηλαδή, 0 ∈ conv(Aj0) ⊆ conv(A). 2

Απόδειξη του θεωρήματος. ΄Εστω A ⊂ Rn με |A| = (r − 1)(n+ 1) + 1. Ορίζουμε

(2.5.38) Ã = A× {1} = {(a, 1) : a ∈ A} ⊆ Rn+1.

Παρατηρούμε ότι

(2.5.39) conv(Ã) ⊆ Rn × {1},

άρα

(2.5.40) 0 /∈ conv(Ã).

Από την προηγούμενη πρόταση, μπορούμε να βρούμε ξένα ανά δύο B1, . . . , Br ⊆ Ã ώστε⋂r
j=1 cone(Bj) 6= {0}. Από τον ορισμό του Ã, τα B1, . . . , Br είναι σύνολα της μορφής

Ãj = Aj × {1}, και τα A1, . . . , Ar είναι ξένα υποσύνολα του A (εξηγήστε γιατί). Δηλαδή,

υπάρχουν ξένα ανά δύο A1, . . . , Ar ⊆ A ώστε

(2.5.41)

r⋂
j=1

cone(Ai × {1}) 6= {0}.

΄Εστω x 6= 0 στην τομή των κώνων. Τότε, x = (u, s) για κάποιο u ∈ Rn και κάποιο s > 0:
πράγματι, αφού x ∈ cone(A1), το x είναι της μορφής

x =
∑

ti(ai, 1) =
(∑

tiai,
∑

ti

)
για κάποια ai ∈ A1, και s =

∑
ti > 0 διότι όλα τα ti είναι μη αρνητικά και αν είχαμε

∑
ti = 0

θα παίρναμε u =
∑
tiai = 0, δηλαδή x = 0. Πολλαπλασιάζοντας με 1/s παίρνουμε σημείο

x′ = (u′, 1) ∈
⋂r
j=1 cone(Aj). Τότε, u′ ∈

⋂r
j=1 conv(Aj). Δηλαδή,

(2.5.42)

r⋂
j=1

conv(Aj) 6= ∅.

2

2.6 Par�rthma

2.6αʹ Το θεώρημα του Καραθεοδωρή και το πρόβλημα του Waring

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Καραθεοδωρή θα αποδείξουμε το εξής.
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Θεώρημα 2.6.1. ΄Εστω k και n δύο φυσικοί αριθμοί. Υπάρχουν u1, . . . , um ∈ Rn που

ικανοποιούν το εξής: για κάθε x ∈ Rn,

(2.6.1) ‖x‖2k2 =

m∑
i=1

〈ui, x〉2k.

Δηλαδή, η k-οστή δύναμη του αθροίσματος των τετραγώνων n πραγματικών μεταβλητών

είναι ένα άθροισμα (2k)-δυνάμεων κατάλληλων γραμμικών μορφών των μεταβλητών.

Κλασικά παραδείγματα είναι η ταυτότητα του Liouville:

(2.6.2) (ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 + ξ2

4)2 =
1

6

∑
1≤i<j≤4

(ξi + ξj)
4 +

1

6

∑
1≤i<j≤4

(ξi − ξj)4,

και η ταυτότητα του Fleck:

(2.6.3) (ξ2
1 +ξ2

2 +ξ2
3 +ξ2

4)3 =
1

60

∑
1≤i<j<k≤4

(ξi±ξj±ξk)6+
1

30

∑
1≤i<j≤4

(ξi±ξj)6+
3

5

4∑
i=1

ξ6
i .

Θα δουλέψουμε στον H2k,n, τον γραμμικό χώρο των ομογενών πολυωνύμων p(x) =
p(ξ1, . . . , ξn) με n μεταβλητές, που έχουν βαθμό 2k. Μια βάση του H2k,n είναι το σύνολο

των πολυωνύμων

(2.6.4) eα(x) = ξα1
1 · · · ξαnn ,

όπου α = (αi)i≤n, αi ∈ Z+
, α1 + · · · + αn = 2k. Μπορούμε λοιπόν να ταυτίσουμε τον

H2k,n με τον Rd, όπου d =
(
n+2k−1

2k

)
. Κάθε p ∈ H2k,n γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή

p(x) =
∑

tα(p)eα(x),

οπότε ταυτίζουμε το p με την ακολουθία t(p) = (tα(p)) ∈ Rd. Παρατηρήστε ότι αν pm, p ∈
H2k,n τότε t(pm)→ t(p) στον Rd αν και μόνο αν pm → p ομοιόμορφα στην Sn−1

.

Ορισμός 2.6.2. ΄Εστω U : Rn → Rn ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός. Δηλαδή,

〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉 για κάθε x, y ∈ Rn (ισοδύναμα, U tU = Id όπου U t ο «ανάστροφος» του

U). Για κάθε p ∈ H2k,n συμβολίζουμε με U(p) το πολυώνυμο q που ορίζεται από την

(2.6.5) q(x) = p(U−1x) = p(U tx).

Παρατηρούμε ότι:

(i) Το q = U(p) είναι κι αυτό ομογενές πολυώνυμο: U(p) ∈ H2k,n.

(ii) Αν U1, U2 είναι δύο ορθογώνιοι μετασχηματισμοί, τότε

(U1U2)(p) = U1(U2(p)).
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(iii) Αν p(x) = ‖x‖2k2 = (ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n)k, τότε U(p) = p για κάθε ορθογώνιο μετασχημα-

τισμό U .

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.1 θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι τα πολυώ-

νυμα της μορφής c‖x‖2k2 είναι τα μόνα ομογενή πολυώνυμα βαθμού 2k που είναι «αναλλοίωτα

ως προς ορθογώνιους μετασχηματισμούς».

Λήμμα 2.6.3. Αν p ∈ H2k,n και U(p) = p για κάθε ορθογώνιο μετασχηματισμό U :
Rn → Rn, τότε υπάρχει c ∈ R ώστε

(2.6.6) p(x) = c‖x‖2k2 = c(ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n)k

για κάθε x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.

Απόδειξη. Επιλέγουμε τυχόν y ∈ Sn−1
και θέτουμε c = p(y). Θεωρούμε το πολυώνυνο

(2.6.7) q(x) = p(x)− c‖x‖2k2 .

΄Εχουμε q ∈ H2k,n και, από την υπόθεση που κάναμε για το p,

(2.6.8) q(Ux) = q(x)

για κάθε ορθογώνιο μετασχηματισμό U : Rn → Rn. ΄Εστω x ∈ Sn−1
. Υπάρχει ορθογώνιος

μετασχηματισμός Ux με την ιδιότητα Ux(y) = x. Τότε,

(2.6.9) q(x) = q(Ux(y)) = q(y) = 0.

Αφού το q είναι ομογενές και q(x) = 0 για κάθε x ∈ Sn−1
, συμπεραίνουμε ότι q(x) = 0

για κάθε x ∈ Rn. Δηλαδή, p(x) = c‖x‖2k2 . 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.1. Για κάθε y ∈ Bn2 ορίζουμε

(2.6.10) py(x) = 〈y, x〉2k.

Κάθε py είναι ομογενές πολυώνυμο βαθμού 2k. Θεωρούμε την κυρτή θήκη

(2.6.11) K = conv({py : y ∈ Bn2 })

των py στον H2k,n. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η Bn2 είναι συμπαγής και η απεικόνιση

y 7→ py είναι συνεχής, βλέπουμε ότι το σύνολο {py : y ∈ Bn2 } είναι συμπαγές. Από την

Πρόταση 2.2.2, το K είναι συμπαγές.

Θα δείξουμε ότι υπάρχει c > 0 ώστε το πολυώνυμο c‖x‖2k2 να ανήκει στο K. Ορίζουμε

(2.6.12) p(x) =
1

|Bn2 |

∫
Bn2

py(x) dy =
1

|Bn2 |

∫
Bn2

〈y, x〉2kdy.
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Παρατηρήστε ότι p ∈ H2k,n και U(p) = p για κάθε ορθογώνιο μετασχηματισμό U . Πράγ-

ματι,

p(U tx) =
1

|Bn2 |

∫
Bn2

〈y, U tx〉2kdy =
1

|Bn2 |

∫
Bn2

〈Uy, x〉2kdy

= |detU | · 1

|Bn2 |

∫
U(Bn2 )

〈z, x〉2kdz = p(x),

αφού |detU | = 1 και U(Bn2 ) = Bn2 . Από το Λήμμα 2.6.3 υπάρχει c ∈ R ώστε

p(x) = c‖x‖2k2

για κάθε x ∈ Rn. Αφού py(x) ≥ 0 για κάθε y ∈ Bn2 και, αν x 6= 0 έχουμε py(x) > 0 για

τα «σχεδόν όλα» τα y ∈ Bn2 , συμπεραίνουμε ότι p(x) > 0 για x 6= 0. Συνεπώς, c > 0.
Το ολοκλήρωμα στην (2.6.12) προσεγγίζεται (ομοιόμορφα ως προς x ∈ Sn−1

) από

πεπερασμένα αθροίσματα Riemann, δηλαδή κυρτούς συνδυασμούς της μορφής

N∑
i=1

tipyi

για κάποια yi ∈ Bn2 (εξηγήστε τις λεπτομέρειες). ΄Αρα, το p ανήκει στην κλειστή θήκη του

K. ΄Ομως, το K είναι συμπαγές. ΄Αρα, p ∈ K. Δηλαδή, υπάρχουν y1, . . . , ym ∈ Bn2 και

ti ≥ 0 που ικανοποιούν το εξής: για κάθε x ∈ Rn,

(2.6.13) c‖x‖2k2 =

m∑
i=1

ti〈yi, x〉2k.

΄Επεται το συμπέρασμα του θεωρήματος. 2

Το πρόβλημα του Waring. Το 1770, ο Waring ισχυρίστηκε (χωρίς απόδειξη) ότι για

κάθε k ≥ 2 υπάρχει g(k) ∈ N με την εξής ιδιότητα: αν n ∈ N τότε υπάρχουν s ≤ g(k) και

m1, . . . ,ms ∈ N ώστε

(2.6.14) n = mk
1 + · · ·+mk

s .

Για την ακρίβεια, ο Waring απλώς ισχυρίστηκε ότι μπορούμε να πάρουμε g(2) = 4, g(3) = 9
και g(4) = 19. Ο Hilbert απέδειξε (το 1909) ότι ο ισχυρισμός του Waring είναι σωστός

για κάθε k ≥ 2.
Για την απόδειξη αυτού του αποτελέσματος ο Hilbert, για κάθε ζευγάρι φυσικών αριθ-

μών k και n, κατασκεύασε διανύσματα u1, . . . , um με ακέραιες συντεταγμένες και ρητούς

αριθμούς c1, . . . , cm με την ιδιότητα

(2.6.15) ‖x‖2k2 =

m∑
i=1

ci〈ui, x〉2k
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για κάθε x ∈ Rn (συγκρίνετε με το Θεώρημα 2.6.1).

Ας δούμε για παράδειγμα πώς χρησιμοποιείται η (2.6.15) στην περίπτωση k = 4. Γνωρί-

ζουμε ότι κάθε φυσικός αριθμός γράφεται σαν άθροισμα τεσσάρων τετραγώνων φυσικών α-

ριθμών (Lagrange). ΄Εστω n ∈ N. Υπάρχουν a1, a2, a3, a4 ∈ Z+
ώστε n = a2

1+a2
2+a2

3+a2
4.

Εφαρμόζουμε το ίδιο αποτέλεσμα για τους ai. Υπάρχουν aij ∈ Z+
, i, j = 1, . . . , 4, ώστε

(2.6.16) n =

n∑
i=1

(a2
i1 + a2

i2 + a2
i3 + a2

i4)2.

Τώρα χρησιμοποιούμε την (2.6.15) – ή, αν θέλετε, την ταυτότητα (2.6.12) του Liouville –

με n = 4 και k = 2. ΄Επεται (εξηγήστε γιατί) ότι ο n γράφεται στη μορφή

(2.6.17) n =
1

6

s∑
j=1

m4
j

όπου mj ∈ N και s ≤ 48 (!). Θεωρήστε τώρα οποιονδήποτε n ≥ 6. Αυτός γράφεται στη

μορφή n = 6n1 + x για κάποιον 0 ≤ x ≤ 5. Εφαρμόζοντας την (2.6.17) για τον n1 και

γράφοντας τον x = 14 + · · ·+ 14
σαν άθροισμα το πολύ πέντε τετάρτων δυνάμεων, έχουμε

γράψει τον n σαν άθροισμα το πολύ 53 τετάρτων δυνάμεων.

Για κάθε k ∈ N συμβολίζουμε με g∗(k) το μικρότερο φυσικό αριθμό για τον οποίο: αν

n ∈ N τότε υπάρχουν s ≤ g∗(k) και m1, . . . ,ms ∈ N ώστε να ισχύει η (2.6.14). Στη

δεκαετία του 1920, οι Hardy και Littlewood ανέπτυξαν μια αναλυτική μέθοδο που οδήγησε

(αρκετά αργότερα) στο κάτω φράγμα

(2.6.18) g∗(k) ≥ 2k +

⌊(
3

2

)k⌋
− 2.

Εικάζεται ότι το δεξιό μέλος δίνει την ακριβή τιμή της ποσότητας g∗(k). Αυτό έχει επαλη-

θευτεί για k ≤ 471 600 000.

2.6βʹ Το θεώρημα του Helly στη θεωρία προσέγγισης

Δίνουμε τώρα μια εφαρμογή του θεωρήματος του Helly σε ένα πρόβλημα της θεωρίας

προσέγγισης. ΄Εστω {f1, . . . , fm} ένα πεπερασμένο σύνολο συναρτήσεων fi : T → R που

είναι ορισμένες σε κάποιο σύνολο T . Δίνονται ε ≥ 0 και μια συνάρτηση g : T → R. Για

κάθε a = (a1, . . . , am) ∈ Rm θεωρούμε τον γραμμικό συνδυασμό fa : T → R των fi που

ορίζεται από την

(2.6.19) fa(t) =

m∑
i=1

aifi(t).

Σκοπός μας είναι να βρούμε a ∈ Rm ώστε

(2.6.20) |g(t)− fa(t)| ≤ ε για κάθε t ∈ T.
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Αυτό είναι το λεγόμενο πρόβλημα της ομοιόμορφης προσέγγισης (ή προσέγγισης κατά

Chebyshev). Το θεώρημα του Helly δείχνει ότι μπορούμε να βρούμε μια ομοιόμορφη προ-

σέγγιση fa για την g στο T αν μπορούμε να πετύχουμε το ίδιο σε κάθε «σχετικά μικρό»

υποσύνολο του T .

Θεώρημα 2.6.4. ΄Εστω T ένα πεπερασμένο σύνολο. Σταθεροποιούμε ε ≥ 0. Υποθέτουμε

ότι αν t1, . . . , tm+1 είναι οποιαδήποτεm+1 σημεία του T τότε υπάρχει fa – η οποία εξαρτάται

από τα t1, . . . , tm+1 – ώστε

(2.6.21) |g(ti)− fa(ti)| ≤ ε για κάθε i = 1, . . . ,m+ 1.

Τότε, υπάρχει fa με την ιδιότητα

(2.6.22) |g(t)− fa(t)| ≤ ε για κάθε t ∈ T.

Απόδειξη. Για κάθε t ∈ T ορίζουμε ένα σύνολο A(t) ⊂ Rm ως εξής:

(2.6.23) A(t) =
{
a = (a1, . . . , am) : |g(t)− fa(t)| ≤ ε

}
.

Με άλλα λόγια, A(t) είναι το σύνολο των a ∈ Rm για τα οποία η συνάρτηση fa προσεγγίζει

την g με ακρίβεια ε στο σημείο t.
Εύκολα ελέγχουμε ότι κάθε σύνολο A(t) είναι κυρτό σύνολο. Η υπόθεση του θεωρή-

ματος εξασφαλίζει ότι αν t1, . . . , tm+1 ∈ T τότε

(2.6.24) A(t1) ∩ · · · ∩A(tm+1) 6= ∅.

Δηλαδή, η πεπερασμένη οικογένεια κυρτών συνόλων {A(t) : t ∈ T} ικανοποιεί τις υποθέ-

σεις του θεωρήματος του Helly. ΄Επεται ότι

(2.6.25)
⋂
t∈T

A(t) 6= ∅.

Θεωρούμε τυχούσα fa με fa ∈ A(t) για κάθε t ∈ T . Τότε, η fa ικανοποιεί την (2.6.22). 2

Στην περίπτωση που το T είναι άπειρο, μπορούμε να επεκτείνουμε το προηγούμενο

θεώρημα αν υποθέσουμε κάποια «ανεξαρτησία» των συναρτήσεων f1, . . . , fm.

Θεώρημα 2.6.5. ΄Εστω fi : T → R, i = 1, . . . ,m, συναρτήσεις με την εξής ιδιότητα:

υπάρχουν s1, . . . , sn ∈ T ώστε αν για την fa = a1f1 + · · ·+ amfm έχουμε fa(s1) = · · · =
fa(sn) = 0 τότε a1 = · · · = am = 0.

Υποθέτουμε ότι αν t1, . . . , tm+1 είναι οποιαδήποτε m+ 1 σημεία του T τότε υπάρχει fa
– η οποία εξαρτάται από τα t1, . . . , tm+1 – ώστε

(2.6.26) |g(ti)− fa(ti)| ≤ ε για κάθε i = 1, . . . ,m+ 1.

Τότε, υπάρχει fa με την ιδιότητα

(2.6.27) |g(t)− fa(t)| ≤ ε για κάθε t ∈ T.
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Απόδειξη. ΄Οπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.4, για κάθε t ∈ T θεωρούμε το σύνολο

(2.6.28) A(t) =
{
a = (a1, . . . , am) : |g(t)− fa(t)| ≤ ε

}
.

Θεωρούμε το σύνολο

(2.6.29) A = A(s1) ∩ · · · ∩A(sn).

Θα δείξουμε ότι το A είναι συμπαγές σύνολο. Εύκολα ελέγχουμε ότι το A(t) είναι κλειστό,

οπότε αρκεί να δείξουμε ότι είναι φραγμένο. Ορίζουμε G : Rm → R με

(2.6.30) G(a) = max{|fa(si)| : i = 1, . . . , n}.

Παρατηρούμε ότι

(i) G(λa) = |λ| ·G(a) για κάθε λ ∈ R.

(ii) G(a) = 0 αν και μόνο αν a = 0 (εδώ χρησιμοποιείται η υπόθεση για την ανεξαρτησία

των fi).

(iii) Η G είναι συνεχής.

΄Αρα,

(2.6.31) min{G(a) : a ∈ Sm−1} = δ > 0,

οπότε

(2.6.32) G(a) ≥ δ‖a‖2 για κάθε a ∈ Rm.

Παρατηρούμε ότι αν a ∈ A τότε |g(si) − fa(si)| ≤ ε για κάθε i = 1, . . . , n, δηλαδή

|fa(si)| ≤ |g(si)|+ ε για κάθε i = 1, . . . , n. ΄Αρα,

(2.6.33) G(a) ≤ R := ε+ max{|g(si)| : i = 1, . . . , n},

και η (2.6.31) δίνει

(2.6.34) ‖a‖2 ≤
R

δ
.

Δηλαδή, A ⊂ (R/δ)Bn2 . Συνεπώς, το A είναι ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rm.

Για κάθε t ∈ T θέτουμε B(t) = A(t) ∩ A. Τότε, κάθε B(t) είναι συμπαγές σύνο-

λο. Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Helly όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.4,

συμπεραίνουμε ότι η τομή οποιασδήποτε πεπερασμένης οικογένειας συνόλων A(t) είναι μη

κενή. Ειδικότερα, κάθε σύνολο της μορφής B(t1)∩ · · · ∩B(tm+1) είναι μη κενό, κυρτό και

συμπαγές. Από την Πρόταση 2.3.3,

(2.6.35)
⋂
t∈T

B(t) 6= ∅ άρα

⋂
t∈T

A(t) 6= ∅.

Αν a ∈
⋂
t∈T A(t), τότε η συνάρτηση

(2.6.36) fa = a1f1 + · · ·+ amfm

προσεγγίζει την g με σφάλμα το πολύ ίσο με ε ομοιόμορφα στο T . 2
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2.6γʹ Το θεώρημα του Krasnosselsky

΄Εστω S ένα μη κενό συμπαγές υποσύνολο του Rn. Αν x, y ∈ S τότε λέμε ότι το y είναι

ορατό από το x αν το ευθύγραμμο τμήμα [x, y] περιέχεται στο S. Σκοπός μας είναι να

αποδείξουμε το εξής αποτέλεσμα του Krasnosselsky.

Θεώρημα 2.6.6 (Krasnosselsky, 1947). ΄Εστω S μη κενό συμπαγές υποσύνολο του Rn
με την εξής ιδιότητα: αν y1, . . . , yn+1 ∈ S τότε υπάρχει x ∈ S ώστε κάθε yi να είναι ορατό

από το x. Τότε, υπάρχει x ∈ S ώστε κάθε y ∈ S να είναι ορατό από το x.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ S θεωρούμε το σύνολο Sx όλων των y ∈ S τα οποία είναι ορατά

από το x:

(2.6.37) Sx = {y ∈ S : [x, y] ⊆ S}.

Για κάθε x ∈ S το σύνολο Sx είναι κλειστό: έστω (yn) ακολουθία στο Sx και έστω ότι

yn → y. Κάθε yn ∈ S και το S είναι κλειστό, άρα y ∈ S. Θα δείξουμε ότι y ∈ Sx, δηλαδή
ότι, για κάθε t ∈ [0, 1] ισχύει (1− t)x+ ty ∈ S. Αυτό είναι απλό: για κάθε n ∈ N έχουμε

(1− t)x+ tyn ∈ S διότι yn ∈ Sx. Αφού το S είναι κλειστό, συμπεραίνουμε ότι

(2.6.38) (1− t)x+ ty = lim
n→∞

[(1− t)x+ tyn] ∈ S.

Το t ∈ [0, 1] ήταν τυχόν, άρα [x, y] ⊆ S. ΄Επεται ότι y ∈ Sx.
Είδαμε ότι κάθε Sx είναι κλειστό υποσύνολο του S, άρα είναι συμπαγές σύνολο. Από

την Πρόταση 2.2.2 συμπεραίνουμε ότι: για κάθε x ∈ S, η κυρτή θήκη Cx = conv(Sx) του

Sx είναι συμπαγές και κυρτό σύνολο.

Θεωρούμε την οικογένεια

(2.6.39) CS = {Cx | x ∈ S}.

Από την υπόθεση του θεωρήματος, για κάθε x1, . . . , xn+1 ∈ S υπάρχει y ∈ S ώστε [y, xi] ⊆
S για κάθε i = 1, . . . , n+ 1. Δηλαδή,

(2.6.40) y ∈ Sx1 ∩ · · · ∩ Sx1 ⊆ Cx1 ∩ · · · ∩ Cxn+1 .

Ειδικότερα,

(2.6.41) Cx1 ∩ · · · ∩ Cxn+1 6= ∅.

Αυτό σημαίνει ότι η CS ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος του Helly. Συνεπώς,

(2.6.42)
⋂
x∈S

Cx 6= ∅.

Θεωρούμε τυχόν a ∈
⋂
x∈S Cx. Θα δείξουμε, με απαγωγή σε άτοπο, ότι S = Sa. Αυτό

αποδεικνύει το θεώρημα: κάθε y ∈ S είναι ορατό από το a.
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Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν b ∈ S και c στο ευθύγραμμο τμήμα (a, b) ώστε c /∈ S.
Αφού το S είναι κλειστό και c /∈ S, υπάρχει κλειστή μπάλα B = B(c, r) ώστε S ∩ B = ∅.
Μπορούμε να βρούμε t > 0 ώστε η κλειστή μπάλα t(b− c) +B να «ακουμπήσει» το S. Πιο

συγκεκριμένα, βρίσκουμε τον μικρότερο t > 0 για τον οποίο [t(b − c) + B] ∩ S 6= ∅. Η

μπάλα D = B(c+ t(b−c), r) = t(b−c)+B έχει κοινά σημεία με το S αλλά int(D)∩S = ∅.
Θα δείξουμε ότι: αν y ∈ D ∩ S, τότε a /∈ Cy. Αφού a ∈

⋂
y∈S Cy, οδηγούμαστε σε άτοπο.

΄Εστω y ∈ D∩S. Γράφουμε d = c+ t(b− c), οπότε D = B(d, r). Θεωρούμε τα σύνολα

H = {z ∈ Rn : 〈z, y − d〉 = 〈y, y − d〉}.
H− = {z ∈ Rn : 〈z, y − d〉 < 〈y, y − d〉}.
H+ = {z ∈ Rn : 〈z, y − d〉 ≥ 〈y, y − d〉}.

Ισχυρισμός 1. Cy ⊆ H+.

Αρκεί να δείξουμε ότι Sy ⊆ H+. ΄Εστω z ∈ Sy. Για κάθε t ∈ (0, 1) έχουμε y − t(y − z) =
(1−t)y+tz ∈ S, άρα ‖d−y+t(y−z)‖2 ≥ ‖y−d‖2. Υψώνοντας στο τετράγωνο παίρνουμε

(2.6.43) ‖d− y‖22 + 2t〈d− y, y − z〉+ t2‖y − z‖22 ≥ ‖y − d‖22.

Απλοποιώντας, διαιρώντας με t και παίρνοντας όριο καθώς το t → 0+
, καταλήγουμε στην

〈d− y, y − z〉 ≥ 0, δηλαδή

(2.6.44) 〈z, y − d〉 ≥ 〈y, y − d〉.

Αυτό δείχνει ότι z ∈ H+. 2

Ισχυρισμός 2. a ∈ H−.
Από τον ορισμό του t, για μικρά θ > 0 έχουμε [−θ(b − c) + D] ∩ S = ∅. Ξεκινώντας από

την ‖y−d+θ(b− c)‖2 > ‖y−d‖2 και δουλεύοντας όπως στην απόδειξη του προηγούμενου

ισχυρισμού, καταλήγουμε στην

(2.6.45) 〈b− c, d− y〉 ≤ 0.

Αφού το a− d είναι αρνητικό πολλαπλάσιο του b− c, αυτό σημαίνει ότι

(2.6.46) 〈a− d, d− y〉 ≥ 0.

Τότε,

(2.6.47) 〈a− y, d− y〉 = 〈a− d, d− y〉+ ‖d− y‖22 > 0.

Αυτό σημαίνει ότι

(2.6.48) 〈a, y − d〉 < 〈y, y − d〉,

δηλαδή, a ∈ H−. 2

Συνδυάζοντας τους δύο ισχυρισμούς βλέπουμε ότι αν y ∈ D ∩ S, τότε a /∈ Cy και καταλή-

γουμε σε άτοπο. 2
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2.7 Ask seic

1. 'Estw A èna mh kenì anoiktì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti h kurt  j kh conv(A) tou A
eÐnai anoiktì sÔnolo.

2. (a) 'Estw S mh kenì, fragmèno uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti ta S kai conv(S) èqoun thn
Ðdia di�metro.

(b) 'Estw S, T mh ken� uposÔnola tou Rn. DeÐxte ìti

conv(S + T ) = conv(S) + conv(T ).

(g) 'Estw S mh kenì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti conv(int(S)) ⊆ int(conv(S)). IsqÔei p�nta
isìthta?

3. 'Estw S ⊂ Rn kai èstw x, y ∈ Rn dÔo shmeÐa pou den an koun sthn kurt  j kh conv(S)
tou S. DeÐxte ìti an x ∈ conv(S ∪ {y}) kai y ∈ conv(S ∪ {x}) tìte x = y.

4. DÐnontai eujÔgramma tm mata I1, . . . , Im ston R2 ta opoÐa perièqontai stic diakekrimènec
par�llhlec eujeÐec `1, . . . , `m. Upojètoume ìti gia k�je i1, i2, i3 ∈ {1, . . . ,m} up�rqei eujeÐa
pou tèmnei ta Ii1 , Ii2 kai Ii3 . DeÐxte ìti up�rqei eujeÐa pou tèmnei ìla ta diast mata I1, . . . , Im.

5. DÐnontai kurt� sÔnola A1, . . . , Am ston R2. Upojètoume ìti gia k�je i, j ∈ {1, . . . ,m}
up�rqei eujeÐa par�llhlh ston x��xona pou tèmnei ta Ai kai Aj . DeÐxte ìti up�rqei eujeÐa
par�llhlh ston x��xona pou tèmnei ìla ta sÔnola A1, . . . , Am.

6. 'Estwm ≥ n+1, d > 0 kai C1, . . . , Cm mh ken� kurt� uposÔnola tou Rn me thn ex c idiìthta:
an 1 ≤ i1 < · · · < in+1 ≤ m tìte up�rqei y ∈ Rn ¸ste d(y, Cij ) ≤ d gia k�je j = 1, . . . , n + 1.
DeÐxte ìti up�rqei x ∈ Rn ¸ste d(x,Ci) ≤ d gia k�je i = 1, . . . ,m.

7. DÐnontai θ1, . . . , θk ∈ Sn−1 kai t1, . . . , tk ∈ R. Upojètoume ìti to kurtì polÔedro

P =

k⋂
i=1

{x ∈ Rn : 〈x, θi〉 ≤ ti}

eÐnai mh kenì kai fragmèno. DeÐxte ìti: an to uperepÐpedo H = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = t} (ìpou
θ ∈ Sn−1 kai t ∈ R) ikanopoieÐ thn P ∩H = ∅, tìte up�rqoun 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ k ¸ste to
P ′ =

⋂n
j=1{x ∈ Rn : 〈x, θij 〉 ≤ tij} na ikanopoieÐ tic P1 ⊇ P kai P ′ ∩H = ∅.

8. 'Estw A1, . . . , Am mh ken� kurt� uposÔnola tou Rn kai èstw k ≤ n + 1. Upojètoume ìti:
gia k�je i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,m}, to sÔnolo Ai1 ∩ · · · ∩Aik eÐnai mh kenì.

DeÐxte ìti: an F eÐnai ènac (n− k + 1)-di�statoc grammikìc upìqwroc tou Rn tìte up�rqei
u ∈ Rn ¸ste h metafor� F + u tou F na tèmnei ìla ta sÔnola A1, . . . , Am.

9. 'Estw A1, . . . , Am kai C kurt� uposÔnola tou Rn.
(a) DeÐxte ìti gia k�je i = 1, . . . ,m, to sÔnolo Bi = {u ∈ Rn : Ai ∩ (C + u) 6= ∅} eÐnai kurtì.
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(b) Upojètoume ìti gia k�je i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . ,m} up�rqei u ∈ Rn ¸ste to C + u na tèmnei
ta Ai1 , . . . , Ain+1 . DeÐxte ìti up�rqei u ∈ Rn ¸ste to C+u na tèmnei ìla ta sÔnola A1, . . . , Am.

10. 'Estw m ≥ n + 1 kai K,C1, . . . , Cm kurt� uposÔnola tou Rn. Upojètoume ìti gia k�je
1 ≤ i1 < · · · < in+1 ≤ m up�rqei x ∈ Rn ¸ste x + K ⊆ Ci1 ∩ · · · ∩ Cin+1 . DeÐxte ìti up�rqei
x ∈ Rn ¸ste x+K ⊆ C1 ∩ · · · ∩ Cm.

11. DÐnontai n shmeÐa x1, . . . , xn sto epÐpedo. DeÐxte ìti up�rqei zeÔgoc k�jetwn eujei¸n
`1 ⊥ `2 ¸ste kajèna apì ta tèssera kleist� tetarthmìria sta opoÐa qwrÐzoun to epÐpedo na
perièqei toul�qiston [n/4] apì ta shmeÐa xi.

12. 'Estw T (n, r) o mikrìteroc fusikìc m me thn akìlouj  idiìthta: an A ⊂ Rn kai |A| = m,
tìte up�rqoun xèna an� dÔo A1, . . . , Ar ⊂ A ¸ste

r⋂
i=1

conv(Ai) 6= ∅.

DeÐxte ìti
T (n, r1r2) ≤ T (n, r1)T (n, r2)

gia k�je r1, r2 ≥ 2.

13. Skopìc mac se aut  thn �skhsh eÐnai na deÐxoume to ex c: an K eÐnai èna mh kenì, kurtì
kai sumpagèc uposÔnolo tou Rn, tìte up�rqei y ∈ Rn ¸ste

− 1

n
K + y ⊆ K.

(a) Exet�ste pr¸ta thn perÐptwsh pou K = conv({u1, . . . , un+1}) gia k�poia u1, . . . , un+1 ∈ Rn
me u1 + · · ·+ un+1 = 0. Me autèc tic upojèseic deÐxte ìti

− 1

n
K ⊆ K.

(b) Exet�ste t¸ra thn perÐptwsh pou K = conv({u1, . . . , un+1}) gia k�poia u1, . . . , un+1 ∈ Rn.
An

y =
u1 + · · ·+ un+1

n
,

deÐxte ìti

− 1

n
K + y ⊆ K.

(g) Jewr ste t¸ra th genik  perÐptwsh: K eÐnai èna mh kenì, kurtì kai sumpagèc uposÔnolo
tou Rn. Gia k�je x ∈ K jewr ste to sÔnolo

Ax =

{
y ∈ Rn : − 1

n
x+ y ∈ K

}
kai deÐxte ìti h oikogèneia {Ax : x ∈ K} ikanopoieÐ tic upojèseic tou jewr matoc tou Helly.
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14*. An K eÐnai èna sumpagèc uposÔnolo tou Rn, h di�metroc tou K orÐzetai apì thn

diam(K) = max{‖x− y‖2 : x, y ∈ K}.

'Estw K sumpagèc uposÔnolo tou Rn me diam(K) ≤ 2. DeÐxte ìti up�rqei u ∈ Rn ¸ste to K
na perièqetai sthn kleist  mp�la B(u, rn) me kèntro u kai aktÐna

rn =

√
2n

n+ 1
.

To apotèlesma autì eÐnai gnwstì wc je¸rhma tou Jung.

15*. DÐnontai mh kenèc oikogèneiec C1, . . . , Cn+1 sumpag¸n kurt¸n uposunìlwn tou Rn me thn
akìloujh idiìthta: gia k�je epilog  C1 ∈ C1, . . . , Cn+1 ∈ Cn+1 isqÔei C1 ∩ · · · ∩ Cn+1 6= ∅.
DeÐxte ìti up�rqei i ∈ {1, . . . , n + 1} ¸ste ìla ta sÔnola thc oikogèneiac Ci na èqoun k�poio
koinì shmeÐo.

16* 'Estw S ⊆ Rn. Upojètoume ìti h kurt  j kh conv(S) tou S èqei mh kenì eswterikì. DeÐxte
ìti: an x ∈ int(conv(S)) tìte up�rqoun v1, . . . , v2n ∈ S ¸ste x ∈ int(conv({v1, . . . , v2n})).



Kef�laio 3

GewmetrÐa twn arijm¸n

3.1 To je¸rhma tou Minkowski

Πολλά από τα προβλήματα της γεωμετρίας των αριθμών διατυπώνονται στην εξής μορφή:

Δίνονται μια συνάρτηση F : Rn → R με F (0, . . . , 0) = 0 και ένας θετικός πραγματικός

αριθμός λ. Το ζητούμενο είναι να βρεθεί μη τετριμμένη n-άδα ακεραίων a1, . . . , an που

ικανοποιούν την

(3.1.1) |F (a1, . . . , an)| ≤ λ.

Θεωρούμε την τυχούσα n-άδα x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn σαν σημείο του Ευκλείδειου χώρου

Rn και συμβολίζουμε με K το σύνολο όλων των x ∈ Rn που ικανοποιούν την

(3.1.2) |F (x)| = |F (x1, . . . , xn)| ≤ λ.

Τότε, το αρχικό μας πρόβλημα διατυπώνεται ισοδύναμα ως εξής: Κάτω από ποιές προϋπο-

θέσεις το σύνολο K περιέχει σημείο u ∈ Zn \ {0}; Υπάρχουν δύο σημαντικές ιδέες πίσω

από αυτή τη μετάφραση του προβλήματος. Πρώτον, παίρνουμε υπ’ όψιν μας τις τιμές της F
σε κάθε x ∈ Rn, και όχι μόνο τις τιμές της στα u ∈ Zn. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να

χρησιμοποιήσουμε αναλυτικές μεθόδους για την αντιμετώπιση του προβλήματος. Δεύτε-

ρον, η ερμηνεία που δίνουμε στο πρόβλημα είναι γεωμετρική, κάτι που ευνοεί την εισαγωγή

νέων εννοιών και μεθόδων οι οποίες βασίζονται στη γεωμετρική μας διαίσθηση.

Γεωμετρικές μέθοδοι αυτού του τύπου είχαν ήδη χρησιμοποιηθεί από τον Gauss και

τον Dirichlet, οι οποίοι εργάζονταν σε προβλήματα σχετικά με τις θετικά ορισμένες τετρα-

γωνικές μορφές. Πρώτος όμως ο Minkowski ανέπτυξε μια συστηματική θεωρία, απέδειξε

ένα γενικό θεώρημα για n-διάστατα κυρτά σώματα K, και το εφάρμοσε σε μεγάλο πλήθος

σημαντικών προβλημάτων. Η νέα θεωρία ονομάστηκε «γεωμετρία των αριθμών» από τον

ίδιο τον Minkowski.

Ο Hermite (1850) απέδειξε ότι, αν F είναι μια θετικά ορισμένη τετραγωνική μορφή n
μεταβλητών, τότε η (3.1.1) έχει μη τετριμμένη ακέραια λύση αν το λ ξεπερνάει μια τιμή
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που εξαρτάται μόνο από το n και από τη διακρίνουσα της F . Η φύση της απόδειξής του

ήταν αριθμητική. Ο Minkowski μετέφρασε το αποτέλεσμα του Hermite σε ένα θεώρημα για

ελλειψοειδή, και έδωσε μια νέα γεωμετρική απόδειξή του. Στη συνέχεια παρατήρησε ότι,

οι μόνες ιδιότητες του ελλειψοειδούς που απαιτούνταν για την απόδειξη, ήταν η κυρτότητα

και η συμμετρία του ως προς το 0. Κατέληξε έτσι στο εξής θεώρημα (πρώτο θεώρημα του

Minkowski):

Θεώρημα 3.1.1 (Minkowski). ΄Εστω K ανοικτό και φραγμένο, συμμετρικό ως προς το

0, κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν |K| > 2n, τότε τοK περιέχει τουλάχιστον ένα u ∈ Zn\{0}.

Το αποτέλεσμα αυτό δεν επιδέχεται βελτίωση. Αν θεωρήσουμε τον κύβο Q = {x :
|xi| < 1, i = 1, . . . , n}, τότε |Q| = 2n, αλλά Q ∩ Zn = {0}.

Θα δώσουμε μια απόδειξη του Θεωρήματος 3.1.1 η οποία βασίζεται στο εξής Λήμμα του

Blichfeldt:

Θεώρημα 3.1.2 (Blichfeldt). ΄Εστω M ένα Jordan μετρήσιμο υποσύνολο του Rn, με
|M | > 1. Υπάρχουν x 6= y στο M ώστε x− y ∈ Zn.

Απόδειξη. Η απόδειξη που θα δώσουμε οφείλεται στον Hajos. Υποθέτουμε ότι |M | > 1.
Αν το M δεν είναι φραγμένο, παρατηρούμε ότι η τομή του M με μπάλα κατάλληλα μεγάλης

ακτίνας εξακολουθεί να έχει όγκο μεγαλύτερο από 1. Υποθέτουμε λοιπόν, χωρίς περιορισμό

της γενικότητας, ότι το M είναι φραγμένο. Θεωρούμε το θεμελιώδες παραλληλεπίπεδο του

Zn

(3.1.3) P = {x ∈ Rn : 0 ≤ xi < 1, i = 1, . . . , n}.

Το σύνολο U των u ∈ Zn για τα οποία (u+P )∩M 6= ∅ είναι πεπερασμένο: αν (u+P )∩M 6=
∅ τότε u ∈ M − P και το M − P είναι φραγμένο, άρα έχουμε πεπερασμένες το πλήθος

επιλογές για το u. Γράφουμε

(3.1.4) U = {u1, . . . , ur}.

Για κάθε j = 1, . . . , r, ορίζουμε Mj = (uj + P ) ∩M . Τα σύνολα Mj είναι ξένα και η

ένωσή τους είναι το M . Για κάθε j = 1, . . . , r θεωρούμε τη μεταφορά M ′j = Mj − uj =
P ∩ (M − uj) ⊆ P . Παρατηρούμε ότι |M ′j | = |Mj | για κάθε j = 1, . . . , r. Συνδυάζοντας

αυτές τις παρατηρήσεις βλέπουμε ότι αν τα M ′j ήταν ξένα, τότε θα είχαμε

|P | ≥ |M ′1 ∪ · · · ∪M ′r| =
r∑
j=1

|M ′j | =
r∑
j=1

|Mj | =
r∑
j=1

|(uj + P ) ∩M |

=
∑
u∈Zn

|(u+ P ) ∩M | = |M | > 1,

το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, υπάρχουν i 6= j ∈ {1, . . . , r} και z ∈ M ′i ∩ M ′j . Τότε, τα

x = z + ui και y = z + uj ανήκουν στο M , και x− y = ui − uj ∈ Zn \ {0}. 2
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Παρατήρηση. Το ίδιο ισχύει αν υποθέσουμε ότι τοM είναι φραγμένο, κλειστό, και |M | ≥ 1.
Γιατί αν πάρουμε μια φθίνουσα ακολουθία λr → 1, έχουμε |λrM | > 1, άρα υπάρχουν

xr, yr ∈ λrM ώστε 0 6= xr − yr ∈ Zn. Τότε, οι (xr), (yr) έχουν υπακολουθίες xkr → x ∈
M , ykr → y ∈M , και εύκολα ελέγχουμε ότι x− y ∈ Zn \ {0}.
Απόδειξη του θεωρήματος 3.1.1. Θεωρούμε το M = K/2. Το M είναι Jordan μετρήσιμο

και, από την υπόθεσή μας, |M | > 1. Από το Λήμμα του Blichfeldt, υπάρχουν x, y ∈ M
ώστε 0 6= x− y ∈ Zn. ΄Ομως, από τον ορισμό του M , υπάρχουν w1, w2 ∈ K με x = w1/2
και y = w2/2. Το K είναι συμμετρικό ως προς το 0, άρα −w2 ∈ K. Από την κυρτότητα

του K συμπεραίνουμε ότι

(3.1.5) x− y =
w1 + (−w2)

2
∈ K.

Δηλαδή, 0 6= x− y ∈ K ∩ Zn. 2

3.1αʹ Το επιχείρημα του Minkowski

Περιγράφουμε τώρα το αρχικό επιχείρημα του Minkowski. Θεωρούμε ένα κλειστό, συμμε-

τρικό ως προς το 0, κυρτό σώμα K. Για κάθε λ > 0, θεωρούμε το σώμα λK. Αφού το K
είναι φραγμένο, για μικρά λ έχουμε λK ∩ Zn = {0}, και αφού το K περιέχει μια μπάλα με

κέντρο το 0, για μεγάλα λ θα έχουμε λK ∩ (Zn \ {0}) 6= ∅.
Αφού 0 ∈ λK, από την κυρτότητα του K έπεται ότι: αν 0 < λ < λ′, τότε λK ⊂ λ′K.

Αφού το K είναι κλειστό, συμπεραίνουμε ότι

(3.1.6) λK =
⋂
{λ′K : λ′ > λ}.

για κάθε λ > 0. Ειδικότερα, αν ορίσουμε

(3.1.7) λ1 = inf{λ > 0 : λK ∩ (Zn \ {0}) 6= ∅},

τότε

(3.1.8) λ1K ∩ (Zn \ {0}) 6= ∅.

Δηλαδή, υπάρχει ελάχιστος λ1 > 0 για τον οποίο το λ1K περιέχει μη μηδενικό ακέραιο

σημείο (το οποίο, βέβαια, θα βρίσκεται στο σύνορό του). Για την απόδειξη της (3.1.8),
σταθεροποιούμε λ∗ > λ1 και θεωρούμε φθίνουσα ακολουθία λ∗ > µn → λ1. Το λ∗K
περιέχει πεπερασμένα το πλήθος μη μηδενικά ακέραια σημεία, και, για κάθε n, κάποιο από

αυτά ανήκει στο µnK. Υπάρχουν λοιπόν μη μηδενικό u ∈ Zn και υπακολουθία µkn ώστε

u ∈ µknK για κάθε n. Τότε,

(3.1.9) u ∈
⋂
n

µknK = λ1K.

Για κάθε λ > 0 θεωρούμε τα σύνολα λK+u, u ∈ Zn. Για μικρά λ, τα σύνολα λK+u είναι

ξένα ανά δύο. Με ένα επιχείρημα ανάλογο προς το προηγούμενο, δείχνουμε ότι υπάρχει

ελάχιστος λ0 > 0 για τον οποίο υπάρχει u ∈ Zn \ {0} ώστε λ0K ∩ (λ0K + u) 6= ∅.
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Λήμμα 3.1.3. Για κάθε συμμετρικό κυρτό σώμα K ισχύει η ισότητα λ1 = 2λ0.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ λ0K ∩ (λ0K + u), όπου u ∈ Zn \ {0}. Τότε, λόγω της συμμετρίας

του K, έχουμε u− x ∈ λ0K και x ∈ λ0K, άρα u ∈ 2λ0K. Επομένως,

(3.1.10) λ1 ≤ 2λ0.

Από την άλλη πλευρά, αν u ∈ λ1K ∩ (Zn \ {0}), τότε, παρατηρώντας ότι −u/2 ∈ (λ1/2)K
και χρησιμοποιώντας τη συμμετρία του K, γράφουμε

(3.1.11)
u

2
= −u

2
+ u ∈ λ1

2
K ∩

(
λ1

2
K + u

)
.

΄Επεται ότι λ0 ≤ λ1/2. 2

Ο Minkowski ολοκλήρωνε το επιχείρημά του ως εξής: τα σύνολα λ0K + u, u ∈ Zn,
έχουν ξένα εσωτερικά. Αυτό έχει σαν συνέπεια την ανισότητα |λ0K| ≤ 1 (αλλιώς, το

Λήμμα του Blichfeldt θα μας οδηγούσε σε άτοπο, εξηγήστε γιατί). Σύμφωνα με το Λήμμα

3.1.3,

(3.1.12) λn1 |K| = |λ1K| = |(2λ0)K| = 2n|λ0K| ≤ 2n.

Αν υποθέσουμε ότι το K δεν περιέχει μη μηδενικό ακέραιο σημείο, τότε λ1 > 1, δηλαδή

|K| < 2n. Επομένως, κάθε κλειστό, συμμετρικό ως προς το 0 κυρτό σώμα K με όγκο

|K| ≥ 2n, περιέχει μη μηδενικό u ∈ Zn.
Για την περίπτωση του ανοικτού K, υποθέτοντας ότι |K| > 2n, βρίσκουμε λ < 1 ώστε

λn|K| > 2n, οπότε |λK| = λn|K| > 2n. Εφαρμόζοντας το προηγούμενο αποτέλεσμα,

βρίσκουμε μη μηδενικό ακέραιο σημείο u ∈ λK ⊂ K. 2

Παρατηρήσεις. Το επιχείρημα του Minkowski (ειδικότερα η εισαγωγή των παραμέτρων

λ0, λ1 και το Λήμμα 3.1.3) είναι σημαντικό για ιστορικούς λόγους. Τον οδήγησε στον

ορισμό της νόρμας που επάγεται από το K και στον ορισμό των διαδοχικών

ελαχίστων του K:

(i) ΄Εστω K κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn με 0 ∈ int(K). Η συνάρτηση στάθμης

(ή συναρτησοειδές Miknowski) του K είναι η συνάρτηση gK : Rn → R που ορίζεται

από την

(3.1.13) gK(x) = inf{λ > 0 : x ∈ λK}.

Αν το K είναι συμμετρικό κυρτό σώμα, τότε η gK είναι νόρμα στον Rn και K = {x :
gK(x) ≤ 1}.

(ii) ΄Εστω K συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Μπορούμε να ελέγξουμε ότι, για κάθε

i = 1, . . . , n, υπάρχουν λ > 0 ώστε το λK να περιέχει τουλάχιστον i γραμμικά

ανεξάρτητα διανύσματα του Zn. Ορίζουμε

(3.1.14) λi = inf{λ > 0 : dim(λK ∩ Zn) ≥ i},
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όπου dim(λK ∩ Zn) είναι η διάσταση του υποχώρου που παράγεται από τα ακέραια

σημεία του λK. Οι αριθμοί 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn είναι τα διαδοχικά ελάχιστα του

K. Σύμφωνα με το πρώτο θεώρημα του Minkowski, αφού λ1K ∩ Zn = {0}, το λ1K
πρέπει να έχει όγκο το πολύ ίσο με 2n:

(3.1.15) λn1 |K| ≤ 2n.

Παίρνοντας υπ’ όψιν του όλα τα διαδοχικά ελάχιστα λ1, . . . , λn τουK, ο Minkowski απέδειξε
κάτι ισχυρότερο (το δεύτερο θεώρημα του Minkowski):

Θεώρημα 3.1.4. ΄Εστω K συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε,

(3.1.16) λ1λ2 . . . λn|K| ≤ 2n.

3.2 Efarmogèc sth jewrÐa twn arijm¸n

3.2αʹ Ομογενείς γραμμικές μορφές

Η πιο γνωστή εφαρμογή του θεωρήματος του Minkowski αφορά συστήματα ομογενών γραμ-

μικών μορφών:

Θεώρημα 3.2.1. ΄Εστω ξi(x1, . . . , xn) = ai1x1 + · · · + ainxn, i = 1, . . . , n, ομογενείς

γραμμικές μορφές με πραγματικούς συντελεστές aij και μη μηδενική ορίζουσα ∆. Αν

t1, . . . , tn > 0 και t1t2 · · · tn ≥ |∆|, τότε υπάρχει (x1, . . . , xn) ∈ Zn \ {0} ώστε

(3.2.1) |ξi(x1, . . . , xn)| ≤ ti, i = 1, . . . , n.

Απόδειξη. Θεωρούμε το παραλληλεπίπεδο

(3.2.2) P = {x : |ξi(x1, . . . , xn)| ≤ ti, i = 1, . . . , n}.

Αν T είναι ο γραμμικός μετασχηματισμός που ορίζεται από τον πίνακα (aij), τότε P =
T−1(P1), όπου

(3.2.3) P1 = {y : |yi| ≤ ti, i = 1, . . . , n}.

΄Αρα,

(3.2.4) |P | = |T−1(P1)| = |P1|
|∆|

= 2n
t1t2 · · · tn
|∆|

≥ 2n.

Από το θεώρημα του Minkowski, υπάρχει x ∈ P ∩ (Zn \ {0}). 2

Εφαρμογή. ΄Εστω a1, . . . , an ∈ R. Υπάρχουν ακέραιοι u1, . . . , un+1 ώστε

(3.2.5) |un+1ai − ui| ≤
1

u
1/n
n+1

, i = 1, . . . , n.
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Απόδειξη. Θέτουμε ξn+1(x1, . . . , xn+1) = xn+1 και

(3.2.6) ξi(x1, . . . , xn+1) = xn+1ai − xi, i = 1, . . . , n.

Τότε |∆| = 1, άρα για κάθε t > 1 υπάρχει (u1, . . . , un+1) ∈ Zn \ {0} που ικανοποιεί τις

(3.2.7) |un+1| ≤ t και |un+1ai − ui| ≤ t−1/n.

Το un+1 δεν μπορεί να είναι ίσο με μηδέν, γιατί τότε όλοι οι ui, i ≤ n θα ήταν απολύτως

μικρότεροι του 1, δηλαδή επίσης ίσοι με μηδέν. Επίσης, αντικαθιστώντας αν χρειαστεί όλους

τους ui με τους −ui, μπορούμε να υποθέσουμε ότι un+1 > 0. ΄Επεται ότι

(3.2.8) |un+1ai − ui| ≤
1

t1/n
≤ 1

u
1/n
n+1

για κάθε i = 1, . . . , n. 2

3.2βʹ Το θεώρημα προσέγγισης του Dirichlet

Εφαρμόζουμε τώρα πιο προσεκτικά το θεώρημα του Minkowski στο πρόβλημα της προσέγ-

γισης πραγματικών αριθμών από ρητούς (θεώρημα του Dirichlet):

Θεώρημα 3.2.2. Υπάρχει σταθερά c > 0 με την ιδιότητα: για κάθε a ∈ R, υπάρχει

οσοδήποτε μεγάλος q ∈ N και υπάρχει p ∈ Z, ώστε

(3.2.9)

∣∣∣∣a− p

q

∣∣∣∣ ≤ c

q2
.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο a είναι άρρητος (αν ο a είναι ρητός, τότε το

πρόβλημα δεν έχει καμιά δυσκολία). ΄Εστω M > 0. Αφού a /∈ Q, υπάρχει Q > 1 ώστε

(3.2.10) tM := min{|aq − p| : q ≤M, q ∈ N, p ∈ Z} > 1

Q
.

Ορίζουμε

(3.2.11) K =

{
(x, y) ∈ R2 : |ax− y| ≤ 1

Q
, |x| ≤ Q

}
.

Το K είναι παραλληλόγραμμο, με εμβαδόν |K| = (2Q)(2/Q) = 4. Από το θεώρημα του

Minkowski, υπάρχει (q, p) ∈ K ∩ (Z2 \ {0}). ΄Εχουμε q 6= 0, γιατί αλλιώς θα είχαμε |p| ≤
1/Q < 1, δηλαδή p = 0. Επίσης, λόγω της συμμετρίας του K, μπορούμε να υποθέσουμε

ότι q > 0 (δηλαδή, q ∈ N). Αυτό σημαίνει ότι 0 < q ≤ Q και |aq − p| ≤ 1/Q, άρα

(3.2.12)

∣∣∣∣a− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qQ
≤ 1

q2
.
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Τέλος, από τον ορισμό του tM , έχουμε

(3.2.13) |aq − p| ≤ 1

Q
< tM ,

άρα q > M . 2

Το Θεώρημα 3.2.2 γενικεύεται ως εξής:

Θεώρημα 3.2.3. Υπάρχει σταθερά c > 0 με την ιδιότητα: αν a1, . . . , an ∈ R, υπάρχει

οσοδήποτε μεγάλος q ∈ N και υπάρχουν p1, . . . , pn ∈ Z, ώστε

(3.2.14)

∣∣∣∣ai − pi
q

∣∣∣∣ ≤ c

q1+ 1
n

.

Απόδειξη. ΄Εστω M > 0. Η απόδειξη είναι εντελώς ανάλογη με αυτήν του Θεωρήματος

3.2.2: μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι a1, . . . , an δεν είναι όλοι ρητοί. Το παραλληλεπίπεδο

στο οποίο εφαρμόζουμε το Θεώρημα του Minkowski, είναι το

(3.2.15) K =

{
(x, y1, . . . , yn) ∈ Rn+1 : |aix− yi| ≤

1

Q1/n
, |x| ≤ Q

}
,

όπου Q > 1 αρκετά μεγάλος ώστε να ικανοποιείται η

(3.2.16) tM := min

{
max
i≤n
|aiq − pi| : q ≤M, q ∈ N, pi ∈ Z

}
>

1

Q1/n
.

Οι λεπτομέρειες αφήνονται ως άσκηση. 2

3.2γʹ Γινόμενο γραμμικών μορφών

΄Εστω ξi(x1, . . . , xn) = ai1x1 + · · · + ainxn, i = 1, . . . , n, ομογενείς γραμμικές μορφές με

πραγματικούς συντελεστές aij και μη μηδενική ορίζουσα ∆. Παίρνοντας t1 = · · · = tn =
|∆|1/n στο Θεώρημα 3.2.1, βλέπουμε ότι υπάρχει (x1, . . . , xn) ∈ Zn \ {0} ώστε

(3.2.17)

n∏
i=1

|ξi(x1, . . . , xn)| ≤ |∆|.

Θα δώσουμε ένα καλύτερο άνω φράγμα για το γινόμενο των ξi:

Θεώρημα 3.2.4. Αν ξi και ∆ όπως παραπάνω, υπάρχει (x1, . . . , xn) ∈ Zn \ {0} ώστε

(3.2.18)

n∏
i=1

|ξi(x1, . . . , xn)| ≤ n!

nn
|∆|.
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Απόδειξη. Το χωρίο {x :
∏n
i=1 |ξi(x)| ≤ r}, r > 0, δεν είναι κυρτό, περιέχει όμως το

(3.2.19) Kr =

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

|ξi(x)| ≤ nr1/n

}
,

γιατί, από την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου, για κάθε x1, . . . , xn ∈ R έχουμε

(3.2.20)

n∏
i=1

|ξi(x)| ≤

(
1

n

n∑
i=1

|ξi(x)|

)n
.

Αν T είναι ο γραμμικός μετασχηματισμός που ορίζεται από τις ξi, τότε Kr = T−1(K1
r ),

όπου

(3.2.21) K1
r =

{
y :

n∑
i=1

|yi| ≤ nr1/n

}
.

΄Αρα,

(3.2.22) |Kr| =
|K1

r |
|detT |

=
2nnnr

n!|∆|
.

Ο όγκος του Kr θα είναι ίσος με 2n αν r = r0 = n!|∆|/nn, και τότε, το θεώρημα του

Minkowski μας εξασφαλίζει ότι υπάρχει x ∈ Kr0∩(Zn\{0}). Δηλαδή, υπάρχει x ∈ Zn\{0}
για το οποίο

(3.2.23)

n∏
i=1

|ξi(x)| ≤

(
1

n

n∑
i=1

|ξi(x)|

)n
≤ r0 =

n!

nn
|∆|.

3.2δʹ Τετραγωνικές μορφές

Θεώρημα 3.2.5. ΄Εστω A = (aij) συμμετρικός, θετικά ορισμένος n × n πίνακας. Θε-

ωρούμε την τετραγωνική μορφή

(3.2.24) T (x1, . . . , xn) = T (x) = 〈Ax, x〉.

Αν D = det(aij) είναι η διακρίνουσα της T , μπορούμε να βρούμε (u1, . . . , un) ∈ Zn \ {0}
ώστε

(3.2.25) T (u1, . . . , un) ≤ 4

π

(
Γ
(n

2
+ 1
)2

D

)1/n

.

Απόδειξη. Υπάρχει συμμετρικός, θετικά ορισμένος S ώστε S2 = A. Για κάθε r > 0
ορίζουμε

(3.2.26) Kr = {x ∈ Rn : T (x) ≤ r}.
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΄Εχουμε T (x) ≤ r αν και μόνο αν ‖Sx‖22 ≤ r. Δηλαδή, Kr =
√
rS−1(Bn2 ). Επομένως,

(3.2.27) |Kr| =
rn/2

det(S)
ωn =

rn/2√
D

πn/2

Γ(n2 + 1)
.

Επιλέγουμε r0 > 0 έτσι ώστε να έχουμε |Kr0 | = 2n. Τότε, από το Θεώρημα του Minkowski,
μπορούμε να βρούμε (u1, . . . , un) ∈ Kr0 ∩ (Zn \ {0}), δηλαδή,

(3.2.28) T (u1, . . . , un) ≤ r0 =
4

π

(
Γ
(n

2
+ 1
)2

D

)1/n

.

3.2εʹ Το θεώρημα του Lagrange

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Minkowski, θα αποδείξουμε το εξής θεώρημα του La-
grange:

Θεώρημα 3.2.6. Κάθε φυσικός αριθμός n γράφεται στη μορφή n = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4,

όπου x1, x2, x3, x4 ∈ Z.

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε ότι αρκεί να εξετάσουμε την περίπτωση που ο n είναι

ελεύθερος τετραγώνων, δηλαδή, n = p1 . . . pr, όπου pj διακεκριμένοι πρώτοι. Παρατηρήστε

ότι κάθε φυσικός αριθμός n γράφεται στη μορφή n = s2m, όπου ο m είναι ελεύθερος

τετραγώνων ήm = 1. Πράγματι, ο n αναλύεται στη μορφή n = pa11 · · · parr . Αν aj = 2tj+vj
με vj ∈ {0, 1}, αρκεί να θέσουμε s = pt11 · · · ptrr και m = pv11 · · · pvrr .

Αν ο ισχυρισμός του θεωρήματος αληθεύει για τους φυσικούς που είναι ελεύθεροι τε-

τραγώνων, και αν μας δοθεί τυχών φυσικός αριθμός n, γράφουμε τον n στη μορφή n = s2m
όπου ο m είναι ελεύθερος τετραγώνων και, γνωρίζοντας ότι μπορούμε να γράψουμε τον m
στη μορφή m = y2

1 + y2
2 + y2

3 + y2
4 όπου yi ∈ Z, παίρνουμε

n = (ly1)2 + (ly2)2 + (ly3)2 + (ly4)2.

Υποθέτουμε λοιπόν ότι n = p1 . . . pr, όπου pj διακεκριμένοι πρώτοι.

Λήμμα 3.2.7. ΄Εστω p πρώτος. Υπάρχουν ap, bp ∈ Z ώστε

(3.2.29) a2
p + b2p + 1 ≡ 0 (mod p).

Απόδειξη. Αν p = 2, παίρνουμε a2 = 1 και b2 = 0. Αν ο p είναι περιτός πρώτος, ελέγχουμε

ότι οι αριθμοί a2
, a = 0, 1, . . . , p−1

2 , είναι ανισοϋπόλοιποι mod p, και το ίδιο ισχύει για

τους −1 − b2, b = 0, 1, . . . , p−1
2 . Αφού το πλήθος των a και b είναι p + 1, υπάρχουν δύο

από αυτούς που ανήκουν στην ίδια κλάση mod p. Αυτό σημαίνει υποχρεωτικά ότι υπάρχουν

0 ≤ ap, bp ≤ p−1
2 με την ιδιότητα

(3.2.30) a2
p ≡ −1− b2p (mod p),

δηλαδή, a2
p + b2p + 1 ≡ 0 (mod p). 2
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Λήμμα 3.2.8. ΄Εστω n = p1 . . . pr, όπου pj διακεκριμένοι πρώτοι. Υπάρχουν a, b ∈ Z
ώστε

(3.2.31) a2 + b2 + 1 ≡ 0 (mod n).

Απόδειξη. Από το προηγούμενο λήμμα, για κάθε j = 1, . . . , r υπάρχουν aj , bj ∈ Z ώστε

(3.2.31) a2
j + b2j + 1 ≡ (mod pj).

Από το Κινέζικο Θεώρημα Υπολοίπων, τα συστήματα

x ≡ aj (mod pj), j = 1, . . . , r

και

x ≡ bj (mod pj), j = 1, . . . , r

έχουν λύσεις a και b αντίστοιχα. Τότε,

(3.2.32) a2 + b2 + 1 ≡ a2
j + b2j + 1 ≡ (mod pj)

για κάθε j = 1, . . . , r. Αφού οι pj είναι διακεκριμένοι πρώτοι, έπεται ότι a2 + b2 + 1 ≡
0 (mod n). 2

Συνέχεια της απόδειξης του θεωρήματος. Θα λέμε πλέγμα κάθε σύνολο της μορφής

Λ = T (Zn), όπου T ∈ GL(n) (ο T είναι αντιστρέψιμος γραμμικός μετασχηματισμός του

Rn). Αν για κάποιο πλέγμα Λ = T (Zn) και κάποιο συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn
ισχύει

(3.2.33) |K| ≥ 2n|detT |,

τότε υπάρχει v 6= 0 ώστε v ∈ K ∩ Λ. Πράγματι, αν θεωρήσουμε το συμμετρικό κυρτό

σώμα K1 = T−1(K), τότε |K1| = |K|/|detT | ≥ 2n. Από το θεώρημα του Minkowski
υπάρχει u 6= 0 ώστε u ∈ K1 ∩ Zn. Θέτοντας v = T (u) έχουμε v 6= 0, v ∈ T (K1) = K και

v ∈ T (Zn) = Λ.

Από το Λήμμα 3.2.8 υπάρχουν a, b ∈ Z ώστε n | (a2 + b2 + 1). Θεωρούμε τον γραμμικό

μετασχηματισμό T : R4 → R4
που ορίζεται από τις

T (e1) = (1, 0, a,−b), T (e2) = (0, 1, b, a), T (e3) = (0, 0, n, 0), T (e4) = (0, 0, 0, n).

Ο T είναι αντιστρέψιμος και |detT | = n2
. Αν u = (u1, u2, u3, u4) ∈ Zn τότε

(3.2.34) T (u) = (u1, u2, au1 + bu2 + nu3,−bu1 + au2 + nu4).

Θεωρούμε το πλέγμα Λ = T (Zn) και τη μπάλα B = {x : x2
1 +x2

2 +x2
3 +x2

4 < 2n}. Ο όγκος

της είναι ίσος με

(3.2.35) |B| = 2n2π2 > 16n2 = 24|detT |.
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Από το θεώρημα του Minkowski, υπάρχει (x1, x2, x3, x4) ∈ Λ \ {0} ώστε

(3.2.36) 0 < x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 < 2n.

Δηλαδή, υπάρχει u ∈ Zn \ {0} ώστε

(3.2.37) 0 < u2
1 + u2

2 + (au1 + bu2 + nu3)2 + (−bu1 + au2 + nu4)2 < 2n.

΄Ομως, αν θέσουμε U = u2
1 + u2

2 + (au1 + bu2 + nu3)2 + (−bu1 + au2 + nu4)2
, έχουμε

U ≡ u2
1 + u2

2 + (au1 + bu2)2 + (−bu1 + au2)2 (mod n)

≡ u2
1 + u2

2 + (a2 + b2)(u2
1 + u2

2) (mod n)

≡ (a2 + b2 + 1)(u2
1 + u2

2) (mod n)

≡ 0 (mod n)

΄Αρα, n | U . Από την (3.2.37) συμπεραίνουμε ότι n = U = u2
1 + u2

2 + (au1 + bu2 + nu3)2 +
(−bu1 + au2 + nu4)2

. 2

3.3 Akèraia shmeÐa se elleiyoeid 

΄Ενα συμμετρικό κυρτό σώμα E στον Rn λέγεται ελλειψοειδές αν υπάρχει αντιστρέψιμος

γραμμικός μετασχηματισμός T (T ∈ GL(n)) ώστε E = T (Bn2 ).
Συμβολίζουμε με En την κλάση όλων των ελλειψοειδών του Rn που δεν περιέχουν στο

εσωτερικό τους κανένα σημείο του Zn\{0}. Το πρόβλημα που θα μάς απασχολήσει σε αυτή

την Παράγραφο είναι να δοθούν εκτιμήσεις για την ποσότητα

(3.3.1) αn = sup{|E| : E ∈ En}.

3.3αʹ Η μέθοδος του Blichfeldt

Ο Blichfeldt έδωσε το ακόλουθο άνω φράγμα για την αn.

Θεώρημα 3.3.1. Για κάθε n ∈ N, ισχύει η ανισότητα

(3.3.2) αn ≤
n+ 2

2
2n/2.

Για την απόδειξη της ανισότητας κάνουμε πρώτα την εξής αναγωγή. Θέλουμε να δείξουμε

ότι:

Για κάθε ελλειψοειδές E με όγκο |E| > n+2
2 2n/2 ισχύει E ∩ (Zn \ {0}) 6= ∅.

Ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι:

Για κάθε πλέγμα Λ = T (Zn) στον Rn με |Bn2 | > n+2
2 |detT | ισχύει Bn2 ∩ (Λ \

{0}) 6= ∅.
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Η απόδειξη της ισοδυναμίας των δύο προτάσεων αφήνεται ως άσκηση.

Θεωρούμε λοιπόν ένα πλέγμα Λ = T (Zn) στον Rn το οποίο ικανοποιεί την

(3.3.3) |Bn2 | >
n+ 2

2
|detT |.

Αν vi = T (ei), i = 1, . . . , n, θεωρούμε το παραλληλεπίπεδο

(3.3.4) Q =

{
n∑
i=1

tivi : 0 ≤ ti < 1

}
.

Παρατηρήστε ότι Q = T (P ), όπου P = {x : 0 ≤ xi < 1, i = 1, . . . n} είναι το θεμελιώδες

παραλληλεπίπεδο του Zn. Συνεπώς,

(3.3.5) |Q| = |T (P )| = |detT | |P | = |detT |.

Για κάθε ολοκληρώσιμη συνάρτηση f : Rn → R μπορούμε να γράψουμε∫
Rn
f(x) dx =

∑
u∈Λ

∫
u+Q

f(x) dx =
∑
u∈Λ

∫
Q

f(u+ y) dy

=

∫
Q

(∑
u∈Λ

f(u+ y)

)
dy.

Αν λοιπόν η f ικανοποιεί την

(3.3.6)

∫
Rn
f(x) dx > |Q|,

τότε

(3.3.7)
1

|Q|

∫
Q

(∑
u∈Λ

f(u+ y)

)
dy > 1,

και αυτό σημαίνει ότι υπάρχει y ∈ Rn ώστε

(3.3.8)
∑
u∈Λ

f(u+ y) > 1.

Λήμμα 3.3.2. Η συνάρτηση

f(x) =

{
1− 2‖x‖22 , 0 ≤ ‖x‖2 < 1√

2

0 , ‖x‖2 ≥ 1√
2

ικανοποιεί την ∫
Rn
f(x) dx > |Q|.
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Απόδειξη. Θέτοντας r = 1√
2
έχουμε∫

Rn
f(x) dx =

∫
rBn2

(
1− ‖x‖

2
2

r2

)
dx

= |rBn2 | −
1

r2

∫
rBn2

∫ ‖x‖2
0

2t dt dx

= |rBn2 | −
1

r2

∫ r

0

2t

∫
t≤‖x‖2≤r

dx dt

= |rBn2 | −
1

r2

∫ r

0

2t (|rBn2 | − |tBn2 |) dt

= |rBn2 | − |rBn2 |
1

r2

∫ r

0

2t

(
1− tn

rn

)
dt

= |rBn2 | − |rBn2 |
1

r2

∫ r

0

(
2t− 2tn+1

rn

)
dt

= |rBn2 | − |rBn2 |
(

1− 2

n+ 2

)
=

2

n+ 2
|rBn2 |

=
2

n+ 2

1

2n/2
|Bn2 |

> |detT | = |Q|,

όπου στο τέλος αντικαταστήσαμε r = 1/
√

2 και χρησιμοποιήσαμε την υπόθεση ότι |Bn2 | >
n+2

2 |detT | που κάναμε για το Λ στην (3.3.3). 2

Τώρα, μπορούμε να εφαρμόσουμε την (3.3.8) για τη συγκεκριμένη συνάρτηση f : υπάρχει

y ∈ Rn ώστε

(3.3.9)
∑

u∈Λ∩B(−y,1/
√

2)

(1− 2‖u+ y‖22 > 1.

Το σύνολο U των u ∈ Λ που ικανοποιούν την ‖u + y‖2 < 1/
√

2 είναι πεπερασμένο.

Μπορούμε λοιπόν να γράψουμε U = {u1, . . . , um} και τότε η (3.3.9) παίρνει τη μορφή

m∑
i=1

(1− 2‖ui + y‖22) > 1,

δηλαδή

(3.3.10)

m∑
i=1

‖ui + y‖22 <
m− 1

2
.

Ο Blichfeldt ολοκλήρωνε την απόδειξη του θεωρήματος μέσω της ακόλουθης ανισότητας:
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Λήμμα 3.3.3. Αν y, u1, . . . , um ∈ Rn, τότε

(3.3.11)

m∑
i=1

m∑
j=1

‖ui − uj‖22 ≤ 2m

m∑
i=1

‖ui + y‖22.

Απόδειξη. Παρατηρούμε πρώτα ότι αρκεί να αποδείξουμε την ανισότητα στην περίπτωση

y = 0:

(3.3.12)

m∑
i=1

m∑
j=1

‖ui − uj‖22 ≤ 2m

m∑
i=1

‖ui‖22.

Κατόπιν εφαρμόζουμε αυτή την ειδική περίπτωση για τα u1 + y, . . . , um + y.

Για την απόδειξη της (3.3.12), γράφουμε

m∑
i=1

m∑
j=1

‖ui − uj‖22 =

m∑
i=1

m∑
j=1

(
‖ui‖22 − 2〈ui, uj〉+ ‖uj‖22

)
= 2m

m∑
i=1

‖ui‖22 − 2
〈 m∑
i=1

ui,

m∑
j=1

uj

〉

= 2m

m∑
i=1

‖ui‖22 − 2

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ui

∥∥∥∥∥
2

2

≤ 2m

m∑
i=1

‖ui‖22. 2

Επιστρέφουμε στην (3.3.10): χρησιμοποιώντας το Λήμμα 3.3.3 παίρνουμε

(3.3.13)

m∑
i,j=1

‖ui − uj‖22 ≤ 2m

m∑
i=1

‖ui + y‖22 < 2m
m− 1

2
= m(m− 1).

΄Ομως, το πλήθος των μη μηδενικών όρων ‖ui − uj‖22 (με i 6= j) στο αριστερό μέλος της

(3.3.13) είναι ίσο με m(m− 1). Συνεπώς, υπάρχουν i 6= j ώστε ‖ui − uj‖22 < 1. Δηλαδή,

το v = ui − uj ανήκει στο Λ, είναι μη μηδενικό, και

‖v‖2 = ‖ui − uj‖2 < 1.

Αυτό σημαίνει ότι v ∈ Bn2 ∩ (Λ \ {0}). Δηλαδή, δείξαμε ότι για κάθε πλέγμα Λ = T (Zn)
στον Rn με |Bn2 | > n+2

2 |detT | ισχύει Bn2 ∩ (Λ \ {0}) 6= ∅. 2
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3.3βʹ Ελλειψοειδή χωρίς ακέραια σημεία

Σε αυτή την παράγραφο εξετάζουμε το αντίστροφο πρόβλημα: να βρεθεί ελλειψοειδές με

όσο γίνεται μεγαλύτερο όγκο, το οποίο δεν περιέχει ακέραια σημεία στο εσωτερικό του.

Το καλύτερο γνωστό αποτέλεσμα οφείλεται στον K. Ball και χρησιμοποιεί το Λήμμα του

Bang:

Λήμμα 3.3.4. ΄Εστω x1, . . . , xm μοναδιαία διανύσματα στον Rn, και w1, . . . , wm θε-

τικοί πραγματικοί αριθμοί. Υπάρχει επιλογή προσήμων ε1, . . . , εm ∈ {−1, 1} ώστε το

u =
∑m
i=1 εiwixi να ικανοποιεί τις

(3.3.14) |〈u, xi〉| ≥ wi, i = 1, . . . ,m.

Απόδειξη. Για κάθε ε = (ε1, . . . , εm) ∈ {−1, 1}m, θέτουμε u(ε) =
∑m
i=1 εiwixi. Επιλέ-

γουμε εκείνο το u = u(ε∗) που έχει το μεγαλύτερο μήκος (αν υπάρχουν περισσότερα από

ένα τέτοια u(ε), επιλέγουμε οποιοδήποτε από αυτά).

Για κάθε j = 1, . . . ,m, ορίζουμε

(3.3.15) uj = u(ε∗)− 2ε∗jwjxj .

Κάθε uj είναι της μορφής u(ε), με εi = ε∗i αν i 6= j, και εj = −ε∗j . ΄Αρα,

‖u(ε∗)‖22 ≥ ‖uj‖22 = ‖u(ε∗)− 2ε∗jwjxj‖22
= ‖u(ε∗)‖22 − 4wjε

∗
j 〈u(ε∗), xj〉+ 4w2

j‖xj‖22.

΄Επεται ότι

(3.3.16) |〈u(ε∗), xj〉| ≥ ε∗j 〈u(ε∗), xj〉 ≥
4w2

j‖xj‖22
4wj

= wj ,

για κάθε j = 1, . . . ,m. 2

Η ακριβής διατύπωση του θεωρήματος του Ball είναι η εξής:

Θεώρημα 3.3.5. Για κάθε ε > 0 υπάρχει ελλειψοειδές E στον Rn που δεν περιέχει

σημεία του Zn\{0}, και έχει όγκο

(3.3.17) |E| > 2(n− 1)− ε.

Απόδειξη. Θεωρούμε την κλάση όλων των ελλειψοειδών της μορφής

(3.3.18) ER = {x ∈ Rn : 〈u, x〉2 + ‖x‖22 < R2}, u ∈ Rn, R > 0.

Για κάθε R > 0, προσπαθούμε αρχικά να βρούμε u = uR ∈ Rn, ώστε το ER να μην περιέχει

ακέραια σημεία εκτός από το 0. Δηλαδή, ζητάμε για κάθε z ∈ Zn \ {0} να ισχύει

(3.3.19) 〈u, z〉2 + ‖z‖22 ≥ R2.
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Η ανισότητα αυτή ικανοποιείται προφανώς αν ‖z‖2 ≥ R. Περιοριζόμαστε λοιπόν στα 0 <
‖z‖2 < R, και ζητάμε

(3.3.20)

∣∣∣∣〈u, z

‖z‖2

〉∣∣∣∣ ≥
√

R2

‖z‖22
− 1.

Θέτουμε wz =
√

(R/‖z‖2)2 − 1, κρατάμε ένα μόνο z̃ από τα ±z για κάθε 0 < ‖z‖2 < R,

και εφαρμόζουμε το Λήμμα του Bang: υπάρχουν εz̃ ∈ {−1, 1}, ώστε

(3.3.21)

∣∣∣∣∣〈∑
z̃

εz̃wz̃
z̃

‖z̃‖2
,
z̃

‖z̃‖2

〉∣∣∣∣∣ ≥ wz̃, 0 < ‖z‖2 < R.

Ισοδύναμα, υπάρχουν εz ∈ {−1, 1} ώστε το διάνυσμα

(3.3.22) u = u(R) =
1

2

∑
0<‖z‖2<R

εzwz
z

‖z‖2

να ικανοποιεί τις

(3.3.23)

∣∣∣∣〈u, z

‖z‖2

〉∣∣∣∣ ≥ wz, 0 < ‖z‖2 < R.

Γι’ αυτήν την επιλογή του u έχουμε εξασφαλίσει ότι ER ∩ Zn = {0}. Για τον υπολογισμό

του όγκου του ER, χρειαζόμαστε μια εκτίμηση για το μήκος του u. Για το σκοπό αυτό,

θεωρούμε το μοναδιαίο διάνυσμα θ στη διεύθυνση του u. Αν K(R) είναι το μήκος του u,
έχουμε

K(R) = ‖u‖2 = 〈u, θ〉 =
1

2

∑
0<‖z‖2<R

εz
〈z, θ〉
‖z‖2

wz

≤ 1

2

∑
0<‖z‖2<R

|〈z, θ〉|
‖z‖2

√
R2

‖z‖22
− 1 =: K̃(R).

Θέτουμε v = z/R. Τότε,

(3.3.24) K̃(R) =
1

2

∑
v∈ 1

RZn∩Bn2 \{0}

|〈v, θ〉|
‖v‖2

√
1

‖v‖22
− 1.

Καθώς το R→∞, το παραπάνω άθροισμα (πολλαπλασιασμένο επί R−n) είναι ένα άθροισμα

Riemann για το

(3.3.25)
1

2

∫
Bn2

|〈v, θ〉|
‖v‖2

√
1

‖v‖22
− 1 dv.
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Δηλαδή,

(3.3.26) lim
R→∞

K̃(R)

ωnRn
=

1

2ωn

∫
Bn2

|〈v, θ〉|
‖v‖2

√
1

‖v‖22
− 1 dv.

Για τον υπολογισμό του τελευταίου ολοκληρώματος, παίρνουμε πολικές συντεταγμένες:

lim
R→∞

K̃(R)

ωnRn
=

nωn
2ωn

∫
Sn−1

∫ 1

0

|〈φ, θ〉|ρn−1

√
1

ρ2
− 1dρσ(dφ)

=
n

2

∫
Sn−1

|〈φ, θ〉|σ(dφ) ·
∫ 1

0

ρn−2
√

1− ρ2dρ.

Παρατηρούμε ότι το πρώτο ολοκλήρωμα είναι ανεξάρτητο του θ ∈ Sn−1
. Μπορούμε λοιπόν

να υποθέσουμε ότι θ = e1. Γράφουμε

(3.3.27)

∫
Bn2

|z1|dz = nωn

∫
Sn−1

|〈φ, e1〉|σ(dφ) ·
∫ 1

0

ρndρ =
nωn
n+ 1

∫
Sn−1

|〈φ, e1〉|σ(dφ),

και

(3.3.28)

∫
Bn2

|z1|dz = 2

∫ 1

0

ωn−1t(1− t2)(n−1)/2dt,

οπότε, ∫
Sn−1

|〈φ, θ〉|σ(dφ) =
2ωn−1

∫ 1

0
t(1− t2)(n−1)/2dt

(nωn)/(n+ 1)

=
2(n+ 1)ωn−1

nωn

[
− 1

n+ 1
(1− t2)(n+1)/2

]1

0

=
2ωn−1

nωn
.

Τέλος, ∫ 1

0

ρn−2
√

1− ρ2dρ =
1

2

∫ 1

0

t
n−1
2 −1(1− t) 3

2−1dt =
Γ((n− 1)/2)Γ(3/2)

2Γ((n+ 2)/2)
.

Παίρνοντας υπ’ όψιν μας την ωk = πk/2/Γ((k/2) + 1), καταλήγουμε στην

lim
R→∞

K̃(R)

ωnRn
=

2ωn−1

nωn

Γ(n−1
2 )
√
π

2

Γ(n2 )

=
2

n

π(n−1)/2Γ(n2 + 1)

πn/2Γ(n−1
2 + 1)

Γ(n−1
2 )
√
π

2

2Γ(n2 )

=
1

2(n− 1)
.
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Αυτό σημαίνει ότι, για μεγάλα R,

(3.3.29)
ωnR

n

K̃(R)
> 2(n− 1)− ε

2
.

Παρατηρούμε επίσης ότι lim K̃(R) = +∞, αλλιώς θα είχαμε

(3.3.30) lim
R→∞

K̃(R)

ωnRn
= 0.

Από την άλλη πλευρά, ο όγκος του ER είναι ίσος με τον όγκο του

(3.3.31) E′R = {x ∈ Rn : 〈K(R)e1, x〉2 + ‖x‖22 < R2},

ο οποίος υπολογίζεται εύκολα: το E′R έχει (n − 1) ημιάξονες ίσους με R, και έναν ίσο με

R/
√

1 +K2(R). ΄Αρα,

(3.3.32) |ER| =
ωnR

n√
1 +K2(R)

≥ ωnR
n√

1 + K̃2(R)
,

το οποίο για μεγάλα R είναι μεγαλύτερο από

(3.3.33)
ωnR

n

K̃(R)
− ε

2
> 2(n− 1)− ε.

΄Ετσι, έχουμε αποδείξει ότι υπάρχουν ελλειψοειδή χωρίς μη τετριμμένα ακέραια σημεία, τα

οποία έχουν όγκο οσοδήποτε κοντά στο 2(n− 1). 2

΄Αμεση συνέπεια είναι το ακόλουθο κάτω φράγμα για την αn:

Θεώρημα 3.3.6. Για κάθε n ∈ N, αn ≥ 2(n− 1). 2

Σημείωση. Στην κατεύθυνση του Θεωρήματος του Blichfeldt, το καλύτερο γνωστό απο-

τέλεσμα είναι αυτό των Kabatjanskii και Levenstein [KL]:

(3.3.34) αn ≤ (1.32)n ' 2[0.401+on(1)]n.

3.4 Par�rthma: efarmogèc thc an�lushc Fourier sthn kur-
t  gewmetrÐa

3.4αʹ Η απόδειξη του Siegel για το πρώτο θεώρημα του Minkowski

Ο Siegel απέδειξε έναν γενικό τύπο από τον οποίο προκύπτει ως πόρισμα το πρώτο θεώρημα

του Minkowski. Η απόδειξη αυτού του τύπου χρησιμοποιεί την ταυτότητα του Parseval. Η

ιδέα είναι η εξής:
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΄Εστω K ανοικτό συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn, χ η χαρακτηριστική συνάρτηση του

K/2, και

(3.4.1) φ(x) =
∑
u∈Zn

χ(u+ x).

Τότε, η φ(x1, . . . , xn) είναι περιοδική ως προς κάθε μεταβλητή, με περίοδο 1. Αν P =
{x : 0 ≤ xi < 1, i = 1, . . . , n} είναι το σύνηθες θεμελιώδες παραλληλεπίπεδο του Zn, η

ταυτότητα του Parseval μας δίνει

(3.4.2)

∫
P

φ2(x)dx =
∑
u∈Zn

|α(u)|2,

όπου

α(u) =

∫
P

φ(x)e−2πi〈u,x〉dx =
∑
u∈Zn

∫
P

χ(u+ x)e−2πi〈u,x〉dx

=

∫
Rn
χ(x)e−2πi〈u,x〉dx,

είναι οι συντελεστές Fourier της φ.

Θεώρημα 3.4.1. ΄Εστω K ανοικτό συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn που δεν περιέχει

μη μηδενικό ακέραιο σημείο. Αν ορίσουμε φ και α όπως παραπάνω, τότε

(3.4.3) 2n = |K|+ 4n

|K|
∑

u∈Zn\{0}

|α(u)|2.

Απόδειξη. Αφού K ∩ Zn = {0}, τα σύνολα u+ 1
2K, u ∈ Zn, είναι ξένα, επομένως

(3.4.4) u 6= u′ =⇒ χ(x+ u)χ(x+ u′) = 0.

΄Επεται ότι φ2 = φ στον Rn, άρα

(3.4.5) α(0) =

∫
P

φ(x)dx =

∫
P

φ2(x)dx = |α(0)|2 +
∑

u∈Zn\{0}

|α(u)|2.

΄Ομως,

(3.4.6) α(0) =

∫
Rn
χ(x)dx =

|K|
2n

,

άρα

(3.4.7)
|K|
2n

=
|K|2

4n
+

∑
u∈Zn\{0}

|α(u)|2,

και το ζητούμενο προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε τα δύο μέλη της τελευταίας ισότητας με

4n/|K|. 2
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Πόρισμα 3.4.2. ΄Εστω K ανοικτό συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Αν K∩Zn = {0},
τότε |K| ≤ 2n. 2

3.4βʹ Η απόδειξη του Hurwitz για την ισοπεριμετρική ανισότητα στο

επίπεδο

Qrhsimopoi¸ntac mejìdouc an�lushc Fourier, o Hurwitz apèdeixe thn akìloujh isoperimetrik 
anisìthta:

Je¸rhma 3.4.3. Estw K qwrÐo sto epÐpedo tou opoÐou to sÔnoro eÐnai mi� apl  kleist  kai

leÐa kampÔlh. Tìte,

4πA(K) ≤ P 2(K),

ìpou A(K) eÐnai to embadìn tou K kai P (K) eÐnai h perÐmetroc tou K. Isìthta isqÔei mìno an

to K eÐnai dÐskoc.

Arqikèc parathr seic. Upojètoume ìti to qwrÐo K èqei san sÔnorì tou mia leÐa apl  kleist 
kampÔlh γ : [a, b] → R2. Me autì ennooÔme ìti an γ(t) = (x(t), y(t)), tìte oi x′ kai y′ eÐnai
suneqeÐc kai epiplèon (x′(t), y′(t)) 6= (0, 0) gi� k�je t, to opoÐo exasfalÐzei ìti h kampÔlh èqei
se k�je shmeÐo efaptìmeno di�nusma to opoÐo metab�lletai me suneq  trìpo.

To m koc thc kampÔlhc γ dÐnetai apì thn

(3.4.8) P =

∫ b

a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt.

Ja orÐsoume pr¸ta mia nèa parametrikopoÐhsh thc kampÔlhc γ: JewroÔme thn apeikìnish s :
[a, b]→ [0, P ] me

(3.4.9) s(t) =

∫ t

a

√
[x′(u)]2 + [y′(u)]2du.

H s eÐnai suneq c kai gnhsÐwc aÔxousa sun�rthsh tou t, sunep¸c orÐzetai h antÐstrof  thc
s−1 sto [0, P ] kai mporoÔme na jewr soume thn kampÔlh γ1 : [0, P ] → R2 me γ1(s) = γ(t) ìpou
s = s(t). Tìte, an x1(s) = x(t) kai y1(s) = y(t) èqoume

(3.4.10)
dx1

ds
=
dx

dt

dt

ds
=

x′(t)√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2

kai

(3.4.11)
dy1

ds
=
dy

dt

dt

ds
=

y′(t)√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2

.

Apì tic parap�nw sqèseic blèpoume ìti h γ1 èqei thn idiìthta

(dx1/ds)
2 + (dy1/ds)

2 = 1

gi� k�je t. Eqoume dhlad  parametrikopoi sei thn kampÔlh wc proc m koc tìxou.
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To embadìn tou qwrÐou K upologÐzetai me th bo jeia tou jewr matoc tou Green: JewroÔme
tic sunart seic Q(x, y) = x kai P (x, y) = −y. An me γ1 sumbolÐsoume kai thn eikìna thc
kampÔlhc γ1 (to sÔnoro dhlad  tou K), tìte

(3.4.12)

∫
γ1

Pdx+Qdy =

∫
K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

kai gia tic sugkekrimènec P kai Q paÐrnoume

(3.4.13) A(K) =
1

2

∫
γ1

xdy − ydx.

'Epetai ìti

(3.4.14) A(K) =
1

2

∫ P

0

[x1(s)y′1(s)− y1(s)x′1(s)]ds

kai me olokl rwsh kat� par�gontec paÐrnoume

(3.4.15) A(K) =

∫ P

0

x1(s)y′1(s)ds.

Ja k�noume akìma mia allag  metablht c: jètoume 2πs = Pθ, opìte θ ∈ [0, 2π] kai an γ2(θ) =
γ1(s) = (x2(θ), y2(θ)), èqoume

(3.4.16) [x′2(θ)]2 + [y′2(θ)]2 =
P 2

4π2

gia k�je θ, kai

(3.4.17) A(K) =

∫ 2π

0

x2(θ)y′2(θ)dθ.

Apìdeixh tou jewr matoc. MporoÔme na upojèsoume ìti to sÔnoro tou K eÐnai h eikìna miac
kampÔlhc γ2 : [0, 2π]→ R2 h opoÐa ikanopoieÐ tic (3.9) kai (3.10).

Oi sunart seic x2(θ) kai y2(θ) eÐnai suneqeÐc �ra èqoun seirèc Fourier, kai epeid  eÐnai kai
paragwgÐsimec oi seirèc Fourier touc sugklÐnoun se autèc:

(3.4.18) x2(θ) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kθ + bk sin kθ)

kai

(3.4.19) y2(θ) =
c0
2

+

∞∑
k=1

(ck cos kθ + dk sin kθ) .

Epeid  oi x′2 kai y′2 eÐnai suneqeÐc, èqoun seirèc Fourier

(3.4.20) x′2(θ) ∼
∞∑
k=1

(kbk cos kθ − kak sin kθ)
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kai

(3.4.21) y′2(θ) ∼
∞∑
k=1

(kdk cos kθ − kck sin kθ) .

H tautìthta tou Parseval mac dÐnei

(3.4.22)

∫ 2π

0

[x′2(θ)]2dθ = π

∞∑
k=1

k2(a2
k + b2k)

kai

(3.4.23)

∫ 2π

0

[y′2(θ)]2dθ = π

∞∑
k=1

k2(c2k + d2
k).

Sundu�zontac me thn (3.9) paÐrnoume

(3.4.24) P 2(K) = 2π2
∞∑
k=1

k2(a2
k + b2k + c2k + d2

k).

Apì thn �llh pleur�, h (3.10) mac dÐnei

(3.4.25) A(K) =

∫ 2π

0

x2(θ)y′2(θ)dθ = π

∞∑
k=1

k(akdk − bkck).

Afair¸ntac paÐrnoume:

(3.4.26) P 2 − 4πA = 2π2
∞∑
k=1

(
k2(a2

k + b2k + c2k + d2
k)− 2k(akdk − bkck)

)

= 2π2
∞∑
k=1

k[(ak − dk)2 + (bk + ck)2] + 2π2
∞∑
k=2

(k2 − k)
(
a2
k + b2k + c2k + d2

k

)
≥ 0.

H anisìthta loipìn isqÔei kai mènei na exet�soume pìte mporeÐ na isqÔei isìthta. Apì thn
(3.4.26) eÐnai fanerì ìti gi� k ≥ 2 prèpei na èqoume ak = bk = ck = dk = 0 (afoÔ k2 − k > 0 an
k ≥ 2). Epiplèon, to pr¸to apì ta dÔo ajroÐsmata prèpei na mhdenÐzetai ki autì, �ra a1 = d1

kai b1 = −c1. Dhlad ,

x2(θ) =
a0

2
+ a1 cos θ + b1 sin θ

kai

y2(θ) =
c0
2
− b1 cos θ + a1 sin θ.

'Enac aplìc upologismìc deÐqnei ìti

(3.4.27)
(
x2(θ)− a0

2

)2

+
(
y2(θ)− c0

2

)2

= a2
1 + b21,

dhlad  h kampÔlh γ2 perigr�fei kÔklo, kai to K eÐnai dÐskoc. 2
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3.5 Ask seic

1. 'Estw K kurtì s¸ma ston Rn. Gia k�je r ∈ N, jewroÔme to plègma (1/r)Zn. SumbolÐzoume
me Nr ton plhj�rijmo tou sunìlou K ∩ (1/r)Zn. DeÐxte ìti

lim
r→∞

|K|
Nr(1/r)n

= 1.

2. (Mordell) 'Estw m ∈ N kai èstw K èna kurtì s¸ma ston Rn me |K| > m. Tìte, up�rqei
z ∈ Rn ¸ste to K + z na perièqei toul�qiston m+ 1 diakekrimèna akèraia shmeÐa.

3. (van der Corput) 'Estw m ∈ N, kai K èna anoiktì kai fragmèno, summetrikì wc proc to 0,
kurtì uposÔnolo tou Rn, me ìgko |K| > 2nm. Tìte, to K perièqei toul�qiston m zeug�ria
akeraÐwn shmeÐwn ±uj 6= 0.

Upìdeixh. Qrhsimopoi ste to L mma tou Mordell.

4. (Mahler) 'Estw K kurtì s¸ma ston Rn, to opoÐo perièqei to 0 sto eswterikì tou. O
suntelest c asummetrÐac tou K wc proc to 0 eÐnai o mikrìteroc σ = σ(K) > 0 gia ton opoÐo

x ∈ K =⇒ −x ∈ σK.

DeÐxte ìti: an |K| > (1 + σ(K))n, tìte K ∩ (Zn \ {0}) 6= ∅.

5. ApodeÐxte leptomer¸c to Je¸rhma 3.2.3.

6. DeÐxte ìti oi parak�tw prot�seic eÐnai isodÔnamec:

(i) Gia k�je elleiyoeidèc E me ìgko |E| > n+2
2

2n/2 isqÔei E ∩ (Zn \ {0}) 6= ∅
(ii) Gia k�je plègma Λ = T (Zn) ston Rn (ìpou T ∈ GL(n)) me |Bn2 | > n+2

2
|detT | isqÔei

Bn2 ∩ (Λ \ {0}) 6= ∅.

7* (Pick) 'Estw K kurtì polÔgwno me korufèc shmeÐa tou Z2. DeÐxte ìti to pl joc twn
shmeÐwn tou K ∩ Z2 eÐnai Ðso me

A(K) +
|Z2 ∩ bd(K)|

2
+ 1,

ìpou A(K) to embadìn tou K kai bd(K) to sÔnoro tou K.

'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn. 'Ena plègma Λ = T (Zn), ìpou T ∈ GL(n), lègetai
gia to K, an to mìno shmeÐo tou Λ pou an kei sto eswterikì tou K eÐnai to 0.

An Λ = T (Zn) ìpou T ∈ GL(n), orÐzoume det Λ = | detT |. H ∆(K) touK eÐnai to inf(det Λ),
ìpou to infimum paÐrnetai p�nw apì ìla ta plègmata Λ pou eÐnai apodekt� gia to K.

8. DeÐxte ìti:

(i) An K ⊆W , tìte ∆(K) ≤ ∆(W ).

(ii) Gia k�je t > 0, ∆(tK) = tn∆(K).
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(iii) An T ∈ GL(n), tìte ∆(T (K)) = |detT |∆(K).

9. DeÐxte ìti, gia k�je summetrikì kurtì s¸ma K ston Rn isqÔei

∆(K) ≥ 2−n|K|.

10. SumbolÐzoume me En thn kl�sh ìlwn twn elleiyoeid¸n tou Rn pou den perièqoun sto
eswterikì touc kanèna shmeÐo tou Zn\{0} kai orÐzoume

αn = sup{|E| : E ∈ En}.

DeÐxte ìti
∆(Bn2 )αn = ωn.

Mia oikogèneia P = {xi+rBn2 : i ∈ I} apì mp�lec aktÐnac r > 0, lègetai packing an oi xi+rB
n
2

èqoun xèna eswterik�. OrÐzoume �nw kai k�tw tou P wc ex c: gia k�je R > 0, jewroÔme thn

RBn2 , kai tic xi + rBn2 oi opoÐec tèmnoun thn RBn2 . An N(R) eÐnai to pl joc twn stoiqeÐwn tou

{i ∈ I : (xi + rBn2 ) ∩ (RBn2 ) 6= ∅}, orÐzoume

δ(P ) = lim sup
R→∞

N(R)ωnr
n

ωnRn

kai

δ(P ) = lim inf
R→∞

N(R)ωnr
n

ωnRn
.

Oi arijmoÐ δ(P ) kai δ(P ) eÐnai h �nw kai k�tw puknìthta tou P , antÐstoiqa. An δ(P ) = δ(P ),
tìte aut  h koin  tim  eÐnai h puknìthta δ(P ) tou P .

'Estw Λ èna plègma ston Rn. 'Ena packingΛ eÐnai èna packing thc morf c

P = {x+ rBn2 : x ∈ Λ}.

11. 'Estw P = {x+ rBn2 : x ∈ Λ} èna packing me kèntra sto plègma Λ. DeÐxte ìti

δ(P ) =
ωnr

n

det Λ
.

12. OrÐzoume δn to supremum twn δ(P ), ìpou P packing me mp�lec aktÐnac 1 kai kèntra se
k�poio plègma Λ tou Rn. DeÐxte ìti αn = 2nδn.



Kef�laio 4

UperepÐpeda st rixhc kai
diaqwristik� jewr mata

4.1 Afinik  j kh kai afinik  di�stash

Ορισμός 4.1.1 (αφινικός συνδυασμός). ΄Εστω x0, x1, . . . , xk ∈ Rn. Το x ∈ Rn λέγεται

αφινικός συνδυασμός των x0, x1, . . . , xk αν

(4.1.1) x = t0x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk

για κάποιους ti ∈ R με t0 + t1 + · · ·+ tk = 1.

Ορισμός 4.1.2 (αφινική θήκη). ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn. Η αφινική θήκη

aff(S) του S είναι το σύνολο όλων των αφινικών συνδυασμών σημείων του S. Δηλαδή,

aff(S) = {x = t0x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk : k ≥ 0, ti ∈ R, t0 + t1 + · · ·+ tk = 1}.

Λήμμα 4.1.3. ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn με 0 ∈ S. Τότε, η aff(S) είναι

γραμμικός υπόχωρος του Rn.

Απόδειξη. ΄Εστω x, y ∈ aff(S). Τότε, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ S και t0, t1, . . . , tk ∈ R
με t1 + · · ·+ tk = 1 ώστε

(4.1.2) x = t0x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk.

Ομοίως,

(4.1.3) y = s0y0 + s1y1 + · · ·+ smym,

όπου yi ∈ S και si ∈ R με s0 + s1 + · · ·+ sm = 1. Μπορούμε να γράψουμε

(4.1.4) x+ y = t0x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk + s0y0 + s1y1 + · · ·+ smym + (−1)0,
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όπου 0, x0, x1, . . . , xk, y0, y1, . . . , ym ∈ S και −1+
∑
i ti+

∑
j yj = 1. ΄Αρα, x+y ∈ aff(S).

Παρατηρούμε επίσης ότι, αν λ ∈ R και x ∈ aff(S) τότε x = t0x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk με

ti ∈ R, t0 + t1 + . . .+ tk = 1 και xi ∈ S, οπότε

(4.1.5) λx = (λt0)x0 + (λt1)x1 + · · ·+ (λtk)xk + (1− λ)0,

όπου 0, x0, x1, . . . , xk ∈ S και (1− λ) +
∑
i λti = 1. Δηλαδή, λx ∈ aff(S).

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η aff(S) είναι γραμμικός υπόχωρος του Rn. 2

Λήμμα 4.1.4. ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn και z ∈ Rn. Τότε,

(4.1.6) aff(S)− z = aff(S − z).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ aff(S). Τότε, το x γράφεται στη μορφή x =
∑k
i=0 tixi με

∑k
i=0 ti =

1. ΄Αρα,

(4.1.7) x− z =

k∑
i=0

tixi − z =

k∑
i=0

tixi −
k∑
i=0

tiz =

k∑
i=0

ti(xi − z) ∈ aff(S − z).

΄Ετσι, έχουμε ότι

(4.1.8) aff(S)− z ⊆ aff(S − z).

Ο αντίστροφος εγκλεισμός αποδεικνύεται παρόμοια. 2

Λήμμα 4.1.5. ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn. Τότε για κάθε x ∈ S υπάρχει

υπόχωρος F του Rn ώστε aff(S) = x+ F .

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ S. Τότε aff(S)− x = aff(S − x), άρα

(4.1.9) aff(S) = x+ aff(S − x)

και ο F = aff(S − x) είναι γραμμικός υπόχωρος του Rn από το Λήμμα 4.1.3, διότι 0 ∈
S − x. 2

Πρόταση 4.1.6. ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn. Τότε, υπάρχει μοναδικός υπόχω-

ρος F του Rn με την ιδιότητα

(4.1.10) aff(S) = x+ F

για κάποιο x ∈ Rn.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο λήμμα, αν θεωρήσουμε τυχόν x ∈ S τότε aff(S) = x +
aff(S − x) και ο F = aff(S − x) είναι υπόχωρος του Rn.

Παρατηρούμε επίσης ότι: αν aff(S) = x + F για κάποιον υπόχωρο του Rn τότε x ∈
x+ F = aff(S).
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Υποθέτουμε λοιπον ότι

(4.1.11) aff(S) = x1 + F1 = x2 + F2

για κάποιους υπόχωρους F1, F2 του Rn και κάποια x1, x2 ∈ aff(S) και θα δείξουμε ότι

F1 = F2. Ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι

(4.1.12) aff(S − x1) = aff(S − x2).

Λόγω συμμετρίας, αρκεί να δείξουμε τον εγκλεισμό aff(S − x1) ⊆ aff(S − x2). ΄Εστω

z ∈ aff(S − x1). Τότε,

(4.1.13) z =

k∑
i=0

ti(si − x1) =

k∑
i=0

ti(si − x2) + (−1)(x1 − x2) ∈ aff(S − x2),

διότι ο aff(S − x2) είναι υπόχωρος του Rn και x1 − x2 ∈ aff(S − x2). ΄Αρα, aff(S − x1) ⊆
aff(S − x2). 2

Ορισμός 4.1.7 (αφινική διάσταση). ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn. Είδαμε ότι

aff(S) = x + F για κάποιον μονοσήμαντα ορισμένο υπόχωρο F του Rn. Η διάσταση του

F λέγεται αφινική διάσταση του S.

Ορισμός 4.1.8 (αφινική ανεξαρτησία). Τα x0, x1, . . . , xk ∈ Rn λέγονται αφινικά ε-

ξαρτημένα αν κάποιο από αυτά είναι αφινικός συνδυασμός των υπολοίπων. Σε αντίθετη

περίπτωση, λέγονται αφινικά ανεξάρτητα.

Λήμμα 4.1.9. ΄Εστω x0, x1, . . . , xk ∈ Rn. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Τα x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά εξαρτημένα.

(ii) Υπάρχουν t0, t1, . . . , tk ∈ R, όχι όλοι ίσοι με μηδέν, ώστε

t0 + t1 + · · ·+ tk = 0 και t0x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk = 0.

(iii) Υπάρχει i ∈ {0, 1, . . . , k} ώστε τα xj − xi, j 6= i, να είναι γραμμικά εξαρτημένα.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα το (i). Κάποιο από τα xi είναι αφινικός συνδυασμός των

υπολοίπων. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας υποθέτουμε ότι x0 = t1x1 + · · ·+ tkxk για

κάποιους ti ∈ R με
∑k
i=1 ti = 1. Θέτοντας t0 = −1 έχουμε

t0 + t1 + · · ·+ tk = 0 και t0x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk = 0.

Αφού t0 6= 0, ισχύει το (ii).
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Υποθέτουμε τώρα το (ii). Αν υποθέσουμε ότι ti 6= 0, τότε ti = −
∑
j 6=i tj και αυτό

δείχνει ότι tj 6= 0 για τουλάχιστον ένα j0 6= i. Γράφουμε

∑
j 6=i

tj(xj − xi) =
∑
j 6=i

tjxj +

−∑
j 6=i

tj

xi =
∑
j 6=i

tjxj + tixi =

k∑
j=0

tjxj = 0.

Αφού tj0 6= 0, τα xj − xi, j 6= i είναι γραμμικά εξαρτημένα, δηλαδή ισχύει το (iii).
Τέλος, υποθέτουμε ότι ισχύει το (iii). Υπάρχουν i ∈ {0, 1, . . . , k} και tj , j 6= i, όχι

όλοι μηδέν, ώστε
∑
j 6=i tj(xj − xi) = 0. Τότε,

(4.1.14)
∑
j 6=i

tjxj +

−∑
j 6=i

tj

xi = 0,

δηλαδή υπάρχουν s0, s1, . . . , sk όχι όλοι μηδέν, ώστε
∑k
j=0 sj = 0 και

∑k
j=0 sjxj = 0.

Χωρίς περιορισμό της γενικότητας υποθέτουμε ότι s0 6= 0, και τότε,

(4.1.15) x0 =

k∑
j=1

(
−sj
s0

)
xj .

Αφού
∑k
j=1 sj = −s0, έπεται ότι το x0 είναι αφινικός συνδυασμός των x1, . . . , xk. Δηλαδή,

τα x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά εξαρτημένα. 2

Πρόταση 4.1.10. ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn και έστω k ≥ 0. Το S έχει αφινική

διάσταση m ≥ k αν και μόνον αν υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ S ώστε τα x1−x0, . . . , xk−x0

να είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το S έχει αφινική διάσταση m ≥ k. Τότε, υπάρχουν x0 ∈ S και

υπόχωρος F του Rn με dimF = m ώστε aff(S) = x0 + F , όπου F = aff(S − x0).
Παρατηρούμε ότι F = aff(S − x0) = span(S − x0). Ο F είναι υπόχωρος και περιέχει το

S − x0, άρα F ⊇ span(S − x0). Από την άλλη πλευρά, κάθε στοιχείο του F είναι αφινικός

συνδυασμός στοιχείων του S − x0, δηλαδή γραμμικός συνδυασμός στοιχείων του S − x0.

Συνεπώς, dim(span(S − x0)) = m. ΄Επεται ότι το S − x0 περιέχει m ≥ k γραμμικά

ανεξάρτητα διανύσματα. Αλλά τότε, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ S ώστε τα x0−x1, . . . , x0−
xk να είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι υπάρχουν x0, . . . , xk ∈ S ώστε τα x0 − x1, . . . , x0 − xk
να είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Αφού ο F = aff(S − x0) περιέχει τα x0 − x1, . . . , x0 − xk,
ισχύει dimF ≥ k. Δηλαδή η αφινική διάσταση του S είναι dimF ≥ k. 2

Πόρισμα 4.1.11. ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn και έστω k ≥ 0. Το S έχει

αφινική διάσταση k αν και μόνον αν υπάρχουν k + 1 αφινικά ανεξάρτητα σημεία του S και

οποιαδήποτε k + 2 σημεία του S είναι αφινικά εξαρτημένα. 2



4.2 Τοπολογικες ιδιοτητες κυρτων συνολων · 89

Πόρισμα 4.1.12. ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn και έστω k ≥ 0. Αν το S έχει

αφινική διάσταση k και x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά ανεξάρτητα σημεία του S, τότε κάθε

x ∈ aff(S) γράφεται μονοσήμαντα ως αφινικός συνδυασμός των x0, x1, . . . , xk.

Απόδειξη. Από τα προηγούμενα, αν x0 ∈ S τότε ο F = aff(S − x0) είναι υπόχωρος

διάστασης k και έχει βάση {x1 − x0, . . . , xk − x0}, όπου x1, . . . , xk ∈ S. Τα x0, x1, . . . , xk
είναι αφινικά ανεξάρτητα. ΄Εστω x ∈ aff(S). Τότε, x−x0 = t1(x1−x0) + · · ·+ tk(xk−x0)
άρα

(4.1.16) x = (1− t1 − · · · − tk)x0 + t1x1 + · · ·+ tkxk,

δηλαδή το x γράφεται ως αφινικός συνδυασμός των x0, . . . , xk.
Για το μονοσήμαντο υποθέτουμε ότι

(4.1.17) t0x0 + · · ·+ tkxk = s0x0 + · · ·+ skxk,

όπου s0 + · · ·+ sk = t0 + · · ·+ tk = 1. Τότε,

(4.1.18) (t0 − s0)x0 + · · ·+ (tk − sk)xk = 0 και

k∑
i=0

(ti − si) = 0.

Αφού τα x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά ανεξάρτητα, το Λήμμα 4.1.9(ii) δείχνει ότι ti = si,
i = 0, 1, . . . , k. 2

Ορισμός 4.1.13 (βαρυκεντρικές συντεταγμένες). ΄Εστω S μη κενό υποσύνολο του Rn
με αφινική διάσταση k και έστω x0, x1, . . . , xk αφινικά ανεξάρτητα σημεία του S. Αν x =
t0x1 + · · ·+tkxk ∈ aff(S), τότε οι μονοσήμαντα ορισμένοι πραγματικοί αριθμοί t0, t1, . . . , tk
είναι οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες του x ως προς το {x0, . . . , xk}.

4.2 Topologikèc idiìthtec kurt¸n sunìlwn

Ορισμός 4.2.1 (σχετικό εσωτερικό και σύνορο). ΄Εστω C μη κενό κυρτό υποσύνολο

του Rn. Το σχετικό εσωτερικό ri(C) του C είναι το εσωτερικό του C ως προς την αφινική

του θήκη aff(C). Δηλαδή, x ∈ ri(C) αν υπάρχει δ > 0 ώστε

(4.2.1) B(x, δ) ∩ aff(C) ⊆ C.

Το σχετικό σύνορο του C είναι το σύνολο

(4.2.2) rb(C) = C \ ri(C).

Δηλαδή, το σύνορο του C ως προς την αφινική του θήκη aff(C) (παρατηρήστε ότι η κλειστή

θήκη του C ως προς την aff(C) συμπίπτει με το C, διότι η aff(C) είναι κλειστό σύνολο).
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Ορισμός 4.2.2 (simplex). ΄Εστω x0, x1, . . . , xk αφινικά ανεξάρτητα διανύσματα στον

Rn. Η κυρτή τους θήκη

(4.2.3) conv({x0, x1, . . . , xk})

λέγεται k–simplex.

Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω 1 ≤ k ≤ n και S = conv({x0, x1, . . . , xk}) ένα k–simplex στον

Rn. Τότε,

(4.2.4) ri(S) = {t0x1 + t1x1 + · · ·+ tkxk : 0 < ti < 1, t0 + t1 + · · ·+ tk = 1}.

Ειδικότερα, ri(S) 6= ∅.

Απόδειξη. Μεταφέροντας αν χρειαστεί το S, μπορούμε να υποθέσουμε ότι x0 = 0 και, αφού

εξετάζουμε το σχετικό εσωτερικό του S, μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι k = n. Με

αυτές τις υποθέσεις, έχουμε

(4.2.5) S =

{
n∑
i=1

tixi : 0 ≤ ti ≤ 1,

n∑
i=1

ti ≤ 1

}

και θα δείξουμε ότι

(4.2.6) int(S) ⊇ V =

{
n∑
i=1

tixi : 0 < ti < 1,

n∑
i=1

ti < 1

}
,

οπότε, ειδικότερα, int(S) 6= ∅.
Θεωρούμε τη συνάρτηση f : Rn → Rn που ορίζεται ως εξής: τα x1, . . . , xn είναι

γραμμικά ανεξάρτητα, άρα, κάθε x ∈ Rn γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή x =
∑n
i=1 tixi,

και τότε ορίζουμε

(4.2.7) f(x) = f(t1x1 + · · ·+ tnxn) = (t1, . . . , tn).

Αφού κάθε ti εκφράζεται συναρτήσει των συντεταγμένων των xi, x (λύνουμε το σύστημα

t1x1 + · · ·+ tnxn = x ως προς ti), εύκολα ελέγχουμε ότι η f είναι συνεχής. Παρατηρούμε

ότι το σύνολο

(4.2.8) B =

{
(t1, . . . , tn) : 0 < ti < 1,

n∑
i=1

ti < 1

}

είναι ανοικτό υποσύνολο του Rn. Από τον ορισμό της f έχουμε f−1(B) ⊆ S. Το σύνολο

V = f−1(B) είναι μη κενό και ανοικτό, διότι η f είναι συνεχής. ΄Αρα, int(S) ⊇ V . 2

Θεώρημα 4.2.4. ΄Εστω C μη κενό κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε, ri(C) 6= ∅.
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Απόδειξη. ΄Εστω k η αφινική διάσταση του C. Τότε, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ C ώστε το

S = conv({x0, x1, . . . , xk}) να είναι k–simplex. Από την Πρόταση 4.2.3 υπάρχει x ∈ ri(S).
΄Ομως, S ⊆ C και aff(S) = aff(C). ΄Αρα, x ∈ ri(C). Δηλαδή, ri(C) 6= ∅. 2

Θεώρημα 4.2.5. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(4.2.9) C = AC := {x ∈ Rn : υπάρχει y ∈ C ώστε (x, y] ⊆ C}

και

(4.2.10)
int(C) = BC := {x ∈ Rn : για κάθε y ∈ Rn με y 6= x, υπάρχει z ∈ (x, y) ώστε [x, z] ⊆ C}.

Για την απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε το εξής λήμμα:

Λήμμα 4.2.6. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν x ∈ C και y ∈ int(C), τότε

[y, x) ⊆ ri(C).

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι dim(C) = n. ΄Εστω x ∈ C και y ∈ ri(C).
Θεωρούμε τυχόν z ∈ (y, x). Δηλαδή, z = (1− t)x+ ty για κάποιο t ∈ (0, 1). Γράφουμε

(4.2.11) y =
1

t

(
z − (1− t)x

)
.

Αφού x ∈ C, υπάρχει ακολουθία (xk) στο C ώστε xk → x. Ορίζουμε

(4.2.12) yk =
1

t

(
z − (1− t)xk

)
.

Τότε, yk → y. Αφού y ∈ int(C), υπάρχει δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ C. Τότε, υπάρχει k0 ∈ N
ώστε yk ∈ B(y, δ) για κάθε k ≥ k0. Σταθεροποιούμε ένα k ≥ k0 και βρίσκουμε δ1 > 0
ώστε B(yk, δ1) ⊆ B(y, δ) ⊆ C. Τότε, το σύνολο tB(yk, δ1) + (1− t)xk είναι ανοικτό και,

από την κυρτότητα του C και το γεγονός ότι xk ∈ C,

(4.2.13) tB(yk, δ1) + (1− t)xk ⊆ tC + (1− t)C = C.

Συνεπώς, z = tyk + (1− t)xk ∈ C. ΄Επεται ότι [y, x) ⊆ C. 2

Απόδειξη του θεωρήματος 4.2.5. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι C 6= ∅ και, στη συνέχεια,

να υποθέσουμε ότι dim(C) = n.
Αν x ∈ AC τότε είναι φανερό ότι x ∈ C: αφού (x, y] ⊆ C για κάποιο y ∈ C, η ακολουθία

yk =
(
1− 1

k

)
x+ 1

ky περιέχεται στο C και συγκλίνει στο x. Αντίστροφα, έστω x ∈ C. Από

το Θεώρημα 4.2.4 υπάρχει y ∈ int(C) και από το Λήμμα 4.2.6 έχουμε [y, x) ⊆ C.

Ο δεύτερος ισχυρισμός ισχύει τετριμμένα αν dim(C) < n, αφού σε αυτή την περίπτωση

τα δύο σύνολα της ισότητας είναι κενά (εξηγήστε γιατί). Υποθέτουμε λοιπόν ότι dim(C) =
n. Αν x ∈ int(C) τότε υπάρχει δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ C. Τότε, για κάθε y ∈ Rn με y 6= x
έχουμε [x, z] ⊆ C, όπου

(4.2.14) z = x+
δ

2

y − x
‖y − x‖2

.
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Συνεπώς, x ∈ BC . Αυτό αποδεικνύει ότι int(C) ⊆ BC . Αντίστροφα, έστω x ∈ BC .
Θεωρούμε y ∈ int(C). Μπορούμε να υποθέσουμε ότι y 6= x (αλλιώς, αμέσως έχουμε

x = y ∈ int(C)). Εφαρμόζοντας τον ορισμό του BC για το y′ = x + (x − y) βρίσκουμε

z ∈ (x, y′) ώστε [x, z] ⊆ C. Από το Λήμμα 4.2.6 έχουμε [y, z) ⊆ int(C). ΄Ομως, x ∈ (y, z).
Συνεπώς, x ∈ int(C). Δηλαδή, BC ⊆ int(C). 2

Πρόταση 4.2.7. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Τα σύνολα ri(C) και C είναι κυρτά.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω x, y ∈ ri(C). Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 4.2.6 για τα x ∈ ri(C) ⊆ C
και y ∈ ri(C), συμπεραίνουμε ότι (x, y) ⊆ ri(C). ΄Επεται ότι [x, y] ⊆ ri(C) και αυτό

αποδεικνύει ότι το ri(C) είναι κυρτό.

(β) ΄Εστω x, y ∈ C και t ∈ (0, 1). Υπάρχουν ακολουθίες (xm), (ym) στο C ώστε xm → x
και ym → y. Τότε, zm := (1 − t)xm + tym → (1 − t)x + ty. Από την κυρτότητα του C
έχουμε zm ∈ C για κάθε m, άρα (1− t)x+ ty ∈ C. 2

Πρόταση 4.2.8. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(4.2.15) C = ri(C)

και

(4.2.16) ri(C) = ri(C).

Απόδειξη. (α) Από την ri(C) ⊆ C παίρνουμε ri(C) ⊆ C. ΄Εστω x ∈ C. Θεωρούμε

κάποιο y ∈ ri(C). Από το Λήμμα 4.2.6 έχουμε [y, x) ⊆ ri(C). Τότε, είναι φανερό ότι

x ∈ [y, x) ⊆ ri(C). Αυτό αποδεικνύει τον αντίστροφο εγκλεισμό.

(β) Αφού C ⊆ C και aff(C) = aff(C), έχουμε ri(C) ⊆ ri(C). Αντίστροφα, έστω x ∈ ri(C).
Θεωρούμε κάποιο y ∈ ri(C). Αν y = x έχουμε x = y ∈ ri(C). ΄Εστω ότι y 6= x. Τότε,

παίρνοντας y1 = 2x−y 6= y και εφαρμόζοντας το Θεώρημα 4.2.5 για το C, βρίσκουμε z ∈ C
ώστε x ∈ (y, z). ΄Ομως, [y, z) ⊆ ri(C) από το Λήμμα 4.2.6. ΄Αρα, x ∈ ri(C). Δηλάδή, αν

x ∈ ri(C) τότε x ∈ ri(C). 2

4.3 Metrik  probol 

΄Εστω C ένα μη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Η μετρική προβολή pC
απεικονίζει κάθε x ∈ Rn στο πλησιέστερο προς το x σημείο pC(x) του C. Η ύπαρξη και η

μοναδικότητα αυτού του σημείου αποδεικνύονται στην επόμενη Πρόταση.

Πρόταση 4.3.1. ΄Εστω C μη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Για κάθε

x ∈ Rn υπάρχει μοναδικό pC(x) ∈ C ώστε

(4.3.1) ‖x− pC(x)‖2 ≤ ‖x− y‖2

για κάθε y ∈ C: δηλαδή, ‖x − pC(x)‖2 = d(x,C). Η απεικόνιση x 7→ pC(x) λέγεται

μετρική προβολή του C.



4.3 Μετρικη προβολη · 93

Απόδειξη. Αν x ∈ C θέτουμε pC(x) = x: είναι φανερό ότι είναι το μοναδικό σημείο του C
που ικανοποιεί την (4.3.1) για κάθε y ∈ C.

Μπορούμε λοιπόν να υποθέσουμε ότι x /∈ C. Για κάθε m ∈ N μπορούμε να βρούμε

ym ∈ C με την ιδιότητα

(4.3.2) d(x,C) ≤ ‖x− ym‖2 < d(x,C) +
1

m
.

Παρατηρούμε ότι η ακολουθία (ym) περιέχεται στην κλειστή μπάλα B(x, d(x,C) + 1) η

οποία είναι συμπαγής. Συνεπώς, υπάρχει υπακολουθία (ykm) της (ym) η οποία συγκλίνει

σε κάποιο y0 ∈ Rn. Αφού ykm ∈ C και το C είναι κλειστό, έχουμε y0 ∈ C. Επιπλέον, η

(4.3.2) δείχνει ότι

(4.3.3) ‖x− y0‖2 = lim
m→∞

‖x− ykm‖2 = d(x,C).

Για τη μοναδικότητα, ας υποθέσουμε ότι

(4.3.4) ‖x− y‖2 = ‖x− y0‖2 = d(x,C)

για κάποιο y ∈ C. Από την κυρτότητα του C έχουμε
y+y0

2 ∈ C. Χρησιμοποιώντας τον

κανόνα του παραλληλογράμμου γράφουμε

4d2(x,C) = 2‖x− y‖22 + 2‖x− y0‖22
= ‖2x− (y + y0)‖22 + ‖y − y0‖22

= 4

∥∥∥∥x− y + y0

2

∥∥∥∥2

2

+ ‖y − y0‖22

≥ 4d2(x,C) + ‖y − y0‖22,

οπότε ‖y − y0‖22 ≤ 0. Αναγκαστικά, y = y0. 2

Το επόμενο Λήμμα περιγράφει μια χρήσιμη ιδιότητα του πλησιέστερου σημείου.

Λήμμα 4.3.2. ΄Εστω C μη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Για κάθε x ∈ Rn
και για κάθε y ∈ C έχουμε

(4.3.5) 〈x− pC(x), y − pC(x)〉 ≤ 0.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι y 6= pC(x). Για κάθε t ∈ (0, 1) έχουμε pC(x) +
t(y − pC(x)) ∈ C, άρα

(4.3.6) ‖x− pC(x)‖22 ≤ ‖x− pC(x)− t(y − pC(x))‖22.

Αναπτύσσοντας, βλέπουμε ότι

(4.3.7) 2t〈x− pC(x), y − pC(x)〉 ≤ t2‖y − pC(x)‖22.

Διαιρώντας με t και αφήνοντας το t→ 0+
παίρνουμε την (4.3.5). 2
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Θεώρημα 4.3.3 (Busemann-Feller, 1935). ΄Εστω C μη κενό, κλειστό και κυρτό υπο-

σύνολο του Rn. Η μετρική προβολή pC : Rn → C είναι Lipschitz συνεχής με σταθερά 1.
Δηλαδή, αν x, y ∈ Rn τότε

(4.3.8) ‖pC(x)− pC(y)‖2 ≤ ‖x− y‖2.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι u = pC(x) 6= pC(y) = v. Από το Λήμμα 4.3.2

έχουμε

(4.3.9) 〈x− u, v − u〉 ≤ 0 και − 〈y − v, v − u〉 ≤ 0.

΄Αρα,

(4.3.10) 〈x− y + v − u, v − u〉 ≤ 0.

Χρησιμοποιώντας και την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουμε

(4.3.11) ‖v − u‖22 ≤ 〈y − x, v − u〉 ≤ ‖y − x‖2‖v − u‖2.

Αφού u 6= v, έπεται ότι ‖pC(y)− pC(x)‖2 = ‖v − u‖2 ≤ ‖y − x‖2. 2

Ορισμός 4.3.4. ΄Εστω C μη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω

x ∈ Rn \ C. Τότε, d(x,C) > 0. Ορίζουμε

(4.3.12) uC(x) =
x− pC(x)

d(x,C)
.

Από την ‖x− pC(x)‖2 = d(x,C) βλέπουμε ότι ‖uC(x)‖2 = 1. Δηλαδή, uC(x) ∈ Sn−1
: το

uC(x) είναι το μοναδιαίο διάνυσμα με κατεύθυνση από το pC(x) προς το x. Συμβολίζουμε

με RC(x) την ημιευθεία που ξεκινάει από το pC(x) και διέρχεται από το x:

(4.3.13) RC(x) = {pC(x) + tuC(x) : t ≥ 0}.

Το επόμενο Λήμμα δείχνει ότι αν x /∈ C τότε όλα τα σημεία που ανήκουν στην ημιευθεία

που ξεκινάει από το pC(x) και διέρχεται από το x έχουν το ίδιο πλησιέστερο σημείο.

Λήμμα 4.3.5. ΄Εστω C μη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω x ∈
Rn \ C. Αν y ∈ RC(x) τότε pC(y) = pC(x).

Απόδειξη. Αφού y ∈ RC(x), έχουμε y = pC(x) + t(x− pC(x)) για κάποιον t > 0. Από το

Λήμμα 4.3.2 έχουμε

(4.3.14) 〈x− pC(x), pC(y)− pC(x)〉 ≤ 0

και

(4.3.15) 〈y − pC(y), pC(x)− pC(y)〉 ≤ 0.
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Αντικαθιστώντας το y = pC(x) + t(x− pC(x)) στην (4.3.15) έχουμε

(4.3.16) ‖pC(x)− pC(y)‖22 + t〈x− pC(x), pC(x)− pC(y)〉 ≤ 0.

Από την (4.3.14) έπεται ότι ‖pC(x)− pC(y)‖22 ≤ 0. Συνεπώς, pC(x) = pC(y). 2

΄Εστω C ένα μη κενό, συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Συμβολίζουμε με bd(C) το

σύνορο του C. Η επόμενη Πρόταση έχει σαν συνέπεια ότι η μετρική προβολή pC : Rn\C →
bd(C) είναι επί.

Πρόταση 4.3.6. ΄Εστω C ένα μη κενό, συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Υποθέτουμε

ότι το C περιέχεται στην ανοικτή μπάλα B(0, r) με κέντρο το 0 και ακτίνα r. Τότε,

(4.3.17) pC(rSn−1) = bd(C).

Απόδειξη. Ο εγκλεισμός pC(rSn−1) ⊆ bd(C) είναι φανερός: γενικά, αν x /∈ C τότε

pC(x) ∈ bd(C) (εξηγήστε γιατί).

΄Εστω z ∈ bd(C). Για κάθε m ∈ N μπορούμε να βρούμε xm ∈ B◦(0, r) \ C με

(4.3.18) ‖z − xm‖2 <
1

m
.

Από το Θεώρημα 4.3.3 έχουμε

(4.3.19) ‖z − pC(xm)‖2 = ‖pC(z)− pC(xm)‖2 ≤ ‖z − xm‖2 <
1

m
.

Θεωρούμε την ημιευθεία RC(xm). Αυτή τέμνει την rSn−1
σε κάποιο σημείο ym. Από το

Λήμμα 4.3.5 έχουμε pC(ym) = pC(xm), άρα

(4.3.20) ‖z − pC(ym)‖2 <
1

m
.

Η rSn−1
είναι συμπαγής, άρα υπάρχουν y ∈ rSn−1

και υπακολουθία (ykm) της (ym) ώστε

ykm → y. Από τη συνέχεια της μετρικής προβολής έχουμε pC(y) = lim
m→∞

pC(ykm). ΄Ομως,

η (4.3.20) δείχνει ότι pC(ykm)→ z.
Συνεπώς, z = pC(y) ∈ pC(rSn−1). 2

4.4 UperepÐpeda st rixhc kai diaqwristik� jewr mata

4.4αʹ Υπερεπίπεδα στήριξης

Ορισμός 4.4.1. ΄Εστω H = H(u, α) = {x ∈ Rn : 〈x, u〉 = α}, όπου u 6= 0 και α ∈ R,

ένα υπερεπίπεδο. Θεωρούμε τους κλειστούς ημιχώρους

(4.4.1) H+ = {x ∈ Rn : 〈x, u〉 ≥ α} και H− = {x ∈ Rn : 〈x, u〉 ≤ α}

που ορίζει το H. Αν A είναι ένα μη κενό υποσύνολο του Rn, λέμε ότι το H στηρίζει το A
στο x (ή φέρει το A στο x) αν
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(i) x ∈ A ∩H,

(ii) Είτε A ⊆ H+ ή A ⊆ H−.

Αν G είναι ένας κλειστός ημίχωρος, λέμε ότι ο G στηρίζει το A αν A ∩ bd(G) 6= ∅ και

A ⊆ G. Αν ο G = H− ορίζεται από το υπερεπίπεδο H = H(u, α) και στηρίζει το A σε

κάποιο σημείο x, τότε λέμε ότι το u είναι ένα εξωτερικό κάθετο διάνυσμα του A στο x.

Η μελέτη των ιδιοτήτων της μετρικής προβολής στην §4.3 μας επιτρέπει να αποδείξουμε

την ύπαρξη υπερεπιπέδων που στηρίζουν ένα κλειστό κυρτό γνήσιο υποσύνολο του χώρου.

Λήμμα 4.4.2. ΄Εστω C ένα μη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν x ∈ Rn\C
τότε το υπερεπίπεδο που περνάει από το pC(x) και είναι κάθετο στο uC(x) στηρίζει το C στο

σημείο pC(x).

Απόδειξη. Το υπερεπίπεδο που περνάει από το pC(x) και είναι κάθετο στο uC(x) είναι το

(4.4.2) H = {y ∈ Rn : 〈y, uC(x)〉 = 〈pC(x), uC(x)〉}.

Είναι φανερό ότι

(4.4.3) pC(x) ∈ C ∩H.

Επιπλέον, αν y ∈ C τότε το Λήμμα 4.3.2 δείχνει ότι

(4.4.4) 〈uC(x), y − pC(x)〉 ≤ 0 ⇒ 〈y, uC(x)〉 ≤ 〈pC(x), uC(x)〉.

Αυτό σημαίνει ότι C ⊆ H−. Από τον Ορισμό 4.4.1, το H− στηρίζει το C στο σημείο

pC(x). 2

Θεώρημα 4.4.3. (α) ΄Εστω C ένα μη κενό, κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν

y ∈ bd(C) τότε υπάρχει υπερεπίπεδο που στηρίζει το C στο σημείο y.

(β) ΄Εστω C ένα μη κενό, συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Για κάθε u ∈ Sn−1
υπάρχει

υπερεπίπεδο H(u) που στηρίζει το C και έχει εξωτερικό κάθετο διάνυσμα το u.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω y ∈ bd(C). Υποθέτουμε πρώτα ότι το C είναι φραγμένο. Τότε,

υπάρχει r > 0 ώστε το C να περιέχεται στην ανοικτή μπάλα B(0, r) με κέντρο το 0 και

ακτίνα r. Από το Λήμμα 4.3.6, υπάρχει x ∈ rSn−1
με την ιδιότητα pC(x) = y. Από το

Λήμμα 4.4.2 υπάρχει υπερεπίπεδο που στηρίζει το C στο σημείο y.
΄Εστω τώρα ότι το C δεν είναι φραγμένο. Το σύνολο C ∩ B(y, 1) (όπου B(y, 1) είναι

η κλειστή μπάλα με κέντρο το y και ακτίνα 1) είναι μη κενό, συμπαγές και κυρτό. Αφού

y ∈ bd(C) έχουμε y ∈ bd(C ∩B(y, 1)) (εξηγήστε γιατί). ΄Αρα, υπάρχει υπερεπίπεδο H το

οποίο στηρίζει το C ∩B(y, 1) στο σημείο y. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι

(4.4.5) C ∩B(y, 1) ⊆ H−.
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Αν δεν ισχύει η C ⊆ H−, τότε υπάρχει z ∈ C \ H−. Από την κυρτότητα του C έχουμε

[y, z] ⊆ C. ΄Ομως, το z ανήκει στο συμπλήρωμα του H−, άρα το (y, z]∩B(y, 1) δεν μπορεί

να περιέχεται στο H−, άτοπο.

(β) ΄Εστω u ∈ Sn−1
. Η συνάρτηση y 7→ 〈y, u〉 είναι συνεχής. Αφού το C είναι συμπαγές,

υπάρχει y0 ∈ C ώστε

(4.4.6) 〈y0, u〉 = max{〈y, u〉 : y ∈ C}.

Θέτουμε

(4.4.7) H = {y ∈ Rn : 〈y, u〉 = 〈y0, u〉}.

Τότε, C ⊆ H− και y0 ∈ C∩H. ΄Αρα, το H στηρίζει το C στο σημείο y0 και έχει εξωτερικό

κάθετο διάνυσμα το u. 2

Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι η ιδιότητα (α) του Θεωρήματος 4.4.3 χαρακτηρίζει τα

κλειστά κυρτά σύνολα που έχουν μη κενό εσωτερικό.

Θεώρημα 4.4.4. ΄Εστω C ένα κλειστό υποσύνολο του Rn με μη κενό εσωτερικό. Υπο-

θέτουμε ότι για κάθε y ∈ bd(C) υπάρχει υπερεπίπεδο που στηρίζει το C στο y. Τότε, το C
είναι κυρτό.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι το C δεν είναι κυρτό. Τότε, υπάρχουν x, y ∈ C και z ∈ [x, y]
με z /∈ C. Αφού το C έχει μη κενό εσωτερικό, υπάρχει w ∈ int(C) ώστε τα x, y και w να

μην είναι συνευθειακά.

Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα [w, z]. Αφού z /∈ C, υπάρχει u ∈ [w, z) το οποίο

ανήκει στο σύνορο του C. Από την υπόθεση, υπάρχει υπερεπίπεδο H που στηρίζει το C
στο u. ΄Εχουμε w /∈ H, άρα η τομή του H με το επίπεδο E που ορίζουν τα x, y και w
είναι μια ευθεία ` που περνάει από το u. Αφού το C περιέχεται στον έναν από τους δύο

κλειστούς ημιχώρους που ορίζει το H, τα x, y και w είναι στο ένα από τα δύο ημιεπίπεδα

του E που ορίζει η `. Αυτό είναι άτοπο, αφού η ` περνάει από το u το οποίο είναι εσωτερικό

σημείο του τριγώνου xyw. 2

4.4βʹ Διαχωριστικά θεωρήματα

Ορισμός 4.4.5. (α) ΄Εστω H = H(u, α) = {x ∈ Rn : 〈x, u〉 = α}, όπου u 6= 0 και

α ∈ R, ένα υπερεπίπεδο. Αν A,B είναι μη κενά υποσύνολα του Rn, λέμε ότι το H διαχωρίζει

τα A και B αν A ⊆ H+ και B ⊆ H− ή A ⊆ H− και B ⊆ H+.

(β) Λέμε ότι τα A και B διαχωρίζονται γνήσια από το H αν A ⊆ H+ και B ⊆ H− ή A ⊆ H−
και B ⊆ H+, όπου H+ και H− οι ανοικτοί ημίχωροι που ορίζονται από το H.

(γ) Τέλος, λέμε ότι τα A και B διαχωρίζονται αυστηρά από το H αν υπάρχει ε > 0 ώστε τα

A και B να διαχωρίζονται τόσο από το H(u, α− ε) όσο και από το H(u, α+ ε).

(δ) Λέγοντας ότι το A διαχωρίζεται από το σημείο x εννοούμε ότι τα σύνολα A και {x}
διαχωρίζονται.
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Θεώρημα 4.4.6. ΄Εστω C μη κενό κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω x /∈ C. Τότε, τα

C και x και διαχωρίζονται.

Αν, επιπλέον, υποθέσουμε ότι το C είναι κλειστό, τότε τα C και x διαχωρίζονται αυστηρά.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι το C είναι κλειστό. Το υπερεπίπεδο H που περνάει

από το pC(x) και είναι κάθετο στο uC(x) στηρίζει το C, άρα διαχωρίζει τα C και x. Αν

θεωρήσουμε το υπερεπίπεδο H1 που περνάει από το
pC(x)+x

2 και είναι κάθετο στο uC(x),
αυτό διαχωρίζει αυστηρά τα C και x.

΄Εστω τώρα ότι το C δεν είναι κλειστό. Αν το x δεν ανήκει στην κλειστή θήκη C του

C, από τον προηγούμενο ισχυρισμό υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει το κλειστό κυρτό

σύνολο C από το x. Αυτό το υπερεπίπεδο διαχωρίζει τα C και x. Αν x ∈ C \ C, τότε

x ∈ bd(C). Τότε, το Θεώρημα 4.4.3(α) δείχνει ότι υπάρχει υπερεπίπεδο H που στηρίζει το

C στο σημείο x. Αυτό το υπερεπίπεδο διαχωρίζει τα C και x. 2

΄Αμεσο πόρισμα του Θεωρήματος 4.4.6 είναι το εξής βασικό αποτέλεσμα.

Θεώρημα 4.4.7. Κάθε μη κενό, κλειστό και κυρτό γνήσιο υποσύνολο του Rn είναι η

τομή των κλειστών ημιχώρων που το στηρίζουν.

Απόδειξη. ΄Εστω C ένα μη κενό, κλειστό και κυρτό γνήσιο υποσύνολο του Rn. Από τον

ορισμό του «ημιχώρου στήριξης» είναι φανερό ότι

C ⊆ ∩{G : ο G είναι κλειστός ημίχωρος που στηρίζει το C}.

΄Εστω x /∈ C. Από το Θεώρημα 4.4.6 το x διαχωρίζεται αυστηρά από το C, δηλαδή υπάρχει

κλειστός ημίχωρος G ο οποίος στηρίζει το C και δεν περιέχει το x. 2

Το επόμενο λήμμα δείχνει ότι το να διαχωρίσουμε δύο υποσύνολα του Ευκλείδειου

χώρου ανάγεται στο πρόβλημα του να διαχωρίσουμε σημείο από σύνολο.

Λήμμα 4.4.8. ΄Εστω A και B μη κενά υποσύνολα του Rn. Τα A και B διαχωρίζον-

ται (διαχωρίζονται αυστηρά) αν και μόνο αν τα A − B και 0 διαχωρίζονται (διαχωρίζονται

αυστηρά).

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι τα A και B διαχωρίζονται αυστηρά από το H: υπάρχουν

u 6= 0, α ∈ R και ε > 0 ώστε τα A και B να διαχωρίζονται τόσο από το H(u, α − ε) όσο

και από το H(u, α+ ε). Χωρίς περιορισμό της γενικότητας υποθέτουμε ότι

(4.4.8) A ⊆ {x : 〈x, u〉 ≥ α+ ε} και B ⊆ {x : 〈x, u〉 ≤ α− ε}.

΄Εστω x ∈ A − B. Μπορούμε να γράψουμε x = a − b, όπου a ∈ A και b ∈ B. Από την

(4.4.8) παίρνουμε

(4.4.9) 〈x, u〉 = 〈a, u〉 − 〈b, u〉 ≥ (α+ ε)− (α− ε) = 2ε.

Συνεπώς, τα A−B και 0 διαχωρίζονται αυστηρά από το υπερεπίπεδο

(4.4.10) H(u, ε) = {x : 〈x, u〉 = ε}.
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Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι τα A−B και 0 διαχωρίζονται αυστηρά. Τότε, υπάρχουν u 6= 0
και ε > 0 ώστε

(4.4.11) 〈x, u〉 ≥ 2ε για κάθε x ∈ A−B.

Ορίζουμε

(4.4.12) s = inf{〈a, u〉 : a ∈ A} και t = sup{〈b, u〉 : b ∈ B}.

Από την (4.4.11) έχουμε 〈b, u〉+ 2ε ≤ 〈a, u〉 για κάθε a ∈ A και b ∈ B. ΄Αρα, t+ 2ε ≤ s.
΄Επεται ότι το

(4.4.13) H

(
u,
s+ t

2

)
=

{
x : 〈x, u〉 =

s+ t

2

}
διαχωρίζει αυστηρά τα A και B.

Στην περίπτωση που ζητάμε τα A και B να διαχωρίζονται (απλώς), η απόδειξη είναι

εντελώς όμοια. 2

Με την υπόθεση ότι τα A και B είναι κυρτά έχουμε σαν άμεσο πόρισμα το εξής διαχω-

ριστικό θεώρημα.

Θεώρημα 4.4.9. ΄Εστω A και B μη κενά, κυρτά υποσύνολα του Rn με A ∩ B = ∅.
Τότε, τα A και B διαχωρίζονται.

Αν, επιπλέον, το A είναι συμπαγές και το B είναι κλειστό, τότε τα A και B διαχωρίζονται

αυστηρά.

Απόδειξη. Αφού τα A και B είναι κυρτά, εύκολα ελέγχουμε ότι το A − B είναι κυρτό

σύνολο. Από την υπόθεση ότι A ∩B = ∅ έπεται ότι 0 /∈ A−B. Από το πρώτο μέρος του

Θεωρήματος 4.4.6, τα A − B και 0 και διαχωρίζονται. Από το Λήμμα 4.4.8, τα A και B
διαχωρίζονται.

Αν υποθέσουμε ότι το A είναι συμπαγές και το B είναι κλειστό, τότε το A − B είναι

κλειστό: θεωρήστε ακολουθία xm = am − bm στο A − B, η οποία συγκλίνει σε κάποιο

z ∈ Rn. Αφού το A είναι συμπαγές, υπάρχει υπακολουθία (akm) της (am) η οποία συγκλίνει

σε κάποιο a ∈ A. Τότε,

(4.4.14) bkm = akm − (akm − bkm)→ a− z

και a− z = b ∈ B αφού το B είναι κλειστό. Συνεπώς, z = a− b ∈ A−B. Από το δεύτερο

μέρος του Θεωρήματος 4.4.6, τα A−B και 0 διαχωρίζονται αυστηρά. Από το Λήμμα 4.4.8,

τα A και B διαχωρίζονται αυστηρά. 2

4.5 Polikì sunìlou

Ορισμός 4.5.1. ΄Εστω C ένα μη κενό υποσύνολο του Rn. Το πολικό του C είναι το

σύνολο

(4.5.1) C◦ = {y ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1 για κάθε x ∈ C}.
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Παρατηρήσεις 4.5.2. (α) Το C◦ είναι μη κενό: παρατηρήστε ότι 0 ∈ C◦.
(β) Το C◦ είναι κυρτό και κλειστό: αν y1, y2 ∈ C◦ και t ∈ [0, 1], τότε για κάθε x ∈ C
έχουμε

(4.5.2) 〈x, (1− t)y1 + ty2〉 = (1− t)〈x, y1〉+ t〈x, y2〉 ≤ (1− t) · 1 + t · 1 = 1.

΄Αρα, (1− t)y1 + ty2 ∈ C◦. Για να δείξουμε ότι το C◦ είναι κλειστό, θεωρούμε ym ∈ C◦ με

ym → y ∈ Rn. Για κάθε x ∈ C και για κάθε m ∈ N έχουμε 〈x, ym〉 ≤ 1, άρα

(4.5.3) 〈x, y〉 = lim
m→∞

〈x, ym〉 ≤ 1.

΄Επεται ότι y ∈ C◦.
(γ) Αν το C είναι φραγμένο, τότε το C◦ περιέχει μια μπάλα με κέντρο το 0 (άρα, έχει

μη κενό εσωτερικό). Πράγματι, υπάρχει M > 0 ώστε ‖x‖2 ≤ M για κάθε x ∈ C. Αν

‖y‖2 ≤ 1/M , τότε

(4.5.4) 〈x, y〉 ≤ ‖x‖2‖y‖2 ≤M ·
1

M
= 1.

Δηλαδή, η μπάλα B(0, 1/M) περιέχεται στο C◦.

(δ) Αν το C περιέχει μια μπάλα με κέντρο το 0 τότε το C◦ είναι φραγμένο. Πράγματι, ας

υποθέσουμε ότι B(0, r) ⊆ C. Εστω 0 6= y ∈ C◦. Τότε, το σημείο x = ry/‖y‖2 ανήκει

στην B(0, r), άρα ανήκει στο C. ΄Επεται ότι

(4.5.5) 1 ≥ 〈x, y〉 =

〈
ry

‖y‖2
, y

〉
= r‖y‖2.

Με άλλα λόγια, C◦ ⊆ B(0, 1/r).

Συμβολίζουμε με C◦◦ το πολικό του πολικού του C. Δηλαδή, C◦◦ := (C◦)◦.

Πρόταση 4.5.3. ΄Εστω C μη κενό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(4.5.6) C◦◦ = conv(C ∪ {0}).

Δηλαδή, το C◦◦ είναι το μικρότερο κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn το οποίο περιέχει

το C και το 0.

Απόδειξη. Από τον ορισμό βλέπουμε εύκολα ότι C◦◦ ⊇ C. Από τις Παρατηρήσεις (α) και

(β) το C◦◦ είναι κλειστό, κυρτό και περιέχει το 0. ΄Επεται ότι

(4.5.7) C◦◦ ⊇ conv(C ∪ {0}).

Για να αποδείξουμε ότι ισχύει ισότητα, υποθέτουμε ότι υπάρχει x ∈ C◦◦ το οποίο δεν ανήκει

στο conv(C ∪ {0}). Από το δεύτερο μέρος του Θεωρήματος 4.4.6, υπάρχει υπερεπίπεδο
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που διαχωρίζει αυστηρά το x από το conv(C ∪ {0}). Ειδικότερα, μπορούμε να βρούμε

0 6= y ∈ Rn και α ∈ R ώστε

(4.5.8) 〈z, y〉 < α για κάθε z ∈ C ∪ {0}

και

(4.5.9) 〈x, y〉 > α.

Αφού 0 ∈ C ∪{0}, έχουμε α > 0. Από την (4.5.8) έπεται ότι 〈z, y/α〉 < 1 για κάθε z ∈ C,

άρα y/α ∈ C◦. ΄Ομως, η (4.5.9) δίνει 〈x, y/α〉 > 1, το οποίο είναι άτοπο αφού x ∈ C◦◦. 2

Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι το C είναι κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Αμεση συνέπεια της

Πρότασης 4.5.3 είναι η εξής.

Πρόταση 4.5.4. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn με 0 ∈ C. Τότε, C◦◦ = C. Ειδικό-

τερα, αν το C είναι κλειστό τότε C◦◦ = C. 2

Αν υποθέσουμε ότι το C είναι κυρτό σώμα που περιέχει το 0 στο εσωτερικό του, τότε η

Πρόταση 4.5.4 και οι Παρατηρήσεις (γ) και (δ) δείχνουν το εξής.

Πρόταση 4.5.5. ΄Εστω K ένα κυρτό σώμα στον Rn με 0 ∈ int(K). Τότε:

(i) Το K◦ είναι κυρτό σώμα και 0 ∈ int(K◦).

(ii) K◦◦ = K. 2

Η επόμενη Πρόταση χαρακτηρίζει τα σημεία του συνόρου του πολικού ενός κυρτού σώματος.

Η στενή σχέση που υπάρχει ανάμεσα σε ένα κυρτό σώμα και στο πολικό του θα μελετηθεί

στο επόμενο Κεφάλαιο.

Πρόταση 4.5.6. ΄Εστω K ένα κυρτό σώμα στον Rn με 0 ∈ int(K), και έστω y ∈ Rn.
Τότε, y ∈ bd(K◦) αν και μόνο αν το K στηρίζεται από τον ημίχωρο

(4.5.10) G(y, 1) = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1}.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι ο G(y, 1) στηρίζει το K. Αφού K ⊆ G(y, 1), έχουμε

y ∈ K◦. Αν y ∈ int(K◦), τότε υπάρχει t > 1 ώστε ty ∈ K◦ (εξηγήστε γιατί). Αυτό

σημαίνει ότι

(4.5.11) max{〈x, y〉 : x ∈ K} =
1

t
max{〈x, ty〉 : x ∈ K} ≤ 1

t
< 1,

το οποίο είναι άτοπο: αφού ο G(y, 1) στηρίζει το K, υπάρχει x0 ∈ K ∩H(y, 1). Δηλαδή,

υπάρχει x0 ∈ K ώστε 〈x0, y〉 = 1.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι y ∈ bd(K◦). Αφού 0 ∈ int(K), έχουμε y 6= 0 και

(4.5.12) 0 < max{〈x, y〉 : x ∈ K} ≤ 1.
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Μένει να δείξουμε ότι στη δεξιά ανισότητα έχουμε ισότητα. Αν όχι, τότε υπάρχει t > 1
ώστε max{〈x, ty〉 : x ∈ K} = 1. ΄Επεται ότι ty ∈ K◦. Αφού το K◦ είναι κυρτό σώμα και

περιέχει το 0, συμπεραίνουμε ότι [0, ty] ⊂ K◦, και αφού το y είναι εσωτερικό σημείο του

ευθύγραμμου τμήματος [0, ty] συμπεραίνουμε ότι y ∈ int(K◦) (χρησιμοποιούμε το Λήμμα

4.2.6). Καταλήξαμε σε άτοπο, άρα

(4.5.13) max{〈x, y〉 : x ∈ K} = 1.

Τότε, ο G(y, 1) στηρίζει το K. 2

4.6 Ask seic

1. 'Estw x0, x1, . . . , xk ∈ Rn me thn ex c idiìthta: k�je x ∈ conv({x0, x1, . . . , xk}) gr�fetai
monos manta san kurtìc sunduasmìc twn x0, x1, . . . , xk. DeÐxte ìti ta x0, x1, . . . , xk eÐnai afinik�
anex�rthta.

2. 'Estw C mh kenì, kurtì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti:

(i) aff(C) = aff(C) = aff(ri(C)).

(ii) ri(C) = ri(C) = ri(ri(C)).

(iii) rb(C) = rb(C) = rb(ri(C)).

3. 'Estw C1, C2 mh ken�, kurt� uposÔnola tou Rn. DeÐxte ìti

ri(C1 + C2) = ri(C1) + ri(C2).

4. 'Estw C1, C2 kurt� uposÔnola tou Rn me ri(C1) ∩ ri(C2) 6= ∅. DeÐxte ìti

ri(C1 ∩ C2) = ri(C1) ∩ ri(C2).

IsqÔei to Ðdio gia tuqìnta mh ken� kurt� C1, C2 ⊆ Rn?

5. 'Estw {Ci : i ∈ I} oikogèneia kurt¸n uposunìlwn tou Rn me
⋂
i∈I ri(Ci) 6= ∅. DeÐxte ìti⋂

i∈I

Ci =
⋂
i∈I

Ci.

6. 'Estw S = conv({x0, x1, . . . , xn}) èna n�simplex ston Rn kai èstw y ∈ int(S). DeÐxte ìti ta

Si = conv({x0, x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn}), i = 0, 1, . . . , n

eÐnai n�simplices, an� dÔo èqoun xèna eswterik�, kai

S = S0 ∪ S1 ∪ · · · ∪ Sn.
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7. 'Estw A mh kenì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti

conv(A) =
⋂
{B ⊆ Rn : B ⊇ A, B kleistì kai kurtì}.

8. D¸ste par�deigma kleistoÔ uposunìlou tou R2 tou opoÐou h kurt  j kh den eÐnai kleistì
sÔnolo. MporeÐte na breÐte antÐstoiqo par�deigma sto R?

9. 'Estw C mh kenì, kleistì kai kurtì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti: an x, y ∈ Rn kai
‖pC(x)− pC(y)‖2 = ‖x− y‖2, tìte x− pC(x) = y − PC(y).

An ‖pC(x)− pC(y)‖2 = ‖x− y‖2 gia k�je x, y ∈ Rn, ti sumperaÐnete gia to C?

10*. 'Estw A mh kenì, kleistì uposÔnolo tou Rn me thn ex c idiìthta: gia k�je x ∈ Rn
up�rqei monadikì pA(x) ∈ A ¸ste ‖x− pA(x)‖2 = d(x,A). DeÐxte ìti to A eÐnai kurtì.

11. 'Estw K èna mh kenì, sumpagèc kurtì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti up�rqei oikogèneia
{B(xi, ri) : i ∈ I} apì kleistèc mp�lec ston Rn ¸ste

K =
⋂
i∈I

B(xi, ri).

12. 'Estw K èna kurtì s¸ma ston Rn. To kèntro b�rouc tou K eÐnai to shmeÐo y = (y1, . . . , yn)
me suntetagmènec

yi =
1

|K|

∫
K

〈x, ei〉 dx, i = 1, . . . , n.

DeÐxte ìti y ∈ K.

13. (a) Perigr�yte ìla ta kleist� kurt� uposÔnola tou Rn pou to sumpl rwm� touc eÐnai
epÐshc kurtì.

(b) Perigr�yte ìla ta kurt� uposÔnola tou Rn ta opoÐa den èqoun kanèna uperepÐpedo st rixhc.

14. (a) Up�rqei par�deigma xènwn mh ken¸n, kleist¸n kurt¸n uposunìlwn tou R2 ta opoÐa den
diaqwrÐzontai gn sia?

(b) Up�rqei par�deigma xènwn mh ken¸n, kleist¸n kurt¸n uposunìlwn tou R2 ta opoÐa na
diaqwrÐzontai gn sia all� na mhn diaqwrÐzontai austhr�?

15. 'Estw C mh kenì, kurtì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti to C eÐnai kleistì an kai mìno an
to C ∩ ` eÐnai kleistì sÔnolo gia k�je eujeÐa ` ston Rn.

16. (a) 'Estw T = conv({v1, . . . , vm}). DeÐxte ìti

T ◦ = {x ∈ Rn : 〈x, vj〉 ≤ 1 gia k�je j = 1, . . . ,m}.

(b) 'Estw v1, . . . , vm ∈ Rn kai

P = {x ∈ Rn : 〈x, vj〉 ≤ 1 gia k�je j = 1, . . . ,m}.
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DeÐxte ìti P ◦ = conv({0, v1, . . . , vm}).

17. 'Estw A kai B kleist� kai kurt� uposÔnola tou Rn ta opoÐa perièqoun to 0. DeÐxte ìti

(A ∩B)◦ = conv(A◦ ∪B◦).



Kef�laio 5

Kurtèc sunart seic

5.1 Kurtèc sunart seic miac metablht c

Σε αυτή την παράγραφο υπενθυμίζουμε κάποια βασικά αποτελέσματα για κυρτές συναρτή-

σεις f : I → R, όπου I είναι ένα (κλειστό, ανοικτό ή ημιανοικτό, πεπερασμένο ή άπειρο)

διάστημα στο R.

Ορισμός 5.1.1. ΄Εστω I διάστημα στο R και έστω f : I → R μια συνάρτηση.

(α) Η f λέγεται κυρτή αν

(5.1.1) f((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)f(a) + tf(b)

για κάθε a, b ∈ I και για κάθε t ∈ R με 0 < t < 1. Η γεωμετρική σημασία του ορισμού

είναι η εξής: η χορδή που έχει σαν άκρα τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)) δεν είναι πουθενά

κάτω από το γράφημα της f .

(β) Η f λέγεται γνησίως κυρτή αν

(5.1.2) f((1− t)a+ tb) < (1− t)f(a) + tf(b)

για κάθε a, b ∈ I και για κάθε t ∈ R με 0 < t < 1.

(γ) Η f : I → R λέγεται κοίλη (αντίστοιχα, γνησίως κοίλη) αν η−f είναι κυρτή (αντίστοιχα,

γνησίως κυρτή).

Παρατήρηση 5.1.2. Ισοδύναμοι τρόποι με τους οποίους μπορεί να περιγραφεί η κυρτό-

τητα της f : I → R είναι οι εξής:

(α) Αν a, b, x ∈ I και a < x < b, τότε

(5.1.3) f(x) ≤ b− x
b− a

f(a) +
x− a
b− a

f(b).
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Παρατηρήστε ότι το δεξιό μέλος αυτής της ανισότητας ισούται με

(5.1.4) f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

(β) Αν a, b ∈ I και αν t, s > 0 με t+ s = 1, τότε

(5.1.5) f(ta+ sb) ≤ tf(a) + sf(b).

Ορισμός 5.1.3 (επιγράφημα). ΄Εστω I ένα διάστημα και έστω f : I → R. Το επιγράφημα

της f είναι το σύνολο

epi(f) = {(x, t) ∈ I × R : f(x) ≤ t}.

Η επόμενη πρόταση μας επιτρέπει να μελετάμε κυρτές συναρτήσεις μέσω κυρτών συνό-

λων και αντίστροφα (η απόδειξη είναι απλή και αφήνεται ως άσκηση):

Πρόταση 5.1.4. ΄Εστω I ένα διάστημα και έστω f : I → R. Η f είναι κυρτή αν και

μόνο αν το epi(f) είναι κυρτό υποσύνολο του R2
.

Πρόταση 5.1.5 (το λήμμα των τριών χορδών). ΄Εστω f : I → R κυρτή συνάρτηση. Αν

y < x < z στο I, τότε

(5.1.6)
f(x)− f(y)

x− y
≤ f(z)− f(y)

z − y
≤ f(z)− f(x)

z − x
.

Απόδειξη. Αφού η f είναι κυρτή, έχουμε

(5.1.7) f(x) ≤ z − x
z − y

f(y) +
x− y
z − y

f(z).

Από αυτή την ανισότητα βλέπουμε ότι

(5.1.8) f(x)− f(y) ≤ y − x
z − y

f(y) +
x− y
z − y

f(z) =
x− y
z − y

[f(z)− f(y)],

το οποίο αποδεικνύει την αριστερή ανισότητα στην (5.1.6). Ξεκινώντας πάλι από την (5.1.7),

γράφουμε

(5.1.9) f(x)− f(z) ≤ z − x
z − y

f(y) +
x− z
z − y

f(z) = −z − x
z − y

[f(z)− f(y)],

απ’ όπου προκύπτει η δεξιά ανισότητα στην (5.1.6). 2

΄Αμεση συνέπεια του λήμματος των τριών χορδών είναι η εξής.

Πόρισμα 5.1.6. ΄Εστω f : I → R κυρτή συνάρτηση. Αν y < x < z < w στο I, τότε

(5.1.10)
f(x)− f(y)

x− y
≤ f(w)− f(z)

w − z
.
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Απόδειξη. Εφαρμόζοντας την Πρόταση 5.1.5 για τα σημεία y < x < z, παίρνουμε

(5.1.11)
f(x)− f(y)

x− y
≤ f(z)− f(x)

z − x
.

Εφαρμόζοντας πάλι την Πρόταση 5.1.5 για τα σημεία x < z < w, παίρνουμε

(5.1.12)
f(z)− f(x)

z − x
≤ f(w)− f(z)

w − z
.

΄Επεται το συμπέρασμα. 2

Θεώρημα 5.1.7. ΄Εστω f : (a, b)→ R κυρτή συνάρτηση. Αν x ∈ (a, b), τότε υπάρχουν

οι πλευρικές παράγωγοι

(5.1.13) f ′−(x) = lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
και f ′+(x) = lim

h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι υπάρχει η δεξιά πλευρική παράγωγος f ′+(x) (με τον ίδιο τρόπο

δουλεύουμε για την αριστερή πλευρική παράγωγο f ′−(x)). Θεωρούμε τη συνάρτηση gx :
(x, b)→ R που ορίζεται από την

(5.1.14) gx(z) :=
f(z)− f(x)

z − x
.

Η gx είναι αύξουσα: αν x < z1 < z2 < b, το λήμμα των τριών χορδών δείχνει ότι

(5.1.15) gx(z1) =
f(z1)− f(x)

z1 − x
≤ f(z2)− f(x)

z2 − x
= gx(z2).

Επίσης, αν θεωρήσουμε τυχόν y ∈ (a, x), το λήμμα των τριών χορδών (για τα y < x < z)
δείχνει ότι

(5.1.16)
f(x)− f(y)

x− y
≤ f(z)− f(x)

z − x
= gx(z)

για κάθε z ∈ (x, b), δηλαδή η gx είναι κάτω φραγμένη. ΄Αρα, υπάρχει το

(5.1.17) lim
z→x+

gx(z) = lim
z→x+

f(z)− f(x)

z − x
= lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
.

Δηλαδή, υπάρχει η δεξιά πλευρική παράγωγος f ′+(x). 2

Θεώρημα 5.1.8. ΄Εστω f : (a, b)→ R κυρτή συνάρτηση. Οι πλευρικές παράγωγοι f ′−,
f ′+ είναι αύξουσες στο (a, b) και f ′− ≤ f ′+ στο (a, b).
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Απόδειξη. ΄Εστω x < y στο (a, b). Για αρκετά μικρό θετικό h έχουμε x± h, y ± h ∈ (a, b)
και x+ h < y − h. Από την Πρόταση 5.1.5 και από το Λήμμα 5.1.6 βλέπουμε ότι

(5.1.18)
f(x)− f(x− h)

h
≤ f(x+ h)− f(x)

h
≤ f(y)− f(y − h)

h
≤ f(y + h)− f(y)

h
.

Παίρνοντας όρια καθώς h→ 0+
, συμπεραίνουμε ότι

(5.1.19) f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y).

Οι ανισότητες f ′−(x) ≤ f ′−(y) και f ′+(x) ≤ f ′+(y) δείχνουν ότι οι f ′−, f
′
+ είναι αύξουσες

στο (a, b). Η αριστερή ανισότητα στην (5.1.20) δείχνει ότι f ′− ≤ f ′+ στο (a, b). 2

Η ύπαρξη των πλευρικών παραγώγων εξασφαλίζει ότι κάθε κυρτή συνάρτηση f : I → R
είναι συνεχής στο εσωτερικό του I:

Θεώρημα 5.1.9. Κάθε κυρτή συνάρτηση f : (a, b)→ R είναι συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ (a, b). Τότε, για μικρά h > 0 έχουμε x+ h, x− h ∈ (a, b) και

(5.1.21) f(x+ h) = f(x) +
f(x+ h)− f(x)

h
· h→ f(x) + f ′+(x) · 0 = f(x)

όταν h→ 0+
, ενώ, τελείως ανάλογα,

(5.1.22) f(x− h) = f(x) +
f(x− h)− f(x)

−h
· (−h)→ f(x) + f ′−(x) · 0 = f(x)

όταν h→ 0+
. ΄Αρα, η f είναι συνεχής στο x. 2

Στον Απειροστικό Λογισμό δίνεται συχνά ένας διαφορετικός ορισμός της κυρτότητας

για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f : (a, b) → R. Για κάθε x ∈ (a, b), θεωρούμε την

εφαπτομένη

(5.1.23) u = f(x) + f ′(x)(u− x)

του γραφήματος της f στο (x, f(x)) και λέμε ότι η f είναι κυρτή στο (a, b) αν για κάθε

x ∈ (a, b) και για κάθε y ∈ (a, b) έχουμε

(5.1.24) f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x).

Δηλαδή, αν το γράφημα {(y, f(y)) : a < y < b} βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη.

Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι, αν περιοριστούμε στην κλάση των παραγωγίσιμων

συναρτήσεων, οι «δύο ορισμοί» συμφωνούν.

Θεώρημα 5.1.10. ΄Εστω f : (a, b) → R παραγωγίσιμη συνάρτηση. Τα εξής είναι

ισοδύναμα:
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(α) Η f είναι κυρτή.

(β) Η f ′ είναι αύξουσα.

(γ) Για κάθε x, y ∈ (a, b) ισχύει η

(5.1.25) f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x).

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η f είναι κυρτή. Αφού η f είναι παραγωγίσιμη, έχουμε f ′ =
f ′− = f ′+ στο (a, b). Από το Θεώρημα 5.1.8 οι f ′−, f

′
+ είναι αύξουσες, άρα η f ′ είναι αύξουσα.

Υποθέτουμε τώρα ότι η f ′ είναι αύξουσα. ΄Εστω x, y ∈ (a, b). Αν x < y, εφαρμόζοντας
το θεώρημα μέσης τιμής στο [x, y], βρίσκουμε ξ ∈ (x, y) ώστε f(y) = f(x) + f ′(ξ)(y − x).
Αφού ξ > x και η f ′ είναι αύξουσα, έχουμε f ′(ξ) ≥ f ′(x). Αφού y − x > 0, έπεται ότι

(5.1.26) f(y) = f(x) + f ′(ξ)(y − x) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x).

Αν x > y, εφαρμόζοντας το θεώρημα μέσης τιμής στο [y, x], βρίσκουμε ξ ∈ (y, x) ώστε

f(y) = f(x) + f ′(ξ)(y − x). Αφού ξ < x και η f ′ είναι αύξουσα, έχουμε f ′(ξ) ≤ f ′(x).
Αφού y − x < 0, έπεται πάλι ότι

(5.1.27) f(y) = f(x) + f ′(ξ)(y − x) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x).

Τέλος, υποθέτουμε ότι η (5.1.25) ισχύει για κάθε x, y ∈ (a, b) και θα δείξουμε ότι η f
είναι κυρτή. ΄Εστω x < y στο (a, b) και έστω 0 < t < 1. Θέτουμε z = (1 − t)x + ty.
Εφαρμόζοντας την υπόθεση για τα ζευγάρια x, z και y, z, παίρνουμε

(5.1.28) f(x) ≥ f(z) + f ′(z)(x− z) και f(y) ≥ f(z) + f ′(z)(y − z).

΄Αρα,

(1− t)f(x) + tf(y) ≥ (1− t)f(z) + tf(z) + f ′(z)[(1− t)(x− z) + t(y − z)]
= f(z) + f ′(z)[(1− t)x+ ty − z]
= f(z).

Δηλαδή, (1− t)f(x) + tf(y) ≥ f((1− t)x+ ty). 2

Στην περίπτωση που η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b), η ισοδυναμία των

(α) και (β) στο Θεώρημα 5.1.10 δίνει έναν απλό χαρακτηρισμό της κυρτότητας μέσω της

δεύτερης παραγώγου.

Θεώρημα 5.1.11. ΄Εστω f : (a, b)→ R δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση. Η f είναι

κυρτή αν και μόνο αν f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, b).

Απόδειξη. Η f ′ είναι αύξουσα αν και μόνο αν f ′′ ≥ 0 στο (a, b). ΄Ομως, στο Θεώρημα

5.1.10 είδαμε ότι η f ′ είναι αύξουσα αν και μόνο αν η f είναι κυρτή. 2
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5.2 Kurtèc sunart seic poll¸n metablht¸n

΄Εστω C ένα μη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn. Μια συνάρτηση f : C → R λέγεται κυρτή

αν για κάθε x1, x2 ∈ C και για κάθε t ∈ [0, 1] ισχύει

(5.2.1) f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2).

Παρατηρήστε ότι (1−t)x1+tx2 ∈ C από την κυρτότητα του C. Με επαγωγή αποδεικνύουμε

το εξής.

Θεώρημα 5.2.1 (ανισότητα του Jensen). ΄Εστω C ένα μη κενό, κυρτό υποσύνολο του

Rn και έστω f : C → R κυρτή συνάρτηση. Αν x1, . . . , xm ∈ C και t1, . . . , tm ≥ 0 με

t1 + · · ·+ tm = 1, τότε

(5.2.2) f(t1x1 + · · ·+ tmxm) ≤ t1f(x1) + · · ·+ tmf(xm).

5.2αʹ Συνέχεια κυρτών συναρτήσεων

Ορισμός 5.2.2. ΄Εστω f : C → R. Λέμε ότι η f είναι Lipschitz συνεχής στο D ⊆ C αν

υπάρχει σταθερά L > 0 ώστε, για κάθε y, z ∈ D,

(5.2.3) |f(y)− f(z)| ≤ L‖y − z‖2.

Κάθε σταθερά L > 0 που ικανοποιεί την (5.2.3) λέγεται σταθερά Lipschitz για την f στο

D.

Η f λέγεται τοπικά Lipschitz στο x ∈ C αν υπάρχει r > 0 ώστε η f να είναι Lipschitz
συνεχής στο B(x, r) ∩ C. Σε αυτό τον ορισμό, η σταθερά Lipschitz μπορεί να εξαρτάται

από το x και από το r.

Θεώρημα 5.2.3. ΄Εστω f : C → R κυρτή συνάρτηση. Τότε, η f είναι τοπικά Lipschitz
σε κάθε x ∈ int(C).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ int(C). Θεωρούμε πρώτα δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ C και βρίσκουμε

αφινικά ανεξάρτητα σημεία x0, x1, . . . , xn στη σφαίρα S(x, δ) = {y : ‖y − x‖2 = δ} ώστε

το x να ανήκει στο εσωτερικό του simplex S = conv({x0, x1, . . . , xn}). Αφού κάθε y ∈ S
γράφεται σαν κυρτός συνδυασμός των x0, x1, . . . , xn, από την ανισότητα του Jensen έχουμε

(5.2.4) f(y) ≤ α := max{f(x0), f(x1), . . . , f(xn)}

για κάθε y ∈ S. Ειδικότερα, f(x) ≤ α.
Επιλέγουμε r > 0 ώστε B(x, 2r) ⊆ int(S). Για κάθε y ∈ B(x, 2r) έχουμε 2x − y ∈

B(x, 2r) και x = y+(2x−y)
2 . Από την κυρτότητα της f και από την (5.2.4) βλέπουμε ότι

(5.2.5) f(x) ≤ f(y) + f(2x− y)

2
≤ f(y) + α

2
,
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άρα

(5.2.6) f(y) ≥ 2f(x)− α.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι

(5.2.7) |f(y)| ≤ γ = max{α, |2f(x)− α|}

για κάθε y ∈ B(x, 2r).
Τώρα μπορούμε να δείξουμε ότι η f είναι Lipschitz με σταθερά 2γ/r στο x: θεωρούμε

την ανοικτή μπάλα B(x, r) και τυχόντα y 6= z στην B(x, r). Υπάρχει w ∈ B(x, 2r) ώστε

z ∈ (y, w) και ‖w − z‖2 = r. Θεωρώντας την f ως κυρτή συνάρτηση στην ευθεία των

y, z, w και εφαρμόζοντας το λήμμα των τριών χορδών, παίρνουμε

(5.2.8)
f(z)− f(y)

‖y − z‖2
≤ f(w)− f(z)

‖w − z‖2
≤ |f(w)|+ |f(z)|

r
≤ 2γ

r
.

Δηλαδή,

(5.2.9) f(z)− f(y) ≤ 2γ

r
‖y − z‖2.

Λόγω συμμετρίας, έχουμε και την f(y)− f(z) ≤ 2γ
r ‖y − z‖2. Δηλαδή,

(5.2.10) |f(z)− f(y)| ≤ 2γ

r
‖y − z‖2

για κάθε y, z ∈ B(x, r). 2

Θεώρημα 5.2.4. ΄Εστω C ένα μη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn. Κάθε κυρτή συνάρ-

τηση f : C → R είναι συνεχής στο int(C).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ int(C). Από το προηγούμενο θεώρημα υπάρχουν r,M > 0 ώστε

(5.2.11) |f(y)− f(x)| ≤M‖y − x‖2

για κάθε y ∈ B(x, r). Από την (5.2.11) ελέγχουμε εύκολα ότι αν xn ∈ C και xn → x
έχουμε τελικά |f(xn)− f(x)| ≤M‖xn − x‖2 → 0, δηλαδή f(xn)→ f(x). ΄Επεται ότι η f
είναι συνεχής στο x. 2

5.2βʹ Χαρακτηρισμός μέσω υπερεπιπέδων στήριξης

Ορισμός 5.2.5 (υπερεπίπεδο στήριξης). ΄Εστω f : C → R. Λέμε ότι η f έχει υπερεπίπεδο

στήριξης στο x ∈ C αν υπάρχει αφινική συνάρτηση α : Rn → R της μορφής

(5.2.12) α(y) = f(x) + 〈u, y − x〉,
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όπου u ∈ Rn, ώστε

(5.2.13) f(y) ≥ α(y) = f(x) + 〈u, y − x〉

για κάθε y ∈ C. Παρατηρήστε ότι α(x) = f(x). Θα λέμε επίσης ότι η α στηρίζει την f
στο x.

Θα αποδείξουμε τον ακόλουθο χαρακτηρισμό για κυρτές συναρτήσεις f : C → R, στην

περίπτωση που το C είναι ανοικτό.

Θεώρημα 5.2.6. ΄Εστω C μη κενό, ανοικτό κυρτό υποσύνολο του Rn. Η f : C → R
είναι κυρτή αν και μόνο αν έχει υπερεπίπεδο στήριξης σε κάθε x ∈ C.

Για την απόδειξη θα χρειαστούμε δύο λήμματα. Το πρώτο είναι ο αντίστοιχος χαρακτηρισμός

για συναρτήσεις μιας μεταβλητής.

Λήμμα 5.2.7. ΄Εστω I ανοικτό διάστημα του R. Η f : I → R είναι κυρτή αν και μόνο

αν έχει υπερεπίπεδο στήριξης σε κάθε x ∈ I.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι η f είναι κυρτή και θεωρούμε τυχόν x ∈ I. Χωρίς

περιορισμό της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι x = 0 και f(x) = f(0) = 0. Για

τυχόν y 6= 0 έχουμε ότι ty,−sy ∈ I αν τα t, s > 0 είναι αρκετά μικρά. Από την κυρτότητα

της f έπεται ότι

(5.2.14) 0 = f(0) = (t+ s)f

(
s

t+ s
(ty) +

t

t+ s
(−sy)

)
≤ sf(ty) + tf(−sy).

Δηλαδή,

(5.2.15)
f(ty)

t
≥ −f(−sy)

s
.

Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει u ∈ R ώστε f(ty) ≥ ut για κάθε t > 0 με ty ∈ I και f(−sy) ≥
u(−s) για κάθε s > 0 με −sy ∈ I. Αν ορίσουμε α : R → R με α(r) = ur

y , τότε η α είναι

γραμμική και

f(z) ≥ α(z)

για κάθε z ∈ I. Αφού α(0) = 0 = f(0), η α ορίζει υπερεπίπεδο στήριξης για την f στο

x = 0.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι: για κάθε x ∈ I υπάρχει αφινική συνάρτηση αx : R → R

της μορφής

(5.2.16) αx(y) = f(x) + ux(y − x),

όπου ux ∈ R, ώστε

(5.2.17) f(y) ≥ αx(y)
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για κάθε y ∈ I. Παρατηρήστε ότι

(5.2.18) f(y) = g(y) := max{αx(y) : x ∈ I}

για κάθε y ∈ I. Η (5.2.18) ισχύει διότι f(y) ≥ αx(y) για κάθε x ∈ I από την (5.2.17), και

αy(y) = f(y). ΄Ετσι, η f ≡ g έχει τώρα γραφτεί στη μορφή supremum μιας οικογένειας

αφινικών συναρτήσεων, απ’ όπου έπεται εύκολα ότι είναι κυρτή (γενικότερα, το κατά σημείο

supremum μιας οικογένειας κυρτών συναρτήσεων είναι κυρτή συνάρτηση). 2

Λήμμα 5.2.8. ΄Εστω C μη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω f : C → R κυρτή

συνάρτηση. ΄Εστω x ∈ int(C) και έστω H αφινικός υπόχωρος με x ∈ H. Αν η f |H έχει

υπερεπίπεδο στήριξης στο x που ορίζεται από την αφινική συνάρτηση αH : H → R, τότε η

f έχει υπερεπίπεδο στήριξης στο x που ορίζεται από μια αφινική συνάρτηση α : Rn → R
με α|H = αH .

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι x = 0 και f(x) = f(0) = 0. Τότε, ο H είναι

γραμμικός υπόχωρος του Rn και μπορούμε να υποθέσουμε ότι dim(H) = k < n. Θα

δείξουμε ότι για p = k + 1, . . . , n υπάρχουν υπόχωρος Hp ⊇ Hp−1 με dim(Hp) = p και

γραμμική συνάρτηση αp : Hp → R ώστε αp|H = αH και η αp να «στηρίζει την f στο x».
Στο βήμα p = n εξασφαλίζουμε το ζητούμενο.

΄Εστω ότι έχουν οριστεί ο Hp και η αp. Αν p < n τότε μπορούμε να βρούμε w ∈ C \Hp.

Θέτουμε Hp+1 = span({Hp, w}). Κάθε u ∈ Hp+1 γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή

u = v + tw, όπου v ∈ Hp και t ∈ R. Θα επιλέξουμε ρ ∈ R έτσι ώστε, αν ορίσουμε τη

γραμμική συνάρτηση αp+1 : Hp+1 → R με

(5.2.19) αp+1(u) = αp+1(v + tw) = αp(v) + tρ,

τότε η αp+1 στηρίζει την f |C∩Hp+1
στο x.

Ο περιορισμός για το ρ είναι ο εξής: αν το v ∈ Hp και ο t ∈ R ικανοποιούν την

v + tw ∈ C, τότε

(5.2.20) αp(v) + tρ ≤ f(v + tw).

Ισοδύναμα, ζητάμε: αν t > 0, v1 ∈ Hp και v1 + tw ∈ C τότε

(5.2.21) ρ ≤ f(v1 + tw)− αp(v1)

t
,

ενώ αν s > 0, v2 ∈ Hp και v2 − sw ∈ C τότε αp(v2)− sρ ≤ f(v2 − sw), δηλαδή

(5.2.22) ρ ≥ αp(v2)− f(v2 − sw)

s
.

Η επιλογή του ρ είναι δυνατή αν δείξουμε το εξής: αν t, s > 0, v1, v2 ∈ Hp και v1 + tw, v2−
sw ∈ C, τότε

(5.2.23)
αp(v2)− f(v2 − sw)

s
≤ f(v1 + tw)− αp(v1)

t
.
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΄Ομως, από την κυρτότητα της f και την γραμμικότητα της αp έχουμε

sf(v1 + tw) + tf(v2 − sw) ≥ (t+ s)f

(
sv1 + stw

t+ s
+
tv2 − tsw
t+ s

)
= (t+ s)f

(
sv1 + tv2

t+ s

)
≥ (t+ s)αp

(
sv1 + tv2

t+ s

)
= sαp(v1) + tαp(v2),

δηλαδή

(5.2.24) s(f(v1 + tw)− αp(v1)) ≥ t(αp(v2)− f(v2 − sw)).

Αυτό αποδεικνύει ότι υπάρχει ρ ∈ R ώστε

(5.2.25) sup
v2−sw∈C

αp(v2)− f(v2 − sw)

s
≤ ρ ≤ inf

v1+tw∈C

f(v1 + tw)− αp(v1)

t
,

και επιτρέπει το επαγωγικό βήμα. 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 5.2.6. Υποθέτουμε πρώτα ότι η f είναι κυρτή και θεωρούμε

τυχόν x ∈ C. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι x = 0 και f(x) = f(0) = 0.
Παίρνουμε τυχούσα ευθεία H1 που περνάει από το 0. Ο περιορισμός της f στο C ∩H1

είναι κυρτή συνάρτηση. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 5.2.7 βρίσκουμε γραμμική συνάρτηση

α1 : H1 → R η οποία στηρίζει την f |C∩H1
στο x. Κατόπιν, χρησιμοποιώντας το Λήμμα

5.2.8 επεκτείνουμε την α1 σε γραμμική συνάρτηση α : Rn → R η οποία στηρίζει την f στο

x.
Ο αντίστροφος ισχυρισμός μπορεί να αποδειχθεί ακριβώς όπως αποδείχτηκε στη μονο-

διάστατη περίπτωση (συμβουλευτείτε το δεύτερο μέρος της απόδειξης του Λήμματος 5.2.7).

2

5.2γʹ Διαφορισιμότητα κυρτών συναρτήσεων

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε κάποια αποτελέσματα σχετικά με την «ιδιαίτερη συμπεριφορά»

των κυρτών συναρτήσεων ως προς την διαφορισιμότητα.

Θεώρημα 5.2.9. ΄Εστω f : C → R κυρτή συνάρτηση και έστω x ∈ int(C). Τότε, η f
είναι διαφορίσιμη στο x αν και μόνο αν υπάρχουν οι μερικές παράγωγοι

∂f
∂xi

(x), i = 1, . . . , n.

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι η f είναι διαφορίσιμη στο x αν υπάρχει u ∈ Rn ώστε

f(y) = f(x) + 〈u, y − x〉+ o(‖y − x‖2)

καθώς το y → x: ο συμβολισμός o(‖y − x‖2) σημαίνει ότι

(5.2.26) lim
y→x

f(y)− f(x)− 〈u, y − x〉
‖y − x‖2

= 0.
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Αν η f είναι διαφορίσιμη στο x, παίρνοντας y = x+ tei και t→ 0, βλέπουμε ότι, για κάθε

i = 1, . . . , n, υπάρχει η

(5.2.27)
∂f

∂xi
(x) = lim

t→0

f(x+ tei)− f(x)

t
= ui.

Με άλλα λόγια, u = ∇f(x).

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι υπάρχουν οι μερικές παράγωγοι
∂f
∂xi

(x), i = 1, . . . , n.
Θέτουμε

(5.2.28) ui :=
∂f

∂xi
(x), i = 1, . . . , n.

Από τον ορισμό των μερικών παραγώγων έχουμε

(5.2.29) f(x+ tei) = f(x) + uit+ o(|t|), t→ 0.

΄Αρα,

f(y) = f(x+ y − x) = f

(
1

n

n∑
i=1

(x+ n(yi − xi)ei)

)

≤ 1

n

n∑
i=1

f(x+ n(yi − xi)ei)

= f(x) +

n∑
i=1

ui(yi − xi) + o(‖y − x‖2)

= f(x) + 〈u, y − x〉+ o(‖y − x‖2)

όταν y → x. ΄Ομοια, αν το y ∈ C είναι αρκετά κοντά στο x, έχουμε 2x − y ∈ C και

2x− y = x− (y − x), άρα

(5.2.30) f(2x− y) ≤ f(x)− 〈u, y − x〉+ o(‖y − x‖2)

όταν y → x. Αφού 2f(x) ≤ f(2x− y) + f(y) από την κυρτότητα της f , παίρνουμε

(5.2.31) f(y) ≥ 2f(x)− f(2x− y) = f(x) + 〈u, y − x〉+ o(‖y − x‖2)

όταν y → x. ΄Επεται ότι

(5.2.32) f(y) = f(x) + 〈u, y − x〉+ o(‖y − x‖2),

δηλαδή η f είναι διαφορίσιμη στο x. 2
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Παρατήρηση 5.2.10. Αποδεικνύεται ότι κάθε κυρτή συνάρτηση f : C → R είναι σχεδόν

παντού διαφορίσιμη (θεώρημα Reidemeister). Ακόμα ισχυρότερα, είναι δύο φορές παραγω-

γίσιμη σχεδόν παντού (θεώρημα Alexandrov): για σχεδόν κάθε x ∈ C (με την έννοια του

Lebesgue) υπάρχει n× n πίνακας H, η Εσσιανή της f στο x, ώστε

(5.2.33) f(y) = f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
1

2
〈H(y − x), y − x〉+ o(‖y − x‖22)

όταν y → x.

Η επόμενη πρόταση δείχνει ότι η διαφορισιμότητα μιας κυρτής συνάρτησης f : C → R
στο x ∈ int(C) είναι ισοδύναμη με τη μοναδικότητα του υπερεπιπέδου στήριξης της f στο

x.

Θεώρημα 5.2.11. ΄Εστω f : C → R κυρτή συνάρτηση και έστω x ∈ int(C). Τότε, η f
είναι διαφορίσιμη στο x αν και μόνο αν υπάρχει μοναδική αφινική συνάρτηση α : Rn → R
ώστε α(x) = f(x) και f(y) ≥ α(y) για κάθε y ∈ C.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι η f είναι διαφορίσιμη στο x. ΄Εχουμε δει ότι υπάρχουν

αφινικές συναρτήσεις οι οποίες στηρίζουν την f στο x. ΄Εστω

(5.2.34) α(y) = f(x) + 〈u, y − x〉

κάποια από αυτές. Σταθεροποιούμε i ≤ n και παίρνουμε y = x± tei ∈ C, t > 0. ΄Εχουμε

(5.2.35) f(x+ tei) ≥ f(x) + tui,

οπότε αφαιρώντας το f(x), διαιρώντας με t και αφήνοντας το t→ 0+
, βλέπουμε ότι

(5.2.36) ui ≤ lim
t→0+

f(x+ tei)− f(x)

t
=

∂f

∂xi
(x).

Με τον ίδιο τρόπο, θεωρώντας y = x− tei, παίρνουμε

(5.2.37) ui ≥ lim
t→0+

f(x− tei)− f(x)

−t
=

∂f

∂xi
(x).

΄Επεται ότι u = ∇f(x), δηλαδή η α είναι μονοσήμαντα ορισμένη.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση υποθέτουμε ότι η f δεν είναι διαφορίσιμη στο x. Από το

Θεώρημα 5.2.9 συμπεραίνουμε ότι υπάρχει i ≤ n ώστε να μην υπάρχει η μερική παράγωγος
∂f
∂xi

(x). Η συνάρτηση gi(t) = f(x + tei) είναι κυρτή, άρα υπάρχουν οι «πλευρικές μερικές

παράγωγοι»
∂f
∂xi

−
(x), ∂f

∂xi

+
(x) και ισχύει

(5.2.38) b−i :=
∂f

∂xi

−
(x) < b+i :=

∂f

∂xi

+

(x).
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Αν θεωρήσουμε οποιονδήποτε r ∈ R με b−i < r < b+i , η αφινική συνάρτηση αi,r(x +
tei) = f(x) + rt στηρίζει τον περιορισμό της f στο C ∩ {x + tei : t ∈ R} στο σημείο

x. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 5.2.8 μπορούμε να επεκτείνουμε την αi,r σε μια αφινική

συνάρτηση αr : Rn → R η οποία στηρίζει την f στο x. ΄Ετσι, η f έχει περισσότερα από

ένα υπερεπίπεδα στήριξης στο x (τουλάχιστον ένα για κάθε r ∈ (b−i , b
+
i )). 2

Τέλος, δείχνουμε ότι μια κυρτή συνάρτηση που είναι ορισμένη σε ανοικτό κυρτό σύνολο

και είναι παντού διαφορίσιμη είναι αναγκαστικά C1
(έχει συνεχείς μερικές παραγώγους).

Θεώρημα 5.2.12. ΄Εστω C μη κενό, ανοικτό κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν f : C → R
είναι κυρτή συνάρτηση διαφορίσιμη παντού στο C, τότε οι μερικές παράγωγοι της f είναι

συνεχείς στο C, δηλαδή η f ανήκει στην κλάση C1
.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ C. Υπάρχει r > 0 ώστε να ισχύουν τα εξής: B(x, r) ⊆ C και υπάρχει

L > 0 ώστε

(5.2.39) |f(y)− f(z)| ≤ L‖y − z‖2
για κάθε y, z ∈ B(x, r).

Θεωρούμε τυχούσα ακολουθία (xm) στο C με xm → x και δείχνουμε ότι ∇f(xm) →
∇f(x). Μπορούμε να υποθέσουμε ότι xm ∈ B(x, r) για κάθε m ∈ N.

Θέτουμε um = ∇f(xm) και u = ∇f(x). Δείχνουμε πρώτα ότι η (um) είναι φραγμένη:

για κάθε m έχουμε

(5.2.40) f(y) ≥ f(x) + 〈um, y − x〉, y ∈ C.

Για τυχόν m θεωρούμε ym ∈ B(x, r) ώστε το ym − xm να είναι ομόρροπο με το um.

Χρησιμοποιώντας τις (5.2.39) και (5.2.40) βλέπουμε ότι

(5.2.41) ‖um‖2‖ym − xm‖2 = 〈um, ym − xm〉 ≤ f(ym)− f(xm) ≤ L‖ym − xm‖2,

άρα

(5.2.42) ‖um‖2 ≤ L.

Θεωρούμε τώρα τυχούσα συγκλίνουσα υπακολουθία της (um): ας υποθέσουμε ότι ukm →
v. Για κάθε y ∈ C και για κάθε m έχουμε

(5.2.43) f(y) ≥ f(xkm) + 〈ukm , y − xkm〉.

Παίρνοντας όριο, βλέπουμε ότι

(5.2.44) f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉.

Αφού το y ∈ C ήταν τυχόν, η α(y) = f(x) + 〈v, y − x〉 στηρίζει την f στο x. ΄Ομως, η f
είναι διαφορίσιμη στο x. Από το Θεώρημα 5.2.11 έπεται ότι

(5.2.45) v = u = ∇f(x).

Είδαμε ότι κάθε συγκλίνουσα υπακολουθία της φραγμένης ακολουθίας (∇f(xm)) συγκλίνει

στο ∇f(x). ΄Επεται ότι ∇f(xm)→ ∇f(x). 2
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5.2δʹ Επιγράφημα κυρτής συνάρτησης

Ορισμός 5.2.13. ΄Εστω f : Rn → R. Το επιγράφημα της f είναι το σύνολο

(5.2.45) epi(f) = {(y, t) ∈ Rn × R : t ≥ f(y)}.

Από τους ορισμούς της κυρτής συνάρτησης και του επιγραφήματος ελέγχουμε ότι η f είναι

κυρτή αν και μόνο αν το επιγράφημα epi(f) είναι κυρτό σύνολο. Παίρνοντας υπ΄ όψιν και

το Θεώρημα 5.2.4 έχουμε το εξής.

Θεώρημα 5.2.14. ΄Εστω f : Rn → R κυρτή συνάρτηση. Το επιγράφημα epi(f) της f
είναι κυρτό και κλειστό υποσύνολο του Rn+1

. 2

Θεωρούμε τώρα μια κυρτή συνάρτηση f : Rn → R και τυχόν y ∈ Rn. Παρατηρούμε

ότι (y, f(y)) ∈ bd(epi(f)). Από το Θεώρημα 5.2.14, το epi(f) είναι κλειστό και κυρτό.

Συνεπώς, υπάρχει υπερεπίπεδο του Rn+1
το οποίο στηρίζει το epi(f) στο σημείο (y, f(y)).

Με άλλα λόγια, υπάρχουν x ∈ Rn και b, α ∈ R με (x, b) 6= (0, 0), ώστε

(5.2.46) 〈x, z〉+ bt ≥ α

για κάθε z ∈ Rn και για κάθε t ≥ f(z), ενώ

(5.2.47) 〈x, y〉+ bf(y) = α.

Παρατηρούμε ότι b > 0. Πράγματι, ας υποθέσουμε πρώτα ότι b < 0: τότε, αφήνοντας το

t→ +∞ στην (5.2.46) καταλήγουμε σε άτοπο. Αν πάλι b = 0, τότε έχουμε 〈x, z〉 ≥ α για

κάθε z ∈ Rn. Αυτό μπορεί να συμβεί μόνο αν x = 0, το οποίο επίσης οδηγεί σε άτοπο:

τότε, θα είχαμε (x, b) = (0, 0).

Αντικαθιστώντας τα x και α με τα x/b και α/b αντίστοιχα, μπορούμε να υποθέσουμε

ότι b = 1 στις (5.2.46) και (5.2.47). Αντικαθιστώντας εκ νέου το x με το −x, έχουμε το

ακόλουθο.

Θεώρημα 5.2.15. ΄Εστω f : Rn → R κυρτή συνάρτηση και έστω y ∈ Rn. Υπάρχουν

0 6= x ∈ Rn και α ∈ R ώστε

(5.2.48) 〈x, y〉+ α = f(y)

και

(5.2.49) 〈x, z〉+ α ≤ f(z)

για κάθε z ∈ Rn. 2
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5.3 Sun�rthsh st rixhc kai sun�rthsh st�jmhc

5.3αʹ Συνάρτηση στήριξης

΄Εστω K μη κενό, κυρτό και συμπαγές υποσύνολο του Rn. Για κάθε μη μηδενικό y ∈ Rn
θεωρούμε την απεικόνιση x → 〈x, y〉. Αφού το K είναι συμπαγές, ορίζονται οι αy =
max{〈x, y〉 : x ∈ K} και βy = min{〈x, y〉 : x ∈ K}. Τα υπερεπίπεδα

(5.3.1) H(y, αy) = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 = αy}

και

(5.3.2) H(y, βy) = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 = βy}

στηρίζουν το K. Ορίζουμε μια συνάρτηση στον Rn απεικονίζοντας κάθε y στον αy.

Ορισμός 5.3.1 (συνάρτηση στήριξης). ΄Εστω K μη κενό, κυρτό και συμπαγές υποσύ-

νολο του Rn. Η συνάρτηση στήριξης (support function) hK : Rn → R του K ορίζεται

από την

(5.3.3) hK(y) = max{〈x, y〉 : x ∈ K}.

Παραδείγματα

(α) Θεωρούμε τον κύβο Qn = {x ∈ Rn : |xi| ≤ 1 για κάθε i ≤ n}. Για κάθε y ∈ Rn και

για κάθε x ∈ Qn έχουμε

(5.3.4) 〈x, y〉 ≤
n∑
i=1

|xi||yi| ≤ max
i≤n
|xi| ·

n∑
i=1

|yi|,

άρα hQn(y) ≤
∑n
i=1 |yi|. Επιπλέον, αν xi = sgn(yi), τότε x = (x1, . . . , xn) ∈ Qn και

(5.3.5) 〈x, y〉 =

n∑
i=1

sgn(yi)yi =

n∑
i=1

|yi|.

Συνεπώς,

(5.3.6) hQn(y) =

n∑
i=1

|yi|.

(β) Θεωρούμε το K = Bn1 = {x ∈ Rn :
∑n
i=1 |xi| ≤ 1}. (Το K είναι πολύτοπο με κορυφές

τα ±ei, i = 1, . . . , n. Για n = 2 είναι ρόμβος, για n = 3 οκτάεδρο). Για κάθε y ∈ Rn και

για κάθε x ∈ K έχουμε

(5.3.7) 〈x, y〉 ≤
n∑
i=1

|xi||yi| ≤ max
i≤n
|yi| ·

n∑
i=1

|xi|,



120 · Κυρτες συναρτησεις

άρα hK(y) ≤ maxi≤n |yi|. Επιπλέον, αν max |yi| = |yi0 | και x = (sgnyi0)ei0 , τότε x ∈ K
και 〈y, x〉 = |yi0 |. ΄Αρα,

(5.3.8) hK(y) = max
i≤n
|yi|.

(γ) ΄Εστω 1 < p < ∞ και έστω q ο συζυγής εκθέτης του p, ο οποίος ορίζεται από την
1
p + 1

q = 1 (παρατηρήστε ότι 1 < q < ∞ και p(q − 1) = q). Θεωρούμε το K = Bnp =

{x ∈ Rn :
∑n
i=1 |xi|p ≤ 1}. ΄Εστω y ∈ Rn και έστω ‖y‖qq :=

∑n
i=1 |yi|q. Για κάθε x ∈ K,

η ανισότητα του Hölder δείχνει ότι

(5.3.9) 〈x, y〉 ≤
n∑
i=1

|xi||yi| ≤

(
n∑
i=1

|yi|q
)1/q ( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

= ‖y‖q,

άρα hK(y) ≤ ‖y‖q. Αν y 6= 0 και αν ορίσουμε x = (x1, . . . , xn) όπου xi = |yi|q−1sgn(yi)/‖y‖q/pq ,

τότε

(5.3.10) 〈x, y〉 =
1

‖y‖q/pq

n∑
i=1

|yi|q = ‖y‖q−q/pq = ‖y‖q

και

(5.3.11)

n∑
i=1

|xi|p =
1

‖y‖qq

n∑
i=1

|yi|p(q−1) =
1

‖y‖qq

n∑
i=1

|yi|q = 1,

δηλαδή, x ∈ K. ΄Αρα,

(5.3.12) hK(y) = max
x∈K
〈x, y〉 = ‖y‖q.

Οι βασικές ιδιότητες της συνάρτησης στήριξης περιγράφονται στην επόμενη Πρόταση.

Πρόταση 5.3.2. (α) ΄Εστω K μη κενό κυρτό και συμπαγές υποσύνολο του Rn. Η hK
είναι κυρτή και θετικά ομογενής.

(β) hλK = λhK για κάθε λ > 0.

(γ) Αν K1 και K2 είναι μη κενά κυρτά και συμπαγή υποσύνολα του Rn, τότε hK1+K2
=

hK1
+ hK2

.

Απόδειξη. (α) Δείχνουμε πρώτα ότι η hK είναι υπογραμμική. ΄Εστω y1, y2 ∈ Rn. Για κάθε

x ∈ K έχουμε

(5.3.13) 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉+ 〈x, y2〉 ≤ hK(y1) + hK(y2).

΄Αρα,

(5.3.14) hK(y1 + y2) = max
x∈K
〈x, y1 + y2〉 ≤ hK(y1) + hK(y2).
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Αν y ∈ Rn και λ > 0, τότε

(5.3.15) hK(λy) = max
x∈K
〈x, λy〉 = max

x∈K
λ〈x, y〉 = λmax

x∈K
〈x, y〉 = λhK(y),

άρα η hK είναι θετικά ομογενής. Αφού η hK είναι υπογραμμική και θετικά ομογενής,

συμπεραίνουμε ότι η hK είναι κυρτή.

(β) ΄Εστω λ > 0. Τότε,

(5.3.16) hλK(y) = max
x∈λK

〈x, y〉 = max
x∈K
〈λx, y〉 = λmax

x∈K
〈x, y〉 = λhK(y),

άρα hλK = λhK .

(γ) Για κάθε y ∈ Rn έχουμε

hK1+K2
(y) = max{〈y, x1 + x2〉 : x1 ∈ K1, x2 ∈ K2}

= max{〈y, x1〉+ 〈y, x2〉 : x1 ∈ K1, x2 ∈ K2}
= max{〈y, x1〉 : x1 ∈ K1}+ max{〈y, x2〉 : x2 ∈ K2}
= hK1

(y) + hK2
(y).

΄Αρα, hK1+K2 = hK1 + hK2 . 2

Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι η συνάρτηση στήριξης του K προσδιορίζει το K. Αυτό

είναι άμεση συνέπεια του επόμενου θεωρήματος.

Θεώρημα 5.3.3. Αν K1,K2 είναι μη κενά, κυρτά συμπαγή υποσύνολα του Rn, τότε

K1 ⊆ K2 αν και μόνο αν hK1
≤ hK2

.

Απόδειξη. Από τον ορισμό της συνάρτησης στήριξης βλέπουμε εύκολα ότι αν K1 ⊆ K2

τότε

(5.3.17) hK1
(y) = max

x∈K1

〈x, y〉 ≤ max
x∈K2

〈x, y〉 = hK2
(y)

για κάθε y ∈ Rn. Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι hK1 ≤ hK2 αλλά υπάρχει x ∈ K1 με

x /∈ K2. Τότε τα x,K2 χωρίζονται αυστηρά, δηλαδή υπάρχει y ∈ Rn ώστε 〈z, y〉 < 〈x, y〉
για κάθε z ∈ K2. Τότε,

(5.3.18) hK2(y) = max{〈z, y〉 : z ∈ K2} < 〈x, y〉 ≤ hK1(y),

το οποίο είναι άτοπο. 2

Πόρισμα 5.3.4. Αν K είναι μη κενό κυρτό συμπαγές υποσύνολο του Rn, τότε 0 ∈ K
αν και μόνο αν hK ≥ 0.

Απόδειξη. h{0} = 0. 2
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Πόρισμα 5.3.5. Η συνάρτηση στήριξης καθορίζει το σύνολο K. Δηλαδή, αν K1,K2

είναι μη κενά κυρτά συμπαγή υποσύνολα του Rn με hK1
= hK2

, τότε K1 = K2. 2

Στην ειδική περίπτωση που τοK είναι συμμετρικό (ως προς το 0) κυρτό σώμα οι βασικές

ιδιότητες της συνάρτησης στήριξης αποδεικνύουν το εξής.

Πρόταση 5.3.6. ΄Εστω K συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, η συνάρτηση στή-

ριξης hK είναι νόρμα, και δίνεται από την

(5.3.19) hK(y) = max
x∈K
|〈x, y〉|

για κάθε y ∈ Rn.

Απόδειξη. Αφού 0 ∈ K έχουμε hK(y) ≥ 0 για κάθε y ∈ Rn. Από τη συμμετρία του K και

το γεγονός ότι έχει μη κενό εσωτερικό, συμπεραίνουμε ότι υπάρχει r > 0 ώστε B(0, r) ⊂ K
(άσκηση). ΄Επεται ότι: αν y 6= 0 τότε

(5.3.20) hK(y) ≥ max
x∈B(0,r)

〈x, y〉 = r‖y‖2 > 0.

Επίσης,

(5.3.21) hK(−y) = max
x∈K
〈x,−y〉 = max

x∈K
〈−x,−y〉 = max

x∈K
〈x, y〉 = hK(y).

Αφού η hK είναι θετικά ομογενής, ελέγχουμε εύκολα ότι

(5.3.22) hK(ty) = |t|hK(y)

για κάθε y ∈ Rn και για κάθε t > 0. Η τριγωνική ανισότητα έχει ήδη αποδειχθεί, άρα η hK
είναι νόρμα.

Τέλος, πάλι από τη συμμετρία του K, έχουμε ±〈x, y〉 = 〈±x, y〉 ≤ hK(y) για κάθε

x ∈ K, οπότε

(5.3.23) max
x∈K
|〈x, y〉| ≤ hK(y)

κι αυτό αποδεικνύει την (5.3.19). 2

Το τελευταίο αποτέλεσμα αυτής της υποπαραγράφου δίνει ένα χαρακτηρισμό της κλάσης

των συναρτήσεων στήριξης: μια συνάρτηση h : Rn → R είναι συνάρτηση στήριξης κάποιου

μη κενού συμπαγούς κυρτού συνόλου αν και μόνο αν είναι κυρτή και θετικά ομογενής.

Θεώρημα 5.3.7. ΄Εστω h : Rn → R κυρτή και θετικά ομογενής. Τότε υπάρχει (μονα-

δικό) κυρτό συμπαγές υποσύνολο K του Rn ώστε hK = h.
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Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο

(5.3.24) K = {x ∈ Rn : 〈y, x〉 ≤ h(y) για κάθε y ∈ Rn}.

Για κάθε y ∈ Rn το σύνολο {x ∈ Rn : 〈y, x〉 ≤ h(y)} είναι ημίχωρος (ή ολόκληρος ο Rn).
Συνεπώς, το K είναι κυρτό ως τομή κυρτών συνόλων.

Επειδή η h είναι συνεχής, το K είναι κλειστό. Επιπλέον, είναι συμπαγές, αφού για κάθε

x ∈ K και για κάθε i = 1, . . . , n ισχύει

(5.3.25) −h(−ei) ≤ −〈−ei, x〉 = xi = 〈ei, x〉 ≤ h(ei).

Θεωρούμε τυχόν y ∈ Rn. Αφού η h είναι κυρτή, από το Θεώρημα 5.2.15 υπάρχουν x 6= 0
στον Rn και α ∈ R ώστε

(5.3.26) 〈x, y〉+ α = h(y)

και

(5.3.27) 〈x, z〉+ α ≤ h(z)

για κάθε z ∈ Rn. Αφού η h είναι θετικά ομογενής, από την (5.3.27) παίρνουμε

(5.3.28) α ≤ t (h(z)− 〈x, z〉)

για κάθε t > 0. Σταθεροποιώντας z (για παράδειγμα το y) και αφήνοντας το t → 0+
,

βλέπουμε ότι α ≤ 0. Αφήνοντας τώρα το t→ +∞ στην (5.3.28), βλέπουμε ότι

(5.3.29) 〈x, z〉 ≤ h(z)

για κάθε z ∈ Rn, δηλαδή x ∈ K. Ειδικότερα, το K είναι μη κενό.

Ας υποθέσουμε ότι α < 0. Επιστρέφοντας στην (5.3.26) παίρνουμε

(5.3.30) 〈x, y〉 > 〈x, y〉+ α = h(y),

το οποίο είναι άτοπο από την (5.3.29). ΄Αρα, α = 0. ΄Ομως τότε, οι (5.3.26) και (5.3.27)

δείχνουν ότι

(5.3.31) hK(y) = max
z∈K
〈z, y〉 = 〈x, y〉 = h(y).

Το y ήταν τυχόν, άρα hK = h.
Αν M είναι ένα άλλο μη κενό, κυρτό συμπαγές υποσύνολο του Rn με hM = h, τότε

hK = hM και το Πόρισμα 5.3.5 δείχνει ότι M = K. Δηλαδή, το K είναι το μοναδικό

συμπαγές κυρτό σύνολο που έχει ως συνάρτηση στήριξης την h. 2
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5.3βʹ Συνάρτηση στάθμης

΄Εστω L κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn με 0 ∈ int(L). ΄Εστω x ∈ Rn. Τότε υπάρχουν

πραγματικοί αριθμοί λ > 0 ώστε x ∈ λL: αν r > 0 με B(0, r) ⊆ L και αν λ > ‖x‖2/r,
έχουμε x ∈ λL.

Ορισμός 5.3.8 (συνάρτηση στάθμης). ΄Εστω L κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn με

0 ∈ int(L). Η συνάρτηση στάθμης (gauge function) gL : Rn → R του L ορίζεται από την

(5.3.32) gL(x) = inf{λ > 0 : x ∈ λL}.

Παρατήρηση 5.3.9. (α) Αφού το L είναι κυρτό, αν x ∈ λL τότε x ∈ µL για κάθε

µ > λ. Πράγματι, x = λz για κάποιο z ∈ L, άρα

(5.3.33) x = µ

(
λ

µ
z +

(
1− λ

µ

)
0

)
∈ µL.

Συνεπώς, το σύνολο Λ = {λ > 0 : x ∈ λL} έχει τη μορφή (a,+∞) ή [a,+∞), όπου a ≥ 0.
Αν a > 0, τότε το σύνολο Λ είναι κλειστό: έστω λn ∈ Λ, n ∈ N με λn → λ. Υπάρχουν

zn ∈ L ώστε x = λnzn. Αφού λ ≥ a > 0, ισχύει zn → x/λ. Αφού το L είναι κλειστό,

ισχύει x/λ ∈ L, άρα λ ∈ Λ.

Συνεπώς, το Λ έχει τη μορφή (0,+∞) ή [a,+∞), a > 0.

(β) Από τον ορισμό βλέπουμε ότι αν L1, L2 είναι δύο κλειστά κυρτά υποσύνολα του Rn που

το εσωτερικό τους περιέχει το 0, τότε L1 ⊆ L2 αν και μόνο αν gL2
≤ gL1

(δείτε και την

απόδειξη της Πρότασης 5.3.11 παρακάτω).

Οι βασικές ιδιότητες της συνάρτησης στάθμης περιγράφονται από την επόμενη Πρόταση.

Πρόταση 5.3.10. ΄Εστω L κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn με 0 ∈ int(L). Τότε:

(α) gL(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn.
(β) gL(x) = 0 αν και μόνο αν λx ∈ L για κάθε λ > 0. Ειδικότερα, gL(0) = 0.

(γ) gµL = 1
µgL για κάθε µ > 0.

(δ) L = {x ∈ Rn : gL(x) ≤ 1}.
(ε) Γενικότερα, µL = {x ∈ Rn : gL(x) ≤ µ} για κάθε µ > 0.
(στ) Η gL είναι θετικά ομογενής.

(ζ) Η gL είναι κυρτή.

Απόδειξη. (α) Προφανές από τον ορισμό της gL.

(β) ΄Επεται άμεσα από την Παρατήρηση 5.3.9.

(γ) Παρατηρούμε ότι

(5.3.34) gµL(x) = inf{λ > 0 : x ∈ λµL} = inf

{
ρ

µ
> 0 : x ∈ ρL

}
=

1

µ
gL(x).
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(δ)-(ε) ΄Εστω x ∈ Rn με gL(x) ≤ µ. Αν gL(x) = 0, τότε λx ∈ L για κάθε λ > 0, άρα

x ∈ µL. Αν gL(x) > 0, από την Παρατήρηση 5.3.9 έπεται ότι το σύνολο Λ έχει τη μορφή

[a,+∞), όπου a = gL(x). ΄Επεται ότι x ∈ gL(x)L ⊆ µL. Ο αντίστροφος εγκλεισμός είναι

προφανής από τον ορισμό της gL.

(στ) Για κάθε µ > 0 και για κάθε x ∈ Rn έχουμε

gL(µx) = inf{λ > 0 : µx ∈ λL} = inf{λ > 0 : x ∈ (λ/µ)L}
= inf{ρµ > 0 : x ∈ ρL} = µgL(x).

(ζ) ΄Εστω x, y ∈ Rn και έστω t ∈ (0, 1). Θα δείξουμε ότι

(5.3.35) gL((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)gL(x) + tgL(y).

Αν το δεξιό μέλος είναι ίσο με 0, τότε x ∈ λL και y ∈ λL για κάθε λ > 0. ΄Αρα,

(1− t)x+ ty ∈ λL για κάθε λ > 0, απ΄ όπου έπεται ότι gL(tx+ (1− t)y) = 0.

΄Εστω ότι το δεξιό μέλος της ανισότητας είναι θετικό. Υπάρχουν λn > 0, µn > 0 ώστε

x ∈ λnL, y ∈ µnL και

(5.3.36) λn → gL(x), µn → gL(y).

Τότε, (1− t)x+ ty ∈ ((1− t)λn + tµn)L, δηλαδή

(5.3.37) gL((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)λn + tµn.

Αφήνοντας το n→∞ παίρνουμε την (5.3.35). 2

Η επόμενη Πρόταση δείχνει ότι η συνάρτηση στάθμης gL προσδιορίζει το L.

Πρόταση 5.3.11. Αν K,L κυρτά κλειστά υποσύνολα του Rn με 0 ∈ int(K)∩ int(L) και

gK = gL, τότε K = L.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 5.3.10(δ) έχουμε

(5.3.38) K = {x : gK(x) ≤ 1} = {x : gL(x) ≤ 1} = L,

αφού gK(x) ≤ 1 αν και μόνο αν gL(x) ≤ 1. 2

Στην ειδική περίπτωση που τοK είναι συμμετρικό (ως προς το 0) κυρτό σώμα οι βασικές

ιδιότητες της συνάρτησης στάθμης αποδεικνύουν το εξής.

Πρόταση 5.3.12. ΄Εστω L συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Τότε, η συνάρτηση

στάθμης gL είναι νόρμα.
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Απόδειξη. Αφού η gL είναι μη αρνητική, θετικά ομογενής και κυρτή, αρκεί να δείξουμε ότι

gL(−x) = gL(x) και ότι gL(x) > 0 για κάθε x 6= 0. Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση: ο

πρώτος ισχυρισμός προκύπτει από τη συμμετρία του L ως προς το 0 και ο δεύτερος από το

γεγονός ότι το L περιέχει τη μπάλα B(0, r) για κάποιον r > 0. 2

Το τελευταίο αποτέλεσμα αυτής της υποπαραγράφου δίνει ένα χαρακτηρισμό της κλάσης

των συναρτήσεων στάθμης: μια συνάρτηση g : Rn → R είναι συνάρτηση στάθμης κάποιου

κλειστού κυρτού συνόλου που το εσωτερικό του περιέχει το 0 αν και μόνο αν είναι μη

αρνητική, κυρτή και θετικά ομογενής.

Θεώρημα 5.3.13. ΄Εστω g : Rn → R μη αρνητική θετικά ομογενής κυρτή συνάρτηση.

Θέτουμε L = {x ∈ Rn : g(x) ≤ 1}. Τότε το L είναι κυρτό και κλειστό, 0 ∈ int(L) και

g = gL.

Απόδειξη. Το L είναι κυρτό ως σύνολο στάθμης κυρτής συνάρτησης. Επίσης είναι κλειστό,

αφού η g είναι συνεχής.

Αφού η g είναι θετικά ομογενής, ισχύει g(0) = 0 και η συνέχεια της g συνεπάγεται ότι

το σύνολο {x ∈ Rn : g(x) < 1} είναι ανοικτό. ΄Αρα, 0 ∈ int(L).

Θεωρούμε τη συνάρτηση στάθμης gL του L. Από το Θεώρημα 5.3.10(δ) έχουμε

(5.3.39) {x ∈ Rn : g(x) ≤ 1} = L = {x ∈ Rn : gL(x) ≤ 1}.

Από αυτή την ισότητα θα εξαχθεί η ισότητα των g και gL.

΄Εστω x ∈ Rn. Αν g(x) = 0, τότε για κάθε λ > 0 έχουμε g(λx) = 0 ≤ 1, άρα λx ∈ L.
΄Επεται ότι gL(x) = 0. Αν gL(x) = 0, τότε λx ∈ L για κάθε λ > 0, άρα gL(λx) ≤ 1 για

κάθε λ > 0. ΄Επεται ότι λg(x) = g(λx) ≤ 1 για κάθε λ > 0, συνεπώς g(x) = 0.

Μπορούμε λοιπόν να υποθέσουμε ότι g(x) > 0 και gL(x) > 0. Τότε g(x/g(x)) = 1,
οπότε

(5.3.40)
gL(x)

g(x)
= gL

(
x

g(x)

)
≤ 1.

Επίσης, έχουμε x/gL(x) ∈ L οπότε

(5.3.41)
g(x)

gL(x)
= g

(
x

gL(x)

)
≤ 1.

΄Αρα, g(x) = gL(x). 2

5.3γʹ Σχέση των δύο συναρτήσεων

Χρησιμοποιώντας την έννοια του πολικού ενός κυρτού συνόλου μπορούμε να δείξουμε ότι

η συνάρτηση στήριξης και η συνάρτηση στάθμης ικανοποιούν την εξής σχέση δυϊσμού.
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Θεώρημα 5.3.14. ΄Εστω K κυρτό συμπαγές υποσύνολο του Rn με 0 ∈ K. Τότε

0 ∈ int(K◦) και hK = gK◦ . Αντίστροφα, έστω L κυρτό κλειστό υποσύνολο του Rn με

0 ∈ int(L). Τότε το L◦ είναι συμπαγές και ισχύει hL◦ = gL.

Απόδειξη. Αφού το K είναι συμπαγές κυρτό και 0 ∈ K, η hK ορίζεται καλά και παίρνει μη

αρνητικές τιμές. Το K◦ είναι κλειστό κυρτό και έχουμε δείξει ότι αν το K είναι φραγμένο

τότε 0 ∈ int(K◦). ΄Αρα, η gK◦ ορίζεται καλά. Παρατηρούμε ότι

(5.3.42) K◦ = {y ∈ Rn : hK(y) ≤ 1}.

Από το Θεώρημα 5.3.13 (με g = hK ≥ 0) έπεται ότι hK = gK◦ .
Αντίστροφα, έστω L κυρτό κλειστό υποσύνολο του Rn με 0 ∈ int(L). Από την τε-

λευταία υπόθεση συμπεραίνουμε ότι το L◦ είναι φραγμένο. Το L◦ είναι κυρτό και κλειστό

(άρα, συμπαγές) και 0 ∈ L◦. Επομένως, η hL◦ ορίζεται καλά και είναι μη αρνητική. Από το

πρώτο μέρος του Θεωρήματος έχουμε

(5.3.43) hL◦ = gL◦◦ .

΄Ομως,

(5.3.44) L◦◦ = conv(L ∪ {0}) = L = L.

΄Αρα, hL◦ = gL. 2

Πόρισμα 5.3.15. ΄Εστω K κυρτό σώμα στον Rn με 0 ∈ int(K). Τότε, το K◦ είναι

κυρτό σώμα με 0 ∈ int(K◦) και

(5.3.45) hK = gK◦ , hK◦ = gK .

Ειδικότερα, αν το K είναι συμμετρικό ως προς το 0 τότε οι hK , gK είναι νόρμες και

ικανοποιούν την (5.3.45). 2

Παράδειγμα

Για κάθε 1 ≤ p <∞ ορίζουμε

(5.3.46) ‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

Για p =∞ θέτουμε

(5.3.47) ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Για κάθε p ∈ [1,∞] η ‖ · ‖p είναι μη αρνητική, κυρτή και θετικά ομογενής. ΄Αρα, είναι

συνάρτηση στάθμης του συνόλου

(5.3.48) Bnp = {x ∈ Rn : ‖x‖p ≤ 1}.
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Για κάθε p, το Bnp είναι κυρτό, συμμετρικό ως προς το 0, συμπαγές (περιέχεται στον κύβο

Bn∞) και 0 ∈ int(Bnp ). ΄Αρα, η ‖ · ‖p είναι νόρμα.

Από το Θεώρημα 5.3.14 έχουμε hBnp = g(Bnp )◦ . Στην υποπαράγραφο 5.3(α΄) είδαμε ότι

hBnp = ‖ · ‖q όπου q είναι ο συζυγής εκθέτης του p. Δηλαδή, g(Bnp )◦ = gBnq . Από την

Πρόταση 5.3.11 συμπεραίνουμε ότι

(5.3.49) (Bnp )◦ = Bnq

για κάθε p ∈ (1,∞), όπου 1
p + 1

q = 1 (και q = 1 αν p =∞, q =∞ αν p = 1).

5.4 Ask seic

1. 'Estw f : Rn → R �nw fragmènh kurt  sun�rthsh. DeÐxte ìti h f eÐnai stajer .

2. 'Estw f : Rn → R kurt  sun�rthsh, g : Rn → R koÐlh sun�rthsh kai èstw ìti f(x) ≤ g(x)
gia k�je x ∈ Rn. DeÐxte ìti up�rqei afinik  sun�rthsh h : Rn → R ¸ste f(x) ≤ h(x) ≤ g(x)
gia k�je x ∈ Rn.

3. 'Estw V mh kenì, anoiktì kurtì uposÔnolo tou Rn kai èstw f : V → R kurt  sun�rthsh.
DeÐxte ìti: an C eÐnai mh kenì, sumpagèc uposÔnolo tou V tìte h f eÐnai Lipschitz suneq c sto
C.

4. 'Estw C mh kenì, anoiktì kurtì uposÔnolo tou Rn kai èstw f : C → R.
(a) Upojètoume ìti h f èqei suneqeÐc merikèc parag¸gouc. DeÐxte ìti h f eÐnai kurt  an kai
mìno an

〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ 0

gia k�je x, y ∈ C.
(b) Upojètoume ìti h f èqei suneqeÐc merikèc parag¸gouc deÔterhc t�xhc. DeÐxte ìti h f eÐnai
kurt  an kai mìno an gia k�je x ∈ C kai gia k�je u ∈ Rn isqÔei

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)uiuj ≥ 0.

5. 'Estw C kleistì kai kurtì uposÔnolo tou Rn kai èstw f : Rn → R h sun�rthsh f(x) =
dist(x,C).

(a) 'Estw x /∈ C. DeÐxte ìti

∇f(x) =
x− pC(x)

‖x− pC(x)‖2
.

(b) DeÐxte ìti h f eÐnai diaforÐsimh sto Rn \ C.

6. 'Estw A,B mh ken�, sumpag  kai kurt� uposÔnola tou Rn. An C = conv(A ∪B) deÐxte ìti

hC(x) = max{hA(x), hB(x)}
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gia k�je x ∈ Rn.

7. 'Estw A,B kleist� kai kurt� uposÔnola tou Rn me 0 ∈ int(A) ∩ int(B). An C = A ∩ B
deÐxte ìti

gC(x) = max{gA(x), gB(x)}
gia k�je x ∈ Rn.

8. 'Estw h : Rn → R kurt , jetik� omogen c sun�rthsh. DeÐxte ìti:

(i) h′(u;u) = h(u) kai h′(u;−u) = −h(u),

(ii) h′(u; y) ≤ h(y),

ìpou h′(x;u) eÐnai h par�gwgoc thc f sto shmeÐo x sthn kateÔjunsh tou u.

9. 'Estw C mh kenì, kurtì kai sumpagèc uposÔnolo tou Rn. 'Estw u 6= 0. OrÐzoume

L = {x ∈ C : hC(u) = 〈x, u〉}.

DeÐxte ìti:

(i) h′C(u; y) = hL(y) gia k�je y ∈ Rn.
(ii) H hC eÐnai diaforÐsimh sto u an kai mìno an to L eÐnai monosÔnolo.

10. 'Estw C mh kenì, kurtì kai sumpagèc uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti h hC eÐnai grammik 
an kai mìno an to C eÐnai monosÔnolo.

11. 'Estw f : Rn → R kurt  sun�rthsh. To upodiaforikì thc f sto x eÐnai to sÔnolo

∂f(x) = {v ∈ Rn : f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉 gia k�je y ∈ Rn}.

(a) DeÐxte ìti to ∂f(x) eÐnai mh kenì, sumpagèc kai kurtì.

(b) DeÐxte ìti
∂f(x) = {v ∈ Rn : 〈v, u〉 ≤ f ′(x;u) gia k�je u 6= 0},

ìpou f ′(x;u) eÐnai h par�gwgoc thc f sto shmeÐo x sthn kateÔjunsh tou u.

(g) DeÐxte ìti: an h f eÐnai diaforÐsimh sto x tìte ∂f(x) = {∇f(x)}.

12. 'Estw C mh kenì, kurtì kai sumpagèc uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti ∂hC(0) = C.





Kef�laio 6

AkraÐa shmeÐa

6.1 AkraÐa kai ektejeimèna shmeÐa

Ορισμός 6.1.1 (ακραία σημεία – έδρες). (α) ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο

του Rn. ΄Ενα σημείο x ∈ C λέγεται ακραίο σημείο του C αν δεν περιέχεται στο εσωτερικό

κάποιου ευθύγραμμου τμήματος του οποίου τα άκρα ανήκουν στο C.

Για να ελέγξουμε ότι το x ∈ C είναι ακραίο σημείο του C αρκεί, ισοδύναμα, να ελέγξουμε

το εξής: αν y, z ∈ C και x = (1−t)y+tz για κάποιο 0 < t < 1, τότε y = z = x (παρατηρήστε

ότι αν y 6= z τότε το ευθύγραμμο τμήμα [y, z] είναι μη τετριμμένο και για κάθε 0 < t < 1
το (1− t)y + tz είναι εσωτερικό του σημείο).

Γράφουμε ext(C) για το σύνολο των ακραίων σημείων του C. Παραδείγματα: τα ακραία

σημεία ενός δίσκου είναι όλα τα σημεία της περιφέρειάς του και τα ακραία σημεία ενός κύβου

είναι οι κορυφές του. ΄Ενα κλειστό κυρτό σύνολο μπορεί να μην έχει ακραία σημεία: αν

θεωρήσετε οποιονδήποτε κλειστό ημίχωρο G τότε ext(G) = ∅.
(β) Γενικότερα, ένα κυρτό υποσύνολο F ⊆ C λέγεται έδρα του C αν ισχύει το εξής: αν

y, z ∈ C και x = (1 − t)y + tz για κάποιο 0 < t < 1, τότε y, z ∈ F . Μια έδρα F του C
λέγεται k-έδρα αν dim(aff(F )) = k. Από τους ορισμούς είναι φανερό ότι x ∈ ext(C) αν και

μόνο αν το μονοσύνολο {x} είναι 0-έδρα του C.

Λήμμα 6.1.2. ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Ενα σημείο x ∈ C είναι

ακραίο σημείο του C αν και μόνο αν το σύνολο C \ {x} είναι κυρτό.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι x ∈ ext(C). ΄Εστω y, z ∈ C \ {x} και έστω t ∈ (0, 1).
Από την κυρτότητα του C έχουμε (1−t)y+tz ∈ C. Από την άλλη πλευρά, (1−t)y+tz 6= x,
αφού το x είναι ακραίο σημείο του C και y, z 6= x. ΄Επεται ότι (1 − t)y + tz ∈ C \ {x}.
Αυτό αποδεικνύει ότι το C \ {x} είναι κυρτό.

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι το C \ {x} είναι κυρτό. Αν x /∈ ext(C), τότε υπάρχουν

y, z ∈ C ώστε το x να είναι εσωτερικό σημείο του [y, z]. ΄Ομως τότε, y, z ∈ C \ {x}, και
από την υπόθεση παίρνουμε x ∈ [y, z] ⊆ C \ {x}, το οποίο είναι άτοπο. 2
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Ορισμός 6.1.3 (εκτεθειμένα σημεία). ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn.
΄Ενα σημείο x ∈ C λέγεται εκτεθειμένο σημείο του C αν υπάρχει υπερεπίπεδο H ώστε το

H να στηρίζει το C και το x να είναι το μοναδικό κοινό σημείο των C και H: δηλαδή,

C ∩H = {x}. Γράφουμε exp(C) για το σύνολο των εκτεθειμένων σημείων του C.

Λήμμα 6.1.4. ΄Εστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. Κάθε εκτεθειμένο σημείο

του C είναι ακραίο σημείο του C. Δηλαδή,

(6.1.1) exp(C) ⊆ ext(C).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ exp(C). Τότε, υπάρχουν 0 6= u ∈ Rn και α ∈ R ώστε

(6.1.2) 〈x, u〉 = α

και

(6.1.3) 〈w, u〉 < α για κάθε w ∈ C \ {x}.

Υποθέτουμε ότι x = (1− t)y + tz για κάποια y, z ∈ C και 0 < t < 1. Τότε,

(6.1.4) α = 〈x, u〉 = (1− t)〈y, u〉+ t〈z, u〉 ≤ (1− t)α+ tα = α.

Αφού 0 < t < 1, αυτό σημαίνει ότι 〈y, u〉 = 〈z, u〉 = α. Από την (6.1.3) έπεται ότι

y = z = x. Δηλαδή, x ∈ ext(C). 2

Σημείωση: Ο εγκλεισμός μπορεί να είναι γνήσιος. Θεωρήστε τα σύνολα

C1 = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, y = 1 +
√

1− x2}

C2 = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, y = −1−
√

1− x2},

και την κυρτή τους θήκη C = conv(C1 ∪ C2). Τότε, (±1,±1) ∈ ext(C) \ exp(C). Θα

δείξουμε όμως ότι στην περίπτωση ενός κυρτού συμπαγούς συνόλου, το σύνολο των εκτε-

θειμένων σημείων είναι πυκνό στο σύνολο των ακραίων σημείων.

Θεώρημα 6.1.5 (Straszewicz). ΄Εστω K ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(6.1.5) exp(K) ⊇ ext(K).

Σημείωση: Το σύνολο των ακραίων σημείων ενός συμπαγούς κυρτού υποσυνόλου του Rn
(n ≥ 3) μπορεί να μην είναι κλειστό: για παράδειγμα θεωρήστε το δίσκο D = {(x, y, 0) ∈
R3 : (x−1)2+y2 = 1} και το συμπαγές κυρτό σύνολοK = conv(D∪(0, 0,±1)). Δείξτε ότι

το ext(K) = exp(K) δεν είναι κλειστό σύνολο. Συνεπώς, ο εγκλεισμός exp(K) ⊇ ext(K)
του Θεωρήματος 6.1.5 δεν μπορεί να αντικατασταθεί με ισότητα.

Η απόδειξη θα βασιστεί σε μια σειρά από λήμματα που παρουσιάζουν ανεξάρτητο ενδιαφέρον.

Το πρώτο δίνει έναν χαρακτηρισμό των ακραίων σημείων ενός συμπαγούς κυρτού συνόλου.
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Λήμμα 6.1.6. ΄Εστω K ένα κυρτό συμπαγές υποσύνολο του Rn. ΄Ενα σημείο x ∈ K
είναι ακραίο σημείο του K αν και μόνο αν για κάθε r > 0 υπάρχει ανοικτός ημίχωρος G
του Rn ώστε x ∈ G και K ∩G ⊆ B(x, r).

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι x ∈ ext(K) και ότι r > 0. Τότε, το K \ B(x, r) είναι

συμπαγές, άρα το σύνολο

(6.1.6) L = conv(K \B(x, r))

είναι κυρτό και συμπαγές.

Παρατηρήστε ότι x /∈ L. Αλλιώς, αφού x ∈ ext(K), από το Λήμμα 6.1.2 θα είχαμε

(6.1.7) x ∈ conv(K \B(x, r)) ⊆ conv(K \ {x}) = K \ {x},

το οποίο είναι άτοπο. Αφού x /∈ L, τα L και x διαχωρίζονται αυστηρά. Συνεπώς, υπάρχει

ανοικτός ημίχωρος G ώστε x ∈ G και G ∩ L = ∅. Τότε,

(6.1.8) (K \B(x, r)) ∩G = ∅, άρα K \B(x, r) ⊆ Gc.

΄Επεται ότι K ∩G ⊆ B(x, r).
Αντίστροφα: έστω ότι x /∈ ext(K). Τότε, υπάρχουν y 6= z στο K ώστε x ∈ (y, z).

Μπορούμε λοιπόν να βρούμε r > 0 αρκετά μικρό ώστε τα y και z να μην ανήκουν στην

B(x, r).
Από την υπόθεση, υπάρχει ανοικτός ημίχωρος G με την ιδιότητα: x ∈ G και K ∩G ⊆

B(x, r). Αφού y, z /∈ B(x, r), έχουμε y, z ∈ Gc. ΄Ομως, το Gc είναι κυρτό (κλειστός

ημίχωρος). ΄Αρα, [y, z] ⊆ Gc. Δηλαδή, x ∈ Gc, το οποίο είναι άτοπο. 2

Το επόμενο λήμμα περιγράφει μια «μέθοδο εντοπισμού εκτεθειμένων σημείων» ενός

κυρτού συμπαγούς συνόλου.

Λήμμα 6.1.7. ΄Εστω K ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Εστω w ∈ Rn. Θεω-

ρούμε z ∈ K το οποίο έχει τη μέγιστη δυνατή απόσταση από το w:

(6.1.9) ‖z − w‖2 = max{‖y − w‖2 : y ∈ K}

(παρατηρήστε ότι τέτοια σημεία υπάρχουν, αφού το K είναι συμπαγές και η y 7→ ‖y − w‖2
είναι συνεχής). Τότε, z ∈ exp(K).

Απόδειξη. Για κάθε y ∈ K έχουμε

(6.1.10) ‖z − w‖22 ≥ ‖y − w‖22 = ‖(y − z) + (z − w)‖22,

δηλαδή

(6.1.11) ‖z − w‖22 ≥ ‖y − z‖22 + 2〈y − z, z − w〉+ ‖z − w‖22.
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΄Αρα, για κάθε y ∈ K έχουμε

(6.1.12) 2(〈y, z − w〉 − 〈z, z − w〉) + ‖y − z‖22 ≤ 0.

΄Επεται ότι

(6.1.13) 〈y, z − w〉 ≤ α := 〈z, z − w〉

για κάθε y ∈ K. Δηλαδή, το

(6.1.14) H = {x ∈ Rn : 〈x, z − w〉 = α}

στηρίζει το K στο z. Επιπλέον, αν 〈y, z − w〉 = α για κάποιο y ∈ K τότε, επιστρέφοντας

στην (6.1.12) βλέπουμε ότι ‖y − z‖22 ≤ 0, δηλαδή y = z. ΄Αρα, K ∩ H = {z}, το οποίο

δείχνει ότι το z είναι εκτεθειμένο σημείο του K. 2

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 6.1.7 παίρνουμε το εξής.

Λήμμα 6.1.8. ΄ΕστωK ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν G είναι ένας ανοικτός

ημίχωρος του Rn με την ιδιότητα K ∩G 6= ∅, τότε exp(K) ∩G 6= ∅.

Απόδειξη. Θέτουμε D = diam(K) και γράφουμε τον G στη μορφή

(6.1.15) G = {x ∈ Rn : 〈x, u〉 < α},

όπου 0 6= u ∈ Rn και α ∈ R. ΄Εστω x ∈ K ∩G. Θα επιλέξουμε λ > 0 κατάλληλα μεγάλο

και θα χρησιμοποιήσουμε το προηγούμενο Λήμμα για το w = x+ λu.
Θεωρούμε z ∈ K το οποίο έχει τη μεγαλύτερη δυνατή απόσταση από το w. Από το

Λήμμα 6.1.7 έχουμε z ∈ exp(K). Μένει λοιπόν να δείξουμε ότι z ∈ G. Αφού

(6.1.16) ‖z − w‖2 ≥ ‖x− w‖2,

αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε y ∈ K ∩Gc ισχύει

(6.1.17) ‖y − w‖2 < ‖x− w‖2.

Παρατηρούμε ότι αν y ∈ K ∩Gc τότε 〈y, u〉 ≥ α, οπότε

(6.1.18) ‖y − w‖22 = ‖y − x− λu‖22 = ‖y − x‖22 − 2λ〈y − x, u〉+ ‖x− w‖22

αφού λu = w − x. Αρκεί λοιπόν να εξασφαλίσουμε ότι

(6.1.19) ‖y − x‖22 < 2λ(〈y, u〉 − 〈x, u〉)

για κάθε y ∈ K ∩ Gc. Αφού ‖y − x‖2 ≤ D και 〈y, u〉 − 〈x, u〉 ≥ α − 〈x, u〉 > 0, αρκεί να
επιλέξουμε το λ > 0 αρκετά μεγάλο ώστε να ισχύει η

(6.1.20) D2 < 2λ(α− 〈x, u〉).
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Τότε, η (6.1.17) ισχύει για κάθε y ∈ K ∩Gc, και από την (6.1.16) έχουμε z ∈ exp(K)∩G.

2

Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1.5: ΄Εστω x ∈ ext(K). Θα δείξουμε ότι για κάθε

r > 0 ισχύει B(x, r) ∩ exp(K) 6= ∅. Από το Λήμμα 6.1.6 υπάρχει ανοικτός ημίχωρος G
ώστε

(6.1.21) x ∈ G και K ∩G ⊆ B(x, r).

Αφού K ∩G 6= ∅, από το Λήμμα 6.1.8 υπάρχει

(6.1.22) z ∈ exp(K) ώστε z ∈ G.

Αφού z ∈ K ∩G, από την (6.1.21) συμπεραίνουμε ότι z ∈ B◦(x, r). Δηλαδή,

(6.1.23) B(x, r) ∩ exp(K) 6= ∅.

Αφού το r > 0 ήταν τυχόν, βλέπουμε ότι x ∈ exp(K). 2

Το βασικό αποτέλεσμα αυτής της Παραγράφου είναι το ακόλουθο θεώρημα του Minkowski.

Θεώρημα 6.1.9 (Minkowski). ΄Εστω K ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε,

το K είναι η κυρτή θήκη των ακραίων σημείων του:

(6.1.24) K = conv(ext(K)).

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή ως προς τη διάσταση d = dim(aff(K)) της

αφινικής θήκης του K. Αν d = 0, τότε το K είναι μονοσύνολο και ο ισχυρισμός του

θεωρήματος ισχύει προφανώς. Υποθέτουμε λοιπόν ότι η διάσταση του K είναι d > 0 και

ότι το θεώρημα ισχύει για όλα τα συμπαγή κυρτά υποσύνολα του Rn που έχουν αφινική

διάσταση μικρότερη από d.
΄Εστω x ∈ K. Αν το x είναι ακραίο σημείο του K τότε, προφανώς, x ∈ conv(ext(K)).

Υποθέτουμε λοιπόν ότι x ∈ K \ ext(K).
Τότε, υπάρχει ευθεία ` ώστε το x να είναι εσωτερικό σημείο του ευθύγραμμου τμήματος

[y, z] = ` ∩ K. Το y ανήκει στο σχετικό σύνορο του K στην aff(K). Τότε, υπάρχουν

0 6= u ∈ aff(K) και α ∈ R ώστε

(6.1.25) 〈w, u〉 ≤ α = 〈y, u〉

για κάθε w ∈ K. Θεωρούμε το υπερεπίπεδο Hy = {v ∈ aff(K) : 〈v, u〉 = α} του aff(K) και

το K ∩Hy. Το K ∩Hy είναι μη κενό, κυρτό και συμπαγές σύνολο με διάσταση μικρότερη

από d. ΄Αρα, είναι η κυρτή θήκη των ακραίων σημείων του. Αφού y ∈ K∩Hy, το y γράφεται

σαν κυρτός συνδυασμός ακραίων σημείων του K∩Hy. Αν λοιπόν δείξουμε ότι κάθε ακραίο

σημείο του K ∩Hy είναι ακραίο σημείο του K, θα έχουμε δείξει ότι y ∈ conv(ext(K)).
΄Εστω w ακραίο σημείο του K ∩ Hy και ας υποθέσουμε ότι w = (1 − t)w1 + tw2 για

κάποια w1, w2 ∈ K και 0 < t < 1. Τότε,

(6.1.26) α = 〈w, u〉 = (1− t)〈w1, u〉+ t〈w2, u〉 ≤ (1− t)α+ tα = α,
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απ΄ όπου βλέπουμε ότι 〈w1, u〉 = 〈w2, u〉 = α, δηλαδή, w1, w2 ∈ K ∩Hy. ΄Ομως το w είναι

ακραίο σημείο του K ∩Hy, άρα w1 = w2 = w. Αυτό αποδεικνύει ότι w ∈ ext(K).
Με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι z ∈ conv(ext(K)). Αφού x ∈ [y, z], έπεται ότι

(6.1.27) x ∈ conv({y, z}) ⊆ conv(ext(K)).

Το x ∈ K \ ext(K) ήταν τυχόν, άρα K ⊆ conv(ext(K)). 2

Σημείωση: Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα του Καραθεοδωρή βλέπουμε ότι αν K είναι ένα

συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn τότε κάθε x ∈ K γράφεται σαν κυρτός συνδυασμός το

πολύ n+ 1 ακραίων σημείων του K.

΄Ενας άλλος τρόπος διατύπωσης του θεωρήματος του Minkowski είναι ο εξής.

Πόρισμα 6.1.10. ΄Εστω K ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω M ⊆ K.

Τότε,

(6.1.28) K = conv(M) αν και μόνο αν M ⊇ ext(K).

Απόδειξη. Αφού το K είναι κυρτό και M ⊆ K, έχουμε K ⊇ conv(M). Παρατηρούμε ότι

αν M ⊇ ext(K) τότε

(6.1.29) K ⊇ conv(M) ⊇ conv(ext(K)) = K.

Αντίστροφα, αν K = conv(M) και υπάρχει x ∈ ext(K) \M , τότε από την κυρτότητα του

K \ {x} (Λήμμα 6.1.2) και την M ⊆ K \ {x} παίρνουμε

(6.1.30) K = conv(M) ⊆ conv(K \ {x}) = K \ {x},

το οποίο είναι άτοπο. 2

Πόρισμα 6.1.11. ΄Εστω K ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω M ⊆ K.

Τότε,

(6.1.31) K = conv(exp(K)).

Απόδειξη. Από το Θεώρημα του Straszewicz έχουμε ext(K) ⊆ exp(K). Παρατηρήστε ότι,

γενικά, conv(A) ⊆ conv(A). ΄Αρα,

(6.1.32) K = conv(ext(K)) ⊆ conv(exp(K)) ⊆ conv(exp(K)) ⊆ K.

Δηλαδή, K = conv(exp(K)). 2

Πολλές από τις εφαρμογές του Θεωρήματος του Minkowski βασίζονται στην επόμενη

απλή Πρόταση.

Πρόταση 6.1.12. ΄Εστω K ένα μη κενό, συμπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν

f : K → R είναι μια συνεχής κυρτή συνάρτηση και αν M = max{f(x) : x ∈ K}, τότε

υπάρχει ακραίο σημείο z του K ώστε f(z) = M .
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Απόδειξη. Αφού τοK είναι συμπαγές και η f είναι συνεχής, υπάρχει x ∈ K ώστε f(x) = M .

Αφού x ∈ K = conv(ext(K)), υπάρχουν z1, . . . , zm ∈ ext(K) και ti ≥ 0 με t1+· · ·+tm = 1
ώστε x = t1z1 + · · ·+ tmzm. Από την κυρτότητα της f έχουμε

(6.1.33) M = f(x) = f(t1z1 + · · ·+ tmzm) ≤
m∑
i=1

tif(zi) ≤ max
1≤i≤m

f(zi) ≤M.

΄Αρα, υπάρχει i ≤ m ώστε f(zi) = M (ακριβέστερα, έχουμε f(zi) = M για όλους τους

δείκτες i ≤ m που ικανοποιούν την ti > 0). 2

6.2 PolÔtopa kai polÔedra

Στην §2.1 ορίσαμε την κλάση των πολυτόπων και την κλάση των πολυέδρων στον n-διάστατο
Ευκλείδειο χώρο.

(α) Πολύτοπο στον Rn είναι η κυρτή θήκη ενός πεπερασμένου συνόλου S σημείων του

Rn.
(β) Πολύεδρο στον Rn είναι μια «πεπερασμένη τομή ημιχώρων», δηλαδή ένα σύνολο της

μορφής

(6.2.1) P = {x ∈ Rn : 〈x, ui〉 ≤ αi για i = 1, . . . ,m}

όπου m ∈ N, u1, . . . , um είναι μη μηδενικά διανύσματα στον Rn και α1, . . . , αm ∈ R.

Σκοπός μας σε αυτή την παράγραφο είναι να δείξουμε ότι η κλάση των φραγμένων

πολυέδρων και η κλάση των πολυτόπων συμπίπτουν. Η απόδειξη θα βασιστεί στο εξής

Λήμμα.

Λήμμα 6.2.1. ΄Εστω P το πολύεδρο

(6.2.2) P = {x ∈ Rn : 〈x, ui〉 ≤ αi, i = 1, . . . ,m}.

Για κάθε y ∈ P ορίζουμε

(6.2.3) I(y) = {i ≤ m : 〈y, ui〉 = αi}.

Τότε, y ∈ ext(P ) αν και μόνο αν το σύνολο {ui : i ∈ I(y)} παράγει τον Rn. Ειδικότερα,

για κάθε y ∈ ext(P ) έχουμε |I(y)| ≥ n.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι για κάποιο y ∈ P το σύνολο {ui : i ∈ I(y)} παράγει τον

Rn. ΄Εστω ότι y = (1− t)y1 + ty2 για κάποια y1, y2 ∈ P και κάποιο 0 < t < 1. Τότε, για

κάθε i ∈ I(y) έχουμε

(6.2.4) αi = 〈y, ui〉 = (1− t)〈y1, ui〉+ t〈y2, ui〉 ≤ (1− t)αi + tαi = αi,
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δηλαδή

(6.2.5) 〈y1, ui〉 = 〈y2, ui〉 = αi για κάθε i ∈ I(y).

΄Επεται ότι (y1 − y2) ⊥ ui για κάθε i ∈ I(y). Αφού τα ui, i ∈ I(y) παράγουν τον Rn,
συμπεραίνουμε ότι y1 − y2 = 0. Δηλαδή, y1 = y2 = y. Αυτό δείχνει ότι y ∈ ext(P ).

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι το {ui : i ∈ I(y)} δεν παράγει τον Rn. Τότε, υπάρχει

z 6= 0 στον Rn με την ιδιότητα

(6.2.6) 〈z, ui〉 = 0 για κάθε i ∈ I(y).

Παρατηρήστε ότι, για κάθε i /∈ I(y) έχουμε

(6.2.7) 〈y, ui〉 < αi.

Θεωρούμε ε > 0 και ορίζουμε y1 = y + εz, y2 = y − εz. Τότε, yi 6= y και

(6.2.8) y =
y1 + y2

2
.

Επίσης, αν το ε > 0 είναι αρκετά μικρό, έχουμε y1, y2 ∈ P . Πράγματι, αν i ∈ I(y) τότε

(6.2.9) 〈y ± εz, ui〉 = 〈y, ui〉 ± ε〈z, ui〉 = 〈y, ui〉 = αi,

ενώ, αν i /∈ I(y) έχουμε

(6.2.10) 〈y ± εz, ui〉 = 〈y, ui〉 ± ε〈z, ui〉 < αi

αν το ε > 0 είναι αρκετά μικρό ώστε να ικανοποιούνται οι

(6.2.11) ε|〈z, ui〉| < αi − 〈y, ui〉, i /∈ I(y).

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι y /∈ ext(P ). 2

Θεώρημα 6.2.2. Κάθε φραγμένο πολύεδρο είναι πολύτοπο.

Απόδειξη. ΄Εστω P το φραγμένο πολύεδρο

(6.2.12) P = {x ∈ Rn : 〈x, ui〉 ≤ αi, i = 1, . . . ,m}.

Το P είναι κλειστό και κυρτό (ως τομή κλειστών υποχώρων). Αφού είναι φραγμένο, το P
είναι συμπαγές. Από το Θεώρημα του Minkowski έχουμε P = conv(ext(P )). Αν δείξουμε

ότι το ext(P ) είναι πεπερασμένο σύνολο, έπεται το Θεώρημα.

Από το Λήμμα 6.2.1, κάθε y ∈ ext(P ) είναι η μοναδική λύση του συστήματος

(6.2.13) 〈y, ui〉 = αi, i ∈ I(y).
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Η μοναδικότητα προκύπτει από το γεγονός ότι το σύνολο {ui : i ∈ I(y)} παράγει τον Rn.
Ειδικότερα, σε κάθε y ∈ ext(P ) μπορούμε να αντιστοιχίσουμε μια n-άδα γραμμικά ανεξάρτη-

των διανυσμάτων ui1(y), . . . , uin(y) (ij ∈ I(y)) και η απεικόνιση y 7→ (ui1(y), . . . , uin(y))
είναι ένα προς ένα.

Το πλήθος των δυνατών n-άδων (ui1 , . . . , uin) αυτής της μορφής είναι το πολύ ίσο με(
m
n

)
. ΄Αρα,

(6.2.14) |ext(P )| ≤
(
m

n

)
.

Δηλαδή, το ext(P ) είναι πεπερασμένο σύνολο. 2

Για την αντίστροφη κατεύθυνση χρησιμοποιούμε τον δυϊσμό.

Θεώρημα 6.2.3. Κάθε πολύτοπο είναι πολύεδρο.

Απόδειξη. ΄Εστω P = conv({x1, . . . , xm}) ένα πολύτοπο. Θα δουλέψουμε στην αφινική

θήκη A = aff(P ) του P . Αν δείξουμε ότι υπάρχουν u1, . . . , us ∈ A και αi ∈ R ώστε

(6.2.15) P = {x ∈ A : 〈x, ui〉 ≤ αi, i = 1, . . . , s},

τότε μπορούμε να γράψουμε το P σαν τομή πεπερασμένων το πλήθος κλειστών ημιχώρων

του Rn. Πράγματι, υπάρχουν κλειστοί ημίχωροι F1, . . . , F2d του Rn ώστε A = F1∩· · ·∩F2d

(αν n− d είναι η διάσταση της A και αν v1, . . . , vd είναι ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστημα

διανυσμάτων κάθετων στην A, τότε η A γράφεται σαν τομή κλειστών ημιχώρων της μορφής

{x : 〈x, vj〉 ≤ βj} και {x : 〈x, vj〉 ≥ γj}). Τότε,

(6.2.16) P = F1 ∩ · · · ∩ F2d ∩ {x ∈ Rn : 〈x, ui〉 ≤ αi, i = 1, . . . , s}.

Χωρίς περιορισμό της γενικότητας υποθέτουμε λοιπόν ότι int(P ) 6= ∅. Μπορούμε επιπλέον

να υποθέσουμε ότι 0 ∈ int(P ): δεν είναι δύσκολο να δείξετε ότι για κάθε w ∈ Rn το P
είναι πολύεδρο αν και μόνο αν το P + w είναι πολύεδρο.

Με αυτές τις υποθέσεις, το πολικό P ◦ του P είναι ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο του

Rn και 0 ∈ int(P ◦). Η βασική παρατήρηση είναι ότι

P ◦ = {y ∈ Rn : 〈y, x〉 ≤ 1 για κάθε x ∈ P}
= {y ∈ Rn : 〈y, xi〉 ≤ 1 για κάθε i = 1, . . . ,m}.

Δηλαδή, το P ◦ είναι ένα φραγμένο πολύεδρο στον Rn. Από το Θεώρημα 6.2.2, το P ◦ είναι

πολύτοπο. Δηλαδή, υπάρχουν z1, . . . , zr ∈ Rn ώστε

(6.2.17) P ◦ = conv({z1, . . . , zr}).

Τότε, το επιχείρημα που χρησιμοποιήσαμε παραπάνω δείχνει ότι

(6.2.18) P ◦◦ = {x ∈ Rn : 〈x, zi〉 ≤ 1 για κάθε i = 1, . . . , r}.

Δηλαδή, το P ◦◦ είναι πολύεδρο. Αφού P ◦◦ = P , έπεται το συμπέρασμα. 2
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6.3 To polÔtopo tou Birkhoff

Ορισμός 6.3.1. (α) ΄Εστω σ μια μετάθεση του {1, . . . , n}. Ο πίνακας μετάθεσης Xσ

είναι ο n × n πίνακας Xσ = (xij) με συντεταγμένες xij = 1 αν σ(j) = i και xij = 0
αλλιώς. Δηλαδή, xij = δi,σ(j). Παρατηρήστε ότι κάθε πίνακας μετάθεσης έχει μία μονάδα

και n − 1 μηδενικά σε κάθε γραμμή ή στήλη του. Αντίστροφα, κάθε πίνακας αυτής της

μορφής αντιστοιχεί σε κάποια μετάθεση σ του {1, . . . , n}.
(β) ΄Ενας n × n πίνακας X = (xij) λέγεται διπλά στοχαστικός αν xij ≥ 0 για κάθε i, j =
1, . . . , n και το άθροισμα των συντεταγμένων κάθε γραμμής ή στήλης του ισούται με 1.
Δηλαδή,

n∑
j=1

xij = 1 για κάθε i = 1, . . . , n,

n∑
i=1

xij = 1 για κάθε j = 1, . . . , n.

(γ) Από τον ορισμό του διπλά στοχαστικού πίνακα βλέπουμε ότι το σύνολο DSn των διπλά

στοχαστικών πινάκων είναι ένα πολύεδρο στον Rn2

. ΤοDSn λέγεται πολύτοπο του Birkhoff.

Εύκολα ελέγχουμε ότι κάθε πίνακας μετάθεσης είναι ακραίο σημείο του DSn. Το θεώ-

ρημα των Birkhoff – von Neumann ισχυρίζεται ότι το πολύτοπο DSn δεν έχει άλλα ακραία

σημεία.

Θεώρημα 6.3.2 (Birkhoff, 1946 – von Neumann, 1953). Το σύνολο ext(DSn) των

ακραίων σημείων του πολυτόπου του Birkhoff είναι το σύνολο των n×n πινάκων μετάθεσης.

Απόδειξη. Η απόδειξη που θα παρουσιάσουμε εδώ γίνεται με επαγωγή ως προς το n. Για

n = 1 ο ισχυρισμός του Θεωρήματος ισχύει προφανώς. ΄Εστω n > 1. Θεωρούμε τον

αφινικό υπόχωρο

(6.3.1) L =

X = (xij) ∈ Rn
2

: (∀i ≤ n)

n∑
j=1

xij = 1, (∀j ≤ n)

n∑
i=1

xij = 1


του Rn2

. Παρατηρήστε ότι dim(L) = (n − 1)2
. Πράγματι, κάθε X = (xij) ∈ L προσδιο-

ρίζεται πλήρως από τις (n − 1)2
συντεταγμένες xij , 1 ≤ i, j ≤ n − 1, αφού οι υπόλοιπες

συντεταγμένες προσδιορίζονται από τις σχέσεις

xin = 1−
n−1∑
j=1

xij

xnj = 1−
n−1∑
i=1

xij



6.3 Το πολυτοπο του Birkhoff · 141

xnn = 1−
n−1∑
i=1

xin = (2− n) +

n−1∑
i,j=1

xij .

Αν περιοριστούμε στο χώρο L, το πολύτοπο DSn ορίζεται από τις n2
ανισότητες xij ≥ 0.

Ας υποθέσουμε ότι X = (xij) είναι ένα ακραίο σημείο του DSn. Από το Λήμμα 6.2.1

υπάρχουν τουλάχιστον (n− 1)2
ζευγάρια (i, j) για τα οποία xij = 0. Αφού ο X είναι διπλά

στοχαστικός, δεν μπορεί να έχει n μηδενικές συντεταγμένες σε κάποια γραμμή ούτε μπορεί

να έχει περισσότερες από μία μη μηδενικές συντεταγμένες σε κάθε γραμμή, γιατί τότε το

πλήθος των μηδενικών συντεταγμένων του θα ήταν το πολύ ίσο με n(n − 2) < (n − 1)2
.

Υπάρχει λοιπόν κάποιος δείκτης i0 ≤ n με την εξής ιδιότητα: υπάρχει μοναδικός δείκτης

j0 ≤ n ώστε xi0j0 6= 0. Αφού ο X είναι διπλά στοχαστικός, αναγκαστικά έχουμε

(6.3.2) xi0j0 = 1 και xi0j = 0 αν j 6= j0.

Επίσης, αφού xi0j0 = 1 και ο X είναι διπλά στοχαστικός, παίρνουμε

(6.3.3) xi0j0 = 1 και xij0 = 0 αν i 6= i0.

Από τις (6.3.2) και (6.3.3) είναι φανερό ότι αν διαγράψουμε την i0-στή γραμμή και την

j0-στή στήλη του X θα προκύψει ένας διπλά στοχαστικός (n− 1)× (n− 1) πίνακας Y .

Παρατηρήστε ότι ο Y είναι ακραίο σημείο του DSn−1. Αν υπήρχαν Y1 6= Y2 στο DSn−1

και 0 < t < 1 ώστε Y = (1− t)Y1 + tY2, τότε με «αντικατάσταση του Y από τους Y1 και Y2

αντίστοιχα μέσα στον X» θα παίρναμε δύο διπλά στοχαστικούς πίνακες X1, X2 ∈ DSn με

την ιδιότητα: X1 6= X2 καιX = (1−t)X1+tX2. Αυτό θα ήταν άτοπο, αφούX ∈ ext(DSn).
Τώρα μπορούμε να εφαρμόσουμε την επαγωγική υπόθεση. Είδαμε ότι Y ∈ ext(DSn−1),

άρα ο Y είναι πίνακας μετάθεσης. ΄Επεται ότι ο X είναι πίνακας μετάθεσης. 2

6.3αʹ Πολύτοπα μεταθέσεων

Ορισμός 6.3.3 (πολύτοπο μεταθέσεων). Συμβολίζουμε με Sn την ομάδα των μεταθέ-

σεων του {1, . . . , n}. ΄Εστω w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn. Για κάθε μετάθεση σ ∈ Sn ορίζουμε

(6.3.4) σ(w) = (wσ−1(1), . . . , wσ−1(n)).

Το πολύτοπο των μεταθέσεων του w είναι το πολύτοπο

(6.3.5) P (w) = conv({σ(w) : σ ∈ Sn}).

Δηλαδή, το P (w) προκύπτει αν θεωρήσουμε όλα τα σημεία που παράγονται με μετάθεση

των συντεταγμένων του w και πάρουμε την κυρτή τους θήκη.

Η επόμενη Πρόταση δείχνει ότι κάθε πολύτοπο μεταθέσεων είναι γραμμική εικόνα του

πολυτόπου του Birkhoff.
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Πρόταση 6.3.4. ΄Εστω w ∈ Rn. Θεωρούμε τον γραμμικό μετασχηματισμό Tw : Rn2 →
Rn που ορίζεται από την

(6.3.6) Tw(X) = X(w),

όπου έχουμε ταυτίσει τον Rn2

με τον γραμμικό χώρο των n× n πινάκων. Τότε,

(6.3.7) Tw(DSn) = P (w).

Απόδειξη. Από το Θεώρημα των Birkhoff – von Neumann και από το Θεώρημα του Min-
kowski παίρνουμε

(6.3.8) Tw(DSn) = Tw(conv({Xσ : σ ∈ Sn})) = conv({Tw(Xσ) : σ ∈ Sn}).

Παρατηρήστε ότι, για κάθε σ ∈ Sn,

(6.3.9) Tw(Xσ) = Xσ(w) = (wσ−1(1), . . . , wσ−1(n)) = σ(w).

΄Αρα,

(6.3.10) Tw(DSn) = conv({σ(w) : σ ∈ Sn}).

Δηλαδή, Tw(DSn) = P (w). 2

6.3βʹ Εφαρμογές στην ανάλυση πινάκων

Αν X είναι ένας n × n πίνακας, γράφουμε X = (X1, . . . , Xn) όπου X1, . . . , Xn είναι τα

διανύσματα-γραμμές του X. Στην προηγούμενη υποπαράγραφο είδαμε ότι αν w ∈ Rn και

X ∈ DSn τότε X(w) ∈ P (w). Από τη δομή του DSn και την Πρόταση 6.1.12 παίρνουμε

το εξής βασικό Λήμμα.

Λήμμα 6.3.5. ΄Εστω w ∈ Rn και C κυρτό υποσύνολο του Rn με P (w) ⊆ C. Αν

f : C → R είναι μια κυρτή συνάρτηση, τότε η g : DSn → R που ορίζεται από την

(6.3.11) g(X) = f(X(w)) = f(〈X1, w〉, . . . , 〈Xn, w〉)

είναι κυρτή συνάρτηση και

(6.3.12) max(g) = max{f(σ(w)) : σ ∈ Sn}.

Απόδειξη. Αν X,Y ∈ DSn και 0 < t < 1, τότε

g((1− t)X + tY ) = f [((1− t)X + tY )(w)] = f [(1− t)X(w) + tY (w)]

≤ (1− t)f(X(w)) + tf(Y (w)) = (1− t)g(X) + tg(Y ),
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δηλαδή η g είναι κυρτή. Από την Πρόταση 6.1.12 έπεται ότι

(6.3.13) max(g) = max{f(Xσ(w)) : σ ∈ Sn}.

Αφού Xσ(w) = σ(w), έπεται το Λήμμα. 2

Χρησιμοποιώντας αυτή την παρατήρηση μπορούμε να δείξουμε πλήθος ανισοτήτων για τις

ιδιοτιμές συμμετρικών πινάκων. Η απόδειξη τους βασίζεται στο εξής γενικό σχήμα.

Θεώρημα 6.3.6. ΄Εστω T ένας συμμετρικός n×n πίνακας και έστω w το διάνυσμα που

προκύπτει αν διατάξουμε με τυχόντα τρόπο τις (πραγματικές) ιδιοτιμές του T . Αν C είναι

ένα κυρτό υποσύνολο του Rn με P (w) ⊆ C και αν f : C → R είναι μια κυρτή συνάρτηση,

τότε για κάθε ορθοκανονική βάση {v1, . . . , vn} του Rn έχουμε

(6.3.14) f(〈Tv1, v1〉, . . . , 〈Tvn, vn〉) ≤ max{f(σ(w)) : σ ∈ Sn}.

Απόδειξη. ΄Εστω {u1, . . . , un} μια ορθοκανονική βάση από ιδιοδιανύσματα του T που αν-

τιστοιχούν στις ιδιοτιμές w1, . . . , wn. Δηλαδή, Tui = wiui. Θεωρούμε τον πίνακα X που

έχει συντεταγμένες xij = 〈ui, vj〉2. Ο X είναι διπλά στοχαστικός: για παράδειγμα, έχουμε

(6.3.15)

n∑
j=1

xij =

n∑
j=1

〈ui, vj〉2 = ‖ui‖22 = 1

για κάθε i ≤ n. ΄Ομως,

(6.3.16) Tvj = T

(
n∑
i=1

〈ui, vj〉ui

)
=

n∑
i=1

〈ui, vj〉wiui,

άρα

(6.3.17) 〈Tvj , vj〉 =

n∑
i=1

〈ui, vj〉2wi = 〈Xj , w〉,

όπου Xj είναι η j-στή στήλη του X. Από το Λήμμα 6.3.5,

f(〈Tv1, v1〉, . . . , 〈Tvn, vn〉) = f(〈X1, w〉, . . . , 〈Xn, w〉)
= f(Xt(w)) ≤ max{f(σ(w)) : σ ∈ Sn}.

Στην πραγματικότητα έχουμε αποδείξει κάτι ισχυρότερο. Αν επιλέξουμε σαν {v1, . . . , vn}
κατάλληλη μετάθεση σ(w) των ιδιοτιμών του T πετυχαίνουμε ισότητα. Δηλαδή,

(6.3.18) max f(〈Tv1, v1〉, . . . , 〈Tvn, vn〉) = max{f(σ(w)) : σ ∈ Sn},

όπου το αριστερό maximum παίρνεται πάνω από όλες τις ορθοκανονικές βάσεις του Rn.
2
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Επιλέγοντας κατάλληλα τη συνάρτηση f στο προηγούμενο θεώρημα, παίρνουμε μια

σειρά ανισοτήτων. Η πρώτη μας επιλογή είναι

(6.3.19) f(s1, . . . , sn) =

k∑
i=1

si

για σταθερό k ≤ n.

Θεώρημα 6.3.7. ΄Εστω T ένας n × n συμμετρικός πίνακας και έστω {v1, . . . , vn} μια

ορθοκανονική βάση του Rn. Τότε,

(6.3.20)

k∑
i=1

λn−i+1 ≤
k∑
i=1

〈Tvi, vi〉 ≤
k∑
i=1

λi

όπου λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn είναι οι ιδιοτιμές του T .

Απόδειξη. Η f(s1, . . . , sn) =
∑k
i=1 si είναι κυρτή στον Rn (η −f επίσης). Από το Θεώρημα

6.3.6 υπάρχει μετάθεση σ ∈ Sn ώστε

(6.3.21)

k∑
i=1

〈Tvi, vi〉 ≤
k∑
i=1

λσ−1(i).

Λόγω της διάταξης των λi, το δεξιό μέλος είναι μικρότερο ή ίσο από το
∑k
i=1 λi, οπότε

έχουμε αποδείξει τη δεξιά ανισότητα του θεωρήματος. Δουλεύοντας ανάλογα με την −f
παίρνουμε την αριστερή ανισότητα. Παρατηρήστε ότι έχουμε ισότητα στην αριστερή ανισό-

τητα αν το vi, i ≤ k είναι ιδιοδιάνυσμα για την λn−i+1, ενώ στη δεξιά ανισότητα αν το vi
είναι ιδιοδιάνυσμα για την λi. 2

Η επόμενη επιλογή μας είναι η συνάρτηση

(6.3.22) f(s1, . . . , sn) = (s1s2 · · · sk)
1/k

που ορίζεται για μη αρνητικά si και σταθερό k ≤ n. Η f είναι κοίλη, οπότε παίρνουμε το

εξής:

Θεώρημα 6.3.8. Αν T είναι ένας n×n συμμετρικός πίνακας και {v1, . . . , vn} είναι μια

ορθοκανονική βάση του Rn, τότε

(6.3.23)

k∏
i=1

λn−i+1 ≤
k∏
i=1

〈Tvi, vi〉 ≤

(
1

k

k∑
i=1

λi

)k

όπου λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn είναι οι ιδιοτιμές του T .
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Απόδειξη. Η συνάρτηση f που χρησιμοποιούμε είναι κοίλη, άρα η −f είναι κυρτή στο Pn.
Από το Θεώρημα 6.3.6,

(6.3.24)

(
k∏
i=1

λn−i+1

)1/k

≤

(
k∏
i=1

〈Tvi, vi〉

)1/k

,

το οποίο μάς δίνει την αριστερή ανισότητα. Παρατηρούμε κι εδώ ότι έχουμε ισότητα στην

αριστερή ανισότητα αν το vi, i ≤ k είναι ιδιοδιάνυσμα για την λn−i+1. Για τη δεξιά ανισότητα

εφαρμόζουμε την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου και το Θεώρημα 6.3.7:

(6.3.25)

(
k∏
i=1

〈Tvi, vi〉

)1/k

≤ 1

k

k∑
i=1

〈Tvi, vi〉 ≤
1

k

k∑
i=1

λi. 2

΄Αμεσες συνέπειες είναι δύο πολύ γνωστές ανισότητες για ορίζουσες.

Θεώρημα 6.3.9 (ανισότητα του Hadamard). Αν T είναι ένας n× n πίνακας με συντε-

ταγμένες tij , τότε

(6.3.26) (detT )2 ≤
n∏
j=1

(
n∑
i=1

t2ij

)
.

Αν ο T είναι συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος,

(6.3.27) detT ≤
n∏
i=1

tii.

Απόδειξη. Δείχνουμε πρώτα τη δεύτερη ανισότητα. Η ορίζουσα ενός πίνακα είναι ίση με

το γινόμενο των ιδιοτιμών του, αν λοιπόν θεωρήσουμε τη συνήθη ορθοκανονική βάση {ei}
και χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα 6.3.8 με k = n, παίρνουμε

(6.3.28) detT =

n∏
i=1

λi ≤
n∏
i=1

〈Tei, ei〉 =
∏
i=1

tii.

Αν εφαρμόσουμε αυτή την ανισότητα για το συμμετρικό και θετικά ημιορισμένο πίνακα

S = T tT (όπου τώρα T τυχών n× n πίνακας), παίρνουμε

(6.3.29) (detT )2 = detS ≤
n∏
j=1

sjj =

n∏
j=1

(
n∑
i=1

t2ij

)
. 2

Θεώρημα 6.3.10 (ανισότητα του Minkowski). Αν T και S είναι συμμετρικοί θετικά

ημιορισμένοι n× n πίνακες, τότε

(6.3.30) [det(T + S)]1/n ≥ (detT )1/n + (detS)1/n.



146 · Ακραια σημεια

Απόδειξη. ΄Εστω v1, . . . , vn μια ορθοκανονική βάση από ιδιοδιανύσματα του T + S. Τότε,

[det(T + S)]1/n =

[
n∏
i=1

〈(T + S)vi, vi〉

]1/n

=

[
n∏
i=1

〈Tvi, vi〉+ 〈Svi, vi〉

]1/n

≥

[
n∏
i=1

〈Tvi, vi〉

]1/n

+

[
n∏
i=1

〈Svi, vi〉

]1/n

≥ (detT )1/n + (detS)1/n.

Η προτελευταία ανισότητα είναι συνέπεια της ανισότητας αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου,

ενώ η τελευταία προκύπτει από το Θεώρημα 6.3.9. 2

6.4 Ask seic

1. 'Estw C mh kenì, kleistì kurtì uposÔnolo tou Rn. An F eÐnai èdra tou C kai x ∈ ext(F )
tìte x ∈ ext(C).

2. 'Estw C mh kenì, kleistì kurtì uposÔnolo tou R2. DeÐxte ìti to sÔnolo twn akraÐwn
shmeÐwn tou C eÐnai kleistì.

3. 'Estw A mh kenì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti to x ∈ Rn eÐnai akraÐo shmeÐo tou conv(A)
an kai mìno an x ∈ A kai x /∈ conv(A \ {x}).

4. 'Estw C mh kenì, kleistì kurtì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti ext(C) 6= ∅ an kai mìno an
to C den perièqei kamÐa eujeÐa.

5. DeÐxte ìti k�je polÔedro èqei peperasmènec to pl joc èdrec.

6. DeÐxte ìti k�je èdra enìc poluèdrou eÐnai polÔedro.

7. DeÐxte ìti k�je polÔtopo èqei peperasmènec to pl joc èdrec.

8*. DeÐxte ìti k�je mh kenì, kleistì kurtì uposÔnolo tou Rn pou èqei peperasmènec to pl joc
èdrec eÐnai polÔedro.

9. PolÔtopo tou Birkhoff � polÔtopa metajèsewn. To DSn perièqetai ston afinikì
upìqwro

L =

{
X = (xij) ∈ Rn

2

: (∀i ≤ n)

n∑
j=1

xij = 1, (∀j ≤ n)

n∑
i=1

xij = 1

}
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tou Rn
2

, o opoÐoc èqei di�stash (n− 1)2.

(a) DeÐxte ìti aff(DSn) = (n− 1)2, opìte to DSn èqei eswterikì shmeÐo ston L.

(b) BreÐte thn aktÐna thc megalÔterhc mp�lac tou L pou perièqetai sto DSn kai èqei kèntro to
shmeÐo X = (xij) me xij = 1

n
gia k�je i, j = 1, . . . , n.

[Upìdeixh: Aut  h mp�la ja akoump�ei to sÔnoro tou DSn se k�poion A = (aij) pou èqei toul�-
qiston mÐa mhdenik  suntetagmènh. QwrÐc periorismì thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume
ìti a11 = 0. DeÐxte ìti:

(i) ‖X −A‖22 =
∑n
i,j=1

(
aij − 1

n

)2
=
∑n
i,j=1 a

2
ij − 1.

(ii)
∑n
j=2 a

2
1j ≥ 1

n−1
.

(iii) Gia k�je i = 2, . . . , n,

n∑
j=1

a2
ij ≥

1

n− 1
+

n

n− 1
a2
i1 −

2

n− 1
ai1.

Qrhsimopoi¸ntac ta parap�nw deÐxte ìti

‖X −A‖22 ≥
1

(n− 1)2
.

BreÐte A ∈ DSn me a11 = 0 gia ton opoÐo isqÔei isìthta kai sumper�nate ìti h aktÐna pou zht�me
eÐnai Ðsh me 1

n−1
.]

(g) DeÐxte ìti to sÔnolo F = {X = (xij) ∈ DSn : x11 = 0} eÐnai èdra tou DSn me di�stash
(n− 1)2 − 1.

(d) DeÐxte ìti to sÔnolo G = {X = (xij) ∈ DSn : x11 = 1} eÐnai èdra tou DSn me di�stash
(n− 2)2.

(e) 'Estw α = (1, 2, 3). Sqedi�ste to polÔtopo P (α) twn metajèsewn tou α.

(st) 'Estw α = (α1, . . . , αn). DeÐxte ìti to polÔtopo P (α) èqei n! akraÐa shmeÐa an kai mìno an
oi suntetagmènec αi tou α eÐnai diaforetikèc an� dÔo.

10. 'Enac qarakthrismìc twn dipl� stoqastik¸n pin�kwn. 'Estw w = (w1, . . . , wn)
kai y = (y1, . . . , yn) dÔo n-�dec pragmatik¸n arijm¸n me

w1 ≥ · · · ≥ wn kai y1 ≥ · · · ≥ yn.

Lème ìti to di�nusma y kuriarqeÐtai apì to di�nusma w kai gr�foume y ≺ w an

k∑
i=1

yi ≤
k∑
i=1

wi gia k�je k = 1, . . . , n− 1

kai

y1 + · · ·+ yn = w1 + · · ·+ wn.

(a) DeÐxte ìti X = (xij) ∈ DSn an kai mìno an X(w) ≺ w gia k�je w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn.
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[Upìdeixh: Ja qreiasteÐte thn parat rhsh ìti to ginìmeno dÔo dipl� stoqastik¸n pin�kwn eÐnai
dipl� stoqastikìc pÐnakac. Eidikìtera, an o X eÐnai dipl� stoqastikìc kai an P = Xσ, Q = Xτ

eÐnai dÔo pÐnakec met�jeshc, tìte o PXQ eÐnai dipl� stoqastikìc.]

(b)* 'Estw w = (w1, . . . , wn) kai y = (y1, . . . , yn) dÔo n-�dec pragmatik¸n arijm¸n me w1 ≥
· · · ≥ wn kai y1 ≥ · · · ≥ yn. DeÐxte ìti y ≺ w an kai mìno an up�rqei X ∈ DSn ¸ste y = X(w).

11. Je¸rhma Schur-Horn. StajeropoioÔme n ∈ N kai ` = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn.

(a) DeÐxte to ex c je¸rhma tou Schur: 'Estw A = (αij) ènac summetrikìc n×n pÐnakac pou èqei
idiotimèc tic λ1, . . . , λn. Tìte, to α = (α11, . . . , αnn) an kei sto polÔtopo P (`) twn metajèsewn
tou `.

[Upìdeixh. OA gr�fetai sth morf A = UDU t, ìpouD o diag¸nioc pÐnakacD = diag(λ1, . . . , λn)
kai U = (uij) ènac orjog¸nioc pÐnakac. Parathr ste ìti o pÐnakac X = (u2

ij) eÐnai dipla sto-
qastikìc kai qrhsimopoi¸ntac thn anapar�stash A = ADU t deÐxte ìti α = X(`) gia k�poion
X ∈ DSn.]

(b)** DeÐxte ìti isqÔei to antÐstrofo (je¸rhma tou Horn): 'Estw α ∈ P (`). Tìte, up�rqei sum-
metrikìc n×n pÐnakac A = (αij) pou èqei idiotimèc tic λ1, . . . , λn kai diag¸nio (α11, . . . , αnn) = α.



Kef�laio 7

Q¸roi peperasmènhc
di�stashc me nìrma

7.1 Apìstash Banach-Mazur

7.1αʹ Φραγμένοι τελεστές

΄Εστω X και Y δύο χώροι με νόρμα. ΄Ενας γραμμικός τελεστής T : X → Y λέγεται

φραγμένος αν υπάρχει σταθερά c > 0 ώστε

(7.1.1) ‖Tx‖ ≤ c‖x‖

για κάθε x ∈ X. Αν ο T είναι φραγμένος, ορίζουμε τη νόρμα ‖T‖ του T σαν τη μικρότερη

σταθερά c για την οποία η (7.1.1) ισχύει για κάθε x ∈ X. Τότε,

(7.1.2) ‖T‖ = sup
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

= sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖.

΄Εστω B(X,Y ) το σύνολο των φραγμένων τελεστών T : X → Y . Ο B(X,Y ) είναι

γραμμικός χώρος, και η ‖ · ‖ : B(X,Y )→ R με T 7→ ‖T‖ είναι νόρμα.

Ο δυϊκός χώρος του X είναι ο γραμμικός χώρος X∗ των φραγμένων γραμμικών συναρ-

τησοειδών x∗ : X → R. Δηλαδή, X∗ = B(X,R).

Ο T : X → Y λέγεται ισομορφισμός αν είναι γραμμικός, ένα προς ένα και επί τελεστής,

και οι T : X → Y , T−1 : Y → X είναι φραγμένοι τελεστές. Ο T : X → Y λέγεται

ισομετρικός ισομορφισμός αν είναι ισομορφισμός και, επιπλέον, για κάθε x ∈ X ισχύει

‖Tx‖ = ‖x‖. Δύο χώροι X και Y με νόρμα λέγονται ισομετρικά ισόμορφοι αν υπάρχει

ισομετρικός ισομορφισμός T : X → Y . Από τη σκοπιά της Συναρτησιακής Ανάλυσης, δύο

ισομετρικά ισόμορφοι χώροι ταυτίζονται: έχουν την ίδια γραμμική και μετρική δομή.
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Πρόταση 7.1.1. ΄Εστω X ένας n-διάστατος χώρος με νόρμα. Μπορούμε να ορίσουμε

νόρμα ‖ · ‖′ στον Rn έτσι ώστε ο X να είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον (Rn, ‖ · ‖′).

Απόδειξη. ΄Εστω ‖ · ‖ η νόρμα του X, και έστω {x1, . . . , xn} μια βάση του. Ορίζουμε

T : X → Rn, με

(7.1.3) T (t1x1 + · · ·+ tnxn) = t1e1 + · · ·+ tnen,

όπου {e1, . . . , en} η συνήθης βάση του Rn. Ο T είναι γραμμικός ισομορφισμός. Ορίζουμε

‖ · ‖′ στον Rn, θέτοντας

(7.1.4) ‖t1e1 + · · ·+ tnen‖′ = ‖t1x1 + · · ·+ tnxn‖.

Η ‖ · ‖′ είναι νόρμα στον Rn, και

(7.1.5) ‖Tx‖′ = ‖x‖ για κάθε x ∈ X.

΄Αρα, ο T είναι ισομετρικός ισομορφισμός μεταξύ των X και (Rn, ‖ · ‖′). 2

Μπορούμε λοιπόν πάντα να ταυτίζουμε έναν n-διάστατο χώρο με νόρμα με έναν χώρο

της μορφής X = (Rn, ‖ · ‖).

7.1βʹ Απόσταση Banach-Mazur

Η έννοια της απόστασης Banach-Mazur εμφανίζεται στο βιβλίο του Banach «Théorie des
opérations linéaires» (1932). ΄Εστω X και Y δύο χώροι με νόρμα, άπειρης ενδεχομένως

διάστασης, και ας υποθέσουμε ότι ο X είναι ισόμορφος με τον Y (γράφουμε X ∼ Y ).

Ορίζουμε την απόσταση Banach-Mazur των X και Y ως εξής:

(7.1.6) d(X,Y ) := inf{||T || · ||T−1||
∣∣ T : X → Y ισομορφισμός}.

Αν οι X και Y δεν είναι ισόμορφοι (X 6∼ Y ), θέτουμε d(X,Y ) = +∞. Οι βασικές ιδιότητες

της απόστασης Banach-Mazur περιγράφονται στην επόμενη Πρόταση.

Πρόταση 7.1.2. ΄Εστω X,Y, Z χώροι με νόρμα. Τότε,

(i) d(X,Y ) ≥ 1.

(ii) d(X,Y ) = d(Y,X).

(iii) d(X,Y ) ≤ d(X,Z) d(Z, Y ).

(iv) Αν οι X και Y είναι αυτοπαθείς, τότε d(X∗, Y ∗) = d(X,Y ).

Απόδειξη. (i) ΄Εστω IX : X → X ο ταυτοτικός τελεστής. Για κάθε ισομορφισμό T : X →
Y ισχύει

(7.1.7) 1 = ‖IX‖ = ‖T−1T‖ ≤ ‖T−1‖ ‖T‖,
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επομένως,

(7.1.8) 1 ≤ d(X,Y ).

(ii) Είναι προφανές ότι ο T : X → Y είναι ισομορφισμός αν και μόνο αν ο T−1 : Y →
X είναι ισομορφισμός, και (T−1)−1 = T . Από τον ορισμό της απόστασης βλέπουμε ότι

d(X,Y ) = d(Y,X).

(iii) ΄Εστω T ′ : X → Z και T ′′ : Z → Y ισομορφισμοί. Τότε, ο T = T ′′ ◦T ′ : X → Y είναι

ισομορφισμός, άρα

d(X,Y ) ≤ ‖T‖ ‖T−1‖ = ‖T ′′ ◦ T ′‖ ‖(T ′)−1 ◦ (T ′′)−1‖
≤ ‖T ′′‖ ‖(T ′′)−1‖ ‖T ′‖ ‖(T ′)−1‖.

Αφού το παραπάνω ισχύει για κάθε T ′, T ′′, έπεται ότι

(7.1.9) d(X,Y ) ≤ d(X,Z) d(Z, Y ).

(iv) ΄Εστω T : X → Y ισομορφισμός. Τότε, ο συζυγής τελεστής T ∗ : Y ∗ → X∗ του T ,

που ορίζεται από την T ∗(y∗) = y∗ ◦ T για κάθε y∗ ∈ Y ∗, είναι ισομορφισμός και ικανοποιεί

τις ‖T ∗‖ = ‖T‖, και (T ∗)−1 = (T−1)∗. ΄Αρα,

(7.1.10) ‖T‖ ‖T−1‖ = ‖T ∗‖ ‖(T ∗)−1‖ ≥ d(X∗, Y ∗),

και αφού ο T ήταν τυχών, συμπεραίνουμε ότι

(7.1.11) d(X,Y ) ≥ d(X∗, Y ∗).

Ας υποθέσουμε τώρα ότι οι X και Y είναι αυτοπαθείς. Από το προηγούμενο κομμάτι της

απόδειξης έχουμε d(X∗, Y ∗) ≥ d(X∗∗, Y ∗∗). ΄Ομως, ο X είναι ισομετρικά ισόμορφος με

τον X∗∗, δηλαδή d(X,X∗∗) = 1. ΄Ομοια, d(Y, Y ∗∗) = 1. ΄Επεται ότι

d(X,Y ) ≤ d(X,X∗∗)d(X∗∗, Y ∗∗)d(Y ∗∗, Y ) = d(X∗∗, Y ∗∗) ≤ d(X∗, Y ∗),

και συνδυάζοντας με την προηγούμενη ανισότητα βλέπουμε ότι d(X∗, Y ∗) = d(X,Y ). 2

7.1γʹ Γεωμετρική ερμηνεία της απόστασης Banach-Mazur

Η γεωμετρική ερμηνεία της απόστασης Banach-Mazur δίνεται στην επόμενη Πρόταση: η

απόσταση δύο χώρων X και Y είναι μικρή αν υπάρχει γραμμικός μετασχηματισμός της

μοναδιαίας μπάλας του X που «μοιάζει» με τη μοναδιαία μπάλα του Y (περιέχει την BY και

περιέχεται σε «μικρό» πολλαπλάσιο της BY ).

Πρόταση 7.1.3. ΄Εστω X και Y ισόμορφοι χώροι με νόρμα. Τότε,

(7.1.12) d(X,Y ) = inf{d > 0 | ∃T : X → Y : BY ⊆ T (BX) ⊆ dBY }.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι d(X,Y ) < d < +∞. Από τον ορισμό της απόστασης,

υπάρχει ισομορφισμός T : X → Y με ‖T‖ ‖T−1‖ < d. Από τον ορισμό της νόρμας τελεστή

βλέπουμε ότι:

(α) Για κάθε x ∈ BX έχουμε ‖Tx‖Y ≤ ‖T‖ ‖x‖X ≤ ‖T‖, άρα

(7.1.13) T (BX) ⊆ ‖T‖BY .

(β) Για κάθε y ∈ BY έχουμε ‖T−1y‖X ≤ ‖T−1‖ ‖y‖Y ≤ ‖T−1‖, άρα

(7.1.14) T−1(BY ) ⊆ ‖T−1‖BX ,

ή, ισοδύναμα,

(7.1.15) BY ⊆ ‖T−1‖T (BX).

Αν θέσουμε S = ‖T−1‖T , τότε, από το (α) έχουμε S(BX) ⊆ ‖T‖ ‖T−1‖BY , και από το

(β) έχουμε BY ⊆ S(BX). Δηλαδή, υπάρχει S : X → Y που ικανοποιεί την

(7.1.16) BY ⊆ S(BX) ⊆ dBY .

Αντίστροφα, αν BY ⊆ S(BX) ⊆ dBY για κάποιον S : X → Y , τότε ‖S‖ ≤ d και

‖S−1‖ ≤ 1. ΄Αρα, d(X,Y ) ≤ ‖S‖ ‖S−1‖ ≤ d. 2

7.1δʹ Η απόσταση Banach-Mazur σε χώρους πεπερασμένης διάστασης

Υποθέτουμε τώρα ότι dimX = dimY = n. Ξέρουμε ότι ο X είναι ισόμορφος με τον Y .

Σε αυτή την περίπτωση, η απόσταση Banach-Mazur των X και Y «πιάνεται» για κάποιον

ισομορφισμό T : X → Y :

Πρόταση 7.1.4. Αν dimX = dimY = n, τότε

(7.1.17) d(X,Y ) = min{‖T‖ ‖T−1‖ | T : X → Y ισομορφισμός}.

Απόδειξη. Από τον ορισμό του inf, υπάρχει ακολουθία ισομορφισμών Sm : X → Y ώστε

(7.1.18) ‖Sm‖ ‖S−1
m ‖ → d(X,Y ).

Θεωρούμε την ακολουθία Tm = ‖S−1
m ‖Sm. Τότε, ‖T−1

m ‖ = 1 και

(7.1.19) ‖Tm‖ = ‖Tm‖ ‖T−1
m ‖ = ‖Sm‖ ‖S−1

m ‖ → d(X,Y ).

Λόγω της συμπάγειας της μοναδιαίας μπάλας του B(Y,X), μπορούμε να βρούμε υπακολου-

θία T−1
km
→ S, όπου S ∈ B(Y,X) με ‖S‖ = 1. Η {‖Tkm‖} είναι φραγμένη, άρα υπάρχει

υπακολουθία Tλkm → T , όπου T ∈ B(X,Y ). Επίσης,

IY = Tλkm ◦ T
−1
λkm
→ T ◦ S
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και IX = T−1
λkm
◦ Tλkm → S ◦ T , άρα οι S, T είναι ισομορφισμοί και S = T−1

. Τέλος,

(7.1.20) ‖T‖ ‖S‖ = lim
m→∞

||Tλkm || ||T
−1
λkm
|| = d(X,Y ).

Δηλαδή, ‖T‖ ‖T−1‖ = d(X,Y ). 2

Πόρισμα 7.1.5. Αν dimX = dimY = n τότε, d(X,Y ) = 1 αν και μόνο αν ο X είναι

ισομετρικά ισόμορφος με τον Y .

Απόδειξη: ΄Εστω ότι d(X,Y ) = 1. Από την Πρόταση 7.1.4, υπάρχει ισομορφισμός T :
X → Y ώστε ‖T‖ ‖T−1‖ = d(X,Y ) = 1. ΄Αρα, ‖T‖ = 1/‖T−1‖. ΄Εστω x ∈ X. Τότε,

‖x‖ = ‖T−1 Tx‖ ≤ ‖T−1‖ ‖Tx‖ =
1

‖T‖
‖Tx‖

≤ 1

||T ||
||T || ||x|| = ||x||.

΄Αρα, ο T ′ = T/‖T‖ : X → Y είναι ισομετρικός ισομορφισμός. Το αντίστροφο είναι προφα-

νές: αν ο T : X → Y είναι ισομετρικός ισομορφισμός, τότε 1 ≤ d(X,Y ) ≤ ‖T‖ ‖T−1‖ =
1. 2

7.2 To L mma tou Auerbach

Ορισμός 7.2.1 (διορθογώνιο σύστημα). ΄Εστω X χώρος με νόρμα. Ονομάζουμε διορ-

θογώνιο σύστημα στον X μια ακολουθία ζευγαριών (xi, x
∗
i )i∈I ⊆ X ×X∗ που ικανοποιεί

τις

(7.2.1) x∗i (xj) = δij για κάθε i, j ∈ I.

Αν, επιπλέον, ικανοποιούνται οι

(7.2.2) ‖xi‖X = ‖x∗i ‖X∗ = 1 για κάθε i ∈ I,

τότε το σύστημα λέγεται νορμαρισμένο.

Το λήμμα του Auerbach εξασφαλίζει την ύπαρξη νορμαρισμένου διορθογώνιου συστή-

ματος σε κάθε n-διάστατο χώρο με νόρμα.

Θεώρημα 7.2.2 (λήμμα του Auerbach). ΄Εστω X χώρος με νόρμα διάστασης n. Μπο-

ρούμε να βρούμε διανύσματα x1, . . . , xn ∈ X και x∗1, . . . , x
∗
n ∈ X∗ που ικανοποιούν τις

‖xi‖ = 1, ‖x∗i ‖ = 1 και x∗i (xj) = δij .

Απόδειξη. ΄Εστω e1, e2, . . . , en μια βάση του X. Κάθε y ∈ X γράφεται μονοσήμαντα στη

μορφή y =
∑n
i=1 yiei. Για κάθε επιλογή n διανυσμάτων y1, . . . , yn ∈ X, γράφουμε

(7.2.3) yk =

n∑
i=1

ykiei, (k = 1, . . . , n).
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Τότε, τα y1, . . . , yn είναι γραμμικά ανεξάρτητα αν και μόνο αν

(7.2.4) |det(yki)
n
i,k=1| > 0.

Θεωρούμε τη μοναδιαία σφαίρα SX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}, ορίζουμε F : X × · · · ×X → R
με

(7.2.5) F (y1, y2, . . . , yn) = det(yki)

και γράφουμε f για τον περιορισμό της F στο SX × · · · × SX . Η f είναι ‖ · ‖-συνεχής:
Αν y

(m)
k ∈ SX , και ‖y(m)

k − yk‖ → 0, τότε η ισοδυναμία της ‖ · ‖ με την Ευκλείδεια νόρμα

δείχνει ότι

(7.2.6)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(yki − y(m)
ki )ei

∥∥∥∥∥ ≥ c
(

n∑
i=1

|yki − y(m)
ki |

2

)1/2

για κάποια σταθερά c > 0 που εξαρτάται μόνο από τα ei, άρα y
(m)
ki → yki για κάθε i, k ≤ n.

Τότε,

(7.2.7) f(y
(m)
1 , . . . , y(m)

n ) = det(y
(m)
ki )→ det(yki) = f(y1, . . . , ym).

΄Επεται ότι η f παίρνει μέγιστη τιμή σε κάποια n-άδα (x1, . . . , xn) ∈ SX × · · · × SX . Η

f είναι περιττή ως προς κάθε yk, και προφανώς υπάρχουν γραμμικά ανεξάρτητες n-άδες
(y1, . . . , yn) στο πεδίο ορισμού της. ΄Αρα, στο σημείο μεγίστου έχουμε

(7.2.8) f(x1, . . . , xn) > 0 και |f(y1, . . . , yn)| ≤ f(x1, . . . , xn)

για κάθε y1, . . . , yn ∈ SX . Για i = 1, . . . , n ορίζουμε

(7.2.9) x∗i (x) :=
F (x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn)

f(x1, . . . , xn)
.

Παρατηρούμε ότι ο παρονομαστής είναι σταθερός και διάφορος του μηδενός, ενώ ο αριθμητής

είναι ορίζουσα με μεταβλητή τη στήλη του x (άρα, τα x∗i είναι γραμμικά συναρτησοειδή).

Επίσης,

(α) x∗i (xj) = δij , άρα ‖x∗i ‖ ≥ x∗i (xi) = 1, και

(β) Αν ‖x‖ = 1, τότε

(7.2.10) |x∗i (x)| = |f(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn)|
|f(x1, . . . , xn)|

≤ 1,

άρα ‖x∗i ‖ ≤ 1.
Τα (α) και (β) δίνουν το ζητούμενο. 2

Με τη βοήθεια του Λήμματος του Auerbach, μπορούμε να δώσουμε μια πρώτη εκτίμηση

για την απόσταση Banach-Mazur μεταξύ ενός χώρου X διάστασης n και του `n1 .
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Θεώρημα 7.2.3. Για κάθε n-διάστατο χώρο με νόρμα X ισχύει η

(7.2.11) d(X, `n1 ) ≤ n.

Απόδειξη. ΄Εχουμε δεί ότι κάθε n-διάστατος χώρος με νόρμα είναι ισομετρικά ισόμορφος

με χώρο της μορφής (Rn, ‖ · ‖), μπορούμε λοιπόν να υποθέσουμε ότι X = (Rn, ‖ · ‖).
Από το Λήμμα του Auerbach, υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ X και x∗1, . . . , x

∗
n ∈ X∗ με ‖xi‖ =

1, ‖x∗i ‖ = 1 και x∗i (xj) = δij . Από την τελευταία ιδιότητα έπεται (άσκηση) ότι τα x1, . . . , xn
σχηματίζουν βάση του Rn. Επίσης, για κάθε t1, . . . , tn ∈ R έχουμε

(7.2.12)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

tixi

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|ti|

και για κάθε j ≤ n ισχύει

(7.2.13)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

tixi

∥∥∥∥∥ ≥
∣∣∣∣∣x∗j
(

n∑
i=1

tixi

)∣∣∣∣∣ = |tj |,

συνεπώς,

(7.2.14)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

tixi

∥∥∥∥∥ ≥ max
1≤j≤n

|tj | ≥
1

n

n∑
i=1

|ti|.

Ορίζουμε T : `n1 → X με T (ei) = xi. Τότε, για κάθε y =
∑n
i=1 tiei ∈ `n1 έχουμε

(7.2.15) ‖T (y)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

tixi

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|ti| = ‖y‖`n1

και

(7.2.16) ‖T (y)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

tixi

∥∥∥∥∥ ≥ 1

n

n∑
i=1

|ti| =
1

n
‖y‖`n1 .

Δηλαδή, για κάθε y ∈ `n1 έχουμε

(7.2.17)
1

n
‖y‖`n1 ≤ ‖Ty‖ ≤ ‖y‖`n1 .

Από την πρώτη ανισότητα βλέπουμε ότι ‖T−1‖ ≤ n, ενώ από τη δεύτερη ότι ‖T‖ ≤ 1.
Αυτό αποδεικνύει το ζητούμενο. 2

Το Θεώρημα 7.2.3 και η πολλαπλασιαστική τριγωνική ανισότητα για την απόσταση

Banach-Mazur δίνουν ένα άνω φράγμα για την απόσταση οποιωνδήποτε n-διάστατων χώρων

X και Y .

Πόρισμα 7.2.4. Αν X και Y είναι n-διάστατοι χώροι με νόρμα, τότε d(X,Y ) ≤ n2
.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι d(X,Y ) ≤ d(X, `n1 ) · d(`n1 , Y ) ≤ n · n = n2
. 2
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7.3 To Banach-Mazur compactum

Το γεγονός ότι ο λογάριθμος της απόστασης Banach-Mazur μοιάζει πολύ με μετρική,

οδηγεί στην ιδέα να ορίσουμε τον «μετρικό χώρο των n-διάστατων χώρων». ΄Εστω n ∈ N
και Bn η κλάση όλων των n-διάστατων χώρων με νόρμα. Ορίζουμε μια σχέση ισοδυναμίας

στην Bn, θέτοντας

(7.3.1) X ∼ Y ⇔ d(X,Y ) = 1,

δηλαδή αν ο X είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον Y . Συμβολίζουμε (πάλι) με Bn το σύνολο

των κλάσεων ισοδυναμίας ως προς την ∼, και ορίζουμε τη μετρική ρ που επάγεται από την

log d στο Bn × Bn: Αν [X], [Y ] είναι οι κλάσεις ισοδυναμίας των X και Y , θέτουμε

(7.3.2) ρ([X], [Y ]) = log d(X,Y ).

Η ρ είναι καλά ορισμένη και ικανοποιεί τα αξιώματα της μετρικής. Ο μετρικός χώρος (Bn, ρ)
ονομάζεται Banach-Mazur compactum. Στη συνέχεια ταυτίζουμε την [X] με τον X, γιατί

σε όλα τα προβλήματα που θα μας απασχολήσουν, ισομετρικά ισόμορφοι χώροι ουσιαστικά

συμπίπτουν. Ο όρος compactum δικαιολογείται από την επόμενη πρόταση:

Πρόταση 7.3.1. Το Banach-Mazur compactum (Bn, ρ) είναι συμπαγής μετρικός χώρος.

Απόδειξη. Το Λήμμα του Auerbach εξασφαλίζει ότι για κάθε [X] ∈ Bn υπάρχει X =
(Rn, ‖ · ‖) ∈ [X] ώστε

(7.3.3)
1

n
‖x‖`n1 ≤ ‖x‖ ≤ ‖x‖`n1

για κάθε x ∈ Rn. Γράφουμε Φn για το σύνολο όλων των νορμών στον Rn που ικανοποιούν

την (7.3.3) και θέτουμε

(7.3.4) An = {f = F |S`n1 | F ∈ Φn},

το σύνολο των περιορισμών των F ∈ Φn στη μοναδιαία σφαίρα του `n1 . Σε κάθε f ∈ An,
αντιστοιχεί ένας χώρος (Rn, F ) που ανήκει σε κάποια κλάση [X]F ∈ Bn.

Θεωρούμε το An σαν υποσύνολο του C(S`n1 ) με τη συνήθη μετρική ‖f − g‖∞. Θα

δείξουμε ότι το An είναι ισοσυνεχές, ομοιόμορφα φραγμένο και κλειστό υποσύνολο του

C(S`n1 ).

(α) ΤοAn είναι ισοσυνεχές: ΄Εστω ε > 0. Παίρνουμε δ = ε. Αν x, y ∈ S`n1 με ‖x−y‖`n1 < δ
και f ∈ An, τότε f = ‖ · ‖ |S`n1 για κάποια ‖ · ‖ ∈ Φn. ΄Αρα,

(7.3.5) |f(x)− f(y)| =
∣∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣∣ ≤ ‖x− y‖ ≤ ‖x− y‖`n1 < δ = ε.

(β) Το An είναι ομοιόμορφα φραγμένο: ΄Εστω f ∈ An. Τότε, υπάρχει νόρμα ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖`n1
ώστε f = ‖ · ‖ |S`n1 , άρα

(7.3.6) max
x∈S`n1

|f(x)| = max
x∈S`n1

‖x‖ ≤ max
x∈S`n1

‖x‖`n1 = 1.
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Εύκολα ελέγχουμε ότι το An είναι κλειστό, άρα το Θεώρημα Ascoli μας εξασφαλίζει ότι το

An είναι συμπαγές.

Ορίζουμε τώρα μια απεικόνιση φ : An → Bn ως εξής: αν f ∈ An, τότε υπάρχει ‖ · ‖f
στον Rn ώστε ‖ · ‖f |S`n1 = f και

1
n‖ · ‖`n1 ≤ ‖ · ‖f ≤ ‖ · ‖`n1 . Θέτουμε φ(f) = [Xf ], όπου

Xf = (Rn, ‖ · ‖f ). Παρατηρούμε ότι η φ είναι επί. Αφού ο An είναι συμπαγής μετρικός

χώρος με τη μετρική που επάγεται από την ‖ · ‖∞, αν δείξουμε ότι η φ είναι συνεχής, θα

συμπεράνουμε ότι ο φ(An) = Bn είναι συμπαγής μετρικός χώρος.

Για το σκοπό αυτό, υποθέτουμε ότι fm, f ∈ An και ότι fm → f ομοιόμορφα στην S`n1 .
Θέλουμε να δείξουμε ότι Xfm → Xf ως προς την απόσταση Banach-Mazur.

Θεωρούμε τον ταυτοτικό τελεστή Im : (Rn, ‖ · ‖m)→ (Rn, ‖ · ‖) και τυχόν ε > 0. Αφού

η ‖ · ‖m συγκλίνει ομοιόμορφα στην ‖ · ‖ στην S`n1 , υπάρχει m0(ε) ∈ N ώστε, για κάθε

m ≥ m0 και κάθε x ∈ S`n1 ,
∣∣∣‖x‖m − ‖x‖∣∣∣ < ε. ΄Αρα,

(7.3.7) ‖x‖ ≤ ‖x‖m + ε ≤ ‖x‖m + εn‖x‖m = (1 + εn)‖x‖m
και

(7.3.8) ‖x‖m ≤ ‖x‖+ ε ≤ (1 + εn)‖x‖.

Αν x ∈ Rn, τότε x
‖x‖`n1

∈ S`n1 , οπότε για κάθε m ≥ m0 έχουμε

(7.3.9)
∥∥∥ x

‖x‖`n1

∥∥∥ ≤ (1 + εn)
∥∥∥ x

‖x‖`n1

∥∥∥
m

=⇒ ‖x‖ ≤ (1 + εn)‖x‖m.

Δηλαδή, ‖Im‖ ≤ 1 + εn. ΄Ομοια, ‖x‖m ≤ (1 + εn)‖x‖, άρα

(7.3.10) ‖I−1
m ‖ ≤ (1 + εn).

΄Επεται ότι

(7.3.11) d(‖ · ‖m, ‖ · ‖) ≤ ‖Im‖ · ‖I−1
m ‖ ≤ (1 + εn)2

για κάθε m ≥ m0. ΄Αρα,

(7.3.12) d(‖ · ‖m, ‖ · ‖)→ 1,

όταν το m→∞. 2

7.4 Elleiyoeidèc mègistou ìgkou enìc kurtoÔ s¸matoc

Ορισμός 7.4.1. Ελλειψοειδές στον Rn είναι ένα κυρτό σώμα της μορφής

(7.4.1) E =

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

〈x, vi〉2

α2
i

≤ 1

}
,

όπου {v1, . . . , vn} είναι ορθοκανονική βάση του Rn και α1, . . . , αn είναι θετικοί πραγματικοί

αριθμοί (οι διευθύνσεις και τα μήκη των ημιαξόνων του E αντίστοιχα).
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Πρόταση 7.4.2. ΄Ενα κυρτό σώμα E στον Rn είναι ελλειψοειδές αν και μόνο αν υπάρχει

αντιστρέψιμος γραμμικός μετασχηματισμός T (T ∈ GL(n)) ώστε E = T (Bn2 ).

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι το E είναι ελλειψοειδές, δηλαδή ορίζεται από την (7.4.1)
για κάποια ορθοκανονική βάση {v1, . . . , vn} του Rn και κάποιους α1, . . . , αn > 0. ΄Εστω T
ο γραμμικός μετασχηματισμός του Rn που ορίζεται από τις T (vi) = αivi, i = 1, . . . , n. Ο T
είναι προφανώς αντιστρέψιμος, και x ∈ T (Bn2 ) αν και μόνο αν υπάρχει y =

∑n
j=1 tjvj ∈ Bn2

με x = Ty. Τότε όμως, η ισότητα

(7.4.2)

n∑
i=1

〈x, vi〉2

α2
i

=

n∑
i=1

〈
∑n
j=1 tjαjvj , vi〉2

α2
i

=

n∑
i=1

t2i

δείχνει ότι x ∈ T (Bn2 ) αν και μόνο αν x ∈ E, δηλαδή E = T (Bn2 ).

Αντίστροφα, έστω T ∈ GL(n) και E = T (Bn2 ). Αν γράψουμε S = T−1
, έχουμε

(7.4.3) ‖x‖2E = ‖x‖2S−1(Bn2 ) = ‖Sx‖22 = 〈Sx, Sx〉 = 〈S∗Sx, x〉.

Ο S∗S είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος, άρα γράφεται στη μορφή U∗DU όπου

D διαγώνιος πίνακας με διαγώνια στοιχεία α−2
1 , . . . , α−2

n (όπου αi θετικοί πραγματικοί

αριθμοί) και ο U είναι ορθογώνιος πίνακας. Θεωρούμε το διαγώνιο πίνακα D1 =
√
D με

διαγώνια στοιχεία τα α−1
1 , . . . , α−1

n . Αφού ο U είναι ορθογώνιος, έχουμε S∗S = A2
, όπου

A = U∗D1U . Δηλαδή,

(7.4.4) ‖x‖2E = 〈A2x, x〉 = ‖Ax‖22 = ‖D1Ux‖22 =

n∑
i=1

〈Ux, ei〉2

α2
i

=

n∑
i=1

〈x, vi〉2

α2
i

,

όπου τα vi = U∗ei αποτελούν ορθοκανονική βάση του Rn. ΄Επεται ότι x ∈ E αν και μόνο

αν ικανοποιείται η (7.4.1) για τα συγκεκριμένα vi και αi, δηλαδή το E είναι ελλειψοειδές.

2

Παρατήρηση. Από την απόδειξη είναι φανερό ότι ο όγκος του E ισούται με

(7.4.5) |E| = |Bn2 |
n∏
i=1

αi.

Θεωρούμε τώρα ένα συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn και την οικογένεια E(K) όλων

των ελλειψοειδών που περιέχονται στο K. Ο F. John (1948) έδειξε ότι υπάρχει μοναδικό

ελλειψοειδές E που περιέχεται στο K και έχει τον μέγιστο δυνατό όγκο. Θα λέμε ότι το

E είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K. Θα δούμε ταυτόχρονα ότι υπάρχει

μοναδικό ελλειψοειδές E που περιέχει το K και έχει ελάχιστο όγκο:

Θεώρημα 7.4.3. ΄Εστω K συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Υπάρχει μοναδικό ελλει-

ψοειδές E ⊇ K με ελάχιστο όγκο.
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Απόδειξη. Θεωρούμε την οικογένεια F(K) όλων των ελλειψοειδών που περιέχουν το K
και ορίζουμε

(7.4.6) V = inf{|E| : E ∈ F(K)} > 0.

Υπάρχει ακολουθία Tm ∈ GL(n) για την οποία έχουμε Em = T−1
m (Bn2 ) ⊇ K και

(7.4.7) |Em| =
|Bn2 |

|det(Tm)|
→ V.

Αφού ‖Tm : XK → `n2‖ ≤ 1 για κάθε m ∈ N, μπορούμε να βρούμε υπακολουθία {Tkm} και

S ∈ L(Rn) με Tkm → S. Τότε,

(7.4.8) |det(S)| = |Bn2 |/V > 0,

άρα S ∈ GL(n). Ορίζουμε E = S−1(Bn2 ). Τότε,

(7.4.9) ‖S : XK → `n2‖ = lim
m→∞

‖Tkm : XK → `n2‖ ≤ 1,

άρα E ⊇ K. Αφού |E| = V , το E είναι ένα ελλειψοειδές που περιέχει το K και έχει τον

ελάχιστο δυνατό όγκο.

Δείχνουμε τώρα ότι υπάρχει ένα μόνο ελλειψοειδές με αυτή την ιδιότητα. ΄Εστω ότι τα

E1 και E2 περιέχουν το K και έχουν ελάχιστο όγκο. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας

μπορούμε να υποθέσουμε ότι E1 = Bn2 είναι η Ευκλείδεια μοναδιαία μπάλα, και

(7.4.10) E2 =

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

〈x, vi〉2/α2
i ≤ 1

}
.

Θεωρούμε ένα τρίτο ελλειψοειδές, το

(7.4.11) F =

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

1

2
(1 + α−2

i )〈x, vi〉2 ≤ 1

}
.

Αφού F ⊇ E1 ∩ E2 ⊇ K, έχουμε

(7.4.12) |F | ≥ |E1| = |E2| = |Bn2 |,

άρα α1 · · ·αn = 1. Παίρνοντας υπόψιν την (7.4.5), γράφουμε την (7.4.12) στη μορφή

1 =

(
n∏
i=1

αi

)2

≤
n∏
i=1

2

1 + α−2
i

=

n∏
i=1

2α2
i

1 + α2
i

=

n∏
i=1

2αi
1 + α2

i

.
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΄Ομως, 2αi ≤ 1 + α2
i για κάθε i = 1, . . . , n με ισότητα μόνο αν αi = 1. ΄Αρα, αi = 1,

i = 1, . . . , n. ΄Επεται ότι E1 = E2. 2

Το Θεώρημα 7.4.3 και ένα απλό επιχείρημα δυϊσμού εξασφαλίζουν την ύπαρξη και τη

μοναδικότητα του ελλειψοειδούς μέγιστου όγκου του K.

Θεώρημα 7.4.4. ΄Εστω K συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Υπάρχει μοναδικό ελλει-

ψοειδές E ∈ E(K) με μέγιστο όγκο.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 7.4.3 υπάρχει μοναδικό ελλειψοειδές F ελάχιστου όγκου του

K◦. Θεωρούμε το E = F ◦. Τότε E ⊆ K, το E είναι ελλειψοειδές (άσκηση) και αν E1

είναι ένα άλλο ελλειψοειδές με E1 ⊆ K, τότε E◦1 ⊇ K◦, άρα |E◦1 | ≥ |F |. Τότε,

(7.4.13) |E1| =
|Bn2 |2

|E◦1 |
≤ |B

n
2 |2

|F |
= |E|.

Ισότητα μπορεί να ισχύει μόνο αν E◦1 = F , δηλαδή E1 = E. ΄Αρα, το E είναι το μοναδικό

ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K. 2

7.5 To je¸rhma tou John: stoiqei¸dhc apìdeixh

Ο F. John (1948) έδειξε ότι αν η μοναδιαία Ευκλείδεια μπάλα Bn2 είναι το ελλειψοειδές

ελάχιστου όγκου που περιέχει το συμμετρικό κυρτό σώμα K στον Rn, τότε Bn2 ⊆
√
nK.

΄Αμεση συνέπεια αυτού του ισχυρισμού είναι ένα άνω φράγμα για την απόσταση Banach-
Mazur τυχόντος n-διάστατου χώρου με νόρμα από τον `n2 .

Θεώρημα 7.5.1. Για κάθε n-διάστατο χώρο με νόρμα X έχουμε d(X, `n2 ) ≤
√
n.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι X = (Rn, ‖ · ‖). Θεωρούμε τη μοναδιαία μπάλα

BX του X και το ελλειψοειδές ελάχιστου όγκου E της BX . Υπάρχει T ∈ GL(n) ώστε

E = T−1(Bn2 ). Τότε, T (BX) ⊆ Bn2 και η Bn2 είναι το ελλειψοειδές ελάχιστου όγκου του

T (BX). Αν δεχτούμε το θεώρημα του John, τότε

(7.5.1)
1√
n
Bn2 ⊆ T (BX) ⊆ Bn2 .

΄Επεται ότι

(7.5.2) ‖T : X → `n2‖ · ‖T−1 : `n2 → X‖ ≤ 1 ·
√
n =
√
n,

άρα, d(X, `n2 ) ≤
√
n. 2

Το Θεώρημα 7.5.1 και η πολλαπλασιαστική τριγωνική ανισότητα για την d μας δίνουν

ένα άνω φράγμα για τη διάμετρο του Banach-Mazur compactum.

Θεώρημα 7.5.2. Αν X και Y είναι δύο n-διάστατοι χώροι με νόρμα, τότε d(X,Y ) ≤ n.
2
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Δίνουμε τώρα μια στοιχειώδη απόδειξη του Θεωρήματος του John:

Θεώρημα 7.5.3. ΄Εστω K συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Υποθέτουμε ότι η Ευ-

κλείδεια μοναδιαία μπάλα Bn2 είναι το ελλειψοειδές ελάχιστου όγκου που περιέχει το K.

Τότε,

(7.5.3) Bn2 ⊆
√
nK.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το συμπέρασμα δεν ισχύει. Τότε, υπάρχει x στο σύνορο του K
το οποίο είναι εσωτερικό σημείο της (1/

√
n)Bn2 . Αλλάζοντας συντεταγμένες αν χρειαστεί,

μπορούμε να υποθέσουμε ότι το εφαπτόμενο υπερεπίπεδο του K στο x είναι παράλληλο με

το {x : x1 = 0}. Δηλαδή,

(7.5.4) K ⊂ P =

{
x ∈ Rn : |x1| ≤

1

c

}
,

όπου c >
√
n. Για κάθε a, b > 0 ορίζουμε το ελλειψοειδές

(7.5.5) Ea,b =

{
x ∈ Rn : a2x2

1 + b2
n∑
i=2

x2
i ≤ 1

}
.

Ισχυρισμός. Αν
a2−b2
c2 + b2 ≤ 1, τότε K ⊆ Ea,b.

Πράγματι: αν y ∈ K, τότε y ∈ P ∩Bn2 . ΄Αρα,

(7.5.6) |y1| ≤
1

c
και

n∑
i=1

y2
i ≤ 1.

΄Επεται ότι

a2y2
1 + b2

n∑
i=2

y2
i = (a2 − b2)y2

1 + b2
n∑
i=1

y2
i

≤ a2 − b2

c2
+ b2

≤ 1.

Δηλαδή, y ∈ Ea,b. 2

Ο όγκος του Ea,b ισούται με |Ea,b| = |Bn2 |/(abn−1). Αν λοιπόν abn−1 > 1, τότε

|Ea,b| < |Bn2 |. Με την υπόθεση ότι c >
√
n, θα δείξουμε ότι υπάρχουν a, b > 0 που

ικανοποιούν ταυτόχρονα τις

(7.5.7) abn−1 > 1 και
a2 − b2

c2
+ b2 ≤ 1.
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Αυτό είναι άτοπο, γιατί θα έχουμε βρεί ελλειψοειδές που περιέχει το K και έχει όγκο γνήσια

μικρότερο από τον όγκο της Bn2 .

Για κάθε ε ∈ (0, 1/2), θέτουμε bε = 1− ε και aε = (1 + ε+ 2ε2)n−1
. Τότε,

(7.5.8) aεb
n−1
ε = [(1− ε)(1 + ε+ 2ε2)]n−1 = (1 + ε2 − 2ε3)n−1 > 1.

Επίσης,

a2
ε − b2ε
c2

+ b2ε =
(1 + ε+ 2ε2)2(n−1)

c2
+

(
1− 1

c2

)
(1− ε)2

=
1

c2
[1 + 2(n− 1)ε+O(ε2)] +

(
1− 1

c2

)
(1− 2ε+ ε2)

= 1 + 2ε
( n
c2
− 1
)

+O(ε2).

Αφού (n/c2)−1 < 0, είναι φανερό ότι η ποσότητα αυτή γίνεται μικρότερη από 1 αν αφήσουμε

το ε→ 0+
. Για μικρό λοιπόν ε > 0, το ελλειψοειδές Eaε,bε μας οδηγεί σε άτοπο. 2

7.6 ShmeÐa epaf c kai h anapar�stash thc tautotik c a-
peikìnishc

Υποθέτουμε ότι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K είναι η Bn2 . Το u ∈ Rn λέγεται

σημείο επαφής των K και Bn2 αν ‖u‖2 = ‖u‖K = 1, δηλαδή αν x ∈ bd(K) ∩ bd(Bn2 ). Η

«πλήρης έκδοση» του θεωρήματος του John περιγράφει την κατανομή των σημείων επαφής

πάνω στη μοναδιαία σφαίρα Sn−1
.

Θεώρημα 7.6.1. ΄ΕστωK συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. Αν ηBn2 είναι το ελλειψοει-

δές μέγιστου όγκου του K, τότε υπάρχουν λ1, . . . , λm > 0 και σημεία επαφής u1, . . . , um
των K και Bn2 ώστε

(7.6.1) x =

m∑
j=1

λj〈x, uj〉uj

για κάθε x ∈ Rn.

Παρατηρήσεις. Το Θεώρημα 7.6.1 λέει ότι η ταυτοτική απεικόνιση I του Rn αναπαρίσταται

στη μορφή

(7.6.2) I =

m∑
j=1

λjuj ⊗ uj ,

όπου uj ⊗ uj είναι η προβολή στην διεύθυνση του uj : (uj ⊗ uj)(x) = 〈x, uj〉uj .
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Από την (7.6.1) έπεται ότι, για κάθε x ∈ Rn,

(7.6.3) ‖x‖22 = 〈x, x〉 =

m∑
j=1

λj〈x, uj〉2.

Επίσης, παίρνοντας x = ei, i = 1, . . . , n, όπου {e1, . . . , en} η συνήθης ορθοκανονική βάση

του Rn, έχουμε
n∑
i=1

‖ei‖22 =

n∑
i=1

m∑
j=1

λj〈ei, uj〉2 =

m∑
j=1

λj

n∑
i=1

〈ei, uj〉2

=

m∑
j=1

λj‖uj‖22 =

m∑
j=1

λj .

Δηλαδή,

(7.6.4)

m∑
j=1

λj = n.

Απόδειξη του Θεωρήματος. Από την (7.6.4), αν υπάρχει η ζητούμενη αναπαράσταση θα

πρέπει να ισχύει
∑

(λj/n) = 1. Αυτό λοιπόν που χρειάζεται να δείξουμε είναι ότι ο I/n
γράφεται σαν κυρτός συνδυασμός προβολών της μορφής u⊗ u, όπου u σημείο επαφής των

K και Bn2 . Ορίζουμε

(7.6.5) T = {u⊗ u : ‖u‖2 = ‖u‖K = 1},

και θα δείξουμε ότι I/n ∈ conv(T ). Παρατηρήστε ότι το conv(T ) είναι κλειστό υποσύνολο

του Rn2

και ότι T 6= ∅: αν η Bn2 δεν ακουμπούσε το σύνορο του K, θα μπορούσαμε να

βρούμε r > 1 ώστε rBn2 ⊆ K, οπότε η Bn2 δεν θα ήταν το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου

του K.

΄Εστω ότι I/n /∈ conv(T ). Από διαχωριστικό θεώρημα, μπορύμε να βρούμε φ ∈ Rn2

και

r ∈ R ώστε

(7.6.6) 〈φ, I/n〉 < r ≤ 〈φ,A〉

για κάθε A ∈ conv(T ). Ειδικότερα, για κάθε σημείο επαφής u των K και Bn2 έχουμε

(7.6.7) 〈φ, I/n〉 < r ≤ 〈φ, u⊗ u〉.

Οι πίνακες I/n και u⊗ u είναι συμμετρικοί, οπότε παίρνοντας τον ψ = (φ+φ∗)/2 αντί του

φ έχουμε ότι ο ψ είναι συμμετρικός και εξακολουθεί να ικανοποιεί την

(7.6.8) 〈ψ, I/n〉 < r ≤ 〈ψ, u⊗ u〉
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για κάθε u ⊗ u ∈ T . ΄Εστω β = tr(ψ)/n. Αφού tr(I/n) = 1 και tr(u ⊗ u) =
∑
u2
i = 1,

βλέπουμε ότι

〈ψ − βI, I/n〉 = 〈ψ, I/n〉 − β
= 0 < r − β
≤ 〈ψ − βI, u⊗ u〉

για κάθε u⊗ u ∈ T . Παίρνοντας B = ψ − βI και s = r − β, έχουμε:

Λήμμα 7.6.2. Αν I/n /∈ conv(T ), τότε υπάρχουν s > 0 και B συμμετρικός με tr(B) = 0
με την ιδιότητα

(7.6.9) 〈B, u⊗ u〉 ≥ s

για κάθε u⊗ u ∈ T . 2

Για δ > 0 αρκετά μικρό, θεωρούμε το ελλειψοειδές

(7.6.10) Eδ = {x ∈ Rn : 〈(I + δB)x, x〉 ≤ 1}.

[Παρατηρήστε ότι αν M = max{|〈Bx, y〉| : ‖x‖2 = ‖y‖2 = 1} και 0 < δ < 1/M , τότε ο

I + δB είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος, άρα έχει συμμετρική θετική τετραγωνική

ρίζα Sδ. Αφού Eδ = S−1
δ (Bn2 ), το Eδ είναι ελλειψοειδές.]

Ορισμός 7.6.3 (ακτινική συνάρτηση). Για κάθε θ ∈ Sn−1
θέτουμε

(7.6.11) ρK(θ) = max{t > 0 : tθ ∈ K}.

Η ρK : Sn−1 → R+
λέγεται ακτινική συνάρτηση του K: «μετράει» την απόσταση του

συνόρου του K από το 0 στη διεύθυνση του θ. Αφού ρK(θ)θ ∈ bd(K), έχουμε

(7.6.12) ρK(θ) · ‖θ‖K = 1.

Θα δείξουμε ότι Eδ ⊆ K αν το δ είναι μικρό, δείχνοντας ότι ρEδ(v) ≤ ρK(v) για κάθε

v ∈ Sn−1
:

1η Περίπτωση: ΄Εστω U το σύνολο των σημείων επαφής των K και Bn2 . Αν u ∈ U και

v ∈ Sn−1
με ‖u− v‖2 < s/2M , τότε από το Λήμμα 7.6.2,

(7.6.13) 〈(I + δB)u, u〉 ≥ 1 + δs,

ενώ

|〈v + δBv, v〉 − 〈u+ δBu, u〉| = δ|〈Bv, v〉 − 〈Bu, u〉|
≤ δ|〈Bv, v − u〉|+ δ|〈Bu, u− v〉|
≤ 2Mδ‖u− v‖2 < δs.
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΄Αρα, αν η απόσταση του v ∈ Sn−1
από το U είναι μικρότερη από s/2M , τότε

(7.6.14) 〈(I + δB)v, v〉 > 1 + δs− δs = 1,

δηλαδή v /∈ Eδ. ΄Ομως, v ∈ Bn2 ⊆ K για κάθε v ∈ Sn−1
. ΄Αρα, σε αυτή την περίπτωση

έχουμε

(7.6.15) ρEδ(v) < 1 ≤ ρK(v).

2η Περίπτωση: ΄Εστω V το σύνολο των v ∈ Sn−1
για τα οποία d(v, U) ≥ s/2M . Τότε, το

V είναι συμπαγές και r = max{‖v‖K : v ∈ V } < 1. Θέτουμε λ = min{〈Bv, v〉 : v ∈ V }.
Αν 0 < δ < (1− r2)/|λ|, τότε

(7.6.16) 〈(I + δB)(v/‖v‖K), v/‖v‖K〉 =
1 + δ〈Bv, v〉
‖v‖2K

≥ 1 + δλ

r2
> 1,

δηλαδή v/‖v‖K /∈ Eδ. Αυτό σημαίνει ότι ρEδ(v) ≤ 1
‖v‖K = ρK(v).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω καταλήγουμε στο εξής:

Λήμμα 7.6.4. Υπάρχει δ0 > 0 τέτοιο ώστε Eδ ⊆ K για κάθε 0 < δ < δ0. 2

Μπορούμε τώρα να καταλήξουμε σε άτοπο: Παίρνουμε δ > 0 αρκετά μικρό ώστε ο

I + δB να είναι θετικά ορισμένος και το ελλειψοειδές Eδ να περιέχεται στο K. Αφού η Bn2
είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K, έχουμε |Eδ| ≤ |Bn2 |. ΄Ομως,

(7.6.17) |Eδ| = |S−1
δ (Bn2 )| = |Bn2 |/

√
det(I + δB).

΄Αρα, det(I+ δB) ≥ 1. Από την άλλη πλευρά, η ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου

μας δίνει

(7.6.18) [det(I + δB)]1/n ≤ tr(I + δB)

n
= 1 + δ

tr(B)

n
= 1,

αφού tr(B) = 0. Για να ισχύουν τα παραπάνω, πρέπει να έχουμε ισότητα στην ανισότητα

αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου. Τότε όμως, όλες οι ιδιοτιμές του I+δB είναι ίσες, δηλαδή

I+δB = µI. ΄Επεται ότι ο B είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού πίνακα, και αφού tr(B) = 0
παίρνουμε B = 0.

Αυτό είναι άτοπο, γιατί από το Λήμμα 7.6.2 έχουμε 〈Bu, u〉 ≥ s > 0, u ∈ U . Συνεπώς,

I/n ∈ conv(T ) και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Μπορούμε τώρα να δώσουμε μια δεύτερη απόδειξη για το θεώρημα του John:

Πρόταση 7.6.5. Αν Bn2 είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K, τότε K ⊆
√
nBn2 .
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Απόδειξη: Θεωρούμε την αναπαράσταση της ταυτοτικής απεικόνισης

(7.6.19) x =

m∑
j=1

λj〈x, uj〉uj

του Θεωρήματος 7.6.1. Αφού uj ∈ Sn−1
, έχουμε

(7.6.20) 1 = 〈uj , uj〉 ≤ ‖uj‖K‖uj‖K◦ = ‖uj‖K◦ για κάθε j = 1, . . . ,m.

Από την άλλη πλευρά, σε κάθε uj τα K και Bn2 έχουν το ίδιο εφαπτόμενο υπερεπίπεδο με

κάθετο διάνυσμα το uj (για τη μπάλα, το εφαπτόμενο υπερεπίπεδο σε κάθε σημείο u ∈ Sn−1

έχει κάθετο διάνυσμα το u). Επομένως, για κάθε x ∈ K έχουμε 〈x, uj〉 ≤ 1, και λόγω

συμμετρίας του K,

(7.6.21) |〈x, uj〉| ≤ 1 για κάθε x ∈ K.

Δηλαδή,

(7.6.22) ‖uj‖K = ‖uj‖K◦ = ‖uj‖2 = 1

για κάθε j = 1, . . . ,m.

΄Εστω τώρα x ∈ K. Από τις (7.6.3), (7.6.4) και (7.6.21) παίρνουμε

(7.6.23) ‖x‖22 =

m∑
j=1

λj〈x, uj〉2 ≤
m∑
j=1

λj = n.

Δηλαδή, ‖x‖2 ≤
√
n. Αρα, Bn2 ⊆ K ⊆

√
nBn2 . 2

Παρατήρηση 7.6.6. Αν η Bn2 είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K, τότε η Bn2
είναι το ελλειψοειδές ελάχιστου όγκου του K◦. Επίσης, η (7.6.22) δείχνει ότι κάθε σημείο

επαφής των K και Bn2 είναι σημείο επαφής των K◦ και Bn2 . ΄Αρα, αλλάζοντας τους ρόλους

των K και K◦, βλέπουμε ότι η αναπαράσταση της ταυτοτικής απεικόνισης μέσω σημείων

επαφής εξασφαλίζεται και στην περίπτωση του ελλειψοειδούς ελάχιστου όγκου.

7.7 L mmata Dvoretzky-Rogers

Σε αυτή την Παράγραφο υποθέτουμε ότι το συμμετρικό κυρτό σώμαK έχει σαν ελλειψοειδές

μέγιστου ή ελάχιστου όγκου την Ευκλείδεια μοναδιαία μπάλα Bn2 . Στην §7.6 αποδείξαμε

το θεώρημα του John για την αναπαράσταση της ταυτοτικής απεικόνισης: υπάρχουν σημεία

επαφής u1, . . . , um των K και Bn2 , και θετικοί πραγματικοί αριθμοί λ1, . . . , λm ώστε

(7.7.1) I =

m∑
j=1

λjuj ⊗ uj .
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Συνέπειες της (7.7.1) είναι οι εξής: για κάθε x ∈ Rn,

(7.7.2) ‖x‖22 =

m∑
j=1

λj〈x, uj〉2

και

(7.7.3)

m∑
j=1

λj = n.

Χρησιμοποιώντας την (7.7.1) μπορούμε να δείξουμε ότι υπάρχουν πολλά σημεία επαφής

ανάμεσα στο K και στην Bn2 .

Πρόταση 7.7.1. Αν η Bn2 είναι το ελλειψοειδές ελάχιστου ή μέγιστου όγκου του K, τότε

για κάθε γραμμικό μετασχηματισμό T του Rn υπάρχει σημείο επαφής των K και Bn2 με

την ιδιότητα:

(7.7.4) 〈u, Tu〉 ≥ trT

n
.

Απόδειξη. Από την (7.7.1) έχουμε

(7.7.5) trT = 〈T, I〉 =

m∑
j=1

λj〈T, uj ⊗ uj〉.

Παίρνοντας υπόψιν και την
∑
λj = n, συμπεραίνουμε ότι υπάρχει j ≤ m με την ιδιότητα

(7.7.6) 〈uj , Tuj〉 = 〈T, uj ⊗ uj〉 ≥
trT

n
.

Το συμπέρασμα προκύπτει αν πάρουμε u = uj . 2

Οι Dvoretzky και Rogers έδειξαν ακριβή αποτελέσματα γιά την κατανομή των σημείων

επαφής του K με την Bn2 . Ολα τους εκφράζουν με τον ένα ή τον άλλο τρόπο την αρχή ότι

υπάρχουν πολλές και «αρκετά ορθογώνιες» διευθύνσεις στις οποίες οι δύο νόρμες ‖ · ‖K
και ‖ · ‖2 συγκρίνονται καλά.

Πρόταση 7.7.2. Αν Bn2 είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K, υπάρχει ορθοκα-

νονική ακολουθία y1, . . . , yn στον Rn με την ιδιότητα

(7.7.7)

(
n− i+ 1

n

)1/2

≤ ‖yi‖K ≤ ‖yi‖2 = 1

για κάθε i = 1, . . . , n.
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Απόδειξη. Ορίζουμε τα yi επαγωγικά. Σαν y1 μπορούμε να πάρουμε οποιοδήποτε σημείο

επαφής των K και Bn2 . Ας υποθέσουμε ότι έχουν επιλεγεί τα y1, . . . , yi−1. Θέτουμε

Fi = span{y1, . . . , yi−1}. Τότε, tr(PF⊥i ) = n− i + 1, και από την Πρόταση 7.7.1 υπάρχει

σημείο επαφής ui ώστε

(7.7.8) ‖PF⊥i ui‖
2
2 = 〈ui, PF⊥i ui〉 ≥

n− i+ 1

n
.

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα έπεται ότι

(7.7.9) ‖PFiui‖K ≤ ‖PFiui‖2 ≤
√

(i− 1)/n.

Ορίζουμε yi = PF⊥i ui/‖PF⊥i ui‖2. Τότε,

(7.7.10) 1 = ‖yi‖2 ≥ ‖yi‖K ≥ |〈ui, yi〉| = ‖PF⊥i ui‖2

και το συμπέρασμα προκύπτει από την (7.7.8). 2

Πόρισμα 7.7.3. Υποθέτουμε ότι η Bn2 είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K. Αν

k = [n/2] + 1, μπορούμε να βρούμε ορθοκανονικά διανύσματα y1, . . . , yk ώστε

(7.7.11)
1

2
≤ ‖yj‖ ≤ 1

για κάθε j = 1, . . . , k. 2

Το επόμενο λήμμα «τύπου Dvoretzky-Rogers» αποδείχθηκε από τους Szarek και Talagrand
(1988).

Πρόταση 7.7.4. Υποθέτουμε ότι η Bn2 είναι το ελλειψοειδές ελάχιστου όγκου του K.

Για κάθε k ≤ n, μπορούμε να βρούμε σημεία επαφής y1, . . . , yk των K και Bn2 , με την

εξής ιδιότητα: Αν j ∈ {1, . . . , k} και Fj = span{yi : i 6= j}, τότε

(7.7.12) |PF⊥j (yj)| ≥
√
n− k + 1

n

για κάθε j = 1, . . . , k.

Απόδειξη. ΄Εστω k ≤ n. Υπάρχουν σημεία επαφής u1, . . . , um των K και Bn2 , και

λ1, . . . , λm > 0 ώστε

(7.7.13) I =

m∑
j=1

λjuj ⊗ uj .

Από όλες τις k-άδες που μπορούμε να επιλέξουμε μέσα από το {u1, . . . , um}, επιλέγου-

με εκείνα τα y1 = ui1 , . . . , yk = uik για τα οποία μεγιστοποιείται ο k-διάστατος όγκος

|conv{±ui1 , . . . ,±uik}|. Αν θέσουμε Fj = span{yi : i 6= j}, τότε

(7.7.14) ‖PF⊥j (yj)‖2 ≥ ‖PF⊥j (ui)‖2 για κάθε j = 1, . . . , k και i = 1, . . . ,m.
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΄Ομως, από την Πρόταση 7.7.1, υπάρχει i ≤ m ώστε

(7.7.15) ‖PF⊥j (ui)‖22 = 〈ui, PF⊥j (ui)〉 ≥
tr(PF⊥j )

n
=
n− k + 1

n
.

΄Αρα,

(7.7.16) ‖PF⊥j (yj)‖2 = max
i≤m
‖PF⊥j (ui)‖2 ≥

√
n− k + 1

n

για κάθε j = 1, . . . , k. 2

7.8 Ask seic

1. 'Estw 2 ≤ q ≤ ∞. DeÐxte ìti gia k�je x ∈ Rn isqÔoun oi anisìthtec

‖x‖q ≤ ‖x‖2 ≤ n
1
2
− 1
q ‖x‖q.

2. 'Estw 2 ≤ q ≤ ∞. Qrhsimopoi¸ntac ton tautotikì telest  deÐxte ìti

d(`n2 , `
n
q ) ≤ n

1
2
− 1
q .

3. DeÐxte ìti: an y1, . . . , ym ∈ `n2 tìte

m∑
j=1

‖yj‖22 = Aveε=±1

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

εjyj

∥∥∥∥∥
2

2

,

ìpou me Ave sumbolÐzoume to mèso ìro wc proc ìlec tic dunatèc epilogèc pros mwn εj = ±1.

4. 'Estw 2 ≤ q ≤ ∞ kai èstw T : `nq → `n2 isomorfismìc, me ‖T : `nq → `n2 ‖ = 1.

(a) DeÐxte ìti
n∑
j=1

‖Tej‖22 ≤ n2/q,

kai sumper�nate ìti ‖Tej‖2 ≤ n
1
q
− 1

2 gia k�poion j ≤ n.
(b) DeÐxte ìti

‖T−1 : `n2 → `nq ‖ ≥ n
1
2
− 1
q .

5. 'Estw 2 ≤ q ≤ ∞. DeÐxte ìti

d(`n2 , `
n
q ) = n

1
2
− 1
q .
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6. Qrhsimopoi¸ntac thn pollaplasiastik  trigwnik  anisìthta gia thn d kai thn prohgoÔmenh
�skhsh, deÐxte ìti: an 2 ≤ p < q ≤ +∞ tìte

d(`np , `
n
q ) ≥ n

1
p
− 1
q .

Qrhsimopoi¸ntac ton tautotikì telest  deÐxte ìti

d(`np , `
n
q ) = n

1
p
− 1
q .

7. 'Estw 1 ≤ p < q ≤ 2. Qrhsimopoi¸ntac thn d(X∗, Y ∗) = d(X,Y ) deÐxte ìti

d(`np , `
n
q ) = n

1
p
− 1
q .

8. Oi pÐnakec Walsh eÐnai orjog¸nioi 2k×2k pÐnakec, pou orÐzontai epagwgik� wc ex c: Jètoume
W0 = [1], kai

Wk =

[
Wk−1 Wk−1

Wk−1 −Wk−1

]
, k ≥ 1.

DeÐxte ìti o 1

2k/2
Wk eÐnai orjog¸nioc pÐnakac me thn idiìthta: ìlec tou oi suntetagmènec èqoun

apìluth tim  1

2k/2
.

9. 'Estw n = 2k kai èstw T : Rn → Rn o telest c pou antistoiqeÐ ston 1

2k/2
Wk.

(a) Parathr ste ìti
‖T−1 : `n2 → `n2 ‖ = 1

kai sumper�nate ìti
‖T−1 : `n∞ → `n1 ‖ ≤ n.

(b) Parathr ste ìti ‖Tej‖∞ = 1/
√
n gia k�je j = 1, . . . , n kai sumper�nate ìti

‖T : `n1 → `n∞‖ =
1√
n
.

(g) DeÐxte ìti d(`n1 , `
n
∞) ≤

√
n.

10*. DeÐxte ìti up�rqei stajer� c > 0 ¸ste d(`n1 , `
n
∞) ≤ c

√
n gia k�je n ∈ N.

11. 'Estw T : `n1 → `n∞ isomorfismìc, o opoÐoc ikanopoieÐ thn

1

d
Bn∞ ⊆ T (Bn1 ) ⊆ Bn∞,

ìpou Bn∞, B
n
1 oi monadiaÐec mp�lec twn `n∞, `

n
1 antÐstoiqa.

(a) An xj = T (ej), j = 1, . . . , n, deÐxte ìti

|T (Bn1 )| = 2n

n!
|detX|,
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ìpou X o pÐnakac me st lec ta x1, . . . , xn. [Upìdeixh: ArkeÐ na deÐxete ìti |Bn1 | = 2n/n!.]

(b) Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti x1, . . . , xn ∈ Bn∞ kai thn anisìthta tou Hadamard, deÐxte
ìti |detX| ≤ nn/2.
(g) DeÐxte ìti d ≥ c1

√
n, ìpou c1 > 0 stajer� anex�rthth apì ton T kai apì to n.

(d) DeÐxte ìti d(`n1 , `
n
∞) ≥ c1

√
n, ìpou c1 > 0 h stajer� sto (g).

12*. 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn to opoÐo perièqei thn Bn2 . Upojètoume ìti
up�rqoun λ1, . . . , λm > 0 kai shmeÐa epaf c u1, . . . , um twn K kai Bn2 ¸ste

x =

m∑
j=1

λj〈x, uj〉uj

gia k�je x ∈ Rn. DeÐxte ìti h Bn2 eÐnai to elleiyoeidèc mègistou ìgkou tou K.

13. DÐnontai x1, . . . , xm ∈ Rn (ìqi anagkastik� diakekrimèna) ¸ste

I =

m∑
j=1

xj ⊗ xj .

(a) DeÐxte ìti
∑m
j=1 ‖xj‖

2
2 = n.

(b) DeÐxte ìti, gia k�je epilog  pragmatik¸n arijm¸n a1, . . . , am,∥∥∥∥∥
m∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
2

≤

(
m∑
j=1

a2
j

)1/2

.

14*. 'Estw K summetrikì kurtì s¸ma ston Rn. Upojètoume ìti h Bn2 eÐnai to elleiyoeidèc
mègistou ìgkou tou K. DeÐxte ìti up�rqei parallhlepÐpedo P ¸ste K ⊆ P kai

|P | ≤ 2n
nn/2√
n!
.

15. 'Estw v1, . . . , vm ∈ Rn. Upojètoume ìti to summetrikì kurtì polÔedro

K = {y ∈ Rn : |〈y, vj〉| ≤ 1 gia k�je j = 1, . . . ,m}

ikanopoieÐ thn Bn2 ⊆ K ⊆ αBn2 gia k�poion α > 1. DeÐxte ìti m ≥ exp(n/(2α2)).

16. 'Estw X = (Rn, ‖ · ‖) kai èstw ε ∈ (0, 1). DeÐxte ìti up�rqoun N ≤
(
1 + 2

ε

)n
kai

T : X → `n∞ me thn idiìthta

(1− ε)‖x‖ ≤ ‖T (x)‖`n∞ ≤ (1 + ε)‖x‖

gia k�je x ∈ X.





Kef�laio 8

To je¸rhma tou Dvoretzky

8.1 Eisagwg 

Αφετηρία για το θεώρημα του Dvoretzky είναι το εξής Λήμμα των Dvoretzky και Rogers
(1950).

Πρόταση 8.1.1. Υποθέτουμε ότι η Bn2 είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του συμ-

μετρικού κυρτού σώματος K. Υπάρχουν k '
√
n και y1, . . . , yk ορθοκανονικά διανύσματα

στον Rn ώστε, για κάθε a1, . . . , ak ∈ Rn,

(8.1.1)
1√
3

max
1≤i≤k

|ai| ≤

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ ≤
(

k∑
i=1

a2
i

)1/2

. 2

Με αφορμή αυτό το αποτέλεσμα, ο Grothendieck έθεσε το ερώτημα αν είναι δυνατό

να αντικαταστήσουμε το maxi≤k |ai| με το

(∑
i≤k a

2
i

)1/2

στην παραπάνω Πρόταση, και

ταυτόχρονα να έχουμε k = k(n) → ∞ καθώς το n → ∞. Ισοδύναμα, αν υπάρχει k-
διάστατος υπόχωρος F του Rn (με το k να «μεγαλώνει» με το n) ώστε

(8.1.2) Bn2 ∩ F ⊆ K ∩ F ⊆ cBn2 ∩ F,

όπου c > 0 απόλυτη σταθερά. Ο Dvoretzky (1960) έδωσε καταφατική απάντηση στο

ερώτημα.

Θεώρημα 8.1.2 (Dvoretzky). ΄Εστω ε > 0 και k φυσικός αριθμός. Υπάρχει N =
N(k, ε) με την εξής ιδιότητα: Αν X είναι χώρος με νόρμα διάστασης n ≥ N , μπορούμε

να βρούμε k-διάστατο υπόχωρο F του X με d(F, `k2) ≤ 1 + ε.

Σε γεωμετρική γλώσα, το Θεώρημα του Dvoretzky μας λέει ότι: για κάθε k ∈ N, κάθε

συμμετρικό κυρτό σώμα αρκετά μεγάλης διάστασης έχει κεντρικές τομές διάστασης k που
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είναι σχεδόν ελλειψοειδή. Η ακριβής εξάρτηση του N(k, ε) από τα k και ε μελετήθηκε

συστηματικά, και το θεώρημα του Dvoretzky πήρε πολύ πιο συγκεκριμένη ποσοτική μορφή.

Θεώρημα 8.1.3. ΄Εστω X ένας n-διάστατος χώρος με νόρμα και έστω ε > 0. Υπάρχουν

ακέραιος k ≥ cε2(log 1/ε)−1 log n και k-διάστατος υπόχωρος F του X ο οποίος ικανοποιεί

την d(F, `k2) ≤ 1 + ε.

Δηλαδή, το Θεώρημα 8.1.2 ισχύει με N(k, ε) = exp(cε−2| log ε|k).Η αρχική απόδειξη

του Dvoretzky έδινε την εκτίμηση N(k, ε) = exp(cε−2k2 log k). Η (βέλτιστη ως προς n)
εκτίμηση του Θεωρήματος 8.1.3 αποδείχτηκε από τον Milman (1971).

Σκοπός αυτού του Κεφαλαίου είναι να περιγράψει την απόδειξη του Θεωρήματος 8.1.3.

΄Ενα από τα βασικότερα στοιχεία της απόδειξης είναι το λεγόμενο φαινόμενο της συγκέν-

τρωσης του μέτρου στην Sn−1
, το οποίο θα συζητήσουμε στην επόμενη παράγραφο.

8.2 Isoperimetrik  anisìthta sth sfaÐra

Θεωρούμε τη μοναδιαία σφαίρα Sn−1
στον Rn εφοδιασμένη με τη γεωδαισιακή μετρική ρ:

η απόσταση ρ(x, y) δύο σημείων x, y ∈ Sn−1
είναι η κυρτή γωνία xoy στο επίπεδο που

ορίζεται από την αρχή των αξόνων o και τα x, y. Η Sn−1
γίνεται χώρος πιθανότητας με το

μοναδικό αναλλοίωτο ως προς στροφές μέτρο σ: για κάθε Borel σύνολο A ⊆ Sn−1
θέτουμε

(8.2.1) σ(A) :=
|Ã|
|Bn2 |

,

όπου Bn2 είναι η μοναδιαία Ευκλείδεια μπάλα και

(8.2.2) Ã := {sx : x ∈ A και 0 ≤ s ≤ 1}.

Θα χρειαστούμε τον «τύπο ολοκλήρωσης σε πολικές συντεταγμένες»:

Λήμμα 8.2.1 (ολοκλήρωση σε πολικές συντεταγμένες). Αν f : Rn → R είναι μια

ολοκληρώσιμη συνάρτηση, τότε

(8.2.3)

∫
Rn
f(x) dx = nωn

∫
Sn−1

∫ ∞
0

f(rθ)rn−1 dr dσ(θ).

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι αν ρ(x, y) = θ τότε

(8.2.4) ‖x− y‖2 = 2 sin
θ

2
,

συνεπώς η γεωδαισιακή και η Ευκλείδεια απόσταση των x, y ∈ Sn−1
συγκρίνονται μέσω

της

(8.2.5)
2

π
ρ(x, y) ≤ ‖x− y‖2 ≤ ρ(x, y).
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΄Εστω t > 0. Η t-περιοχή ενός Borel υποσυνόλου A της Sn−1
είναι το σύνολο

(8.2.6) At = {x ∈ Sn−1 : ρ(x,A) ≤ t}.

Το ισοπεριμετρικό πρόβλημα στη σφαίρα διατυπώνεται ως εξής:

Δίνονται α ∈ (0, 1) και t > 0. Ανάμεσα σε όλα τα Borel υποσύνολα A της

σφαίρας για τα οποία σ(A) = α, να βρεθούν εκείνα για τα οποία ελαχιστοποιείται

η επιφάνεια σ(At) της t-περιοχής του A.

Η απάντηση δίνεται από το ακόλουθο θεώρημα:

Ισοπεριμετρική ανισότητα στη σφαίρα. ΄Εστω α ∈ (0, 1) και

(8.2.7) B(x, r) = {y ∈ Sn−1 : ρ(x, y) ≤ r}

μια μπάλα στην Sn−1
με ακτίνα r > 0 που επιλέγεται ώστε σ(B(x, r)) = α. Τότε, για

κάθε A ⊆ Sn−1
με σ(A) = α και για κάθε t > 0 έχουμε

(8.2.8) σ(At) ≥ σ
(
B(x, r)t

)
= σ

(
B(x, r + t)

)
.

Δηλαδή, για οποιοδήποτε δοσμένο μέτρο α και οποιοδήποτε t > 0 οι μπάλες μέτρου α
δίνουν τη λύση του ισοπεριμετρικού προβλήματος.

Η απόδειξη της ισοπεριμετρικής ανισότητας γίνεται με σφαιρική συμμετρικοποίηση και

επαγωγή ως προς τη διάσταση. Ας θεωρήσουμε την ειδική περίπτωση α = 1/2. Αν

σ(A) = 1/2 και t > 0, τότε μπορούμε να εκτιμήσουμε το μέγεθος του At χρησιμοποιώντας

την ισοπεριμετρική ανισότητα:

(8.2.9) σ(At) ≥ σ
(
B
(
x,
π

2
+ t
))

για κάθε t > 0 και x ∈ Sn−1
. Εκτιμώντας από κάτω το δεξιό μέλος της (8.2.9) οδηγούμαστε

στην ακόλουθη ανισότητα.

Θεώρημα 8.2.2. ΄Εστω A ⊆ Sn+1
με σ(A) = 1/2 και έστω t > 0. Τότε,

(8.2.10) σ(At) ≥ 1−
√
π/8 exp(−t2n/2).

Παρατήρηση. Αυτό που έχει σημασία σε σχέση με την εκτίμηση στην (8.2.10) είναι ότι,

όσο μικρό t > 0 κι αν διαλέξουμε, η ακολουθία exp(−t2n/2) τείνει στο 0 καθώς το n→∞
και μάλιστα με πολύ ταχύ ρυθμό (εκθετικά ως προς n). Επομένως, το ποσοστό της σφαίρας

που μένει έξω από την t-περιοχή οποιουδήποτε υποσυνόλου A της Sn+1
με σ(A) = 1/2

είναι «σχεδόν μηδενικό» αν η διάσταση n είναι αρκετά μεγάλη.

Η απόδειξη του Θεωρήματος 8.2.2 βασίζεται πολύ ισχυρά στη σφαιρική ισοπεριμετρική

ανισότητα. Για τις περισσότερες όμως εφαρμογές που έχουμε στο νού μας είναι αρκετή μια

ανισότητα σαν την (8.2.10) και όχι η ακριβής λύση του ισοπεριμετρικού προβλήματος. Θα

δώσουμε μια απλή απόδειξη της (8.2.10) χωρίς να περάσουμε μέσα από την ισοπεριμετρική

ανισότητα, χρησιμοποιώντας την ανισότητα Brunn-Minkowski.
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Λήμμα 8.2.3. Θεωρούμε το ομοιόμορφο μέτρο πιθανότητας µ στην Ευκλείδεια μοναδιαία

μπάλα Bn2 . Δηλαδή, µ(A) = |A|/|Bn2 | για κάθε Borel A ⊆ Bn2 . Αν A,C ⊆ Bn2 συμπαγή,

και

(8.2.11) d(A,C) := min{‖a− c‖2 : a ∈ A, c ∈ C} = ρ > 0,

τότε

(8.2.12) min{µ(A), µ(C)} ≤ exp(−ρ2n/8).

Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο
A+C

2 . Από την ανισότητα Brunn–Minkowski παίρνουμε∣∣A+C
2

∣∣ ≥ min{|A|, |C|}. Συνεπώς,

(8.2.13) µ

(
A+ C

2

)
≥ min{µ(A), µ(C)}.

Από την άλλη πλευρά, αν a ∈ A και c ∈ C, ο κανόνας του παραλληλογράμμου δίνει

(8.2.14) ‖a+ c‖22 = 2‖a‖22 + 2‖c‖22 − ‖a− c‖22 ≤ 4− ρ2,

επομένως

(8.2.15)
A+ C

2
⊆
√

1− ρ2

4
Bn2 .

Συνδυάζοντας τις (8.2.13) και (8.2.15) βλέπουμε ότι

(8.2.16) min
{
µ(A), µ(C)

}
≤
(

1− ρ2

4

)n/2
≤ exp(−ρ2n/8). 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 8.2.2. ΄Εστω A ⊆ Sn−1
με σ(A) = 1/2 και έστω t > 0. Θέτουμε

C = Sn−1 \At και θεωρούμε τα υποσύνολα

(8.2.17) A1 = {ρa : a ∈ A, 1

2
≤ ρ ≤ 1} και C1 = {ρa : a ∈ C, 1

2
≤ ρ ≤ 1}

της Bn2 . Εύκολα ελέγχουμε ότι

(8.2.18) d(A1, C1) ≥ sin
t

2
≥ t

π
.

Από το Λήμμα 8.2.3 συμπεραίνουμε ότι

(8.2.19) |C1| ≤ exp(−d2n/8)|Bn2 | ≤ exp
(
−t2n/(8π2)

)
|Bn2 |.



8.2 Ισοπεριμετρικη ανισοτητα στη σφαιρα · 177

΄Ομως, από τον ορισμό του σ έχουμε |Bn2 |σ(C) = |C̃| και |C1| = (1 − 2−n)|C̃|. Συνδυά-

ζοντας με την (8.2.19) βλέπουμε ότι

(8.2.20) σ(Act) = σ(C) ≤ 1

1− 2−n
exp

(
−t2n/(8π2)

)
.

Δηλαδή,

(8.2.21) σ(At) ≥ 1− c1 exp(−c2t2n)

όπου c1 = 2 και c2 = 1/(8π2). Η (8.2.21) είναι εντελώς ανάλογη με την ανισότητα του

Θεωρήματος 8.2.1 αν εξαιρέσουμε τις ακριβείς τιμές των σταθερών c1 και c2. 2

Ορισμός 8.2.4 (μέτρο συνέχειας). ΄Εστω f : Sn−1 → R συνεχής. Ορίζουμε ωf :
(0,+∞)→ R+

(το μέτρο συνέχειας της f) με

(8.2.22) ωf (t) = max{|f(x)− f(y)| : ρ(x, y) ≤ t, x, y ∈ Sn−1}.

Ορισμός 8.2.5 (μέσος Lévy). ΄Εστω f : Sn−1 → R συνεχής. Υπάρχει μοναδικός

αριθμός Lf ∈ R με την ιδιότητα

(8.2.23) σ ({x : f(x) ≤ Lf}) ≥
1

2
και σ ({x : f(x) ≥ Lf}) ≥

1

2
.

Ο Lf ονομάζεται μέσος Lévy της f .

Το επόμενο Λήμμα δείχνει ότι αν το μέτρο συνέχειας της f : Sn−1 → R έχει «ομαλή

συμπεριφορά» και αν η διάσταση n είναι αρκετά μεγάλη, τότε οι τιμές της f συγκεντρώνονται

ισχυρά (με την έννοια του μέτρου) γύρω από τον μέσο Lévy της f .

Λήμμα 8.2.6. Για κάθε συνεχή συνάρτηση f : Sn−1 → R και για κάθε ε > 0,

(8.2.24) σ
(
x ∈ Sn−1 : |f(x)− Lf | ≥ ωf (ε)

)
≤ 2c1 exp(−c2ε2n).

Απόδειξη. Ορίζουμε Af = {x : f(x) = Lf}. Θεωρούμε επίσης τα σύνολα

(8.2.25) A−f = {x : f(x) ≤ Lf} και A+
f = {x : f(x) ≥ Lf}.

Από τον ορισμό του μέσου Lévy Lf και από το Θεώρημα 8.2.2, για κάθε ε > 0 έχουμε

(8.2.26) σ
(

(A±f )ε

)
≥ 1− c1e−c2ε

2n.

Χρησιμοποιώντας τη συνέχεια της f ελέγχουμε (άσκηση) ότι

(8.2.27) (Af )ε = (A+
f )ε ∩ (A−f )ε.
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΄Αρα,

(8.2.28) σ ((Af )ε) ≥ 1− 2c1e
−c2ε2n.

Αφού |f(x)− Lf | ≤ ωf (ε) στο (Af )ε, έπεται το συμπέρασμα. 2

Αν υποθέσουμε ότι η f : Sn−1 → R είναι Lipschitz συνεχής με σταθερά b, δηλαδή

|f(x) − f(y)| ≤ b|x − y| για κάθε x, y ∈ Sn−1
, τότε ωf (ε) ≤ bε. Από το Λήμμα 8.2.6

παίρνουμε το εξής.

Πρόταση 8.2.7. ΄Εστω f : Sn−1 → R Lipschitz συνεχής με σταθερά b. Τότε,

(8.2.29) σ
(
x ∈ Sn−1 : |f(x)− Lf | ≥ bε

)
≤ 2c1 exp(−c2ε2n)

για κάθε ε > 0. 2

8.3 To je¸rhma tou Dvoretzky

΄ΕστωX = (Rn, ‖·‖) χώρος με νόρμα διάστασης n. Η ‖·‖ είναι ισοδύναμη με την Ευκλείδεια

νόρμα ‖ · ‖2, δηλαδή υπάρχουν a, b > 0 ώστε

(8.3.1)
1

a
‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ b‖x‖2

για κάθε x ∈ Rn. Στη συνέχεια θα υποθέτουμε ότι οι a, b είναι οι μικρότεροι θετικοί αριθμοί
για τους οποίους ισχύει η (8.3.1).

Η συνάρτηση r : Sn−1 → R με r(x) = ‖x‖, είναι Lipschitz συνεχής με σταθερά b.
Γράφουμε Lr για τον μέσο Lévy της r.

Λήμμα 8.3.1. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει n0(ε) ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει το

εξής: αν m ≤ exp(c2ε
2n/2) και y1, . . . , ym ∈ Sn−1

, τότε υπάρχει U ∈ O(n) ώστε, για κάθε

i = 1, . . . ,m,

(8.3.2) Lr − bε ≤ ‖Uyi‖ ≤ Lr + bε.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι υπάρχει φυσιολογικό μέτρο πιθανότητας

ν στην O(n) το οποίο έχει την εξής ιδιότητα: αν x0 ∈ Sn−1
και A ⊂ Sn−1

, τότε

(8.3.3) σ(A) = ν{U ∈ O(n) : Ux0 ∈ A}.

Ορίζουμε το σύνολο

(8.3.4) A = {x ∈ Sn−1 : Lr − bε ≤ ‖x‖ ≤ Lr + bε}.

Από την Πρόταση 8.2.7 έχουμε

(8.3.5) σ(A) ≥ 1− 2c1e
−c2ε2n.
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Για κάθε i = 1, . . . ,m θέτουμε

(8.3.6) Bi = {U ∈ O(n) : Lr − bε ≤ ‖Uyi‖ ≤ Lr + bε}.

Οι (8.3.3) και (8.3.5) δείχνουν ότι

(8.3.7) ν(Bi) > 1− 2c1e
−c2ε2n.

Αφού m ≤ exp(c2ε
2n/2), το B =

⋂
Bi έχει μέτρο

(8.3.8) ν(B) ≥ 1−
∑

ν(Bci ) ≥ 1− 2c1 exp(−c2ε2n/2).

Αν το n είναι αρκετά μεγάλο, έχουμε ν(B) > 0 δηλαδή B 6= ∅. Τότε, αν U ∈ B παίρνουμε

(8.3.9) Lr − bε ≤ ‖Uyi‖ ≤ Lr + bε

για κάθε i = 1, . . . ,m. 2

Λήμμα 8.3.2 (δ-δίκτυο). ΄Εστω δ ∈ (0, 1). Υπάρχει N ⊂ Sk−1
με τις εξής ιδιότητες:

(i) Για κάθε y ∈ Sk−1
υπάρχει x ∈ N ώστε ‖x− y‖2 < δ.

(ii) |N | ≤
(
1 + 2

δ

)k
.

Απόδειξη. ΄Εστω N = {x1, . . . , xm} ένα υποσύνολο της Sk−1
του οποίου τα σημεία έχουν

ανά δύο απόσταση μεγαλύτερη ή ίση του δ και έχει τον μέγιστο δυνατό πληθάριθμο. Τέτοιο

υποσύνολο υπάρχει λόγω της συμπάγειας της Sk−1
.

Τότε, το N ικανοποιεί το (i): αν όχι, υπάρχει y ∈ Sk−1
ώστε ‖xi − y‖2 ≥ δ για κάθε

i ∈ {1, . . . ,m}. ΄Ομως τότε, το N ′ = {x1, . . . , xm, y} είναι ένα σύνολο του οποίου τα

στοιχεία ανήκουν στην Sk−1
και οι αποστάσεις τους ανά δύο είναι μεγαλύτερες ή ίσες του

δ. Αυτό είναι άτοπο αφού το N ′ έχει περισσότερα στοιχεία από το N .

Για το (ii) θεωρούμε τα σύνολα xi+
δ
2B

k
2 , i ≤ m. Αυτά έχουν ανά δύο ξένα εσωτερικά,

και

(8.3.10) xi +
δ

2
Bk2 ⊂ Bk2 +

δ

2
Bk2

για κάθε i = 1, . . . ,m. Συνεπώς,

(8.3.11)

∣∣∣∣∣
m⋃
i=1

(
xi +

δ

2
Bk2

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣(1 +

δ

2

)
Bk2

∣∣∣∣ .
΄Επεται ότι

(8.3.12)

m∑
i=1

∣∣∣∣δ2Bk2
∣∣∣∣ ≤ (1 +

δ

2

)k
|Bk2 |,
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δηλαδή,

(8.3.13) m

(
δ

2

)k
|Bk2 | ≤

(
1 +

δ

2

)k
|Bk2 |.

΄Αρα, m ≤ (1 + 2
δ )k. 2

Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω δείχνουμε το εξής.

Πρόταση 8.3.3. ΄Εστω δ, ε ∈ (0, 1). Αν (1 + 2/δ)k ≤ exp(c2ε
2n/2), τότε υπάρχει k-

διάστατος υπόχωρος F του Rn και υπάρχει δ-δίκτυο N της SF : Sn−1 ∩F με την ιδιότητα

(8.3.14) Lr − bε ≤ ‖x‖ ≤ Lr + bε

για κάθε x ∈ N .

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε υπόχωρο F0 του Rn με διάσταση dim(F0) = k. Από το Λήμμα

8.3.2, υπάρχει δ-δίκτυο {y1, . . . , ym} της μοναδιαίας σφαίρας SF0
του F0, μεm ≤ (1+2/δ)k.

Αφού (1 + 2/δ)k ≤ exp(c2ε
2n/2), το Λήμμα 8.3.1 δείχνει ότι υπάρχει U ∈ O(n) με την

εξής ιδιότητα: για κάθε i ≤ m,

(8.3.15) Lr − bε ≤ ‖Uyi‖ ≤ Lr + bε.

Θέτουμε F := U(F0) και xi := Uyi (i = 1, . . . ,m). Αφού ο U είναι ορθογώνιος μετασχη-

ματισμός, το {x1, . . . , xm} είναι δ-δίκτυο της SF , για το οποίο ισχύει

(8.3.16) Lr − bε ≤ ‖xi‖ ≤ Lr − bε.

Αυτό αποδεικνύει την Πρόταση. 2

Χρησιμοποιώντας τώρα το γεγονός ότι η ‖·‖ είναι νόρμα, θα περάσουμε από το δ-δίκτυο
N της SF σε ολόκληρη την SF .

Πρόταση 8.3.4. ΄Εστω F ένας k-διάστατος υπόχωρος του (Rn, ‖·‖) για τον οποίο υπάρχει

δ-δίκτυο N της SF με την ιδιότητα

(8.3.17) Lr − bε ≤ ‖x‖ ≤ Lr + bε

για κάθε x ∈ N . Τότε, για κάθε y ∈ SF έχουμε

(8.3.18)
1− 2δ

1− δ
Lr −

bε

1− δ
≤ ‖y‖ ≤ Lr + bε

1− δ
.

Απόδειξη. ΄Εστω y ∈ SF . Υπάρχει x0 ∈ N ώστε ‖y − x0‖2 = δ1 < δ. Τότε,
y−x0

δ1
∈ SF ,

άρα υπάρχει x1 ∈ N ώστε

(8.3.19)

∥∥∥∥y − x0

δ1
− x1

∥∥∥∥
2

= δ2 < δ.
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Τότε,

(8.3.20) ‖y − x0 − δ1x1‖2 = δ1δ2 < δ2.

Συνεχίζοντας επαγωγικά, βρίσκουμε x0, . . . , xn ∈ N ώστε

(8.3.21)

∥∥∥∥∥∥y −
n∑
i=0

 i∏
j=0

δj

xi

∥∥∥∥∥∥
2

≤ δn+1,

όπου δ0 = 1. Αφού δ < 1,

(8.3.22) y =

∞∑
i=0

 i∏
j=0

δj

xi.

΄Ομως,
∏i
j=0 δj ≤ δi, άρα

‖y‖ =

∥∥∥∥∥∥
∞∑
i=0

 i∏
j=0

δj

xi

∥∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
i=0

δi‖xi‖ ≤ (Lr + bε)

∞∑
i=0

δi

=
Lr + bε

1− δ
.

Επίσης,

‖y‖ ≥ ‖x0‖ −

∥∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

 i∏
j=0

δj

xi

∥∥∥∥∥∥ ≥ Lr − bε− δ

1− δ
(Lr + bε)

=
1− 2δ

1− δ
Lr −

bε

1− δ
.

΄Αρα,

(8.3.23)
1− 2δ

1− δ
Lr −

bε

1− δ
≤ ‖y‖ ≤ Lr + bε

1− δ

για κάθε y ∈ SF . 2

Επιλέγοντας κατάλληλα τα δ, ε, παίρνουμε μια πρώτη εκτίμηση για τη διάσταση των

σχεδόν Ευκλείδειων υποχώρων του X = (Rn, ‖ · ‖).

Θεώρημα 8.3.5. ΄Εστω X = (Rn, ‖ · ‖) χώρος με νόρμα r(x) = ‖x‖ που ικανοποιεί την

‖x‖ ≤ b|x| για κάθε x ∈ Rn, και έστω ε ∈ (0, 1). Αν

(8.3.24) k ≤ kX(ε) := c3ε
2[log−1(1/ε)]n

(
Lr
b

)2

,
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όπου c3 > 0 κατάλληλη απόλυτη σταθερά, τότε υπάρχει υπόχωρος F του Rn με dimF = k
ώστε: για κάθε x ∈ SF ,

(8.3.25) (1 + ε)−1Lr ≤ ‖x‖ ≤ Lr(1 + ε).

Απόδειξη. Από την Πρόταση 8.3.4, αν ζ, δ ∈ (0, 1) και ο k ∈ N ικανοποιεί την (1 +2/δ)k ≤
exp(c2ζ

2n/2), τότε για τον τυχαίο k-διάστατο υπόχωρο F του Rn και για κάθε x ∈ SF
έχουμε

(8.3.26)
1− 2δ

1− δ
Lr −

bζ

1− δ
≤ ‖x‖ ≤ Lr + bζ

1− δ
.

Για την (8.3.25) αρκεί να επιλέξουμε τα δ, ζ ∈ (0, 1) έτσι ώστε

(8.3.27)
Lr + bζ

1− δ
≤ Lr(1 + ε)

και

(8.3.28)
Lr

1 + ε
≤ 1− 2δ

1− δ
Lr −

bζ

1− δ
.

Αν επιλέξουμε ζ = Lrδ
b και δ = ε

3 , παρατηρούμε ότι οι δύο ανισότητες επαληθεύονται.

Μένει να προσδιορίσουμε την ελάχιστη τιμή του k η οποία ικανοποιεί την

(8.3.29)

(
1 +

6

ε

)k
≤ exp

(
c2
18
ε2n

(
Lr
b

)2
)
.

Ζητάμε

(8.3.30) k log
6

ε
≤ c′2ε2n

(
Lr
b

)2

,

οπότε αρκεί να ικανοποιείται η k ≤ kX(ε). 2

Το Θεώρημα 8.3.5 μας λέει ότι η διάσταση των σχεδόν Ευκλείδειων υποχώρων του X =
(Rn, ‖ · ‖) εξαρτάται απο την τάξη της ποσότητας

Lr
b . Θεωρούμε τη μέση τιμή της r(x) =

‖x‖

(8.3.31) M =

∫
Sn−1

‖x‖ dσ(x).

Τότε, οι Lr και M συγκρίνονται αν το γινόμενο ab δεν είναι «πολύ μεγάλο».

Λήμμα 8.3.6. Υποθέτουμε ότι η r(x) = ‖x‖ ικανοποιεί την
1
a |x| ≤ ‖x‖ ≤ b|x| για κάθε

x ∈ Rn, και ότι ab ≤
√
n. Τότε,

(8.3.32)
1

2
≤ M

Lr
≤ c,

όπου c > 0 απόλυτη σταθερά.
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Απόδειξη. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤
b‖x‖2, όπου b ≤

√
n. Από την Πρόταση 8.2.7, για κάθε ε > 0 έχουμε

(8.3.33) σ{x : |r(x)− Lr| ≥ bε} ≤ 2c1 exp(−c2ε2n).

Γράφουμε

(8.3.34) |M − Lr| ≤
∫
Sn−1

|r(x)− Lr| dσ(x) =

∫ ∞
0

σ{x : |r(x)− Lr| ≥ t}dt.

Θέτουμε bε = t. Χρησιμοποιώντας την b ≤
√
n, παίρνουμε

(8.3.35) |M − Lr| ≤
∫ ∞

0

2c1 exp(−c2t2)dt = c4.

Συνεπώς,

(8.3.36)

∣∣∣∣MLr − 1

∣∣∣∣ ≤ c4
Lr
.

΄Ομως, αν x ∈ Sn−1
τότε ‖x‖ ≥ ‖x‖2 ≥ 1. ΄Αρα, Lr ≥ 1. ΄Επεται ότι

(8.3.37)
M

Lr
≤ c = 1 + c4.

Για την αντίστροφη ανισότητα, παρατηρούμε ότι

(8.3.38) M =

∫
Sn−1

‖x‖ dσ(x) ≥
∫
{x: ‖x‖≥Lr}

‖x‖ dσ(x) ≥ 1

2
Lr.

΄Αρα, M/Lr ≥ 1/2. 2

Λήμμα 8.3.7. Για κάθε 1 ≤ m ≤ n ισχύει

(8.3.39)

∫
Sn−1

max
j≤m
|xj | dσ(x) ≥ c5

(
logm

n

)1/2

,

όπου c5 > 0 απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. Θεωρούμε το μέτρο του Gauss γn στον Rn με πυκνότητα την (2π)−n/2 exp(−‖x‖22/2).
Ολοκληρώνοντας σε πολικές συντεταγμένες βλέπουμε ότι∫

Rm
max
j≤m
|tj |dγm(t) =

∫
Rn

max
j≤m
|tj |dγn(t)

= λn

∫
Sn−1

max
j≤m
|xj |σ(dx),
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όπου λn '
√
n. ΄Ομως,

γm

(
t : max

j≤m
|tj | < s

)
= (2π)−m/2

∫ s

−s
· · ·
∫ s

−s
exp

−1

2

m∑
j=1

t2j

 dt1 · · · dtm

=

(
1√
2π

∫ s

−s
e−t

2/2dt

)m
≤ (1− ce−s

2/2)m.

΄Αρα, αν επιλέξουμε s ' c1
√

logm, καταλήγουμε στην

(8.3.40) γm

(
t : max

j≤m
|tj | ≥ c1

√
logm

)
≥ 1

2
.

Τότε, ∫
Sn−1

max
j≤m
|xj |σ(dx) ' 1√

n

∫
Rm

max
j≤m
|tj |dγm(t)

≥ c1
√

logm√
n

γm

(
t : max

j≤m
|tj | ≥ c1

√
logm

)
≥ c1

2

(
logm

n

)1/2

.

Μπορούμε τώρα να δείξουμε το θεώρημα του Dvoretzky. Το θεώρημα που ακολουθεί είναι

ισοδύναμο με το Θεώρημα 8.1.3 (αρκεί να θυμηθείτε τον ορισμό της απόστασης Banach-
Mazur).

Θεώρημα 8.3.8. ΄Εστω X = (Rn, ‖ · ‖) χώρος με νόρμα, διάστασης n, ώστε η Bn2 να

είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου της BX . Για κάθε ε > 0 υπάρχει υπόχωρος F του X
διάστασης k ≥ cε2[log−1(1/ε)] log n, με την ιδιότητα: για κάθε x ∈ SF ,

(8.3.41) (1 + ε)−1Lr ≤ ‖x‖ ≤ Lr(1 + ε).

Απόδειξη. Από το θεώρημα του John, έχουμε

(8.3.42)
1√
n
‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ ‖x‖2

για κάθε x ∈ Rn. Τότε, το Λήμμα 8.3.6 δείχνει ότι

(8.3.43)
1

2
≤ M

Lr
≤ c,

όπου M =
∫
Sn−1 ‖x‖ dσ(x). Από το λήμμα Dvoretzky-Rogers (Πόρισμα 7.7.3) υπάρχει μια

ορθοκανονική βάση {x1, . . . , xn}, με ‖xi‖ ≥ 1
2 για i = 1, 2, . . . , [n2 ].
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Θεωρούμε τις συναρτήσεις Rademacher ri : [0, 1]→ {−1, 1} με

(8.3.44) ri(t) = sign sin(π2it).

Τότε, ο τελεστής Tt : `n2 → `n2 με

(8.3.45) Tt

(
n∑
i=1

aixi

)
=

n∑
i=1

ri(t)aixi

είναι ισομετρία (για όλες, εκτός από πεπερασμένες, τις τιμές του t ∈ [0, 1]. Το σ είναι

αναλλοίωτο ως προς τις ισομετρίες, άρα

(8.3.46) M =

∫
Sn−1

‖
n∑
i=1

aixi‖ dσ(a) =

∫
Sn−1

∫ 1

0

‖
n∑
i=1

ri(t)aixi‖dt dσ(a).

Ισχυρισμός. Για κάθε j = 1, . . . n,

(8.3.47)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ri(t)yi

∥∥∥∥∥ dt ≥ ‖yj‖.
Απόδειξη του Ισχυρισμού. Για n = 1 το ζητούμενο είναι προφανές, οπότε υποθέτουμε ότι

(8.3.48)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

ri(t)yi

∥∥∥∥∥ dt ≥ ‖yj‖
για κάθε j = 1, . . . , n− 1. Από την τριγωνική ανισότητα, για κάθε t ∈ [0, 1] έχουμε

(8.3.49) 2

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

ri(t)yi

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

ri(t)yi + yn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

ri(t)yi − yn

∥∥∥∥∥ ,
οπότε, ολοκληρώνοντας παίρνουμε

(8.3.50)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

ri(t)yi

∥∥∥∥∥ dt ≤
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ri(t)yi

∥∥∥∥∥ dt.
Χρησιμοποιώντας την επαγωγική υπόθεση έχουμε

(8.3.51)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ri(t)yi

∥∥∥∥∥ dt ≥ ‖yj‖
για κάθε j = 1, . . . , n − 1, και η απόδειξη του ισχυρισμού ολοκληρώνεται με κυκλική

εναλλαγή των yj . 2



186 · Το θεωρημα του Dvoretzky

Παίρνοντας yi = aixi, έχουμε

(8.3.52)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ri(t)aixi

∥∥∥∥∥ dt ≥ max
1≤i≤n

‖aixi‖.

Επιστρέφοντας στην (8.3.46) παίρνουμε

(8.3.53) M ≥
∫
Sn−1

max
1≤i≤n

‖aixi‖ dσ(a) ≥
∫
Sn−1

max
1≤i≤[n2 ]

‖aixi‖ dσ(a).

Τώρα, εφαρμόζοντας το λήμμα Dvoretzky-Rogers έχουμε

(8.3.54) M ≥ 1

2

∫
Sn−1

max
1≤i≤[n2 ]

|ai| dσ(a),

και από το Λήμμα 8.3.7 έπεται ότι

(8.3.55) M ≥ c
√

log [n2 ]

n
≥ c′

√
log n

n
.

Αφού Lr ≥ cM , από το Θεώρημα 8.3.5 συμπεραίνουμε ότι, αν

k = [kX(ε)] =

[
c3ε

2[log−1(1/ε)]n

(
Lr
b

)2
]

≥ c′3ε
2[log−1(1/ε)]n

(
M

b

)2

≥ c′′3ε
2[log−1(1/ε)] log n,

τότε υπάρχει υπόχωρος F του Rn με dimF = k ώστε: για κάθε x ∈ SF ,

(8.3.56) (1 + ε)−1Lr ≤ ‖x‖ ≤ Lr(1 + ε).

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 8.1.3. ΄Εστω X = (Rn, ‖ · ‖) n-διάστατος χώρος με νόρμα και

έστω ε ∈ (0, 1). Επιλέγουμε δ = ε/4, οπότε (1 + δ)2 ≤ 1 + ε.
Υπάρχει T ∈ GL(n) ώστε το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του T (BX) να είναι η Bn2 .

Ορίζουμε r(x) = ‖x‖T (BX) και θεωρούμε τον μέσο Lr της r. Από το Θεώρημα 8.3.8,

υπάρχουν k ≥ c(δ) log n = c(ε) log n και k-διάστατος υπόχωρος F του Rn ώστε

(8.3.57)
Lr

(1 + δ)
(Bn2 ∩ F ) ⊆ T (BX) ∩ F ⊂ (1 + δ)Lr (Bn2 ∩ F ) .

Αν ορίσουμε F1 = T−1(F ), έχουμε d(F1, `
k
2) ≤ (1 + δ)2 ≤ 1 + ε. 2

Η γεωμετρική διατύπωση του Θεωρήματος 8.1.3 είναι η εξής: Για κάθε συμμετρικό

κυρτό σώμα K στον Rn και για κάθε ε > 0, υπάρχουν k ≥ cε2 log n, υπόχωρος F του Rn
διάστασης k, και ελλειψοειδές E στον F ώστε

(8.3.58) E ⊂ K ∩ F ⊂ (1 + ε)E.
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8.4 Ask seic

1. 'Estw g1, . . . , gn anex�rthtec tupikèc kanonikèc tuqaÐec metablhtèc se ènan q¸ro pijanìthtac
Ω kai èstw {e1, . . . , en} orjokanonik  b�sh tou Rn.
(a) 'Estw X = (Rn, ‖ · ‖). DeÐxte ìti

‖G‖q :=

(∫
Ω

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

gi(ω)ei

∥∥∥∥∥
q

dω

)1/q

= cn,qMq(X)

ìpou

Mq(X) =

(∫
Sn−1

‖x‖qdσ(x)

)1/q

,

kai upologÐste tic stajerèc cn,1 kai cn,2.

(b) DeÐxte ìti, an 1 ≤ k ≤ n,∫
Ω

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

gi(ω)ei

∥∥∥∥∥ dω ≤
∫

Ω

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

gi(ω)ei

∥∥∥∥∥ dω.
(g) DeÐxte ìti, an Y eÐnai ènac k-di�statoc upìqwroc tou X, tìte

M1(Y ) ≤ c
√
n/kM1(X),

ìpou c > 0 apìluth stajer�.

2. 'Estw f : Sn−1 → R Lipschitz suneq c sun�rthsh me stajer� 1 kai èstw L o mèsoc Lévy
thc f .

(a) DeÐxte ìti, gia k�je t > 0,

(σ ⊗ σ){(x, y) ∈ Sn−1 × Sn−1 : |f(x)− f(y)| ≥ t}) ≤ 2σ({x ∈ Sn−1 : |f(x)− L| ≥ t/2})
≤ c1 exp(−c2t2n).

(b) 'Estw E(f) =
∫
Sn−1 f(x) dσ(x). DeÐxte ìti, gia k�je a ∈ R,∫

Sn−1

exp(a2|f(x)− E(f)|2) dσ(x) ≤
∫
Sn−1

∫
Sn−1

exp(a2(f(x)− f(y))2) dσ(x) dσ(y).

(g) DeÐxte ìti∫
Sn−1

∫
Sn−1

exp(a2(f(x)− f(y))2) dσ(x) dσ(y) ≤ ca2

∫ ∞
0

tea
2t2−ct2ndt,

kai, epilègontac a '
√
n, deÐxte ìti∫
Sn−1

∫
Sn−1

exp(a2(f(x)− f(y))2) dσ(x) dσ(y) ≤ c2,

ìpou c1, c2 > 0 apìlutec stajerèc.
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(d) DeÐxte ìti, gia k�je t > 0,

σ({x : |f(x)− E(f)| ≥ t}) ≤ c3 exp(−c4t2n),

ìpou c3, c4 > 0 apìlutec stajerèc.

3. 'Estw X = (Rn, ‖ · ‖). SumbolÐzoume me b th mikrìterh jetik  stajer� gia thn opoÐa h
anisìthta ‖x‖ ≤ b‖x‖2 isqÔei gia k�je x ∈ Rn. DeÐxte ìti

max

{
M1, c1

b
√
q

√
n

}
≤Mq ≤ max

{
2M1, c2

b
√
q

√
n

}
gia k�je q ∈ [1, n], ìpou c1, c2 eÐnai apìlutec jetikèc stajerèc.

(a) Upìdeixh gia thn dexi� anisìthta. H sun�rthsh ‖ · ‖ : Sn−1 → R eÐnai Lipschitz suneq c me
stajer� b. Apì th sfairik  isoperimetrik  anisìthta èpetai ìti

σ
(
x ∈ Sn−1 :

∣∣∣ ‖x‖ −M1

∣∣∣ > t
)
≤ 2 exp(−ct2n/b2)

gia k�je t > 0. Apì thn trigwnik  anisìthta ston Lq(Sn−1),

Mq −M1 ≤ ‖‖x‖ −M1 ‖q.

(b) Upìdeixh gia thn arister  anisìthta. Up�rqei z ∈ Sn−1 ¸ste BX ⊆ {y : |〈y, z〉| ≤ 1/b}.
Sunep¸c,

{x ∈ Sn−1 : ‖x‖ ≥ t} ⊇ Ct := {x ∈ Sn−1 : |〈x, z〉| ≥ t/b}
gia k�je t > 0. Qrhsimopoi ste thn

Mq =

(
q

∫ ∞
0

tq−1σ({x : ‖x‖ ≥ t}) dt
)1/q

≥
(
q

∫ ∞
0

tq−1σ(Ct) dt

)1/q

.

4. 'Estw x1, . . . , xt ∈ Sn−1. DeÐxte ìti up�rqei y ∈ Sn−1 ¸ste

t∑
i=1

|〈y, xi〉 ≥ t.

Upìdeixh. Jewr ste ìla ta dianÔsmata thc morf c z(ε) =
∑t
i=1 εixi ìpou εi = ±1, kai epilèxte

èna me th megalÔterh dunat  EukleÐdeia nìrma.

5. 'EstwX = (Rn, ‖·‖). 'Estw t(X) o mikrìteroc fusikìc t gia ton opoÐo up�rqoun U1, . . . , Ut ∈
O(n) ¸ste

(∗) 1

2
M‖x‖2 ≤

1

t

t∑
i=1

‖Ui(x)‖ ≤ 2M‖x‖2

gia k�je x ∈ Rn. DeÐxte ìti

t(X) ≥ 1

4
(b/M)2,
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ìpou b h mikrìterh jetik  stajer� gia thn opoÐa h anisìthta ‖x‖ ≤ b‖x‖2 isqÔei gia k�je
x ∈ Rn.
Upìdeixh. Upojèste ìti h (∗) isqÔei gia k�poiouc U1, . . . , Ut ∈ O(n). Jewr ste x0 ∈ Sn−1 me
‖x0‖ = b kai qrhsimopoi ste thn 'Askhsh 4 gia ta xi = U−1

i (x0).

6. 'Estw X = (Rn, ‖ · ‖1) kai Y = (Rn, ‖ · ‖2). Upojètoume ìti v(BX) ≤ nα kai v(BY ∗) ≤ nβ

gia k�poiouc α, β ≥ 1, ìpou v(P ) eÐnai to pl joc twn koruf¸n enìc polutìpou P . DeÐxte ìti

d(X,Y ) ≤ c
√
α+ β

√
n logn.

Upìdeixh. MporeÐte na upojèsete ìti

1√
n
Bn2 ⊆ BX ⊆ Bn2 ⊆ BY ⊆

√
nBn2 .

Parathr ste ìti, gia k�je U ∈ O(n), isqÔoun oi ‖U−1 : Y → X‖ ≤ n kai

‖U : X → Y ‖ = sup
x∈BX

‖U(x)‖Y = max
x∈ext(BX )

max
y∗∈ext(BY ∗ )

|〈U(x), y∗〉|,

ìpou ext(P ) eÐnai to sÔnolo twn koruf¸n tou polutìpou P . Gia stajer� x, y∗ kai ε > 0
ektim ste to

ν({U ∈ O(n) : |〈U(x), y∗〉| ≥ ε}).

7. 'Estw 1 ≤ k ≤ n kai èstw fk : Sn−1 → R h sun�rthsh

fk(x) =
√
x2

1 + · · ·+ x2
k.

Dhlad , fk(x) = ‖Pk(x)‖2, ìpou Pk h orjog¸nia probol  ston span{e1, . . . , ek}.
(a) DeÐxte ìti o mèsoc Lévy med(fk) ikanopoieÐ thn

med(fk) ≥ 1

2

√
k

n

an k ≥ C logn, ìpou C > 0 (arket� meg�lh) apìluth stajer�.

(b) 'Estw u ∈ Sn−1. DeÐxte ìti, gia k�je t ∈ (0, 1),

νn,k({F ∈ Gn,k : | ‖PF (u)‖2 −med(fk) | ≥ t ·med(fk)}) ≤ c1 exp(−c2t2k).

(g) 'Estw x1, . . . , xn ∈ Rn. DeÐxte ìti up�rqoun k ≤ c logn (ìpou c > 0 apìluth stajer�) kai
F ∈ Gn,k ¸ste

1

2
med(fk)‖xi − xj‖2 ≤ ‖PF (xi)− PF (xj)‖2 ≤ 2med(fk)‖xi − xj‖2

gia k�je i, j = 1, . . . , n.

8. 'Estw P èna summetrikì polÔtopo ston Rn kai èstw X = (Rn, ‖ · ‖P ). Gr�foume f(P ) gia
to pl joc twn (n− 1)-di�statwn edr¸n tou kai v(P ) gia to pl joc twn koruf¸n tou.
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(a) DeÐxte ìti k(X) ≤ log f(P ) kai k(X∗) ≤ log v(P ).

(b) DeÐxte ìti log f(P ) · log v(P ) ≥ cn, ìpou c > 0 apìluth stajer�.

9. 'Estw K èna summetrikì kurtì s¸ma ston Rn. Upojètoume ìti h Bn2 eÐnai to elleiyoeidèc
mègistou ìgkou tou K kai ìti (|K|/|Bn2 |)1/n = A.

(a) DeÐxte ìti ∫
O(n)

∫
Sn−1

1

‖Uθ‖n‖θ‖n σ(dθ)ν(dU) = A2n.

(b) Gia k�je U ∈ O(n) kai θ ∈ Sn−1 jètoume NU (θ) = ‖Uθ‖+‖θ‖
2

. DeÐxte ìti up�rqei U ∈ O(n)
¸ste ∫

Sn−1

1

[NU (θ)]2n
σ(dθ) ≤ A2n

kai sumper�nate ìti NU (θ) ≥ c
A2 gia k�je θ ∈ Sn−1.

(g) An o U ikanopoieÐ to (b), deÐxte ìti

Bn2 ⊆ K ∩ U(K) ⊆ 8A2Bn2 .


