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6 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



Μέρος I

Θεωρία ᾿Αριθµῶν





Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες ∆ιαιρετότητας

1.1 Ορισµοί-Ευκλείδειος ∆ιαίρεση

Ορισµός 1.1. ΄Εστω α, β ∈ Z. Θα λέµε ότι ο α διαιρεί τον β (ή ότι ο α είναι διαιρέτης του β) ή
ισοδύναµα ότι ο β είναι (ακέραιο) πολλαπλάσιο του α αν και µόνον αν υπάρχει λ ∈ Z τέτοιο, ώστε
β = λα. Αν ο α διαιρεί τον β, ϑα γράφουµε α | β. Αν ο α δεν διαιρεί τον β, τότε ϑα γράφουµε α - β.

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτουν άµεσα οι εξής ιδιότητες :

Πρόταση 1.2. (i) α | 0, ±α | α και α | ±α, για κάθε α ∈ Z.
(ii) ±1 | α για κάθε α ∈ Z.
(iii) Αν α | β και β | γ, τότε α | γ.
(iv) Αν α | β και α | γ, τότε α | β ± γ. Γενικότερα, αν α | βi για κάθε i = 1, 2, . . . , n, τότε α |

n∑
i=1

µiβi, για

κάθε µ1, µ2, . . . , . . . µn ∈ Z.
(v) Αν β | γ και α ∈ Z, τότε αβ | αγ. Αν α 6= 0, τότε ισχύει η ισοδυναµία: β | γ ⇔ αβ | αγ.
(vi) Αν α1 | β1, α2 | β2, . . . , αn | βn, τότε α1α2 · · ·αn | β1β2 · · · βn. Στην περίπτωση που α1 = α2 = · · · =
= αn = α και β1 = β2 = · · · = βn = β παίρνουµε: α | β ⇒ αn | βn.
(vii) Ισχύει η ισοδυναµία: 0 | α⇔ α = 0.
(viii) Αν α 6= 0, τότε ισχύει η ισοδυναµία: α | β ⇔ β

α
∈ Z.

(ix) Αν α | β και β 6= 0, τότε |α| ≤ |β|. Συνεπώς αν α | β και β | α, τότε |α| = |β|. Επίσης, αν α | 1, τότε
α = ±1.
(x) Αν α | β και α 6= 0, τότε και β

α

∣∣∣ β.

(xi) Αν α | β, γ 6= 0, γ | α και γ | β, τότε α
γ

∣∣∣ β
γ
.

Απόδειξη: (i) 0 = 0 · α, α = 1 · α = (−1)(−α) και −α = (−1)α, για κάθε α ∈ Z.
(ii) α = α · 1 = (−α)(−1).
(iii) Εφόσον α | β και β | γ, ϑα έχουµε β = λ · α και γ = λ′ · β, όπου λ, λ′ ∈ Z. Εποµένως γ = (λλ′) · α
και προφανώς λλ′ ∈ Z.

(iv) α | βi ⇔ βi = λi · α, όπου λi ∈ Z για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Εποµένως
n∑
i=1

µiβi =

(
n∑
i=1

µiλi

)
α = λα,

όπου λ =
n∑
i=1

µiλi ∈ Z.

(v) β | γ ⇔ γ = λβ, όπου λ ∈ Z. ΄Αρα αγ = λ · (αβ)⇒ αβ | αγ. Αν τώρα α 6= 0, τότε η σχέση αγ = λαβ,
όπου λ ∈ Z, είναι ισοδύναµη µε τη σχέση α(γ − λβ) = 0 ⇔

α 6=0
γ = λβ ⇔ β | γ.

(vi) ΄Εστω Αν α1 | β1, α2 | β2, . . . , αn | βn. Τότε υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λn ∈ Z τέτοια, ώστε βi = λiαi, για κάθε
i = 1, 2, . . . , n. Εποµένως α1α2 · · ·αn = (λ1λ2 · · ·λn)β1β2 · · · βn. ΄Αρα β1β2 · · · βn | α1α2 · · ·αn.
(vii) ΄Εστω 0 | α. Τότε υπάρχει λ ∈ Z τέτοιο, ώστε α = λ · 0 = 0. Αντιστρόφως, 0 = λ · 0, για κάθε λ ∈ Z και
κατά συνέπεια 0 | 0.
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες ∆ιαιρετότητας

(viii) ΄Εστω α 6= 0 και α | β. Τότε υπάρχει λ ∈ Z τέτοιο, ώστε β = λα ⇔
α 6=0

β

α
= λ ∈ Z. Αντιστρόφως, αν

λ :=
β

α
∈ Z, τότε β = λα⇒ α | β.

(ix) Από το (vii) προκύπτει ότι και α 6= 0. Από το (viii), επειδή α, β 6= 0, έπεται ότι β
α
∈ Z \ {0}. Εποµένως∣∣∣∣

β

α

∣∣∣∣ ≥ 1⇔ |α| ≤ |β|.

(x) ΄Εστω α 6= 0 και α | β. Τότε ο αριθµός λ =
β

α
είναι ακέραιος. Προφανώς β = α · β

α
και κατά συνέπεια

β

α

∣∣∣ β.

(xi) Εφόσον γ 6= 0, γ | α και γ | β, οι αριθµοί α
γ

και β
γ

είναι ακέραιοι. Τώρα, επειδή α | β, υπάρχει λ ∈ Z

τέτοιο, ώστε β = λα⇔ β

γ
= λ · α

γ
, δηλαδή α

γ

∣∣∣ β
γ
. �

Παρατηρήσεις: 1) Λόγω της ισοδυναµίας 0 | α ⇔ α = 0 ((vii) προηγούµενης πρότασης), η περίπτω-
ση του µηδενικού διαιρέτη δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον. Γι᾿ αυτό στα επόµενα, όταν γράφουµε α | β ϑα
ϑεωρούµε ότι α 6= 0, εκτός αν άλλως τονίζεται.
2) Από το (ix) της προηγούµενης πρότασης προκύπτει ότι αν οι ακέραιοι α, β είναι οµόσηµοι, τότε ένας
τρόπος για να δείξουµε ότι α = β είναι να δείξουµε ότι α | β και β | α. Τη µέθοδο αυτή ϑα χρησιµοποιούµε
αρκετά συχνά στα επόµενα.

Θεώρηµα 1.3. (Ταυτότητα της Ευκλειδείου ∆ιαιρέσεως) ΄Εστω α, β ∈ Z µε β 6= 0. Τότε υπάρχουν
µοναδικοί ακέραιοι π και υ τέτοιοι, ώστε

α = βπ + υ,
µε 0 ≤ υ < |β|.
Απόδειξη: (΄Υπαρξη) ΄Εστω Α = {α − βx | x ∈ Z και α − βx ≥ 0}. Κατ᾿ αρχάς ϑα αποδείξουµε ότι
το Α ⊆ Z είναι µη κενό. Εφόσον β 6= 0, |β| ≥ 1 ⇔ β2 ≥ 1. Παρατηρούµε ότι για x = −β|α| έχουµε
α−βx = α+β2|α| ≥ α+ |α| ≥ 0. ΄Αρα Α 6= ∅. Το Α είναι προφανώς κάτω ϕραγµένο από το µηδέν και κατά
συνέπεια, περιέχει (µοναδικό) ελάχιστο στοιχείο το οποίο συµβολίζουµε µε υ. Εποµένως 0 ≤ υ = α − βπ,
για κάποιο π ∈ Z. Αποµένει να δειχθεί ότι υ < |β|.
Υποθέτουµε λοιπόν υ ≥ |β|. Αν ε = ±1 είναι το πρόσηµο του β, δηλαδή ε = −1 αν β < 0 και ε = 1 αν
β > 0, τότε |β| = εβ. Τότε ο ακέραιος υ′ = υ− |β| είναι µη αρνητικός (από υπόθεση) και µικρότερος του υ.
Αλλά υ′ = υ − |β| = α − βπ − εβ = α − β(π + ε), ήτοι της µορφής α − βx. Εποµένως το υ′ είναι στοιχείο
του Α, άτοπο γιατί το υ είναι το ελάχιστο στοιχείο του Α και υ′ < υ.
(Μοναδικότητα) ΄Εστω π1, υ1 ∈ Z τέτοιοι, ώστε α = βπ1 + υ1, µε 0 ≤ υ1 < |β|. Αφαιρούµε τις σχέσεις
α = βπ + υ και α = βπ1 + υ1 κατά µέλη και παίρνουµε: 0 = β(π − π1) + υ − υ1 ⇔ υ − υ1 = β(π1 − π)⇒
⇒ |υ − υ1| = |β||π − π1|.
Υποθέτουµε ότι π 6= π1 ⇔ |π − π1| ≥ 1⇒ |υ − υ1| = |β||π − π1| ≥ |β|. Αλλά,

0 ≤ υ < |β|
0 ≤ υ1 < |β| ⇔ −|β| < −υ1 ≤ 0

}
⇒ −|β| < υ − υ1 < |β| ⇔ |υ − υ1| < |β|, αντίφαση.

Εποµένως π = π1 και συνεπώς υ = υ1. �

Από την ταυτότητα της ευκλειδείου διαιρέσεως προκύπτει η σχέση α

β
= π+

υ

β
. Αν β > 0, τότε π ≤ π+

υ

β
<
υ<β

< π+1, ήτοι π ≤ α

β
< π+1. Εποµένως π =

⌊α
β

⌋
, το ακέραιο µέρος του α

β
, δηλαδή ο µεγαλύτερος ακέραιος

που δεν υπερβαίνει το α

β
. Αν τώρα β < 0, τότε επειδή 0 ≤ υ < |β| = −β, έχουµε 0 ≥ υ

β
> −1. Εποµένως

π ≥ π +
υ

β
=
α

β
> π − 1, ήτοι π =

⌈α
β

⌉
, ο µικρότερος ακέραιος που δεν υπολείπεται του α

β
.
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1.1. Ορισµοί-Ευκλείδειος ∆ιαίρεση

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα συνάγουµε επίσης τα ακόλουθα συµπεράσµατα:
Οι ακέραιοι αριθµοί χωρίζονται σε δύο ξεχωριστές κλάσεις. Η µία αποτελείται από τους αριθµούς της
µορφής 2π, π ∈ Z που ονοµάζονται άρτιοι και οι άλλοι από τους αριθµούς της µορφής 2π + 1, π ∈ Z που
ονοµάζονται περιττοί. Από τη µοναδικότητα των π και υ δεν µπορεί ένας ακέραιος να είναι ταυτόχρονα
άρτιος και περιττός.
Οµοίως, υπάρχουν τρεις ξένες µεταξύ τους κλάσεις στις οποίες χωρίζονται οι ακέραιοι, ανάλογα µε το
υπόλοιπο που δίνουν όταν διαιρεθούν µε το 3. Αυτές είναι οι {3π | π ∈ Z}, {3π + 1 | π ∈ Z} και
{3π+2 | π ∈ Z}. Φυσικά το σύµβολο π µπορεί να αντικατασταθεί από οποιοδήποτε άλλο, πχ. k, r, t κτλ. Η
διάκριση αυτών των περιπτώσεων εφαρµόζεται πολύ συχνά σε ασκήσεις, προκειµένου να δείξουµε ότι ένας
ακέραιος διαιρεί µια παράσταση. Για παράδειγµα, ας δούµε το εξής στοιχειώδες αποτέλεσµα:

Παράδειγµα 1.4. (i) Για κάθε ακέραιο n ο αριθµός n(n+ 1) είναι άρτιος.
(ii) Το τετράγωνο ενός περιττού διαιρούµενο µε το 8 δίνει υπόλοιπο 1.
(iii) Το τετράγωνο ενός µη πολλαπλασίου του 3, διαιρούµενο µε το 3, δίνει υπόλοιπο 1.
(iv) Το τετράγωνο ενός µη πολλαπλασίου του 5, διαιρούµενο µε το 5, δίνει υπόλοιπο 1 ή 4.
Απόδειξη: (i) ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις : α) n = 2k, άρτιος. Τότε n(n + 1) = 2(k(2k + 1)), ήτοι
πολλαπλάσιο του 2. ϐ) n = 2k + 1, περιττός. Τότε n + 1 = 2k + 2 = 2(k + 1), άρτιος. Εποµένως
n(n+ 1) = 2((k + 1)(2k + 1)), άρτιος και πάλι.
(ii) ΄Ενας περιττός είναι της µορφής 2k + 1. Παρατηρούµε ότι (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1.
Σύµφωνα µε το (i), ο k(k + 1) είναι πολλαπλάσιο του 2 και άρα ο 4k(k + 1) είναι πολλαπλάσιο του 8. Αν
γράψουµε τον 4k(k + 1) στη µορφή 8λ, παίρνουµε (2k + 1)2 = 8λ+ 1.
(iii) ΄Ενα µη πολλαπλάσιο του 3 είναι της µορφής 3k+1 ή 3k+2. Παρατηρούµε ότι (3k+1)2 = 9k2+6k+1 =
= 3k(3k + 2) + 1 και (3k + 2)2 = 9k2 + 12k + 4 = 9k2 + 12k + 3 + 1 = 3(3k2 + 4k + 1) + 1.
(iv) ΄Ενα µη πολλαπλάσιο του 5 είναι της µορφής α) 5k+1 ή ϐ) 5k+2 ή γ) 5k+3 ή δ) 5k+4. Παρατηρούµε
ότι :
α) (5k + 1)2 = 25k2 + 10k + 1 = 5k(5k + 2) + 1,
ϐ) (5k + 2)2 = 25k2 + 20k + 4 = 5k(5k + 4) + 4,
γ) (5k + 3)2 = 25k2 + 30k + 9 = 25k2 + 30k + 5 + 4 = 5(5k2 + 6k + 1) + 4 και τέλος,
δ) (5k + 4)2 = 25k2 + 40k + 16 = 25k2 + 40k + 15 + 1 = 5(5k2 + 8k + 3) + 1. �

Η διάκριση των ακεραίων σε κλάσεις, ανάλογα µε το υπόλοιπο που δίνουν όταν διαιρεθούν από έναν
ακέραιο ≥ 2 αποτελεί ενδιαφέρον αντικείµενο της Θεωρίας Αριθµών, στο οποίο ϑα επανέλθουµε αργότερα.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 1. ∆είξτε ότι αν n = 4k + 1, όπου k ∈ Z, τότε 4|n3 + 2n+ 1.
Απόδειξη: n3 + 2n+ 1 = (4k+ 1)3 + 2(4k+ 1) + 1 = 64k3 + 48k2 + 12k+ 1 + 8k+ 2 + 1 = 4(16k3 + 12k2+
+5k + 1). �

΄Ασκηση 2. (i) Το άθροισµα αρτίου πλήθους περιττών είναι άρτιος, ενώ το άθροισµα περιττού πλήθους
περιττών είναι περιττός.
(ii) Το γινόµενο περιττών είναι περιττός.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω n περιττοί αριθµοί α1 = 2k1+1, α2 = 2k2+1, . . . , αn = 2kn+1 . Τότε α1+α2 · · ·+αn =
= 2(k1 + k2 + · · ·+ kn) + n = 2k + n, όπου k = k1 + k2 + · · ·+ kn.
Αν λοιπόν n = 2m άρτιος, τότε α1 + α2 · · ·+ αn = 2(k +m) άρτιος.
Αν n = 2m+ 1 περιττός, τότε α1 + α2 · · ·+ αn = 2(k +m) + 1 περιττός.
(ii) Θα αποδείξουµε την πρόταση πρώτα για δύο περιττούς. ΄Εστω α1 = 2k1 + 1 και α2 = 2k2 + 1 περιττοί.
Τότε α1α2 = (2k1 + 1)(2k2 + 1) = 2(2k1k2 + k1 + k2) + 1 = 2λ + 1, όπου λ = 2k1k2 + k1 + k2. ΄Εστω τώρα
n > 2 περιττοί αριθµοί α1, α2, . . . , αn. Με επαγωγή επί του n υποθέτουµε ότι το γινόµενο α1α2 · · ·αn−1 είναι
περιττός. Τότε, εφόσον ο ισχυρισµός ισχύει για n = 2, το γινόµενο α1α2 · · ·αn−1αn = (α1α2 · · ·αn−1)αn
είναι περιττός. �
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΄Ασκηση 3. Για κάθε λ ∈ Z ο αριθµός λ(λ2 + 2) είναι πολλαπλάσιο του 3.
Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς, αν 3 | λ, τότε 3 | λ(λ2 + 2). ΄Εστω τώρα ότι 3 - λ. Τότε ο αριθµός λ2, αν διαιρεθεί
µε το 3 δίνει υπόλοιπο 1. Πράγµατι, έστω λ = 3κ + 1, κ ∈ Z. Τότε λ2 = 9κ2 + 6κ + 1 = 3κ(3κ + 2) + 1.
Αν λ = 3κ + 2, κ ∈ Z, τότε λ2 = 9κ2 + 12κ + 4 = 3(3κ2 + 4κ + 1) + 1. Σε κάθε περίπτωση, αν 3 - λ,
τότε λ2 = 3µ + 1, όπου µ ∈ Z. Εποµένως λ2 + 2 = 3µ + 3 = 3(µ + 1), ήτοι 3 | λ2 + 2 και εποµένως
3 | λ(λ2 + 2). �

΄Ασκηση 4. Αν n ≥ 1 είναι περιττός ακέραιος, τότε 16 | n4 + 4n2 + 11.
Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς, από το (ii) του παραδείγµατος 1.4 έχουµε ότι το τετράγωνο περιττού είναι της
µορφής 8λ + 1. Εποµένως, αν από τετράγωνο περιττού αφαιρέσουµε το 1, ο αριθµός που ϑα προκύψει
είναι πολλαπλάσιο του 8. ΄Εχουµε: n4+4n2+11 = n4−1+4(n2−1)+16 = (n2−1)(n2+1)+4(n2−1)+16. Ο
n2−1 διαιρείται µε το 8 και ο n2+1 είναι άρτιος (ως άθροισµα περιττών) και συνεπώς διαιρείται µε το 2. ΄Αρα
ο (n2−1)(n2+1) διαιρείται µε το 16. Επειδή ο n2−1 διαιρείται µε το 8, ο 4(n2−1) διαιρείται µε το 32, άρα
και µε το 16. Τέλος, ο 16 διαιρείται από τον εαυτό του. ΄Αρα ο n4+4n2+11 = (n2−1)(n2+1)+4(n2−1)+16
είναι πολλαπλάσιο του 16. �

΄Ασκηση 5. Για κάθε α ∈ Z ο αριθµός 3α2 − 1 δεν είναι τέλειο τετράγωνο (τετράγωνο ακεραίου).
Απόδειξη: ΄Εστω 3α2 − 1 = x2 ⇔ 3α2 = x2 + 1⇒ 3 | x2 + 1. Αν x = 3k, τότε 3 | 9k2 + 1 ⇒

3|9k2
3 | 1, άτοπο.

Αν x = 3k + 1 ή x = 3k + 2, τότε, όπως είδαµε στο παράδειγµα 1.4 (iii), το x2 είναι της µορφής 3µ + 1,
µ ∈ Z. ΄Αρα 3α2 = x2 + 1 = 3µ+ 2 ⇒

3|3µ
3 | 2, άτοπο. �

΄Ασκηση 6. Αν α 6= β και (α− β) | (αx+ βy), τότε (α− β) | (αy + βx).
Απόδειξη: (αy + βx) − (αx + βy) = αy − αx + βx − βy = α(y − x) − β(y − x) = (α − β)(y − x), ήτοι
(α− β) | (αy+ βx)− (αx+ βy). Επειδή (α− β) | (αx+ βy), παίρνουµε (α− β) | (αy+ βx)− (αx+ βy)+
+(αx+ βy) = αy + βx. �

΄Ασκηση 7. Αν n = 0, 1, 2, . . ., τότε 9 | 24n+1 − 22n − 1.
Απόδειξη: Θέτουµε x = 22n. Τότε 24n+1−22n−1 = 2x2−x−1 = x2−x+x2−1 = x(x−1)+(x+1)(x−1) =
= (x − 1)(2x + 1). Παρατηρούµε ότι : x − 1 = 22n − 1 = 4n − 1 = (4 − 1)(4n−1 + 4n−2 + · · · + 1) = 3k,
όπου k = 4n−1 + 4n−2 + · · ·+ 1. Επίσης, 2x+ 1 = 22n+1 + 1 = (2 + 1)(22n − 22n−1 + 22n−2 − · · ·+ 1) = 3r,
όπου r = 22n − 22n−1 + 22n−2 − · · ·+ 1. Εποµένως 24n+1 − 22n − 1 = (x− 1)(2x+ 1) = 9kr. �

΄Ασκηση 8. Αν k, r ∈ Z τέτοιοι ώστε 4k + 1 = 3r, να ϐρεθεί ο γενικός τύπος του k.
Λύση: Η σχέση 4k+1 = 3r είναι ισοδύναµη µε τη σχέση 3 | 4k+1. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις : (i) k = 3s, (ii)
k = 3s+1 και (iii) k = 3s+2, όπου s ∈ Z. Στην πρώτη περίπτωση παίρνουµε 12s+1 = 3r ⇔ 3(r−4s) = 1,
ήτοι 3 | 1, άτοπο. Στη δεύτερη περίπτωση παίρνουµε 12s + 5 = 3r ⇔ 3(r − 4s) = 5, ήτοι 3 | 5, άτοπο.
Στην τελευταία περίπτωση παίρνουµε 12s + 9 = 3r ⇔ 4s + 3 = r. ΄Αρα k = 3s + 2 και r = 4s + 3, όπου
s ∈ Z. �

΄Ασκηση 9. Αν n είναι ϑετικός ακέραιος, τότε ο αριθµός n2 + n+ 1 δεν είναι τετράγωνο ακεραίου.
Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι n2 < n2 + n+ 1 < n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2. Αν λοιπόν n2 + n+ 1 = k2, όπου
k > 0, τότε ϑα έπρεπε n2 < k2 < (n+ 1)2 ⇔ n < k < n+ 1, άτοπο. �

΄Ασκηση 10. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύουν οι σχέσεις :
(i) 5 | 33n+2 + 2n+4, (ii) 7 | 32n+1 + 2n+2, (iii) 11 | 32n+2 + 26n+1 και (iv) 29 | 172n+1 + 12(−1)n.
Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε επαγωγή επί του n και για τις τέσσερις σχέσεις. Η περίπτωση n = 0 αποτελεί
αριθµητική εφαρµογή, την οποία ο αναγνώστης µπορεί να επαληθεύσει άµεσα. Θα ασχοληθούµε µε τα
επαγωγικά ϐήµατα.
(i) ΄Εστω 5 | 33n+2+2n+4, δηλαδή 33n+2+2n+4 = 5λ, όπου λ ∈ Z. Θα δείξουµε ότι 5 | 33n+5+2n+5. ΄Εχουµε:
33n+5 + 2n+5 = 27 · 33n+2 + 2 · 2n+4 = 25 · 33n+2 + 2(33n+2 + 2n+4) = 25 · 33n+2 + 2 · 5λ = 5 · (5 · 33n+2 + 2λ).
(ii) Υποθέτουµε ότι 32n+1 + 2n+2 = 7λ, λ ∈ Z. Τότε, 32n+3 + 2n+3 = 9 · 32n+1 + 2 · 2n+2 = 7 · 32n+1 + 2 ·
(32n+1 + 2n+2) = 7 · 32n+1 + 14λ = 7 · (32n+1 + 2λ).
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(iii) Υποθέτουµε ότι 32n+2 + 26n+1 = 11λ, λ ∈ Z. Τότε, 32n+4 + 26n+7 = 9 · 32n+2 + 64 · 26n+1 = 11 · (32n+2+
+6 · 26n+1)− 2 · (32n+2 + 26n+1) = 11 · (32n+2 + 6 · 26n+1 − 2λ).
(iv) ΄Εστω ότι 29 | 172n+1 + 12(−1)n. Τότε 172n+1 + 12(−1)n = 29λ, όπου λ ∈ Z. Για n + 1 έχουµε:
172(n+1)+1 +12(−1)(n+1) = 172 ·172n+1−12(−1)n = 289 ·172n+1−12(−1)n = (290−1) ·172n+1−12(−1)n =
= 29 · 10 · 172n+1 − 172n+1 − 12(−1)n = 29 · 10 · 172n+1 − (172n+1 + 12(−1)n) = 29 · 10 · 172n+1 − 29λ =
= 29 · (10 · 172n+1 − λ). �

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε την ακολουθία α1 = 1, α2 = 11, α3 = 111, . . ., αn = 111 · · · 1︸ ︷︷ ︸
n µονάδες

, . . . Να αποδείξετε

ότι για κάθε n ≥ 2 ο αριθµός αn δεν είναι τέλειο τετράγωνο.
Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς παρατηρούµε ότι όλοι οι όροι της παραπάνω ακολουθίας είναι περιττοί. Αν λοιπόν
αn = x2, για κάποιο ϑετικό ακέραιο x, τότε ο x ϑα ήταν περιττός. (Τετράγωνο αρτίου είναι άρτιος). Επίσης,
αν n ≥ 2, τότε αn − 1 = 111 · · · 1︸ ︷︷ ︸

n µονάδες

− 1 = 111 · · · 1︸ ︷︷ ︸
n−1 µονάδες

0 = 10 · 111 · · · 1︸ ︷︷ ︸
n−1 µονάδες

= 10αn−1. Αν λοιπόν αn = x2,

τότε αn − 1 = x2 − 1 = (x − 1)(x + 1) ⇔ 10αn−1 = (x − 1)(x + 1). Εφόσον x περιττός, οι αριθµοί
x − 1 και x + 1 είναι άρτιοι. ΄Εστω x − 1 = 2k και x + 1 = 2r. Τότε (x − 1)(x + 1) = 4kr, δηλαδή
10αn−1 = 4kr ⇔ 5αn−1 = 2kr ⇒ 2 | 5αn−1, άτοπο γιατί οι αριθµοί 5 και αn−1 είναι περιττοί, άρα και το
γινόµενό τους περιττό. �

Θυµίζουµε ότι για n ϕυσικό, το n! (n-παραγοντικό) ορίζεται ως εξής : n! =

{
1, αν n = 0

1 · 2 · 3 · · ·n, αν n > 0

΄Ασκηση 12. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n να δείξετε (χωρίς τη χρήση διωνυµικών συντελεστών) ότι το n!
διαιρεί το γινόµενο n διαδοχικών ακεραίων.
Απόδειξη: Αν κάποιος από τους n διαδοχικούς ακεραίους είναι µηδέν, τότε και το γινόµενό τους είναι
µηδέν και άρα διαιρείται από το n!. Αν πάλι όλοι οι διαδοχικοί ακέραιοι είναι αρνητικοί της µορφής
−k,−k − 1,−k − 2, . . . ,−k − n + 1, όπου k > 0, τότε το γινόµενό τους ισούται µε (−k)(−k − 1)(−k−
−2) · · · (−k − n + 1) = (−1)nk(k + 1)(k + 2) · · · (k + n − 1). Εποµένως το πρόβληµα ανάγεται στο να
αποδειχθεί ότι το n! διαιρεί το γινόµενο n διαδοχικών ϑετικών ακεραίων. Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του n.
Για n = 1 έχουµε n! = 1 και η περίπτωση είναι τετριµµένη. Υποθέτουµε ότι το n! διαιρεί κάθε γινόµενο της
µορφής k(k + 1)(k + 2) · · · (k + n− 1), όπου k > 0. Θα αποδείξουµε ότι το (n+ 1)! διαιρεί κάθε γινόµενο
n + 1 διαδοχικών ακεραίων. ΄Ενα τέτοιο γινόµενο είναι της µορφής k(k + 1)(k + 2) · · · (k + n− 1)(k + n).
Εδώ εφαρµόζουµε δεύτερη επαγωγή επί του k > 0.
Για k = 1 παίρνουµε το γινόµενο 1 · 2 · 3 · · · (n+ 1) = (n+ 1)!, το οποίο διαιρείται προφανώς από τον εαυτό
του. Υποθέτουµε ότι (n+ 1)! | k(k+ 1)(k+ 2) · · · (k+n− 1)(k+n), για κάποιο k > 0. Θα αποδείξουµε ότι
(n+ 1)! | (k+ 1)(k+ 2)(k+ 3) · · · (k+ n)(k+ n+ 1). Παρατηρούµε ότι (k+ 1)(k+ 2)(k+ 3) · · · (k+ n)(k+
+n+1)−k(k+1)(k+2) · · · (k+n−1)(k+n) = (k+1)(k+2) · · · (k+n)(k+n+1−k) = (k+1)(k+2) · · · (k+
+n)(n+ 1) = λn!(n+ 1) = λ(n+ 1)!, γιατί υποθέσαµε ότι το n! διαιρεί το γινόµενο (k+ 1)(k+ 2) · · · (k+n)
από n διαδοχικούς ακέραιους, και άρα (k+1)(k+2) · · · (k+n) = λn!, όπου λ ∈ Z. Κατά συνέπεια το (n+1)!
διαιρεί τη διαφορά (k+1)(k+2)(k+3) · · · (k+n)(k+n+1)−k(k+1)(k+2) · · · (k+n−1)(k+n) και επειδή
(n+1)! | k(k+1)(k+2) · · · (k+n−1)(k+n), έπεται ότι (n+1)! | (k+1)(k+2)(k+3) · · · (k+n)(k+n+1).
Η απόδειξη είναι τώρα πλήρης. �

΄Ασκηση 13. Για κάθε ακέραιο n ≥ 0, δείξτε ότι (3n)!

(3!)n
∈ Z.

Απόδειξη: Πρέπει να δείξουµε ότι 6n | (3n)! Για n = 0 έχουµε 1 | 0! = 1 που ισχύει. ΄Εστω ότι 6n | (3n)!

και λ =
(3n)!

6n
. Τότε (3(n+1))! = (3n+3)! = (3n+3)(3n+2)(3n+1)(3n)! = λ ·6n ·(3n+1)(3n+2)(3n+3).

Σύµφωνα µε την προηγούµενη άσκηση το 6 = 3! διαιρεί το γινόµενο των τριών διαδοχικών ακεραίων 3n+1,
3n+ 2 και 3n+ 3. ΄Εστω µ =

(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3)

6
. Συνεπώς (3(n+ 1))! = λµ · 6n+1. �

΄Ασκηση 14. Να αποδείξετε ότι 2n | (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) · · · (2n).
Απόδειξη: Θα αποδείξουµε κάτι ισχυρότερο : ότι η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το (n + 1)(n+
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+2)(n + 3) · · · (2n) είναι το 2n. ΄Εστω Αn = (n + 1)(n + 2)(n + 3) · · · (2n). Τότε έχουµε: Αn = (n + 1)(n+
+2)(n + 3) · · · (2n) = 2 · (2n − 1) · n(n + 1)(n + 2) · · · (2(n − 1)) = 2(2n − 1) · Αn−1. Εποµένως Αn =
2(2n−1)·Αn−1 = 22(2n−1)(2n−3)Αn−2 = · · · = 2n−1(2n−1)(2n−3) · · · 5·3·Α1 = 2n·1·3·5 · · · (2n−3)(2n−1),
γιατί Α1 = 2. Οι αριθµοί 1, 3, 5, . . . , 2n − 3, 2n − 1 είναι περιττοί και άρα και το γινόµενό τους περιττός.
(΄Ασκηση 1.2. (ii)). �

΄Ασκηση 15. ΄Εστω 1 ≤ α1 < α2 < α3 < · · · < αn < αn+1 ≤ 2n, όπου n ϑετικός ακέραιος. Να δείξετε ότι
υπάρχουν i, j ∈ {1, 2, . . . , n} µε i 6= j τέτοιοι, ώστε αi | αj.
Απόδειξη: ΄Εστω 2κi η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί τον αi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n+1. Τότε κi ≥ 0
και αi = 2κiλi, όπου λi περιττός, για κάθε i = 1, . . . , n+ 1. Στο σύνολο {1, 2, . . . , 2n} υπάρχουν ακριβώς n
περιττοί αριθµοί (και n άρτιοι). Εφόσον τα αi είναι n+ 1 το πλήθος, ϑα υπάρχουν i, j ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} µε
i < j και λi = λj = λ. Επειδή αi < αj, ϑα έχουµε κi < κj. Συνεπώς αj = 2κjλ = 2κj−κi2κiλ = 2κj−κiαi,
ήτοι αi | αj. �

Στην προηγούµενη άσκηση εφαρµόσαµε τη λεγόµενη αρχή του περιστερώνα. Αυτή µας λέει απλά
ότι αν έχουµε n αντικείµενα και τα τοποθετήσουµε σε k κουτιά, όπου k < n, τότε σίγουρα κάποιο κουτί
ϑα έχει τουλάχιστον δύο στοιχεία. Εδώ οι αριθµοί αi είναι n+ 1 το πλήθος και οι περιττοί λi είναι το πολύ
n < n+ 1.

΄Ασκηση 16. Αν p, q είναι ϑετικοί ακέραιοι, τότε ο αριθµός
(
p+

1

2

)n
+

(
q +

1

2

)n
είναι ακέραιος µόνο για

πεπερασµένο πλήθος ϕυσικών αριθµών n.

Απόδειξη: ΄Εχουµε:
(
p+

1

2

)n
+

(
q +

1

2

)n
=

(2p+ 1)n + (2q + 1)n

2n
∈ Z⇔ 2n | (2p+ 1)n + (2q + 1)n.

Οι αριθµοί P = 2p + 1 και Q = 2q + 1 είναι περιττοί. Θα αποδείξουµε ότι αν το n είναι περιττός, τότε η
µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το P n + Qn ισούται µε τη µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το
P +Q, ενώ αν το n ≥ 2 είναι άρτιος, τότε η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το P n +Qn είναι το 2.
Πρώτα υποθέτουµε ότι το n είναι περιττός. Τότε P n+Qn = (P+Q)(P n−1 − P n−2Q+ · · · − PQn−2 +Qn−1)︸ ︷︷ ︸

n περιττό πλήθος περιττών

.

Εποµένως η παρένθεση είναι περιττός και εποµένως η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το P n + Qn

ισούται µε τη µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το P +Q.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι το n = 2κ, όπου κ ≥ 1 είναι δύναµη του 2. Θα δείξουµε ότι η µεγαλύτερη δύναµη
του 2 που διαιρεί το P n +Qn είναι το 2 = 21. Προχωράµε επαγωγικά επί του κ.

Για κ = 1 έχουµε: P 2+Q2 = (P+Q)2−2PQ⇔ P 2 +Q2

2
=

(P +Q)2

2
−PQ, µε 2

∣∣∣(P +Q)2

2
⇔ 4|(P+Q)2

και PQ περιττός. ΄Αρα ο αριθµός P
2 +Q2

2
είναι περιττός ακέραιος και κατά συνέπεια η µεγαλύτερη δύναµη

του 2 που διαιρεί το P 2 +Q2 είναι το 2 = 21. ΄Εστω τώρα ότι 1 ≤ κ και ότι η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που
διαιρεί το P 2κ + Q2κ είναι το 2. Τότε, όπως προηγουµένως, P 2κ+1

+ Q2κ+1
= (P 2κ + Q2κ)2 − 2P 2κQ2κ ⇔

P 2κ+1
+Q2κ+1

2
=

(P 2κ +Q2κ)2

2
− P 2κQ2κ και από επαγωγή, η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το

(P 2κ +Q2κ)2

2
είναι το 2, ενώ το P 2κQ2κ είναι περιττός. ΄Αρα η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το

P 2κ+1
+Q2κ+1 είναι το 2. Επαγωγικά λοιπόν έχουµε αποδείξει τον ισχυρισµό για δυνάµεις του 2.

΄Εστω τώρα n = 2κλ άρτιος ακέραιος, µε κ ≥ 1 και λ > 1 περιττός. Τότε P n + Qn = P λ
1 + Qλ

1 ,
όπου P1 = P 2κ και Q1 = Q2κ. Τότε, όπως στην πρώτη περίπτωση P n + Qn = P λ

1 + Qλ
1 = (P1+

+Q1)(P
λ−1
1 − P λ−2

1 Q1 + · · · − P1Q
λ−2
1 +Qλ−1

1 )︸ ︷︷ ︸
λ περιττό πλήθος περιττών

. Εποµένως, η µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το

P n + Qn ισούται µε τη µεγαλύτερη δύναµη του 2 που διαιρεί το P1 + Q1 = P 2κ + Q2κ, η οποία µε ϐάση
τον προηγούµενο ισχυρισµό είναι το 2.

Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι ο αριθµός
(
p+

1

2

)n
+

(
q +

1

2

)n
είναι ακέραιος µόνον για n = 0 ή n = 1
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1.1. Ορισµοί-Ευκλείδειος ∆ιαίρεση

ή n περιττός τέτοιος, ώστε το 2n δεν υπερβαίνει τη µεγαλύτερη δύναµη του 2 η οποία διαιρεί τον αριθµό
P +Q = 2(p+ q + 1), και σε καµία άλλη περίπτωση. (Αν n ≥ 2 άρτιος, τότε 2n > 21). �

΄Ασκηση 17. ΄Εστω α, β ακέραιοι. Υποθέτουµε ότι ο αριθµός α2 + 2β είναι τέλειο τετράγωνο. ∆είξτε ότι ο
αριθµός α2 + β είναι άθροισµα δύο τετραγώνων.
Απόδειξη: ΄Εστω α2 + 2β = x2, για κάποιον ακέραιο x. Τότε 2β = x2 − α2, άρτιος. ΄Αρα οι α και x είναι

και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο περιττοί. Σε κάθε περίπτωση 2 | x± α⇔ x± α
2
∈ Z. Επίσης, β =

x2 − α2

2
.

Παρατηρούµε ότι : α2 + β = α2 +
x2 − α2

2
=
x2 + α2

2
=
(x+ α

2

)2
+
(x− α

2

)2
. �

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Μπορούµε να γράψουµε τον αριθµό 67 ως άθροισµα 1023 αριθµών, οι οποίοι να ανήκουν στο σύνολο
{1, 37, 47, 59};

2. ΄Εστω α, β, γ ∈ Z. ∆είξτε ότι ο αριθµός (α + β)(β + γ)(γ + α) είναι άρτιος.

3. Αν διαιρέσουµε το −313 µε β 6= 0 παίρνουµε πηλίκο 35 και υπόλοιπο υ. Να ϐρεθούν οι β και υ.

4. Αν α 6= β, να δείξετε ότι οι διαιρέσεις α : (α− β) και β : (α− β) δίνουν το ίδιο υπόλοιπο.

5. ΄Εστω α, β, γ ∈ Z µε β 6= 0. Η διαίρεση α : β δίνει πηλίκο 7 και υπόλοιπο 2. Η διαίρεση γ : 12 δίνει
πηλίκο α και υπόλοιπο 3β. Να ϐρεθούν οι α, β, γ.

6. Αν n ≥ 1, δείξτε ότι 6 | n(7n2 + 5).

7. Αν n ≥ 1, δείξτε τα επόµενα:
(i) 8 | 52n + 7.
(ii) 15 | 24n − 1.
(iii) 5 | 33n+1 + 2n+1.
(iv) 21 | 4n+1 + 52n−1.
(v) 24 | 2 · 7n + 3 · 5n − 5.

8. Αποδείξτε την ακόλουθη παραλλαγή της ευκλείδειας διαίρεσης : Αν α, β ∈ Z, µε β 6= 0, υπάρχουν
µοναδικοί ακέραιοι q, r τέτοιοι, ώστε α = qβ + r, µε −1

2
|β| < r ≤ 1

2
|β|.

9. ∆είξτε ότι αν για δύο ακεραίους α, β κάποιος από τους 2α + 3β, 9α + 5β διαιρείται µε το 17, τότε
διαιρείται και ο άλλος.

10. ∆είξτε τα ακόλουθα:
(i) Το άθροισµα των τετραγώνων δύο περιττών ακεραίων δεν είναι τέλειο τετράγωνο.
(ii) Το γινόµενο τεσσάρων διαδοχικών ϑετικών ακεραίων ισούται µε το τετράγωνο ακεραίου, µειωµένο κατά
1.

11. Να δείξετε ότι για κάθε n ∈ Z, ο αριθµός 8n+ 5 δεν είναι τετράγωνο ακεραίου αριθµού.

12. Να ϐρείτε τους ϑετικούς ακεραίους n, ώστε ο αριθµός 2n + 5 να είναι τέλειο τετράγωνο.

13. (i) Να ϐρείτε τους ϑετικούς ακεραίους n, ώστε n+ 2 | n2 + 2.
(ii) Να ϐρείτε τους ϑετικούς ακεραίους n, ώστε 2n− 1 | n2 − n− 1.

14. Αν α είναι περιττός, τότε 12 | α2 + (α + 2)2 + (α + 4)2 + 1.

15. Να δείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ο αριθµός 1 + 7 + 72 + · · ·+ 74n−1 διαιρείται µε το 400.
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες ∆ιαιρετότητας

16. Να αποδείξετε τα παρακάτω:
(i) Για κάθε ακέραιο n, 6 | n(n2 + 11).
(ii) Αν n είναι περιττός, τότε 24 | n(n2 − 1).
(iii) Αν m και n είναι περιττοί, τότε 8 | m2 − n2.
(iv) Αν ο m ∈ Z δεν διαιρείται από το 2 και το 3, τότε 24 | m2 + 23.
(v) Αν m είναι ακέραιος, τότε 360 | m2(m2 − 1)(m2 − 4).

17. ΄Εστω n > 0 άρτιος. Μπορούµε να γράψουµε το 1 στη µορφή 1 =
1

k1
+

1

k2
+ · · ·+ 1

kn
, όπου k1, k2, . . . , kn

περιττοί ;

18. Στην άσκηση 1.15 είδαµε ότι δεν µπορούµε να ϐρούµε ένα σύνολο S ⊆ {1, 2, 3, . . . , 2n} από n + 1
ακεραίους έτσι, ώστε α - β, για κάθε α, β ∈ S, µε α 6= β. Ποιο είναι το µέγιστο πλήθος ενός συνόλου
S ⊆ {1, 2, 3, . . . , 2n} µε την ιδιότητα α - β, για κάθε α, β ∈ S, µε α 6= β;

1.2 Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης και Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο

Αν α ∈ Z, συµβολίζουµε µε ∆(α) το σύνολο των ϑετικών διαιρετών του α. Επειδή προφανώς 1 ∈ ∆(α), το
σύνολο ∆(α) δεν είναι κενό. Θεωρούµε τώρα δύο ακεραίους α και β, ένας τουλάχιστον εκ των οποίων δεν
είναι µηδέν. Τότε το σύνολο ∆(α) ∩ ∆(β) είναι άνω ϕραγµένο. Πράγµατι, αν α 6= 0, τότε από το (ix) της
πρότασης 1.2, κάθε στοιχείο του ∆(α) είναι µικρότερο ή ίσο του |α|. Οµοίως, αν β 6= 0. ΄Αρα το ∆(α) ή
το ∆(β) είναι άνω ϕραγµένο και το ίδιο προφανώς ισχύει για το υποσύνολό του ∆(α) ∩ ∆(β). Εποµένως το
∆(α) ∩ ∆(β) περιέχει ένα µέγιστο στοιχείο.

Ορισµός 1.5. Το µέγιστο στοιχείο του ∆(α) ∩ ∆(β) ονοµάζεται µέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β
και συµβολίζεται µε (α, β).

Από τον παραπάνω ορισµό και επειδή προφανώς ∆(α) = ∆(|α|), ϑα έχουµε: (α, β) = (β, α) και (α, β) =
= (|α|, |β|).
Πρόταση 1.6. Αν d = (α, β), τότε το d είναι το ελάχιστο στοιχείο του συνόλου Α = {αx + βy | x, y ∈
∈ Z και αx+ βy > 0}.
Απόδειξη: Για x = α και y = β έχουµε αx + βy = α2 + β2 > 0, που σηµαίνει ότι α2 + β2 ∈ Α, ήτοι
το Α είναι µη κενό. Επειδή το Α είναι προφανώς κάτω ϕραγµένο (από το 1), το Α ϑα περιέχει (µοναδικό)
ελάχιστο στοιχείο, το οποίο ας συµβολίσουµε µε d. ΄Εστω d = αx0 + βy0, (x0, y0 ∈ Z).
Θα δείξουµε ότι το d είναι κοινός διαιρέτης των α και β. ΄Εστω ότι d - α. Τότε α = dπ + υ, µε π, υ ∈ Z και
0 < υ < d. Τότε υ = α − dπ = α − (αx0 + βy0)π = α(1 − x0π) + β(−y0π). Εποµένως υ ∈Α, άτοπο γιατί
0 < υ < d και το d είναι το ελάχιστο στοιχείο του Α. ΄Αρα d | α και παρόµοια d | β.
΄Εστω τώρα δ ένας κοινός ϑετικός διαιρέτης των α και β. Τότε δ | αx0 + βy0 = d και συνεπώς δ ≤ d. ΄Αρα ο
d είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β. �

Πόρισµα 1.7. Κάθε κοινός διαιρέτης των α και β είναι διαιρέτης του (α, β).
Απόδειξη: Αν d = (α, β), τότε d = αx0 + βy0, για κάποια x0, y0 ∈ Z, όπως προκύπτει από την απόδειξη
της προηγούµενης πρότασης. Αν λοιπόν δ είναι ένας κοινός διαιρέτης των α και β, τότε δ | αx0+βy0 = d. �

Μπορούµε να ορίσουµε κατά τον ίδιο τρόπο τον µέγιστο κοινό διαιρέτη περισσοτέρων ακεραίων.

Ορισµός 1.8. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn ∈ Z, όπου n = 2, 3, . . . και κάποιος από τους αi δεν είναι µηδέν. Τότε ο
µέγιστος κοινός διαιρέτης των α1, α2, . . . , αn ορίζεται ως το µέγιστο στοιχείο του ∆(α1)∩ ∆(α2)∩ · · · ∩
∩∆(αn). Αυτός συµβολίζεται µε (α1, α2, . . . , αn). (Υπάρχει µέγιστο στοιχείο γιατί, εφόσον αi 6= 0 για κάποιο
i = 1, 2, . . . , n, τότε κάθε κοινός (ϑετικός) διαιρέτης των α1, α2, . . . , αn δεν υπερβαίνει το |αi|).
Ανάλογα µε την πρόταση 1.6 και το πόρισµα 1.7 έχουµε την ακόλουθη πρόταση, της οποίας η απόδειξη
καίτοι είναι πανοµοιότυπη µε αυτήν των παραπάνω, αναφέρουµε χάριν πληρότητος.
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1.2. Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης και Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο

Πρόταση 1.9. (i) ΄Εστω Α= {
n∑
i=1

xiαi | x1, . . . , xn ∈ Z και
n∑
i=1

xiαi > 0} το σύνολο των ϑετικών ακέραιων

γραµµικών συνδυασµών των α1, α2, . . . , αn. Τότε (α1, α2, . . . , αn) = minΑ.
(ii) Κάθε κοινός διαιρέτης των α1, α2, . . . , αn διαιρεί τον (α1, α2, . . . , αn).
Απόδειξη: Εφόσον κάποιος από τους α1, α2, . . . , αn δεν είναι µηδέν, έχουµε 0 <

n∑
i=1

α2
i ∈ Α και άρα Α 6= ∅.

΄Εστω d = minΑ. Τότε d =
n∑
i=1

xiαi, για κάποιους x1, . . . , xn ∈ Z. Θα δείξουµε τώρα ότι d | αj, για κάθε

j = 1, 2, . . . , n. ΄Εστω ότι d - αj, για κάποιο j ∈ {1, 2, . . . , n}. Τότε αj = dπ + υ, όπου π, υ ∈ Z και
0 < υ < d. Τότε υ = αj − πd = αj −

n∑
i=1

πxiαi =
n∑
i=1

yiαi, όπου yi = −πxi αν i 6= j και yj = 1 − πxj.
Εποµένως υ ∈ Α, άτοπο γιατί d = minΑ. Κατά συνέπεια το d διαιρεί καθέναν από τους α1, α2, . . . , αn.
Τώρα, το d είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των α1, α2, . . . , αn και µάλιστα αν δ είναι ένας ϑετικός κοινός
διαιρέτης αυτών, τότε δ | d (και κατά συνέπεια δ ≤ d). ΄Εστω λοιπόν δ ∈ ∆(α1) ∩ ∆(α2) ∩ · · · ∩ ∆(αn). Τότε
δ | αi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n και εποµένως δ |

n∑
i=1

xiαi = d. �

Πρόταση 1.10. ΄Εστω n ≥ 3 και 1 < k < n, όπου k, n ϑετικοί ακέραιοι. Τότε ισχύει η σχέση:
(α1, α2, . . . , αn) = ((α1, α2, . . . , αk), (αk+1, αk+2, . . . , αn)).

Απόδειξη: ΄Εστω d = (α1, α2, . . . , αn) και d′ = ((α1, α2, . . . , αk), (αk+1, αk+2, . . . , αn)). Επίσης ϑέτουµε
d1 = (α1, α2, . . . , αk) και d2 = (αk+1, αk+2, . . . , αn). Τότε d | αi, για κάθε i = 1, . . . , k και εποµένως
d | (α1, α2, . . . , αk) = d1. Επίσης, d | αi, για κάθε i = k + 1, . . . , n και εποµένως d | (αk+1, . . . , αn) = d2.
Κατά συνέπεια d | (d1, d2) = d′. Αντιστρόφως, d′ = (d1, d2) | d1 και d1 | αi, για κάθε i = 1, . . . , k. ΄Αρα
d′ | αi, για κάθε i = 1, . . . , k. Ακόµη, d′ = (d1, d2) | d2 και d2 | αi, για κάθε i = k+1, . . . , n. Συµπεραίνουµε
ότι d′ | αi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n και εποµένως d′ | (α1, α2, . . . , αn) = d. Αφού d | d′ και d′ | d, προκύπτει
ότι d = d′. �

Πρόταση 1.11. Αν µ, λ ∈ Z, τότε (α, β) = (α + λβ, β) = (α, β + µα).
Απόδειξη: ΄Εστω d1 = (α, β) και d2 = (α + λβ, β). Τότε d1 | α και d1 | β ⇒ d1 | λβ. ΄Αρα d1 | α + λβ και
συνεπώς d1 | (α+λβ, β) = d2. Αντιστρόφως, d2 | β ⇒ d2 | λβ και επειδή d2 | α+λβ, d2 | α+λβ−λβ = α.
΄Αρα d2 | α και d2 | β και εποµένως d2 | (α, β) = d1. Οµοίως αποδεικνύεται ότι (α, β) = (α, β + µα). �

Εποµένως, (α, β) = (α− 2β, β) = (α, 3α + β) κτλ.

Πόρισµα 1.12. ΄Εστω α, β ∈ Z µε β 6= 0. Αν α = βπ+υ είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης α : β,
τότε (α, β) = (β, υ).
Απόδειξη: (α, β) = (α− πβ, β) = (υ, β) = (β, υ). �

Το παραπάνω πόρισµα µας επιτρέπει να ϐρίσκουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη δύο ακεραίων. Κατ᾿ αρχάς,
επειδή (α, β) = (|α|, |β|), µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι ακέραιοι είναι µη αρνητικοί και ϐεβαίως ένας
τουλάχιστον π.χ. ο β ϑετικός.
∆ιαιρούµε τον α µε τον β και παίρνουµε πηλίκο π και υπόλοιπο υ. Τότε (α, β) = (β, υ), µε 0 ≤ υ < β.
Αν υ = 0, τότε (α, β) = β. Αν όχι, τότε διαιρούµε το β µε το υ και παίρνουµε πηλίκο π1 και υπόλοιπο
υ1, µε 0 ≤ υ1 < υ. Αν υ1 = 0, τότε (α, β) = (β, υ) = (υ, υ1) = υ. Αν όχι, τότε διαιρούµε το υ µε το
υ1 και παίρνουµε πηλίκο π2 και υπόλοιπο υ2. Τότε (α, β) = (β, υ) = (υ, υ1) = (υ1, υ2) κ.ο.κ. Επειδή
β > υ > υ1 > υ2 > · · · ≥ 0, η διαδικασία αυτή κάποτε ϑα σταµατήσει. ΄Εχουµε λοιπόν τις σχέσεις :

α = βπ + υ (Α1)

β = υπ1 + υ1 (Α2)

υ = υ1π2 + υ2 (Α3)

.....................................

υn−3 = υn−2πn−1 + υn−1 (Αn)

υn−2 = υn−1πn + υn (Αn+1)

υn−1 = υnπn+1 (Αn+2)





,
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όπου έχουµε ϑεωρήσει υn+1 = 0. Εποµένως, (α, β) = (β, υ) = (υ, υ1) = (υ1, υ2) = · · · = (υn−2, υn−1) =
= (υn−1, υn) = (υn, 0) = υn. Η παραπάνω µέθοδος λέγεται Ευκλείδειος Αλγόριθµος.

Παράδειγµα 1.13. Να ϐρεθεί ο (−1155, 180). Στη συνέχεια να γραφεί ο (−1155, 180) ως ακέραιος γραµ-
µικός συνδυασµός των −1155 και 180.
Λύση: Επειδή (α, β) = (|α|, |β|), αρκεί να υπολογίσουµε τον (1155, 180). Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο
του Ευκλείδη:

1155 = 180 · 6 + 75 (Α1)

180 = 75 · 2 + 30 (Α2)

75 = 30 · 2 + 15 (Α3)

30 = 15 · 2 (Α4)





,

Εποµένως (−1155, 180) = (1155, 180) = 15.
Οι σχέσεις (Α1), (Α2) και (Α3) γράφονται ισοδύναµα στη µορφή:

75 = 1155− 6 · 180· (Α′1)
30 = 180− 2 · 75 (Α′2)
15 = 75− 2 · 30 (Α′3)





,

Εποµένως, 15 = 75− 2 · 30 = 75− 2 · (180− 2 · 75) = −2 · 180 + 5 · 75 = −2 · 180 + 5 · (1155− 6 · 180) =
= 5 · 1155− 32 · 180. ΄Αρα 15 = (−5) · (−1155) + (−32) · 180, ο Ϲητούµενος γραµµικός συνδυασµός. �

Παρατηρήστε ότι δεν κάναµε πράξεις µεταξύ των εµπλεκοµένων πηλίκων και υπολοίπων, αλλά µόνο µε
τους συντελεστές αυτών. Η διαδικασία αυτή γενικεύεται. Οι σχέσεις (Α1), (Α2) , . . . , (Αn+1) ισοδυναµούν µε
τις σχέσεις

υ = α− πβ (Α′1)
υ1 = β − π1υ (Α′2)
υ2 = υ − π2υ1 (Α′3)
.....................................

υn−1 = υn−3 − πn−1υn−2 (Α′n)

υn = υn−2 − πnυn−1 (Α′n+1)





Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε το υn ως γραµµικό συνδυασµό των υn−1 και υn−2, στη συνέχεια να αντικα-
ταστήσουµε το υn−1 µε γραµµικό συνδυασµό των υn−2 και υn−3 κ.ο.κ., µέχρι να καταλήξουµε σ᾿ έναν γραµ-
µικό συνδυασµό των α και β. Επειδή (α1, α2, . . . , αn−1, αn) = ((α1, α2, . . . , αn−1), αn), η διαδικασία αυτή
επεκτείνεται επαγωγικά. Αν γράψουµε τον (α1, α2, . . . , αn−1) ως γραµµικό συνδυασµό των α1, α2, . . . , αn−1
και στη συνέχεια γράψουµε τον ((α1, α2, . . . , αn−1), αn) ως γραµµικό συνδυασµό των (α1, α2, . . . , αn−1)
και αn, τότε ϑα πάρουµε έναν γραµµικό συνδυασµό των α1, α2, . . . , αn−1, αn, ο οποίος ϑα ισούται µε τον
(α1, α2, . . . , αn−1, αn).

Παράδειγµα 1.14. Να εκφράσετε τον (315, 390, 102) ως γραµµικό συνδυασµό των 315, 390 και 102.
Λύση: ΄Εχουµε τις σχέσεις : 390 = 315 + 75, 315 = 4 · 75 + 15, 75 = 5 · 15. Εποµένως. (315, 390) = 15 και
15 = 315− 4 · 75 = 315− 4 · (390− 315) = 5 · 315 + (−4) · 390.
Στη συνέχεια εκφράζουµε τον (15, 102) ως γραµµικό συνδυασµό των 15 και 102. ΄Εχουµε: 102 = 6 ·15+12,
15 = 12 + 3 και 12 = 4 · 3. ΄Αρα (315, 390, 102) = (15, 102) = 3. Επίσης, 3 = 15− 12 = 15− (102− 6 · 15) =
= 7 · 15 + (−1) · 102 και εποµένως
3 = 7 ·

(
5 · 315 + (−4) · 390

)
+ (−1) · 102 = 35 · 315 + (−28) · 390 + (−1) · 102. �

Ορισµός 1.15. ∆ύο ακέραιοι α, β λέγονται σχετικώς πρώτοι ή πρώτοι µεταξύ τους αν (α, β) = 1.

Πόρισµα 1.16. (Ευκλείδης) ΄Εστω α1 | α και β1 | β. Τότε (α1, β1) | (α, β). Ιδιαιτέρως αν (α, β) = 1, τότε
(α1, β1) = 1.
Απόδειξη: ΄Εστω δ = (α, β) και δ1 = (α1, β1). ΄Εχουµε δ1 | α1 και α1 | α. ΄Αρα δ1 | α. Οµοίως δ1 | β. ΄Αρα
δ1 | (α, β) = δ. �
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Με απλά λόγια το προηγούµενο πόρισµα, στην περίπτωση που (α, β) = 1, µας λέει ότι και κάθε διαι-
ϱέτης του α ϑα είναι πρώτος προς τον β, αλλά και κάθε διαιρέτη του β. Οµοίως κάθε διαιρέτης του β ϑα
είναι πρώτος προς τον α, αλλά και κάθε διαιρέτη του α. Το προηγούµενο πόρισµα γενικεύεται εύκολα:

΄Ασκηση 18. ΄Εστω αi | βi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n, όπου n ≥ 2. ∆είξτε ότι (α1, α2, . . . , αn) | (β1, β2, . . . , βn).
Απόδειξη: Για n = 2 είναι το προηγούµενο πόρισµα. ΄Εστω n > 2 και υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός ισχύει
για n− 1. Αν λοιπόν αi | βi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n, τότε ϑα έχουµε (α1, α2, . . . , αn−1) | (β1, β2, . . . , βn−1).
Αλλά και αn | βn. Από το προηγούµενο πόρισµα (για n = 2) προκύπτει ότι (α1, α2, . . . , αn−1, αn) =
= ((α1, α2, . . . , αn−1), αn) | ((β1, β2, . . . , βn−1), βn) = (β1, β2, . . . , βn−1, βn). �

Λήµµα 1.17. (Λήµµα του Ευκλείδη) ΄Εστω α | βγ και (α, β) = 1. Τότε α | γ.
Απόδειξη: ΄Εχουµε 1 = (α, β) = αx + βy, για κάποιους x, y ∈ Z. Εποµένως γ = αγx + βγy. Προφανώς
α | αγx και α | (βγ)y. Συνεπώς α | αγx+ βγy = γ. �

Ως συµπέρασµα προκύπτει το ακόλουθο σηµαντικό λήµµα:

Λήµµα 1.18. (Ευκλείδης) Αν (α, β) = 1, τότε (α, βγ) = (α, γ).
Απόδειξη: ΄Εστω δ = (α, βγ) και δ′ = (α, γ). ΄Εχουµε δ′ | γ ⇒ δ′ | βγ. Επειδή δε δ′ | α, έπεται ότι
δ′ | (α, βγ) = δ. Αντιστρόφως, δ | α και β | β. Από το πόρισµα 1.16 προκύπτει ότι (δ, β) = 1. Αλλά
δ | βγ. Από το Λήµµα του Ευκλείδη προκύπτει ότι δ | γ. Εφόσον λοιπόν δ | α και δ | γ, ϑα έχουµε
δ | (α, γ) = δ′. �

΄Ασκηση 19. ΄Εστω α > 1 και m,n ϑετικοί ακέραιοι.
(i) Αν m | n, να δείξετε ότι αm − 1 | αn − 1.
(ii) Γενικά ισχύει η σχέση: (αm − 1, αn − 1) = α(m,n) − 1.
(iii) Γενικά ισχύει η ισοδυναµία: αm − 1 | αn − 1⇔ m | n.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω n = λm. Τότε αn − 1 = (αm)λ − 1 = (αm − 1)(αm(λ−1) + αm(λ−2) + · · ·+ 1).
(ii) ΄Εστω d = (m,n). Εφαρµόζουµε τον ευκλείδειο αλγόριθµο για προσδιορίσουµε τον d.

n = mπ + υ (Α1)

m = υπ1 + υ1 (Α2)

υ = υ1π2 + υ2 (Α3)

.....................................

υt−3 = υt−2πt−1 + υt−1 (Αt)
υt−2 = υt−1πt + d (Αt+1)

υt−1 = dπt+1 (Αt+2)





Από το (i) προκύπτει ότι το αmπ − 1 είναι πολλαπλάσιο του αm − 1. Εποµένως (αm − 1, αn − 1) =
= (αm − 1, αmπ+υ − 1) = (αm − 1, αmπ+υ − αmπ + αmπ − 1). Επειδή αm − 1 | αmπ − 1, από την πρόταση
1.11 προκύπτει ότι το τελευταίο ισούται µε (αm− 1, αmπ+υ−αmπ) = (αm− 1, αmπ(αυ− 1)). Παρατηρούµε
ότι (αm − 1, αmπ) = 1. Πράγµατι, αν δ = (αm − 1, αmπ), τότε δ | αm − 1 και αm − 1 | αmπ − 1. ΄Αρα
δ | αmπ − 1 και επειδή δ | αmπ, έπεται ότι δ | αmπ − (αmπ−1) = 1. Από το λήµµα 1.18 παίρνουµε
(αm − 1, αmπ(αυ − 1)) = (αm − 1, αυ − 1).
Στη συνέχεια διαιρούµε τοm µε το υ και παίρνουµε (αυ−1, αm−1) = (αυ−1, αυ1−1). Προχωρώντας κατ᾿
αυτόν τον τρόπο έχουµε: (αm−1, αn−1) = (αm−1, αυ−1) = (αυ−1, αυ1−1) = · · · = (αυt−1−1, αυt−1) =
= (αυt−1 − 1, αd − 1) = αd − 1, γιατί d | υt−1.
(iii) αm − 1 | αn − 1⇔ (αm − 1, αn − 1) = αm − 1⇔

(ii)
α(m,n) − 1 = αm − 1⇔ (m,n) = m⇔ m | n. �

Λήµµα 1.19. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn ∈ Z, όχι όλοι µηδέν. ΄Εστω επίσης λ ∈ Z \ {0}. Τότε (λα1, λα2, . . . , λαn)
= |λ|(α1, α2, . . . , αn).
Απόδειξη: Υποθέτουµε πρώτα ότι λ > 0. Εφόσον λ | λα1, λ | λα2, . . ., λ | λαn, τότε το λ ϑα
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες ∆ιαιρετότητας

διαιρεί τον (λα1, λα2, . . . , λαn). ΄Εστω δ =
(λα1, λα2, . . . , λαn)

λ
, ϑετικός ακέραιος. Εποµένως λδ =

= (λα1, λα2, . . . , λαn). ΄Αρα λδ | λαi, για κάθε i = 1, . . . , n. Εποµένως δ | αi, για κάθε i = 1, . . . , n
και κατά συνέπεια, δ | (α1, α2, . . . , αn) =: δ′. Αλλά δ′ | αi, για κάθε i = 1, . . . , n και συνεπώς λδ′ | λαi,
για κάθε i = 1, . . . , n. Εποµένως λδ′ | (λα1, λα2, . . . , λαn) = λδ ⇒ δ′ | δ. ΄Αρα δ = δ′ = (α1, α2, . . . , αn).
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι (λα1, λα2, . . . , λαn) = λ(α1, α2, . . . , αn).
Αν τώρα λ < 0, τότε (λα1, λα2, . . . , λαn) = (|λα1|, |λα2|, . . . , |λαn|) = |λ|(|α1|, |α2|, . . . , |αn|) = |λ|(α1, α2,
. . . , αn). �

Πόρισµα 1.20. Αν 0 < δ | αi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n
(
ισοδύναµα δ | (α1, α2 . . . , αn)

)
, τότε

(α1, α2, . . . , αn)

δ
=
(α1

δ
,
α2

δ
, . . . ,

αn
δ

)
.

Ιδιαιτέρως, αν δ = (α1, α2, . . . , αn), τότε
(α1

δ
,
α2

δ
, . . . ,

αn
δ

)
= 1.

Απόδειξη: δ ·
(α1

δ
,
α2

δ
, . . . ,

αn
δ

)
=
(
δ · α1

δ
, δ · α2

δ
, . . . , δ · αn

δ

)
= (α1, α2, . . . , αn). �

Ως εφαρµογή των παραπάνω έχουµε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 1.21. (i) (α, β1β2 · · · βn) | (α, β1)(α, β2) · · · (α, βn).
(ii) Υποθέτουµε ότι (α, βi) = 1, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Τότε (α, β1β2 · · · βn) = 1.
(iii) (Ευκλείδης) ΄Εστω αi | β, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. ΄Εστω επίσης ότι (αi, αj) = 1, για κάθε i, j µε i 6= j.
Τότε α1α2 · · ·αn | β.
(iv) Αν (βi, βj) = 1 για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . , n} µε i 6= j, τότε (α, β1β2 · · · βn) = (α, β1)(α, β2) · · · (α, βn).
Απόδειξη: (i) Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του n. Για n = 1 δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε. ΄Εστω
n = 2. Θέτουµε δ = (α, β1β2). Επειδή (α, β1) | α και (α, β1) | β1 (άρα και (α, β1) | β1β2), παίρνουµε

(α, β1) | (α, β1β2) = δ. Τώρα, δ

(α, β1)
=

(
α

(α, β1)
,

β1
(α, β1)

β2

)
. Αλλά

(
α

(α, β1)
,

β1
(α, β1)

)
= 1. Σύµφωνα µε

το λήµµα 1.18, δ

(α, β1)
=

(
α

(α, β1)
, β2

)
. Αλλά

(
α

(α, β1)
, β2

)
| (α, β2), ϐάσει του πορίσµατος 1.16, επειδή

α

(α, β1)
| α. Συνεπώς δ | (α, β1)(α, β2).

Επαγωγικά, αν n > 2, υποθέτουµε ότι (α, β1β2 · · · βn−1) | (α, β1)(α, β2) · · · (α, βn−1).
Τότε (α, β1β2 · · · βn−1βn) = (α, (β1β2 · · · βn−1)βn) | (α, β1β2 · · · βn−1)(α, βn) και επειδή (α, β1β2 · · · βn−1) |
(α, β1)(α, β2) · · · (α, βn−1), έπεται ότι (α, β1β2 · · · βn−1βn) | (α, β1)(α, β2) · · · (α, βn−1)(α, βn).
(ii) Αυτό προκύπτει από το (i), αφού (α, β1β2 · · · βn) | (α, β1)(α, β2) · · · (α, βn) = 1.
(iii) ΄Εστω n = 2. Υποθέτουµε ότι α1 | β, α2 | β και (α1, α2) = 1. Εφόσον α1 | β, το β γράφεται β = λα1.
Αλλά α2 | β = λα1 και (α1, α2) = 1. Από το λήµµα του Ευκλείδη προκύπτει ότι α2 | λ και άρα λ = λ′α2.
΄Αρα β = λ′α1α2 ⇒ α1α2 | β. Επαγωγικά υποθέτουµε ότι n > 2 και ότι ο ισχυρισµός ισχύει για n − 1.
Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n. ΄Εστω λοιπόν αi | β, για κάθε i = 1, 2, . . . , n και ότι (αi, αj) = 1,
για κάθε i, j µε i 6= j. Τότε α1α2 · · ·αn−1 | β. Σύµφωνα µε το (ii) (α1α2 · · ·αn−1, αn) = 1. Εφόσον λοιπόν
α1α2 · · ·αn−1 | β και αn | β, ϑα έχουµε (εδώ εφαρµόζουµε την περίπτωση n = 2 που αποδείξαµε) ότι
α1α2 · · ·αn−1αn | β.
(iv) Από το (i) έχουµε (α, β1β2 · · · βn) | (α, β1)(α, β2) · · · (α, βn). Παρατηρούµε ότι ((α, βi), (α, βj)) = 1, για
i 6= j γιατί (α, βi) | βi, (α, βj) | βj και (βi, βj) = 1 και κατά συνέπεια, ϐάσει του πορίσµατος 1.16, οι
αριθµοί (α, βi) (α, βj) είναι πρώτοι µεταξύ τους. Επειδή (α, βi) | (α, β1β2 · · · βn), για κάθε i = 1, 2, . . . , n,
από το (iii) προκύπτει ότι (α, β1)(α, β2) · · · (α, βn) | (α, β1β2 · · · βn). �

Πόρισµα 1.22. (i) Αν m,n είναι ϑετικοί ακέραιοι, δείξτε την ισοδυναµία: (α, β) = 1⇔ (αm, βn) = 1.
(ii) (αk1, α

k
2, . . . , α

k
n) = (α1, α2, . . . , αn)k, για κάθε ϑετικό ακέραιο k.

Απόδειξη: (i) Η συνεπαγωγή (α, β) = 1⇒ (α, βn) = 1 προκύπτει από το (ii) της προηγούµενης πρότασης,
αν ϑέσουµε β1 = β2 = · · · = βn = β. Οµοίως, (βn, α) = 1 ⇒ (βn, αm) = 1. Τελικά, (α, β) = 1 ⇒
(αm, βn) = 1. Το αντίστροφο προκύπτει από το πόρισµα 1.16, αφού α | αm και β | βn.

20 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



1.2. Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης και Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο

(ii) ΄Εστω n = 2 και δ = (α1, α2) ⇔
(
α1

δ
,
α2

δ

)
= 1. Τότε από το (i), για m = n = k προκύπτει ότι

(
αk1
δk
,
αk2
δk

)
= 1. ΄Αρα (αk1, α

k
2) = δk = (α1, α2)

k. Αν n > 2, επαγωγικά έχουµε: (αk1, α
k
2, . . . , α

k
n−1, α

k
n) =

= ((αk1, α
k
2, . . . , α

k
n−1), α

k
n) = ((α1, α2, . . . , αn−1)

k, αkn) = ((α1, α2, . . . , αn−1), αn)k = (α1, α2, . . . , αn−1, αn)k.
�

Πόρισµα 1.23. Αν α, β, k ϑετικοί ακέραιοι, τότε ισχύει η ισοδυναµία: α | β ⇔ αk | βk.
Απόδειξη: α | β ⇔ (α, β) = α⇔ (α, β)k = αk ⇔ (αk, βk) = αk ⇔ αk | βk. �

Πόρισµα 1.24. Αν m ϑετικός ακέραιος, τότε ο αριθµός k√
m είναι ϱητός αν και µόνον αν το m είναι k−στή

δύναµη ακεραίου. (k > 1.)
Απόδειξη: ΄Εστω k√

m =
α

β
, όπου α, β ∈ Z. Επειδή k√

m > 0, µπορούµε να υποθέσουµε ότι α, β > 0. Τότε

αk

βk
= m ∈ Z, δηλαδή βk | αk. Με ϐάση το προηγούµενο πόρισµα, β | α. ΄Εστω λ =

α

β
∈ Z. Τότε m = λk.

δηλαδή k√
m =

α

β
= λ ∈ Z. �

Για παράδειγµα, οι αριθµοί
√

2,
√

6, 3
√

15 είναι άρρητοι. Πράγµατι, 12 = 1 < 2 και 22 = 4 > 2. ΄Αρα
ο
√

2 είναι άρρητος. Παρόµοια ο
√

6 είναι άρρητος γιατί 22 = 4 < 6 και 32 = 9 > 6 και ο 3
√

15 είναι άρρητος
γιατί 23 = 8 < 15 και 33 = 27 > 15.

Πρόταση 1.25. ΄Εστω δ1, δ2, . . . , δn, α > 0, µε (δi, δj) = 1, για κάθε i, j µε i 6= j και δ1δ2 · · · δn = αk, για
κάποιον ϑετικό ακέραιο k > 1. Τότε υπάρχουν (µοναδικοί) ϑετικοί ακέραιοι x1, x2, . . . , xn τέτοιοι, ώστε
δi = xki , για κάθε i = 1, 2, . . . , n.
Απόδειξη: ΄Εστω n = 2. Θέτουµε x1 = (α, δ1) και x2 = (α, δ2). Τότε xk1 = (α, δ1)

k = (αk, δk1) =
= (δ1δ2, δ

k
1) = δ1(δ2, δ

k−1
1 ) = 1, από το (i) του πορίσµατος 1.22. Ανάλογα παίρνουµε xk2 = δ2. ΄Εστω

τώρα n > 2. Τότε αk = δ1δ, όπου δ = δ2 · · · δn. Προφανώς (δ1, δ) = 1. Εφαρµόζοντας την προηγούµενη
περίπτωση, συνάγουµε ότι υπάρχουν x1, β > 0 µε xk1 = δ1 και βk = δ = δ2 · · · δn. Με επαγωγή προκύπτει
ότι υπάρχουν x2, . . . , xn > 0 τέτοιοι, ώστε xki = δi, για κάθε i = 2, 3, . . . , n. �

Αν α ∈ Z, ϑέτουµε Ε(α) = {λα | λ ∈ Z και λα > 0} για το σύνολο των ϑετικών πολλαπλασίων του
α. Αν α = 0, τότε Ε(α) = ∅, γιατί το µόνο ακέραιο πολλαπλάσιο του µηδενός είναι το µηδέν. Για το λόγο
αυτό στα επόµενα όταν γράφουµε Ε(α), ϑα υποθέτουµε ότι α 6= 0.

Ορισµός 1.26. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn ∈ Z \ {0}. Το ελάχιστο στοιχείο του Ε(α1) ∩ Ε(α2) ∩ · · · ∩ Ε(αn)
ονοµάζεται ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των α1, α2, . . . , αn και συµβολίζεται µε [α1, α2, . . . , αn].

Επειδή Ε(α) = Ε(|α|), για κάθε α ∈ Z \ {0}, ϑα έχουµε [α1, α2, . . . , αn] = [|α1|, |α2|, . . . , |αn|].

Πρόταση 1.27. Αν ε = [α1, α2, . . . , αn], τότε κάθε κοινό πολλαπλάσιο των α1, α2, . . . , αn διαιρείται από το
ε.
Απόδειξη: ΄Εστω ε′ ένα κοινό πολλαπλάσιο των α1, α2, . . . , αn. ∆ιαιρούµε το ε′ µε το ε και παίρνουµε
ε′ = επ + υ, όπου 0 ≤ υ < ε. Εφόσον αi | ε′ και αi | ε, για κάθε i = 1, 2, . . . , n, έχουµε αi | υ, για κάθε
i = 1, 2, . . . , n. ΄Αρα το υ είναι κοινό πολλαπλάσιο των α1, α2, . . . , αn και επειδή το ε είναι το ελάχιστο κοινό
ϑετικό πολλαπλάσιο των α1, α2, . . . , αn, ϑα πρέπει υ = 0, ήτοι ε | ε′. �

Πρόταση 1.28. Αν n ≥ 3, α1, α2, . . . , αn µη µηδενικοί ακέραιοι και 1 < k < n, τότε
[α1, α2, . . . , αn] = [[α1, . . . , αk], [αk+1, . . . , αn]].

Απόδειξη: ΄Εστω ε = [α1, α2, . . . , αn], ε′ = [ε1, ε2], όπου ε1 = [α1, . . . , αk] και ε2 = [αk+1, . . . , αn]. Εφόσον
αi | ε1, για κάθε i = 1, . . . , k, και ε1 | ε′ = [ε1, ε2], ϑα έχουµε αi | ε′, για κάθε i = 1, . . . , k. Επίσης, αi | ε2,
για κάθε i = k + 1, . . . , n και ε2 | [ε1, ε2] = ε′. ΄Αρα αi | ε′, για κάθε i = 1, 2, . . . , n και κατά συνέπεια
ε = [α1, α2, . . . , αn] | ε′. Αντιστρόφως, αi | ε, για κάθε i = 1, . . . , k. ΄Αρα ε1 = [α1, . . . , αk] | ε. Οµοίως αi | ε,
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για κάθε i = k + 1, . . . , n. ΄Αρα ε2 = [αk+1, . . . , αn] | ε. Αφού ε1 | ε και ε2 | ε, έπεται ότι ε′ = [ε1, ε2] | ε.
΄Εχουµε λοιπόν ε | ε′ και ε′ | ε. ΄Αρα ε = ε′. �

Πρόταση 1.29. ΄Εστω λ, α1, α2, . . . , αn µη µηδενικοί ακέραιοι. Τότε
[λα1, λα2, . . . , λαn] = |λ| · [α1, α2, . . . , αn].

Απόδειξη: ΄Εστω λ, α1, α2, . . . , αn > 0, ε = [α1, α2, . . . , αn] και ε′ = [λα1, λα2, . . . , λαn]. Τότε λαi | ε′ ⇔
⇔ αi

∣∣∣ ε
′

λ
, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Εποµένως ε

∣∣∣ ε
′

λ
⇔ λε | ε′. Αντιστρόφως, αi | ε ⇔ λαi | λε, για

κάθε i = 1, 2, . . . , n. ΄Αρα ε′ | λε. Τελικώς ε′ = λε. Στη γενική περίπτωση έχουµε: [λα1, λα2, . . . , λαn] =
= [|λα1|, |λα2|, . . . , |λαn|] = |λ| · [|α1|, |α2|, . . . , |αn|] = |λ| · [α1, α2, . . . , αn]. �

Στη συνέχεια ϑα ϐρούµε έναν τύπο που να συνδέει το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο δύο αριθµών µε τον
µέγιστο κοινό διαιρέτη τους.

Θεώρηµα 1.30. ΄Εστω α, β ∈ Z \ {0}. Τότε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των α και β δίνεται από τον

τύπο: [α, β] =
|α||β|
(α, β)

.

Απόδειξη: Επειδή [α, β] = [|α|, |β|], µπορούµε να υποθέσουµε ότι α, β > 0. ΄Εστω δ = (α, β) και ε ένα

κοινό πολλαπλάσιο των α και β. ΄Εχουµε α | ε⇔ α

δ

∣∣∣ ε
δ

και β | ε⇔ β

δ

∣∣∣ ε
δ
. Επειδή

(
α

δ
,
β

δ

)
= 1, σύµφωνα

µε το (iii) της πρότασης 1.21, αβ
δ2

=
α

δ
· β
δ

∣∣∣ ε
δ
⇒ αβ

δ

∣∣ ε. Εποµένως ε = κ · αβ
δ

, όπου κ ∈ Z. Προφανώς το
αβ

δ
= α · β

δ
=
α

δ
· β είναι κοινό πολλαπλάσιο των α και β. Εφόσον υποθέσαµε ότι α, β > 0, το αβ

δ
είναι το

ελάχιστο (ϑετικό) κοινό πολλαπλάσιο των α και β και διαιρεί κάθε άλλο κοινό πολλαπλάσιο αυτών.
Στη γενικότερη περίπτωση όπου α, β 6= 0 παρατηρούµε ότι [α, β] = [|α|, |β|] =

|α||β|
(|α|, |β|) =

|α||β|
(α, β)

. �

Πόρισµα 1.31. Αν (α, β) = 1, τότε [α, β] = |α||β|. �

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 20. Οι διαιρέσεις των 253 και 525 µε έναν ϑετικό ακέραιο α δίνουν υπόλοιπο 15. Ποιες είναι οι
δυνατές τιµές του α;
Λύση: ΄Εχουµε 253 = απ1 + 15 και 525 = απ2 + 15. Εποµένως α | 253− 15 = 238 και α | 525− 15 = 510.
Εποµένως α | (238, 510) = (238, 510 − 2 · 238) = (238, 34) = (7 · 34, 34) = 34 = 2 · 17. Επειδή 2 < 15,
οι δυνατές τιµές είναι α = 17 ή α = 34. Πράγµατι, 253 = 7 · 34 + 15 και 525 = 15 · 34 + 15, άρα και
253 = 14 · 17 + 15 και 525 = 30 · 17 + 15. �

΄Ασκηση 21. ΄Εστω α > β > 0. Με την εφαρµογή του ευκλείδειου αλγορίθµου για τον υπολογισµό του
(α, β) ϐρίσκουµε διαδοχικά πηλίκα 1, 2, 1, 20 και 4. Αν (α, β) = 4, να ϐρείτε τους α και β.
Λύση: ΄Εχουµε τις σχέσεις :

α = β + υ1

β = 2υ1 + υ2

υ1 = υ2 + υ3

υ2 = 20υ3 + υ4

υ3 = 4υ4





Το υ4 είναι λοιπόν ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β. Εποµένως υ4 = 4. ΄Αρα υ3 = 4 · 4 = 16,
υ2 = 20 · 16 + 4 = 324, υ1 = 324 + 16 = 340, β = 2 · 340 + 324 = 1004 και α = 1004 + 340 = 1344. �

΄Ασκηση 22. ∆είξτε ότι αν α1, α2, . . . , αn είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους ϑετικοί ακέραιοι, τότε
[α1, α2, . . . , αn] = α1α2 · · ·αn.

Απόδειξη: Για n = 2 η πρόταση ισχύει (πόρισµα 1.31). ΄Εστω ότι ισχύει για n ≥ 2. Θα δείξουµε ότι
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ισχύει για n + 1. ΄Εστω τώρα α1, α2, . . . , αn, αn+1 ϑετικοί ακέραιοι, ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους. Τότε
[α1, α2, . . . , αn, αn+1] = [[α1, α2, . . . , αn], αn+1] = [α1α2 · · ·αn, αn+1], από επαγωγική υπόθεση. Με ϐάση
το (ii) της πρότασης 1.21 έχουµε (α1α2 · · ·αn, αn+1) = 1, οπότε η απόδειξη ανάγεται στην περίπτωση
n = 2. �

΄Ασκηση 23. ΄Εστω α, β ϑετικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους. Τότε (α+β, α−β) = 1 ή 2. Πότε (α+β, α−
β) = 1 και πότε (α + β, α− β) = 2;
Απόδειξη: ΄Εστω δ = (α + β, α − β). Τότε δ | (α + β) + (α − β) = 2α και δ | (α + β) − (α − β) = 2β.
Εποµένως δ | (2α, 2β) = 2(α, β) = 2. ΄Αρα δ = 1 ή δ = 2. Επειδή (α, β) = 1, η περίπτωση και οι δύο
να είναι άρτιοι αποκλείεται. ΄Εστω ότι ο ένας είναι άρτιος και ο άλλος περιττός. Τότε οι αριθµοί α + β και
α − β είναι περιττοί. Εποµένως και ο µέγιστος κοινός διαιρέτης τους είναι περιττός. Σ᾿ αυτή λοιπόν την
περίπτωση προκύπτει ότι δ = 1. Αν και οι δύο είναι περιττοί, τότε οι αριθµοί α + β και α− β είναι άρτιοι.
Το ίδιο και ο µέγιστος κοινός διαιρέτης τους. ΄Αρα, σ᾿ αυτή την περίπτωση δ = 2. �

΄Ασκηση 24. Για κάθε k ≥ 1 οι αριθµοί 6k + 5 και 7k + 6 είναι σχετικώς πρώτοι.
Απόδειξη: ΄Εστω δ = (6k + 5, 7k + 6). Τότε δ | (7k + 6) − (6k + 5) = k + 1. ΄Αρα δ | 6(k + 1) = 6k + 6.
Εφόσον δ | 6k + 5 και δ | 6(k + 1) = 6k + 6, παίρνουµε δ | (6k + 6)− (6k + 5) = 1. �

΄Ασκηση 25. Αν α, β, γ είναι περιττοί, να δείξετε ότι (α, β, γ) =

(
α + β

2
,
β + γ

2
,
γ + α

2

)
.

Απόδειξη: ΄Εστω δ = (α, β, γ) και δ′ =

(
α + β

2
,
β + γ

2
,
γ + α

2

)
. Επειδή οι α, β, γ είναι περιττοί, και ο

δ είναι περιττός. Τώρα, δ | α και δ | β. ΄Αρα δ | α + β = 2 · α + β

2
. Αλλά (δ, 2) = 1. Από το λήµµα του

Ευκλείδη, δ
∣∣∣ α + β

2
. Οµοίως δ

∣∣∣ β + γ

2
και δ

∣∣∣ γ + α

2
. ΄Αρα δ | δ′.

Τώρα, δ′
∣∣∣ α + β

2
και δ′

∣∣∣ β + γ

2
. ΄Αρα δ′

∣∣∣ α + β

2
− β + γ

2
=

α− γ
2

. Επίσης δ′
∣∣∣ γ + α

2
. Εποµένως

δ′
∣∣∣ γ + α

2
+
α− γ

2
= α. Με συµµετρικούς συλλογισµούς συµπεραίνουµε ότι δ′ | β και δ′ | γ. Επο-

µένως δ′ | (α, β, γ) = δ. �

΄Ασκηση 26. Υπενθυµίζουµε ότι ένα κλάσµα α

β
λέγεται ανάγωγο αν (α, β) = 1. ∆είξτε ότι για κάθε n ∈ Z,

το κλάσµα 15n2 + 8n+ 6

30n2 + 21n+ 13
είναι ανάγωγο.

Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς παρατηρούµε ότι οι διακρίνουσες των τριωνύµων 15n2 + 8n+ 6 και 30n2 + 21n+ 13
είναι αρνητικές και κατά συνέπεια, αφ᾿ ενός ορίζεται το κλάσµα και αφ᾿ ετέρου οι όροι του είναι πάντοτε
ϑετικοί. ΄Εστω δ = (15n2 + 8n + 6, 30n2 + 21n + 13). ΄Εχουµε: δ = (15n2 + 8n + 6, 30n2 + 21n + 13) =
= (30n2 + 21n + 13 − 2(15n2 + 8n + 6), 15n2 + 8n + 6) = (5n + 1, 15n2 + 8n + 6) = (5n + 1, 15n2 + 8n+
+6−3n(5n+1)) = (5n+1, 5n+6) = (5n+1, 5n+6−(5n+1)) = (5n+1, 5) = (5n+1−5n, 5) = (1, 5) = 1. �

΄Ασκηση 27. ΄Εστω α, β > 0 και ε ένα ϑετικό κοινό πολλαπλάσιο αυτών. Να δείξετε ότι µια ικανή και

αναγκαία συνθήκη για να είναι το ε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των α και β είναι η
(
ε

α
,
ε

β

)
= 1.

Απόδειξη: ΄Εστω ότι ε = [α, β] =
αβ

(α, β)
. Τότε ε

α
=

β

(α, β)
και ε

β
=

α

(α, β)
. Εποµένως

(
ε

α
,
ε

β

)
=

=

(
β

(α, β)
,

α

(α, β)

)
= 1.

Αντιστρόφως, έστω ότι
(
ε

α
,
ε

β

)
= 1. Τότε αβ = αβ

(
ε

α
,
ε

β

)
=

(
αβ · ε

α
, αβ · ε

β

)
= (β · ε, α · ε) = ε · (β, α).

Εποµένως ε =
αβ

(α, β)
= [α, β]. �
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΄Ασκηση 28. Αν α, β > 0, δείξτε ότι (α + β)[α, β] = β[α, α + β].
Απόδειξη: Πρώτα απ᾿ όλα, µε ϐάση την πρόταση 1.11, έχουµε: (α, β) = (α, α+β). Τώρα, (α+β)[α, β] =

=
(α + β)αβ

(α, β)
= β · (α + β)α

(α, α + β)
= β[α, α + β]. �

΄Ασκηση 29. Αν α, β, γ > 0, δείξτε ότι [α, β, γ] =
αβγ

(αβ, βγ, γα)
.

Απόδειξη: [α, β, γ] = [[α, β], γ] =
[α, β]γ

([α, β], γ)
=

αβγ

(α, β)([α, β], γ)
=

αβγ

((α, β)[α, β], (α, β)γ)
=

αβγ

(αβ, (αγ, βγ))

=
αβγ

(αβ, αγ, βγ)
=

αβγ

(αβ, βγ, γα)
. �

΄Ασκηση 30. ΄Εστω Α = 222 . . . 2︸ ︷︷ ︸
κ ψηφία

και Β = 888 . . . 8︸ ︷︷ ︸
λ ψηφία

, τότε (Α,Β) =
2

9
· (10(κ,λ) − 1).

Απόδειξη: ΄Εχουµε Α = 2 ·111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
κ ψηφία

= 2(10κ−1 + 10κ−2 + · · ·+ 10 + 1) = 2 · 10κ − 1

10− 1
=

2

9
· (10κ−1). Οµοίως

έχουµε Β =
8

9
· (10λ − 1). Προφανώς 9 | 10κ − 1 και 9 | 10λ − 1. Εποµένως (Α,Β) =

1

9
(2 · (10κ − 1), 8 ·

(10λ− 1)) =
2

9
(10κ− 1, 4 · (10λ− 1)). Αλλά το 10κ− 1 είναι περιττός, οπότε (10κ− 1, 4) = 1. Από το λήµµα

1.18 προκύπτει ότι (10κ− 1, 4 · (10λ− 1)) = (10κ− 1, 10λ− 1). Εποµένως (Α,Β) =
2

9
· (10κ− 1, 10λ− 1) =

=
2

9
· (10(κ,λ) − 1), σύµφωνα µε την άσκηση 1.19. �

΄Ασκηση 31. Αν α, β, γ > 0, τότε :
(i) Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο είναι επιµεριστικό ως προς τον µέγιστο κοινό διαιρέτη, δηλαδή [(α, β), γ] =
= ([α, γ], [β, γ]).
(ii) Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης είναι επιµεριστικός ως προς το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, δηλαδή
([α, β], γ) = [(α, γ), (β, γ)].
Απόδειξη: (i) ΄Εστω δ = (α, β). Τότε [(α, β), γ] = [δ, γ] =

δγ

(δ, γ)
=

δγ

(α, β, γ)
. Από την άλλη µεριά, ϑέτουµε

α1 =
α

(α, β)
και α1 =

β

(α, β)
. Γνωρίζουµε ότι (α1, β1) = 1. Τώρα, ([α, γ], [β, γ]) =

(
αγ

(α, γ)
,
βγ

(β, γ)

)
=

= γ

(
α

(α, γ)
,

β

(β, γ)

)
= γ

(
α1δ

(α1δ, γ)
,

β1δ

(β1δ, γ)

)
.

Παρατηρούµε ότι α1δ

(α1δ, γ)
=

α1
δ

(δ, γ)

(α1δ, γ)

(δ, γ)

=

α1
δ

(δ, γ)(
α1

δ

(δ, γ)
,

γ

(δ, γ)

) . Αλλά
(

δ

(δ, γ)
,

γ

(δ, γ)

)
= 1. Εποµένως

(
α1

δ

(δ, γ)
,

γ

(δ, γ)

)
=

(
α1,

γ

(δ, γ)

)
. Συνεπώς α1δ

(α1δ, γ)
=

δ

(δ, γ)

α1(
α1,

γ

(δ, γ)

) =
δ

(α, β, γ)
· x1, όπου x1 =

=
α1(

α1,
γ

(δ, γ)

) . Προφανώς x1 | α1. Οµοίως β1δ

(β1δ, γ)
=

δ

(α, β, γ)
· y1, όπου y1 =

β1(
β1,

γ

(δ, γ)

) . Επίσης,

y1 | β1. Εφόσον x1 | α1, y1 | β1 και (α1, β1) = 1, προκύπτει ότι (x1, y1) = 1.

Εποµένως ([α, γ], [β, γ]) = γ

(
α1δ

(α1δ, γ)
,

β1δ

(β1δ, γ)

)
= γ

(
δ

(α, β, γ)
· x1,

δ

(α, β, γ)
· y1
)

=
γδ

(α, β, γ)
(x1, y1) =

=
γδ

(α, β, γ)
.

Σηµειώνουµε εδώ ότι υπάρχει ο περισσότερο «µπακαλίστικος» αλλά εξίσου αποτελεσµατικός και ϕυσικά
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πιο εύκολος τρόπος : [(α, β), γ] = ([α, γ], [β, γ]) ⇔ (α, β)γ

(α, β, γ)
=

(
αγ

(α, γ)
,
βγ

(β, γ)

)
⇔ ��

���(α, β, γ)(α, γ)(β, γ)

(α, β)�γ

���
��(α, β, γ)

= (α, β, γ)(α, γ)(β, γ)�γ

(
α

(α, γ)
,

β

(β, γ)

)
⇔ (α, γ)(β, γ)(α, β) = (α, β, γ)

(
��

��(α, γ)(β, γ)
α

�
��
�(α, γ)
,

(α, γ)��
��(β, γ)

β

��
��(β, γ)

)
⇔ (αβ, βγ, αγ, γ2)(α, β) = (α, β, γ)(αβ, αγ, αβ, βγ) = (α, β, γ)(αβ, αγ, βγ)⇔

⇔ (α2β, αβγ, α2γ, αγ2, αβ2, β2γ, αβγ, βγ2) = (α2β, α2γ, αβγ, αβ2, αβγ, β2γ, αβγ, αγ2, βγ2)⇔
⇔ (α2β, α2γ, β2α, β2γ, γ2α, γ2β, αβγ) = (α2β, α2γ, β2α, β2γ, γ2α, γ2β, αβγ).

(ii) ΄Εστω δ = (α, β), α1 =
α

δ
και β1 =

β

δ
. ΄Εχουµε: ([α, β], γ) =

(
αβ

δ
, γ

)
=

(
α1β1δ

2

δ
, γ

)
= (α1β1δ, γ) =

= (δ, γ)

(
α1β1

δ

(δ, γ)
,

γ

(δ, γ)

)
=(

δ
(δ,γ)

, γ
(δ,γ)

)
=1

(α, β, γ)

(
α1β1,

γ

(δ, γ)

)
=

πρόταση 1.21.(iv)
(α, β, γ)

(
α1,

γ

(α, β, γ)

)
·

(
β1,

γ

(α, β, γ)

)
, γιατί προφανώς (δ, γ) = (α, β, γ).

Από την άλλη µεριά έχουµε: [(α, γ), (β, γ)] =
(α, γ)(β, γ)

((α, γ), (β, γ))
=

(α1δ, γ)(β1δ, γ)

(α, β, γ)
= (δ, γ)2

(α1δ, γ)

(δ, γ)

(β1δ, γ)

(δ, γ)

(α, β, γ)
=

= (α, β, γ)

(
α1

δ

(δ, γ)
,

γ

(δ, γ)

)(
β1

δ

(δ, γ)
,

γ

(δ, γ)

)
=(

δ
(δ,γ)

, γ
(δ,γ)

)
=1

(α, β, γ)

(
α1,

γ

(δ, γ)

)(
β1,

γ

(δ, γ)

)
=

= (α, β, γ)

(
α1,

γ

(α, β, γ)

)(
β1,

γ

(α, β, γ)

)
.

Και η «µπακαλίστικη» λύση: ([α, β], γ) = [(α, γ), (β, γ)]⇔
(

αβ

(α, β)
, γ

)
=

(α, γ)(β, γ)

((α, γ), (β, γ))
⇔
(

αβ

(α, β)
, γ

)
=

=
(α, γ)(β, γ)

(α, β, γ)
⇔ (α, β, γ)(α, β)

(
αβ

(α, β)
, γ

)
=���

��(α, β, γ)(α, β)
(α, γ)(β, γ)

��
���(α, β, γ)

⇔

⇔ (α, β, γ)

(
��
��(α, β)

αβ

��
��(α, β)
, (α, β)γ

)
= (α, β)(α, γ)(β, γ)⇔ (α, β, γ)(αβ, αγ, βγ) = (α2, αγ, βα, βγ)(β, γ)⇔

⇔ (α2β, α2γ, αβγ, αβ2, αγβ, β2γ, αβγ, αγ2, βγ2) = (α2β, αγβ, β2α, β2γ, α2γ, αγ2, αβγ, βγ2)⇔
⇔ (αβ, α2γ, β2α, β2γ, γ2α, γ2β, αβγ) = (αβ, α2γ, β2α, β2γ, γ2α, γ2β, αβγ). �

΄Ασκηση 32. (Πυθαγόρειες Τριάδες) Από τα σχολικά µας χρόνια µας είναι γνωστό ίσως το πιο διάσηµο
Θεώρηµα των Μαθηµατικών. Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα: Αν έχουµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες
πλευρές µε µήκη x και y και υποτείνουσα µε µήκος z, τότε ισχύει η σχέση:

x2 + y2 = z2 (1)

 

z

y

x

Γ

BA

Σχήµα 1

Τίθεται το ερώτηµα: µπορούµε να ϐρούµε έναν τύπο, ο οποίος να µας δίνει τις πλευρές όλων των ορθογωνίων
τριγώνων, όταν τα µήκη των πλευρών είναι ακέραιοι αριθµοί ; Με άλλα λόγια µπορούµε να ϐρούµε όλες τις
ακέραιες λύσεις της εξίσωσης x2 + y2 = z2;
Λύση: Παρατήρηση 1η: ∆εν ενδιαφερόµαστε για λύσεις στις οποίες κάποιος από τους x, y και z είναι
µηδέν. Αυτές λέγονται τετριµµένες λύσεις και δεν αντιστοιχούν σε τρίγωνο.
Παρατήρηση 2η: Αν ϑέλουµε και αρνητικές λύσεις, αρκεί να ϐρούµε τις ϑετικές. Αν (x, y, z) είναι µια
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ϑετική λύση, τότε και η (±x,±y,±z) είναι επίσης λύση της (1), για όλες τις επιλογές των προσήµων.
Παρατήρηση 3η: Επειδή αν (x, y, z) είναι λύση της (1), τότε και η (λx, λy, λz) είναι λύση της (1), αρκεί να
ϐρούµε τις λύσεις (x, y, z) για τις οποίες ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των x, y και z είναι 1. Αυτές λέγονται
πρωταρχικές λύσεις. Παρατηρούµε τα εξής : Αν δ = (x, y, z), όπου x2 + y2 = z2, τότε δ | (x, y), δ | (x, z)
και δ | (y, z). Αντιστρόφως, αν δ′ είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης δύο από τους x, y και z, τότε δ′ = δ.
Πράγµατι, έστω δ′ = (x, y). Τότε δ′2 = (x2, y2) = (x2, y2 + x2) = (x2, z2) = (x, z)2 και άρα δ′ = (x, z).
΄Αρα δ′ | (x, y, z) = δ. Επειδή δ | δ′, έχουµε δ = (x, y, z) = (x, y) = δ′. Οµοίως, αν δ′ = (y, z), τότε
δ′2 = (y2, z2) = (y2, z2 − y2) = (y2, x2) = (x, y)2 και άρα δ′ = (x, y). ΄Αρα δ′ | (x, y, z) = δ. Επειδή δ | δ′,
έχουµε δ = (x, y, z) = (x, y) = δ′. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι για να έχουµε µια πρωταρχική τριάδα, αρκεί
δύο από τους x, y και z να είναι πρώτοι µεταξύ τους.
Τώρα, για τους παραπάνω λόγους, δεν µπορούν και οι δύο x και y να είναι άρτιοι. ΄Αρα ή είναι και οι δύο
περιττοί ή ο ένας άρτιος και ο άλλος περιττός.
Ας εξετάσουµε πρώτα την περίπτωση που και οι δύο x και y είναι περιττοί. Στο παράδειγµα 1.4 (ii) είδαµε ότι
το τετράγωνο ενός περιττού είναι της µορφής 8λ+1. ΄Αρα σ᾿ αυτήν την περίπτωση x2+y2 = 8λ+1+8λ′+1 =
= 2(4(λ + λ′) + 1). Ο z2 = x2 + y2 είναι αναγκαστικά άρτιος, άρα και ο z. ΄Εστω z = 2r. Τότε z2 = 4r2.
Εποµένως ϑα έχουµε 2(4(λ+ λ′) + 1) = 4r2 ⇔ 4(λ+ λ′) + 1 = 2r2, δηλαδή περιττός ίσον άρτιος, άτοπο.
Συµπέρασµα: Ο ένας από τους x, y είναι περιττός και ο άλλος άρτιος. Τότε ο z2 = x2 + y2 ϑα είναι
περιττός, άρα και ο z περιττός. Ας συµφωνήσουµε ο x να είναι περιττός και ο y άρτιος. ΄Εστω y = 2ρ. Τότε
y2 = z2 − x2 ⇔ 4ρ2 = (z + x)(z − x) και επειδή οι z + x, z − x είναι άρτιοι ως άθροισµα και διαφορά

περιττών αντίστοιχα, ϑα έχουµε ρ2 =
z + x

2
· z − x

2
. Αν δ =

(
z + x

2
,
z − x

2

)
, τότε δ

∣∣∣∣
z + x

2
+
z − x

2
= z και

δ

∣∣∣∣
z + x

2
− z − x

2
= x. Εποµένως δ | (x, z) = 1. Με ϐάση την πρόταση 1.25, το ρ γράφεται στη µορφή mn,

όπουm2 =
z + x

2
και n2 =

z − x
2

. Εποµένως x =
z + x

2
−z − x

2
= m2−n2 και z =

z + x

2
+
z − x

2
= m2+n2.

Συµπέρασµα: x = m2 − n2, y = 2mn και z = m2 + n2. Επίσης m > n για να είναι x > 0. Ακόµη, για να
είναι ο x περιττός, ϑα πρέπει ο ένας από τους m και n να είναι άρτιος και ο άλλος περιττός. Επιπροσθέτως,
για να είναι (x, z) = 1 ϑα πρέπει (m,n) = 1. Πράγµατι, αν d = (m,n), τότε d2 | m2 και d2 | n2.
΄Αρα d2 | m2 − n2 = x2 και d2 | m2 + n2 = z2. Κατά συνέπεια, (πόρισµα 1.23) d | x και d | z, άρα
d | (x, z). Αναγκαστικά λοιπόν d = (m,n) = 1. Αντίστροφα, έστω (m,n) = 1. Τότε και (m2, n2) = 1. Αν
d = (x, z) = (m2−n2,m2 +n2), τότε d | (m2−n2) + (m2 +n2) = 2m2 και d | (m2 +n2)− (m2−n2) = 2n2.
΄Αρα d | (2m2, 2n2) = 2 · (m2, n2) = 2. Επειδή οι x και z είναι περιττοί και το d ϑα πρέπει να είναι περιττός.
Εποµένως d = (x, z) = 1. Από όλα τα παραπάνω προκύπτει το εξής συµπέρασµα:
Οι ϑετικές πρωταρχικές λύσεις της εξίσωσης x2 + y2 = z2 είναι της µορφής: x = m2 − n2, y = 2mn και
z = m2 + n2, όπου m > n, (m,n) = 1 και ο ένας από τους m, n είναι άρτιος και ο άλλος περιττός.
Σηµειώνουµε εδώ ότι ϑα µπορούσαµε να εναλλάξουµε τις κάθετες πλευρές x και y του ορθογωνίου τριγώνου
και να πάρουµε x = 2mn, y = m2 − n2 και z = m2 + n2, αλλά κάτι τέτοιο είναι µάλλον άχρηστο αφού τα
τρίγωνα παραµένουν ίσα. Τελικό συµπέρασµα:
Οι ακέραιες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου δίνονται από τους τύπους x = t(m2 − n2),
y = 2tmn και z = t(m2 + n2), όπου t > 0, m > n, (m,n) = 1 και ένας εκ των m και n είναι
άρτιος και ο άλλος περιττός. �

Παράδειγµα 1.32. (i) Αν ϑέσουµε m = 7 και n = 2, ϑα πάρουµε x = 72 − 22 = 45, y = 2 · 7 · 2 = 28 και
z = 72 + 22 = 53. Τότε x2 + y2 = 452 + 282 = 2025 + 784 = 2809 = 532 = z2.
(ii) Αν ϑέσουµε m = 8 και n = 3, ϑα πάρουµε x = 82 − 32 = 55, y = 2 · 8 · 3 = 48 και z = 82 + 32 = 73.
Τότε x2 + y2 = 552 + 482 = 3025 + 2304 = 5329 = 732 = z2.
(iii) Αν ϑέσουµεm = 10 και n = 9, ϑα πάρουµε x = 102−92 = 19, y = 2·10·9 = 180 και z = 102+92 = 181.
Τότε x2 + y2 = 192 + 1802 = 361 + 32400 = 32761 = 1812 = z2. �

΄Ασκηση 33. ∆ίνεται ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α̂ = 90ο), του οποίου οι πλευρές έχουν ακέραια µήκη.
Τότε και το µήκος της ακτίνας ρ του εγγεγραµµένου κύκλου είναι ακέραιος.
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1.2. Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης και Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο

 

ρ

ρ

ρ

Ι

A B

Γ

Σχήµα 2

Απόδειξη: Το εµβαδόν Ε του τριγώνου ΑΒΓ ισούται µε το ηµιγινόµενο των καθέτων πλευρών, ήτοι Ε =
= 1

2
t(m2 − n2)2tmn = 2t2(m2 − n2)mn, όπου t,m, n όπως προηγουµένως. Επίσης, Ε = ρτ , όπου τ =

= 1
2
(t(m2 − n2) + 2tmn+ t(m2 + n2)) = tm(m+ n) η ηµιπερίµετρος αυτού.

Εποµένως ρ =
2t2(m2 − n2)mn

tm(m+ n)
= 2tn(m− n) ∈ Z. �

΄Ασκηση 34. Αν n ϑετικός ακέραιος και k ϑετικός περιττός ακέραιος, τότε
1 + 2 + 3 + · · ·+ n | 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk.

Απόδειξη: Ως γνωστόν 1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n+ 1)

2
. Θέτουµε Sn = 1k + 2k + 3k + · · · + nk.

Παρατηρούµε ότι 2Sn = (1k + nk) + (2k + (n − 1)k) + (3k + (n − 2)k) + · · · + (nk + 1k). Κάθε πα-
ϱένθεση είναι της µορφής µk + (n − µ + 1)k, όπου µ = 1, 2, . . . , n. Επειδή το k περιττός, έχουµε
µk+(n−µ+1)k = (µ+n−µ+1)

(
µk−1−µk−2(n−µ+1)+µk−3(n−µ+1)2−· · ·+(n−µ+1)k−1

)
= (n+1)·Αµ,

όπου Αµ η αντίστοιχη παρένθεση. Εποµένως n+1 | 2Sn, για κάθε ϑετικό n. Παρατηρούµε επίσης ότι 1 | 2S1.
Υποθέτουµε ότι n ≥ 2. Τότε n = (n − 1) + 1 | Sn−1 και 2Sn = 2Sn−1 + 2nk. Εφόσον n | Sn−1, έπεται ότι

n | 2Sn. Επειδή n, n+ 1 | 2Sn και (n, n+ 1) = 1, έπεται ότι n(n+ 1) | 2Sn ⇔
n(n+ 1)

2

∣∣∣ Sn. �

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

19. ΄Εστω (α, β) = 1 και αx+ βy = 1. Ποιος είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των x και y;

20. Αληθεύει ότι αν r | s+ t και (s, t) = 1, τότε (r, s) = (r, t) = 1;

21. Βρείτε τους ακόλουθους µέγιστους κοινούς διαιρέτες : (143, 227), (306, 657) και (272, 1479).

22. Χρησιµοποιώντας τον ευκλείδειο αλγόριθµο, ϐρείτε x, y ∈ Z τέτοιους, ώστε :
(i) (56, 72) = 56x+ 72y.
(ii) (24, 138) = 24x+ 138y.
(ii) (651, 395) = 651x+ 395y.
(iv) (1769,−2378) = 1769x+ (−2378)y.

23. Υποθέτουµε ότι (α, β) = 1. Αποδείξτε τα ακόλουθα:
(i) (2α + β, α + 2β) = 1 ή 3.
(ii) (α + β, α2 + β2) = 1 ή 2.
(iii) (α + β, α2 − αβ + β2) = 1 ή 3.
(iv) (α2 − β2, 2αβ) = 1 ή 2.

24. ΄Εστω α > 1 και m,n ϑετικοί ακέραιοι. ∆είξτε ότι ισχύει η ισοδυναµία
[αm − 1, αn − 1] = α[m,n] − 1⇔

(
m | n ή n | m

)
.

25. Αν α, β είναι µη µηδενικοί ακέραιοι, τότε (α, β) = [α, β] αν και µόνον αν α = ±β.
26. Να ϐρεθούν ακέραιοι x, y, z τέτοιοι, ώστε :

(i) (147, 28, 6) = 147x+ 28y + 6z.
(ii) (198, 288, 512) = 198x+ 288y + 512z.
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27. Να δείξετε ότι για κάθε κ ∈ Z το κλάσµα κ2 + 3κ+ 2

2κ+ 3
είναι ανάγωγο.

28. ΄Εστω f1 = f2 = 1, f3 = 2, f4 = 3, f5 = 5, f6 = 8,. . .,fn+2 = fn+1 + fn,. . . η ακολουθία του Fibonacci.
∆είξτε ότι (fn, fn+1) = 1, για κάθε n = 1, 2, . . .

29. Να ϐρεθεί ο (n! + 1, (n+ 1)! + 1), όπου n ϑετικός ακέραιος.

30. Αληθεύει ότι αν (r, s) = (u, v) = 1 και r
s

+
u

v
∈ Z, τότε s = ±v;

31. ΄Εστω k ϑετικός ακέραιος. Να ϐρεθεί ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθµών 5k − 4 και 9k − 7.

32. ∆είξτε ότι αν αβ′ − α′β = ±1, τότε (α + α′, β + β′) = 1.

33. ∆είξτε ότι (α, β) = (α + β, [α, β])

34. Να ϐρείτε τους ακεραίους αριθµούς α, β για τους οποίους ισχύουν : (α, β) = 12, [α, β] = 420 και
20 < α < β.

35. ΄Εστω x, y, α, β ϑετικοί ακέραιοι. Υποθέτουµε ότι (α, β) = 1 και xα = yβ. ∆είξτε ότι υπάρχει ϑετικός
ακέραιος n τέτοιος, ώστε x = nβ και y = nα.

36. Να ϐρείτε όλους τους ϑετικούς ακεραίους αριθµούς x, y, µε x ≤ y και x+ y − 1 = [x, y].

37. ∆είξτε ότι (ακ, βλ) = (α, β)(κ, λ)

(
α

(α, β)
,

κ

(κ, λ)

)(
β

(α, β)
,

λ

(κ, λ)

)
.

1.3 Πρώτοι Αριθµοί

Ορισµός 1.33. ΄Ενας ϑετικός ακέραιος µεγαλύτερος του 1 λέγεται πρώτος, αν οι µοναδικοί ϑετικοί διαι-
ϱέτες του είναι το 1 και ο εαυτός του. ΄Ενας ϑετικός ακέραιος µεγαλύτερος του 1, ο οποίος δεν είναι πρώτος,
λέγεται σύνθετος.

Για παράδειγµα, οι αριθµοί, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 κτλ, είναι πρώτοι, ενώ οι αριθµοί 4, 6, 8, 9,
10, 12, 14, 15 κτλ, είναι σύνθετοι. Είναι σαφές ότι ο µοναδικός άρτιος πρώτος είναι το 2. Από τον ορισµό
των πρώτων αριθµών προκύπτει το επόµενο συµπέρασµα:

Πρόταση 1.34. ΄Εστω α ∈ Z και p, q πρώτοι. Τότε

(i) (α, p) =

{
p, αν p | α
1, αν p - α

(ii) Ισχύει η ισοδυναµία p | q ⇔ p = q.

(iii) Αν p | α, q | β και (α, β) = 1, τότε p 6= q.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω δ = (α, p). Τότε δ | p και επειδή ο p είναι πρώτος, δ = 1 ή δ = p. Στη δεύτερη
περίπτωση παίρνουµε p | α.
(ii) Αν p | q και p 6= q, τότε το q δεν ϑα ήταν πρώτος, αφού ϑα είχε και άλλον διαιρέτη εκτός του 1 και του
εαυτού του.
(iii) Αν p = q, τότε ϑα είχαµε p | α και p | β. ΄Αρα p | (α, β) = 1, άτοπο. �

Πόρισµα 1.35. Αν p πρώτος και p | α1α2 · · ·αn, τότε p | αi, για κάποιο i = 1, 2, . . . , n.
Απόδειξη: Για n = 1, η πρόταση είναι τετριµµένη. ΄Εστω n > 1. Αν p | α1, έχει καλώς. Αν όχι, τότε µε ϐάση
το (i) της πρότασης 1.34, (p, α1) = 1, ΄Αρα, µε ϐάση το λήµµα του Ευκλείδη (λήµµα 1.17), p | α2 · · ·αn. Το
αποτέλεσµα προκύπτει µε επαγωγή επί του n. �

Θα αποδείξουµε ότι κάθε ϑετικός ακέραιος µεγαλύτερος του 1 αναλύεται κατά µοναδικό τρόπο σε γινόµενο
πρώτων αριθµών. Ξεκινάµε µε το επόµενο λήµµα:
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Λήµµα 1.36. Κάθε ϑετικός ακέραιος α > 1 έχει έναν πρώτο διαιρέτη.
Απόδειξη: Για α = 2, ο ίδιος ο 2 είναι πρώτος διαιρέτης του εαυτού του. ΄Εστω ότι το λήµµα ισχύει για όλους
τους ακεραίους β µε 1 < β < α. Θα δείξουµε ότι και ο α έχει έναν πρώτο διαιρέτη. Αν ο α είναι πρώτος,
τότε ο ίδιος είναι διαιρέτης του εαυτού του. ΄Εστω λοιπόν ότι ο α δεν είναι πρώτος, άρα σύνθετος. Τότε ο α
έχει γνήσιους διαιρέτες, διαφορετικούς της µονάδας, δηλαδή το σύνολο Α= {d ∈ Z| 1 < d < α και d | α}
δεν είναι κενό. Προφανώς είναι κάτω ϕραγµένο (από το 2) και κατά συνέπεια έχει (µοναδικό) ελάχιστο
στοιχείο, το οποίο συµβολίζουµε µε p. Θα δείξουµε ότι ο p είναι πρώτος. Από τον ορισµό του συνόλου Α
έχουµε 1 < p. Αν ο p είχε κάποιον διαιρέτη, ας πούµε k, µε 1 < k < p, τότε ο k ϑα ήταν διαιρέτης και του
α, άρα k ∈ Α, άτοπο γιατί ο p είναι το ελάχιστο στοιχείο του συνόλου Α. �

Πόρισµα 1.37. ∆ύο ακέραιοι α, β µεγαλύτεροι του 1, είναι πρώτοι µεταξύ τους αν και µόνον αν έχουν
διαφορετικούς πρώτους διαιρέτες. Γενικότερα, δύο ακέραιοι α, β µε |α| ≥ 2 και |β| ≥ 2 είναι πρώτοι
µεταξύ τους αν και µόνον αν έχουν διαφορετικούς πρώτους διαιρέτες.
Απόδειξη: ΄Εστω α, β > 1. Αν (α, β) = 1, τότε οι α και β έχουν διαφορετικούς πρώτους διαιρέτες,
σύµφωνα µε το (iii) της πρότασης 1.34. Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι οι α και β έχουν διαφορετικούς
πρώτους διαιρέτες. ΄Εστω δ = (α, β). Αν δ > 1, τότε ο δ ϑα είχε έναν πρώτο διαιρέτη p. Επειδή ο δ διαιρεί
και τον α και τον β και ο p διαιρεί τον δ, ο p ϑα διαιρούσε και τον α και τον β. ΄Ατοπο. Η γενικότερη
περίπτωση προκύπτει από τη σχέση (α, β) = (|α|, |β|). �

Λήµµα 1.38. Κάθε ϑετικός ακέραιος α > 1 αναλύεται σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.
Απόδειξη: Αν ο α ήταν κάποιος πρώτος p, τότε η «ανάλυση» α = p είναι η τετριµµένη (αποδεκτή όµως)
ανάλυση, µε πλήθος παραγόντων 1. Μια τέτοια περίπτωση είναι η α = 2.
΄Εστω ότι ο α είναι σύνθετος. Με ϐάση το λήµµα 1.36, ο α έχει έναν πρώτο διαιρέτη p1. ΄Αρα α = p1α

′,
όπου α′ ϑετικός ακέραιος. Εφόσον ο α είναι σύνθετος, 1 < α′ < α. Με επαγωγή επί του α συνάγουµε
ότι ο α′ αναλύεται σε γινόµενο πρώτων, δηλαδή α′ = p2 · · · pn, όπου pi πρώτος για κάθε i = 2, . . . , n. ΄Αρα
α = p1p2p3 · · · pn. �

Θεώρηµα 1.39. (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής) Κάθε ακέραιος α > 1 αναλύεται κατά τρόπο
µοναδικό σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. ∆ηλαδή, αν α = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm, όπου n,m ϑετικοί
ακέραιοι και p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qm πρώτοι, µε p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn και q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qm, τότε n = m
και pi = qi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n.
Απόδειξη: Για n = 1 ϑα είχαµε : p1 = q1q2 · · · qm (1). Τότε και m = 1, αλλιώς το δεύτερο µέλος της
σχέσεως (1) ϑα ήταν σύνθετος αριθµός. ΄Αρα p1 = q1. Οµοίως, αν m = 1, τότε και n = 1.
΄Εστω τώρα ότι n > 1 και p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm. Επειδή p1 | q1q2 · · · qm, από το πόρισµα 1.35 προκύπτει
ότι p1 | qj, για κάποιο j = 1, 2, . . . ,m. Εποµένως p1 = qj ≥ q1. Οµοίως, q1 = pi ≥ p1, για κάποιο
i = 1, 2, . . . , n. ΄Αρα: p1 = qj ≥ q1 = pi ≥ p1. Συνεπώς p1 = q1 και άρα p2 · · · pn = q2 · · · qm. Η απόδειξη
ολοκληρώνεται µε επαγωγή επί του n. �

Συµπεράσµατα: 1o: Αν οµαδοποιήσουµε τους ίσους πρώτους, προκύπτει ότι κάθε ακέραιος α > 1
γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή α = pr11 p

r2
2 · · · prkk , όπου k = 1, 2, . . ., pi < pj για κάθε i < j και ri > 0,

για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
2o: Μερικές ϕορές είναι ϐολικό να «συµπληρώνουµε» τη γραφή pr11 p

r2
2 · · · prkk στην ανάλυση ενός ακεραί-

ου µε κάποια ri = 0. Αυτό δεν επηρεάζει το τελικό αποτέλεσµα, αφού σ᾿ αυτήν την περίπτωση ϑα είναι
prii = p0i = 1. Αυτό συνήθως γίνεται όταν ϑεωρούµε δύο ακεραίους για τους οποίους δεν ξέρουµε αν έχουν
τους ίδιους πρώτους διαιρέτες.
3o: Πολλές ϕορές δεν µας ενδιαφέρει η διάταξη των πρώτων διαιρετών. Γράφουµε απλώς α = pr11 p

r2
2 · · · prkk ,

όπου pi 6= pj για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . , k} µε i 6= j.

Πόρισµα 1.40. Κάθε ακέραιος α ∈ Z \ {−1, 0, 1} γράφεται µονοσήµαντα (αν αδιαφορήσουµε για τη διά-
ταξη των πρώτων διαιρετών του) στη µορφή α = ε · pr11 pr22 · · · prkk , (k = 1, 2, . . .) µε pi 6= pj για κάθε i 6= j και

ri > 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , k και ε =

{
1, αν α > 1

−1, αν α < −1
�
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Σηµειώνουµε εδώ ότι και το ±1 µπορεί να γραφεί στην ανωτέρω µορφή, αν ϑέσουµε r1 = r2 = · · · = rk = 0.

Λήµµα 1.41. ΄Εστω α = pr11 p
r2
2 · · · prkk και β = ps11 p

s2
2 · · · pskk , pi διαφορετικοί πρώτοι και 0 ≤ ri, si, για κάθε

i = 1, 2, . . . , k. Τότε ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ο α διαιρέτης του β είναι ri ≤ si, για κάθε
i = 1, 2, . . . , k.
Απόδειξη: Αν ri ≤ si, για κάθε i = 1, 2, . . . , k, τότε β = α · λ, όπου λ = ps1−r11 ps2−r22 · · · psk−rkk ∈ Z.
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι α | β. Τότε β = λα, για κάποιο λ ∈ Z. Εποµένως ps11 p

s2
2 · · · pskk =

= λpr11 p
r2
2 · · · prkk . Αν ri > si, για κάποιο i, τότε ps11 · · · psi−1

i−1 p
si+1

i+1 · · · pskk = λpr11 · · · pri−1

i−1 · pri−sii · pri+1

i+1 · · · prkk .
Αλλά τότε pi | ps11 · · · psi−1

i−1 p
si+1

i+1 · · · pskk , άτοπο γιατί pi 6= pj, για κάθε j ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , k}. �

Πρόταση 1.42. ΄Εστω α = pr11 p
r2
2 · · · prkk και β = ps11 p

s2
2 · · · pskk , όπου pi διαφορετικοί πρώτοι και ri, si ≥ 0,

για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Τότε :
(i) (α, β) = p

min{r1,s1}
1 p

min{r2,s2}
2 · · · pmin{rk,sk}

k και (ii) [α, β] = p
max{r1,s1}
1 p

max{r2,s2}
2 · · · pmax{rk,sk}

k .
Απόδειξη: Επειδή µπορούµε να προσθέσουµε µε µηδενικούς εκθέτες όσους pi λείπουν, µπορούµε να
υποθέσουµε ότι ένας κοινός διαιρέτης δ των α και β έχει τη µορφή δ = pt11 p

t2
2 · · · ptkk και ένα κοινό πολλα-

πλάσιο ε των α και β τη µορφή ε = pu11 p
u2
2 · · · pukk , όπου ti, ui ≥ 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

(i) Σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα, εφόσον δ | α και δ | β, ϑα πρέπει ti ≤ ri και ti ≤ si και άρα
ti ≤ min{ti, si}, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Εποµένως δ | pmin{r1,s1}

1 p
min{r2,s2}
2 · · · pmin{rk,sk}

k = d. Πάλι µε ϐάση
το προηγούµενο λήµµα και επειδή min{ti, si} ≤ ti και min{ti, si} ≤ si, ο d είναι κοινός διαιρέτης των α
και β, ο οποίος όπως δείξαµε διαιρείται από κάθε κοινό διαιρέτη των α και β. Συνεπώς d = (α, β).
(ii) Σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα, εφόσον α | ε και β | ε, ϑα πρέπει ri ≤ ui και si ≤ ui και άρα
max{ri, si} ≤ ui, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Εποµένως e = p

max{r1,s1}
1 p

max{r2,s2}
2 · · · pmax{rk,sk}

k | ε. Πάλι µε
ϐάση το προηγούµενο λήµµα και επειδή max{ti, si} ≤ ti και max{ti, si} ≤ si, το e είναι κοινό πολλαπλάσιο
των α και β, το οποίο όπως δείξαµε διαιρεί κάθε κοινό πολλαπλάσιο των α και β. Συνεπώς e = [α, β]. �

Παράδειγµα 1.43. Ας υποθέσουµε ότι α = 32 · 73 · 11 · 373 και β = 24 · 113 · 23 · 37. Γράφουµε
α = 20 · 32 · 73 · 111 · 230 · 373 και β = 24 · 30 · 70 · 113 · 231 · 371. Τότε (α, β) = 2min{0,4} · 3min{2,0} ·
7min{3,0} · 11min{1,3} · 23min{0,1} · 37min{3,1} = 20 · 30 · 70 · 111 · 230 · 371 = 11 · 37 = 407.
Επίσης, [α, β] = 2max{0,4} · 3max{2,0} · 7max{3,0} · 11max{1,3} · 23max{0,1} · 37max{3,1} = 24 · 32 · 73 · 113 · 231 · 373 =
= 16 · 9 · 343 · 1331 · 23 · 50653 = 76589225154288.

Το παραπάνω παράδειγµα δικαιολογεί τον εµπειρικό κανόνα που µάθαµε στο δηµοτικό. ¨Αν ϑέλουµε
να υπολογίσουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη δύο αριθµών, παίρνουµε µόνον τους κοινούς πρώτους παράγο-
ντες στη µικρότερη δύναµη¨. Επίσης, ¨αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο δύο
αριθµών παίρνουµε όλους τους πρώτους παράγοντες (κοινούς και µη κοινούς) στη µεγαλύτερη δύναµη¨.

Με ϐάση επίσης την παραπάνω πρόταση, µπορούµε να δώσουµε µια άλλη απόδειξη του τύπου (α, β)[α, β] =
= αβ, όπου α και β είναι ϑετικοί ακέραιοι. Αυτό στηρίζεται στην απλή σχέση min {x, y}+max {x, y} = x+y,
για κάθε x, y ∈ R.
Πράγµατι, έστω α = pr11 p

r2
2 · · · prkk και β = ps11 p

s2
2 · · · pskk , όπου pi διαφορετικοί πρώτοι και ri, si ≥ 0, για κάθε

i = 1, 2, . . . , k. Τότε (α, β)[α, β] =
(
p
min{r1,s1}
1 p

min{r2,s2}
2 · · · pmin{rk,sk}

k

)
·
(
p
max{r1,s1}
1 p

max{r2,s2}
2 · · · pmax{rk,sk}

k

)
=

= p
min{r1,s1}+max{r1,s1}
1 p

min{r2,s2}+max{r2,s2}
2 · · · pmin{rk,sk}+max{rk,sk}

k = pr1+s11 pr2+s22 · · · prk+skk = αβ. �

Είναι προφανές ότι δύο αριθµοί α και β είναι πρώτοι µεταξύ τους αν και µόνον αν δεν έχουν κοινό πρώτο
διαιρέτη. (Ο πρώτος διαιρέτης ϑα διαιρούσε και τους δύο, άρα και τον µέγιστο κοινό διαιρέτη τους).

Ας δώσουµε και µια άλλη απόδειξη του πορίσµατος 1.23: Αν α, β, k είναι ϑετικοί ακέραιοι, τότε ισχύει η
ισοδυναµία: α | β ⇔ αk | βk.
Απόδειξη: Εδώ ϑα γράψουµε α = pr11 p

r2
2 · · · prnn και β = ps11 p

s2
2 · · · psnn , όπου p1, p2, . . . , pn διαφορετικοί

πρώτοι και ri, si ≥ 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. (Χρησιµοποιούµε το n αντί του k, γιατί το k συµβολίζει εδώ
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τον εκθέτη). ΄Εχουµε: α | β ⇔ ri ≤ si ⇔ k(si − ri) ≥ 0⇔ kri ≤ ksi για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Σύµφωνα µε
το λήµµα 1.41 αυτό είναι ισοδύναµο µε αk = pkr11 · · · pkrnn | pks11 · · · pksnn = βk. �

Επίσης, µπορούµε να δώσουµε µια «κοµψή» απόδειξη του πορίσµατος 1.24: Αν m ϑετικός ακέραιος, τότε
ο αριθµός k√

m είναι ϱητός αν και µόνον αν το m είναι k−στή δύναµη ακεραίου. (k > 1.)
Απόδειξη: ΄Εστω k√

m =
α

β
µε α, β > 0 και (α, β) = 1.

(
Η υπόθεση (α, β) = 1 δεν είναι αυθαίρετη, γιατί

α

β
=
α/(α, β)

β/(α, β)

)
. Υποθέτουµε ότι β > 1 και p ένας πρώτος διαιρέτης του. Τότε, από τη σχέση βkm = αk

και επειδή προφανώς p | βk, προκύπτει ότι p | αk. Από το πόρισµα 1.35 προκύπτει ότι p | α. Εποµένως
p | (α, β) = 1, άτοπο. �

Πόρισµα 1.44. (i) Αν το k,m > 1. ΄Εστω ότι k√
m = λ ∈ Z. Προφανώς λ > 1. Αν λ = ps11 p

s2
2 · · · psnn µε

si > 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , n και pi 6= pj αν i 6= j, είναι η ανάλυση του λ σε γινόµενο πρώτων παραγόντων,
τότε m = pks11 pks22 · · · pksnn είναι η ανάλυση του m σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.
(ii) Αν m = pr11 p

r2
2 · · · prnn , µε r1, r2, . . . , rn > 0 και και pi 6= pj αν i 6= j, είναι η ανάλυση του m σε γινόµενο

πρώτων παραγόντων, τότε ο k√
m είναι ακέραιος αν και µόνον αν k | ri, για κάθε i = 1, 2, . . . , n.

Απόδειξη: (i) Προφανώς λ =
k√
m ⇔ m = λk = (ps11 p

s2
2 · · · psnn )k = pks11 pks22 · · · pksnn είναι η ανάλυση του m

σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.
(ii) Προκύπτει άµεσα από το (i). Θα µπορούσαµε να κινηθούµε και διαφορετικά. Αν το λ διαιρείτο α-
πό κάποιον πρώτο q, διαφορετικό των pi, τότε q | λk = m = pr11 p

r2
2 · · · prnn , άτοπο γιατί ϑα έπρεπε

τότε q = pi, για κάποιο i. Εποµένως λ = ps11 p
s2
2 · · · psnn , όπου 0 ≤ si, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Τώρα

m = λk ⇔ pr11 p
r2
2 · · · prnn = pks11 pks22 · · · pksnn και άρα ksi = ri ⇒ k | ri, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. �

Επίσης, µπορούµε να δώσουµε µια 2η απόδειξη της άσκησης 1.30.
Αν α, β, γ > 0, τότε [(α, β), γ] = ([α, γ], [β, γ]) και ([α, β], γ) = [(α, γ), (β, γ)].
Απόδειξη: Προτάσσουµε τους ακόλουθο ισχυρισµό:
Ισχυρισµός: Για κάθε x, z ∈ R ισχύουν οι σχέσεις : max{min{x, y}, z} = min{max{x, z},max{y, z}} και
min{max{x, y}, z} = max{min{x, z},min{y, z}}. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι x ≥ y.
(Αν y > x επαναλαµβάνουµε συµµετρικά τους συλλογισµούς). Αν λοιπόν x ≥ y, τότε min{x, y} = y και
max{x, y} = x. Η πρώτη σχέση γίνεται max{y, z} = min{max{x, z},max{y, z}} και η δεύτερη σχέση
min{x, z} = max{min{x, z},min{y, z}}.
Για την πρώτη σχέση έχουµε: y ≤ x ≤ max{x, z} και z ≤ max{x, z}. Εποµένως max{y, z} ≤ max{x, z}
και κατά συνέπεια min{max{x, z},max{y, z}} = max{y, z}. Για τη δεύτερη σχέση έχουµε: min{y, z} ≤
≤ y ≤ x και min{y, z} ≤ z. Εποµένως min{y, z} ≤ min{x, z} και συνεπώς max{min{x, z},min{y, z}} =
= min{x, z}. Η απόδειξη του ισχυρισµού είναι πλήρης.
΄Εστω τώρα α = pκ11 p

κ2
2 · · · pκnn , β = pλ11 p

λ2
2 · · · pλnn και γ = pµ11 p

µ2
2 · · · pµnn , όπου p1, p2, . . . , pn διαφορετικοί

πρώτοι και κi, λi, µi ≥ 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. έχουµε: [(α, β), γ] =
[( n∏

i=1

pκii ,
n∏
i=1

pλii

)
,
n∏
i=1

pµii

]
=

=
[ n∏
i=1

p
min{κi,λi}
i ,

n∏
i=1

pµii

]
=

n∏
i=1

p
max{min{κi,λi},µi}
i =

n∏
i=1

p
min{max{κi,µi},max{λi,µi}}
i =

=
( n∏
i=1

pmax{κi,µi},
n∏
i=1

pmax{κi,µi}
)

=
([ n∏

i=1

pκii ,
n∏
i=1

pµii

]
,
[ n∏
i=1

pλii ,
n∏
i=1

pµii

])
= ([α, γ], [β, γ]).

Επίσης, ([α, β], γ) =
([ n∏

i=1

pκii ,
n∏
i=1

pλii

]
,
n∏
i=1

pµii

)
=
( n∏
i=1

p
max{κi,λi}
i ,

n∏
i=1

pµii

)
=

n∏
i=1

p
min{max{κi,λi},µi}
i =

=
n∏
i=1

p
max{min{κi,µi},min{λi,µi}}
i =

[ n∏
i=1

pmin{κi,µi},
n∏
i=1

pmin{κi,µi}
]

=
[( n∏

i=1

pκii ,
n∏
i=1

pµii

)
,
( n∏
i=1

pλii ,
n∏
i=1

pµii

)]
=

= [(α, γ), (β, γ)]. �

Η πρόταση 1.42 γενικεύεται επαγωγικά αν χρησιµοποιήσουµε τους τύπους : (α1, . . . , αm−1, αm) =
= ((α1, . . . , αm−1), αm) και [α1, . . . , αm−1, αm] = [[α1, . . . , αm−1], αm].

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 31



Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες ∆ιαιρετότητας

Κατ᾿ αρχάς, min{min{x1, x2, . . . , xm−1}, xm} = min{x1, x2, . . . , xm−1, xm} και
max{max{x1, x2, . . . , xm−1}, xm} = max{x1, x2, . . . , xm−1, xm},

για κάθε x1, x2, . . . , xm−1, xm ∈ R.

Πρόταση 1.45. ΄Εστω αi = pri11 pri22 · · · prikk , όπου i = 1, 2, . . . ,m. Τότε έχουµε:
(i) (α1, α2, . . . , αm) = p

min{r11,r21,...,rm1}
1 p

min{r12,r22,...,rm2}
2 · · · pmin{r1k,r2k,...,rmk}

k και
(ii) [α1, α2, . . . , αm] = p

max{r11,r21,...,rm1}
1 p

max{r12,r22,...,rm2}
2 · · · pmax{r1k,r2k,...,rmk}

k .
Απόδειξη: (i) Γιαm = 2 είναι η πρόταση 1.42. ΄Εστωm > 2. Επειδή (α1, . . . , αm−1, αm) = ((α1, . . . , αm−1),
αm), µπορούµε να υποθέσουµε επαγωγικά ότι

(α1, α2, . . . , αm−1) = p
min{r11,r21,...,rm−1,1}
1 p

min{r12,r22,...,rm−1,2}
2 · · · pmin{r1k,r2k,...,rm−1,k}

k .
Εποµένως (α1, . . . , αm−1, αm) = ((α1, . . . , αm−1), αm) = p

min{min{r11,r21,...,rm−1,1},rm1}
1 p

min{min{r12,r22,...,rm−1,2},rm2}
2

· · · pmin{min{r1k,r2k,...,rm−1,k},rmk}
k = p

min{r11,r21,...,rm−1,1,rm1}
1 p

min{r12,r22,...,rm−1,2,rm2}
2 · · · pmin{r1k,r2k,...,rm−1,k,rmk}

k .
(ii) Για m = 2 είναι η πρόταση 1.42. ΄Εστω m > 2. Επειδή [α1, . . . , αm−1, αm] = [[α1, . . . , αm−1], αm],
µπορούµε να υποθέσουµε επαγωγικά ότι

[α1, α2, . . . , αm−1] = p
max{r11,r21,...,rm−1,1}
1 p

max{r12,r22,...,rm−1,2}
2 · · · pmax{r1k,r2k,...,rm−1,k}

k .
Εποµένως [α1, . . . , αm−1, αm] = [[α1, . . . , αm−1], αm] = p

max{max{r11,r21,...,rm−1,1},rm1}
1 p

max{max{r12,r22,...,rm−1,2},rm2}
2

· · · pmax{max{r1k,r2k,...,rm−1,k},rmk}
k = p

max{r11,r21,...,rm−1,1,rm1}
1 p

max{r12,r22,...,rm−1,2,rm2}
2 · · · pmax{r1k,r2k,...,rm−1,k,rmk}

k . �

Τίθεται τώρα το ερώτηµα: Υπάρχουν πεπερασµένοι το πλήθος ή άπειροι πρώτοι αριθµοί ;
Υπάρχουν διάφορες αποδείξεις της απειρίας των πρώτων αριθµών. Η απλούστερη είναι του Ευκλείδη.

Θεώρηµα 1.46. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί.
1η Απόδειξη: (Ευκλείδης) Υποθέτουµε ότι το σύνολο των πρώτων αριθµών είναι πεπερασµένο. ΄Εστω
{p1, p2, . . . , pn} το σύνολο των πρώτων αριθµών. Θεωρούµε τον αριθµό Ν = p1p2 · · · pn + 1 > 1. Ο Ν έχει
έναν πρώτο διαιρέτη. Αυτός αναγκαστικά ϑα πρέπει να είναι κάποιος από τους p1, p2, . . . , pn, έστω ο pi.
Αλλά pi | p1p2 · · · pn και pi | Ν = p1p2 · · · pn + 1. Εποµένως pi | Ν− p1p2 · · · pn = 1, άτοπο. �
2η Απόδειξη: Με ϐάση το (iii) της πρότασης 1.34, αρκεί να ϐρούµε οσοδήποτε µεγάλο πλήθος ανά δύο
πρώτων µεταξύ τους αριθµών. Αυτοί ϑα έχουν διαφορετικούς πρώτους διαιρέτες. ΄Εστω ένας ακέραιος
n > 1. Θεωρούµε τους n αριθµούς n! + 1, n!

2
+ 1, n!

3
+ 1,. . ., n!

n− 1
+ 1, (n − 1)! + 1 (κατά ϕθίνουσα

σειρά). Αρκεί να αποδείξουµε ότι οι αριθµοί αυτοί είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους. ΄Εστω 1 ≤ λ <

< κ ≤ n και δ =

(
n!

λ
+ 1,

n!

κ
+ 1

)
. Τότε δ

∣∣∣∣ λ
(
n!

λ
+ 1

)
= n! + λ. Οµοίως δ | n! + κ. Εποµένως

δ | (n! + κ) − (n! + λ) = κ − λ. Επειδή 1 ≤ λ < κ ≤ n, προκύπτει ότι 1 ≤ κ − λ < κ ≤ n. ΄Αρα το

κ − λ διαιρεί το n!

κ
=

1 · 2 · · · (κ− λ) · · ·�κ · · ·n
�κ

. Εφόσον δ | κ − λ και κ − λ
∣∣∣∣
n!

κ
, έπεται ότι δ

∣∣∣∣
n!

κ
. Αλλά

δ

∣∣∣∣
n!

κ
+ 1, οπότε δ | 1 ⇔ δ = 1. Επειδή το n µπορεί να πάρει οσοδήποτε µεγάλες τιµές, η απόδειξη

ϑεωρείται πλήρης. �
3η Απόδειξη: Θέτουµε n1 = 2, n2 = n1+1, n3 = n1n2+1, n4 = n1n2n3+1, . . ., nk = n1n2 · · ·nk−1+1 κ.ο.κ.
Θα αποδείξουµε ότι οι αριθµοί n1, n2, n3, . . . είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους. ΄Εστω λοιπόν 1 ≤ t < k και
δ = (nt, nk). Επειδή t < k, nt | n1n2 · · ·nk−1, άρα και δ | n1n2 · · ·nk−1. Αλλά δ | nk = n1n2 · · ·nk−1 + 1.
Εποµένως δ | nk − n1n2 · · ·nk−1 = 1⇔ δ = 1. �
4η Απόδειξη: Θεωρούµε τους αριθµούς Fermat Fn = 22n+1, n = 0, 1, 2, . . . Είναι προφανές ότι οι αριθµοί
αυτοί είναι όλοι περιττοί. Εποµένως και οι πρώτοι διαιρέτες τους είναι περιττοί. Αρκεί να αποδείξουµε ότι οι
αριθµοί Fermat είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους. ΄Εστω m > n ≥ 0. Με επαγωγή επί του k = m− n > 0
µπορούµε να αποδείξουµε ότι Fn | 22m − 1. ΄Εστω m = n + 1. Τότε 22m − 1 = 22n+1 − 1 = (22n)2 − 1 =
= (22n − 1)(22n + 1) = (22n − 1)Fn. Υποθέτουµε τώρα ότι Fn | 22n+k − 1, για κάποιο ϑετικό ακέραιο k.
Τότε 22n+k+1 − 1 = 22n+k·2 − 1 = (22n+k)2 − 1 = (22n+k + 1)(22n+k − 1) και ο τελευταίος παράγοντας είναι
πολλαπλάσιο του Fn, από την επαγωγική υπόθεση. Συµπέρασµα: Fn | 22m − 1 = Fm + 2, όπου m > n.
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΄Εστω δ = (Fn, Fm), όπου m > n. Επειδή δ | Fn και Fn | Fm + 2, έπεται ότι δ | Fm + 2. Αλλά δ | Fm.
Εποµένως δ | 2. Αλλά ο δ είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης περιττών, άρα περιττός. Κατά συνέπεια δ = 1.
5η Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι το σύνολο των πρώτων είναι πεπερασµένο και p1, p2, . . . , pk να είναι όλοι οι
πρώτοι αριθµοί. ΄Εστω m ϑετικός ακέραιος. Για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k} ϑεωρούµε τον µεγαλύτερο δυνατό µη
αρνητικό ακέραιο Νi µε την ιδιότητα pΝii ≤ m. Τότε κάθε ϑετικός ακέραιος n ≤ m γράφεται µονοσήµαντα
στη µορφή n = pα1

1 p
α2
2 · · · pαkk , όπου 0 ≤ αi ≤ Νi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

Εποµένως
m∑
n=1

1

n
≤

Ν1∑

α1=0

Ν2∑

α2=0

· · ·
Νk∑

αk=0

1

pα1
1 p

α2
2 · · · pαkk

=

Ν1∑

α1=0

1

pα1
1

·
Ν2∑

α2=0

1

pα2
2

· · ·
Νk∑

αk=0

1

pαkk
=

1− 1

pΝ1+1
1

1− 1

p1

·
1− 1

pΝ2+1
2

1− 1

p2

· · ·
1− 1

pΝk+1
k

1− 1

pk

<
1

1− 1

p1

· 1

1− 1

p2

· · · 1

1− 1

pk

=
p1

p1 − 1
· p2
p2 − 1

· · · pk
pk − 1

. Εποµένως η σειρά
∞∑
n=1

1

n
είναι άνω

ϕραγµένη και συνεπώς συγκλίνει. ΄Ατοπο, γιατί
∞∑
n=1

1

n
= +∞. �

(
Μια σύντοµη απόδειξη του αποτελέσµατος

∞∑
n=1

1

n
= +∞ είναι η ακόλουθη: Υποθέτουµε ότι η σειρά

∞∑
n=1

1

n

συγκλίνει σ᾿ έναν ϑετικό πραγµατικό αριθµό λ. Τότε λ =
(

1 +
1

2

)
+
(1

3
+

1

4

)
+
(1

5
+

1

6

)
+
(1

7
+

1

8

)
+ · · · >

>
(1

2
+

1

2

)
+
(1

4
+

1

4

)
+
(1

6
+

1

6

)
+
(1

8
+

1

8

)
+ · · · = 1 +

2

4
+

2

6
+

2

8
+ · · · = 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · · = λ,

άτοπο
)
.

Προτού προχωρήσουµε στην 6η απόδειξη της απειρίας των πρώτων αριθµών προτάσσουµε το ακόλουθο
λήµµα:

Λήµµα 1.47. ΄Εστω α,m ϑετικοί ακέραιοι µε m ≥ 2. Τότε υπάρχουν µοναδικοί ϑετικοί ακέραιοι β, γ
τέτοιοι, ώστε α = βγm και επιπλέον το β δεν διαιρείται από τη m-στή δύναµη ακεραίου, παρά µόνον του 1.
Απόδειξη: ΄Εστω γ ο µεγαλύτερος ϑετικός ακέραιος µε γm | α. Θέτουµε β =

α

γm
⇔ α = βγm. Αν το

β διαιρείτο από έναν διαιρέτη της µορφής δm, τότε α = β′(δγ)m, όπου β′ =
β

δm
. Επειδή ο γ είναι ο

µεγαλύτερος ακέραιος του οποίου η m-στή δύναµη διαιρεί τον α, ϑα έχουµε αναγκαστικά δ = 1.
΄Εστω τώρα ότι α = β1γ

m
1 και δεν υπάρχει (πλην της µονάδας) m-στή δύναµη ακεραίου που να διαιρεί τον

β1. Τότε ϑα έχουµε: βγm = β1γ
m
1 ⇔ β

(
γ

(γ, γ1)

)m
= β1

(
γ1

(γ, γ1)

)m
. Αλλά

(
γ

(γ, γ1)
,

γ1
(γ, γ1)

)
= 1, οπότε

και
((

γ

(γ, γ1)

)m
,

(
γ1

(γ, γ1)

)m)
= 1. Εφόσον

(
γ

(γ, γ1)

)m ∣∣∣∣ β1
(

γ1
(γ, γ1)

)m
, από το λήµµα του Ευκλείδη

προκύπτει ότι
(

γ

(γ, γ1)

)m ∣∣∣∣ β1 και λόγω της ιδιότητας του β1, παίρνουµε
γ

(γ, γ1)
= 1⇔ γ = (γ, γ1), δηλα-

δή γ | γ1. Παρόµοια γ1 | γ και άρα γ = γ1. Από αυτό προκύπτει ότι και β = β1. �

Η περίπτωση α = 1 = 1 · 1m είναι τετριµµένη. Ας επικεντρωθούµε στην περίπτωση που α > 1 και
m = 2. ΄Εστω α = pr11 p

r2
2 p

r3
3 · · · prkk η ανάλυση του α σε γινόµενο πρώτων παραγόντων (µε pi 6= pj για i 6= j).

Το β του λήµµατος κατασκευάζεται ως εξής : Από όλους τους πρώτους pi διαλέγουµε εκείνους που είναι
υψωµένη στην 1η δύναµη. (Αν ϕυσικά υπάρχουν τέτοιοι). Από τους υπόλοιπους που είναι υψωµένη σε
µια δύναµη ri ≥ 2 διαλέγουµε εκείνους για τους οποίους ο εκθέτης ri είναι περιττός. Από κάθε τέτοιο
prii παίρνουµε το pi και το ενσωµατώνουµε στο β, αφήνοντας το pri−1i σε άρτια δύναµη. ΄Ετσι ϕτιάχνουµε
το β. ΄Ο, τι αποµείνει είναι γινόµενο πρώτων σε άρτια δύναµη, δηλαδή το γ2. Για παράδειγµα, έστω ότι
α = 2 · 53 · 114 · 133 · 235 · 29. Τότε α = (2 · 5 · 13 · 23 · 29)(5 · 112 · 13 · 232)2. Προφανώς β = 2 · 5 · 13 · 23 · 29
και γ = 5 · 112 · 13 · 232. Από τη µοναδικότητα της γραφής α = βγ2, η µέθοδος αυτή οδηγεί στο σωστό
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες ∆ιαιρετότητας

αποτέλεσµα. Είµαστε τώρα σε ϑέση να δώσουµε µια 6η απόδειξη της απειρίας των πρώτων αριθµών.

6η Απόδειξη: ΄Εστω Ρ = {p1, p2, p3, . . .} το σύνολο των πρώτων αριθµών, διατεταγµένων κατ᾿ αύξον µέγεθος.
Θα αποδείξουµε ότι

∑
p∈Ρ

1

p
= +∞, δηλαδή η σειρά των πρώτων απειρίζεται και συνεπώς υπάρχουν άπειροι

πρώτοι. Πράγµατι, αν
∑
p∈Ρ

1

p
< +∞, τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος k τέτοιος, ώστε

∑
i≥k+1

1

pi
<

1

2
.
(
Μπορεί

το άθροισµα
∑

i≥k+1

1

pi
να είναι µηδέν, δηλαδή να µην υπάρχουν πρώτοι pi µε i ≥ k + 1

)
. Αν υπάρχουν,

αυτοί λέγονται «µεγάλοι». Οι υπόλοιποι ϑα λέγονται «µικροί». ΄Εστω Ν ϑετικός ακέραιος. Τότε
∑

i≥k+1

Ν
pi
<

Ν
2
.

Το πλήθος των ακεραίων από 1 έως Ν είναι προφανώς Ν. Τους αριθµούς αυτούς τους χωρίζουµε σε δύο
κατηγορίες : Η πρώτη κατηγορία αποτελείται από αυτούς που διαιρούνται µόνον από «µικρούς» πρώτους.
΄Εστω Νs το πλήθος αυτών. Η δεύτερη κατηγορία αποτελείται από αυτούς που διαιρούνται και από «µε-
γάλους» πρώτους. ΄Εστω Νb το πλήθος αυτών των τελευταίων. Προφανώς Νs + Νb = Ν.
Θα προσπαθήσουµε να ϐρούµε πρώτα ένα άνω ϕράγµα για το Νb. ΄Ενας αριθµός µικρότερος ή ίσος του
Ν που διαιρείται µε κάποιον από τους µεγάλους πρώτους pi, i ≥ k + 1 ϑα είναι της µορφής λpi. Επειδή
λpi ≤ Ν, ϑα έχουµε λ ≤ Ν

pi
. Εποµένως ο αριθµός Νb ϑα είναι το πολύ

∑
i≥k+1

Ν
pi
<

Ν
2
.

Στη συνέχεια, ϑα ϐρούµε ένα άνω ϕράγµα για το Νs. ΄Ενας αριθµός µικρότερος ή ίσος του Ν που διαιρείται
µόνον από τους πρώτους p1, p2, . . . , pk ϑα γράφεται, σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα στη µορφή βγ2.
Επειδή το β δεν διαιρείται από τετράγωνο πρώτου, ϑα ισούται µε 1 ή µε γινόµενο διαφορετικών πρώτων
παρµένων από το σύνολο {p1, p2, . . . , pk}. Τα υποσύνολα του {p1, p2, . . . , pk} είναι 2k το πλήθος. (Το ∅
αντιστοιχεί στην περίπτωση β = 1). Τώρα, γ2 ≤ βγ2 ≤ Ν. Εποµένως γ ≤

√
Ν. Συνδυάζοντας τα παραπάνω

προκύπτει ότι Νs ≤ 2k
√

Ν.
Τελικά λοιπόν Ν = Νb + Νs <

Ν
2

+ 2k
√

Ν ⇒ Ν
2
< 2k

√
Ν ⇔

√
Ν < 2k+1 ⇔ Ν < 22k+2. Επειδή το k, όπως

ορίστηκε είναι σταθερό και το Ν µπορεί να πάρει οσονδήποτε µεγάλες τιµές, καταλήγουµε σε άτοπο. Για
παράδειγµα, αν Ν = 22k+2, τότε ϑα είχαµε 22k+2 < 22k+2. �

΄Ασκηση 35. ∆είξτε ότι αν p1 < p2 < p3 · · · είναι η ακολουθία των πρώτων αριθµών, τότε pk ≤ 22k−1, για
κάθε k = 1, 2, 3, . . .
Απόδειξη: Για k = 1 έχουµε p1 = 2 = 220 = 221−1. ΄Εστω pk ≤ 22k−1, για κάθε k = 1, 2, . . . , k0 − 1.
Από την πρώτη απόδειξη της απειρίας των πρώτων αριθµών προκύπτει ότι κάθε πρώτος διαιρέτης του α-
ϱιθµού p1p2 · · · pk0−1 + 1 είναι διαφορετικός από τους p1, p2, . . . , pk0−1. Εποµένως, αν p είναι ένας τέτοιος
πρώτος διαιρέτης, τότε pk0 ≤ p ≤ p1p2 · · · pk0−1 + 1. Αλλά p1p2 · · · pk0−1 + 1 ≤ 220221222 · · · 22(k0−1)−1

+ 1 =
= 21+2+22+···+2k0−2

+ 1 = 22k0−1−1 + 1 ≤
k0≥1

22k0−1−1 + 22k0−1−1 = 22k0−1. �

Αν ένας περιττός αριθµός είναι σχετικά µεγάλος, πώς µπορούµε να αποφανθούµε αν είναι πρώτος ή σύν-
ϑετος ; Μια πρώτη σκέψη ϑα ήταν να δοκιµάσουµε αν διαιρείται µε όλους τους πρώτους µέχρι το µισό
του. Μια τέτοια διαδικασία είναι µάλλον χρονοβόρα. Η επόµενη πρόταση µειώνει δραµατικά το πλήθος
των υποψήφιων πρώτων διαιρετών ενός αριθµού.

Πρόταση 1.48. ΄Εστω m > 2. Τότε, αν ο m είναι σύνθετος, ο µικρότερος πρώτος που τον διαιρεί είναι το
πολύ ίσος µε b√mc.
Απόδειξη: ΄Εστω p ο ελάχιστος πρώτος που διαιρεί τον m. Επειδή ο m είναι σύνθετος, ο αριθµός n =

m

p
είναι µεγαλύτερος του 1. ΄Αρα ο n έχει έναν πρώτο διαιρέτη q. Ο q είναι προφανώς διαιρέτης του m και
συνεπώς p ≤ q. Μάλιστα pq | m και κατά συνέπεια pq ≤ m. Αλλά p2 ≤ pq ≤ m. Εποµένως p ≤ √m.
Επειδή ο b√mc είναι ο µέγιστος ακέραιος που δεν υπερβαίνει τον m, ϑα έχουµε p ≤ b√mc. �

Για παράδειγµα, ο αριθµός 439 είναι πρώτος, ενώ ο 437 είναι σύνθετος. Παρατηρούµε ότι 202 = 400
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και 212 = 441. Εποµένως b
√

439c = b
√

437c = 20. Εποµένως αρκεί να ελέγξουµε αν οι αριθµοί αυτοί διαι-
ϱούνται µε κάποιον από τους πρώτους 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 και 19. Επειδή και οι δύο είναι περιττοί, ο 2
αποκλείεται. Τα πολλαπλάσια του 5 λήγουν σε 0 ή 5. ΄Αρα και ο 5 αποκλείεται. Πράγµατι, 439 = 5 ·87 + 4.
Αν και γνωρίζουµε το γνωστό κριτήριο για το 3, ας διαιρέσουµε το 439 µε το 3. 439 = 3 · 146 + 1. Επίσης,
439 = 7 · 62 + 5, 439 = 11 · 39 + 10, 439 = 13 · 33 + 10, 439 = 17 · 25 + 14 και τέλος 439 = 19 · 23 + 2. ΄Αρα
ο 439 είναι πρώτος.
Τώρα, 437 = 3 ·145+2, 437 = 5 ·87+2, 437 = 7 ·62+3, 437 = 11 ·39+8, 437 = 13 ·33+8, 437 = 17 ·25+12.
Τέλος όµως 437 = 19 · 23. Εποµένως ο 437 = 19 · 23 είναι σύνθετος.
΄Ασκηση 36. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4λ+ 3.
Απόδειξη: Οι περιττοί πρώτοι είναι της µορφής 4λ + 1 ή 4λ + 3. (Φυσικά ο µοναδικός άρτιος πρώτος,
το 2 είναι της µορφής 4λ + 2 µε λ = 0). Υποθέτουµε ότι το σύνολο των πρώτων της µορφής 4λ + 3
είναι πεπερασµένο. ΄Εστω 4λ1 + 3, 4λ2 + 3,. . ., 4λn + 3 όλοι αυτοί οι πρώτοι. Σχηµατίζουµε τον αριθµό
Μ = 4(4λ1+3)(4λ2+3) · · · (4λn+3)−1. Ο αριθµός Μ είναι προφανώς περιττός. ΄Αρα όλοι οι πρώτοι διαιρέτες
του είναι περιττοί, δηλαδή της µορφής 4λ+1 ή 4λ+3. Παρατηρούµε ότι δύο αριθµοί της µορφής 4λ+1, όταν
πολλαπλασιαστούν δίνουν γινόµενο της ιδίας µορφής. Πράγµατι, (4λ+ 1)(4λ′ + 1) = 4(4λλ′ + λ+ λ′) + 1.
Κατά συνέπεια δεν µπορεί όλοι οι πρώτοι διαιρέτες του Μ να είναι της µορφής 4λ + 1, γιατί ο Μ είναι της
µορφής 4λ + 3. Πράγµατι, αν µ = (4λ1 + 3)(4λ2 + 3) · · · (4λn + 3), τότε Μ = 4µ − 1 = 4(µ − 1) + 3.
Εποµένως κάποιος πρώτος διαιρέτης p του Μ είναι της µορφής p = 4λ + 3, δηλαδή ο p είναι κάποιος από
τους 4λ1 + 3, 4λ2 + 3,. . ., 4λn + 3. Τότε όµως p | 4(4λ1 + 3)(4λ2 + 3) · · · (4λn + 3) και επειδή p | Μ, ϑα
πρέπει p | −1, άτοπο. �

Θεώρηµα 1.49. (Legendre) ΄Εστω n ≥ 2 ακέραιος και p πρώτος. Τότε ο εκθέτης α(p) του p στην ανάλυση
του n! σε γινόµενο πρώτων παραγόντων ισούται µε α(p) =

∞∑
i=1

⌊ n
pi

⌋
.

Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς παρατηρούµε ότι το άθροισµα
∞∑
i=1

⌊ n
pi

⌋
είναι στην πραγµατικότητα πεπερασµένο,

αφού για αρκούντως µεγάλο i ϑα έχουµε n
pi
< 1 και εποµένως

⌊ n
pi

⌋
= 0. Αρχικά µετράµε τα πολλαπλάσια

του p που είναι µικρότερα ή ίσα του n. Κάθε ένα από αυτά συνεισφέρει από µία µονάδα στον εκθέτη του
p. Αν λοιπόν kp ≤ n, τότε k ≤ n

p
. Ο µέγιστος τέτοιος k είναι προφανώς ίσος µε

⌊n
p

⌋
. Αλλά από αυτά τα

πολλαπλάσια του p ενδεχοµένως υπάρχουν κάποια που διαιρούνται µε το p2 και αυτά συνεισφέρουν ακόµη
µία µονάδα το καθένα στον εκθέτη του p. Το πλήθος τους υπολογίζεται ανάλογα και ϐρίσκεται ίσο µε

⌊ n
p2

⌋
.

Επίσης, από τα προηγούµενα υπάρχουν κάποια που διαιρούνται µε το p3 και το καθένα συνεισφέρει ακόµη
µία µονάδα στον εκθέτη του p. Αυτά είναι

⌊ n
p3

⌋
το πλήθος. Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο συνάγουµε

το επιθυµητό συµπέρασµα.
Αν ϑέλουµε να είµαστε πιο αυστηροί στην απόδειξη (δεν ξέρω αν χρειάζεται) ϑα προχωρήσουµε ως εξής :
΄Εστω Αi ⊆ {1, 2, . . . , n} το σύνολο των αριθµών που διαιρούνται µε το pi. Προφανώς Α1 ⊇ Α2 ⊇ Α3 ⊇ · · · .
Θέτουµε Βi = Αi \ Αi+1, για κάθε i = 1, 2, 3, . . . Το Βi αποτελείται από εκείνους τους αριθµούς από
το σύνολο {1, 2, . . . , n}, οι οποίοι διαιρούνται ακριβώς από το pi και όχι από µεγαλύτερη δύναµη του
p. Προφανώς |Αi| =

⌊ n
pi

⌋
. Εποµένως |Βi| = |Αi| − |Αi+1| =

⌊ n
pi

⌋
−
⌊ n

pi+1

⌋
. Επειδή ο εκθέτης του p

στην ανάλυση κάθε αριθµού του Βi είναι ακριβώς i, συµπεραίνουµε ότι το γινόµενο των στοιχείων του
Βi ϑα µας δώσει τον p υψωµένο στην i · |Βi|. Εποµένως ο συνολικός εκθέτης του p στο n! ϑα ισούται

µε
∞∑
i=1

i|Βi| =
∞∑
i=1

i ·
(⌊ n

pi

⌋
−
⌊ n

pi+1

⌋)
=
⌊n
p

⌋
−
⌊ n
p2

⌋
+ 2 ·

(⌊ n
p2

⌋
−
⌊ n
p3

⌋)
+ 3 ·

(⌊ n
p3

⌋
−
⌊ n
p4

⌋)
+ · · · =

=
⌊n
p

⌋
−
�
�
�

⌊ n
p2

⌋
+�2
⌊ n
p2

⌋
−
�
�
��2

⌊ n
p3

⌋
+�3
⌊ n
p3

⌋
−
�
�
��3

⌊ n
p4

⌋
+�4
⌊ n
p4

⌋
−
�
�
��4

⌊ n
p5

⌋
+· · · =

⌊n
p

⌋
+
⌊ n
p2

⌋
+
⌊ n
p3

⌋
+
⌊ n
p4

⌋
+· · · �

Για παράδειγµα, αν n = 7, τότε η µέγιστη δύναµη του 3 που διαιρεί το 7! = 5040 είναι 3α, όπου
α =

⌊7

3

⌋
+
⌊ 7

32

⌋
+ · · · =

⌊7

3

⌋
= 2. Η µέγιστη δύναµη του 2 που διαιρεί το 7! είναι 2b7/2c+b7/4c = 23+1 = 24.
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Η µέγιστη δύναµη του 11 που διαιρεί το 7! είναι 11b7/11c = 110 = 1, όπως αναµενόταν.

Το παραπάνω ϑεώρηµα µας επιτρέπει να δώσουµε µια άλλη απόδειξη ότι ο διωνυµικός συντελεστής
(
n

k

)

είναι ακέραιος, δηλαδή ότι το k! διαιρεί το γινόµενο k διαδοχικών ακεραίων n(n−1) · · · (n−k+ 1). (Βλέπε
άσκηση 1.12).

Απόδειξη: ΄Εχουµε
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
. ΄Εστω p πρώτος. Γνωρίζουµε ότι ο εκθέτης του p στην ανάλυση του

n! σε γινόµενο πρώτων ισούται µε
∞∑
i=1

⌊ n
pi

⌋
. Ανάλογα, οι εκθέτες του p στην ανάλυση των k! και (n− k)! σε

γινόµενα πρώτων είναι ίσοι µε
∞∑
i=1

⌊ k
pi

⌋
και

∞∑
i=1

⌊n− k
pi

⌋
αντίστοιχα. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ο εκθέτης

του p στην ανάλυση του k!(n−k)! σε γινόµενο πρώτων ισούται µε
∞∑
i=1

(⌊ k
pi

⌋
+
⌊n− k

pi

⌋)
. Αλλά ξέρουµε ότι

bxc+byc ≤ bx+yc, για κάθε x, y ∈ R. Εποµένως
∞∑
i=1

(⌊ k
pi

⌋
+
⌊n− k

pi

⌋)
≤

∞∑

i=1

⌊k + n− k
pi

⌋
=
∞∑

i=1

⌊ n
pi

⌋
. �

Πρόταση 1.50. Αν n είναι ϑετικός ακέραιος, τότε υπάρχουν n διαδοχικοί σύνθετοι αριθµοί.
Απόδειξη: Θεωρούµε τους n διαδοχικούς αριθµούς : (n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3,. . .,(n+ 1)! + (n+ 1). Κάθε
αριθµός από τους παραπάνω είναι της µορφής (n+1)!+k, όπου 2 ≤ k ≤ n+1. ΄Αρα το k διαιρεί το (n+1)!
και συνεπώς το (n+ 1)! + k. �

Με ϐάση την παραπάνω πρόταση συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν οσοδήποτε µεγάλα διαστήµατα µεταξύ
των ϑετικών ακεραίων στα οποία δεν υπάρχει κανένας πρώτος αριθµός. Από την άλλη µεριά, έχουν
παρατηρηθεί Ϲεύγη πρώτων αριθµών που διαφέρουν κατά 2. Τέτοια Ϲεύγη είναι (3, 5), (11, 13), (17, 19),
αλλά και πολύ µεγάλα, όπως (1000037, 1000039). Αυτοί οι πρώτοι της µορφής p, p+2 ονοµάζονται δίδυµοι
πρώτοι. ∆εν έχει ακόµη αποδειχθεί αν υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη διδύµων πρώτων. Φαίνεται ότι οι πρώτοι
αριθµοί κατανέµονται στην ακολουθία των ϑετικών ακεραίων, ϑα λέγαµε κατά τρόπο «ακανόνιστο».

Αν µε π(x) συµβολίσουµε το πλήθος των πρώτων που είναι µικρότεροι ή ίσοι του x ≥ 0, τότε ισχύει το
εξής περίφηµο:

Θεώρηµα 1.51. (Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών) Η συνάρτηση π(x) προσεγγίζεται ασυµπτωτικά από
τη συνάρτηση f(x) =

x

log x
, δηλαδή

lim
x→+∞

π(x) log x

x
= 1,

όπου µε log x συµβολίζουµε τον ϕυσικό λογάριθµο του x. �

Το Θεώρηµα των πρώτων αριθµών απέδειξαν, ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο το 1896 οι Charles Je-
an de la Vallée-Poussin και Jacques Hadamard µε χρήση της Θεωρίας των Μιγαδικών Συναρτήσεων και
πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση Ζήτα του Bernhard Riemann.
Το 1948 οι Atle Selberg και Paul Erdős, πάλι ανεξάρτητα ο ένας απ᾿ τον άλλο, έδωσαν πιο στοιχειώδεις
αποδείξεις αποφεύγοντας τη χρήση µιγαδικών συναρτήσεων. Και στις δύο αποδείξεις όµως χρησιµοποιείται
ο ίδιος ασυµπτωτικός τύπος τον οποίο είχε ανακαλύψει ο Atle Selberg λίγους µήνες νωρίτερα.
΄Ενα άλλο σηµαντικό ϑεώρηµα το οποίο περιγράφει την κατανοµή των πρώτων αριθµών είναι το αίτηµα
του Bertrand:

Θεώρηµα 1.52. (Αίτηµα του Bertrand) Αν n > 1, τότε υπάρχει πρώτος p τέτοιος, ώστε
n < p < 2n.

�
Στην παράγραφο 1.6 δίνουµε µια απόδειξη του αιτήµατος αυτού. Εποµένως το «αίτηµα» (postulate) του
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1.3. Πρώτοι Αριθµοί

Bertrand δεν είναι αίτηµα, δηλαδή αξίωµα, αλλά ϑεώρηµα. Ο πρώτος που έδωσε µια απόδειξη του ϑεω-
ϱήµατος αυτού ήταν ο Ρώσος µαθηµατικός Pafnuty Lvovich Chebyshev.

Πόρισµα 1.53. Με την υπόθεση ότι ισχύει το αίτηµα του Bertrand προκύπτει η σχέση pk ≤ 2k, όπου pk ο
k-στός πρώτος. Ιδιαιτέρως pk < 2k, για κάθε k > 1.
Απόδειξη: p1 = 2 = 21. Θα δείξουµε ότι pk < 2k, για κάθε k > 1. Πράγµατι, p2 = 3 < 22. ΄Εστω pk < 2k,
για κάποιον ϑετικό ακέραιο k ≥ 2. Σύµφωνα µε το αίτηµα του Bertrand υπάρχει πρώτος p τέτοιος, ώστε
pk < p < 2pk. Επειδή pk < p, ϑα πρέπει pk+1 ≤ p < 2pk ≤ 2 · 2k = 2k+1. �

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 37. Βρείτε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη και το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθµών α =
= 23 · 32 · 114 · 373 και β = 22 · 3 · 52 · 7 · 11 · 29 · 374.
Λύση: α = 23 · 32 · 50 · 70 · 114 · 290 · 373 και β = 22 · 3 · 52 · 7 · 11 · 29 · 374. Εποµένως (α, β) =
= 2min{3,2} · 3min{2,1} · 5min{0,2} · 7min{0,1} · 11min{4,1} · 29min{0,1} · 37min{3,4} = 22 · 3 · 11 · 373 = 6686196. Επίσης
[α, β] = 2max{3,2} ·3max{2,1} ·5max{0,2} ·7max{0,1} ·11max{4,1} ·29max{0,1} ·37max{3,4} = 23 ·32 ·52 ·7 ·114 ·29 ·374 =
= 10026426624845400. �

Η παραπάνω διαδικασία ακολούθησε τον τυπικό κανόνα της πρότασης 1.42. «Με το µάτι», για τον µέγιστο
κοινό διαιρέτη παίρνουµε µόνον τους κοινούς πρώτους στη µικρότερη δύναµη: (α, β) = 22 ·3 ·11 ·373.
Για το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο τους παίρνουµε όλους (κοινούς και µη κοινούς) στη µεγαλύτερη
δύναµη: [α, β] = 23 · 32 · 52 · 7 · 114 · 29 · 374.

΄Ασκηση 38. Ποιοι από τους ακόλουθους αριθµούς είναι πρώτοι και ποιοι σύνθετοι ;
373, 457, 511, 619, 629, 701.

Λύση: Εφαρµόζουµε την πρόταση 1.48.
√

373 = 19, 31 . . . ΄Αρα b
√

373c = 19. Υποψήφιοι πρώτοι διαιρέτες :
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. ΄Εχουµε: 373 = 3 · 124 + 1, 373 = 5 · 74 + 3, 373 = 7 · 53 + 2, 373 = 11 · 33 + 10,
373 = 13 · 28 + 9, 373 = 17 · 21 + 16, 373 = 19 · 19 + 12. ΄Αρα ο 373 είναι πρώτος.√

457 = 21, 37 . . . ΄Αρα b
√

457c = 21. Υποψήφιοι πρώτοι διαιρέτες : 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. ΄Εχουµε:
457 = 3 · 152 + 1, 457 = 5 · 91 + 2, 457 = 7 · 65 + 2, 457 = 11 · 41 + 6, 457 = 13 · 35 + 2, 457 = 17 · 26 + 15,
457 = 19 · 24 + 1. ΄Αρα ο 457 είναι πρώτος.√

511 = 22, 605 . . . ΄Αρα b
√

511c = 22. Υποψήφιοι πρώτοι διαιρέτες : 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. ΄Εχουµε:
511 = 3 · 170 + 1, 511 = 5 · 102 + 1, 511 = 7 · 73. ΄Αρα ο 511 είναι σύνθετος.√

619 = 24, 87 . . . ΄Αρα b
√

619c = 24. Υποψήφιοι πρώτοι διαιρέτες : 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23. ΄Εχουµε:
619 = 3 · 206 + 1, 619 = 5 · 123 + 4, 619 = 7 · 88 + 3, 619 = 11 · 56 + 3, 619 = 13 · 47 + 8, 619 = 17 · 36 + 7,
619 = 19 · 32 + 11, 619 = 23 · 26 + 21. ΄Αρα ο 619 είναι πρώτος.√

629 = 25, 07 . . . ΄Αρα b
√

629c = 25. Υποψήφιοι πρώτοι διαιρέτες : 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23. ΄Εχουµε:
629 = 3 · 209 + 2, 629 = 5 · 125 + 4, 629 = 7 · 89 + 6, 629 = 11 · 57 + 2, 629 = 13 · 48 + 5, 629 = 17 · 37.
΄Αρα ο 629 είναι σύνθετος.√

701 = 26, 47 . . . ΄Αρα b
√

701c = 26. Υποψήφιοι πρώτοι διαιρέτες : 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23. ΄Εχουµε:
701 = 3 · 233 + 2, 701 = 5 · 140 + 1, 701 = 7 · 100 + 1, 701 = 11 · 63 + 8, 701 = 13 · 53 + 12, 701 = 17 · 41 + 4,
701 = 19 · 36 + 17, 701 = 23 · 30 + 11. ΄Αρα ο 701 είναι πρώτος. �

΄Ασκηση 39. ∆είξτε ότι αν α, β είναι ϑετικοί ακέραιοι και α3 | β2, τότε α | β. Ισχύει το ίδιο συµπέρασµα αν
α2 | β3;
Απόδειξη: Αν α = 1, τότε προφανώς α3 | β. ΄Εστω α > 1 και α = pr11 · · · prkk είναι η ανάλυση του α σε
γινόµενο πρώτων παραγόντων, µε k ≥ 1, ri > 0 για κάθε i = 1, . . . , k και pi 6= pj για i 6= j. Για κάθε
i = 1, 2 . . . , k ο p3rii διαιρεί τον β2, άρα και ο pi διαιρεί τον β2, άρα και τον β. ΄Εστω psii η µεγαλύτερη
δύναµη του pi που διαιρεί τον β. Εφόσον α3 | β2, ϑα έχουµε 3ri ≤ 2si ⇔ ri ≤ 2

3
si < si. Σύµφωνα µε το

λήµµα 41, α | β. Αν τώρα α2 | β3, τότε ο α δεν διαιρεί αναγκαστικά τον β. Για παράδειγµα, αν α = 32 και
β = 16, τότε α2 = (25)2 = 210 και β3 = (24)3 = 212, δηλαδή α2 | β3, ενώ α = 32 - 16 = β. �
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΄Ασκηση 40. Οι αριθµοί p, p+ 2 και p+ 4 είναι πρώτοι. Να ϐρεθούν οι αριθµοί αυτοί.
Λύση: Κατ᾿ αρχάς, για κάθε ακέραιο n κάποιος από τους n, n+ 2 και n+ 4 διαιρείται από το 3. Αν 3 - n,
τότε n = 3k + 1 ή n = 3k + 2. Στην πρώτη περίπτωση n+ 2 = 3(k + 1), ενώ στη δεύτερη n+ 4 = 3(k + 2).
Σε κάθε περίπτωση κάποιος από τους n, n+ 2 και n+ 4 διαιρείται από το 3. Στην περίπτωσή µας, επειδή
οι αριθµοί είναι πρώτοι, αυτός που διαιρείται µε το 3 ϑα είναι ο 3. Επειδή p + 2, p + 4 ≥ 4 ο p ισούται µε
3. ΄Αρα p+ 2 = 5 και p+ 4 = 7. �

΄Ασκηση 41. (i) Αν α ϑετικός ακέραιος και p πρώτος, µε α2 − p = 9, να ϐρεθούν οι α και p.
(ii) Αν ο 17p+ 1 είναι τέλειο τετράγωνο, όπου p πρώτος, να ϐρεθεί ο p.
Λύση: (i) α2− p = 9⇔ p = α2− 9 = (α− 3)(α+ 3). Επειδή ο p είναι πρώτος, πρέπει α− 3 = 1⇔ α = 4.
Εποµένως p = 4 + 3 = 7.
(ii) ΄Εστω 17p+1 = m2 ⇔ 17p = m2−1 = (m−1)(m+1). Επειδή p ≥ 2, 17p+1 ≥ 35 > 25 = 52. Εποµένως
m > 5 και κατά συνέπειαm−1 ≥ 5. Επειδή 17p = (m−1)(m+ 1) και οι 17 και p είναι πρώτοι, ϑα έχουµε
17 = m − 1 και p = m + 1 = 17 + 2 = 19, λύση αποδεκτή, ή 17 = m + 1 και p = m − 1 = 17 − 2 = 15,
άτοπο γιατί ο 15 δεν είναι πρώτος. ΄Αρα p = 19. �

΄Ασκηση 42. ΄Εστω p και p + 2 πρώτοι µε 3 < p. (Πχ. p = 5 και p + 2 = 7 ή p = 11 και p + 2 = 13). Τότε
το άθροισµά τους 2p+ 2 διαιρείται µε το 12.
Απόδειξη: Εφόσον p > 3, τότε το p είναι της µορφής p = 3k + 1 ή p = 3k + 2. Αν p = 3k + 1, τότε
p + 2 = 3k + 3 = 3(k + 1), δηλαδή 3 | p + 2 > 3, άτοπο γιατί p + 2 πρώτος. ΄Αρα p = 3k + 2, οπότε
p + 2 = 3k + 4. Εποµένως 2p + 2 = 6k + 6 = 6(k + 1). ΄Αρα 6 | 2p + 2 και συνεπώς και 3 | 2p + 2.
Επίσης, εφόσον το p είναι πρώτος µεγαλύτερος του 3, τότε p ≥ 5 και άρα το p ϑα είναι της µορφής 4k + 1
ή 4k + 3. (Η περίπτωση p = 4k + 2 µας δίνει άρτιο). ΄Εστω p = 4k + 1. Τότε p + 2 = 4k + 3. Εποµένως
2p+ 2 = p+ (p+ 2) = 8k + 4 = 4(2k + 1), ήτοι 4 | 2p+ 2. Αν p = 4k + 3, τότε p+ 2 = 4k + 5. Εποµένως
2p+ 2 = p+ (p+ 2) = 8k+ 8 = 8(k+ 1), ήτοι 8 | 2p+ 2 και συνεπώς 4 | 2p+ 2. Σε κάθε περίπτωση έχουµε
4 | 2p+ 2. Επειδή, όπως δείξαµε 3 | 2p+ 2 και επειδή (3, 4) = 1, έπεται 3 · 4 = 12 | 2p+ 2. �

΄Ασκηση 43. Το άθροισµα δύο ϑετικών αριθµών είναι 5432 και το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιό τους
223020. Βρείτε τους αριθµούς αυτούς.
Λύση: ΄Εστω x, y οι αριθµοί αυτοί. Παρατηρούµε ότι 5432 = 23 ·7 ·97 και 223020 = 22 ·33 ·5 ·7 ·59. Επειδή
7 | [x, y], κάποιος από αυτούς διαιρείται από το 7. Αν ο άλλος δεν διαιρείτο από το 7, τότε 7 - x+ y, άτοπο.
Επίσης κάποιος διαιρείται από το 22 = 4. Αν ο άλλος δεν διαιρείτο από το 4, τότε 4 - x + y, άτοπο. ΄Αρα
και οι δύο διαιρούνται από το 4 · 7 = 28. ΄Εστω x1 =

x

28
και y1 =

y

28
. Τότε x1 + y1 =

5432

28
= 2 · 97 = 194

και [x1, y1] =
223020

28
= 33 · 5 · 59. Επειδή κανείς από τους πρώτους που διαιρούν το [x1, y1] δεν διαιρεί

το x1 + y1, ένας µόνον διαιρείται από το 33 = 27, ένας µόνον από το 5 και ένας µόνον από το 59. Επειδή
27 · 59 > 5 · 59 = 295 > 194, αυτός που διαιρείται από το 59 πρέπει να είναι ο 59. Ο άλλος ϑα είναι ο
194− 59 = 135 = 27 · 5. Αν x1 = 135 και y1 = 59, τότε x = 28 · 135 = 3780 και y = 28 · 59 = 1652.
Η άσκηση αυτή ϑα µπορούσε να λυθεί και διαφορετικά. Πρώτα λύνουµε ξανά την άσκηση 33 στη σελίδα 28,
χρησιµοποιώντας πρώτους αριθµούς. Θα δείξουµε ότι (x, y) = (x+y, [x, y]). ΄Εστω δ = (x, y). Τότε x = δx′

και y = δy′ µε (x′, y′) = 1. Επίσης, δ = (x, y) = (x + y, [x, y])⇔ 1 =
(x+ y

δ
,
[x, y]

δ

)
= (x′ + y′, [x′, y′]) =

= (x′+y′, x′y′). Αρκεί να δείξουµε ότι (x′+y′, x′y′) = 1. Αν ο (x′+y′, x′y′) ήταν µεγαλύτερος της µονάδας,
τότε ϑα είχε έναν πρώτο διαιρέτη p. Εφόσον p | x′y′, ο p ϑα διαιρούσε κάποιον από τους x′, y′. Χωρίς ϐλάβη
της γενικότητας, υποθέτουµε ότι p | x′. Επειδή όµως p | x′ + y′, ο p ϑα διαιρούσε και τον y′, άτοπο γιατί
(x′, y′) = 1. Εποµένως (x′ + y′, x′y′) = 1 και τελειώσαµε.
Τώρα, εφόσον x + y = 5432 και [x, y] = 223020, έχουµε (x, y) = (x + y, [x, y]) = (5432, 223020) =
= (23·7·97, 22·33·5·7·59) = 22·7 = 28. Εποµένως xy = (x, y)[x, y] = 28·223020 = 6244560 = 24·33·5·72·59.
Εποµένως οι x, y είναι οι ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης t2− 5432t+ 6244560 = 0. Η διακρίνουσα του
τριωνύµου είναι ∆ = 26 · 72 · 972 − 26 · 33 · 5 · 72 · 59 = 26 · 72 · (972 − 33 · 5 · 59) = 26 · 72(9409 − 7965) =

= 26 · 72 · 1444 = 26 · 72 · 22 · 192 = 28 · 72 · 192 = (24 · 7 · 19)2 = 21282. Εποµένως t =
5432± 2128

2
=
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= 2716± 1064 =

{
2716 + 1064 = 3780 ή
2716− 1064 = 1652

�

΄Ασκηση 44. ∆είξτε ότι αν ο ϑετικός ακέραιος n > 4 είναι σύνθετος, τότε n | (n− 1)!
Απόδειξη: Εφόσον ο n είναι σύνθετος, υπάρχει γνήσιος διαιρέτης του m, µε 1 < m < n. ∆ιακρίνουµε δύο
περιπτώσεις : 1) n

m
= m⇔ n = m2. Επειδή n > 4, έπεται ότι m > 2. Εποµένως 2m < m2 = n. Οι αριθµοί

m και 2m είναι µικρότεροι του n και συνεπώς το γινόµενό τους m · 2m = 2m2 = 2n διαιρεί το (n− 1)! ΄Αρα
και το n διαιρεί το (n− 1)!. 2) n

m
6= m. Τότε οι m και n

m
είναι διαφορετικοί και προφανώς µικρότεροι του

n, οπότε το γινόµενό τους m · n
m

= n διαιρεί το (n− 1)! �

΄Ασκηση 45. (i) Πόσα µηδενικά έχει στο τέλος ο αριθµός 83!;
(ii) Για ποιες τιµές του n > 0 ο αριθµός n! τελειώνει σε ακριβώς 26 µηδενικά ;
(iii) Είναι δυνατόν το n! να τελειώνει σε ακριβώς 36 µηδενικά ;
Λύση: (i) Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα του Legendre (Θεώρηµα 1.49). Το πλήθος των µηδενικών στο τέλος
του n! ισούται µε τη µεγαλύτερη δύναµη του 10 = 2 · 5 που το διαιρεί. Εφόσον

⌊83

2i

⌋
≥
⌊83

5i

⌋
, για κάθε i =

= 1, 2, . . ., αρκεί να ϐρούµε τη µέγιστη δύναµη του 5 που διαιρεί το 83! ΄Εχουµε,
⌊83

5

⌋
+
⌊83

25

⌋
= 16+3 = 19,

άρα 519 είναι η µεγαλύτερη δύναµη του 5 που διαιρεί το 83! Συνεπώς 1019 είναι η µεγαλύτερη δύναµη του
10 που διαιρεί το 83!, δηλαδή το 83! έχει στο τέλος ακριβώς 19 µηδενικά.
(ii) ΄Οπως προηγουµένως, εφόσον

⌊ n
2i

⌋
≥
⌊ n

5i

⌋
, για κάθε i = 1, 2, . . ., ϑα πρέπει

∞∑
i=1

⌊ n
5i

⌋
= 26. Αν π

είναι το πηλίκο της διαίρεσης του n δια του 5, τότε π =
⌊n

5

⌋
. (Βλέπε σχόλια µετά την απόδειξη της

ταυτότητας της ευκλείδειας διαίρεσης-ϑεώρηµα 1.3). Επειδή
⌊π

5

⌋
=
⌊bn/5c

5

⌋
=
⌊n/5

5

⌋
=
⌊ n

25

⌋
(άσκηση

Γ΄.3), ο αριθµός
⌊ n

25

⌋
είναι το πηλίκο π1 της διαίρεσης του π δια του 5. Οµοίως, ο

⌊ n

125

⌋
είναι το

πηλίκο π2 της διαίρεσης του π1 δια του 5. ΄Εστω n = 5π + υ, π = 5π1 + υ1 και π1 = 5π2 + υ2 οι
ταυτότητες των ευκλειδείων διαιρέσεων n : 5, π : 5 και π1 : 5, αντίστοιχα. Υποθέτουµε ότι π2 > 0. Τότε
π ≥ 5π1 ≥ 25π2. ΄Αρα π + π1 + π2 ≥ 25π2 + 5π2 + π2 = 31π2 > 31, άτοπο γιατί η µεγαλύτερη δύναµη
του 5 που διαιρεί το n! ϑα πρέπει να είναι 26 < 31. Εποµένως π2 =

⌊ n

125

⌋
= 0 και κατά συνέπεια

26 = π + π1 ≥ 5π1 + π1 = 6π1 ⇒ π1 ≤ 4. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι π = 26 − π1 ≥ 22 και άρα
π1 ≥

⌊22

5

⌋
= 4. Τελικώς π = 22 και π1 = 4. ΄Αρα n = 5 · 22 + υ = 110 + υ, όπου 0 ≤ υ < 5. Οι δυνατές

τιµές για το n είναι λοιπόν : 110, 111, 112, 113 και 114.
(iii) Σύµφωνα µε την ανάλυση που έγινε στο προηγούµενο ερώτηµα, ϑα πρέπει το πηλίκο π3 =

⌊ n

625

⌋
της

διαίρεσης του π2 =
⌊ n

125

⌋
δια του 5 να είναι µηδέν. Αν π2 = 0, τότε 36 = π + π1 ≥ 5π1 + π1 = 6π1 ⇒

⇒ π1 ≤ 5 ⇒ π ≥ 35 − 5 = 30 και άρα π1 ≥
⌊30

5

⌋
= 6, άτοπο. ΄Αρα δεν υπάρχουν n τέτοια, ώστε το n! να

τελειώνει σε 36 µηδενικά. �

΄Ασκηση 46. ∆είξτε ότι η επόµενη εικασία δεν είναι αληθής : Κάθε ϑετικός ακέραιος µπορεί να γραφεί στη
µορφή p+ α2, όπου p πρώτος ή 1 και α ≥ 0.
Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς αποκλείονται οι πρώτοι ως αντιπαραδείγµατα, γιατί ένας πρώτος p γράφεται προ-
ϕανώς στη µορφή p + 02. ΄Εχουµε 1 = 1 + 02, 4 = 3 + 12, 6 = 5 + 12, 8 = 7 + 12, 9 = 5 + 22, 10 = 1 + 32,
12 = 11+12, 14 = 13+12, 15 = 11+22, 16 = 7+32, 18 = 17+12, 20 = 19+12, 21 = 17+22, 22 = 13+32,
24 = 23 + 12. Από το 25 αφαιρούµε τετράγωνα και εξετάζουµε αν η διαφορά είναι πρώτος ή 1. ΄Εχουµε
25 − 02 = 25, 25 − 12 = 24, 25 − 22 = 21, 25 − 32 = 16, 25 − 42 = 9 και 25 − 52 = 0. Ο 25 αποτελεί
αντιπαράδειγµα για την εικασία αυτή. �
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΄Ασκηση 47. Αν n > 1 δεν είναι της µορφής 6k + 3, τότε ο αριθµός n2 + 2n είναι σύνθετος.
Απόδειξη: Οι δυνατές περιπτώσεις είναι : n = 6k + 1, n = 6k + 2, n = 6k + 4 και n = 6k + 5.
Εξετάζουµε κάθε µία ξεχωριστά. Αν n = 6k + 1, τότε n2 = 36k2 + 12k + 1 = 6k · (6k + 2) + 1. ΄Αρα
n2 + 2n = 6k · (6k+ 2) + 26k+1 + 1 = 6k · (6k+ 2) + 2n+ 1. Ο αριθµός n = 6k+ 1 είναι περιττός και συνεπώς
2n + 1 = (2 + 1)(2n−1 − 2n−2 + · · · + 1), δηλαδή 3 | 2n + 1. ΄Αρα 3 | n2 + 2n > 3, γιατί n > 1. Οµοίως, αν
n = 6k+5, τότε ο n είναι περιττός και συνεπώς 3 | 2n+1. Επίσης, n2 = 36k2+60k+25 = 6(6k2+10k+4)+1,
δηλαδή 3 | n2 − 1. ΄Αρα 3 | n2 − 1 + 2n + 1 = n2 + 2n. Στις περιπτώσεις n = 6k + 2, n = 6k + 4 έχουµε
2 | n⇒ 2 | n2 και προφανώς 2 | 2n. ΄Αρα 2 | n2 + 2n. Σε κάθε περίπτωση ο αριθµός n2 + 2n ≥ 22 + 22 = 8
διαιρείται από το 2 ή το 3 και κατά συνέπεια δεν είναι πρώτος. �

΄Ασκηση 48. Να αποδείξετε ότι αν n > 1, τότε ο αριθµός 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
δεν είναι ακέραιος.

Απόδειξη: ΄Εστω ε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονοµαστών 1, 2, 3, . . . , n. ΄Εστω επίσης 2κ η
µεγαλύτερη δύναµη του 2 που δεν υπερβαίνει τον n, δηλαδή 2κ ≤ n < 2κ+1. Επειδή n ≥ 2 = 21, το κ
είναι µεγαλύτερο ή ίσο του 1. Επίσης ο 2κ ≤ n είναι κάποιος από τους 1, 2, . . . , n. Από τους αριθµούς
1, 2, 3, . . ., n µόνον ο 2κ διαιρείται από τον 2κ. Πράγµατι, αν 2κ | m ≤ n, τότε ο m ϑα ήταν της µορφής
m = 2κµ ≤ n. Αν τώρα µ ≥ 2, τότε ϑα είχαµε n ≥ m = 2κµ ≥ 2κ · 2 = 2κ+1, άτοπο. Εποµένως µ = 1.
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ο αριθµός m είναι αναγκαστικά ο 2κ.
Προκύπτουν λοιπόν δύο πράγµατα. 1ο: Το 2κ, ως η µεγαλύτερη δύναµη που διαιρεί κάποιον από τους
1, 2, . . . , n, είναι και η µεγαλύτερη δύναµη που διαιρεί το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιό τους ε. Εποµένως
το ε γράφεται στη µορφή 2κ · λ, όπου λ περιττός. 2ο: Από τους αριθµούς 1, 2, . . . , n, µόνον ο ίδιος ο 2κ

διαιρείται από τον 2κ. Κάθε άλλος m ≤ n ϑα γράφεται στη µορφή 2βm · ρm, όπου 0 ≤ βm < κ και ρm
περιττός. Επειδή όµωςm = 2βm ·ρm | ε = 2κ ·λ και ρm, λ περιττοί, ϑα έχουµε ρm | λ και άρα τm :=

λ

ρm
∈ Z.

Εποµένως 1

m
=
ε/m

ε
=

2κ−βm · τm
2κ · λ µε κ > βm και άρα ο αριθµός 2κ−βm · τm είναι άρτιος.

Συµπέρασµα: 1+
1

2
+

1

3
+· · ·+ 1

2κ
+· · ·+ 1

n
=

2κ−β1 · τ1 + 2κ−β2 · τ2 + 2κ−β3 · τ3 + · · ·+ λ + · · ·+ 2κ−βn · τn
2κ · λ

είναι ένα κλάσµα µε περιττό αριθµητή και άρτιο παρονοµαστή. Εποµένως το κλάσµα αυτό δεν είναι α-
κέραιος. �

΄Ασκηση 49. ΄Εστω m και n ϑετικοί ακέραιοι. ∆είξτε ότι :
(i) m! · (n!)m | (mn)!
(ii) m!n!(m+ n)! | (2m)! · (2n)!
Απόδειξη: (i) 1η απόδειξη: ΄Εστω p πρώτος. Η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί τοm! είναι pα, όπου
α =

∞∑
i=1

⌊m
pi

⌋
και η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το n! είναι pβ, όπου β =

∞∑
i=1

⌊ n
pi

⌋
. Εποµένως η

µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το m! · (n!)m είναι pα+mβ. Οµοίως, η µεγαλύτερη δύναµη του p που

διαιρεί το (mn)! είναι pγ, όπου γ =
∞∑
i=1

⌊mn
pi

⌋
. Αρκεί να δείξουµε ότι α+mβ ≤ γ ⇔

∞∑
i=1

(⌊m
pi

⌋
+m

⌊ n
pi

⌋)
≤

∞∑

i=1

⌊mn
pi

⌋
. Αν p > n, τότε

⌊ n
pi

⌋
= 0, οπότε η αποδεικτέα σχέση γίνεται

∞∑
i=1

⌊m
pi

⌋
≤

∞∑

i=1

⌊mn
pi

⌋
, η οποία

προφανώς ισχύει γιατί m
pi
≤ mn

pi
, για κάθε i = 1, 2, . . . ΄Εστω τώρα pλ η µεγαλύτερη δύναµη του p που

δεν υπερβαίνει τον n. Παρατηρούµε ότι
⌊ n
pi

⌋
≤ n

pi
⇒ m

⌊ n
pi

⌋
≤ mn

pi
⇒ m

⌊ n
pi

⌋
≤
⌊mn
pi

⌋
, για κάθε

i = 1, 2, . . . , λ. Συνεπώς m
∞∑

i=1

⌊ n
pi

⌋
= m

λ∑

i=1

⌊ n
pi

⌋
≤

λ∑

i=1

⌊mn
pi

⌋
. Ακόµη m

pi
≤ m

pi
n

pλ
=

mn

pλ+i
και εποµένως

⌊m
pi

⌋
≤
⌊mn
pλ+i

⌋
, για κάθε i = 1, 2, . . . ΄Αρα

∞∑

i=1

⌊m
pi

⌋
≤

∞∑

i=λ+1

⌊mn
pi

⌋
Τελικώς

∞∑

i=1

⌊m
pi

⌋
+ m

∞∑

i=1

⌊ n
pi

⌋
≤
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≤
∞∑

i=λ+1

⌊mn
pi

⌋
+

λ∑

i=1

⌊mn
pi

⌋
=
∞∑

i=1

⌊mn
pi

⌋
.

2η απόδειξη: Για κάθε k = 1, 2, . . . ,m το (n − 1)! διαιρεί το γινόµενο των n − 1 διαδοχικών αριθµών
((k− 1)n+ 1)((k− 1)n+ 2) · · · ((k− 1)n+ n− 1). Σηµειώνουµε ότι (k− 1)n+ n− 1 = kn− 1. Εποµένως
k · n! | ((k − 1)n+ 1)((k − 1)n+ 2) · · · ((k − 1)n+ n− 1)(kn), για κάθε k = 1, 2, . . . ,m.
Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη παίρνουµε: 1 ·n! · 2 ·n! · 3 ·n! · · ·m ·n! | 1 · 2 · · ·n · (n+ 1)(n+ 2) · · · (2n) · · ·
((m− 1)n+ 1)((m− 1)n+ 2) · · · (mn)⇔ m! · (n!)m | (mn)!

(ii) Για κάθε πρώτο p έχουµε: m
pi

+
n

pi
+
m+ n

pi
=

2m

pi
+

2n

pi
.

Γνωρίζουµε ότι (άσκηση Γ΄.2-παράρτηµα Γ΄) ότι bxc+ byc ≤ bx+ yc ≤ bxc+ byc+ 1, για κάθε x, y ∈ R. Αν
λοιπόν 2

⌊m
pi

⌋
=
⌊2m

pi

⌋
και 2

⌊ n
pi

⌋
=
⌊2n

pi

⌋
, τότε ϑα έχουµε 2

⌊m
pi

⌋
≤ 2m

pi
< 2
⌊m
pi

⌋
+ 1 και 2

⌊ n
pi

⌋
≤ 2n

pi
<

< 2
⌊ n
pi

⌋
+ 1, οπότε 2

⌊m
pi

⌋
+ 2
⌊ n
pi

⌋
≤ 2(m+ n)

pi
< 2
⌊m
pi

⌋
+ 2
⌊ n
pi

⌋
+ 2⇔

⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
≤ m+ n

pi
<
⌊m
pi

⌋
+

+
⌊ n
pi

⌋
+1, δηλαδή

⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
=
⌊m+ n

pi

⌋
. Σ᾿ αυτή την περίπτωση ϑα έχουµε:

⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
+
⌊m+ n

pi

⌋
=

=
⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
+
⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
= 2
⌊m
pi

⌋
+ 2
⌊ n
pi

⌋
=
⌊2m

pi

⌋
+
⌊2n

pi

⌋
. Αν τώρα

⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
=
⌊m+ n

pi

⌋
− 1,

τότε δεν µπορεί να έχουµε ταυτόχρονα 2
⌊m
pi

⌋
=
⌊2m

pi

⌋
και 2

⌊ n
pi

⌋
=
⌊2n

pi

⌋
. ΄Αρα 2

⌊m
pi

⌋
=
⌊2m

pi

⌋
− 1 ή

2
⌊ n
pi

⌋
=
⌊2n

pi

⌋
− 1. Σε κάθε περίπτωση 2

⌊m
pi

⌋
+ 2
⌊ n
pi

⌋
≤
⌊2m

pi

⌋
+
⌊2n

pi

⌋
− 1. Τότε όµως ϑα έχουµε:

⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
+
⌊m+ n

pi

⌋
=
⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
+
⌊m
pi

⌋
+
⌊ n
pi

⌋
+ 1 = 2

⌊m
pi

⌋
+ 2
⌊ n
pi

⌋
+ 1 ≤

⌊2m

pi

⌋
+
⌊2n

pi

⌋
− 1 + 1 =

=
⌊2m

pi

⌋
+
⌊2n

pi

⌋
. �

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

38. Λύστε την άσκηση 35 (σελ. 28) χρησιµοποιώντας πρώτους αριθµούς.

39. Αναλύστε σε γινόµενο πρώτων παραγόντων τους αριθµούς 79860, 4851 και 20475. Στη συνέχεια ϐρείτε
τον (79860, 4851, 20475) και το [79860, 4851, 20475].

40. ∆είξτε τα παρακάτω:
(i) Κάθε πρώτος της µορφής 3n+ 1 είναι επίσης της µορφής 6k + 1.
(ii) Κάθε ακέραιος της µορφής 3n+ 2, όπου n > 0, έχει έναν πρώτο διαιρέτη της ίδιας µορφής.
(iii) Ο µοναδικός πρώτος της µορφής n3 − 1 είναι ο 7.
(iv) Ο µοναδικός πρώτος p για τον οποίο ο 3p+ 1 είναι τέλειο τετράγωνο είναι ο 5.
(v) Ο µοναδικός πρώτος της µορφής n2 − 4 είναι ο 5.

41. Αν p ≥ 5 είναι πρώτος αριθµός, τότε ο p2 + 2 είναι σύνθετος.

42. Για κάθε ακέραιο n > 1, ο αριθµός n4 + 4 είναι σύνθετος.

43. Αν ο p > 2 είναι πρώτος και 1 < k < p, τότε p
∣∣∣
(
p

k

)
.

44. Να ϐρεθούν όλοι οι πρώτοι παράγοντες του 50! Στη συνέχεια αναλύστε τον 50! σε γινόµενο πρώτων
παραγόντων.

45. Ποιοι από τους παρακάτω αριθµούς είναι πρώτοι και ποιοι σύνθετοι ;
353, 379, 403, 439, 451, 499, 769, 899.

46. Βρείτε τη µεγαλύτερη δύναµη του 21 που διαιρεί το
(

1325

660

)
.
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47. (i) Να ϐρεθεί ο πρώτος p, ώστε ο ακέραιος 31p+ 1 να είναι τέλειο τετράγωνο.
(ii) Να ϐρεθεί ο πρώτος p, ώστε ο ακέραιος 23p+ 4 να είναι τέλειο τετράγωνο.
(iii) Να ϐρεθεί ο πρώτος p, ώστε ο ακέραιος 8p+ 9 να είναι τέλειο τετράγωνο.
(iv) Να ϐρεθεί ο πρώτος p, ώστε ο ακέραιος 5p+ 16 να είναι τέλειο τετράγωνο.

48. (i) Αν p ≥ q ≥ 5 είναι πρώτοι, δείξτε ότι 24 | p2 − q2.
(ii) Αν p 6= 5 είναι περιττός πρώτος, δείξτε ότι κάποιος από τους p2 − 1 ή p2 + 1 διαιρείται µε το 10.

49. ∆ώστε µια άλλη απόδειξη της απειρίας των πρώτων αριθµών, ως εξής : Υποθέτουµε ότι όλοι οι πρώτοι
είναι οι p1, p2, . . . , pn. Θεωρήστε έναν πρώτο διαιρέτη του αριθµού Ν = p2p3 · · · pn + p1p3 · · · pn + · · ·+
+p1p2 · · · pn−1.
50. Βρείτε όλα τα Ϲεύγη των πρώτων αριθµών (p, q) µε p− q = 3.
51. ΄Εστω p1 < p2 < p3 · · · η ακολουθία των πρώτων αριθµών. Τότε

(i) pn > 2n− 1, για κάθε n ≥ 5.
(ii) Κανείς από τους ακεραίους της µορφής Pn = p1p2 · · · pn + 1 δεν είναι τέλειο τετράγωνο.
(iii) Το άθροισµα 1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pn
δεν είναι ποτέ ακέραιος.

52. ∆ύο ϑετικοί ακέραιοι έχουν άθροισµα 27 και ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο 60. Βρείτε τους αριθµούς
αυτούς.
53. ΄Εστω p και q πρώτοι τέτοιοι, ώστε p+ q = (p− q)3. Βρείτε τους πρώτους αυτούς.

1.4 Η γραµµική διοφαντική1 εξίσωση αx+ϐy=γ

΄Εστω α, β, γ ∈ Z µε α2 + β2 > 0. Από τα σχολικά µας χρόνια ξέρουµε ότι η εξίσωση αx + βy = γ ορίζει
στο επίπεδο µια ευθεία. Τίθεται το ερώτηµα: Πότε µια τέτοια ευθεία διέρχεται από σηµεία του επιπέδου,
τα οποία έχουν ακέραιες συντεταγµένες ; Τα σηµεία αυτά λέγονται διεθνώς lattice-points. Ισοδύναµα,
το ερώτηµα τίθεται ως εξής : Υπάρχουν Ϲεύγη (x, y) ακεραίων αριθµών που επαληθεύουν την εξίσωση
αx+ βy = γ; Αν ναι, υπάρχει τύπος που να µας δίνει όλες αυτές τις λύσεις ;

 

-x+3y = 13

2x+3y = 8

-1 11875421

8

7

6

5

4

3

2

1

-13 -10 -8 -7 -5 -4 -2

-2

-1

O

15x-9y = 5

Σχήµα 3

1Προς τιµή του µεγάλου αρχαίου ΄Ελληνα µαθηµατικού ∆ιοφάντου του Αλεξανδρέως (περίπου 210 – 290 µ.Χ.). Το έργο του
«Αριθµητικά» απετέλεσε πηγή έµπνευσης για τον µεγάλο Γάλλο µαθηµατικό Pierre de Fermat (1607–1665). Μελετώντας στο
έργο αυτό τη λύση για τις πυθαγόρειες τριάδες, ο Fermat ισχυρίστηκε ότι απέδειξε ότι η εξίσωση xn + yn = zn, όπου n > 2 δεν
έχει ακέραιες λύσεις. Το πρόβληµα αυτό έµεινε στην ιστορία ως «το µεγάλο ϑεώρηµα του Fermat». Σχεδόν µετά από 350 χρόνια,
και συγκεκριµένα το 1995, ο Andrew Wiles απέδειξε τον ισχυρισµό αυτό. Ο Wiles (τελικώς και µε τη ϐοήθεια του Richard
Taylor) χρησιµοποίησε προχωρηµένες µαθηµατικές ϑεωρίες, αποδεικνύοντας ουσιαστικά µια µερική περίπτωση της περίφηµης
εικασίας Taniyama–Shimura.
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1.4. Η γραµµική διοφαντική εξίσωση αx+ϐy=γ

Παρατηρούµε στο προηγούµενο σχήµα ότι οι ευθείες 2x+ 3y = 8 και −x+ 3y = 13 έχουν ακέραιες λύσεις.
Η ευθεία 15x− 9y = 5 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

Θεώρηµα 1.54. Θεωρούµε την εξίσωση αx+ βy = γ, όπου α, β, γ ∈ Z και α2 + β2 > 0. ΄Εστω δ = (α, β).
(i) Αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε η εξίσωση αx+βy = γ να έχει ακέραιες λύσεις είναι το δ να διαιρεί
το γ.
(ii) Αν (x0, y0) είναι µια ακέραια λύση της αx+ βy = γ, τότε κάθε άλλη ακέραια λύση (x, y) αυτής δίνεται

από τον τύπο:




x = x0 −

β

δ
· t

y = y0 +
α

δ
· t

, t ∈ Z

Απόδειξη: (i) Αναγκαία: Αν υπάρχει ακέραια λύση (x, y) της εξίσωσης αx+βy = γ, τότε επειδή δ | α και
δ | β, ϑα έχουµε δ | αx+ βy = γ.
Ικανή: ΄Εστω δ | γ. Γνωρίζουµε ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης δ των α και β γράφεται ως γραµµικός συν-
δυασµός των α και β. ΄Εστω λοιπόν αx′+βy′ = δ, όπου x′, y′ ∈ Z. Εφόσον λ :=

γ

δ
∈ Z, πολλαπλασιάζουµε

τη σχέση αx′+βy′ = δ µε λ και παίρνουµε αλx′+βλy′ = λδ ⇔⇔ αx+βy = γ, όπου x = λx′ και y = λy′.
(ii) ΄Εστω (x0, y0) µια ακέραια λύση της αx + βy = γ. Αν (x, y) είναι µια οποιαδήποτε ακέραια λύση της
εξίσωσης αυτής, τότε ϑα έχουµε: αx+βy = αx0 +βy0 ⇔ β(y− y0) = α(x0−x)⇔ β

δ
(y− y0) =

α

δ
(x0−x).

Εποµένως β
δ

∣∣∣ α
δ

(x0 − x) ⇔(
β
δ
,α
δ

)
=1

β

δ

∣∣∣ x0 − x. ΄Αρα το x0 − x είναι της µορφής t · β
δ
, µε t ∈ Z. Εποµένως

x = x0 − t ·
β

δ
. Αν αντικαταστήσουµε την τιµή x0 − x = t · β

δ
στην εξίσωση β

δ
(y − y0) =

α

δ
(x0 − x), ϑα

πάρουµε β
δ

(y − y0) =
α

δ
· t · β

δ
⇔ y = y0 + t · α

δ
. Πράγµατι, για κάθε t ∈ Z έχουµε:

α
(
x0 − t ·

β

δ

)
+ β

(
y0 + t · α

δ

)
= αx0 −

tαβ

δ
+ βy0 +

tαβ

δ
= αx0 + βy0 = γ. �

΄Ασκηση 50. Να λυθεί στο Z η γραµµική εξίσωση 360x+ 1617y = 12.
Λύση: Παρατηρούµε ότι 360 = 23 ·32 ·5 και 1617 = 3·72 ·11. Εποµένως (360, 21) = 3 | 12 και κατά συνέπεια
η εξίσωση έχει ακέραιες λύσεις. Χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη για να εκφράσουµε το 3 ως
γραµµικό συνδυασµό των 360 και 1617. ΄Εχουµε: 1617 = 4·360+177, 360 = 2·177+6 και 177 = 29·6+3.
΄Αρα 3 = 177− 29 · 6 = 177− 29(360− 2 · 177) = −29 · 360 + 59 · 177 = −29 · 360 + 59(1617− 4 · 360) =
= 59 · 1617− (29 + 4 · 59) · 360 = (−265) · 360 + 59 · 1617. Εποµένως 12 = 360 · (−265) · 4 + 1617 · (59 · 4) =

= 360 · (−1060) + 1617 · 236. ΄Εχουµε ϐρει λοιπόν τη λύση (x0, y0) = (−1060, 236). Ακόµη, 1617

3
= 539

και 360

3
= 120. Η γενική λύση της εξίσωσης είναι : (x, y) = (−1060− 539t, 236 + 120t), όπου t ∈ Z. �

΄Ασκηση 51. Να ϐρεθούν οι ϑετικές ακέραιες λύσεις (αν υπάρχουν) της εξίσωσης : 12x+ 30y = 66.
Λύση: Παρατηρούµε ότι (12, 30) = (22 · 3, 2 · 3 · 5) = 6 | 66. ΄Αρα η εξίσωση έχει ακέραιες λύσεις.
Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη: 30 = 2 · 12 + 6, 12 = 2 · 6. Εποµένως 6 = 30 − 2 · 12 =
= (−2)12 + 1 · 30. ΄Αρα (−22)12 + 11 · 30 = 66. Μια λύση είναι λοιπόν η (x0, y0) = (−22, 11). Η γενική
λύση είναι λοιπόν (x, y) =

(
− 22− t · 30

6
, 11 + t · 12

6

)
= (−22− 5t, 11 + 2t), όπου t ∈ Z.

Θα πρέπει λοιπόν −22 − 5t > 0 ⇔ t < −22

5
⇔ t ≤ −5. Επίσης 11 + 2t > 0 ⇔ t > −11

2
⇔ t ≥ −5. Η

µοναδική ϑετική λύση προκύπτει για t = −5 και είναι η : x = −22− 5(−5) = 3, y = 11 + 2(−5) = 1. �

΄Ασκηση 52. ΄Εστω α, β, γ µη µηδενικοί ακέραιοι και δ ∈ Z.
(i) ∆είξτε ικανή και αναγκαία συνθήκη ότι για να έχει η εξίσωση αx+ βy + γz = δ ακέραιες λύσεις είναι η

(α, β, γ) | δ.
(ii) Αν η εξίσωση αx+ βy + γz = δ έχει ακέραιες λύσεις, ϐρείτε τη γενική µορφή των λύσεων αυτών.
Λύση: (i) ΄Εστω δ1 = (α, β, γ). Αν η εξίσωση αx + βy + γz = δ έχει ακέραιες λύσεις και (x, y, x) είναι µία
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από αυτές, τότε δ1 | α, δ1 | β και δ1 | γ, οπότε δ1 | αx+βy+γz = δ. Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι δ1 | δ και
δ = λδ1, λ ∈ Z. Εφόσον δ1 = (α, β, γ), υπάρχουν ακέραιοι x1, y1, z1 τέτοιοι, ώστε αx1 + βy1 + γz1 = δ1
και κατά συνέπεια α(λx1) + β(λy1) + γ(λz1) = λδ1 = δ.
(ii) ΄Εστω (x, y, z) µια ακέραια λύση της αx+βy+γz = δ. Ο ακέραιος αx+βy είναι γραµµικός συνδυασµός
των α και β, άρα πολλαπλάσιο του (α, β). ΄Εστω αx+ βy = ω · (α, β). Η εξίσωση αx+ βy + γz = δ λοιπόν
γίνεται : (α, β)ω + γz = δ. Αν (ω0, z0) είναι µια λύση της (α, β)ω + γz = δ, τότε η γενική λύση της

(α, β)ω + γz = δ είναι της µορφής (ω, z) =
(
ω0 − t ·

γ

(α, β, γ)
, z0 + t · (α, β)

(α, β, γ)

)
, t ∈ Z.

Τώρα, αν αx1 +βy1 = (α, β) ϑα έχουµε α(x1ω)+β(y1ω) = (α, β)ω. Κάθε άλλη λύση της αx+βy = (α, β)ω

είναι της µορφής





x = x1ω − s ·
β

(α, β)

y = y1ω + s · α

(α, β)

, s ∈ Z και αν αντικαταστήσουµε το ω µε ω0 − t ·
γ

(α, β, γ)
, ϑα

πάρουµε





x = x1ω0 − t ·
x1γ

(α, β, γ)
− s · β

(α, β)

y = y1ω0 − t ·
y1γ

(α, β, γ)
+ s · α

(α, β)

z = z0 + t · (α, β)

(α, β, γ)

, t, s ∈ Z (1) �

΄Ασκηση 53. Να λυθεί η γραµµική διοφαντική εξίσωση 18x+ 6y+ 21z = 33. ΄Εχει η εξίσωση αυτή ϑετικές
λύσεις ;
Λύση: Παρατηρούµε ότι (18, 6, 21) = (2 · 32, 2 · 3, 3 · 7) = 3 | 33. ΄Αρα η εξίσωση έχει λύσεις. Προφανώς
(18, 6) = 6 και 6 = 18 · 1 + (−2)6. Θέτουµε x1 = 1 και y1 = −2.
Η αρχική εξίσωση ανάγεται στην 6ω + 21z = 33. Με τον αλγόριθµο του Ευκλείδη (µία διαίρεση αρκεί εδώ)
γράφουµε το 3 = (6, 21) ως γραµµικό συνδυασµό των 6 και 21. ΄Εχουµε 21 = 3 · 6 + 3⇔ (−3) · 6 + 1 · 21 =
= 3⇔ (−33) · 6 + 11 · 21 = 33, δηλαδή ω0 = −33 και z0 = 11. Εφαρµόζουµε τους τύπους (1):



x = 1 · (−33)− t · 21

3
− s · 6

6
= −33− 7t− s

y = (−2)(−33)− t · −2 · 21

3
+ s · 18

6
= 66 + 14t+ 3s

z = 11 + t · 6

3
= 11 + 2t

, t, s ∈ Z

Για να έχει ϑετικές λύσεις η παραπάνω εξίσωση ϑα πρέπει 11 + 2t > 0⇔ t > −11

2
⇔ t ≥ −5,

66 + 14t + 3s > 0 ⇔ s > −22 − 14

3
t και −33 − 7t − s > 0 ⇔ s < −33 − 7t. Εποµένως πρέπει

−22−14

3
t < −33−7t⇔ t < −33

7
⇔ t ≤ −5. Εποµένως t = −5. ΄Αρα−22−14

3
·(−5) < s < −33−7·(−5)⇔

⇔ 1 <
4

3
< s < 2, άτοπο γιατί s ∈ Z. ΄Αρα η εξίσωση δεν έχει ϑετικές λύσεις. �

΄Ασκηση 54. (Euler) ΄Ενας αγρότης υπολόγισε ότι χρειάζεται 1770 κορώνες για να αγοράσει άλογα και
ϐόδια. Κάθε άλογο κοστίζει 31 κορώνες και κάθε ϐόδι 21 κορώνες. Πόσα άλογα και πόσα ϐόδια αγόρασε ;
Λύση: Προφανώς, αν x είναι το πλήθος των αλόγων και y το πλήθος των ϐοδιών, έχουµε 31x+ 21y = 1770.
Το 31 είναι πρώτος και 21 = 3 · 7. Εποµένως (31, 21) = 1 | 1770. Η εξίσωση 31x+ 21y = 1770 έχει λοιπόν
ακέραιες λύσεις. ΄Εχουµε: 31 = 21+10, 21 = 2·10+1, άρα 1 = 21−2·10 = 21−2·(31−21) = −2·31+3·21.
Εποµένως 31 · (−2) · 1770 + 21 · 3 · 1770 = 1770⇔ 31 · (−3540) + 21 · 5310 = 1770.

Η γενική λύση της εξίσωσης 31x+ 21y = 1770 είναι λοιπόν
{
x = −3540− 21t

y = 5310 + 31t
, t ∈ Z.

Αναζητούµε ϑετικές λύσεις. ΄Εχουµε 21t < −3540⇔ t < −168− 4

7
⇔ t ≤ −169. Επίσης, 31t > −5310⇔

⇔ t > −171− 9

31
⇔ t ≥ −171. Εποµένως t = −171 ή t = −170 ή t = −169.

Για t = −171 παίρνουµε x = −3540 + 171 · 21 = 51 και y = 5310− 31 · 171 = 9, για t = −170 παίρνουµε
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x = −3540+170·21 = 30 και y = 5310−31·170 = 40 και για t = −169 παίρνουµε x = −3540+169·21 = 9
και y = 5310− 31 · 169 = 71. �

΄Ασκηση 55. (Bhaskara: 1114–1185 µ.Χ.) ∆ύο άνδρες είναι εξίσου πλούσιοι. Ο ένας έχει 5 ϱουµπίνια,
5 µαργαριτάρια και 90 χρυσά νοµίσµατα. Ο άλλος έχει 8 ϱουµπίνια, 9 µαργαριτάρια και 48 χρυσά νο-
µίσµατα. Αν τα ϱουµπίνια είναι ακριβότερα από τα µαργαριτάρια, ϐρείτε την αξία σε χρυσά νοµίσµατα
κάθε ϱουµπινιού και κάθε µαργαριταριού.
Λύση: Αν η αξία σε χρυσά νοµίσµατα κάθε ϱουµπινιού είναι x και κάθε µαργαριταριού y, τότε έχουµε την
εξίσωση 5x + 5y + 90 = 8x + 9y + 48 ⇔ 3x + 4y = 42. Προφανώς

(
(3, 4) = 1

)
η εξίσωση 3x + 4y = 42

έχει ακέραιες λύσεις. ΄Εχουµε 3 · (−1) + 4 · 1 = 1 ⇔ 3 · (−42) + 4 · 42 = 42. Η γενική λύση της

3x + 4y = 42 είναι
{
x = −42− 4t

y = 42 + 3t
, t ∈ Z. Πρέπει −42 − 4t > 0 ⇔ t < −10 − 1

2
⇔ t ≤ −11 και

42 + 3t > 0 ⇔ t > −14 ⇔ t ≥ −13. Εποµένως t = −13 ή t = −12 ή t = −11. Για t = −13, x = 10
και y = 3, για t = −12, x = 6 και y = 6 και για t = −11, x = 2 και y = 9. Επειδή τα ϱουµπίνια είναι
ακριβότερα από τα µαργαριτάρια, οι δύο τελευταίες περιπτώσεις αποκλείονται. Εποµένως κάθε ϱουµπίνι
κοστίζει 10 χρυσά νοµίσµατα και κάθε µαργαριτάρι 3. �

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

54. Λύστε τις παρακάτω γραµµικές διοφαντικές εξισώσεις :
(i) 56x+ 72y = 40.
(ii) 24x+ 138y = 18.
(iii) 221x+ 35y = 11.

55. Βρείτε τις ϑετικές λύσεις (αν ϕυσικά υπάρχουν) των παρακάτω εξισώσεων:
(i) 18x+ 5y = 48.
(ii) 54x+ 21y = 906.
(iii) 123x+ 360y = 99.
(iv) 158x− 57y = 7.

56. Λύστε την εξίσωση 21x+ 14y + 6z = 74. ∆είξτε ότι έχει µοναδική ϑετική λύση.

57. Αν α και β είναι ϑετικοί ακέραιοι, πρώτοι µεταξύ τους, δείξτε ότι για κάθε γ ∈ Z η εξίσωση αx−βy = γ
έχει άπειρες ϑετικές λύσεις.

58. ΄Ενα παιδάκι αγόρασε σοκολάτες και καραµέλες. Κάθε σοκολάτα κοστίζει 2,5e και κάθε καραµέλα
0,3e. Συνολικά πλήρωσε 13,5e. Πόσες σοκολάτες και πόσες καραµέλες αγόρασε ;

59. Τσοπάνος αγόρασε πρόβατα και γίδια. Για κάθε
πρόβατο πλήρωσε 65e και για κάθε γίδι 40e.
Συνολικά πλήρωσε 1040e. Πόσα πρόβατα και πόσα
γίδια αγόρασε ;

60. Για ποιες τιµές του ϑετικού ακεραίου k ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των 9k − 7 και 5k + 4 ισούται µε
71;

61. (Christoff Rudolff, 1526) Σε µια παρέα παρευρίσκονται 20 άτοµα, άντρες, γυναίκες και παιδιά.
΄Ολοι µαζί πλήρωσαν 20 νοµίσµατα. Κάθε άνδρας πλήρωσε 3 νοµίσµατα, κάθε γυναίκα 2 και κάθε παιδί
1
2
. Πόσοι άνδρες, πόσες γυναίκες και πόσα παιδιά παρευρέθηκαν ;
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62. (Euler, 1770) Να γράψετε το 100 ως άθροισµα δύο ϑετικών ακεραίων, ο ένας εκ των οποίων να
διαιρείται µε το 7 και ο άλλος µε το 11.

63. Να λύσετε στο Z το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων:
{

2x+ 5y − 11z = 1

x− 12y + 7z = 2

1.5 Απόδειξη του αιτήµατος του Bertrand

(Αίτηµα του Bertrand) Αν n είναι ϑετικός ακέραιος, τότε υπάρχει πρώτος p µε
n < p ≤ 2n.

Παρατηρούµε ότι p = 2n, µόνον για n = 1.

Ξεκινάµε την απόδειξη2 προτάσσοντας κάποια προκαταρκτικά.
Ορισµός 1.55. Για κάθε x ≥ 0, ϑέτουµε ϑ(x) =

∑
p≤x

log p, όπου το άθροισµα εκτείνεται για όλους τους

πρώτους p, οι οποίοι είναι µικρότεροι ή ίσοι του x. Η συνάρτηση ϑ λέγεται συνάρτηση του Chebyshev.(
Για x ∈ [0, 2) ϑέτουµε ϑ(x) = 0

)
.

Λήµµα 1.56. ϑ(n) < 2n log 2, για κάθε ϑετικό ακέραιο n.

Απόδειξη: ΄Εστω m ϑετικός ακέραιος. Ο διωνυµικός συντελεστής
(

2m+ 1

m

)
=

(
2m+ 1

m+ 1

)
εµφανίζεται

δύο ϕορές στο άθροισµα
2m+1∑

k=0

(
2m+ 1

k

)
= 22m+1 και εποµένως 2

(
2m+ 1

m

)
< 22m+1 ⇔

(
2m+ 1

m

)
< 22m.

Επίσης,
(

2m+ 1

m

)
=

(2m+ 1)(2m)(2m− 1) · · · (m+ 2)

m!
.

Παρατηρούµε ότι όλοι οι πρώτοι p µε m + 1 < p ≤ 2m + 1 δεν διαιρούν τον παρονοµαστή m!, αλλά
διαιρούν τον αριθµητή (2m+ 1)(2m)(2m− 1) · · · (m+ 2). Εποµένως το γινόµενό τους

∏
m+1<p≤2m+1

p διαι-

ϱεί τον
(

2m+ 1

m

)
και συνεπώς

∏
m+1<p≤2m+1

p ≤
(

2m+ 1

m

)
< 22m ⇔

∑

m+1<p≤2m+1

log p < 2m log 2 ⇔

⇔ ϑ(2m+ 1)− ϑ(m+ 1) < 2m log 2.
Τώρα, το λήµµα ισχύει προφανώς για n = 1 και n = 2. ΄Εστω ότι ισχύει για κάθε ϑετικό ακέραιο n, µε
2 ≤ n < n0. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για το n0. Αν το n0 είναι περιττός της µορφής n0 = 2m + 1,
τότε ϑ(n0) = ϑ(2m+ 1)− ϑ(m+ 1) + ϑ(m+ 1) < 2m log 2 + ϑ(m+ 1). Επειδή n0 = 2m+ 1 > 2⇔ 2m >
> 1 ⇔ m ≥ 1 ⇔ n0 − (m + 1) ≥ 1 > 0 ⇔ n0 > m + 1, από την επαγωγική υπόθεση έχουµε ϑ(m + 1) <
< 2(m+ 1) log 2. Εποµένως ϑ(n0) < 2m log 2 + (2m+ 2) log 2 = 2(2m+ 1) log 2 = 2n0 log 2.
Αν το n0 > 2 είναι άρτιος, τότε ο n0 δεν είναι πρώτος, άρα κάθε πρώτος µικρότερος ή ίσος του n0 είναι
γνήσια µικρότερος αυτού. Εποµένως ϑ(n0) =

∑
p≤n0

log p =
∑

p≤n0−1
log p = ϑ(n0 − 1). Λόγω της επαγωγικής

υπόθεσης, ϑ(n0 − 1) < 2(n0 − 1) log 2 < 2n0 log 2. Η απόδειξη του λήµµατος είναι πλήρης. �

Παρατήρηση: Αν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος, ϑεωρούµε τον διωνυµικό συντελεστή
(

2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
.

Αν
(

2n

n

)
=
∏

p

pkp είναι η ανάλυση του
(

2n

n

)
σε γινόµενο διακεκριµένων πρώτων παραγόντων (kp η µεγα-

λύτερη δύναµη του πρώτου p που διαιρεί το
(

2n

n

))
, τότε, σύµφωνα µε την πρόταση 1.19, το kp ισούται µε

2Η απόδειξη είναι παρµένη από το κλασικό ϐιβλίο των G. H. Hardy και E. M. Wright "An Introduction to the Theory of
Numbers", Fifth Edition, Oxford Science Publications, 1979.

46 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



1.5. Απόδειξη του αιτήµατος του Bertrand

kp =
∞∑
i=1

(⌊2n

pi

⌋
− 2
⌊ n
pi

⌋)
.

Παρατηρούµε ότι
⌊ n
pi

⌋
≤ n

pi
<
⌊ n
pi

⌋
+ 1 ⇔ 2

⌊ n
pi

⌋
≤ 2n

pi
< 2
⌊ n
pi

⌋
+ 2. Εποµένως 2

⌊ n
pi

⌋
≤
⌊2n

pi

⌋
≤ 2n

pi
<

< 2
⌊ n
pi

⌋
+ 2. ΄Αρα 0 ≤

⌊2n

pi

⌋
− 2
⌊2n

pi

⌋
< 2. Συνεπώς ο ακέραιος

⌊2n

pi

⌋
− 2
⌊2n

pi

⌋
παίρνει τις τιµές 0 ή

1. Επειδή ο 2
⌊2n

pi

⌋
είναι άρτιος, ο ακέραιος

⌊2n
pi

⌋
− 2

⌊2n
pi

⌋
δεν µηδενίζεται όταν και µόνον όταν

ο
⌊2n
pi

⌋
είναι περιττός. Επίσης, αν pi > 2n, τότε

⌊2n

p

⌋
= 0 και άρα και

⌊2n

pi

⌋
− 2
⌊2n

pi

⌋
= 0. ΄Αρα

pi ≤ 2n⇔ i log p ≤ log(2n)⇔ i ≤ log(2n)

log p
. Εφόσον, για κάθε i προσθέτουµε 1 ή 0 στο kp,

η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει το kp είναι λοιπόν
⌊ log(2n)

log p

⌋
(1).

Απόδειξη της εικασίας του Bertrand: Υποθέτουµε ότι µπορούµε να ϐρούµε n, οσονδήποτε µεγάλο, ώστε
η εικασία του Bertrand να µην ισχύει για τον n. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι n ≥ 5. Στο διάστηµα λοιπόν

(n, 2n) δεν περιέχεται κανένας πρώτος αριθµός. Θεωρούµε τον διωνυµικό συντελεστή N =

(
2n

n

)
. Οι πιθα-

νοί πρώτοι διαιρέτες του, οι οποίοι είναι και διαιρέτες του (2n)!
(
άρα ϐρίσκονται στο σύνολο {1, 2, . . . , 2n}

)

ϑα πρέπει αναγκαστικά, εφόσον δεν ισχύει η εικασία του Bertrand για τον n, να είναι µικρότεροι ή ίσοι
του n. Αν p είναι ένας τέτοιος πρώτος, τότε διακρίνουµε δύο πιθανές περιπτώσεις :
1) 2

3
n < p ≤ n. Τότε 2p ≤ 2n < 3p ⇔ 2 ≤ 2n

p
< 3. Εποµένως

⌊2n

p

⌋
= 2. Σύµφωνα µε την προηγούµενη

παρατήρηση, ϑα έχουµε
⌊2n

p

⌋
− 2
⌊2n

p

⌋
= 0. Επίσης, p2 > 4

9
n2 > 2n. (Η ανισότητα 4

9
n2 > 2n προκύπτει

από την υπόθεση n ≥ 5). ΄Αρα 2n

p2
< 1 και συνεπώς 2n

pi
< 1, για κάθε i ≥ 2. Εποµένως

⌊2n

pi

⌋
= 0. Με

ϐάση πάλι την προηγούµενη παρατήρηση, ϑα έχουµε πάλι
⌊2n

pi

⌋
− 2
⌊2n

pi

⌋
= 0, για κάθε i ≥ 2. Συνεπώς

kp = 0, δηλαδή ο p δεν είναι διαιρέτης του N και η περίπτωση 2
3
n < p ≤ n αποκλείεται.

2) Από το 1) αποµένουν µόνον οι πρώτοι p που είναι µικρότεροι ή ίσοι του 2
3
n.

Αν kp ≥ 2, τότε 2 log p ≤ kp log p ≤
σχέση (1)

log(2n)

log p
log p = log(2n). ΄Αρα log p ≤ log(

√
2n) ⇔ p ≤

√
2n.

Υπάρχουν λοιπόν το πολύ
√

2n τέτοιοι p. Συνεπώς
∑
kp≥2

kp log p ≤
√

2n log(2n).

Εποµένως logN =
∑
kp=1

log p +
∑
kp≥2

kp log p ≤ ∑
p≤ 2

3
n

log p +
√

2n log(2n) = ϑ
(
2
3
n
)

+
√

2n log(2n) ≤
Λήµµα 1.56

≤ 4
3
n log 2 +

√
2n log(2n).

Από την άλλη µεριά, ο διωνυµικός συντελεστής N =

(
2n

n

)
είναι ο µεγαλύτερος συντελεστής στο άθροισµα

22n =

(
2n

0

)
+

(
2n

1

)
+

(
2n

2

)
+ · · ·+

(
2n

2n− 1

)
+

(
2n

2n

)
= 2 +

(
2n

1

)
+

(
2n

2

)
+ · · ·+

(
2n

2n− 1

)

︸ ︷︷ ︸
2n όροι

.

(
Προφανώς 2 =

(
2

1

)
<

(
2n

1

)
<

(
2n

n

)
= N

)
. ΄Αρα 22n < 2nN ⇔ 2n log 2 < log(2n) + logN .

Συνεπώς 2n log 2 < log(2n) + 4
3
n log 2 +

√
2n log(2n)⇔ 2n log 2 < 3(1 +

√
2n) log(2n).

Βρίσκουµε τώρα ένα ζ > 0 τέτοιο, ώστε 2n = 210(1+ζ) ⇔ log(2n) = 10(1 + ζ) log 2 ⇔ ζ =
log(n/25)

10 log 2
. Αν

n > 25 = 512, τότε ζ =
log(n/25)

10 log 2
> 0. Στην περίπτωση αυτή η σχέση 2n log 2 < 3(1 +

√
2n) log(2n) γίνεται
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210(1+ζ) log 2 < 3(1 +
√

210(1+ζ)) log 210(1+ζ) ⇔ 210(1+ζ) log 2 < 30(1 + 25(1+ζ))(1 + ζ) log 2 ⇔ 210(1+ζ) <
< 30(1 + 25(1+ζ))(1 + ζ) ⇔ 25ζ < 30 · 2−10−5ζ(1 + 25(1+ζ))(1 + ζ) = 30 · 2−5(2−5(1+ζ) + 1)(1 + ζ) <

< 30 · 2−5(2−5 + 1)(1 + ζ). Αλλά 30 · 2−5 < 1− 2−5 ⇔ 31

32
< 1. Εποµένως 25ζ < (1− 2−5)(1 + 2−5)(1 + ζ) =

= (1 − 2−10)(1 + ζ) < 1 + ζ. Αλλά 25ζ = elog(2
5ζ) = eζ log(32) > 1 + ζ log 32 >

32>e
1 + ζ, αντίφαση. Συνεπώς,

για n > 512 η εικασία του Bertrand ισχύει.
Τώρα, ϑεωρούµε τους πρώτους 2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631. Καθένας από αυτούς είναι
µικρότερος από το διπλάσιο του προηγουµένου του. ΄Αρα αν το n είναι κάποιος από αυτούς, τότε ανάµεσα
στο n και το 2n υπάρχει πρώτος. Αν τώρα το n ϐρίσκεται ανάµεσα σε δύο διαδοχικούς τέτοιους πρώτους, δη-
λαδή p1 < n < p2, όπου p1, p2 κάποιος από τους προηγούµενους πρώτους, τότε n < p2 < 2p1 < 2n, δηλαδή
ο p2 είναι ανάµεσα στο n και το 2n. Συνεπώς η εικασία του Bertrand ισχύει και για κάθε ϑετικό ακέραιο
µικρότερο ή ίσο του 512 < 631. (Για n > 512 η εικασία του Bertrand έχει αποδειχθεί προηγουµένως). �
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1.6. Λύσεις των ασκήσεων του κεφαλαίου 1

1.6 Λύσεις των ασκήσεων του κεφαλαίου 1

1. ΄Οχι. Ο αριθµός 67 είναι άρτιος και δεν µπορεί να
γραφεί ως άθροισµα περιττού πλήθους περιττών.

2. Επειδή έχουµε τρεις ακεραίους, δύο από αυτούς ανα-
γκαστικά ϑα είναι και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο περιττοί.
Σε κάθε περίπτωση το άθροισµά τους είναι άρτιο.

3. β < 0 γιατί 35β = −313 − υ, άρα |β| = −β.
313 = 35|β| − υ ≤ 35|β| ⇔ 8 + 33

35 ≤ |β|. Αλ-
λά 313 = 35|β| − υ > 34|β| ⇔ |β| < 9 + 7

34 . ΄Αρα
|β| = 9⇔ β = −9 και συνεπώς υ = 2.

4. ΄Εστω α = (α− β)π1 + υ1 και β = (α− β)π2 + υ2 µε
0 ≤ υ1, υ2 < |α − β|. Τότε α − β = (α − β)(π1 − π2) +
υ1−υ2 ⇒ α−β | υ1−υ2. Επειδή 0 ≤ |υ1−υ2| < |α−β|,
υ1 − υ2 = 0.

5. Από τη διαίρεση γ : 12 προκύπτει ότι 0 < 3β < 12 ⇔
0 < β < 4. Αλλά από τη διαίρεση α : β, β > 2. ΄Αρα
β = 3, α = 3 · 7 + 2 = 23, γ = 12 · 23 + 9 = 285.

6. n(7n2+5) = 6n3+n(n2+5) = 6n3+6n+n(n2−1) =
6n(n2+1)+(n−1)n(n+1) και 6 = 3! | (n−1)n(n+1).

7. (i) 52 + 7 = 32 = 4 · 8. ΄Εστω 8 | 52n + 7 = 8λ. Τότε
52n+2+7 = 25 · 52n+7 = 24 · 52n+8λ = 8 · (3 · 52n+λ).
(ii) 24 − 1 = 15. ΄Εστω 15 | 24n − 1 = 15λ. Τότε
24n+4−1 = 16 ·24n−1 = 15 ·24n+24n−1 = 15(24n+λ).
(iii) 34+22 = 81+4 = 85 = 5·17. ΄Εστω 5 | 33n+1+2n+1 =
5λ. Τότε 33n+4 + 2n+2 = 27 · 33n+1 + 2 · 2n+1 =
25 · 33n+1 + 2(33n+1 + 2n+1) = 5(5 · 33n+1 + 2λ).
(iv) 42 + 51 = 21. ΄Εστω 21 | 4n+1 + 52n−1 = 21λ. Τότε
4n+2+52n+1 = 4·4n+1+25·52n−1 = 21·52n−1+4(4n+1+
52n−1) = 21(52n−1 + λ).
(v) 2 ·7+3 ·5−5 = 24. ΄Εστω 24 | 2 ·7n+3 ·5n−5 = 24λ.
Τότε 2 · 7n+1 + 3 · 5n+1 − 5 − 24λ = 14 · 7n + 15 · 5n −
5 − (2 · 7n + 3 · 5n − 5) = 12(7n + 5n). Ο 7n + 5n είναι
άρτιος ως άθροισµα δύο περιττών. ΄Αρα 7n + 5n = 2ρ και
άρα 2 · 7n+1 + 3 · 5n+1 − 5 = 24(λ+ ρ).

8. ΄Εστω α = πβ+υ, 0 ≤ υ < |β| η ταυτότητα της ευκλεί-
δειας διαίρεσης α : β. Αν υ ≤ 1

2 |β|, τότε ϑέτουµε q = π
και r = υ. Αν 1

2 |β| < υ < |β|, τότε α = πβ+ |β|+υ−|β|.

Αν ε =
{
1, αν β > 0

−1, αν β < 0
το πρόσηµο του β, τότε ϑέτου-

µε q = π + ε και r = υ − |β|. Προφανώς α = qβ + r.
Επίσης −1

2 |β| < r = υ − |β| < 0. Αν α = q′β + r′,
για κάποια άλλα q′, r′ ∈ Z µε −1

2 |β| < r′ ≤ 1
2 |β|, τότε

|β||q − q′| = |r − r′|. Αν q 6= q′, τότε |r − r′| ≥ |β|. Αλλά
−1

2 |β| < r ≤ 1
2 |β| (1) και −1

2 |β| < r′ ≤ 1
2 |β| ⇔ −1

2 |β| ≤
−r′ < 1

2 |β| (2). Προσθέτοντας τις (1) και (2) παίρνουµε
−|β| < r − r′ < |β| ⇔ |r − r′| < |β|, αντίφαση. ΄Αρα
q = q′ και συνεπώς r = r′.

9. ΄Εστω x = 2α + 3β και y = 9α + 5β. Το αποτέλε-
σµα προκύπτει από τις σχέσεις 4x + y = 17(α + β) και
x− 4y = −17(2α+ β).
10. (i) Το άθροισµα των τετραγώνων δύο περιττών είναι
άρτιος. Αν αυτό ήταν τετράγωνο, ϑα ήταν τετράγωνο αρ-
τίου, δηλαδή της µορφής 4ρ2. Από το (ii) του παρα-
δείγµατος 1.4 το τετράγωνο περιττού είναι της µορφής
8λ+ 1. ΄Αρα ϑα είχαµε 4ρ2 = 8λ+ 1 + 8λ′ + 1 ⇒ 2ρ2 =
4(λ+ λ′) + 1⇒ 2 | 1, άτοπο.
(ii) n(n + 1)(n + 2)(n + 3) = n4 + 6n3 + 11n2 + 6n =
(n2 + 3n+ 1)2 − 1.
11. Ο αριθµός 8n + 5 είναι περιττός και αν διαιρεθεί µε
το 8 δίνει υπόλοιπο 5. Το αποτέλεσµα προκύπτει από το
(ii) του παραδείγµατος 1.4.
12. Προφανώς για n = 2 παίρνουµε 2n + 5 = 22 + 5 =
9 = 32. Αν n > 2, τότε 8 | 2n και άρα το αποτέλεσµα
προκύπτει ξανά από το (ii) του παραδείγµατος 1.4.
13. (i) n2+2 = n2+2n+2−2n = n(n+2)−2(n−1) =
n(n+ 2)− 2(n+ 2)+ 6. ΄Αρα n+ 2 | 6 ⇔

n+2≥3
n+ 2 = 3 ή

n+ 2 = 6. ΄Αρα n = 1 ή n = 4.
(ii) 2n − 1 | n2 − n − 1 ⇒ 2n − 1 | 2n2 − 2n − 2 =
n(2n−1)−(n+2). ΄Αρα 2n−1 | n+2⇒ 2n−1 | 2(n+2) =
2n+4 = 2n− 1+ 5. ΄Αρα 2n− 1 | 5⇔ 2n− 1 = 1 ή 5⇔
n = 1 ή n = 3. Επαλήθευση: 2·1−1 = 1 | −1 = 12−1−1
και 2 · 3− 1 = 5 | 5 = 32 − 3− 1.
14. ΄Εστω α = 2k + 1. α2 + (α + 2)2 + (α + 4)2 + 1 =
3(α2+7)+12α. Αρκεί 4 | α2+7. α2+7 = (2k+1)2+7 =
4(k2 + k + 2).
15. ΄Εστω Αn = 1 + 7 + 72 + · · · + 74n−1. Α1 =
1+7+72+73 = 8+72(1+7) = 8(1+72) = 8 ·50 = 400.
Υποθέτουµε ότι 400 | Αn = 400λ. Τότε Αn+1 = Αn+74n+
74n+1 +74n+2 +74n+3 = 400λ+74n · (1 + 7+ 72 +73) =
400λ+ 74n · Α1 = 400λ+ 74n · 400 = 400(λ+ 74n).
16. (i) n(n2+11) = n(n2+12−1) = 12n+(n−1)n(n+1).
Προφανώς 6 | 12n και 6 = 3! | (n− 1)n(n+ 1). (΄Ασκηση
1.12).
(ii) ΄Εστω n = 2k + 1. n(n2 − 1) = (n − 1)n(n + 1) =
2k(2k+ 1)(2k+ 2) = 4k(k+ 1)(2k+ 1) = 4k(k+ 1)(3 +
2k − 2) = 12k(k + 1) + 8(k − 1)k(k + 1). 2 | k(k + 1)⇒
24 | 12k(k + 1), 6 = 3! | (k − 1)k(k + 1) ⇒ 24 | 48 |
8(k − 1)k(k + 1).
(iii) Από το (ii) του παραδείγµατος 1.4, m2 = 8λ + 1,
n2 = 8λ′ + 1, άρα m2 − n2 = 8(λ− λ′).
(iv) m2 + 23 = 24 + (m − 1)(m + 1). Αρκεί να δείξουµε
ότι 24 | (m − 1)(m + 1). Αν διαιρέσουµε το m µε το 6
ϑα πάρουµε m = 6k ή m = 6k + 1 ή m = 6k + 2 ή
m = 6k + 3 ή m = 6k + 4 ή m = 6k + 5. Οι περιπτώσεις
m = 6k, m = 6k + 2, m = 6k + 3 και m = 6k + 4
αποκλείονται γιατί 2, 3 - m. Εποµένως m = 6k + 1 ή
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m = 6k + 5. Αν m = 6k + 1, τότε (m − 1)(m + 1) =
6k(6k + 2) = 12k(3k + 1) = 12k(2k + (k + 1)) =
24k2+12k(k+1) και ο k(k+1) άρτιος. Ανm = 6k+5, τότε
(m−1)(m+1) = (6k+4)6(k+1) = 12(3k+2)(k+1) =
12(k + 2(k + 1))(k + 1) = 12k(k + 1) + 24(k + 1)2 και
k(k + 1) άρτιος.
(v)m2(m2−1)(m2−4) = (m−2)(m−1)m(m+1)(m+2)m
και 120 = 5! | (m − 2)(m − 1)m(m + 1)(m + 2), άρα
120 | (m − 2)(m − 1)m(m + 1)(m + 2)m. Εποµένως
m2(m2 − 1)(m2 − 4) = 120λ. Πρέπει να δείξουµε ότι
360 | 120λ⇔ 3 | λ. Αν 3 | m, τότε 9 | m2. Ανm = 3k+1,
τότε 9 | (m − 1)(m + 2) = 3k(3k + 3). Αν m = 3k + 2,
τότε 9 | (m−2)(m+1) = 3k(3k+3). Σε κάθε περίπτωση
9 | 120λ⇔ 3 | 40λ = 39λ+ λ = 3 · 13λ+ λ. ΄Αρα 3 | λ.

17. Αν 1 = 1
k1

+ 1
k2

+ · · · + 1
kn

, τότε k1k2 · · · kn =
k2k3 · · · kn+k1k3 · · · kn+ · · · k1 · · · ki−1ki+1 · · · kn+ · · ·+
k1k2 · · · kn−1. Στο πρώτο µέλος έχουµε γινόµενο περιτ-
τών, άρα περιττό. Στο δεύτερο µέλος έχουµε άρτιο (n)
άθροισµα περιττών γινοµένων, άρα άρτιο. ΄Ατοπο.

18. Μπορούµε να ϐρούµε ακριβώς n. Το S = {n +
1, n + 2, . . . , 2n} έχει αυτή την ιδιότητα. Πράγµατι, αν
n + 1 ≤ α < β ≤ 2n και α | β, τότε αν β = λα,
ϑα έπρεπε λ ≥ 2, γιατί β > α. Εποµένως ϑα είχαµε
β ≥ 2α ≥ 2(n+ 1) > 2n, άτοπο.

19. δ = (x, y)⇒ δ | αx+ βy = 1⇔ δ = 1.

20. Αληθεύει. Αν δ = (r, s), τότε δ | s + t και δ | s, άρα
δ | t. Εποµένως δ | (s, t) = 1. Οµοίως (r, t) = 1.

21. 227 = 143 + 84, 143 = 84 + 59, 84 = 59 + 25,
59 = 2 · 25 + 9, 25 = 2 · 9 + 7, 9 = 7 + 2, 7 = 3 · 2 + 1.
΄Αρα (227, 143) = 1. 657 = 2 · 306+ 45, 306 = 6 · 45+ 36,
45 = 36 + 9, 36 = 4 · 9. ΄Αρα (306, 657) = 9. 1479 =
5 · 272 + 119, 272 = 2 · 119 + 34, 119 = 3 · 34 + 17,
34 = 2 · 17. ΄Αρα (272, 1479) = 17.

22. (i) 72 = 56 + 16, 56 = 3 · 16 + 8, 16 = 2 · 8. ΄Αρα 8 =
(56, 72) = 56−3 ·16 = 56−3 ·(72−56) = 4 ·56+(−3)72.
(ii) 138 = 5 · 24 + 18, 24 = 18 + 6, 18 = 3 · 6. ΄Αρα 6 =
(24, 138) = 24−18 = 24−(138−5·24) = 6·24+(−1)138.
(iii) 651 = 395+ 256, 395 = 256+ 139, 256 = 139+ 117,
139 = 117 + 22, 117 = 5 · 22 + 7, 22 = 3 · 7 + 1. ΄Αρα
1 = (651, 395) = 22 − 3 · 7 = 22 − 3(117 − 5 · 22) =
6 · 22 + (−3)117 = 6(139 − 117) + (−3)117 = 6 · 139 +
(−9)117 = 6·139+(−9)(256−139) = 15·139+(−9)256 =
15(395 − 256) + (−9)256 = 15 · 395 + (−24)256 =
15 · 395 + (−24)(651− 395) = (−24)651 + 39 · 395.
(iv) 2378 = 1769 + 609, 1769 = 2 · 609 + 551, 609 =
551 + 58, 551 = 9 · 58 + 29, 58 = 2 · 29. ΄Αρα
29 = (1769,−2378) = (1769, 2378) = 551 − 9 · 58 =
551 − 9(609 − 551) = 10 · 551 + (−9)609 = 10(1769 −
2 · 609) + (−9)609 = 10 · 1769 + (−29)609 = 10 · 1769 +
(−29)(2378− 1769) = 39 · 1769 + 29 · (−2378).

23. (i) ΄Εστω δ = (2α + β, α + 2β). Τότε δ | 2α + β −
2(α+2β) = −3β. Οµοίως, δ | α+2β−2(2α+β) = −3α.
Εποµένως δ | (−3α,−3β) = 3(α, β) = 3. ΄Αρα δ = 1 ή 3.
(ii) (α + β, α2 + β2) = (α + β, (α + β)2 − 2αβ) =
(α + β,−2αβ) | (α + β, 2)(α + β, α)(α + β, β) = (α +
β, 2)(α, β)2 = (α+β, 2) | 2. ΄Αρα (α+β, α2+β2) = 1 ή 2.
(iii) (α+ β, α2 − αβ + β2) = (α+ β, (α+ β)2 − 3αβ) =
(α + β,−3αβ) | (α + β, 3)(α + β, α)(α + β, β) = (α +
β, 3)(α, β)2 = (α+β, 3) | 3. ΄Αρα (α+β, α2−αβ+β2) =
1 ή 3.
(iv) (α2− β2, 2αβ) | (α2− β2, 2)(α2− β2, α)(α2− β2, β).
΄Εστω δ = (α2 − β2, α). Τότε δ | α, άρα δ | α2. Επειδή
δ | α2 − β2, έχουµε δ | β2. Εποµένως δ | (α2, β2) =
(α, β)2 = 1. Οµοίως αποδεικνύουµε ότι (α2−β2, β) = 1.
΄Αρα (α2 − β2, 2αβ) | (α2 − β2, 2) | 2.
24. Αν κάποιος από τους m,n διαιρεί τον άλλο, π.χ.
m | n, τότε και τα δύο µέλη ϑα είναι ίσα µε αn − 1. ΄Εστω
[αm − 1, αn − 1] = α[m,n] − 1. ΄Εστω m > n, δ = (m,n),
m = xδ και n = yδ µε (x, y) = 1 και x > y. Τότε
[αm − 1, αn − 1] = α[m,n] − 1⇔ (αxδ−1)(αyδ−1)

αδ−1 = αxyδ −
1⇔ α(x+y)δ−αxδ−αyδ+1 = α(xy+1)δ−αxyδ−αδ+1⇔
αxyδ − 1⇔ α(x+y)δ − αxδ − αyδ = α(xy+1)δ − αxyδ − αδ.
΄Εστω β = αδ > 1. Τότε βx+y−βx−βy = βxy+1−βxy−β.
Αν y > 1, τότε βx+y−1 − βx−1 − βy−1 = βxy − βxy−1 − 1
και εποµένως β | 1, άτοπο γιατί β > 1. ΄Αρα y = 1,
n = yδ = δ | xδ = m. Οµοίως, αν n > m, τότε m | n. Η
περίπτωση m = n είναι τετριµµένη.
25. (α, β) = [α, β] ⇔

[
α

(α,β) ,
β

(α,β)

]
= 1 ⇔ |α|

(α,β)
|β|

(α,β) =

1⇔ |α|
(α,β) =

|β|
(α,β) = 1⇔ |α| = |β| = (α, β)⇔ α = ±β.

26. (i) 147 = 5 · 28 + 7, 28 = 4 · 7. ΄Αρα (147, 28) = 7
και 7 = 147 + (−5)28. 7 = 6 + 1, άρα (7, 6) = 1 και
1 = (147, 28, 6) = 7 + (−1)6 = 147 + (−5)28 + (−1)6.
(ii) 288 = 198 + 90, 198 = 2 · 90 + 18, 90 = 5 · 18. ΄Αρα
(198, 288) = 18 = 198 − 2 · 90 = 198 − 2(288 − 198) =
3 ·198+(−2)288. Επίσης 512 = 28 ·18+8, 18 = 2 ·8+2,
8 = 4 · 2. Εποµένως 2 = (198, 288, 512) = 18 − 2 · 8 =
18− 2(512− 28 · 18) = 57 · 18 + (−2)512 = 57(3 · 198 +
(−2)288)+ (−2)512 = 171 · 198+ (−114)288+ (−2)512.
27. Ο παρονοµαστής µηδενίζεται για κ = −3

2 6∈ Z,
άρα για κάθε κ ∈ Z το κλάσµα ορίζεται. ΄Εστω δ =
(κ2 + 3κ + 2, 2κ + 3). Τότε δ | 2(κ2 + 3κ + 2) =
2κ2 + 6κ + 4 και δ | κ(2κ + 3) = 2κ2 + 3κ. Επο-
µένως δ | 2κ2 + 6κ + 4 − (2κ2 + 3κ) = 3κ + 4. Επίσης
δ | 3(2κ + 3) = 6κ + 9 και δ | 2(3κ + 4) = 6κ + 8.
Εποµένως δ | 6κ+ 9− (6κ+ 8) = 1.
28. Προφανώς (f1, f2) = (1, 1) = 1. ΄Εστω (fn, fn+1) =
1. Τότε (fn+1, fn+2) = (fn+1, fn+1 + fn) = (fn+1, fn) =
= 1.
29. ΄Εστω δ = (n! + 1, (n+1)!+ 1). Τότε δ | (n+1)(n! +
1) = (n+1)!+n+1. Εποµένως δ | (n+1)!+n+1−((n+
1)!+1) = n⇒ δ | n! Εφόσον δ | n!+1, δ | n!+1−n! = 1.
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1.6. Λύσεις των ασκήσεων του κεφαλαίου 1

30. r
s + u

v = rv+su
sv ∈ Z ⇔ sv | rv + su. s | su, άρα

s | rv ⇔
(s,r)=1

s | v. Οµοίως v | rv, άρα v | su ⇔
(v,u)=1

v | s.

31. ΄Εστω δ = (5k − 4, 9k − 7). Τότε δ | 45k − 36 και
δ | 45k−35. Εποµένως δ | 45k−36− (45k−35) = −1⇔
δ = 1.

32. ±1 = αβ′ − α′β = αβ′ + α′β′ − α′β′ − α′β =
(α + α′)β′ − α′(β + β′), οπότε (α + α′, β + β′) | ±1,
δηλαδή (α+ α′, β + β′) = 1.

33. ΄Εστω α = x(α, β) και β = y(α, β). Αν διαιρέσου-
µε την αποδεικτέα σχέση µε (α, β), ϑα πάρουµε την ισο-
δύναµη (x+y, [x, y]) = 1 ⇔

(x,y)=1
(x+y, xy) = 1. ΄Εχουµε

(x+ y, xy) =
(x,y)=1

(x+ y, x)(x+ y, y) = (x, y)2 = 1.

34. ΄Εστω x = α
(α,β) και y = β

(α,β) . Τότε (x, y) = 1 και
xy = [x, y] =

[
α

(α,β) ,
β

(α,β)

]
= [α,β]

(α,β) = 420
12 = 35 = 5 · 7.

Εφόσον 12 = (α, β) < 20 < α < β, x = α
(α,β) >

20
12 > 1

και y > x. Οι µόνοι διαιρέτες του 35, όπως µε δοκιµή
µπορούµε να δούµε είναι το 1, το 5, το 7 και το 35. Ε-
ποµένως x = 5 και y = 7. ΄Αρα α = 5 · 12 = 60 και
β = 7 · 12 = 84.

35. Υπάρχουν κ, λ ∈ Z µε κα + λβ = 1. Εποµένως x =
x1 = xκα+λβ = (xα)κ · (xβ)λ = (yβ)κ · (xβ)λ = (yκxλ)β.
Εποµένως ο αριθµός β

√
x = yκxλ ∈ Q, άρα β

√
x ∈ Z. ΄Ε-

στω n = β
√
x. Τότε nβ = x και άρα yβ = (nβ)α = (nα)β.

Εποµένως y = nα.

36. (x, y) | [x, y] και (x, y) | x + y. Εποµένως (x, y) |
−1 ⇔ (x, y) = 1 ⇒ [x, y] = xy. ΄Αρα x + y − 1 = xy ⇔
(x − 1)(y − 1) = 0. Εφόσον y ≤ x, y = 1 και x οποιοσ-
δήποτε ϑετικός ακέραιος.

37. ∆ιαιρούµε το (ακ, βλ) µε (α, β)(κ, λ)
(

α
(α,β) ,

λ
(κ,λ)

)

και παίρνουµε
(

α
(α,β)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

) · κ
(κ,λ) ,

β
(α,β) ·

λ
(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
)
.

Τώρα
α

(α,β)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
∣∣∣ α

(α,β) και
(

α
(α,β) ,

β
(α,β)

)
= 1.

΄Αρα
(

α
(α,β)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

) , β
(α,β)

)
= 1.

Επίσης
(

α
(α,β)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

) ,
λ

(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
)

= 1. Εποµένως
(

α
(α,β)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

) , β
(α,β) ·

λ
(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
)

= 1 και κατά συνέπεια
(

α
(α,β)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

) · κ
(κ,λ) ,

β
(α,β) ·

λ
(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
)

=

=

(
κ

(κ,λ) ,
β

(α,β) ·
λ

(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
)
. Επίσης

λ
(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
∣∣∣ λ

(κ,λ)

και
(

κ
(κ,λ) ,

λ
(κ,λ)

)
= 1. ΄Αρα

(
κ

(κ,λ) ,
λ

(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
)

= 1. Ε-

ποµένως
(

κ
(κ,λ) ,

β
(α,β) ·

λ
(κ,λ)(
α

(α,β)
, λ
(κ,λ)

)
)

=
(

κ
(κ,λ) ,

β
(α,β)

)
.

38. ΄Εστω x = pr11 p
r2
2 · · · prnn και y = ps11 p

s2
2 · · · psnn , όπου

pi διαφορετικοί πρώτοι και ri, si ≥ 0. Τότε xα = yβ ⇔
pαr11 pαr22 · · · pαrnn = pβs11 pβs22 · · · pβsnn ⇔ αri = βsi, για
κάθε i = 1, . . . , n. Εφόσον α | βsi και (α, β) = 1,
α | si = λiα. Εποµένως αri = λiβα ⇔ ri = λiβ. ΄Ε-
στω n = pλ11 p

λ2
2 · · · pλnn . Τότε nα = pαλ11 pαλ22 · · · pαλnn =

= ps11 p
s2
2 · · · psnn = y και nβ = pβλ11 pβλ22 · · · pβλnn =

= pr11 p
r2
2 · · · prnn = x.

39. 79860 = 22 · 3 · 5 · 113, 4851 = 32 · 72 · 11, 20475 =
32 · 52 · 7 · 13. Εποµένως (79860, 4851, 20475) = 3 και
[79860, 4851, 20475] = 22 ·32 ·52 ·72 ·113 ·13 = 763062300.

40. (i) Το 2 είναι της µορφής (για n = 0) 3n + 2. ΄Αρα
ένας πρώτος της µορφής 3n + 1 είναι περιττός. Τότε ο n
είναι άρτιος, γιατί σε αντίθετη περίπτωση ο 3n ϑα ήταν
περιττός και εποµένως ο 3n + 1 άρτιος. ΄Αρα n = 2k και
κατά συνέπεια ο αριθµός είναι της µορφής 6k + 1.
(ii) Το 3 δεν διαιρεί τον ακέραιο αυτό, γιατί τότε ο α-
κέραιος ϑα ήταν της µορφής 3n. ΄Αρα οι πρώτοι διαιρέτες
του 3n + 2 είναι της µορφής 3k + 1 ή 3k + 2. Επειδή το
γινόµενο αριθµών της µορφής 3k+ 1 είναι πάλι της ίδιας
µορφής

(
(3k+1)(3r+1) = 3(3kr+ k+ r)+ 1

)
, αριθµός

ϑα πρέπει να έχει έναν πρώτο διαιρέτη της µορφής 3k+2.
(iii) n3−1 = (n−1)(n2+n+1). Αν n > 2, τότε n−1 > 1
και ο n3 − 1 ϑα ήταν σύνθετος. Εποµένως n = 2 και
n3 − 1 = 23 − 1 = 7.
(iv) ΄Εστω 3p + 1 = x2 ⇔ 3p = (x − 1)(x + 1). Αν
x − 1 = 1 ⇔ x = 2, τότε x + 1 = 3 και άρα p = 1,
άτοπο. Εποµένως 3 = x − 1 και p = x + 1. Συνεπώς
3 = x− 1⇔ x = 4 και p = 4 + 1 = 5.
(v) n2 − 4 = (n − 2)(n + 2). Επειδή ο (n − 2)(n + 2)
είναι πρώτος, ϑα πρέπει n − 2 = 1 ⇔ n = 3. Συνεπώς
n2 − 4 = 32 − 4 = 5.

41. Εφόσον p ≥ 5, p 6= 3. ΄Αρα p = 3k + 1 ή p = 3k + 2.
Τότε p2 + 2 = (3k + 1)2 + 2 = 3(3k2 + 2k + 1) ή
p2+2 = (3k+2)2+2 = 3(3k2+4k+2), δηλαδή 3 | p2+2
και άρα ο p2 + 2 είναι σύνθετος.

42. n4 + 4 = n4 + 4n2 + 4− 4n2 = (n2 + 2)2 − (2n)2 =
(n2−2n+2)(n2+2n+2) και n2−2n+2 = n(n−2)+2 ≥ 2.
΄Αρα ο n4 + 4 είναι σύνθετος.

43. k! | p(p − 1) · · · (p − k + 1). Επειδή p πρώτος και
1 < k < p, (k!, p) = 1. Εποµένως k! | (p− 1) · · · (p− k +
1) = λk!, όπου λ ∈ Z. ΄Αρα

(
p
k

)
= p(p−1)···(p−k+1)

k! = pλ.

44. Οι πρώτοι παράγοντες του 50! είναι όλοι οι πρώτοι
που είναι µικρότεροι του 50. Αυτοί είναι : 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. Βρίσκουµε τους
εκθέτες :

⌊
50
2

⌋
+
⌊
50
4

⌋
+
⌊
50
8

⌋
+
⌊
50
16

⌋
+
⌊
50
32

⌋
= 25 + 12 +

6 + 3 + 1 = 47,
⌊
50
3

⌋
+
⌊
50
9

⌋
+
⌊
50
27

⌋
= 16 + 5 + 1 = 22,⌊

50
5

⌋
+
⌊
50
25

⌋
= 10 + 2 = 12,

⌊
50
7

⌋
+
⌊
50
49

⌋
= 7 + 1 = 8,⌊

50
11

⌋
= 4,

⌊
50
13

⌋
= 3,

⌊
50
17

⌋
= 2,

⌊
50
19

⌋
= 2,

⌊
50
23

⌋
= 2,
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες ∆ιαιρετότητας

⌊
50
29

⌋
=
⌊
50
31

⌋
=
⌊
50
37

⌋
=
⌊
50
41

⌋
=
⌊
50
43

⌋
=
⌊
50
47

⌋
= 1. Επο-

µένως 50! = 247 · 322 · 512 · 78 · 114 · 133 · 172 · 192 · 232 ·
29 · 31 · 37 · 41 · 43 · 47.

45. b
√
353c = 18. Κανείς από τους 2, 3, 5, 7, 11,

13, 17 δεν διαιρεί τον 353, άρα αυτός είναι πρώτος.
b
√
379c = 19. Πιθανοί πρώτοι διαιρέτες : 2, 3, 5, 7,

11, 13, 17, 19. Κανείς δεν διαιρεί τον 379, άρα αυτός
είναι πρώτος. b

√
403c = 20. Πιθανοί πρώτοι διαιρέτες :

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. 403 = 13 · 31, άρα 403 σύν-
ϑετος. b

√
439c = 20. Πιθανοί πρώτοι διαιρέτες : 2, 3,

5, 7, 11, 13, 17, 19. Κανείς δεν τον διαιρεί, άρα 439
πρώτος. b

√
451c = 21. Πιθανοί πρώτοι διαιρέτες : 2, 3,

5, 7, 11, 13, 17, 19. 451 = 11 · 41, άρα 451 σύνθε-
τος. b

√
499c = 22. Πιθανοί πρώτοι διαιρέτες : 2, 3, 5, 7,

11, 13, 17, 19. Κανείς δεν τον διαιρεί, άρα 499 πρώτος.
b
√
769c = 27. Πιθανοί πρώτοι διαιρέτες : 2, 3, 5, 7, 11,

13, 17, 19, 23. Κανείς δεν τον διαιρεί, άρα 769 πρώτος.
b
√
899c = 29. Πιθανοί πρώτοι διαιρέτες : 2, 3, 5, 7, 11,

13, 17, 19, 23, 29. 899 = 29 · 31, άρα 899 σύνθετος.

46.
(
1325
660

)
= 1325!

660!·665! . Επειδή 21 = 3 · 7 και
⌊
n
3i

⌋
≥
⌊
n
7i

⌋
,

αρκεί να υπολογίσουµε τη µεγαλύτερη δύναµη του 7 που
διαιρεί τα 1325!, 660! και 665!. ΄Εχουµε

⌊
1325
7

⌋
+
⌊
1325
49

⌋
+⌊

1325
343

⌋
= 189+27+3 = 219,

⌊
660
7

⌋
+
⌊
660
49

⌋
+
⌊
660
343

⌋
= 94+

13+1 = 108 και
⌊
665
7

⌋
+
⌊
665
49

⌋
+
⌊
665
343

⌋
= 95+13+1 = 109.

΄Αρα η µεγαλύτερη δύναµη του 21 που διαιρεί τον
(
1325
660

)

έχει εκθέτη 219− 108− 109 = 2, δηλαδή είναι το 212.

47. (i) 31p = x2−1 = (x−1)(x+1). Αν 31 = x−1, τότε
p = x+1 = 33 = 3 · 11, άτοπο. Εποµένως 31 = x+1 και
p = x− 1 = 29.
(ii) 23p = x2 − 4 = (x − 2)(x + 2). Αν 23 = x − 2, τότε
p = x + 2 = 27 = 33, άτοπο. Εποµένως 23 = x + 2 και
p = x− 2 = 19.
(iii) Αν p = 2, τότε 8p + 9 = 16 + 9 = 25 = 52. ΄Ε-
στω p περιττός. Τότε 8p = x2 − 9 = (x − 3)(x + 3), για
κάποιον περιττό x. Οι x− 3 και x+ 3 είναι άρτιοι. Επο-
µένως 2p = x−3

2 · x+3
2 . Εποµένως 2 = x−3

2 ⇔ x = 7 και
p = x+3

2 = 5. Πράγµατι, 8 · 5 + 9 = 49 = 72.
(iv) Αν p = 2, τότε 5p + 16 = 26, που δεν είναι τέλειο τε-
τράγωνο. ΄Αρα p περιττός και συνεπώς και ο 5p+ 16 είναι
περιττός. Τότε 5p = x2−16 = (x−4)(x+4), για κάποιον
περιττό x. ΄Εστω 5 = x−4⇔ x = 9. Τότε p = 9+4 = 13.
Πράγµατι, 5 ·13+16 = 81 = 92. Αν 5 = x+4, τότε x = 1,
άτοπο.

48. (i) Αν p = q, τότε προφανώς 24 | 0 = p2 − q2. ΄Εστω
p > q ≥ 5. Επειδή 3 - p, q, οι αριθµοί αυτοί ϑα είναι της
µορφής 3k + 1 ή 3k + 2. Αν είναι της ίδιας µορφής, τότε
3 | p−q. Αν είναι διαφορετικής µορφής, τότε 3 | p+q. Σε
κάθε περίπτωση 3 | p2− q2 = (p− q)(p+ q). Τώρα, και οι
δύο είναι περιττοί. ΄Αρα τα τετράγωνά τους είναι της µορ-
ϕής 8λ+ 1. (Παράδειγµα 1.4 (ii)). Εποµένως 8 | p2 − q2.
Εφόσον (3, 8) = 1, έχουµε 3 · 8 = 24 | p2 − q2.

(ii) Κατ᾿ αρχάς και οι δύο αριθµοί p2 − 1, p2 + 1 είναι
άρτιοι. Αρκεί να δείξουµε ότι κάποιος διαιρείται µε το 5.
Από το παράδειγµα 1.4 (iv) προκύπτει ότι οι πιθανές µορ-
ϕές για το p2 είναι 5k+1 ή 5k+4. Στην πρώτη περίπτωση
5 | p2 − 1, ενώ στη δεύτερη 5 | p2 + 1.

49. Αν p είναι ένας πρώτος διαιρέτης του Ν, τότε p =
pi, για κάποιο i = 1, 2, . . . , n. Αλλά τότε ο p = pi
ϑα διαιρούσε όλους τους όρους του Ν εκτός από τον
p1 · · · pi−1pi+1 · · · pn. Κατά συνέπεια p - Ν, αντίφαση.

50. Αν ο q ήταν περιττός, τότε ο p = q + 3 > 2 ϑα ήταν
άρτιος. Εποµένως ο q είναι άρτιος, δηλαδή q = 2 και
p = 5.

51. (i) Ο πέµπτος όρος της ακολουθίας των πρώτων είναι
ο 11 > 2 · 5− 1. Υποθέτουµε ότι για κάποιο n ≥ 5 ισχύει
pn > 2n − 1. Προφανώς pn+1 ≥ pn + 2 > 2n − 1 + 2 =
2(n+ 1)− 1.
(ii) Επειδή p1 = 2, ο Pn είναι περιττός. Αν ήταν τε-
τράγωνο, ϑα ήταν τετράγωνο κάποιου περιττού x, δηλαδή
p1p2 · · · pn = (x − 1)(x + 1). Οι x ± 1 είναι άρτιοι, άρα
4 | 2p2 · · · pn ⇔ 2 | p2 · · · pn, άτοπο γιατί όλοι οι πρώτοι
µεγαλύτεροι του 2 είναι περιττοί.
(iii) Το άθροισµα 1

p1
+ 1

p2
+ · · · + 1

pn
ισούται µε Ν

p1p2···pn ,
όπου Ν ο ακέραιος της άσκησης 49. Αλλά όπως είδαµε,
κανείς από τους p1, p2, . . . , pn δεν διαιρεί τον Ν.

52. ΄Εστω α και β οι Ϲητούµενοι ακέραιοι. Τότε, σύµφωνα
µε την άσκηση 33, (α, β) = (α + β, [α, β]) = (27, 60) =
(33, 22 · 3 · 5) = 3. Εποµένως αβ = (α, β)[α, β] = 3 · 60 =
180. Οι α, β είναι οι ϱίζες της εξίσωσης t2 − 27t + 180 =

= 0⇔ t =

{
27+3
2 = 15

27−3
2 = 12

53. p > q. Μια προφανής λύση είναι p = 5 και q = 3.
Θα δείξουµε ότι είναι και η µοναδική. p+q = p3−3p2q+
3pq2−q3. ΄Αρα q | p3−p = p(p−1)(p+1). Εφόσον p 6= q,
q | (p − 1)(p + 1). ΄Εστω q | p − 1 ⇔ p = λq + 1, λ ≥ 2.(
Αν p = q+1, τότε αναγκαστικά q = 2 και p = 3, άτοπο

)
.

p+q = 1+(λ+1)q, p−q = 1+(λ−1)q. ΄Αρα 1+(λ+1)q =
((λ−1)q+1)3 = (λ−1)3q3+3(λ−1)2q2+3(λ−1)q+1⇔
λ − 1 = (λ − 1)3q2 + 3(λ − 1)2q + 3(λ − 1) − 2 >

λ>1

(λ− 1)3q2 + 3(λ− 1)2q + 3(λ− 1) > 3(λ− 1)⇒ λ < 1,
άτοπο. Εποµένως q | p + 1 ⇔ p = λq − 1, λ > 1. ΄Α-
ϱα p + q = (λ + 1)q − 1 και p − q = (λ − 1)q − 1. ΄Αρα
(λ+1)q−1 = ((λ−1)q−1)3 = (λ−1)3q3−3(λ−1)2q2+
3(λ−1)q−1⇔ λ+1 = (λ−1)3q2−3(λ−1)2q+3(λ−1)⇔
λ−1 = (λ−1)3q2−3(λ−1)2q+3(λ−1)−2⇒ λ−1 | 2.
Αν λ− 1 = 1 ⇔ λ = 2, τότε q2 − 3q = 0 ⇔ q(q − 3) = 0
και άρα q = 3 και p = 5, αποδεκτή λύση. Αν λ − 1 =
2 ⇔ λ = 3, τότε 2 = 8q2 − 12q + 4 ⇔ 4q2 − 6q + 1 = 0,
µε διακρίνουσα ∆ = 20, που δεν είναι τέλειο τετράγωνο,
άρα q άρρητος. Μοναδική λύση: q = 3 και p = 5.

52 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



1.6. Λύσεις των ασκήσεων του κεφαλαίου 1

54. (i) 72 = 56 + 16, 56 = 3 · 16 + 8, 16 = 2 · 8. ΄Αρα
8 = 56 − 3 · 16 = 56 − 3(72 − 56) = 4 · 56 + (−3) · 72.
Εποµένως 56·20+72(−15) = 40. x = 20− 72

8 ·t = 20−9t,
y = −15 + 56

8 · t = −15 + 7t, t ∈ Z.
(ii) 138 = 5 · 24 + 18, 24 = 18 + 6, 18 = 3 · 6. ΄Αρα
6 = 24− 18 = 24− (138− 5 · 24) = 24 · 6+138 · (−1). Ε-
ποµένως 24·18+138(−3) = 18. x = 18− 138

6 ·t = 18−23t,
y = −3 + 24

6 · t = −3 + 4t, t ∈ Z.
(iii) 221 = 6 · 35+ 11, 35 = 3 · 11+ 2, 11 = 5 · 2+ 1. ΄Αρα
1 = 11− 5 · 2 = 11− 5(35− 3 · 11) = 11 · 16+35 · (−5) =
(221 − 6 · 35) · 16 + 35 · (−5) = 221 · 16 + 35 · (−101).
Εποµένως 221 ·16 ·11+35 ·(−101) ·11 = 11⇔ 221 ·176+
35 · (−1111) = 11. x = 176 − 35t, y = −1111 + 221t,
t ∈ Z.

55. (i) 18 = 3·5+3, 5 = 3+2, 3 = 2+1. ΄Αρα 1 = 3−2 =
3−(5−3) = 2·3−5 = 2(18−3·5)−5 = 2·18−7·5. Επο-
µένως 18·2·48+5(−7·48) = 48⇔ 18·96+5(−336) = 48.
΄Αρα x = 96 − 5t και y = −336 + 18t, t ∈ Z. Θα πρέπει
96 − 5t > 0 ⇔ t < 96

5 = 19 + 1
5 . ΄Αρα t ≤ 19. Επίσης

−336+18t > 0⇔ t > 336
18 = 18+ 2

3 ⇔ t ≥ 19. Εποµένως
t = 19, x = 96− 5 · 19 = 1, y = −336 + 18 · 19 = 6.
(ii) 54 = 2 · 21 + 12, 21 = 12 + 9, 12 = 9 + 3. ΄Α-
ϱα 3 = 12 − 9 = 12 − (21 − 12) = 2 · 12 − 21 =
2(54 − 2 · 21) − 21 = 54 · 2 + 21(−5). Εποµένως
54 ·2 ·302+21(−5 ·302) = 906⇔ 54 ·604+21(−1510) =
906. ΄Αρα x = 604 − 7t και y = −1510 + 18t, t ∈ Z. Θα
πρέπει 604 − 7t > 0 ⇔ t < 604

7 = 86 + 2
7 . ΄Αρα t ≤ 86.

Επίσης −1510 + 18t > 0⇔ t > 1510
18 = 83 + 8

9 ⇔ t ≥ 84.
Εποµένως t = 84 ή 85 ή 86. Για t = 84 παίρνουµε
x = 604 − 7 · 84 = 16 και y = −1510 + 18 · 84 = 2.
Για t = 85 παίρνουµε x = 604 − 7 · 85 = 9 και
y = −1510 + 18 · 85 = 20. Τέλος, για t = 86 παίρ-
νουµε x = 604− 7 · 86 = 2 και y = −1510+ 18 · 86 = 38.
(iii) Η εξίσωση αυτή δεν έχει ϑετικές λύσεις γιατί, για κάθε
Ϲεύγος (x, y) ϑετικών ακεραίων έχουµε 123x + 360y ≥
123 + 360 = 483 > 99.
(iv) 158 = 2 · 57 + 44, 57 = 44 + 13, 44 = 3 · 13 + 5,
13 = 2 · 5 + 3, 5 = 3 + 2 και 3 = 2 + 1. Εποµένως
1 = 3− 2 = 3− (5− 3) = (−1)5+2 · 3 = (−1)5+2(13−
2 ·5) = 2 ·13+(−5)5 = 2 ·13+(−5)(44−3 ·13) = 17 ·13+
(−5)44 = 17(57 − 44) + (−5)44 = 17 · 57 + (−22)44 =
17 · 57 + (−22)(158 − 2 · 57) = 158(−22) + 57 · 61. ΄Αρα
158(−22 · 7) + 57 · 61 · 7 = 7 ⇔ 158(−154) + 57 · 427 =
7 ⇔ 158(−154) + (−57)(−427) = 7. Η γενική λύση
της 158x − 57y = 7 δίνεται από τον τύπο (x, y) =
(−154 + 57t,−427 + 158t), t ∈ Z. Θα πρέπει 57t >
154⇔ t > 154

57 = 2 + 40
57 ⇔ t ≥ 3. Επίσης 158t > 427⇔

t > 427
158 = 2+ 111

158 ⇔ t ≥ 3. Οι ϑετικές λύσεις δίνονται απ΄
τον τύπο (x, y) = (−154+57t,−427+158t), t = 3, 4, . . .
ή ισοδύναµα (x, y) = (17+57t, 47+158t), t = 0, 1, 2, . . .

56. 21 = 3 ·7, 14 = 2 ·7 και 6 = 2 ·3. ΄Αρα (21, 14, 6) = 1
και (21, 14) = 7. 7 + 6(−1) = 1⇔ 7 · 74 + 6(−74) = 74.

Επίσης 21 + 14(−1) = 7. Η γενική λύση της εξίσω-
σης 21x + 14y + 6z = 74 δίνεται από τους τύπους :



x = 74− 6t− 2s

y = −74 + 6t+ 3s

z = −74 + 7t

t, s ∈ Z.

Πρέπει z = −74 + 7t > 0⇔ t > 74
7 = 10 + 4

7 ⇔ t ≥ 11.
x > 0 ⇔ 74 − 6t > 2s ⇔ s < 37 − 3t και y > 0 ⇔ 3s >
74 − 6t ⇔ s > 74−6t

3 . Εποµένως 74−6t
3 < s < 37 − 3t ⇒

74− 6t < 111− 9t ⇔ t < 37
3 = 12 + 1

3 . ΄Αρα t ≤ 12. Για
t = 11 παίρνουµε 2 + 2

3 < s < 4⇔ s = 3. Εποµένως



x = 74− 66− 6 = 2

y = −74 + 66 + 9 = 1

z = −74 + 77 = 3

Για t = 12 παίρνουµε 2
3 < s < 1, αδύνατον γιατί s ∈ Z.

57. Εφόσον (α, β) = 1 | γ, η εξίσωση αx − βy = γ
έχει λύσεις. ΄Εστω (x0, y0) µια λύση αυτής. Τότε όλες οι
λύσεις δίνονται από τον τύπο (x, y) = (x0 + βt, y0 + αt),
όπου t ∈ Z. Πρέπει x > 0 ⇔ βt > −x0 ⇔ t > −x0

β

και y > 0 ⇔ αt > −y0 ⇔ t > −y0
α . ΄Εστω A =

max{−x0
β ,−

y0
α } ∈ R. Επειδή το σύνολο των ακεραίων δεν

είναι άνω ϕραγµένο, υπάρχουν άπειροι ακέραιοι t > A,
άρα και άπειρες ϑετικές λύσεις της εξίσωσης αx−βy = γ.

58. ΄Εστω x οι σοκολάτες και y οι καραµέλες. Τότε
2, 5x + 0, 3y = 13, 5 ⇔ 25x + 3y = 135. ΄Εχουµε
25 = 8 · 3 + 1 ⇔ 25 + 3(−8) = 1 ⇔ 25 · 135 +
3(−8 · 135) = 135 ⇔ 25 · 135 + 3(−1080) = 135. Η
γενική λύση της εξίσωσης 25x + 3y = 135 είναι λοιπόν
(x, y) = (135− 3t,−1080 + 25t), όπου t ∈ Z. Θα πρέπει
x > 0 ⇔ 135 > 3t ⇔ t < 45 ⇔ t ≤ 44. Επίσης
y > 0⇔ 25t > 1080⇔ 5t > 216⇔ t > 216

5 = 43 + 1
5 ⇔

t ≥ 44. Εποµένως t = 44, x = 135 − 3 · 44 = 3 και
y = −1080 + 25 · 44 = 20.

59. ΄Εστω x τα πρόβατα και y τα γίδια. Τότε 65x+40y =
1040⇔ 13x+ 8y = 208. ΄Εχουµε 13 = 8 + 5, 8 = 5 + 3,
5 = 3 + 2 και 3 = 2 + 1. Εποµένως 1 = 3 − 2 =
3 − (5 − 3) = 2 · 3 + (−1)5 = 2 · (8 − 5) + (−1)5 =
2 · 8 + (−3)5 = 2 · 8 + (−3)(13 − 8) = 13(−3) + 8 · 5.
Εποµένως 13(−3 · 208) + 8 · 5 · 208 = 208⇔ 13(−624) +
8 · 1040 = 208. Η γενική λύση της 13x + 8y = 208
είναι (x, y) = (−624 − 8t, 1040 + 13t), όπου t ∈ Z.
Πρέπει x > 0 ⇔ t < −78 ⇔ 7 ≤ −79 και 13t >
−1040 ⇔ t > −80 ⇔ t ≥ −79. Εποµένως t = −79,
x = −624− 8(−79) = 8 και y = 1040 + 13(−79) = 13.

60. ΄Εστω δ = (9k − 7, 5k + 4). Τότε δ | 45k − 35
και δ | 45k + 36. Εποµένως δ | 36 + 35 = 71. Ε-
πειδή το 71 είναι πρώτος, δ = 1 ή δ = 71. Επο-
µένως ϑα πρέπει 9k − 7 = 71λ και 5k + 4 = 71µ, όπου
λ, µ ∈ Z. Λύνουµε τις γραµµικές εξισώσεις 9k − 71λ = 7
και 5k− 71µ = −4. ΄Εχουµε 71 = 7 · 9+ 8 και 9 = 8+ 1.
΄Αρα 1 = 9− 8 = 9− (71− 7 · 9) = 9 · 8 + 71(−1) = 1⇔
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9·56+(−71)·7 = 7. Η γενική λύση της 9k−71λ = 7 είναι
(k, λ) = (56+71t, 7+9t), t ∈ Z. Επίσης 71 = 14·5+1⇔
5(−14) + 71 = 1 ⇔ 5 · 56 + (−71) · 4 = −4. Η γενική
λύση της 5k− 71µ = −4 είναι (k, µ) = (56+71s, 4+5s),
s ∈ Z. Θα πρέπει 56+71t = 56+71s⇔ t = s. Εποµένως
k = 56+71t, t ∈ Z. Τότε 9k−7 = 497+639t = 71(7+9t)
και 5k + 4 = 284 + 355t = 71(4 + 5t). Τότε δ = 71δ′,
όπου δ′ = (7 + 9t, 4 + 5t). Αλλά δ′ | 5(7 + 9t) =
35 + 45t και δ′ | 9(4 + 5t) = 36 + 45t. Εποµένως
δ′ | 36 + 45t− 35− 45t = 1⇒ δ′ = 1⇔ δ = 71.

61. x άντρες, y γυναίκες και z = 20 − x − y παιδιά.
Τότε 3x + 2y + 1

2(20 − x − y) = 20 ⇔ 5x + 3y = 20.
5 = 3 + 2, 3 = 2 + 1, άρα 1 = (5, 3) = 3 − 2 =
3−(5−3) = 5(−1)+3 ·2. ΄Αρα 5(−20)+3 ·40 = 20. Επο-
µένως (x, y) = (−20− 3t, 40 + 5t), όπου t ∈ Z. ΄Εχουµε
x > 0⇔ −20− 3t > 0⇔ t < −20

3 = −6− 2
3 ⇔ t ≤ −7,

y > 0 ⇔ t > −8 ⇔ t ≥ −7. ΄Αρα t = −7, x = 1, y = 5
και z = 20− 1− 5 = 14.

62. ΄Εστω 100 = 7x + 11y, όπου x, y > 0. ΄Εχουµε
11 = 7 + 4, 7 = 4 + 3 και 4 = 3 + 1. Εποµένως

1 = 4−3 = 4−(7−4) = 2·4+(−1)7 = 2(11−7)+(−1)7 =
11 ·2+7(−3). Εποµένως 7(−300)+11 ·200 = 100. Συνε-
πώς x = −300−11t και y = 200+7t, όπου t ∈ Z. Πρέπει
x > 0 ⇔ t < −300

11 = −27 − 3
11 ⇔ t ≤ −28. Επίσης

y > 0⇔ t > −200
7 = −28− 4

7 ⇔ t ≥ −28. ΄Αρα t = −28,
x = −300− 11(−28) = 8 και y = 200 + 7(−28) = 4. Οι
Ϲητούµενοι αριθµοί είναι λοιπόν 7 ·8 = 56 και 11 ·4 = 44.

63. Λύνουµε το σύστηµα ως προς x και y και παίρνουµε{
x = 22+97z

29

y = 25z−3
29

⇔
{
29x− 97z = 22

−29y + 25z = 3
Κατά τα γνωστά, η 29x − 97z = 22 έχει γενική λύση
(x, z) = (−220+97t,−66+29t), t ∈ Z και η−29y+25z =
3 έχει γενική λύση (y, z) = (18 − 25s, 21 − 29s), s ∈ Z.
Εξισώνουµε τις δύο εκφράσεις για το z και παίρνουµε
−66+29t = 21−29s⇔ s+ t = 3⇔ s = 3− t. Αντικαθι-
στούµε το s = 3− t στο y και παίρνουµε y = −57 + 25t.
Οι λύσεις του συστήµατος δίνονται λοιπόν απ΄ τον τύπο:




x = −220 + 97t

y = −57 + 25t

z = −66 + 29t

, t ∈ Z
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Κεφάλαιο 2

Ισοτιµίες και αριθµητικές συναρτήσεις

2.1 Ορισµοί-ϐασικές ιδιότητες

Ορισµός 2.1. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος. Αν α, β ∈ Z, τότε λέµε ότι ο α είναι ισοδύναµος (ή ισότιµος) µε
τον β modulo n αν και µόνον αν n | α− β. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε α ≡

mod n
β ή συνηθέστερα

α ≡ β mod n.

Πόρισµα 2.2. α ≡ 0 mod n⇔ n | α. �

Παράδειγµα 2.3. (i) 27 ≡ −8 mod 5, γιατί 5 | 35 = 27− (−8).
(ii) 3227 ≡ 4 mod 11, γιατί 11 | 3227− 4 = 3223 = 11 · 293.
(iii) −156 ≡ 5 mod 7, γιατί −156− 5 = −161 = −23 · 7 ≡ 0 mod 7. (Βλέπε προηγούµενο πόρισµα).

Πρόταση 2.4. Η σχέση (≡ mod n) είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο Z των ακεραίων αριθµών.
Απόδειξη: (Ανακλαστική) Προφανώς n | α− α = 0⇔ α ≡ α mod n, για κάθε α ∈ Z.
(Συµµετρική) α ≡ β mod n⇔ n | α− β ⇔ n | β − α = −(α− β)⇔ β ≡ α mod n.
(Μεταβατική) ΄Εστω α ≡ β mod n και β ≡ γ mod n. Τότε n | α−β και n | β−γ. ΄Αρα n | (α−β)+(β−γ) =
= α− γ ⇒ α ≡ γ mod n. �

Ορισµός 2.5. Η σχέση ισοδυναµίας (≡ mod n) λέγεται ισοτιµία (modulo n).

Πρόταση 2.6. ∆ύο ακέραιοι α, β είναι ισοδύναµοι modulo n αν και µόνον αν τα υπόλοιπα των διαι-
ϱέσεων α : n και β : n είναι ίσα. Γι᾿ αυτό πολλές ϕορές δύο αριθµοί, οι οποίοι είναι ισοδύναµοι modulo
n λέγονται και ισοϋπόλοιποι modulo n.
Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς, κάθε ακέραιος είναι ισοδύναµος modulo n µε το υπόλοιπο της διαίρεσής του µε το
n. Πράγµατι, έστω α = nπ+υ η ταυτότητα της ευκλειδείου διαιρέσεως α : n. Τότε n | nπ = α−υ ⇒ α ≡ υ
mod n.
Τώρα, τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης ενός ακεραίου µε το n είναι 0, 1, 2, . . . , n− 1. Αρκεί να δείξουµε
ότι υ 6≡ υ′ mod n, για κάθε υ, υ′ ∈ {0, 1, . . . , n− 1} µε υ 6= υ′.
΄Εστω λοιπόν υ, υ′ ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. ΄Εχουµε 0 ≤ υ < n (1) και 0 ≤ υ′ < n ⇔ −n < −υ′ ≤ 0 (2). Αν
προσθέσουµε κατά µέλη τις (1) και (2) ϑα πάρουµε −n < υ− υ′ < n⇔ 0 ≤ |υ− υ′| < n. Αν λοιπόν υ ≡ υ′

mod n ⇔ n | υ − υ′, τότε υ − υ′ = λn, για κάποιο λ ∈ Z. Κατά συνέπεια |υ − υ′| = |λ|n. Αν λ 6= 0, τότε
|λ| ≥ 1 και συνεπώς |υ − υ′| ≥ n, άτοπο. ΄Αρα λ = 0⇔ υ = υ′. �

Πρόταση 2.7. ∆ύο αριθµοί α και β είναι ισοϋπόλοιποι modulo n αν και µόνον αν διαφέρουν κατά ακέραιο
πολλαπλάσιο του n.
Απόδειξη: α ≡ β mod n⇔ n | α− β ⇔ α− β = λn, λ ∈ Z⇔ α = β + λn⇔ β = α + (−λ)n. �

Πρόταση 2.8. ΄Εστω α, n > 0. Τότε ισχύει η ισοδυναµία: x ≡ y mod n⇔ αx ≡ αy mod αn
Απόδειξη: x ≡ y mod n⇔ n | x− y ⇔ αn | α(x− y) = αx− αy ⇔ αx ≡ αy mod αn. �
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Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε: 1ο: Η σχέση (≡ mod n), ως σχέση ισοδυναµίας, ορίζει µια µοναδική
διαµέριση του Z σε κλάσεις ισοδυναµίας. Η κλάση ισοδυναµίας modulo n στην οποία ανήκει ο ακέραιος
α ϑα συµβολίζεται µε 〈α〉n ή αν είναι δεδοµένο το n, απλά µε 〈α〉. Η κλάση ισοδυναµίας στην οποία
ανήκει το α αποτελείται από όλους τους ακεραίους που διαφέρουν από το α κατά ένα πολλαπλάσιο του n.
Εποµένως 〈α〉n = {α+ kn | k ∈ Z}.
2ο: Σύµφωνα µε την πρόταση 2.6, κάθε ακέραιος ανήκει στην ίδια κλάση ισοδυναµίας µε το υπόλοιπο της
διαίρεσής του µε το n. Επειδή υπάρχουν ακριβώς n δυνατά υπόλοιπα, τα 0, 1, 2, . . . , n−1 και αυτά ανήκουν
σε διαφορετικές κλάσεις ισοδυναµίας modulo n, υπάρχουν ακριβώς n κλάσεις ισοδυναµίας modulo n.
Αυτές είναι οι : 〈0〉n, 〈1〉n, 〈2〉n,. . .,〈n− 1〉n.

Ορισµός 2.9. Θα λέµε ότι οι ακέραιοι αριθµοί α1, α2, . . . , αn αποτελούν ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων
modulo n αν οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναµίας 〈α1〉n,〈α2〉n,. . ., 〈αn〉n είναι όλες οι κλάσεις ισοδυναµίας
modulo n. ΄Ετσι, οι αριθµοί 0, 1, 2, . . . , n − 1 αποτελούν ένα πλήρες υπολοίπων modulo n. Το σύστηµα
αυτό είναι το µικρότερο σύστηµα µη αρνητικών υπολοίπων.

Είναι σαφές ότι n ακέραιοι αποτελούν πλήρες υπολοίπων modulo n αν και µόνον αν είναι ανά δύο α-
νισοϋπόλοιποι modulo n.

Πρόταση 2.10. Αν n ϑετικός ακέραιος, τότε κάθε n διαδοχικοί ακέραιοι αποτελούν ένα πλήρες σύστηµα
υπολοίπων modulo n.
Απόδειξη: ΄Εστω k, k + 1, k + 2, . . . , k + n − 1 διαδοχικοί ακέραιοι. Αν υποθέσουµε ότι k + λ ≡ k + µ
mod n, όπου 0 ≤ λ < µ ≤ n− 1, τότε n | k+µ− k− λ = µ− λ > 0. Εποµένως µ− λ = tn, όπου t ϑετικός
ακέραιος. ΄Αρα µ− λ = tn ≥ n. Αλλά µ− λ ≤ n− 1 < n, άτοπο. �

΄Ασκηση 56. ∆είξτε ότι οι αριθµοί 0, 1, 2, 22, 23, . . . , 29 αποτελούν πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 11,
ενώ οι αριθµοί 0, 12, 22, 32, . . . , 102 δεν αποτελούν τέτοιο σύστηµα.
Απόδειξη: Για την πρώτη περίπτωση αρκεί να δείξουµε ότι οι αριθµοί 0, 1, 2, 22, 23, . . . , 29 είναι ανά δύο
ανισοϋπόλοιποι modulo 11. Προφανώς 2k 6≡ 0 mod 11, γιατί (2k, 11) = 1, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , 9. Αν
2k ≡ 2r mod 11, όπου 0 ≤ r < k ≤ 9, τότε 11 | 2k − 2r = 2r(2k−r − 1). Επειδή (2r, 11) = 1, ϑα πρέπει
11 | 2k−r − 1 ⇔ 2k−r ≡ 1 mod 11. Αλλά 0 < k − r ≤ 9. ΄Οµως 21 = 2 mod 11, 22 = 4 mod 11, 23 = 8
mod 11, 24 = 16 ≡ 5 mod 11, 25 ≡ 2 · 5 = 10 mod 11, 26 ≡ 20 ≡ 9 mod 11, 27 ≡ 18 ≡ 7 mod 11,
28 ≡ 14 ≡ 3 mod 11 και 29 ≡ 6 mod 11.
Για τη δεύτερη περίπτωση παρατηρούµε ότι 102 − 12 = (10 − 1)(10 + 1) = 9 · 11 ≡ 0 mod 11. ΄Αρα οι
αριθµοί 100 και 1 δεν είναι ανισοϋπόλοιποι modulo 11.

(
Πιο απλά 100− 1 = 99 ≡ 0 mod 11

)
. �

΄Ασκηση 57. (i) Βρείτε ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 11 που να αποτελείται α) από µόνον
άρτιους ακεραίους και ϐ) µόνον από περιττούς ακεραίους.
(ii) Είναι το σύνολο {−3, 34, 8, 12,−1,−11} πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 6;
Λύση: (i) ΄Ενα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 11 είναι το {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. α) Προφανώς
(2, 11) = 1. ΄Αρα το {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} είναι πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 11, το
οποίο αποτελείται µόνον από αρτίους. Μάλιστα 12 ≡ 1 mod 11, 14 ≡ 3 mod 11, 16 ≡ 5 mod 11, 18 ≡ 7
mod 11 και 20 ≡ 9 mod 11. ϐ) Παρατηρούµε ότι 0 ≡ 11 mod 11, 2 ≡ 13 mod 11, 4 ≡ 15 mod 11,
6 ≡ 17 mod 11, 8 ≡ 19 mod 11 και 10 ≡ 21 mod 11. ΄Αρα το {11, 1, 13, 3, 15, 5, 17, 7, 19, 9, 21} =
= {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21} είναι πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 11, το οποίο αποτελείται
µόνον από περιττούς. ΄Ενα άλλο τέτοιο σύστηµα είναι το {−11,−9,−7,−5,−3,−1, 1, 3, 5, 7, 9}.

(
΄Εχουµε

−11 ≡ 0 mod 11,−9 ≡ 2 mod 11,−7 ≡ 4 mod 11,−5 ≡ 6 mod 11,−3 ≡ 8 mod 11 και −1 ≡ 10
mod 11

)
.

(ii) −3 ≡ 3 mod 6, 34 ≡ 4 mod 6, 8 ≡ 2 mod 6, 12 ≡ 0 mod 6, −1 ≡ 5 mod 6 και −11 ≡ 1 mod 6.
΄Οντως λοιπόν το σύνολο {−3, 34, 8, 12,−1,−11} είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 6. �

΄Ασκηση 58. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn n αριθµοί, όχι απαραίτητα διαφορετικοί. ∆είξτε ότι υπάρχουν κάποιοι
από αυτούς, των οποίων το άθροισµα διαιρείται µε το n.
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Απόδειξη: Θεωρούµε την ακολουθία των αριθµών α1, α1 + α2, α1 + α2 + α3, . . . , α1 + α2 + · · ·+ αn. Αν οι
n αυτοί αριθµοί ήταν ανισοϋπόλοιποι modulo n, τότε κάποιος από αυτούς ϑα ήταν ισοϋπόλοιπος modulo
n µε το µηδέν και άρα ϑα διαιρείτο από το n. Αν δεν ήσαν ανισοϋπόλοιποι modulo n, τότε ϑα υπήρχαν
κ, λ ∈ {1, 2, . . . , n} µε κ < λ τέτοιοι, ώστε α1+α2+· · ·+αλ ≡ α1+α2+· · ·+ακ mod n⇔ ακ+1+· · ·+αλ ≡ 0
mod n. �

2.2 Η «περίεργη» αριθµητική modulo n και οι εφαρµογές της σε προβλήµατα
διαιρετότητας

Πρόταση 2.11. Ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) ΄Εστω α ≡ β mod n και ρ ∈ Z. Τότε ρα ≡ ρβ mod n.
(ii) ΄Εστω α1 ≡ β1 mod n και α2 ≡ β2 mod n. ΄Εστω επίσης κ, λ ∈ Z. Τότε κα1+λα2 ≡ κβ1+λβ2 mod n.
Ιδιαιτέρως, αν α1 ≡ β1 mod n και α2 ≡ β2 mod n, τότε α1 ± α2 ≡ β1 ± β2 mod n.
(iii) ΄Εστω α1 ≡ β1 mod n και α2 ≡ β2 mod n. Τότε α1α2 ≡ β1β2 mod n. Επαγωγικά, αν αi ≡ βi
mod n, για κάθε i = 1, 2, . . . , k, τότε α1α2 · · ·αk ≡ β1β2 · · · βk mod n.
(iv) ΄Εστω α ≡ β mod n και k ϑετικός ακέραιος. Τότε αk ≡ βk mod n.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω α ≡ β mod n⇔ n | α− β. Εποµένως n | ρ(α− β) = ρα− ρβ ⇔ ρα ≡ ρβ mod n.
(ii) α1 ≡ β1 mod n⇔ n | α1 − β1 και α2 ≡ β2 mod n⇔ n | α2 − β2.
Εποµένως n | κ(α1 − β1) + λ(α2 − β2) = (κα1 + λα2)− (κβ1 + λβ2)⇔ κα1 + λα2 ≡ κβ1 + λβ2 mod n.
(iii) ΄Εχουµε n | α1 − β1 και n | α2 − β2. Εποµένως α1α2 − β1β2 = α1α2 − α1β2 + α1β2 − β1β2 =
= α1(α2 − β2) + β2(α1 − β1) που είναι πολλαπλάσιο του n. ΄Αρα α1α2 ≡ β1β2 mod n. Υποθέτουµε τώρα
ότι αν k ≥ 2 και αi ≡ βi mod n, για κάθε i = 1, 2, . . . , k, τότε α1α2 · · ·αk ≡ β1β2 · · · βk mod n. Τότε, αν
αk+1 ≡ βk+1 mod n,

(
εφόσον το αποτέλεσµα ισχύει για δύο σχέσεις

)
, α1α2 · · ·αkαk+1 ≡ β1β2 · · · βkβk+1

mod n.
(iv) Προκύπτει από το προηγούµενο αν ϑέσουµε α1 = α2 = · · · = αk = α και β1 = β2 = · · · = βk = β. �

΄Ασκηση 59. Να δείξετε ότι 7 | 22225555 + 55552222.
Απόδειξη: Ο αριθµός 22225555 + 55552222 είναι τροµακτικά µεγάλος. Στην αρχή ϑα προσπαθήσουµε να
«ϱοκανίσουµε» τις ϐάσεις. Εφόσον κάθε αριθµός είναι ισοδύναµος modulo 7 µε το υπόλοιπο της διαίρεσής
του µε το 7, έχουµε: 2222 = 317 · 7 + 3 ⇒ 2222 ≡ 3 mod 7. Από το (iv) της προηγούµενης πρότασης
προκύπτει ότι 22225555 ≡ 35555 mod 7. Παρατηρούµε ότι 32 = 9 ≡ 2 mod 7. ΄Αρα 33 ≡ 3 · 2 = 6 ≡ −1
mod 7, σύµφωνα µε το (i) της προηγούµενης πρότασης. Συνεπώς 36 = (33)2 ≡ (−1)2 = 1 mod 7. Οι 6η

δύναµη του 3 είναι λοιπόν ισοϋπόλοιπη modulo 7 µε το 1. ΄Αρα και οι δυνάµεις της 6ης δύναµης του 3 ϑα
είναι ισοϋπόλοιπες modulo 7 µε το 1. Πόσες ϕορές χωράει το 6 στο 5555; ∆εν έχουµε παρά να διαιρέσουµε
το 5555 δια του 6. ΄Εχουµε 5555 = 6 · 925 + 5. Εποµένως 35555 = 36·925+5 = (36)925 · 35 ≡ 1925 · 35 = 35 =
= 33 · 32 = 27 · 9 ≡ 6 · 2 = 12 ≡ 5 mod 7. Με άλλα λόγια, το 5 είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 35555

άρα και του 22225555 δια του 7. ΄Οχι και τόσο άσχηµα.
Επαναλαµβάνουµε τώρα την προηγούµενη διαδικασία στο 55552222. ΄Εχουµε: 5555 = 7·793+4⇔ 5555 ≡ 4
mod 7⇒ 55552222 ≡ 42222 mod 7. Επίσης 42 = 16 ≡ 2 mod 7, 43 ≡ 4·2 = 8 ≡ 1 mod 7. Τώρα διαιρούµε
το 2222 δια του 3 και παίρνουµε 2222 = 3 · 740 + 2. Εποµένως 55552222 ≡ 42222 = 43·740+2 = (43)740 · 42 ≡
≡ 1 · 16 ≡ 2 mod 7. Τελικώς 22225555 + 55552222 ≡ 5 + 2 = 7 ≡ 0 mod 7⇔ 7 | 22225555 + 55552222. �

΄Ασκηση 60. Να δείξετε ότι 39 | 737 + 1337 + 1937.
Απόδειξη: 39 = 3 · 13 και (3, 13) = 1. Αρκεί να δείξουµε ότι το 3 και το 13 διαιρούν την δοσµένη
παράσταση. ΄Εχουµε: 7 ≡ 1 mod 3 ⇒ 737 ≡ 137 = 1 mod 3, 13 ≡ 1 mod 3 ⇒ 1337 ≡ 1 mod 3
και 19 ≡ 1 mod 3 ⇒ 1937 ≡ 1 mod 3. Συνεπώς 737 + 1337 + 1937 ≡ 1 + 1 + 1 = 3 ≡ 0 mod 3.
Ακόµη 72 = 49 ≡ 10 mod 13, 73 ≡ 70 ≡ 5 mod 13, 74 ≡ 35 ≡ 9 mod 13, 75 ≡ 63 ≡ 11 mod 13,
76 ≡ 77 ≡ 12 ≡ −1 mod 13. ΄Αρα 712 ≡ 1 mod 13⇒ 737 = (712)3 ·7 ≡ 1 ·7 = 7 mod 13. Ακόµη, 1337 ≡ 0
mod 13, γιατί 13 ≡ 0 mod 13 και 19 ≡ 6 mod 13 ⇒ 192 ≡ 36 ≡ −3 mod 13 ⇒ 194 ≡ (−3)2 = 9 ≡ −4
mod 13 ⇒ 1912 ≡ (−4)3 = −64 ≡ −12 ≡ 1 mod 13. ΄Αρα 1937 = (1912)3 · 19 ≡ 19 ≡ 6 mod 13. Τελικώς
737 + 1337 + 1937 ≡ 7 + 0 + 6 = 13 ≡ 0 mod 13. �
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΄Ασκηση 61. ∆είξτε ότι, για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ο αριθµός 49n − 2352n− 1 διαιρείται µε το 2304.
Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι 2304 = 28 · 32. Θα αποδείξουµε ότι 49n − 2352n − 1 ≡ 0 mod 8 και
49n− 2352n− 1 ≡ 0 mod 9. Για n = 1 έχουµε 49n− 2352n− 1 = 49− 2352− 1 = −2304 ≡ 0 mod 2304.
Υποθέτουµε ότι 49n− 2352n− 1 ≡ 0 mod 8. Τότε 49n+1− 2352(n+ 1)− 1 = 49 · 49n− 2352n− 2352− 1 ≡
≡ 1 · 49n − 2352n− 8 · 294− 1 = 49n − 2352n− 0− 1 = 49n − 2352n− 1 ≡ 0 mod 8.
Υποθέτουµε τώρα ότι 49n − 2352n − 1 ≡ 0 mod 9. Τότε 49n+1 − 2352(n + 1) − 1 = 49 · 49n − 2352n−
−2352 − 1 ≡ 4 · 49n − 4 · 2352n − 4 + 3 · 2352n − 2352 + 3 = 4 · (49n − 2352n − 1) + 3 · 2352n − 2349 ≡
≡ 0 + 9 · 784n− 9 · 261 ≡ 0 mod 9. �

΄Ασκηση 62. ΄Εστω α+β 6= 0 και n περιττός ϑετικός ακέραιος. Τότε
(αn + βn

α + β
, α+β

)
= (n(α, β)n−1, α+β).

Απόδειξη: Υποθέτουµε αρχικά ότι α + β > 0. Θέτουµε h = α + β. Τότε α = h − β ≡ −β mod h ⇒

αk ≡ (−1)kβk mod h, για κάθε µη αρνητικό ακέραιο k. Εποµένως αn + βn

α + β
=

n−1∑

k=0

(−1)kαn−1−kβk ≡

(−1)n−1nβn−1 =
n−1 άρτιος

nβn−1 mod h, δηλαδή αn + βn

α + β
= nβn−1 + λ · h, για κάποιο λ ∈ Z.

Εποµένως
(αn + βn

α + β
, α + β

)
= (nβn−1 + λ · h, h) = (nβn−1, h).

Οµοίως β = h − α ≡ −α mod h ⇒ βk ≡ (−1)kαk mod h, για κάθε µη αρνητικό ακέραιο k. Εποµένως
αn + βn

α + β
=

n−1∑

k=0

(−1)kαn−1−kβk ≡ nαn−1 mod h και, όπως παραπάνω
(αn + βn

α + β
, α + β

)
= (nαn−1, h).

Τελικώς δ :=
(αn + βn

α + β
, α + β

)
= (nαn−1, h) = (nβn−1, h).

Συνεπώς δ = (δ, δ) = ((nαn−1, h), (nβn−1, h)) = (nαn−1, nβn−1, h) = (n(αn−1, βn−1), h) = (n(α, β)n−1, h) =
= (n(α, β)n−1, α + β).

Αν τώρα α+ β < 0, έχουµε
(αn + βn

α + β
, α+ β

)
=

(
(−α)n + (−β)n

−α− β ,−α− β
)

= (n(−α,−β)n−1,−α− β) =

= (n(α, β)n−1, α + β). �

΄Ασκηση 63. (i) Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης 36!

26!
: 13.

(ii) ∆είξτε ότι 12 | 169323 + 323169.
(iii) Εξετάστε αν α) 227 | 332 + 8 και ϐ) 117 | 553 − 1.
Λύση: (i)

36!

26!
= 27 ·28 ·29 ·30 ·31 ·32 ·33 ·34 ·35 ·36 ≡ 1 ·2 ·3 ·4 ·5 ·6 ·7 ·8 ·9 ·10 ≡ 24 ·30 ·56 ·90 ≡ 11 ·4 ·4 ·12 ≡

≡ (−2) · 16 · (−1) ≡ 2 · 3 = 6 mod 13. Το υπόλοιπο της διαίρεσης 36!

26!
: 13 είναι λοιπόν 6.

(ii) ΄Εχουµε 169 = 14 · 12 + 1 ⇒ 169 ≡ 1 mod 12 ⇒ 169323 ≡ 1 mod 12. Επίσης 323 = 26 · 12 + 11 ⇒
323 ≡ 11 ≡ −1 mod 12 ⇒ 323169 ≡ (−1)169 = −1 mod 12. Εποµένως 169323 + 323169 ≡ 1 − 1 = 0
mod 12.
(iii) α) 34 = 81. ΄Αρα 38 = 812 = 6561 = 28 · 227 + 205 ≡ 205 ≡ −22 mod 227. Εποµένως 332 = (38)4 ≡
≡ (−22)4 = 222·222 = 484·484 ≡ 302 = 900 = 3·227+219 ≡ 219 ≡ −8 mod 227. ΄Αρα 332+8 ≡ −8+8 = 0
mod 227⇔ 227 | 332 + 8.
ϐ) 117 = 9 · 13. ΄Εχουµε 52 = 25 ≡ 7 mod 9⇒ 53 ≡ 5 · 7 = 35 ≡ 8 ≡ −1 mod 9. Επίσης 53 = 3 · 17 + 2.
Εποµένως 553 = (53)17 · 52 ≡ (−1)17 · 7 = −7 mod 9⇒ 553 − 1 ≡ −8 ≡ 1 mod 9⇒ 9 - 553 − 1. ΄Αρα και
117 - 553 − 1. �

΄Ασκηση 64. (i) Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης 1! + 2! + 3! + 4! + · · ·+ 99! + 100! : 12.
(ii) ∆είξτε ότι 41 | 220 − 1.
Λύση: (i) Παρατηρούµε ότι 12 | 4! = 24 και εποµένως 12 | k!, για κάθε k ≥ 4. ΄Αρα 1! + 2! + 3! + 4! + · · ·+
+99! + 100! ≡ 1 + 2 + 6 = 9 mod 12. ΄Αρα το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι 9.
(ii) 25 = 32 ≡ −9 mod 41. ΄Αρα 210 ≡ (−9)2 = 81 = 82 − 1 ≡ −1 mod 41. Εποµένως 220 ≡ 1
mod 41⇔ 220 − 1 ≡ 0 mod 41. �
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΄Ασκηση 65. (i) Βρείτε τα υπόλοιπα των διαιρέσεων των αριθµών 250 και 4165 µε το 7.
(ii) Ποιο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης 15 + 25 + 35 + 45 + · · ·+ 995 + 1005 : 4;
(iii) ∆είξτε ότι 39 | 53103 + 10353 και 7 | 111333 + 333111.
Λύση: (i) 23 = 8 ≡ 1 mod 7 ⇒ 248 = (23)16 ≡ 1 mod 7. ΄Αρα 250 ≡ 4 mod 7. 41 = 5 · 7 + 6 ≡ 6 ≡ −1
mod 7. Εποµένως 4165 ≡ (−1)65 = −1 ≡ 6 mod 7.
(ii) Αν n = 2ρ ∈ {1, 2, . . . , 100}, τότε n5 = 32ρ5 ≡ 0 mod 4. Αν n = 2ρ + 1 ∈ {1, 2, . . . , 100}, τότε
n5 = (2ρ+ 1)5 = ((2ρ+ 1)2)2 · (2ρ+ 1) = (4ρ2 + 4ρ+ 1)2 · (2ρ+ 1) ≡ 1 · (2ρ+ 1) = 2ρ+ 1 mod 4, για κάθε
ρ = 0, 1, 2, . . . , 49. Αν λοιπόν ρ = 2σ άρτιος, τότε n5 ≡ 4σ + 1 ≡ 1 mod 4, ενώ αν ρ = 2σ + 1 περιττός,
τότε n5 ≡ 4σ + 3 ≡ 3 mod 4. Στο σύνολο 0, 1, 2, . . . , 49 υπάρχουν 25 άρτιοι και 25 περιττοί. Εποµένως
15 + 25 + 35 + · · ·+ 995 + 1005 ≡ 25 · 1 + 25 · 3 = 100 ≡ 0 mod 4.
(iii) ΄Εχουµε 39 = 3 · 13. Τώρα 53 = 17 · 3 + 2 ≡ 2 mod 3. Εποµένως 532 ≡ 4 ≡ 1 mod 3 ⇒ (53)103 =
= (532)51 · 53 ≡ 1 · 2 = 2 mod 3. Επίσης 103 = 3 · 34 + 1 ≡ 1 mod 3. Εποµένως 10353 ≡ 1 mod 3.
Συµπεραίνουµε ότι 53103 + 10353 ≡ 2 + 1 = 3 ≡ 0 mod 3⇔ 3 | 53103 + 10353.
Ακόµη, 53 = 4 · 13 + 1 ≡ 1 mod 13 ⇒ 53103 ≡ 1 mod 13. Επίσης, 103 = 7 · 13 + 12 ≡ 12 ≡ −1
mod 13 ⇒ 10353 ≡ (−1)53 = −1 mod 13. Συµπεραίνουµε ότι 53103 + 10353 ≡ 1 − 1 = 0 mod 13 ⇔
⇔ 13 | 53103 + 10353.
111 = 15 · 7 + 6 ≡ 6 ≡ −1 mod 7. ΄Αρα 111333 ≡ (−1)333 = −1 mod 7. Οµοίως 333 = 47 · 7 + 4 ≡ 4
mod 7. Ακόµη 3332 ≡ 42 = 16 ≡ 2 mod 7 και 3333 ≡ 2 · 4 = 8 ≡ 1 mod 7 ⇒ 333111 = (3333)37 ≡ 1
mod 7. ΄Αρα 111333 + 333111 ≡ −1 + 1 = 0 mod 7. �

΄Ασκηση 66. ∆είξτε ότι : (i) 13 | 3n+2 + 42n+1 και (ii) 43 | 6n+2 + 72n+1, για κάθε ϑετικό ακέραιο n.
Λύση: (i) 3n+2 + 42n+1 = 9 · 3n + 4 · (42)n = 9 · 3n + 4 · 16n ≡

16≡3 mod 13
9 · 3n + 4 · 3n = 13 · 3n ≡ 0 mod 13.

(ii) 6n+2 + 72n+1 = 36 · 6n + 7 · (72)n = 36 · 6n + 7 · (49)n ≡
49≡6 mod 43

36 · 6n + 7 · 6n = 43 · 3n ≡ 0 mod 43. �

Πρόταση 2.12. (b-αδική παράσταση αριθµού) ΄Εστω b ∈ Z µε b ≥ 2. Τότε για κάθε ϑετικό ακέραιο α
υπάρχει µοναδικός ϕυσικός αριθµός n και κ0, a1, . . . , κn, µε 0 ≤ κi ≤ b− 1, για κάθε i = 0, . . . , n τέτοιοι,
ώστε

α = κnb
n + κn−1b

n−1 + · · ·+ κ1b+ κ0,
µε κn 6= 0.
Απόδειξη: ΄Υπαρξη: Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του α. Αν α = 1 (ή γενικότερα αν α < b), τότε ϑέτουµε
κ0 = α και n = 0 και τελειώσαµε. ΄Εστω τώρα ότι α > 1 και υποθέτουµε ότι κάθε ϑετικός ακέραιος µι-
κρότερος του α γράφεται στην παραπάνω µορφή. ∆ιαιρούµε το α µε το b και παίρνουµε α = bπ + υ, όπου
0 ≤ υ < b. Παρατηρούµε ότι π ≥ 0. Πράγµατι, αν π ≤ −1, τότε α = bπ+υ ≤ −b+υ < 0, άτοπο.

(
Αυτό δεν

χρειαζόταν γιατί ξέρουµε ότι π =
⌊α
b

⌋
≥ 0
)
. Θέτουµε κ0 = υ. Αν π = 0, τότε α = κ0b

0 και τελειώσαµε. Αν

π > 0, τότε παρατηρούµε ότι 0 < π =
α− υ
b
≤ α

b
< α, γιατί b > 1. Από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει

ότι το π γράφεται στη µορφή π = κnb
n−1+κn−1b

n−2+· · ·+κ2b+κ1, για κάποιο n ≥ 1, µε 0 ≤ κi < b, για κάθε
i = 1, . . . , n και κn 6= 0. Εποµένως, α = b(κnb

n−1+κn−1b
n−2+· · ·+κ1)+κ0 = κnb

n+κn−1b
n−1+· · ·+κ1b+κ0.

Μοναδικότητα: ΄Εστω α = κnb
n + κn−1b

n−1 + · · · + κ1b + κ0 όπως παραπάνω. Υποθέτουµε ότι α =
= λmb

m + λm−1b
m−1 + · · · + λ1b + λ0, για κάποιο m ≥ 0, µε 0 ≤ λi < b, για κάθε i = 0, 1, . . . ,m και

λm 6= 0. Αρχικώς ϑα αποδείξουµε ότι m = n. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι n > m. Τότε
έχουµε: α = λmb

m + λm−1b
m−1 + · · · + λ1b + λ0 ≤ (b − 1)bm + (b − 1)bm−1 + · · · + (b − 1)b + (b − 1) =

= (b−1)(bm+bm−1+· · ·+b+1) = (b−1)
bm+1 − 1

b− 1
= bm+1−1 < bm+1 ≤ bn ≤ κnb

n+κn−1b
n−1+· · ·+κ1b+κ0 =

= α, άτοπο. ΄Αρα m = n.
Τώρα, µε επαγωγή επί του n = m ϑα αποδείξουµε ότι από τη σχέση κnb

n + κn−1b
n−1 + · · · + κ1b + κ0 =

= λnb
n + λn−1b

n−1 + · · · + λ1b + λ0 προκύπτει ότι κi = λi, για κάθε i = 0, 1, 2, . . . , n. Για n = 0 έχουµε
λ0 = κ0, δηλαδή αυτό που ϑέλουµε.
΄Εστω τώρα ότι n > 0. Παρατηρούµε ότι α = b(κnb

n−1 + · · ·+ κ1) + κ0 = b(λnb
n−1 + · · ·+ λ1) + λ0, µε 0 ≤

≤ κ0, λ0 < b. Εποµένως οι αριθµοί κ0, λ0 είναι ίσα µε ίσα µε το υπόλοιπο της διαίρεσης α : b και οι
αριθµοί κnbn−1 + · · · + κ1 και λnbn−1 + · · · + λ1 είναι ίσοι µε το πηλίκο της διαίρεσης α : b. ΄Αρα κ0 = λ0
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και κnbn−1 + · · · + κ1 = λnb
n−1 + · · · + λ1. Η µεγαλύτερη δύναµη του b στα τελευταία αθροίσµατα είναι

n− 1 < n και εποµένως από την επαγωγική υπόθεση κ1 = λ1, κ2 = λ2, . . . , κn = λn, . �

Παρατηρούµε ότι το µηδέν δεν γράφεται στη µορφή 0 = κnb
n + κn−1b

n−1 + · · · + κ1b + κ0 µε n ≥ 0,
0 ≤ κi < b, για κάθε i = 0, 1, . . . , n και κn > 0. (∆ιότι 0 < κn ≤ κnb

n ≤ κnb
n + κn−1b

n−1 + · · ·+ κ1b+ κ0).
∆εχόµαστε λοιπόν ότι το µηδέν ϑα γράφεται απλώς κ0b0 = 0 · b0, δηλαδή κ0 = 0. Καταλήγουµε λοιπόν στο
επόµενο πόρισµα:

Πόρισµα 2.13. ΄Εστω α ϕυσικός αριθµός (µη αρνητικός ακέραιος). Τότε το α γράφεται µονοσηµάντως στη
µορφή

α = κnb
n + κn−1b

n−1 + · · ·+ κ1b+ κ0,
όπου n ≥ 0 και 0 ≤ κi < b, για κάθε i = 0, 1, . . . , n, υπό τις εξής προϋποθέσεις :
α) κn 6= 0⇔ α > 0 και
ϐ) n = 0 και κ0 = 0, αν και µόνον αν α = 0.
Η ανωτέρω παράσταση ονοµάζεται b-αδική παράσταση του αριθµού α και οι αριθµοί κ0, κ1, . . . , κn ψη-
ϕία του α µε ϐάση το b. �

Συµβολισµός: Αν α = κnb
n + κn−1b

n−1 + · · ·+ κ1b+ κ0, όπως προηγουµένως, τότε γράφουµε
α = (κnκn−1· · ·κ1κ0)b

για να παραστήσουµε την b-αδική παράσταση του α. Υπενθυµίζουµε ότι τα συνηθέστερα συστήµατα α-
ϱίθµησης είναι το δεκαδικό (b = 10) και το δυαδικό (b = 2). Το τελευταίο έχει ιδιαίτερη εφαρµογή στην
πληροφορική.

Πόρισµα 2.14. ΄Εστω α = (κnκn−1 · · ·κ1κ0)10 = κn10n + κn−110n−1 + · · · + κ110 + κ0 ϑετικός ακέραιος.
Τότε :
(i) 2 | α⇔ κ0 = 0 ή 2 ή 4 ή 6 ή 8.
(ii) 5 | α⇔ κ0 = 0 ή 5.
Απόδειξη: ΄Αµεση, γιατί α ≡ κ0 mod 10, οπότε α ≡ κ0 mod 2 και α ≡ 0 mod 5. ΄Αρα ο α διαιρείται µε
το 2 αν και µόνον αν ο κ0 είναι άρτιος, δηλαδή 0, 2, 4, 6 ή 8. Επίσης ο α διαιρείται µε το 5 αν και µόνον
αν ο κ0 διαιρείται µε το 5, δηλαδή είναι 0 ή 5. �

Η επόµενη πρόταση δίδει µια απόδειξη των γνωστών εµπειρικών κανόνων διαιρετότητας στο δεκαδικό
σύστηµα, αλλά και άλλων κανόνων.

Πρόταση 2.15. (Κριτήρια διαιρετότητας) ΄Εστω α = (κnκn−1 · · ·κ1κ0)10 ϑετικός ακέραιος.
(i) Ο α διαιρείται µε το 9 αν και µόνον αν το άθροισµα κn + κn−1 + · · ·+ κ1 + κ0 των ψηφίων του διαιρείται
µε το 9.
(ii) Ο α διαιρείται µε το 3 αν και µόνον αν το άθροισµα κn +κn−1 + · · ·+κ1 +κ0 των ψηφίων του διαιρείται
µε το 3.
(iii) Ο α διαιρείται µε το 11 αν και µόνον αν ο αριθµός κ0 − κ1 + κ2 − · · ·+ (−1)nκn διαιρείται µε το 11.
Απόδειξη: (i), (ii) Παρατηρούµε ότι 10 ≡ 1 mod 9, άρα 10k ≡ 1 mod 9, για κάθε µη αρνητικό ακέραιο
k. Εποµένως α = κn10n + κn−110n−1 + · · ·+ κ110 + κ0 ≡ κn + κn−1 + · · ·+ κ1 + κ0 mod 9.
(iii) Παρατηρούµε ότι 10 ≡ −1 mod 11, άρα 10k ≡ (−1)k mod 11, για κάθε µη αρνητικό ακέραιο k.
Εποµένως α = κn10n +κn−110n−1 + · · ·+κ110 +κ0 ≡ κn(−1)n +κn−1(−1)n−1 + · · ·−κ1 +κ0 mod 11. �

΄Ασκηση 67. (i) Αν n ≥ 3, τότε ο α διαιρείται µε το 7, το 11 ή το 13 αν και µόνον αν ο αριθµός
(κnκn−1 · · ·κ3)10 − (κ2κ1κ0)10 έχει την ίδια ιδιότητα.
(ii) Αν n ≥ 3, τότε ο α διαιρείται µε το 27 ή το 37 αν και µόνον αν ο αριθµός (κnκn−1 · · ·κ3)10 + (κ2κ1κ0)10
έχει την ίδια ιδιότητα.
Απόδειξη: (i) α − 103 · ((κnκn−1 · · ·κ3)10 − (κ2κ1κ0)10) = (103 + 1)(κ2 · 102 + κ1 · 10 + κ0) = 1001(κ2 ·
102 + κ1 · 10 + κ0) ≡ 0 mod 7, 11, 13, γιατί 7 | 1001, 11 | 1001 και 13 | 1001. Αν κάποιος από τους 7, 11
και 13 διαιρεί τον α, τότε ϑα διαιρεί και τον 103 · ((κnκn−1 · · ·κ3)10 − (κ2κ1κ0)10) και αντιστρόφως. Επειδή
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2.2. Η «περίεργη» αριθµητική modulo n και οι εφαρµογές της σε προβλήµατα διαιρετότητας

(103, 7) = (103, 11) = (103, 13) = 1, αυτό συµβαίνει όταν και µόνον όταν κάποιος από τους 7, 11 και 13
διαιρεί τον (κnκn−1 · · ·κ3)10 − (κ2κ1κ0)10.
(ii) α−103·((κnκn−1 · · ·κ3)10+(κ2κ1κ0)10) = −(103−1)(κ2·102+κ1·10+κ0) = −999·(κ2·102+κ1·10+κ0) ≡ 0
mod 27, 37, γιατί 27 | 999 και 37 | 999. Αν λοιπόν κάποιος από τους 27 και 37 διαιρεί τον α, τότε ϑα διαιρεί
και τον 103 · ((κnκn−1 · · ·κ3)10 + (κ2κ1κ0)10) και αντιστρόφως. Επειδή (103, 27) = (103, 37) = 1, αυτό
συµβαίνει όταν και µόνον όταν κάποιος από τους 27 και 37 διαιρεί τον (κnκn−1 · · ·κ3)10 + (κ2κ1κ0)10. �

΄Ασκηση 68. (i) Βρείτε τα τρία τελευταία ψηφία (στο δεκαδικό σύστηµα) του 2100 − 1.
(ii) Βρείτε τα δύο τελευταία ψηφία (στο δεκαδικό σύστηµα) του αριθµού 999.
Λύση: (i) 210 = 1024 ≡ 24 mod 1000 ⇒ 220 ≡ 242 = 576 mod 1000 ⇒ 230 ≡ 576 · 24 = 13824 ≡ 824
mod 1000. ΄Αρα 250 = 230 · 220 ≡ 824 · 576 = 474624 ≡ 624 mod 1000. Εποµένως 2100 = (250)2 ≡ 6242 =
= 389376 ≡ 376 mod 1000. ΄Αρα 2100 − 1 ≡ 375 mod 1000, δηλαδή ο αριθµός 2100 − 1 λήγει σε 375.
(ii) 93 = 729 ≡ 29 mod 100 ⇒ 96 ≡ 292 = 841 ≡ 41 mod 100 ⇒ 912 ≡ 412 = 1681 ≡ 81 = 92 mod 100.
Εποµένως 912 − 92 ≡ 0 mod 100⇔ 92(910 − 1) ≡ 0 mod 100 και επειδή (92, 100) = 1, 910 ≡ 1 mod 100.
Εποµένως 999 ·9 = 9100 ≡ 1 mod 100. Επίσης 9(−11) = −99 ≡ 1 mod 100. Εποµένως 9(999−(−11)) ≡ 0
mod 100 ⇔

(9,100)=1
999 ≡ −11 ≡ 89 mod 100. ΄Αρα ο αριθµός 999 λήγει σε 89. �

Σηµειώνουµε εδώ ότι η παραπάνω άσκηση µπορεί να λυθεί ευκολότερα µε τη χρήση της συνάρτησης
ϕ του Euler. Γενικά, αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε το υπόλοιπο της διαίρεσης µιας µεγάλης δύναµης µε
έναν αριθµό, υψώνουµε συνεχώς στο τετράγωνο, δηλαδή εκφράζουµε τον εκθέτη στη δυαδική µορφή. Ας
δούµε την επόµενη άσκηση:
΄Ασκηση 69. Να ϐρείτε τα τρία τελευταία ψηφία του αριθµού 111492.
Λύση: ΄Εχουµε 11 = 11 mod 1000, 112 = 121 mod 1000, 114 = 1212 = 14641 ≡ 641 mod 1000, 118 ≡
6412 = 410881 ≡ 881 mod 1000, 1116 ≡ 8812 = 776161 ≡ 161 mod 1000, 1132 ≡ 1612 = 25921 ≡ 921
mod 1000, 1164 ≡ 9212 = 848241 ≡ 241 mod 1000, 11128 ≡ 2412 = 58081 ≡ 81 mod 1000, 11256 ≡ 812 =
= 6561 ≡ 561 mod 1000, 11512 ≡ 5612 = 314721 ≡ 721 mod 1000, 111024 ≡ 7212 = 519841 ≡ 841
mod 1000. Εποµένως 111280 = 111024 ·11256 ≡ 841 ·561 = 471801 ≡ 801 mod 1000, 111408 = 111280 ·11128 ≡
≡ 801 ·81 = 64881 ≡ 881 mod 1000, 111472 = 111408 ·1164 ≡ 881 ·241 = 212321 ≡ 321 mod 1000, 111488 =
= 111472 · 1116 ≡ 321 · 161 = 51681 ≡ 681 mod 1000 και τέλος 111492 = 111488 · 114 ≡ 681 · 641 = 436521 ≡
≡ 521 mod 1000. ΄Αρα ο αριθµός 111492 λήγει σε 521. �

΄Ασκηση 70. Βρείτε το ψηφίο που λείπει : 1751922 · 11012 = 192921x5064.
1ηΛύση: Από την πρόταση 2.15 έχουµε 1751922 ≡ 1 + 7 + 5 + 1 + 9 + 2 + 2 = 27 ≡ 0 mod 9 ⇒
⇒ 1751922·11012 ≡ 0 mod 9. Επίσης 192921x5064 ≡ 1+9+2+9+2+1+x+5+0+6+4 = 39+x ≡ 3+x
mod 9. Εποµένως x + 3 ≡ 0 mod 9 ⇔ x ≡ −3 ≡ 6 mod 9. Επειδή από τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 µόνον το 6 είναι ισοϋπόλοιπο modulo 9 µε το 6, έπεται ότι x = 6.
2ηΛύση: Θα µπορούσαµε να δουλέψουµε modulo 11. ΄Εχουµε 1751922 ≡ 2− 2 + 9− 1 + 5− 7 + 1 = 7
mod 11, 11012 ≡ 2−1+0−1+1 = 1 mod 11 και 192921x5064 ≡ 4−6+0−5+x−1+2−9+2−9+1 = x−21
mod 11. Εποµένως 7 · 1 ≡ x− 21 mod 11⇔ x ≡ 28 ≡ 6 mod 11. ΄Αρα x = 6. �

΄Ασκηση 71. Βρείτε το άγνωστο ψηφίο x στο δεκαδικό σύστηµα, ώστε 3x65 · 962x = 36245655.
Λύση: Θα δουλέψουµε modulo 9 και modulo 11. ΄Εχουµε: 3x65 ≡ 3 + x + 6 + 5 ≡ x + 5 mod 9,
962x ≡ x + 8 ≡ x − 1 mod 9 και 36245655 ≡ 3 + 6 + 2 + 4 + 5 + 6 + 5 + 5 ≡ 0 mod 9. Εποµένως
(x+ 5)(x− 1) ≡ 0 mod 9⇔ x2 + 4x− 5 ≡ 0 mod 9⇔ x2 + 4x+ 4 ≡ 0 mod 9⇔ (x+ 2)2 ≡ 0 mod 9.
Παρατηρούµε ότι (0+2)2 ≡ 4 mod 9, (1+2)2 = 9 ≡ 0 mod 9, (2+2)2 = 16 ≡ 7 mod 9, (3+2)2 = 25 ≡ 7
mod 9, (4 + 2)2 = 36 ≡ 0 mod 9, (5 + 2)2 = 49 ≡ 4 mod 9, (6 + 2)2 = 64 ≡ 1 mod 9, (7 + 2)2 = 81 ≡ 0
mod 9, (8 + 2)2 = 100 ≡ 1 mod 9, (9 + 2)2 ≡ 22 = 4 mod 9. Πιθανά ψηφία τα 1, 4 και 7.
Τώρα δουλεύουµε modulo 11. Παρατηρούµε ότι 3x65 ≡ 5−6+x−3 = x−4 mod 11, 962x ≡ x−2+6−9 =
x− 5 mod 11 και 36245655 ≡ 5− 5 + 6− 5 + 4− 2 + 6− 3 = 6 mod 11. Εποµένως (x− 4)(x− 5) ≡ 6
mod 11⇔ x2−9x+20−6 ≡ 0 mod 11⇔ x2 +2x+3 ≡ 0 mod 11. Για x = 1 παίρνουµε 12 +2 ·1+3 = 6
mod 11, για x = 4 παίρνουµε 42 + 2 · 4 + 3 = 16 + 8 + 3 ≡ 16 ≡ 5 mod 11 και τέλος, για x = 7 παίρνουµε
παίρνουµε 72 + 2 · 7 + 3 = 49 + 14 + 3 ≡ 5 + 3 + 3 = 11 ≡ 0 mod 11. ΄Αρα x = 7. �
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΄Ασκηση 72. ΄Εστω (xy)10 και (yx)10 δύο διψήφιοι αριθµοί στο δεκαδικό σύστηµα. ∆είξτε ότι το άθροισµά
τους είναι σύνθετος.
Απόδειξη: (xy)10 = 10x + y και (yx)10 = 10y + x. Εφόσον οι αριθµοί είναι διψήφιοι, κανείς από τους x,
y δεν είναι µηδέν. Τώρα, (xy)10 + (yx)10 = 10(x+ y) + (x+ y) = 11(x+ y). Αλλά x+ y ≥ 1 + 1 = 2, οπότε
ο 11(x+ y) είναι σύνθετος. �

΄Ασκηση 73. Βρείτε τις τιµές του ϑετικού ακεραίου n, για τον οποίο το άθροισµα 1! + 2! + 3! + 4! + · · ·+n!
είναι γνήσια δύναµη ακεραίου, δηλαδή της µορφής αk, όπου k ≥ 2.
Λύση: Παρατηρούµε ότι 1! = 1k, για οποιονδήποτε k ≥ 2. Επίσης, 1! + 2! = 3, 1! + 2! + 3! = 9 = 32. Θα
αποδείξουµε ότι το 1 και το 3 είναι οι µοναδικές λύσεις της άσκησης. ΄Εχουµε 1!+2!+3!+4! = 33 = 3 ·11,
1! + 2! + 3! + 4! + 5! = 153 = 9 · 17.
Παρατήρηση 1η: Επειδή n! ≡ 0 mod 10, για κάθε n ≥ 5 και ο αριθµός 1! + 2! + 3! + 4! = 33 λήγει σε 3,
κάθε άθροισµα 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + · · ·+ n!, όπου n ≥ 5, έχει τελευταίο ψηφίο το 3.
Τώρα, 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! = 873 = 32 · 97, 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7! = 5913 = 34 · 73 και
1! + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7! + 8! = 46233 = 32 · 5137 = 32 · 11 · 467.
Παρατήρηση 2η: Επειδή οι αριθµοί 3, 11, 17, 73, 97 και 467 είναι πρώτοι, κανείς από τους αριθµούς
2, 4, 5, 6, 7 και 8 δεν είναι λύση του προβλήµατος. ΄Αρα το n, αν υπάρχει τέτοιο, ϑα πρέπει να είναι
µεγαλύτερο ή ίσο του 9.
Παρατήρηση 3η: Επειδή 33 | n!, για κάθε n ≥ 9 και 32 | 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7! + 8!, αν
το 1! + 2! + 3! + · · · + n!, όπου n ≥ 9, ήταν της µορφής αk µε k ≥ 3, τότε το 3k, άρα και το 33 ϑα
διαιρούσε το 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7! + 8! + 9! + · · ·+ n!. Επειδή 33 | 9! + 10! + · · ·+ n!, ϑα έπρεπε
33 | 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7! + 8! = 32 · 11 · 467, άτοπο. Εποµένως ϑα πρέπει k = 2, δηλαδή το
1! + 2! + 3! + 4! + · · ·+ n! να είναι τέλειο τετράγωνο.
΄Εστω 1! + 2! + 3! + 4! + · · · + n! = α2, όπου α > 0 και n ≥ 9. Σύµφωνα µε την πρώτη παρατήρηση, ϑα
πρέπει α2 ≡ 3 mod 10. ΄Εστω x το τελευταίο ψηφίο του α. Τότε α ≡ x mod 10 ⇒ α2 ≡ x2 mod 10,
δηλαδή x2 ≡ 3 mod 10. Παρατηρούµε όµως ότι 02 ≡ 0 mod 10, 12 ≡ 1 mod 10, 22 ≡ 4 mod 10, 32 ≡ 9
mod 10, 42 ≡ 6 mod 10, 52 ≡ 5 mod 10, 62 ≡ 6 mod 10, 72 ≡ 9 mod 10, 82 ≡ 4 mod 10 και 92 ≡ 1
mod 10. Συνεπώς δεν υπάρχει n ≥ 9 που να είναι λύση του προβλήµατος.
Οι µόνες λύσεις είναι λοιπόν το 1 και το 3. �

΄Ασκηση 74. Αν p > 3 είναι πρώτος, δείξτε ότι 13 | 102p − 10p + 1.
Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι 100 ≡ 9 mod 13. ΄Αρα 102p ≡ 9p mod 13. Επίσης 10 ≡ −3 mod 13.
Εποµένως 102p − 10p + 1 ≡ 9p − (−3)p + 1 = 32p + 3p + 1 mod 13, γιατί το p είναι περιττός.
Τώρα, 33 = 27 ≡ 1 mod 13. Ισχυριζόµαστε ότι αν k είναι ϑετικός ακέραιος και 3k ≡ 1 mod 13, τότε 3 | k.
Πράγµατι, έστω k = 3λ + υ, όπου 0 ≤ υ < 3. Αν υ = 1, τότε 3k = 33λ+1 = (33)λ · 3 ≡ 1 · 3 = 3 mod 13.
Αν υ = 2, τότε 3k = 33λ+2 = (33)λ · 32 ≡ 1 · 9 = 9 mod 13. ΄Αρα υ = 0, δηλαδή 3 | k. Εφόσον p > 3
πρώτος, έπεται ότι 3 - p. Εποµένως 3p 6≡ 1 mod 13⇔ 13 - 3p − 1⇔ (13, 3p − 1) = 1. Παρατηρούµε τώρα
ότι (3p − 1)(32p + 3p + 1) = 33p − 1 = (33)p − 1 ≡ 1 − 1 = 0 mod 13, δηλαδή 13 | (3p − 1)(32p + 3p + 1).
Επειδή (13, 3p − 1) = 1, έπεται ότι 13 | 32p + 3p + 1. �

΄Ασκηση 75. Γνωρίζουµε ότι η αρµονική σειρά
∞∑
n=1

1

n
απειρίζεται ϑετικά. Αν από τη σειρά αυτή αφαιρέσου-

µε τους όρους 1

n
, όπου το 3 εµφανίζεται ως ψηφίο στη δεκαδική µορφή του n, ϑα πάρουµε τη σειρά 1+

1

2
+

+
1

4
+ · · ·+ 1

12
+

1

14
+ · · ·+ 1

22
+

1

24
+ · · ·+ 1

29
+

1

40
+

1

41
+

1

42
+

1

44
· · · Αποδείξτε ότι η σειρά αυτή συγκλίνει.

Απόδειξη: ΄Εστω Ακ το σύνολο των ϑετικών ακεραίων µε κ ψηφία, διαφορετικά του 3. Αν n ∈ Ακ, τότε
n ≥ 10κ−1 ⇔ 1

n
≤ 1

10κ−1
. Πόσα είναι τα στοιχεία του Ακ; Για το 1ο ψηφίο έχουµε 8 επιλογές. (Τα ψηφία 0

και 3 απορρίπτονται). Για κάθε ένα από τα επόµενα κ − 1 ψηφία έχουµε 9 επιλογές. (Το ψηφίο 3 απορ-
ϱίπτεται). Συνολικά έχουµε 8 · 9κ−1 επιλογές. ΄Αρα το σύνολο Ακ περιέχει 8 · 9κ−1 αριθµούς που ο καθένας

είναι µεγαλύτερος ή ίσος του 10κ−1. Εποµένως, το Ϲητούµενο άθροισµα είναι
∞∑
κ=1

( ∑
n∈Ακ

1

n

)
≤

∞∑

κ=0

8 · 9κ−1
10κ−1

=
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= 8 ·
∞∑

κ=0

( 9

10

)κ
= 80, δηλαδή άνω ϕραγµένο. Η αντίστοιχη λοιπόν σειρά συγκλίνει. �

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

64. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύουν οι σχέσεις :
(i) 7 | 52n + 3 · 25n−2.
(ii) 27 | 25n+1 + 5n+2.
(iii) 11 | 52n+1 + 28n+9.
(iv) 7 | 32n+5 + 24n+1.
(v) 17 | 52n+1 + 3 · 23n+2.

65. ΄Εστω p πρώτος µε n < p < 2n. ∆είξτε ότι
(

2n

n

)
≡ 0 mod p.

66. ∆είξτε ότι 3999 − 1

2
≡ 13 mod 26.

67. Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης 44444444 δια 9.

68. ∆είξτε ότι αν το n > 0 είναι περιττός, τότε το 229 διαιρεί τον αριθµό 132n + 172n. Ισχύει το ίδιο αν το n
είναι άρτιος ;

69. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση: (−13)n+1 ≡ (−13)n + (−13)n−1 mod 181.

70. Βρείτε τα τρία τελευταία ψηφία του 7999.

71. Βρείτε τα υπόλοιπα των παρακάτω διαιρέσεων :
(i) 1717 : 7 (ii) 430 : 23 (iii) 340 : 11 (iv) 4337 : 11 (v) 261000 : 29 (vi) 1! + 2! + 3! + · · ·+ 500! : 189
(vii) 3500 : 13 (viii) 12! : 13 (ix) 516 : 17 (x) 5500 : 17.

72. ∆είξτε ότι : (i) 97 | 248 − 1, (ii) 47 | 523 + 1 και (iii) 89 | 244 − 1.

73. Το άθροισµα των ψηφίων ενός αριθµού είναι 15. ∆είξτε ότι ο αριθµός αυτός δεν τέλειο τετράγωνο ή
τέλειος κύβος.

74. Βρείτε το άγνωστο ψηφίο x στο δεκαδικό σύστηµα στις παρακάτω περιπτώσεις :
(i) 51840 · 273581 = 1418243x040.
(ii) 2x99561 =

(
3(523 + x)

)2.
(iii) 2784x = x · 5569.
(iv) 512 · 1x53125 = 109.

75. Υποθέτουµε ότι το 495 διαιρεί τον αριθµό 273x49y5. Βρείτε τα ψηφία x και y.

76. Αν α, β ∈ Z µε α 6= β και n ϑετικός ακέραιος, δείξτε ότι
(αn − βn
α− β , α− β

)
= (n(α, β)n−1, α− β).

77. Αν n, Ν είναι ϑετικοί ακέραιοι, δείξτε ότι το 2n διαιρεί τον Ν αν και µόνον αν το 2n διαιρεί τον ακέραιο
που σχηµατίζεται από τα τελευταία n ψηφία του Ν.

2.3 Η συνάρτηση ϕ του Euler

Ορισµός 2.16. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος. Ορίζουµε τη συνάρτηση ϕ : Z+ → Z+ µε
ϕ(n) = το πλήθος των αριθµών k ∈ {1, 2, . . . , n} µε (k, n) = 1.

Η συνάρτηση ϕ λέγεται συνάρτηση του Euler.
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Θεώρηµα 2.17. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος. Αν n = 1, τότε ϕ(n) = ϕ(1) = 1.
Αν n > 1 και n = pr11 p

r2
2 · · · prkk η ανάλυση του n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων (pi 6= pj για i 6= j και

ri > 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , k), τότε
ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
= (pr11 − pr1−11 )(pr11 − pr2−12 ) · · · (prkk − prk−1k )

Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε την αρχή του αποκλεισµού. (Βλέπε πόρισµα ∆΄.6-Παράρτηµα ∆΄). ΄Εστω Αi
το σύνολο των ακεραίων από 1 έως n που διαιρούνται µε το pi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. ΄Ενας αριθ-
µός κ ∈ {1, 2, . . . , n} είναι πρώτος προς τον n αν και µόνον αν δεν έχει µε τον n κοινό πρώτο διαιρέτη,
δηλαδή δεν ανήκει σε κανένα από τα σύνολα Α1,Α2, . . . ,Αk. Σύµφωνα µε την αρχή του αποκλεισµού,
ϕ(n) = n−|Α1∪Α2∪· · ·∪Αk|. (Εδώ το Ω είναι το σύνολο {1, 2, . . . , n}). ΄Εχουµε t ∈ Αi ⇔ 1 ≤ t ≤ n και pi | t.
΄Αρα, ϑέτοντας t = s ·pi, έχουµε: 0 < s ·pi ≤ n⇔ 0 < s ≤ n

pi
. Εποµένως |Αi| =

n

pi
, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

Γενικότερα, ένας αριθµός από το σύνολο {1, 2, . . . , n} ανήκει στην τοµή Αi1 ∩ Αi2 ∩ · · ·Αiλ, δηλαδή ανήκει
σε κάθε ένα από τα σύνολα Αi1 ,Αi2 , . . . ,Αiλ, όπου 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iλ ≤ n, αν και µόνον αν διαιρεί-
ται µε κάθε pij , για κάθε j = 1, 2, . . . , λ. Επειδή τα pi είναι διαφορετικοί πρώτοι, αυτό είναι ισοδύναµο
µε το να διαιρείται από το γινόµενο pi1pi2 · · · piλ, δηλαδή να είναι της µορφής s · pi1pi2 · · · piλ. Τώρα,
0 < s · pi1pi2 · · · piλ ≤ n ⇔ 0 < s ≤ n

pi1pi2 · · · piλ
. Εποµένως |Αi1 ∩ Αi2 ∩ · · ·Αiλ | =

n

pi1pi2 · · · piλ
. Σύµφωνα

µε την αρχή του αποκλεισµού έχουµε:

ϕ(n) = n − |Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αk| = n −
k∑
i=1

|Αi| +
∑

1≤i1<i2≤k
|Αi1 ∩ Αi2| −

∑
1≤i1<i2<i3≤k

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3| + · · ·+

+(−1)k−1
∑

1≤i1<i2<···<ik−1≤n
|Αi1 ∩Αi2 ∩ · · ·∩Αik−1

|+ (−1)k|Α1∩Α2∩ · · ·∩Αk| = n−
k∑

i=1

n

pi
+

∑

1≤i1<i2≤k

n

pi1pi2
−

−
∑

1≤i1<i2<i3≤k

n

pi1pi2pi3
+ · · ·+ (−1)k−1

∑

1≤i1<i2···<ik−1

n

pi1pi2 · · · pik−1

+ (−1)k
n

p1p2 · · · pk
=

= n

(
1−

k∑

i=1

1

pi
+

∑

1≤i1<i2≤k

1

pi1pi2
−

∑

1≤i1<i2<i3≤k

1

pi1pi2pi3
+ · · ·+ (−1)k−1

∑

1≤i1<i2···<ik−1

1

pi1pi2 · · · pik−1

+

+(−1)k
1

p1p2 · · · pk

)
.

Η παρένθεση ισούται µε το γινόµενο
(

1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
, αν κάνουµε τους πολλαπλασιασµούς

σύµφωνα µε την επιµεριστική ιδιότητα.
Τώρα, ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
= pr11 p

r2
2 · · · prkk

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
=

= pr11

(
1− 1

p1

)
pr22

(
1− 1

p2

)
· · · prkk

(
1− 1

pk

)
= (pr11 − pr1−11 )(pr11 − pr2−12 ) · · · (prkk − prk−1k ). �

Πρόταση 2.18. ΄Εστω m,n ϑετικοί ακέραιοι, µε (m,n) = 1. Τότε ισχύει
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Απόδειξη: Αν m = 1 ή n = 1, τότε η πρόταση ισχύει γιατί ϕ(1) = 1. ΄Εστω m,n > 1 και m = pr11 p
r2
2 · · · prκκ ,

n = qs11 q
s2
2 · · · qsλλ είναι οι αναλύσεις των m και n σε γινόµενα πρώτων. (pi 6= pj και qi 6= qj για κάθε i, j

µε i 6= j). Επειδή (m,n) = 1, έχουµε pi 6= qj, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ και j = 1, 2, . . . , λ. Εποµένως η
ανάλυση του mn σε γινόµενο πρώτων παραγόντων είναι η

mn = pr11 p
r2
2 · · · prκκ qs11 qs22 · · · qsλλ .

Συνεπώς ϕ(mn) = (pr11 − pr1−11 )(pr22 − pr2−12 ) · · · (prκκ − prκ−1κ ) · (qs11 − qs1−11 )(qs22 − qs2−12 ) · · · (qsλλ − qsλ−1λ ) =
= ϕ(m)ϕ(n). �

Η συνάρτηση ϕ ουσιαστικά µετράει το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας modulo n, των οποίων τα
στοιχεία (αντιπρόσωποι) είναι πρώτοι προς το n. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 2.19. ΄Εστω n > 0 και α ≡ β mod n. Τότε ισχύουν τα εξής :
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(i) (α, n) = (β, n).
(ii) (α, n) = 1⇔ (β, n) = 1.
Απόδειξη: (i) Εφόσον α ≡ β mod n, ϑα έχουµε α− β = kn, για κάποιο k ∈ Z, δηλαδή α = β + kn. Τότε
(α, n) = (β + kn, n) = (β, n).
(ii) Προκύπτει άµεσα από το προηγούµενο. �

Εποµένως υπάρχουν τόσοι αριθµοί
(
ϕ(n)

)
από το σύνολο {1,2, . . . , n} που είναι πρώτοι προς

το n, όσες είναι και οι κλάσεις ισοδυναµίας modulo n των οποίων τα στοιχεία είναι πρώτα προς
το n. Οι κλάσεις αυτές λέγονται πρώτες προς το n.

Ορισµός 2.20. ΄Εστω 〈x1〉, 〈x2〉, . . . , 〈xϕ(n)〉 οι κλάσεις ισοδυναµίας µε στοιχεία πρώτα προς το n.
(
Η

επιλογή των αντιπροσώπων x1, x2, . . . , xϕ(n) είναι τυχαία
)
. Λέµε ότι οι αριθµοί x1, x2, . . . , xϕ(n) αποτελούν

ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo n.

Λήµµα 2.21. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και α µη µηδενικός ακέραιος.
(i) Αν (α, n) = 1, τότε ισχύει η ισοδυναµία: αx ≡ αy mod n⇔ x ≡ y mod n.
(ii) Γενικότερα ισχύει η ισοδυναµία: αx ≡ αy mod n⇔ x ≡ y mod

n

(α, n)
.

Απόδειξη: (i) αx ≡ αy mod n⇔ n | αx− αy = α(x− y) ⇔
(α,n)=1

n | x− y ⇔ x ≡ y mod n.

(ii) αx ≡ αy mod n ⇔ n | α(x − y) ⇔ n

(α, n)

∣∣∣ α

(α, n)
(x − y) ⇔(

n
(α,n) ,

α
(α,n)

)
=1

n

(α, n)

∣∣∣ x − y ⇔ ⇔ x ≡ y

mod
n

(α, n)
. �

Πόρισµα 2.22. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και (α, n) = 1.
(i) Αν {x1, x2, . . . , xn} είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo n, τότε το σύνολο {αx1, αx2, . . . , αxn}
είναι επίσης ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo n.
(ii) Αν {x1, x2, . . . , xϕ(n)} είναι ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo n, τότε το σύνολο
{αx1, αx2, . . . , αxϕ(n)} είναι επίσης ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo n.
Απόδειξη: (i) Από το (i) του προηγουµένου λήµµατος προκύπτει ότι εφόσον xi 6≡ xj mod n, για κάθε
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} µε i 6= j, ϑα έχουµε και αxi 6≡ αxj mod n για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . , n} µε i 6= j.
Εφόσον λοιπόν οι αριθµοί αx1, αx2, . . . , αxn είναι ανά δύο ανισοϋπόλοιποι modulo n, αυτοί αποτελούν ένα
πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo n.
(ii) ΄Οτι τα αx1, αx2, . . . , αxϕ(n) είναι ανά δύο ανισοϋπόλοιπα modulo n προκύπτει όπως παραπάνω. Αρ-κεί
να δείξουµε ότι είναι πρώτα προς το n. Αυτό είναι άµεσο, αφού (α, n) = 1 και (xi, n) = 1, για κάθε
i = 1, 2, . . . , xϕ(n). �

Από το προηγούµενο πόρισµα προκύπτει ότι αν {x1, x2, . . . , xn} είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων
modulo n και (α, n) = 1, τότε κάθε αxκ µε κ ∈ {1, 2, . . . , n}, είναι ισοδύναµο modulo n µε ένα µοναδικό
xiκ, όπου iκ ∈ {1, 2, . . . , n}. Επίσης, αν κ 6= λ, τότε iκ 6= iλ. Γιατί αν iκ = iλ, τότε αxκ ≡ xiκ = xiλ ≡ αxλ
mod n, άτοπο. Εποµένως τα σύνολα {x1, x2, . . . , xn} και {xi1 , xi2 , . . . , xin} συµπίπτουν. Απλώς τα στοιχεία
τους είναι γραµµένα µε διαφορετική σειρά.
Για τον ίδιο λόγο αν (α, n) = 1, τότε {x1, x2, . . . , xϕ(n)} = {xi1 , xi2 , . . . , xiϕ(n)}, όπου {x1, x2, . . . , xϕ(n)} είναι
ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα modulo n και αxκ ≡ xiκ mod n, για κάθε κ ∈ {1, 2, . . . , ϕ(n)}.

Η προηγούµενη ϑεώρηση µας επιτρέπει να δώσουµε µια άλλη απόδειξη για τον τύπο της συνάρτησης
ϕ. Ξεκινάµε µε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 2.23. ΄Εστω m,n ϑετικοί ακέραιοι, µε (m,n) = 1. Αν x1, x2, . . . , xϕ(n) είναι ένα πλήρες ανηγµένο
σύστηµα υπολοίπων modulo n και y1, y2, . . . , yϕ(m) ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo m,
τότε το σύνολο

Α = {xim+ yjn | i = 1, 2, . . . , ϕ(n) και j = 1, 2, . . . , ϕ(m)}
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αποτελεί ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα διακεκριµένων υπολοίπων modulo mn.
Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς ϑα αποδείξουµε ότι οι αριθµοί xim + yjn ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις ισοδυ-
ναµίας modulo mn, οι οποίες είναι πρώτες προς το mn.
1) ∆ύο οποιαδήποτε στοιχεία του Α ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις ισοδυναµίας modulo mn. ΄Εστω
λοιπόν ότι xi1m+ yj1n ≡ xi2m+ yj2n mod mn, όπου i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , ϕ(n)} και j1, j2 ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)}.
Τότεmn | (xi1−xi2)m+(yj1−yj2)n. Εποµένωςm | (xi1−xi2)m+(yj1−yj2)n⇔ m | (yj1−yj2)n ⇔

(m,n)=1
m |

yj1 − yj2 ⇔ yj1 ≡ yj2 mod m. Επειδή τα y1, y2, . . . , yϕ(m) ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις ισοδυναµίας
modulo n, έχουµε j1 = j2. Κάνοντας τα ίδια πράγµατα για το n συµπεραίνουµε ότι και i1 = i2.
2) ΄Εστω δ = (xim + yjn,mn), για κάποια i, j. Τότε, αν δ > 1 ϑα υπάρχει πρώτος p µε p | δ. ΄Αρα
p | mn ⇒ p | m ή p | n. Αν p | m, τότε επειδή (m,n) = 1, p - n. Επίσης p | xim + yjn ⇔

p|m
p | yjn. Αλλά

p - yj (γιατί (yj,m) = 1) και p - n. ΄Αρα p - yjn, άτοπο. Συµµετρικά καταλήγουµε σε άτοπο αν υποθέσουµε
ότι p | n. ΄Αρα (xim + yjn,mn) = 1.

(
Πιο απλά, ϑα µπορούσαµε να αποδείξουµε το προηγούµενο ϐάσει

των (ii) και (iv) της πρότασης 1.21. ΄Εχουµε: (xim + yjn,mn) =
(m,n)=1

(xim + yjn,m)(xim + yjn, n) =

= (yjn,m)(xim,n) = 1, γιατί (yj,m) = (n,m) = 1 και (xi, n) = (m,n) = 1
)
.

3) ΄Εστω z ∈ Z πρώτο προς το mn. Αποµένει να δείξουµε ότι z ≡ xim + yjn mod mn, για κατάλλη-
λα i ∈ {1, 2, . . . , ϕ(n)} και j ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)}. Εφόσον (m,n) = 1, υπάρχουν x, y ∈ Z τέτοια, ώστε
xm+ yn = 1. ΄Αρα z = z(xm+ yn) = (zx)m+ (zy)n.
Από τη σχέση xm + yn = 1 είναι σαφές ότι (x, n) = 1 = (y,m). Επίσης, επειδή (z,mn) = 1, ϑα έχουµε
(z,m) = (z, n) = 1. ΄Αρα (zx, n) = (zy,m) = 1. Κατά συνέπεια zx ≡ xi mod n και zy ≡ yj mod m,
για κατάλληλα i ∈ {1, 2, . . . , ϕ(n)} και j ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)}, ήτοι n | zx − xi ⇔ mn | (zx)m − xim και
m | zy − yj ⇔ mn | (zy)n − yjn. Συνεπώς mn | (zx)m + (zy)n − (xim + yjn) ⇔ z = (zx)m + (zy)n ≡
≡ xim+ yjn mod mn. �

Από το προηγούµενο λήµµα και χωρίς να γνωρίζουµε τον τύπο της ϕ, µπορούµε να δώσουµε µια δεύ-
τερη απόδειξη της πρότασης 2.18.

2η Απόδειξη της Πρότασης 2.18: Αν (m,n) = 1, τότε σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα το σύνολο
Α = {xim+ yjn | i = 1, 2, . . . , ϕ(n) και j = 1, 2, . . . , ϕ(m)} περιέχει ακριβώς ϕ(m)ϕ(n) στοιχεία, τα οποία
αποτελούν ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo mn. Εποµένως ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n). �

3η Απόδειξη της Πρότασης 2.18: ΄Εστω m και n ϑετικοί ακέραιοι µε (m,n) = 1. Θα δείξουµε ότι
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Θεωρούµε τους αριθµούς από το σύνολο Α = {1, 2, 3, . . . ,mn−1,mn}. Ξέρουµε ότι το σύνολο {1, 2, . . . ,m}
περιέχει ϕ(m) αριθµούς, πρώτους προς τον m. ΄Εστω κ1 < κ2 < · · · < κϕ(m) οι αριθµοί αυτοί. Προφανώς
κ1 = 1 και κϕ(m) ≤ m.
Για κάθε i = 1, 2, . . . , ϕ(m) ϑεωρούµε το σύνολο Αi = {κi, κi+m,κi+2m, . . . , κi+(n−1)m}. Προφανώς όλοι
οι αριθµοί του Αi είναι ισοϋπόλοιποι modulo m. Παρατηρούµε επίσης ότι 1 ≤ κi ≤ m και εποµένως, για
κάθε λ = 0, 1, . . . , n−1 ϑα έχουµε: 1 ≤ κi ≤ κi+λm ≤ κi+(n−1)m ≤ m+(n−1)m = mn, δηλαδή Αi ⊆ Α.
Επίσης Αi∩Αj = ∅, για i 6= j. Θα αποδείξουµε κάτι ισχυρότερο : κάθε στοιχείο του Αi είναι ανισοϋπόλοιπο
modulo mn µε κάθε στοιχείο του Αj. Γιατί, αν κi +λm ≡ κj +µm mod mn, όπου λ, µ ∈ {0, 1, . . . , n− 1},
δηλαδήmn | κi+λm−κj−µm = κi−κj+(λ−µ)m, τότε καιm | κi−κj+(λ−µ)m⇔ m | κi−κj ⇔ κi ≡ κj
mod m, άτοπο.
Τώρα, κάθε Αi αποτελεί ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo n. Πράγµατι, αν κi + λm ≡ κi + µm
mod n, όπου λ, µ ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, τότε (λ − µ)m ≡ 0 mod n ⇔

(m,n)=1
λ − µ ≡ 0 mod n ⇔ λ = µ.

Εποµένως κάθε Αi περιέχει ακριβώς ϕ(n) στοιχεία κi + λ1m,κi + λ2m, . . . , κi + λϕ(n)m πρώτα προς το n.
΄Εστω Βi ⊆ Αi το σύνολό τους. Επειδή αυτά είναι ισοϋπόλοιπα modulo m µε το κi, ϑα είναι πρώτα και προς
το m. ΄Αρα τα στοιχεία αυτά είναι πρώτα προς το mn. Επειδή Αi ∩Αj = ∅ για i 6= j, έχουµε ϐρει ϕ(m)ϕ(n)
στοιχεία από το σύνολο Α = {1, 2, 3, . . . ,mn}, πρώτα προς τοmn. Αυτά είναι τα στοιχεία της (ξένης) ένωσης
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2.3. Η συνάρτηση ϕ του Euler

Β1 ∪ Β2 ∪ · · · ∪ Βϕ(m).
Αντιστρόφως, έστω k ∈ {1, 2, 3, . . . ,mn} πρώτο προς το mn. ∆ιαιρούµε το k µε το m και παίρνουµε πηλίκο
λ και υπόλοιπο υ, δηλαδή k = λm + υ. Επειδή (k,mn) = 1, ϑα έχουµε και (k,m) = (k, n) = 1. ΄Αρα και
(υ,m) = (k − λm,m) = (k,m) = 1. Εποµένως το υ είναι ίσο µε κάποιο κi, όπου i ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)},
δηλαδή k = κi + λm. Προφανώς λm < λm + κi = k ≤ mn ⇒ λ <

mn

m
= n. ΄Αρα το λ είναι κάποιος από

τους αριθµούς 0, 1, 2, . . . , n− 1, δηλαδή k = λm+ κi ∈ Αi. Επειδή δε (k, n) = 1, το λ είναι κάποιο από τα
λ1, λ2, . . . , λϕ(n). Το συµπέρασµα είναι ότι οι ϕ(m)ϕ(n) αριθµοί που είχαµε ϐρει προηγουµένως είναι όλοι
οι αριθµοί από το σύνολο Α = {1, 2, 3, . . . ,mn}, οι οποίοι είναι πρώτοι προς το mn. �

Πόρισµα 2.24. ΄Εστω n1, n2, . . . , nk ϑετικοί ακέραιοι, ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους. Τότε
ϕ(n1n2 · · ·nk) = ϕ(n1)ϕ(n2) · · ·ϕ(nk).

Απόδειξη: Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του k. Για k = 2 το έχουµε αποδείξει.
΄Εστω k > 2. Επειδή (n1n2 · · ·nk−1, nk) = 1, έχουµε ϕ(n1n2 · · ·nk−1nk) = ϕ(n1 · · ·nk−1)ϕ(nk) =

επαγωγική
υπόθεση

= ϕ(n1) · · ·ϕ(nk−1)ϕ(nk) �

Σαν πόρισµα παίρνουµε µια δεύτερη απόδειξη του τύπου της ϕ.

2η Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.17: ΄Εστω n > 1 και n = pr11 p
r2
2 · · · prkk η ανάλυση του n σε γινόµε-

νο πρώτων παραγόντων (pi 6= pj για i 6= j και ri > 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , k). Επειδή (prii , p
rj
j ) = 1 για

i 6= j, ϑα έχουµε:
ϕ(n) = ϕ(pr11 p

r2
2 · · · prkk ) = ϕ(pr11 )ϕ(pr22 ) · · ·ϕ(prkk ).

Τώρα, για κάθε i = 1, 2, . . . , k το πλήθος των αριθµών από το σύνολο {1, 2, . . . , prii } που είναι πρώτοι προς
το prii είναι ακριβώς αυτοί που δεν διαιρούνται µε το pi.
Αυτοί που διαιρούνται µε το pi είναι της µορφής s · pi, όπου s ϑετικός ακέραιος και s · pi ≤ prii ⇔ 0 < s ≤
≤ prii

pi
= pri−1i . ΄Αρα οι πρώτοι προς το prii είναι prii −pri−1 το πλήθος, δηλαδή ϕ(prii ) = prii −pri−1. Εποµένως

ϕ(n) = (pr11 − pr1−11 )(pr22 − pr2−12 ) · · · (prκκ − prκ−1κ ). �

΄Ασκηση 76. ∆είξτε ότι αν m, n είναι ϑετικοί ακέραιοι µε m | n, τότε ϕ(m) | ϕ(n).
Απόδειξη: Αν m = 1, τότε ϕ(m) = ϕ(1) = 1 | ϕ(n). Υποθέτουµε λοιπόν ότι m > 1. ΄Εστω m =
= pr11 p

r2
2 · · · prkk η ανάλυση του m σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.

(
pi 6= pj για i 6= j και ri > 0, για

κάθε i = 1, 2, . . . , k
)
. Τότε n = ps11 p

s2
2 · · · pskk · λ, όπου si ≥ ri και (λ, pi) = 1, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

(
Πιθανόν λ = 1

)
. Τότε ϕ(n) = ϕ(ps11 · · · pskk )ϕ(λ) = ps11 · · · pskk

(
1 − 1

p1

)
· · ·
(

1 − 1

pk

)
ϕ(λ) = pr11 · · · prkk

(
1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
ps1−r11 · · · psk−rkk ϕ(λ) = ϕ(m) · ps1−r11 · · · psk−rkk ϕ(λ). �

΄Ασκηση 77. Βρείτε όλους τους ϑετικούς ακεραίους n, για τους οποίους
(i) ϕ(n) =

n

2
, (ii) ϕ(n) = ϕ(2n), (iii) ϕ(n) = 12 και (iv) ϕ(3n) = ϕ(4n) = ϕ(6n).

Λύση: (i) Εφόσον n

2
= ϕ(n) ∈ Z, το n είναι άρτιος. ΄Εστω n = 2rλ, όπου r ≥ 1 και λ περιττός. ΄Ενας

περιττός λ > 1 έχει λιγότερους από λ πρώτους προς αυτόν από το σύνολο {1, 2, . . . , λ}. Αυτό, γιατί ο ίδιος
ο λ δεν είναι πρώτος προς τον εαυτό του. Αν λοιπόν λ > 1, ϑα είχαµε ϕ(2rλ) = 2r−1ϕ(λ) < 2r−1λ =

n

2
.

Εποµένως λ = 1 και άρα ο n είναι δύναµη του 2, δηλαδή n = 2r, όπου r > 0.
(ii) Αν ο n ήταν άρτιος της µορφής n = 2rλ, όπου r ≥ 1 και λ περιττός, τότε ϕ(2n) = ϕ(2r+1λ) = 2rϕ(λ) =
= 2 · 2r−1ϕ(λ) = 2ϕ(n). Εποµένως ο n είναι περιττός. Τότε (n, 2) = 1 και άρα ϕ(2n) = ϕ(2)ϕ(n) = ϕ(n).
(iii) Κατ᾿ αρχάς ο n δεν µπορεί να είναι δύναµη του 2, γιατί ϕ(2r) = 2r−1. ΄Αρα ο n έχει περιττό πρώτο
διαιρέτη. Αν το n είχε τρεις διαφορετικούς περιττούς πρώτους παράγοντες p1, p2, p3, τότε p1p2p3 | n και άρα
ϕ(p1p2p3) | ϕ(n) = 12⇒ ϕ(p1)ϕ(p2)ϕ(p3) = (p1− 1)(p2− 1)(p3− 1) | 12. Αλλά 2 | pi− 1 = ϕ(pi), για κάθε
i = 1, 2, 3. Εποµένως 23 = 8 | 12, άτοπο. ΄Αρα το n έχει το πολύ δύο περιττούς πρώτους παράγοντες.
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Κεφάλαιο 2. Ισοτιµίες και αριθµητικές συναρτήσεις

΄Εστω ότι έχει ακριβώς δύο και αυτοί να είναι οι p1 και p2 µε p1 < p2. Ο p2 ϑα είναι λοιπόν µεγαλύτερος του
3.
(
Ο ελάχιστος περιττός πρώτος

)
. Ο ϕ(p2) = p2− 1 δεν µπορεί λοιπόν να είναι 2. Αλλά ούτε να διαιρείται

µε το 4, γιατί τότε 8 | (p1 − 1)(p2 − 1) = ϕ(p1p2) | 12. ΄Αρα διαιρείται µε έναν περιττό πρώτο, ο οποίος
αναγκαστικά ϑα είναι ο 3.

(
12 = 22 · 3

)
. Συνοψίζοντας, ο p1 − 1 διαιρείται µε το 2, ο p2 − 1 µε το 6 = 2 · 3

και δεν πρέπει να εµφανίζεται άλλος πρώτος διαιρέτης, αφού 2 · 6 = 12. Αν κάποιος από τους p1, p2 ήταν
υψωµένος σε µια γνήσια δύναµη (εκθέτης µεγαλύτερος του 1), αυτός ϑα διαιρούσε το 12, άρα ϑα ήταν ο
3. Εποµένως ο 3 ϑα εµφανιζόταν δύο ϕορές, δηλαδή 32 | 12, άτοπο. Συµπέρασµα: p1 − 1 = 2 ⇔ p1 = 3
και p2 − 1 = 6⇔ p2 = 7. Επειδή (2, p1p2) = 1 και ϕ(2) = 1, οι δυνατές τιµές για τον n είναι 3 · 7 = 21 και
2 · 3 · 7 = 42.
Αποµένει η περίπτωση κατά την οποία ο n έχει έναν µόνον περιττό πρώτο παράγοντα p. Αν p2 | n, τότε
p(p− 1) = p2 − p = ϕ(p2) | ϕ(n) = 12 και άρα p | 12 = 22 · 3. Εποµένως p = 3. Αλλά ϕ(32) = 6 6= 12 και
9 | ϕ(3k) = 3k−1 · 2, για κάθε k ≥ 3. Συµπέρασµα: Ο p δεν είναι υψωµένος σε γνήσια δύναµη και δεν είναι
ο 3. Επίσης ο n δεν µπορεί να διαιρείται µε το 23 = 8, γιατί τότε ϕ(23) = 4 και επίσης 2 | ϕ(p) = p − 1.
Εποµένως ϑα είχαµε 8 = 4 · 2 | ϕ(23)ϕ(p) = ϕ(23 · p) | ϕ(n) = 12, άτοπο. ΄Αρα n = 4p ή n = 2p ή n = p.
Στην πρώτη περίπτωση παίρνουµε 12 = ϕ(4)ϕ(p) = 2(p − 1) ⇔ p − 1 = 6 ⇔ p = 7. ΄Αρα n = 4 · 7 = 28.
Στη δεύτερη περίπτωση παίρνουµε 12 = ϕ(2)ϕ(p) = p − 1 και το ίδιο στην τρίτη 12 = ϕ(p) = p − 1. ΄Αρα
p− 1 = 12⇔ p = 13. Οι δυνατές τιµές για το n είναι 13 και 26. Οι λύσεις του προβλήµατος είναι λοιπόν
οι αριθµοί 13, 21, 26, 28 και 42.
(iv) ΄Εστω n = pr11 p

r2
2 · · · prkk η ανάλυση του n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Τότε

ϕ(n) = pr1−11 pr2−12 · · · prk−1k (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pk − 1).
Αν κάποιος από τους pi ήταν ο 2, τότε ϕ(4n) = 4ϕ(n) και αν κάποιος από τους pi ήταν ο 3, τότε ϕ(3n) =
= 3ϕ(n).

(
Αυξάνει η δύναµη στο αντίστοιχο pri−1i

)
. Αν λοιπόν 3 | n, τότε 2 - n, οπότε ϕ(3n) = 3ϕ(n), ενώ

ϕ(4n) = ϕ(4)ϕ(n) = 2ϕ(n), άτοπο. Εποµένως 3 - n. Πάλι, αν 2 | n, τότε 3 - n, οπότε ϕ(4n) = 4ϕ(n), ενώ
ϕ(3n) = ϕ(3)ϕ(n) = 2ϕ(n), άτοπο. ΄Αρα 2 - n και 3 - n. Συµπεραίνουµε ότι (2, n) = (3, n) = 1⇔ (6, n) =
= 1. ΄Αρα ϕ(4n) = ϕ(4)ϕ(n) = 2ϕ(n), ϕ(3n) = ϕ(3)ϕ(n) = 2ϕ(n) και ϕ(6n) = ϕ(6)ϕ(n) = 2ϕ(n), δηλαδή
ϕ(4n) = ϕ(3n) = ϕ(6n). Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ισχύει η σχέση ϕ(3n) = ϕ(4n) = ϕ(6n) είναι
(n, 6) = 1⇔

(
2 - n και 3 - n

)
. �

΄Ασκηση 78. ΄Εστω m,n ϑετικοί ακέραιοι και d = (m,n). Τότε ισχύει η σχέση:
ϕ(mn)ϕ(d) = dϕ(m)ϕ(n).

Απόδειξη: Για κάθε ϑετικό ακέραιο k ορίζουµε το σύνολο Αk = {p | p πρώτος και p | k}. Τότε το ϕ(k)
γράφεται

ϕ(k) = k
∏
p∈Αk

(
1− 1

p

)
.

Παρατηρούµε ότι Αm ∩ Αn = {p | p πρώτος, p | m και p | n} = {p | p πρώτος και p | (m,n) = d} = Αd.
Επίσης Αm ∪ Αn = {p | p πρώτος και p | m ή p | n} = {p | p πρώτος και p | mn} = Αmn. Εποµένως

ϕ(m)ϕ(n) = m
∏
p∈Αm

(
1− 1

p

)
n
∏

p∈Αn

(
1− 1

p

)
= mn

∏

p∈Αm\Αd

(
1− 1

p

) ∏

p∈Αn\Αd

(
1− 1

p

)( ∏

p∈Αd

(
1− 1

p

))2

=

= mn
∏

p∈Αm\Αd

(
1− 1

p

) ∏

p∈Αn\Αd

(
1− 1

p

) ∏

p∈Αd

(
1− 1

p

)
· d
∏

p∈Αd

(
1− 1

p

)
· 1

d
=

= mn
∏

p∈Αm∪Αn

(
1− 1

p

)
ϕ(d) · 1

d
= mn

∏

p∈Αmn

(
1− 1

p

)
ϕ(d) · 1

d
=
ϕ(mn)ϕ(d)

d
.

Εποµένως ϕ(m)ϕ(n)d = ϕ(mn)ϕ(d). �

2.4 Τα Θεωρήµατα των Euler, Fermat και Wilson

Θεώρηµα 2.25. (Θεώρηµα του Euler) ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και (α, n) = 1. Τότε αϕ(n) ≡ 1 mod n.
Απόδειξη: ΄Εστω {x1, x2, . . . , xϕ(n)} ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα αντιπροσώπων modulo n. Σύµφωνα µε
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2.4. Τα Θεωρήµατα των Euler, Fermat και Wilson

τις προηγούµενες παρατηρήσεις έχουµε τις σχέσεις :

αx1 ≡ xi1 mod n

αx2 ≡ xi2 mod n

αx3 ≡ xi3 mod n

...
αxϕ(n) ≡ xiϕ(n) mod n

Αν πολλαπλασιάσουµε κατά µέλη τις ισοδυναµίες αυτές ϑα πάρουµε: αϕ(n)x1x2 · · ·xϕ(n) ≡ xi1xi2 · · ·xiϕ(n) =
= x1x2 · · ·xϕ(n) mod n, επειδή τα σύνολα {x1, x2, . . . , xϕ(n)} και {xi1 , xi2 , . . . , xiϕ(n)} συµπίπτουν. Επο-
µένως n | (αϕ(n) − 1)x1x2 · · ·xϕ(n). Επειδή (x1x2 · · ·xϕ(n), n) = 1, προκύπτει ότι n | αϕ(n) − 1⇔ αϕ(n) ≡ 1
mod n. �

Πόρισµα 2.26. («Μικρό» Θεώρηµα του Fermat) ΄Εστω p πρώτος και α ∈ Z µε p - α. Τότε ισχύει
αp−1 ≡ 1 mod p.

Απόδειξη: Ως γνωστόν ισχύει η ισοδυναµία p - α⇔ (α, p) = 1. Επίσης ϕ(p) = p−1, αφού όλοι οι αριθµοί
1, 2, . . . , p − 1 αποτελούν πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo p. Το αποτέλεσµα προκύπτει
λοιπόν από το προηγούµενο ϑεώρηµα του Euler. �

Πόρισµα 2.27. ΄Εστω p πρώτος και α ∈ Z. Τότε ισχύει η σχέση αp ≡ α mod p.
Απόδειξη: Αν (α, p) = 1, τότε αp−1 ≡ 1 mod p⇒ αp ≡ α mod p. Αν (α, p) =

p πρώτος
p, τότε p | α και p | αp,

άρα αp ≡ α ≡ 0 mod p. �

Θεώρηµα 2.28. (Θεώρηµα του Wilson) ΄Εστω p > 1. Τότε ο p είναι πρώτος αν και µόνον αν
(p− 1)! ≡ −1 mod p.

Απόδειξη: Αρχικώς ϑα αποδείξουµε ότι αν (p − 1)! ≡ −1 mod p, τότε ο p είναι πρώτος. Ας υποθέσουµε
λοιπόν ότι ο p είναι σύνθετος και (p − 1)! ≡ −1 mod p. Ο p ως σύνθετος ϑα έχει έναν γνήσιο διαιρέτη n,
δηλαδή 1 < n < p. Τότε n ≤ p− 1 και εποµένως n | (p− 1)!. Εφόσον όµως p | (p− 1)! + 1 και n | p, έπεται
n | (p − 1)! + 1. Εποµένως ϑα ίσχυαν ταυτόχρονα οι σχέσεις n | (p − 1)! και n | (p − 1)! + 1. Από αυτές
προκύπτει ότι n | (p− 1)! + 1− (p− 1)! = 1, δηλαδή n = 1, άτοπο.
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι ο p είναι πρώτος. Θα δείξουµε ότι p | (p − 1)! + 1. Για p = 2 η σχέση αυτή
ισχύει. Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο p είναι περιττός.
΄Εστω α ∈ {1, 2, . . . , p−1}. Προφανώς (α, p) = 1 και επειδή το σύνολο {1, 2, . . . , p−1} αποτελεί ένα πλήρες
ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo n, τότε και το σύνολο {α · 1, α · 2, . . . , α · (p− 1)} αποτελεί και αυτό
ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo n. Εποµένως υπάρχει µοναδικός α′ ∈ {1, 2, . . . , p− 1}
τέτοιος, ώστε αα′ ≡ 1 mod p. Ας ονοµάσουµε τον α′ αντίστροφο του α modulo p.
Ποιος είναι τώρα ο αντίστροφος του α′ modulo p; Επειδή αα′ ≡ 1 mod p⇔ α′α ≡ 1 mod p, ο αντίστροφος
α′′ := (α′)′ του α′ modulo p αναγκαστικά είναι ο α.

(
Ο αντίστροφος modulo p εξ ορισµού είναι µοναδικός

)
.

Οι αριθµοί λοιπόν 1, 2, 3, . . . , p − 1 χωρίζονται εν γένει σε ξένα Ϲευγάρια-δισύνολα {α, α′} αντιστρόφων
modulo p. Είναι δυνατόν κάποιος από τους 1, 2, . . . , p − 1 να είναι αντίστροφος του εαυτού του ; ∆ηλαδή
α2 ≡ 1 mod p; Αυτό είναι ισοδύναµο µε τη σχέση p | α2 − 1 = (α− 1)(α+ 1)⇔

(
p | α− 1 ή p | α+ 1

)
⇔(

α ≡ 1 mod p ή α ≡ −1 ≡ p − 1 mod p
)
. Επειδή δε οι αριθµοί 1, 2, . . . , p − 1 είναι ανισοϋπόλοιποι

modulo p, οι δυνατές περιπτώσεις είναι δύο: α = 1 και α = p− 1.
Συµπερασµατικά, οι αριθµοί 2, 3, . . . , p− 2 χωρίζονται σε ξένα Ϲευγάρια αντιστρόφων και κατά συνέπεια το
γινόµενό τους είναι ισοϋπόλοιπο 1 modulo p. Ο αριθµός 1 δεν αλλάζει το γινόµενο, άρα το (p − 2)! είναι
ισοϋπόλοιπο modulo p µε το 1. Εποµένως (p− 1)! = (p− 2)!(p− 1) ≡ 1 · (p− 1) = p− 1 ≡ −1 mod p. �

Πόρισµα 2.29. ΄Εστω p > 1. Τότε ο p είναι πρώτος αν και µόνον αν (p− 2)! ≡ 1 mod p.
Απόδειξη: Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Wilson. Παρ᾿ όλα αυ-
τά ας δούµε τον ακόλουθο συλλογισµό. Ο p είναι πρώτος αν και µόνον αν (p − 1)! ≡ −1 ≡ p − 1
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mod p⇔ p | (p− 1)!− (p− 1) = (p− 1)((p− 2)!− 1) ⇔
(p,p−1)=1

p | (p− 2)!− 1⇔ (p− 2)! ≡ 1 mod p. �

Σηµείωση: Από το «µικρό» ϑεώρηµα του Fermat προκύπτει ότι ο αντίστροφος modulo p ενός αριθµού
α, όπου (α, n) = 1 ανήκει στην κλάση

(
δηλαδή είναι ισοϋπόλοιπος modulo p

)
µε το αp−2.

Από το ϑεώρηµα του Euler έχουµε αϕ(n) ≡ 1 mod n, για κάθε α ∈ Z µε (α, n) = 1.

Ορισµός 2.30. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και α ∈ Z µε (α, n) = 1. Ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος k µε
την ιδιότητα αk ≡ 1 mod n ονοµάζεται τάξη του α modulo n.

Πρόταση 2.31. ΄Εστω (α, n) = 1 και k η τάξη του α modulo n. Αν λ είναι ένας ϑετικός ακέραιος τέτοιος,
ώστε αλ ≡ 1 mod n, τότε k | λ.
Απόδειξη: ΄Εστω λ = kπ + υ η ταυτότητα της διαίρεσης λ : k. Τότε 0 ≤ υ < k. Υποθέτουµε ότι υ > 0.
Τότε ϑα έχουµε: 1 ≡ αλ = αkπ+υ = (αk)παυ ≡

αk≡1 mod n
αυ mod n. Αυτό όµως είναι άτοπο, γιατί ο k είναι

ο ελάχιστος ϑετικός εκθέτης στον οποίο υψωµένο το α γίνεται ισοϋπόλοιπο 1 modulo n και υ < k. �

Ορισµός 2.32. Οι αριθµοί Mn = 2n − 1, όπου n = 1, 2, . . . ονοµάζονται αριθµοί Mersenne.

Η επόµενη πρόταση µας παρέχει µία ακόµη απόδειξη της απειρίας των πρώτων αριθµών.

Πρόταση 2.33. ΄Εστω Mp = 2p − 1 ένας αριθµός Mersenne, όπου p πρώτος. Τότε κάθε πρώτος διαιρέτης
του Mp είναι µεγαλύτερος του p.
Απόδειξη: ΄Εστω q πρώτος διαιρέτης τουMp = 2p−1. Τότε 2p ≡ 1 mod q. Εποµένως η τάξη του 2 modulo
q είναι διαιρέτης του p και άρα ϑα είναι 1 ή p. Αν ήταν 1, τότε ϑα είχαµε 2 = 21 ≡ 1 mod q ⇔ q | 2−1 = 1,
άτοπο. Εποµένως η τάξη του 2 modulo q είναι p. Επίσης, επειδή ο Mp = 2p− 1 είναι περιττός, ο διαιρέτης
q αυτού είναι επίσης περιττός. ΄Αρα (2, q) = 1. Από το «µικρό» ϑεώρηµα του Fermat προκύπτει ότι 2q−1 ≡ 1
mod q. Εποµένως η τάξη p του 2

(
modulo q

)
διαιρεί τον q − 1 και εποµένως p ≤ q − 1 < q. �

Πόρισµα 2.34. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι.
Απόδειξη: ΄Αµεση από την πρόταση, αφού για κάθε πρώτο p υπάρχει πρώτος q µεγαλύτερος του p.

(
΄Ενας

πρώτος διαιρέτης του Mp

)
. �

Πρόταση 2.35. Αν ένας αριθµός της µορφής αn − 1 είναι πρώτος, όπου α, n > 1, τότε ο n είναι πρώτος
και α = 2.
Απόδειξη: Αν ο n ήταν σύνθετος της µορφής n = κλ, όπου κ, λ > 1, τότε ακ− 1 | αn− 1 και 1 < ακ− 1 <
< αn − 1. ΄Αρα ο n είναι πρώτος. Αν πάλι α > 2, τότε αn − 1 = (α − 1)(αn−1 + αn−2 + · · · + α + 1) και
α− 1 > 1. ΄Αρα ο αn − 1 ϑα ήταν σύνθετος. Αποµένει λοιπόν η περίπτωση α = 2 και n πρώτος. �

Η προηγούµενη πρόταση δεν µας εξασφαλίζει ότι ένας αριθµός Mersenne Mp = 2p − 1, όπου p πρώτος
είναι κατ᾿ ανάγκην πρώτος. Παρατηρούµε ότι M2 = 22 − 1 = 3, M3 = 23 − 1 = 7, M5 = 25 − 1 = 31,
M7 = 27 − 1 = 127 είναι όλοι πρώτοι. Αλλά ο M11 = 211 − 1 = 2047 = 23 · 89 είναι σύνθετος.
Οι πρώτοι αριθµοί της µορφής Mp = 2p − 1, όπου p πρώτος, λέγονται πρώτοι αριθµοί του Mersenne.

΄Ασκηση 79. Στην άσκηση 36 αποδείξαµε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4λ+3, όπου λ ϑετικός
ακέραιος. Θα αποδείξουµε τώρα ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4λ+ 1, λ ∈ Z+.
Απόδειξη: Θεωρούµε έναν ϑετικό ακέραιο Ν > 1, οσονδήποτε µεγάλο. Αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει
πρώτος της µορφής 4λ + 1, µεγαλύτερος του Ν. Ο αριθµός Α = (Ν!)2 + 1 έχει έναν πρώτο διαιρέτη q. Θα
δείξουµε ότι ο q έχει τις απαιτούµενες ιδιότητες. Πρώτα απ᾿ όλα, ο q είναι µεγαλύτερος του Ν. Σε αντίθετη
περίπτωση ϑα είχαµε q | Ν! ⇒ q | (Ν!)2. Αλλά q | (Ν!)2 + 1, οπότε ϑα είχαµε q | (Ν!)2 + 1 − (Ν!)2 = 1,
άτοπο. Εφόσον q | (Ν!)2 + 1, έχουµε (Ν!)2 ≡ −1 mod q. Επίσης, επειδή q > Ν > 1, ο q είναι περιττός.
΄Αρα ο q − 1 άρτιος, δηλαδή q − 1

2
∈ Z+. Εποµένως από τη σχέση (Ν!)2 ≡ −1 mod q έπεται ότι (Ν!)q−1 =

=
(
(Ν!)2

) q−1
2 ≡ (−1)

q−1
2 mod q.
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Απ᾿ την άλλη µεριά, αφού Ν < q, έχουµε (Ν!, q) = 1. Από το «µικρό» ϑεώρηµα του Fermat προκύπτει ότι
(Ν!)q−1 ≡ 1 mod q. Εποµένως (−1)

q−1
2 ≡ (Ν!)q−1 ≡ 1 mod q. Επειδή το (−1)

q−1
2 ισούται µε ±1 και

−1 6≡ 1 mod q ⇔ q - 2, πρέπει (−1)
q−1
2 = 1, δηλαδή ο q − 1

2
να είναι άρτιος. ΄Εστω q − 1

2
= 2λ, για

κάποιον ϑετικό ακέραιο λ. Τότε q = 4λ+ 1 που είναι και το Ϲητούµενο. �

Στις ασκήσεις 36 και 79 αποδείξαµε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4λ + 1 και 4λ + 3. ∆εν
είναι τυχαίο ότι (1, 4) = (3, 4) = 1. Ισχύει ένα γενικότερο αποτέλεσµα, το οποίο οφείλεται στον Dirichlet.

Θεώρηµα 2.36. (Θεώρηµα του Dirichlet) Αν α, β είναι ϑετικοί ακέραιοι µε (α, β) = 1, τότε υπάρχουν
άπειροι πρώτοι που είναι όροι της αριθµητικής προόδου α, α + β, α + 2β, α + 3β, α + 4β, . . . �

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος του Dirichlet χρησιµοποιεί στοιχεία Μαθηµατικής Ανάλυσης και ϑεωρίας
χαρακτήρων αβελιανών οµάδων.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 80. ∆είξτε ότι υπάρχουν άπειροι σύνθετοι αριθµοί της µορφής n! + 1, όπου n ϑετικός ακέραιος.
Απόδειξη: Αν p είναι αρκούντως µεγάλος πρώτος, ϑα δείξουµε ότι (p−1)! + 1 > p. Γενικά, έστωm ϑετικός
ακέραιος, µε m ≥ 4. Αν m = 4, τότε (m− 1)! + 1 = 3! + 1 = 7 > 4 = m. ΄Εστω ότι (m− 1)! + 1 > m, για
κάποιον ϑετικό ακέραιοm ≥ 4. Τότε (m+ 1−1)! + 1 = m! + 1 = (m−1)!m+ 1 ≥

(m−1)!≥3!=6
6m+ 1 > m+ 1.

Εποµένως (m− 1)! + 1 > m, για κάθε m ≥ 4.
Στην ειδική περίπτωση που m = p ≥ 5 πρώτος, παίρνουµε (p − 1)! + 1 > p. Βάσει του ϑεωρήµατος του
Wilson ο (p − 1)! + 1 έχει έναν γνήσιο διαιρέτη p, άρα είναι σύνθετος. Επειδή υπάρχουν άπειροι πρώτοι,
υπάρχουν και άπειροι σύνθετοι της µορφής n! + 1, όπου n = p− 1, µε p ≥ 5 πρώτο. �

΄Ασκηση 81. Βρείτε τα υπόλοιπα των διαιρέσεων (i) 15! : 17 και (ii) 2 · 26! : 29.
Λύση: (i) Από το πόρισµα 2.29 παίρνουµε 15! ≡ 1 mod 17.
(ii) Πάλι από το πόρισµα 2.29 παίρνουµε 27! ≡ 1 mod 29⇔ 26!·27 ≡ 1 mod 29. Αλλά 27 ≡ −2 mod 29.
Εποµένως −2 · 26! ≡ 1 mod 29⇔ 2 · 26! ≡ −1 ≡ 28 mod 29. �

΄Ασκηση 82. ∆είξτε ότι 31 | 4 · 29! + 5!.
Απόδειξη: Ξέρουµε ότι, εφόσον ο 31 είναι πρώτος, 29! ≡ 1 mod 31. Εποµένως 4 · 29! + 5! ≡ 4 + 5! =
= 4 + 4! · 5 = 4 + 24 · 5 ≡ 4 + (−7) · 5 = 4− 35 = −31 ≡ 0 mod 31. �

΄Ασκηση 83. ΄Εστω p, q δύο διαφορετικοί πρώτοι και α ∈ Z. ∆είξτε ότι pq | αpq − αp − αq + α.
Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι αpq = (αp)q ≡ αp mod q, από το «µικρό» ϑεώρηµα του Fermat. Εποµένως
q | αpq−αp. Παρόµοια αq ≡ α mod q ⇔ q | αq−α. Εποµένως q | αpq−αp− (αq−α) = αpq−αp−αq +α.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι p | αpq − αp − αq + α. Επειδή οι πρώτοι p και q είναι διαφορετικοί,
και το γινόµενό τους pq διαιρεί τον αριθµό αpq − αp − αq + α. �

΄Ασκηση 84. Βρείτε όλους τους ϑετικούς ακεραίους n, για τους οποίους ο αριθµός (n−1)!+1 είναι δύναµη
του n.
Λύση: Εφόσον nk = (n− 1)! + 1, έχουµε n | (n− 1)! + 1. Από το ϑεώρηµα του Wilson έπεται ότι ο n είναι
πρώτος. ΄Αρα ο n − 1 είναι σύνθετος. Υποθέτουµε ότι n ≥ 7. Τότε n − 1 ≥ 6 > 4. Από την άσκηση 1.44
έχουµε ότι n − 1 | (n − 2)!. Τώρα, (n − 1)! = nk − 1 = (n − 1)(nk−1 + nk−2 + · · · + n + 1) ⇔ (n − 2)! =

= nk−1 + nk−2 + · · · + n + 1. Εφόσον n − 1 | (n − 2)!, ϑα έχουµε
k−1∑
i=0

ni ≡ 0 mod (n − 1). Αλλά ni ≡ 1

mod (n− 1), για κάθε i = 0, 1, . . . , k − 1. Εποµένως
k−1∑
i=0

ni ≡ k mod (n− 1) και κατά συνέπεια n− 1 | k.
Εποµένως k = λ(n− 1), για κάποιον ϑετικό ακέραιο λ. Συνεπώς (n− 1)! = nλ(n−1) − 1 ≥ nn−1 − 1. Αλλά
(n− 1)! < nn−1− 1, για κάθε n ≥ 3. Πράγµατι, επαγωγικά για n = 3 έχουµε (3− 1)! = 2 και 33−1− 1 = 8.
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Αν (n − 1)! < nn−1 − 1, τότε n! < nn − n < (n + 1)n − n < (n + 1)n − 1. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το
(n− 1)! + 1 δεν είναι δύναµη του πρώτου n, αν n ≥ 7. Τώρα, (2− 1)! + 1 = 2 = 21, (3− 1)! + 1 = 3 = 31

και (5− 1)! + 1 = 24 + 1 = 25 = 52. ΄Αρα οι λύσεις του προβλήµατος είναι οι πρώτοι αριθµοί 2, 3 και 5. �

΄Ασκηση 85. ΄Εστω p περιττός πρώτος. ∆είξτε ότι αν η τετραγωνική ισοτιµία x2 + 1 ≡ 0 mod p έχει λύση,
τότε p ≡ 1 mod 4.
Απόδειξη: Εφόσον p περιττός, ο p− 1 είναι άρτιος και εποµένως ο p− 1

2
είναι ϑετικός ακέραιος.

΄Εστω α µια λύση της ισοτιµίας x2 + 1 ≡ 0 mod p, δηλαδή α2 ≡ −1 mod p. Τότε (α, p) = 1 και εποµένως
αp−1 ≡ 1 mod p. Αλλά, από τη σχέση α2 ≡ −1 mod p συνάγουµε ότι αp−1 = (α2)

p−1
2 ≡ (−1)

p−1
2

mod p. Εποµένως 1 ≡ (−1)
p−1
2 mod p ⇔ p | 1 − (−1)

p−1
2 = 0 ή 2. Επειδή ο p είναι περιττός, έχουµε

(−1)
p−1
2 = 1⇔ p− 1

2
≡ 0 mod 2⇔ p ≡ 1 mod 4. �

΄Ασκηση 86. ΄Εστω p περιττός πρώτος.
(i) ∆είξτε ότι το σύνολο

{
− p− 1

2
,−p− 3

2
, . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . ,

p− 3

2
,
p− 1

2

}
είναι ένα πλήρες σύστηµα υπο-

λοίπων modulo p και άρα ότι το σύνολο
{
,−p− 1

2
,−p− 3

2
, . . . ,−1, 1, . . . ,

p− 3

2
,
p− 1

2

}
είναι ένα πλήρες

ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων modulo p.
(ii) Αν q =

p− 1

2
, τότε δείξτε (q!)2 + (−1)q ≡ 0 mod p. Συµπεράνατε ότι αν p ≡ 1 mod 4, τότε το q! είναι

λύση της ισοτιµίας x2 + 1 ≡ 0 mod p και αν p ≡ 3 mod 4, τότε q! ≡ ±1 mod p.
Απόδειξη: (i) Το σύνολο

{
0, 1, 2, . . . ,

p− 3

2
,
p− 1

2
,
p+ 1

2
=
p− 1

2
+ 1, . . . , p− 1

}
είναι ένα πλήρες σύστη-

µα υπολοίπων modulo p. Τώρα, για κάθε i = 1, 2, . . . ,
p− 1

2
ο αριθµός p− 1

2
+ i =

p+ 2i− 1

2
είναι

ισοϋπόλοιπος modulo p µε τον αριθµό p+ 2i− 1

2
− p = −p− 2i+ 1

2
. Για i = 1, 2, . . . ,

p− 1

2
παίρνουµε

τους αριθµούς −p− 1

2
,−p− 3

2
, . . . ,−1.

(ii) Από το ϑεώρηµα του Wilson έχουµε (p− 1)! + 1 ≡ 0 mod p. Αλλά (p− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · p− 1

2
· p+ 1

2
·

p+ 3

2
· · · (p−1) ≡ 1·2·3 · · · p− 1

2
·
(
−p− 1

2

)
·
(
−p− 3

2

)
· · · (−3)·(−2)·(−1) =

(
1·2·3 · · · p− 1

2

)2
(−1)

p−1
2 =

= (q!)2(−1)q. Εποµένως (q!)2(−1)q + 1 ≡ 0 mod p⇔ (q!)2 + (−1)q ≡ 0 mod p.
Τώρα, αν p ≡ 1 mod 4⇔ 2

∣∣∣ p− 1

2
= q, τότε (q!)2 + 1 ≡ 0 mod p, δηλαδή το q! είναι λύση της ισοτιµίας

x2 + 1 ≡ 0 mod p. Τώρα, αν p ≡ 3 mod 4 ⇔ p − 1 ≡ 2 mod 4 ⇔ q =
p− 1

2
≡ 1 mod 2, ϑα έχουµε

(q!)2−1 ≡ 0 mod p⇔ p | (q!)2−1 = (q!−1)(q!+1)⇔
(
p | q!−1 ή p | q!+1

)
⇔
(
q! ≡ 1 mod p ή q! ≡ −1

mod p
)
. �

Από τις δύο προηγούµενες ασκήσεις προκύπτει ότι αν p είναι περιττός πρώτος της µορφής 4k + 1,
τότε δύο λύσεις της τετραγωνικής ισοτιµίας x2 + 1 ≡ 0 mod p είναι οι

(p− 1

2

)
! και −

(p− 1

2

)
!. Οι

(p− 1

2

)
! και −

(p− 1

2

)
! είναι ανισοϋπόλοιποι modulo p. Πράγµατι, έστω

(p− 1

2

)
! ≡ −

(p− 1

2

)
! mod p.

Τότε 2 ·
(p− 1

2

)
! ≡ 0 mod p, που είναι άτοπο γιατί το 2 καθώς και όλοι οι ακέραιοι από το σύνολο

{
1, 2, . . . ,

p− 1

2

}
είναι µικρότεροι του p και άρα πρώτοι προς αυτόν.

΄Ασκηση 87. Βρείτε δύο λύσεις των τετραγωνικών ισοτιµιών :
(i) x2 ≡ −1 mod 29 και (ii) x2 ≡ −1 mod 37.

Λύση: (i) ΄Εχουµε 29 = 4 · 7 + 1. Εποµένως δύο λύσεις της x2 ≡ −1 mod 29 είναι οι ±
(28

2

)
! = ±14!.

72 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



2.4. Τα Θεωρήµατα των Euler, Fermat και Wilson

Τώρα 14! = (2 ·14)(3 ·13)(4 ·12)(5 ·11)(6 ·10)(7 ·9) ·8 = 28 ·39 ·48 ·55 ·60 ·63 ·8 ≡ −1 ·10(−10)(−3) ·2 ·5 ·8 =
= −100 · 3 · 80 ≡ −13 · 3 · 22 = −39 · 22 ≡ −10 · (−7) = 70 ≡ 12 mod 29. Μια άλλη λύση είναι η −12 ≡ 17
mod 29.
(ii) Εφόσον 37 = 4 · 9 + 1, εφαρµόζουµε την ίδια µέθοδο. ΄Εχουµε

(36

2

)
! = 18!. ΄Εχουµε: 18! =

= 2·18·3·17·4·16·5·15·6·14·7·13·8·12·9·11·10 = 36·51·64·75·84·91·96·99·10 ≡ −1·14(−10)·1·10·17·22·25·10 =
= 100 · 14 · 17 · 22 · 25 · 10 ≡ 1000 · 14 · (−20)(−15) · 25 ≡ 1 · 14 · 15 · 500 ≡ 210 · 19 ≡ 25 · 19 = 475 ≡ 31
mod 37. Μια άλλη λύση είναι η −31 ≡ 6 mod 37. �

΄Ασκηση 88. ΄Εστω p περιττός πρώτος. Τότε
(i) 12 · 32 · 52 · · · (p− 2)2 ≡ (−1)

p+1
2 mod p και (ii) 22 · 42 · 62 · · · (p− 1)2 ≡ (−1)

p+1
2 mod p.

Απόδειξη: (i) ΄Εχουµε τις ακόλουθες σχέσεις :



1 ≡ 1− p = −(p− 1) mod p

3 ≡ 3− p = −(p− 3) mod p

5 ≡ 5− p = −(p− 5) mod p
...

p− 4 ≡ p− 4− p = −4 mod p

p− 2 ≡ p− 2− p = −2 mod p

Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη και παίρνουµε: 1 · 3 · 5 · · · (p− 2) ≡ (−1)
p−1
2 · 2 · 4 · 6 · · · (p− 1) mod p. Αν

πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη µε 1 · 3 · 5 · · · (p− 2) παίρνουµε
12 · 32 · 52 · · · (p− 2)2 ≡ (−1)

p−1
2 (p− 1)! ≡

ϑεώρηµα
Wilson

(−1)
p−1
2 (−1) = (−1)

p+1
2 mod p.

(ii) Αν υψώσουµε και τα δύο µέλη της σχέσης (−1)
p−1
2 · 2 · 4 · 6 · · · (p − 1) ≡ 1 · 3 · 5 · · · (p − 2) mod p

στο τετράγωνο και µε δεδοµένο ότι (−1)p−1 = 1, αφού p − 1 άρτιος, παίρνουµε 22 · 42 · 62 · · · (p − 1)2 ≡
≡ 12 · 32 · 52 · · · (p− 2)2 ≡ (−1)

p+1
2 mod p. �

΄Ασκηση 89. (Θεώρηµα του Wolstenholme) ΄Εστω p ≥ 5 πρώτος αριθµός. Τότε p2
∣∣∣
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k
.

Απόδειξη: Προφανώς
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k
=

p−1∑

k=1

(p− 1)!

p− k . Εποµένως 2·
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k
=

p−1∑

k=1

(
(p− 1)!

k
+

(p− 1)!

p− k

)
=

=
p−1∑
k=1

p(p− 1)!

k(p− k)
= p ·

p−1∑

k=1

(p− 1)!

k(p− k)
. Επειδή p ≥ 5, ο p είναι περιττός. Εποµένως k 6= p − k, για κάθε

k = 1, 2, . . . , p − 1.
(
Σε αντίθετη περίπτωση k = p − k ⇔ p = 2k, άρτιος

)
. ΄Αρα οι αριθµοί k και p − k

είναι διαφορετικοί παράγοντες του (p − 1)! και εποµένως (p− 1)!

k(p− k)
∈ Z. Συνεπώς

p−1∑
k=1

(p− 1)!

k(p− k)
∈ Z. ΄Αρα

2 ·
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k
= p ·

p−1∑

k=1

(p− 1)!

k(p− k)
είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του p. Τώρα ϑα αποδείξουµε ότι

p
∣∣∣
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k(p− k)
.

΄Οπως στην απόδειξη του ϑεωρήµατος του Wilson, για κάθε k ∈ {1, 2, . . . , p − 1} υπάρχει µοναδικό
k′ ∈ {1, 2, . . . , p − 1} τέτοιο, ώστε kk′ ≡ 1 mod p. Επίσης, καθώς το k διατρέχει όλους τους ακεραί-
ους 1, 2, . . . , p − 1 και το k′ διατρέχει όλους τους ακεραίους 1, 2, . . . , p − 1. Από τη σχέση kk′ ≡ 1
mod p προκύπτει k2k′2 ≡ 1 mod p. Επίσης k(p − k) ≡ −k2 mod p ⇒ k(p − k)k′2 ≡ −k2k′2 ≡ −1

mod p ⇔
((p−1)!,p)=1

(p − 1)!k(p − k)k′2 ≡ −(p − 1)! mod p ⇔
k(p−k)|(p−1)!

(p− 1)!

k(p− k)
≡ −(p − 1)!k′

2 ≡
ϑεώρηµα
Wilson

k′
2
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mod p, για κάθε k = 1, 2, . . . , p−1. ΄Αρα
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k(p− k)
≡

p−1∑

k′=1

k′
2

=
(p− 1)p(2p− 1)

6
mod p. Επειδή p ≥ 5,

(p, 6) = (p, 2 · 3) = 1. ΄Αρα p | (p − 1)(2p − 1) και εποµένως (p− 1)p(2p− 1)

6
≡ 0 mod p. Συνεπώς

p
∣∣∣
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k(p− k)
. ΄Αρα p2

∣∣∣ p ·
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k(p− k)
= 2 ·

p−1∑

k=1

(p− 1)!

k
⇔

(p,2)=1
p2
∣∣∣
p−1∑

k=1

(p− 1)!

k
. �

΄Ασκηση 90. ΄Εστω p ≥ 5 πρώτος αριθµός και 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

p
=

r

ps
. Τότε p3 | r − s.

Απόδειξη: ΄Εχουµε p!s
(

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

p− 1

)
+ (p− 1)!s = (p− 1)!r ⇔ ps

p−1∑

k=1

(p− 1)!

k
+ (p− 1)!s =

= (p−1)!r ⇔ ps

p−1∑

k=1

(p− 1)!

k
= (p−1)!(r−s). Από το ϑεώρηµα του Wolstenholme έχουµε p2

∣∣∣
p−1∑
k=1

(p− 1)!

k
.

Εποµένως p3 | (p− 1)!(r − s) ⇔
((p−1)!,p)=1

p3 | r − s. �

΄Ασκηση 91. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και p πρώτος µε p ≤ n. Τότε
(
n

p

)
≡
⌊n
p

⌋
mod p.

Επιπλέον, pk
∣∣∣
(
n

p

)
αν και µόνον αν pk

∣∣∣
⌊n
p

⌋
, για κάθε ακέραιο k ≥ 1.

Απόδειξη: Υπενθυµίζουµε ότι το
⌊n
p

⌋
είναι το πηλίκο π της διαίρεσης n : p, δηλαδή n = pπ + υ, όπου

0 ≤ υ ≤ p−1. Οι p διαδοχικοί αριθµοί n, n−1, n−2, . . . , n−p+1 αποτελούν πλήρες σύστηµα υπολοίπων
modulo n. Ο pπ είναι ένας από αυτούς γιατί 0 ≤ υ ≤ p − 1 ⇔ n − p + 1 ≤ pπ = n − υ ≤ n. Εποµένως
οι αριθµοί n, n− 1, . . . , pπ + 1, pπ − 1 . . . , n− p+ 1 αποτελούν ένα πλήρες ανηγµένο σύστηµα υπολοίπων
modulo p. ΄Αρα n(n− 1) · · · (pπ + 1)(pπ − 1) · · · (n− p+ 1) ≡ (p− 1)! mod p. Επίσης(
n

p

)
=
n(n− 1) · · · (pπ + 1)pπ(pπ − 1) · · · (n− p+ 1)

p!
=
n(n− 1) · · · (pπ + 1)(pπ − 1) · · · (n− p+ 1)

(p− 1)!
· π.

Εποµένως (p − 1)!

(
n

p

)
= n(n − 1) · · · (pπ + 1)(pπ − 1) · · · (n − p + 1)π ≡ (p − 1)!π mod p ⇔

((p−1)!,p)=1

⇔
(
n

p

)
≡ π =

⌊n
p

⌋
mod p.

Τώρα pk
∣∣∣
(
n

p

)
⇔ (p−1)!pk

∣∣∣ (p−1)!

(
n

p

)
= n(n−1) · · · (pπ+ 1)(pπ−1) · · · (n−p+ 1)π. Επειδή ο p είναι

πρώτος προς το γινόµενο n(n − 1) · · · (pπ + 1)(pπ − 1) · · · (n − p + 1), η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη
µε την pk | π =

⌊n
p

⌋
. �

΄Ασκηση 92. Αν p πρώτος και 0 ≤ k ≤ p− 1, τότε δείξτε ότι k!(p− 1− k)! ≡ (−1)k+1 mod p.
Απόδειξη: Για k = 0 παίρνουµε k!(p− 1− k)! = 0! · (p− 1)! ≡ −1 = (−1)0+1 mod p από το ϑεώρηµα του
Wilson. Για k = p−1 παίρνουµε (p−1)!·0! ≡ −1 mod p. ΄Εστω p = 2. Τότε (−1)p−1+1 = (−1)p = (−1)2 =
1 ≡ −1 mod 2. ΄Αρα, αν p = 2 και k = 1 η πρόταση ισχύει. Αν p περιττός, τότε (−1)p−1+1 = (−1)p = −1
mod p. Τελικώς συµπεραίνουµε ότι η πρόταση ισχύει για κάθε πρώτο p και k = p− 1.
΄Εστω τώρα p ≥ 3 και 0 < k < p− 1. Για κάθε r = 1, . . . , k έχουµε r ≡ r− p = −(p− r) mod p. Εποµένως
1·2 · · · k ≡ (−(p−1))(−(p−2)) · · · (−(p−k)) mod p⇔ k! ≡ (−1)k(p−k)(p−k+1) · · · (p−2)(p−1) mod p.
Εποµένως k!(p− 1− k)! ≡ (−1)k(p− 1− k)!(p− k)(p− k+ 1) · · · (p− 2)(p− 1) = (−1)k(p− 1)! ≡ (−1)k+1

mod p, από το ϑεώρηµα του Wilson. �

΄Ασκηση 93. ∆είξτε ότι οι περιττοί πρώτοι διαιρέτες ενός αριθµού της µορφής n2 + 1, όπου n ϑετικός
ακέραιος, είναι της µορφής 4k + 1.
Απόδειξη: Αν p περιττός πρώτος διαιρέτης του n2 + 1, τότε n2 + 1 ≡ 0 mod p και η τετραγωνική ισοτιµία
x2 + 1 έχει λύση. Το συµπέρασµα προκύπτει από την άσκηση 85. �
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2.5 Επίλυση γραµµικών ισοτιµιών

Πρόταση 2.37. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και α, β ∈ Z. Αν ο ακέραιος x επαληθεύει τη σχέση αx ≡ β
mod n, τότε και κάθε ακέραιος x′ µε x′ ≡ x mod n την επαληθεύει.
Απόδειξη: ΄Εστω αx ≡ β mod n. Τότε έχουµε: x′ ≡ x mod n⇒ αx′ ≡ αx ≡ β mod n. �

Ορισµός 2.38. Μια σχέση της µορφής αx ≡ β mod n λέγεται γραµµική ισοτιµία. ΄Οπως προκύπτει
από την προηγούµενη πρόταση, σε µια γραµµική ισοτιµία αναζητούµε τις κλάσεις υπολοίπων modulo
n, των οποίων τα στοιχεία την επαληθεύουν. Ως λύση λοιπόν της γραµµικής ισοτιµίας αx ≡ β mod n
ϑεωρούµε όχι έναν απλό ακέραιο x, αλλά ολόκληρη την κλάση 〈x〉 modulo n στην οποία αυτός ανήκει.

Πρόταση 2.39. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και α, β ∈ Z. Αν (α, n) = 1, τότε η γραµµική ισοτιµία αx ≡ β
mod n έχει µοναδική λύση, δηλαδή υπάρχει µία µόνον κλάση υπολοίπων modulo n της οποίας τα
στοιχεία την επαληθεύουν.
Απόδειξη: ΄Υπαρξη: Εφόσον (α, n) = 1, υπάρχουν κ, λ ∈ Z τέτοια, ώστε ακ+ nλ = 1⇔ ακ = 1− λn⇒
⇒ α(κβ) = β+ (−λβ)n⇒ α(κβ) ≡ β mod n. Εποµένως το κβ (και όλα τα στοιχεία της κλάσης του) είναι
λύση της ισοτιµίας.
Μοναδικότητα: ΄Εστω x, x′ ∈ Z µε αx ≡ β mod n και αx′ ≡ β mod n. Αρκεί να δείξουµε ότι x ≡ x′

mod n. Πράγµατι, από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε αx ≡ αx′ mod n ⇔
Λήµµα 2.21 (i)

x ≡ x′ mod n. �

Πόρισµα 2.40. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και α, β ∈ Z µε (α, n) = 1. Η µοναδική λύση της ισοτιµίας
αx ≡ β mod n είναι η κλάση 〈αϕ(n)−1β〉.
Απόδειξη: Από το ϑεώρηµα του Euler έχουµε αϕ(n) ≡ 1 mod n. Εποµένως α(αϕ(n)−1β) ≡ β mod n. �

Γενικότερα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.41. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και α, β ∈ Z. ΄Εστω δ = (α, n). Τότε ισχύουν τα εξής :
(i) Η γραµµική ισοτιµία αx ≡ β mod n έχει λύση αν και µόνον αν η γραµµική διοφαντική εξίσωση
αx+ ny = β έχει λύση.
(ii) Η γραµµική ισοτιµία αx ≡ β mod n έχει λύση αν και µόνον αν δ | β.
(iii) Αν 〈x0〉 είναι µια λύση της αx ≡ β mod n, τότε η γραµµική ισοτιµία έχει ακριβώς δ λύσεις. Αυτές
είναι οι 〈x0〉,

〈
x0 +

n

δ

〉
,
〈
x0 + 2 · n

δ

〉
, . . . ,

〈
x0 + (δ − 1) · n

δ

〉
.

Απόδειξη: (i) ΄Εστω x0 ∈ Z µε αx0 ≡ β mod n ⇔ n | αx0 − β. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι υπάρχει
λ ∈ Z τέτοιο, ώστε αx0−β = λn⇔ αx0 + (−λ)n = β. Με άλλα λόγια, αν η αx ≡ β mod n έχει λύση, τότε
και η γραµµική διοφαντική εξίσωση αx+ny = β έχει λύση. Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι (x0, y0) είναι µια
λύση της γραµµικής διοφαντικής εξίσωσης αx+ny = β. Τότε αx0 +ny0 = β ⇔ αx0 = β−ny0 ⇒ αx0 ≡ β
mod n, δηλαδή η γραµµική ισοτιµία αx ≡ β mod n έχει λύση.
(ii) Προκύπτει άµεσα από το προηγούµενο.
(iii) ΄Εστω 〈y〉 µια λύση της αx ≡ β mod n. Εφόσον αx0 ≡ β mod n, έχουµε α(y − x0) ≡ 0 mod n ⇔
⇔ n | α(y − x0)⇔

n

δ

∣∣∣ α
δ

(y − x0) ⇔(
n
δ
,α
δ

)
=1

n

δ

∣∣∣ y − x0 ⇔ y = x0 + λ · n
δ
, όπου λ ∈ Z.

Τώρα, προφανώς α
(
x0 + λ · n

δ

)
= αx0 +

(
λ · α

δ

)
· n ≡ αx0 ≡ β mod n, για κάθε λ ∈ Z. Τώρα ϑα πρέπει

να διακρίνουµε τα λ ∈ Z, τα οποία µας δίνουν όλες τις διαφορετικές κλάσεις υπολοίπων modulo n, οι
οποίες είναι οι λύσεις της αx ≡ β mod n. ΄Εχουµε: x0 + λ · n

δ
≡ x0 + λ′ · n

δ
mod n⇔ n

∣∣ (λ− λ′) · n
δ
⇔

⇔ δn | n(λ− λ′)⇔ δ | λ− λ′ ⇔ λ ≡ λ′ mod δ. ΄Αρα δύο ακέραιοι λ και λ′ µας δίνουν την ίδια λύση mo-
dulo n, δηλαδή την ίδια κλάση modulo n, αν και µόνον αν ανήκουν στην ίδια κλάση υπολοίπων modulo δ.
Επειδή το σύνολο {0, 1, 2, . . . , δ−1} αποτελεί πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo δ, οι διαφορετικές λύσεις
της αx ≡ β mod n είναι ακριβώς οι δ κλάσεις µε αντιπροσώπους x0, x0+

n

δ
, x0+2·n

δ
, . . . , x0+(δ−1)·n

δ
. �

Αντί να λέµε ότι οι 〈x0〉,
〈
x0 +

n

δ

〉
,
〈
x0 + 2 · n

δ

〉
, . . . ,

〈
x0 + (δ − 1) · n

δ

〉
είναι οι λύσεις της αx ≡ β

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 75



Κεφάλαιο 2. Ισοτιµίες και αριθµητικές συναρτήσεις

mod n, πολλές ϕορές λέµε ότι οι x0, x0 +
n

δ
, x0 + 2 · n

δ
, . . . , x0 + (δ − 1) · n

δ
mod n είναι οι λύσεις της

ισοτιµίας αυτής.

Πρόταση 2.42. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος και α, β ∈ Z µε δ = (α, n) | β. Τότε οι λύσεις της γραµµικής
ισοτιµίας αx ≡ β mod n δίνονται από τον τύπο

αϕ(n/δ)−1β

δϕ(n/δ)
+ λ · n

δ
, όπου λ = 0, 1, . . . , δ − 1.

Απόδειξη: ΄Ενας ακέραιος x0 επαληθεύει τη σχέση αx ≡ β mod n αν και µόνον αν αx0 ≡ β mod n ⇔
⇔ α

δ
x0 ≡

β

δ
mod

n

δ
. Επειδή

(α
δ
,
n

δ

)
= 1, σύµφωνα µε το πόρισµα 2.33, ως x0 µπορούµε να πάρουµε

τον ακέραιο
(α
δ

)ϕ(n/δ)−1
· β
δ

=
αϕ(n/δ)−1β

δϕ(n/δ)
. �

΄Ασκηση 94. Να λύσετε τις παρακάτω γραµµικές ισοτιµίες :
(i) 7x ≡ 3 mod 11.
(ii) 42x ≡ 63 mod 105.
(iii) Να λύσετε τη γραµµική ισοτιµία 20x ≡ 10 mod 15.
Λύση: (i) Λύνουµε τη γραµµική εξίσωση 7x−11y = 3. Εφαρµόζοντας τον ευκλείδειο αλγόριθµο, ϐρίσκουµε
11 · 2 − 7 · 3 = 1 ⇔ 7(−9) + 11 · 6 = 3. Εποµένως 7(−9) ≡ 3 mod 11, δηλαδή το −9 ≡ 2 mod 11 είναι
λύση της ισοτιµίας. Επειδή (7, 11) = 1, η λύση 2 mod 11 είναι και η µοναδική.
(ii) ΄Εχουµε (42, 105) = (2 · 3 · 7, 3 · 5 · 7) = 3 · 7 = 21 | 63. ΄Αρα η ισοτιµία έχει λύση. Επειδή (42, 105) = 21,
η ισοτιµία 42x ≡ 63 mod 105 έχει ακριβώς 21 λύσεις modulo 105. Αρκεί να ϐρούµε µία. Λύνουµε
τη γραµµική εξίσωση 42x − 105y = 63. Κατά τα γνωστά µια λύση της είναι η (x, y) = (−6,−3). ΄Αρα
µία λύση της ισοτιµίας είναι η −6 ≡ 99 mod 105. Επειδή 105

21
= 5, όλες οι λύσεις είναι της µορφής

99 + 5λ modulo 105, όπου λ = 0, 1, 2, . . . , 20. Αυτές είναι : 99 , 99 + 5 = 104 , 104 + 5 ≡ 4 , 4 + 5 =

= 9 , 9 + 5 = 14 , 14 + 5 = 19 , 19 + 5 = 24 , 24 + 5 = 29 , 29 + 5 = 34 , 34 + 5 = 39 , 39 + 5 =

= 44 , 44 + 5 = 49 , 49 + 5 = 54 , 54 + 5 = 59 , 59 + 5 = 64 , 64 + 5 = 69 , 69 + 5 = 74 , 74 + 5 =

= 79 , 79 + 5 = 84 , 84 + 5 = 89 , 89 + 5 = 94 modulo 105.
(iii) Προφανώς (20, 15) = 5 | 10. Η γραµµική ισοτιµία 20x ≡ 5 mod 15 αντιστοιχεί στην εξίσωση 20x +

15y = 10. Μια λύση αυτής είναι η (2,−2). Επίσης 15

5
= 3. Οι λύσεις λοιπόν της γραµµικής ισοτιµίας

είναι 2 mod 15, 2 + 3 ≡ 5 mod 15, 2 + 2 · 3 ≡ 8 mod 15, 2 + 3 · 3 ≡ 11 mod 15 και 2 + 4 · 3 ≡ 14
mod 15. �

2.6 Το Κινεζικό Θεώρηµα υπολοίπων

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε συστήµατα γραµµικών ισοτιµιών. Συγκεκριµένα ϑα αποδείξουµε το
λεγόµενο Κινεζικό Θεώρηµα υπολοίπων:

Θεώρηµα 2.43. (Κινεζικό Θεώρηµα υπολοίπων) Υποθέτουµε ότι οι ϑετικοί ακέραιοι n1, n2, . . . , nk είναι
ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους, δηλαδή (ni, nj) = 1 αν i 6= j.
΄Εστω β1, β2, . . . , βk τυχόντες ακέραιοι. Τότε το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών




x ≡ β1 mod n1

x ≡ β2 mod n2

...
x ≡ βk mod nk

(1)

έχει µοναδική λύση modulo (n1n2 · · ·nk).
Απόδειξη: Θέτουµε Μi =

n1n2 · · ·nk
ni

= n1 · · ·ni−1ni+1 · · ·nk, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Εφόσον (ni, nj) =

= 1, για κάθε j 6= i, έχουµε (Μi, ni) = 1. Εποµένως η γραµµική ισοτιµία Μix ≡ βi mod ni έχει µοναδική
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2.6. Το Κινεζικό Θεώρηµα υπολοίπων

λύση xi modulo ni. Θέτουµε x = Μ1x1 + Μ2x2 + · · ·+ Μkxk.
΄Εστω i ∈ {1, 2, . . . , k}. Επειδή ni | Μj = n1 · · ·nj−1nj+1 · · ·nk, για κάθε j 6= i, ϑα έχουµε Μjxj ≡ 0
mod ni. Εποµένως x = Μ1x1 + Μ2x2 + · · ·+ Μkxk ≡ Μixi ≡ βi mod ni, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
΄Εστω y µια άλλη λύση του συστήµατος (1), δηλαδή y ≡ βi mod ni, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Τότε x ≡ y
mod ni ⇔ ni | x− y, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Εφόσον τα ni είναι ανά δύο πρώτα µεταξύ τους, από το (iii)
της πρότασης 1.21 (σελ. 20) προκύπτει ότι n1n2 · · ·nk | x− y ⇔ x ≡ y mod (n1n2 · · ·nk). �

Θα αποδείξουµε τώρα µια γενίκευση του Κινεζικού Θεωρήµατος.

Θεώρηµα 2.44. Υποθέτουµε ότι οι ϑετικοί ακέραιοι n1, n2, . . . , nk είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους,
δηλαδή (ni, nj) = 1 αν i 6= j και (αi, ni) = 1, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
΄Εστω β1, β2, . . . , βk τυχόντες ακέραιοι. Τότε το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών




α1x ≡ β1 mod n1

α2x ≡ β2 mod n2

...
αkx ≡ βk mod nk

(2)

έχει µοναδική λύση modulo (n1n2 · · ·nk).
Απόδειξη: Εφόσον (αi, ni) = 1, η γραµµική ισοτιµία αix ≡ 1 mod ni έχει µοναδική λύση α′i modulo ni,
για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Το σύστηµα των ισοτιµιών γίνεται




x ≡ α′1β1 mod n1

x ≡ α′2β2 mod n2

...
x ≡ α′kβk mod nk

(2′)

το οποίο επιλύεται όπως προηγουµένως. �

΄Ασκηση 95. Να λύσετε το σύστηµα 



x ≡ 1 mod 3

x ≡ 2 mod 4

x ≡ 5 mod 7

των γραµµικών ισοτιµιών modulo 84 = 22 · 3 · 7.
Λύση: Λύνουµε την ισοτιµία 4 ·7x = 28x ≡ 1 mod 3, δηλαδή τη γραµµική εξίσωση 28x+3y = 1. ΄Εχουµε
28 = 3 · 9 + 1⇔ 28 · 1 + 3(−9) = 1. Μια λύση της ισοτιµίας 28x ≡ 1 mod 3 είναι η 1 mod 3.
Ακολούθως λύνουµε την 3 · 7x = 21x ≡ 2 mod 4. ΄Εχουµε 21x+ 4y = 2, 21 = 4 · 5 + 1⇔ 21 · 1 + 4(−5) =
1⇔ 21 · 2 + 4(−10) = 2. ΄Αρα µια λύση της ισοτιµίας 21x ≡ 2 mod 4 είναι η 2 mod 4.
Τέλος, λύνουµε την 3 · 4x = 12x ≡ 5 mod 7. ΄Εχουµε 12x+ 7y = 5, 12 = 7 + 5⇔ 12 · 1 + 7(−1) = 5. ΄Αρα
µια λύση της ισοτιµίας 12x ≡ 5 mod 7 είναι η 1 mod 7.
Θεωρούµε τον αριθµό x = 28 · 1 + 21 · 2 + 12 · 1 = 28 + 42 + 12 = 82. Η κλάση 82 mod 84 είναι η µοναδική
λύση του συστήµατος. �

΄Ασκηση 96. Να λύσετε το σύστηµα 



6x ≡ 3 mod 9

3x ≡ 5 mod 4

7x ≡ 1 mod 5
των γραµµικών ισοτιµιών modulo 180 = 9 · 4 · 5.
Λύση: Λύνουµε τη γραµµική ισοτιµία 6x ≡ 3 mod 9, η οποία έχει λύση αφού (6, 9) = 3 | 3. ΄Εχουµε
9 = 6 + 3 ⇔ 6(−1) + 9 · 1 = 3. Επειδή 9

(6, 3)
= 3, η γραµµική ισοτιµία 6x ≡ 3 mod 9 έχει τρεις

ανισοϋπόλοιπες λύσεις modulo 9. Αυτές είναι : −1 ≡ 8 mod 9, −1 + 3 = 2 mod 9 και −1 + 2 · 3 = 5
mod 9. Εφόσον (3, 4) = 1 και (7, 5) = 1, οι άλλες δύο ισοτιµίες έχουν µοναδική λύση.
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Για τη δεύτερη έχουµε: 3(−1) + 4 · 1 = 1 ⇔ 3(−5) + 4 · 5 = 5. Η µοναδική λύση της δεύτερης ισοτιµίας
είναι η −5 ≡ 3 mod 4.
Για την τρίτη έχουµε: 7 = 5 + 2, 5 = 2 · 2 + 1. Εποµένως 1 = 5− 2 · 2 = 5− 2(7− 5) = 7(−2) + 5 · 3. Η
µοναδική λύση της ισοτιµίας 7x ≡ 1 mod 5 είναι η −2 ≡ 3 mod 5. Επειδή η πρώτη ισοτιµία έχει τρεις
λύσεις, το σύστηµα σπάει σε τρία συστήµατα, τα ακόλουθα:




x ≡ 8 mod 9

x ≡ 3 mod 4

x ≡ 3 mod 5

(1)





x ≡ 2 mod 9

x ≡ 3 mod 4

x ≡ 3 mod 5

(2)





x ≡ 5 mod 9

x ≡ 3 mod 4

x ≡ 3 mod 5

(3)

Για το σύστηµα (1) λύνουµε την πρώτη ισοτιµία 4·5x ≡ 8 mod 9⇔ 20x ≡ 8 mod 9. ΄Εχουµε 20+9(−2) =

= 2⇔ 20 ·4+9(−8) = 8⇒ 20 · 4 ≡ 8 mod 9 . Για τη δεύτερη έχουµε 20x ≡ 2 mod 9. ΄Αρα 20x−9y = 3.
΄Εχουµε 45 · 1 + 4(−11) = 1⇔ 45 · 3 + 4(−33) = 3⇒ 45 · 3 ≡ 3 mod 4 .
Για την τρίτη, 36x ≡ 3 mod 5. Αλλά 36 · 1 + 5(−7) = 1⇔ 36 · 3 + 5(−21) = 3⇒ 36 · 3 ≡ 3 mod 5 .
Παίρνουµε ως λύση modulo 180 την κλάση 20 · 4 + 45 · 3 + 36 · 3 = 323 ≡ 143 mod 180 .
Στα υπόλοιπα συστήµατα το µόνο που αλλάζει είναι η πρώτη ισοτιµία. Για το δεύτερο έχουµε 20·1+9(−2) =
= 2⇒ 20 · 1 ≡ 2 mod 9.
Παίρνουµε ως λύση του συστήµατος την κλάση 20 · 1 + 45 · 3 + 36 · 3 = 263 ≡ 83 mod 180 .
Για το τρίτο έχουµε 20 · (−2) + 9 · 5 = 5⇒ 20(−2) ≡ 5 mod 9.
Παίρνουµε ως λύση του συστήµατος την κλάση 20 · (−2) + 45 · 3 + 36 · 3 = 203 ≡ 23 mod 180 .

΄Ασκηση 97. Να λύσετε το σύστηµα 



3x ≡ 2 mod 5

−2x ≡ 2 mod 3

5x ≡ 9 mod 11

7x ≡ 11 mod 13
των γραµµικών ισοτιµιών modulo 5 · 3 · 11 · 13 = 2145.
Λύση: Λύνουµε πρώτα την ισοτιµία 3x ≡ 2 mod 5. ΄Εχουµε 3x− 5y = 2 η αντίστοιχη γραµµική εξίσωση.
5 = 3 + 2, 3 = 2 + 1, 1 = 3− 2 = 3− (5− 3) = 3 · 2− 5. ΄Αρα 3 · 4− 5 · 2 = 2⇒ 3 · 4 ≡ 2 mod 5. Επειδή
(3, 5) = 1, άλλη λύση modulo 5 δεν υπάρχει. ΄Αρα x ≡ 4 mod 5.
Η δεύτερη ισοτιµία έχει την προφανή και µοναδική

(
εφόσον (−2, 3) = 1

)
λύση x ≡ −1 ≡ 2 mod 3.

Για τους ίδιους λόγους και η κάθε µια από τις υπόλοιπες δύο ισοτιµίες έχει µοναδική λύση. Επειδή οι
αριθµοί 11 και 13 είναι σχετικώς µικροί, µπορούµε και µέσω δοκιµών να ϐρούµε αυτές τις λύσεις. ΄Εχουµε
λοιπόν : 3 · 5 = 15 ≡ 4 mod 11, 4 · 5 = 20 ≡ 9 mod 11. ΄Αρα x ≡ 4 mod 11. Αλλά για τη δεύτερη

(
ύστερα

από δικές µου δοκιµές
)
προσφέρεται η µέθοδος της γραµµικής εξίσωσης. ΄Εχουµε: 7x− 13y = 11. Με τον

ευκλείδειο αλγόριθµο έχουµε: 13 = 7 + 6, 7 = 6 + 1. ΄Αρα 1 = 7− 6 = 7− (13− 7) = 7 · 2− 13. Εποµένως
7 · 22 − 13 · 11 = 11 ⇒ 7 · 22 ≡ 11 mod 13 ⇔ 7 · 9 ≡ 11 mod 13. ΄Αρα x ≡ 9 mod 13. Οδηγούµαστε
λοιπόν στο σύστηµα: 




x ≡ 4 mod 5

x ≡ 2 mod 3

x ≡ 4 mod 11

x ≡ 9 mod 13
΄Εχουµε την πρώτη ισοτιµία : 3 · 11 · 13x ≡ 4 mod 5 ⇔ 429x ≡ 4 mod 5 ⇔ 4x ≡ 4 mod 5 ⇔ x ≡ 1
mod 5.
Για τη δεύτερη: 5 · 11 · 13x ≡ 2 mod 3⇔ 2 · 2 · 1x ≡ 2 mod 3⇔ 4x ≡ 2 mod 3⇔ x ≡ 2 mod 3.
Για την τρίτη : 5 · 3 · 13x ≡ 4 mod 11 ⇔ 15 · 13x ≡ 4 mod 11 ⇔ 4 · 2x ≡ 4 mod 11 ⇔ 2x ≡ 1 ≡ 12
mod 11⇔ x ≡ 6 mod 11.
Για την τέταρτη: 5 · 3 · 11x ≡ 9 mod 13 ⇔ 15 · 11x ≡ 9 mod 13 ⇔ 2 · 11x ≡ 9 mod 13 ⇔ 22x ≡ 9
mod 13⇔ 9x ≡ 9 mod 13⇔ x ≡ 1 mod 13. Ο Ϲητούµενος αριθµός modulo 5 · 3 · 11 · 13 = 2145 είναι ο
3 ·11 ·13 ·1+5 ·11 ·13 ·2+5 ·3 ·13 ·6+5 ·3 ·11 ·1 = 429+1430+1170+165 = 3194 ≡ 1049 mod 2145. �
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2.7. Ο δακτύλιος Zn, όπου n > 1

΄Ασκηση 98. Ποιο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 12345677777 δια του 364;
Λύση: Παρατηρούµε ότι 364 = 4 · 7 · 13. Επίσης 1234567 = 308641 · 4 + 3⇔ 1234567 ≡ 3 mod 4. Ακόµη
ϕ(4) = 2. Εποµένως 1234567 ≡ 3 mod 4⇒ 12345677777 ≡ 37777 = 32·3888+1 = (32)3888 · 3 ≡ 3 mod 4.
Επίσης, 1234567 = 176366 · 7 + 5 και ϕ(7) = 6. Εποµένως 1234567 ≡ 5 mod 7 ⇒ 12345677777 ≡ 57777 =
= 56·1296+1 = (56)1296 · 5 ≡ 5 mod 7.
Επίσης, 1234567 = 94966·13+9 και ϕ(13) = 12. Εποµένως 1234567 ≡ 9 mod 13⇒ 12345677777 ≡ 97777 =
= 912·648+1 = (912)648 · 9 ≡ 9 mod 13. Λύνουµε τώρα το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών :




x ≡ 3 mod 4

x ≡ 5 mod 7

x ≡ 9 mod 13

Πρώτα λύνουµε την ισοτιµία 7 · 13x ≡ 3 mod 4⇔ (−1) · 1 · x ≡ 3 mod 4⇔ x ≡ −3 ≡ 1 mod 4.
Ακολούθως την ισοτιµία 4 · 13x ≡ 5 mod 7 ⇔ −4x ≡ 5 mod 7 ⇔ 4x ≡ −5 ≡ 2 mod 7 ⇔ 8x ≡ 4
mod 7⇔ x ≡ 4 mod 7.
Τέλος, λύνουµε την ισοτιµία 4 · 7x ≡ 9 mod 13 ⇔ 28x ≡ 9 mod 13 ⇔ 2x ≡ 9 mod 13 ⇔ 14x ≡ 7 · 9 =
63 ≡ 11 mod 13⇔ x ≡ 11 mod 13.
Λύση του συστήµατος modulo 4 ·7 ·13 = 364 είναι η 7 ·13 ·1+4 ·13 ·4+4 ·7 ·11 = 607 ≡ 243 mod 364. �

2.7 Ο δακτύλιος Zn, όπου n > 1

Σύµφωνα µε την προηγούµενη παράγραφο, στην οποία ενδιαφερόµαστε για τις κλάσεις ισοδυναµίας mo-
dulo n ως λύσεις των γραµµικών ισοτιµιών, αλλά και µε ϐάση την πρόταση 2.11 το ενδιαφέρον αρχίζει να
επικεντρώνεται περισσότερο στις κλάσεις ισοδυναµίας παρά στους απλούς ακεραίους.

Συµβολισµός: ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος, µεγαλύτερος της µονάδας. Συµβολίζουµε µε Zn το σύνολο
όλων των κλάσεων ισοδυναµίας (ή υπολοίπων) modulo n. ΄Ετσι, Zn = {〈0〉, 〈1〉, 〈2〉, . . . , 〈n − 1〉}. Θα
µπορούσαµε ϕυσικά να επιλέξουµε άλλους αντιπροσώπους για τις κλάσεις modulo n. Για παράδειγµα,
〈0〉 = 〈n〉 = 〈−2n〉 ή 〈n− 1〉 = 〈−1〉, αφού n ≡ −2n ≡ 0 mod n και n− 1 ≡ −1 mod n.

Στο σύνολο Zn ορίζουµε δύο (εσωτερικές) πράξεις : Την πρόσθεση + και τον πολλαπλασιασµό · ως
εξής : 〈x〉+ 〈y〉 = 〈x+ y〉 και 〈x〉 · 〈y〉 = 〈xy〉.

Υπάρχει όµως ένα πρόβληµα. Οι πράξεις αυτές ορίστηκαν µέσω κάποιων συγκεκριµένων αντιπρο-
σώπων των κλάσεων ισοδυναµίας modulo n. Τι ϑα γίνει αν αλλάξουµε τους αντιπροσώπους των κλάσεων ;
Τα αποτελέσµατα της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού ϑα παραµείνουν τα ίδια ; Τέτοια προβλήµατα
στα µαθηµατικά εµφανίζονται συχνά και έχουν να κάνουν µε το αν οι πράξεις εν προκειµένω είναι «καλά
ορισµένες». Εδώ τα πράγµατα είναι εύκολα: ΄Εστω 〈x〉 = 〈x′〉 και 〈y〉 = 〈y′〉. Θα πρέπει να αποδείξουµε
ότι 〈x + y〉 = 〈x′ + y′〉 και 〈xy〉 = 〈x′y′〉, δηλαδή τα αποτελέσµατα (κλάσεις modulo n) των πράξεων είναι
ανεξάρτητα απ᾿ τους αντιπροσώπους των κλάσεων που χρησιµοποιήσαµε.
Πράγµατι, οι σχέσεις 〈x〉 = 〈x′〉 και 〈y〉 = 〈y′〉 γράφονται ισοδύναµα x ≡ x′ mod n και y ≡ y′ mod n.
Από την πρόταση 2.11 προκύπτει ότι x + y ≡ x′ + y′ mod n και xy ≡ x′y′ mod n. Οι τελευταίες σχέσεις
είναι ισοδύναµες µε τις 〈x+ y〉 = 〈x′ + y′〉 και 〈xy〉 = 〈x′y′〉 αντίστοιχα.
Συµπέρασµα: Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός των κλάσεων ισοδυναµίας modulo n, όπως αυτές ο-
ϱίστηκαν είναι ανεξάρτητες από τους αντιπροσώπους των κλάσεων αυτών. ΄Οποιους αντιπροσώπους
και να χρησιµοποιήσουµε το αποτέλεσµα δεν αλλάζει.

Θεώρηµα 2.45. Το σύνολο Zn εφοδιασµένο µε τις ανωτέρω πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλα-
σιασµού είναι ένας µη τετριµµένος µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. (Βλέπε ορισµό Β΄.12 του
παραρτήµατος Β΄). Συγκεκριµένα ισχύουν τα εξής :
α) Το Ϲεύγος (Zn,+) είναι αβελιανή οµάδα. ∆ηλαδή:

(i) 〈x〉+ 〈y〉 = 〈y〉+ 〈x〉, για κάθε 〈x〉, 〈y〉 ∈ Zn.
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(ii) 〈x〉+ (〈y〉+ 〈z〉) = (〈x〉+ 〈y〉) + 〈z〉, για κάθε 〈x〉, 〈y〉, 〈z〉 ∈ Zn.
(iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο για την πρόσθεση, το οποίο είναι η κλάση 〈0〉, µε 〈x〉+〈0〉

(
= 〈0〉+〈x〉

)
=

= 〈x〉, για κάθε 〈x〉 ∈ Zn.
(iv) Για κάθε 〈x〉 ∈ Zn υπάρχει (µοναδικό) στοιχείο−〈x〉 τέτοιο, ώστε 〈x〉+(−〈x〉) =

(
(−〈x〉)+〈x〉

)
= 〈0〉.

ϐ) Το Ϲεύγος (Zn, ·) είναι ηµιοµάδα, δηλαδή ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός, δηλαδή
(v) 〈x〉(〈y〉〈z〉) = (〈x〉〈y〉)〈z〉, για κάθε 〈x〉, 〈y〉, 〈z〉 ∈ Zn.

γ) (vi) Ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός, δηλαδή 〈x〉 · 〈y〉 = 〈y〉 · 〈x〉, για κάθε 〈x〉, 〈y〉 ∈ Zn.
(vii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο για τον πολλαπλασιασµό, το οποίο είναι η κλάση 〈1〉, µε 〈x〉 · 〈1〉 =(

= 〈1〉 · 〈x〉
)

= 〈x〉, για κάθε 〈x〉 ∈ Zn.
δ) Ο πολλαπλασιασµός είναι επιµεριστικός ως προς την πρόσθεση, δηλαδή

(viii) 〈x〉(〈y〉 + 〈z〉) = 〈x〉〈y〉 + 〈x〉〈z〉, για κάθε 〈x〉, 〈y〉, 〈z〉 ∈ Zn.
(
Λόγω της µεταθετικότητας του

πολλαπλασιασµού έχουµε (〈x〉+ 〈y〉)〈z〉 = 〈z〉(〈x〉+ 〈y〉) = 〈z〉〈x〉+ 〈z〉〈y〉 = 〈x〉〈z〉+ 〈y〉〈z〉, για κάθε
〈x〉, 〈y〉, 〈z〉 ∈ Zn

)
.

Απόδειξη: (i) 〈x〉+ 〈y〉 = 〈x+ y〉 = 〈y + x〉 = 〈y〉+ 〈x〉.
(ii) 〈x〉+ (〈y〉+ 〈z〉) = 〈x〉+ 〈y + z〉 = 〈x+ (y + z)〉 = 〈(x+ y) + z〉 = 〈x+ y〉+ 〈z〉 = (〈x〉+ 〈y〉) + 〈z〉.
(iii) 〈x〉+ 〈0〉 = 〈x+ 0〉 = 〈x〉.
(iv) Το −〈x〉 είναι το 〈−x〉 = 〈n− x〉. Πράγµατι, 〈x〉+ 〈−x〉 = 〈x+ (−x)〉 = 〈0〉.
(v) 〈x〉(〈y〉〈z〉) = 〈x〉〈yz〉 = 〈x(yz)〉 = 〈(xy)z)〉 = 〈xy〉〈z〉 = (〈x〉〈y〉)〈z〉.
(vi) 〈x〉〈y〉 = 〈xy〉 = 〈yx〉 = 〈y〉〈x〉.
(vii) 〈x〉〈1〉 = 〈x · 1〉 = 〈x〉.
(viii) 〈x〉(〈y〉+ 〈z〉) = 〈x〉〈y + z〉 = 〈x(y + z)〉 = 〈xy + xz〉 = 〈xy〉+ 〈xz〉 = 〈x〉〈y〉+ 〈x〉〈z〉. �

Με ϐάση τα παραπάνω, µπορούµε να ορίσουµε δυνάµεις κλάσεων ισοδυναµίας ϐάσει του τύπου 〈x〉k =
= 〈xk〉, όπου k ϑετικός ακέραιος. Για µια πιο ολοκληρωµένη εικόνα ο αναγνώστης µπορεί να καταφύγει
στο παράρτηµα Β΄.
Υπενθυµίζουµε ότι ένας µεταθετικός δακτύλιος R µε µονάδα λέγεται ακέραια περιοχή αν από κάθε σχέση
της µορφής xy = 0 προκύπτει ότι x = 0 ή y = 0. (Βλέπε ορισµό Β΄.14 του παραρτήµατος Β΄). Παρατηρού-
µε ότι ο Z4 δεν είναι ακέραια περιοχή, αφού 〈2〉〈2〉 = 〈2 · 2〉 = 〈4〉 = 〈0〉. Ο Z2 όµως είναι. ΄Εχουµε το
ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.46. Ο Zn είναι ακέραια περιοχή αν και µόνον αν ο n είναι πρώτος.
Απόδειξη: ΄Εστω ότι ο n είναι πρώτος. ΄Εχουµε: 〈x〉〈y〉 = 〈0〉 ⇔ 〈xy〉 = 〈0〉 ⇔ xy ≡ 0 mod n ⇔
⇔ n | xy ⇔

n πρώτος

(
n | x ή n | y

)
⇔
(
x ≡ 0 mod n ή y ≡ 0 mod n

)
⇔
(
〈x〉 = 〈0〉 ή 〈y〉 = 〈0〉

)
. Αντι-

στρόφως, έστω ότι ο n είναι σύνθετος. Τότε n = n1n2, όπου 1 < n1, n2 < n. Τότε 〈n1〉 6= 〈0〉 και 〈n2〉 6= 〈0〉.
Αλλά 〈n1〉〈n2〉 = 〈n1n2〉 = 〈n〉 = 〈0〉. �

Με ϐάση την πρόταση Β΄.17 κάθε πεπερασµένη ακέραια περιοχή είναι σώµα, δηλαδή κάθε µη µηδενι-
κό στοιχείο της αντιστρέφεται.

Πόρισµα 2.47. Ο δακτύλιος Zn είναι σώµα αν και µόνον αν ο n είναι πρώτος. Με ϐάση το «Μικρό» Θε-
ώρηµα του Fermat το αντίστροφο 〈x〉−1 µιας µη µηδενικής κλάσης 〈x〉 είναι η κλάση 〈x〉n−2 = 〈xn−2〉. �

Ακόµη και στην περίπτωση που το n δεν είναι πρώτος, υπάρχουν αντιστρέψιµα στοιχεία στο Zn.

Πρόταση 2.48. Οι µόνες αντιστρέψιµες κλάσεις στον δακτύλιο Zn είναι οι πρώτες προς το n.
Απόδειξη: Αν (α, n) = 1, τότε σύµφωνα µε την πρόταση 2.39 η ισοτιµία αx ≡ 1 mod n έχει µοναδική
λύση modulo n. ΄Αρα 〈α〉〈x〉 = 〈1〉. Σύµφωνα µάλιστα µε το πόρισµα 2.40, 〈x〉 = 〈α〉−1 = 〈αϕ(n)−1〉.
Σύµφωνα τώρα µε το (ii) του ϑεωρήµατος 2.41, η γραµµική ισοτιµία αx ≡ 1 mod n έχει λύση αν και
µόνον αν (α, n) | 1⇔ (α, n) = 1. �
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2.8 Αριθµητικές συναρτήσεις και ο τύπος αντιστροφής του Möbius

Ορισµός 2.49. Μια συνάρτηση f : Z+ = {1, 2, 3, . . .} → R ή C λέγεται αριθµητική συνάρτηση.

Για παράδειγµα, η συνάρτηση ϕ του Euler είναι µια αριθµητική συνάρτηση.
Τώρα, αν f είναι µια αριθµητική συνάρτηση, τότε µπορούµε να ορίσουµε µια νέα αριθµητική συνάρτηση
F µε τύπο

F (n) =
∑
d|n
f(d),

όπου το άθροισµα εκτείνεται σ᾿ όλους τους διαιρέτες του ϑετικού ακεραίου n.
Για παράδειγµα, F (12) = f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(6) + f(12). Πολλές ϕορές είµαστε αναγκασµένοι
να γράφουµε το ίδιο άθροισµα ανάποδα. ∆ηλαδή

F (n) =
∑
d|n
f
(n
d

)
.

Αυτό δεν αλλάζει το τελικό αποτέλεσµα γιατί, καθώς το d διατρέχει όλους τους διαιρέτες του n, τότε και το
n

d
διατρέχει επίσης (ανάποδα) όλους τους ϑετικούς διαιρέτες του n. Ας δούµε το προηγούµενο παράδειγµα.

Αν πάρουµε τα διάφορα 12

d
, όπου το d διατρέχει όλους τους διαιρέτες του 12, τότε παίρνουµε τους αριθµούς

12

1
= 12, 12

2
= 6, 12

3
= 4, 12

4
= 3, 12

6
= 2 και τέλος 12

12
= 1. ΄Αρα

f
(12

1

)
+ f
(12

2

)
+ f
(12

3

)
+ f
(12

4

)
+ f
(12

6

)
+ f
(12

12

)
= f(12) + f(6) + f(4) + f(3) + f(2) + f(1),

που είναι το ίδιο µε το άθροισµα f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(6) + f(12). Γενικά λοιπόν ισχύει∑
d|n
f(d) =

∑
d|n
f
(n
d

)
.

Ορισµός 2.50. Μια αριθµητική συνάρτηση f λέγεται πολλαπλασιαστική αν για κάθε m,n > 0 µε
(m,n) = 1 ισχύει η σχέση

f(mn) = f(m)f(n).

Για παράδειγµα, η συνάρτηση ϕ του Euler είναι πολλαπλασιαστική.

Ορισµός 2.51. Μια αριθµητική συνάρτηση f λέγεται πλήρως πολλαπλασιαστική αν για κάθε m,n > 0
ισχύει η σχέση

f(mn) = f(m)f(n).

Για παράδειγµα, η συνάρτηση Nα : Z+ → R, όπου α ∈ R, µε Nα(n) = nα, για κάθε ϑετικό ακέραιο
n, είναι πλήρως πολλαπλασιαστική. Ειδικότερα οι συναρτήσεις u = N0 και N = N1 είναι πλήρως πολλα-
πλασιαστικές.
Μια πλήρως πολλαπλασιαστική συνάρτηση είναι προφανώς πολλαπλασιαστική. Το αντίστροφο δεν αληθεύ-
ει. Για παράδειγµα η συνάρτηση ϕ του Euler είναι πολλαπλασιαστική, αλλά όχι πλήρως πολλαπλασιαστική.

Πρόταση 2.52. Αν f είναι µια πολλαπλασιαστική συνάρτηση, τότε και η συνάρτηση F µε τύπο
F (n) =

∑
d|n
f(n)

είναι πολλαπλασιαστική.
Απόδειξη: ΄Εστω m και n ϑετικοί ακέραιοι µε (m,n) = 1. ΄Εστω d | mn. Θα αποδείξουµε πρώτα ότι το d
γράφεται µονοσηµάντως στη µορφή d = d1d2, όπου d1 | m και d2 | n. Θέτουµε d1 = (d,m) και d2 = (d, n).
Προφανώς d1 | m και d2 | n. Επίσης d = (d,mn) | (d,m)(d, n) = d1d2. Από την άλλη µεριά, d1 = (d,m) | d
και d2 = (d, n) | d. Ακόµη (d1, d2) | (m,n) = 1 ⇒ (d1, d2) = 1. Συνεπώς d1d2 | d, για να καταλήξουµε
τελικά d = d1d2. Αν τώρα d = d1d2 = d′1d

′
2, όπου d′1 | m και d′2 | n, τότε d1 | d′1d′2 ⇒

(d1,d′2)=1
d1 | d′1. Ανάλογα

d′1 | d1. Συνεπώς d1 = d′1 και εποµένως και d2 = d′2.
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Εποµένως έχουµε:
F (mn) =

∑
d|mn

f(d) =
∑
d1|m
d2|n

f(d1d2) =
(d1,d2)=1

∑
d1|m
d2|n

f(d1)f(d2) =
∑
d1|m

f(d1) ·
∑
d2|n

f(d2) = F (m)F (n). �

Ορισµός 2.53. Αν k ≥ είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος, ορίζουµε τις συναρτήσεις σk =
∑
d|n
dk.

Ειδικότερα, ϑέτουµε τ = σ0 και σ = σ1.
Εποµένως τ(n) =

∑
d|n

1 = το πλήθος των διαιρετών του n και

σ(n) =
∑
d|n
d = το άθροισµα των διαιρετών του n.

Παρατηρούµε ότι τ(n) =
∑
d|n
u(d) και σ =

∑
d|n
N(d).

Πόρισµα 2.54. Επειδή οι συναρτήσεις Nk είναι πλήρως πολλαπλασιαστικές, άρα πολλαπλασιαστικές,
προκύπτει ότι και οι συναρτήσεις σk είναι πολλαπλασιαστικές. �

Πρόταση 2.55. (i) τ(1) = 1 και τ(pα1
1 p

α2
2 · · · pαλλ ) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αλ + 1), όπου αi > 0 και pi 6= pj

για i 6= j.

(ii) σk(1) = 1 και σk(pα1
1 p

α2
2 · · · pαλλ ) =

p
k(α1+1)
1 − 1

pk1 − 1
· p

k(α2+1)
2 − 1

pk2 − 1
· · · p

k(αλ+1)
λ − 1

pkλ − 1
, για κάθε ϑετικό ακέραιο

k. Ειδικότερα σ(pα1
1 p

α2
2 · · · pαλλ ) =

pα1+1
1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· · · p

αλ+1
λ − 1

pλ − 1
.

Απόδειξη: (i) Η περίπτωση n = 1 είναι τετριµµένη. ΄Εστω n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαλλ , όπου αi > 0 και pi 6= pj

για i 6= j. Κάθε διαιρέτης του n είναι της µορφής pβ11 p
β2
2 · · · pβλλ , όπου 0 ≤ βi ≤ αi. Εποµένως έχουµε

α1 + 1 επιλογές για το β1, α2 + 1 επιλογές για το β2, . . . , αλ + 1 επιλογές για το βλ. Εποµένως παίρνουµε
(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αλ + 1) διαιρέτες του n.
(ii) Πάλι η περίπτωση n = 1 είναι τετριµµένη. ΄Εστω n = pα1

1 p
α2
2 · · · pαλλ , όπως προηγουµένως και κάθε

διαιρέτης του n είναι της µορφής pβ11 p
β2
2 · · · pβλλ , όπου 0 ≤ βi ≤ αi. Εποµένως

σk(n) =
∑
d|n
dk =

∑
i=1,2,...,λ
0≤βi≤αi

pkβ11 pkβ22 · · · pkβλλ =
α1∑
β1=0

pkβ11 ·
α2∑
β2=0

pkβ22 · · ·
αλ∑
βλ=0

pkβλλ =

=
p
k(α1+1)
1 − 1

pk1 − 1
· p

k(α2+1)
2 − 1

pk2 − 1
· · · p

k(αλ+1)
λ − 1

pkλ − 1
. �

Παρατήρηση: Από τους τύπους των συναρτήσεων τ και σk µπορεί κανείς εύκολα να συµπεράνει ότι
οι συναρτήσεις αυτές είναι πολλαπλασιαστικές, χωρίς να καταφύγει στην πρόταση 2.45.

Ορισµός 2.56. Ορίζουµε τη συνάρτηση µ : Z+ → Z ως εξής :

µ(n) =





1, αν n = 1

(−1)k, αν n = p1p2 · · · pk, όπου p1, p2, . . . , pk διακεκριµένοι πρώτοι
0, σε κάθε άλλη περίπτωση.

Η συνάρτηση µ λέγεται συνάρτηση του Möbius.

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση του Möbius µηδενίζεται σ᾿ εκείνα τα n, τα οποία διαιρούνται µε το τε-
τράγωνο πρώτου. Πράγµατι η µ µηδενίζεται σ᾿ έναν ακέραιο n αν αυτός διαιρείται από µια δύναµη pt, όπου
p πρώτος και t ≥ 2. Αλλά τότε ο n ϑα διαιρείται από το p2. Με ϐάση αυτή την παρατήρηση µπορεί κανείς
εύκολα να αποδείξει ότι η συνάρτηση του Möbius είναι πολλαπλασιαστική.

Πρόταση 2.57. Η συνάρτηση του Möbius είναι πολλαπλασιαστική.
Απόδειξη: ΄Εστωm και n ϑετικοί ακέραιοι µε (m,n) = 1. Ανm = 1 ή n = 1, π.χ. ανm = 1 τότε προφανώς
µ(mn) = µ(m)µ(n).

(
Γιατί µ(mn) = µ(1 · n) = µ(n) = 1 · µ(n) =

m=1
µ(m)µ(n)

)
. Αν πάλι p2 | mn, για
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κάποιον πρώτο p, τότε p2 | m ή p2 | n. Αν p2 | m, τότε µ(m) = 0 και µ(m)µ(n) = 0 · µ(n) = 0 = µ(mn).
Οµοίως αν p2 | n. Τέλος, υποθέτουµε ότιm = p1p2 · · · pκ και n = q1q2 · · · qλ, όπου p1, p2, . . . , pκ, q1, q2, . . . , qλ
διακεκριµένοι πρώτοι. Τότε µ(m)µ(n) = (−1)κ(−1)λ = (−1)κ+λ = µ(p1p2 · · · pκq1q2 · · · qλ) = µ(mn). �

Πρόταση 2.58. Ισχύει η σχέση:
∑
d|n
µ(d) =

⌊ 1

n

⌋
=

{
1, αν n = 1

0, αν n > 1.

1η Απόδειξη: Αν n = 1, ο µόνος διαιρέτης του n είναι ο εαυτός του (το 1) και άρα το άθροισµα ισούται
µε µ(1) = 1. ΄Εστω n > 1 και n = pα1

1 · · · pαkk η ανάλυση του n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Οι µόνοι
διαιρέτες του n, εκτός από το 1, που δεν διαιρούνται από τετράγωνο πρώτου είναι της µορφής pi1pi2 · · · pis,
όπου 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ k. Η τιµή της µ σ᾿ έναν τέτοιο διαιρέτη είναι (−1)s. Υπάρχουν προφανώς(
k

s

)
τέτοιοι διαιρέτες. Το άθροισµα των τιµών της µ σ᾿ όλους αυτούς τους διαιρέτες είναι λοιπόν

(
k

s

)
(−1)s.

Αν προσθέσουµε και το 1 = µ(1) ϑα πάρουµε συνολικά
∑
d|n
µ(d) = 1−

(
k

1

)
+

(
k

2

)
− · · ·+

(
n

s

)
(−1)s + · · ·+

(
k

k

)
(−1)k = (1− 1)k = 0.

2η Απόδειξη: Εξετάζουµε µόνον την περίπτωση που n = pα1
1 · · · pαkk > 1. Επειδή η µ είναι πολλαπλασιαστι-

κή, και η συνάρτηση I(n) =
∑
d|n
µ(d) είναι πολλαπλασιαστική. Εποµένως I(n) = I(pα1

1 )I(pα2
2 ) · · · I(pαkk ) =

=
(
µ(1) + µ(p1) + µ(p21) + · · ·︸ ︷︷ ︸

µηδέν

)(
µ(1) + µ(p2) + µ(p22) + · · ·︸ ︷︷ ︸

µηδέν

)
· · ·
(
µ(1) + µ(pk) + µ(p2k) + · · ·︸ ︷︷ ︸

µηδέν

)
=

= (1− 1)(1− 1) · · · (1− 1)︸ ︷︷ ︸
k παρενθέσεις

= 0. �

Πρόταση 2.59. Ισχύει η σχέση:
∑
d|n
ϕ(d) = n, για κάθε ϑετικό ακέραιο n.

Απόδειξη: Για κάθε διαιρέτη d του n ορίζουµε το σύνολο Αd = {k ∈ {1, 2, . . . , n} | (k, n) = d}. Υπο-
λογίζουµε τώρα το πλήθος των στοιχείων του Αd. ΄Εχουµε k ∈ Αd ⇔ (k, n) = d ⇔

(k
d
,
n

d

)
= 1. Ακόµη

1 ≤ k

d
≤ n

d
. Εποµένως ο k

d
είναι ένας από τους ϕ

(n
d

)
ακεραίους από το σύνολο

{
1, 2, . . . ,

n

d

}
που

είναι πρώτοι προς τον n

d
. Αντιστρόφως, έστω λ ∈

{
1, 2, . . . ,

n

d

}
µε
(
λ,
n

d

)
= 1. Θεωρούµε τον ακέραιο

k = λd ≤ n

d
· d = n. Τότε (k, n) =

(
λd,

n

d
· d
)

= d ·
(
λ,
n

d

)
= d, δηλαδή k ∈ Αd. Εποµένως το πλήθος

των στοιχείων του Αd ισούται µε το πλήθος των στοιχείων του
{

1, 2, . . . ,
n

d

}
που είναι πρώτα προς το n

d
,

δηλαδή ϕ
(n
d

)
. Επειδή κάθε ακέραιος από το σύνολο {1, 2, . . . , n} ανήκει σε κάποιο Αd, για µοναδικό

d | n, έπεται ότι
∑
d|n
ϕ
(n
d

)
=
∑

d|n

|Αd| = n. Αλλά, όπως είδαµε στην αρχή της παραγράφου, το άθροισµα

∑
d|n
ϕ
(n
d

)
συµπίπτει µε το άθροισµα

∑
d|n
ϕ(d). Εποµένως

∑
d|n
ϕ(d) = n. �

Πριν προχωρήσουµε στα επόµενα, ϑα πρέπει πρώτα να ξεκαθαρίσουµε κάποια πράγµατα τα οποία έχουν
να κάνουν µε τον συµβολισµό αθροισµάτων. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε το άθροισµα∑

ud|n
f(u)g(d).

Είναι προφανές ότι το άθροισµα εκτείνεται σ᾿ όλα τα Ϲεύγη (u, d) των διαιρετών του n, των οποίων το γι-
νόµενο διαιρεί επίσης το n. Επειδή η σχέση ud | n είναι ισοδύναµη µε τη σχέση d

∣∣∣ n
u
, ϑα µπορούσαµε να

επιλέξουµε πρώτα τον διαιρέτη u του n και στη συνέχεια τον d. Ο d όµως αναγκαστικά ϑα πρέπει να διαιρεί
τον n

u
. Εποµένως το άθροισµα

∑
ud|n

f(u)g(d) µπορεί να γραφεί ισοδύναµα στη µορφή
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∑
u|n

∑
d | nu

f(u)g(d) =
∑
u|n
f(u)

∑
d | nu

g(d).

Θα µπορούσαµε όµως να επιλέξουµε πρώτα τον διαιρέτη d και στη συνέχεια τον u, ο οποίος όµως ϑα πρέπει
να διαιρεί τον n

d
. Τότε το άθροισµα γράφεται στη µορφή∑

d|n

∑
u | nd

f(u)g(d) =
∑
d|n
g(d)

∑
u | nu

f(u).

Οι τρεις µορφές του αθροίσµατος είναι λοιπόν ισοδύναµες και συνεπώς έχουµε∑
ud|n

f(u)g(d) =
∑
u|n
f(u)

∑
d | nu

g(d) =
∑
d|n
g(d)

∑
u | nu

f(u).

Θεώρηµα 2.60. (Τύπος αντιστροφής του Möbius) ΄Εστω f µια αριθµητική συνάρτηση. Ορίζουµε τη
συνάρτηση F ϐάσει του τύπου

F (n) =
∑
d|n
f(d) .

Τότε ισχύει ο τύπος
f(n) =

∑
d|n
µ(d)F

(n
d

)
=
∑

d|n

µ
(n
d

)
F (d).

Απόδειξη: Το ότι τα αθροίσµατα
∑
d|n
µ(d)F

(n
d

)
και

∑
d|n
µ
(n
d

)
F (d) είναι ίσα προκύπτει, όπως έχουµε προα-

ναφέρει από το γεγονός ότι καθώς το d διατρέχει όλους τους διαιρέτες του n, τότε και το n
d

διατρέχει επίσης

όλους τους διαιρέτες του n. Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι
∑
d|n
µ(d)F

(n
d

)
= f(n).

΄Εχουµε:
∑
d|n
µ(d)F

(n
d

)
=
∑

d|n

µ(d)
∑

u | nd
f(u) =

∑

ud|n

µ(d)f(u) =
∑

u|n

f(u)
∑

d | nu
µ(d), σύµφωνα µε τα προηγού-

µενα. Αλλά
∑
d | nu

µ(d) =
⌊ 1

n/u

⌋
=
⌊u
n

⌋
=

{
1, αν u = n

0, αν u < n

Συνεπώς
∑
d|n
µ(d)F

(n
d

)
=
∑

u|n

f(u)
∑

d | nu
µ(d) = f(n) · 1 = f(n). �

Πόρισµα 2.61. Ισχύει ο τύπος : ϕ(n) =
∑
d|n
µ(d) · n

d
=
∑

d|n

µ
(n
d

)
· d.

Απόδειξη: Με ϐάση την πρόταση 2.59 έχουµε
∑
d|n
ϕ(d) = n = N(n). Σύµφωνα µε τον τύπο αντιστροφής

του Möbius έχουµε: ϕ(n) =
∑
d|n
µ(d)N

(n
d

)
=
∑

d|n

µ(d) · n
d
. �

Με ϐάση το προηγούµενο πόρισµα µπορούµε να υπολογίσουµε ξανά τον τύπο της συνάρτησης ϕ του
Euler. Επειδή η περίπτωση ϕ(1) = 1 δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον, υποθέτουµε ότι n = pα1

1 p
α2
2 · · · pαkk > 1

είναι η ανάλυση του n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.
Οι µόνοι διαιρέτες του n στους οποίους η συνάρτηση µ δεν µηδενίζεται είναι το 1 και οι διαιρέτες της

µορφής pi1pi2 · · · pis, όπου 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ k. Για δεδοµένο s µε 1 ≤ s ≤ k υπάρχουν
(
k

s

)
τέτοιοι

διαιρέτες, στους οποίους η συνάρτηση µ παίρνει την τιµή (−1)s. Εποµένως
ϕ(n) = 1 · n+

∑
1≤i≤k

µ(pi) ·
n

pi
+

∑

1≤i1<i2≤k

µ(pi1pi2) ·
n

pi1pi2
+

∑

1≤i1<i2<i3≤k

µ(pi1pi2pi3) ·
n

pi1pi2pi3
+ · · ·+

+µ(p1p2 · · · pk) ·
n

p1p2 · · · pk
= n−

∑

1≤i≤k

n

pi
+

∑

1≤i1<i2≤k

n

pi1pi2
−

∑

1≤i1<i2<i3≤k

n

pi1pi2pi3
+ · · · (−1)k

n

p1p2 · · · pk
=

= n

(
1− ∑

1≤i≤k

1

pi
+

∑

1≤i1<i2≤k

1

pi1pi2
−

∑

1≤i1<i2<i3≤k

1

pi1pi2pi3
+ · · · (−1)k

1

p1p2 · · · pk

)
=
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= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

Ορισµός 2.62. ΄Ενας ϑετικός ακέραιος n λέγεται τέλειος αν ισούται µε το άθροισµα των γνήσιων διαιρετών
του, δηλαδή αυτών που είναι µικρότεροι από τον n. Ισοδύναµα, ο n είναι τέλειος αν και µόνον αν σ(n) = 2n.

Για παράδειγµα, οι αριθµοί 6, 28, 496 είναι τέλειοι. Μέχρι τώρα δεν έχουν ϐρεθεί περιττοί τέλειοι α-
ϱιθµοί. Για τους άρτιους τέλειους αριθµούς έχουµε την επόµενη πρόταση:

Πρόταση 2.63. ΄Εστω n ένας άρτιος αριθµός. Τότε ο n είναι τέλειος αν και µόνον αν είναι της µορφής
2p−1(2p − 1), όπου p πρώτος και 2p − 1 πρώτος αριθµός Mersenne.
Απόδειξη: Εφόσον ο n είναι άρτιος, ϑα είναι της µορφής n = 2r · λ, όπου λ περιττός. Τότε 2r+1λ = 2n =
= σ(n) = σ(2r)σ(λ). Αλλά σ(2r) = 1 + 2 + 22 + · · · + 2r = 2r+1 − 1. Εποµένως έχουµε τη σχέση
2r+1 · λ = (2r+1 − 1)σ(λ). Επειδή (2r+1, 2r+1 − 1) = 1 και 2r+1 | (2r+1 − 1)σ(λ), έπεται ότι 2r+1 | σ(λ).
΄Εστω σ(λ) = µ · 2r+1. Τότε λ = µ(2r+1 − 1).
Αν µ > 1, τότε το λ = µ(2r+1 − 1) ϑα είχε τρεις τουλάχιστον διαφορετικούς διαιρέτες. Το 1, το µ και το
µ(2r+1 − 1) = λ. Εποµένως 1 + µ + λ ≤ σ(λ) και άρα 2r+1λ = (2r+1 − 1)σ(λ) ≥ (2r+1 − 1)(1 + µ + λ)⇒
⇒ 2r+1λ ≥ (2r+1 − 1)(1 + µ) + 2r+1λ− λ⇔ λ ≥ (2r+1 − 1)(1 + µ) > (2r+1 − 1)µ = λ, άτοπο. ΄Αρα µ = 1.
Εποµένως λ = 2r+1−1 και σ(λ) = 2r+1 = 2r+1−1+1 = λ+1. Επειδή σ(λ) = λ+1, ο λ είναι πρώτος. ΄Αρα
είναι ένας πρώτος του Mersenne της µορφήςMp = 2p− 1, όπου p πρώτος. Συνεπώς r+ 1 = p⇔ r = p− 1.
Ο n γράφεται τελικά στη µορφή n = 2p−1Mp = 2p−1(2p − 1).
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι n = 2p−1Mp, όπου Mp = 2p − 1 είναι ένας πρώτος αριθµός Mersenne. Τότε
σ(n) = σ(2p−1)σ(Mp) = (2p − 1)(Mp + 1) = Mp · 2p = 2(2p−1Mp) = 2n. �

΄Ασκηση 99. Το τελευταίο ψηφίο ενός αρτίου τέλειου αριθµού είναι το 6 ή το 8. Αν είναι το 8, τότε ο
αριθµός λήγει σε 28.
Απόδειξη: Αν n = 2 ·M2 = 2(22− 1) = 6, το συµπέρασµα ισχύει. ΄Εστω n = 2p−1Mp = 2p−1(2p− 1), όπου
Mp πρώτος αριθµός Mersenne και p ≥ 3. Τότε ο p είναι της µορφής p = 4k + 1 ή p = 4k + 3, όπου k
ϑετικός ακέραιος.

(
Οι περιπτώσεις p = 4k και p = 4k + 2 αποκλείονται γιατί 2 - p

)
.

Παρατηρούµε ότι 24 = 16 ≡ 6 mod 10. ΄Εστω 24k ≡ 6 mod 10, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k. Τότε
24(k+1) = 24k · 24 = 24k · 16 ≡ 6 · 6 = 36 ≡ 6 mod 10. Επαγωγικά συµπεραίνουµε ότι 24k ≡ 6 mod 10, για
κάθε ϑετικό ακέραιο k. Εποµένως 24k(24k+1− 1) = 24k(24k · 2− 1) ≡ 6(6 · 2− 1) = 6 · 11 = 66 ≡ 6 mod 10.
Η περίπτωση λοιπόν p = 2k + 1 έχει καλυφθεί.
΄Εστω τώρα p = 4k + 3, όπου k ϑετικός ακέραιος. Παρατηρούµε ότι 24k = 16k ≡ (−9)k mod 25. ΄Αρα
24k(24k+3− 1) = 24k(8 · 24k − 1) ≡ (−9)k(8(−9)k − 1) = 8(−9)2k − (−9)k mod 25. Πολλαπλασιάζοντας επί
4 παίρνουµε 24k+2(24k+3 − 1) = 4 · 24k(24k+3 − 1) ≡ 4 · (8(−9)2k − (−9)k) = 32(−9)2k − 4(−9)k mod 100.
Παρατηρούµε ότι (−9)r−1 = −10((−9)r−1 + (−9)r−2 + · · ·+ (−9) + 1), για κάθε ϑετικό ακέραιο r. Επίσης
(−9)r−1 + (−9)r−2 + · · ·+ (−9) + 1 ≡ 1r−1 + 1r−2 + · · ·+ 1 ≡ r mod 10⇒ 10((−9)r−1 + (−9)r−2 + · · ·+
+(−9) + 1) ≡ 10r mod 100⇔ −10((−9)r−1 + (−9)r−2 + · · ·+ (−9) + 1) ≡ −10r mod 100⇔ (−9)r− 1 ≡
≡ −10r mod 100⇔ (−9)r ≡ 1− 10r mod 100.
Εποµένως 32(−9)2k − 4(−9)k ≡ 32(1 − 10 · 2k) − 4(1 − 10k) = 32 − 640k − 4 + 40k = 28 − 600k ≡ 28
mod 100. �

Μια άλλη απόδειξη ότι 24k+2(24k+3 − 1) ≡ 28 mod 100 στηρίζεται στην ακόλουθη παρατήρηση:



(−9)1 ≡ −9 ≡ 16 ≡ 25 + 16 = 41 mod 25

(−9)2 = 81 ≡ 6 ≡ 25 + 6 = 31 mod 25

(−9)3 ≡ 6(−9) = −54 ≡ −4 ≡ 25− 4 = 21 mod 25

(−9)4 ≡ 62 = 36 ≡ 11 mod 25

(−9)5 ≡ −99 = −100 + 1 ≡ 1 mod 25
Παρατηρούµε ότι καθώς ο εκθέτης του −9 αυξάνει κατά 1, το ψηφίο των δεκάδων µειώνεται κατά 1. Επειδή
41 = (5−1)10+1, 31 = (5−2)10+1, 21 = (5−3)10+1, 11 = (5−4)10+1, 1 = (5−5)10+1, δηµιουργείται
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η εικασία µήπως (−9)k ≡ (5− k)10 + 1 = 1− 10k + 50 ≡ 1− 10k mod 25. Αποδεικνύουµε µε επαγωγή
την εικασία αυτή.
Για k = 1 έχουµε −9 ≡ −9 mod 25, που ισχύει. ΄Εστω ότι (−9)k ≡ 1− 10k mod 25, για κάποιον ϑετικό
ακέραιο k. Τότε (−9)k+1 = −9(−9)k ≡ −9(1 − 10k) = −9 + 90k = −9 + 100k − 10k ≡ −9 − 10k =
= 10− 9− 10k − 10 = 1− 10(k + 1) mod 25 και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.
Με ϐάση ότι (−9)k ≡ 1−10k mod 25 έχουµε: 24k+2(24k+3−1) = 4 · (24)k(8 · (24)k−1) ≡ 4(−9)k(8(−9)k−
−1) = 32(−9)2k − 4(−9)k ≡ 7(−9)2k − 4(−9)k ≡ 7(1− 10 · 2k)− 4(1− 10k) = 3− 100k ≡ 3 mod 25. Αν
λοιπόν ϑέσουµε x = 24k+2(24k+3 − 1), ϑα έχουµε το σύστηµα των ισοτιµιών{

x ≡ 3 mod 25

x ≡ 0 mod 4

Από το κινεζικό ϑεώρηµα, λύνουµε τις ισοτιµίες 4x ≡ 3 mod 25 ⇔
(6,25)=1

24x ≡ 18 ≡ −7 mod 25⇔ −x ≡
−7 mod 25 ⇔ x ≡ 7 mod 25 και 25x ≡ 0 mod 4 ⇔ x ≡ 0 mod 4. Ο x είναι λοιπόν ισοϋπόλοιπος
modulo 100 µε τον 4 · 7 + 25 · 0 = 28.
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2.9. Πολυωνυµικές ισοτιµίες

2.9 Πολυωνυµικές ισοτιµίες

2.10 Λύσεις των ασκήσεων του κεφαλαίου 2
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Μέρος II

Παραρτήµατα





Παράρτηµα Αʹ

Σύνολα και συναφείς έννοιες

Στα µαθηµατικά χρησιµοποιούµε σχεδόν παντού την έννοια του συνόλου. Είτε µιλάµε για σύνολα αριθ-
µών, είτε για σύνολα συναρτήσεων είτε για διανυσµατικούς χώρους ή άλλες αλγεβρικές δοµές, πάντοτε ϑα
καταφεύγουµε στην έννοια του συνόλου. Το σύνολο των αντικειµένων-εννοιών είναι το πλαίσιο στο οποίο
κινείται κάθε µαθηµατική ϑεωρία. Για να είµαστε ακριβείς σ᾿ αυτά που ορίζουµε και λέµε το πλαίσιο-
σύνολο των εννοιών ϑα πρέπει να είναι σαφώς καθορισµένο. Αυτή καθεαυτή η έννοια του συνόλου είναι
λοιπόν πρωταρχική έννοια. Ως πρωταρχική έννοια δεν είναι δυνατόν να οριστεί µε τη ϐοήθεια άλλων πιο
πρωταρχικών εννοιών. Είναι όπως, για παράδειγµα η έννοια του σηµείου στη Γεωµετρία. Γι᾿ αυτό και δεν
υπάρχει ορισµός για την έννοια του συνόλου.
Εµείς ϑα αρκεστούµε στη διαισθητική αντίληψη ότι σύνολο είναι µια συλλογή από κάποια αντικείµενα
σαφώς καθορισµένα. Στην παραπάνω ϕράση έχουµε απλώς αντικαταστήσει τη λέξη «σύνολο» µε τη λέξη
«συλλογή». ΄Αρα στην ουσία δεν έχουµε δώσει κανέναν ορισµό για την έννοια του συνόλου.
Τα σύνολα συνήθως τα παριστάνουµε µε κεφαλαία γράµµατα του ελληνικού ή λατινικού αλφαβήτου.

΄Ενα σύνολο µπορεί να παρασταθεί κατά δύο τρόπους :
α) Με αναγραφή των στοιχείων του. ΄Ετσι, γράφουµε Α = {1, 3, 5, 7, 9} ή Β = {α, ε, η, ι, o, υ, ω} ή
ϐ) µε περιγραφή των στοιχείων του, δηλαδή γράφουµε {x | το x έχει την ιδιότητα p}. ΄Ετσι, στα προηγού-
µενα παραδείγµατα µπορούµε να γράψουµε Α = {x | το x είναι ϑετικός περιττός ακέραιος µικρότερος του
10} και Β = {x | το x είναι ϕωνήεν του ελληνικού αλφαβήτου}. Συνήθως η παράσταση ενός συνόλου µε
περιγραφή είναι προτιµητέα όταν το σύνολο είναι άπειρο. Υπάρχουν και εξαιρέσεις. Για παράδειγµα,
γράφουµε Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} και οι τελείες υπονοούν τα στοιχεία που λείπουν.

Για να δηλώσουµε ότι το x είναι στοιχείο του συνόλου Α γράφουµε x ∈ Α και διαβάζουµε το x ανήκει στο
Α. Για λόγους ευελιξίας, όταν είµαστε αναγκασµένοι να γράψουµε πρώτα το σύνολο και µετά το στοιχείο
γράφουµε Α 3 x και διαβάζουµε το Α περιέχει το x.

Ορισµός Αʹ.1. ∆ύο σύνολα Α και Β λέγονται ίσα αν περιέχουν τα ίδια ακριβώς στοιχεία. ∆ηλαδή Α = Β αν
και µόνον αν, για κάθε x ισχύει η ισοδυναµία: x ∈ Α⇔ x ∈ Β.

Ορισµός Αʹ.2. Αν Α και Β είναι δύο σύνολα, τότε το Α λέγεται υποσύνολο του Β ή ισοδύναµα ότι το Β είναι
υπερσύνολο του Α, αν και µόνον αν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β. Σ᾿ αυτή την περίπτωση
γράφουµε Α ⊆ Β ή ισοδύναµα Β ⊇ Α. ∆ηλαδή Α ⊆ Β αν και µόνον αν, για κάθε x ισχύει η συνεπαγωγή:
x ∈ Α ⇒ x ∈ Β. Αν Α ⊆ Β και Α 6= Β, τότε το Α λέγεται γνήσιο υποσύνολο του Β ή ισοδύναµα το Β
γνήσιο υπερσύνολο του Α. Αυτό το συµβολίζουµε µε Α ( Β ή ισοδύναµα Β ) Α.

Πόρισµα Αʹ.3. Αν Α και Β είναι δύο σύνολα, τότε Α = Β⇔ (Α ⊆ Β και Β ⊆ Α).

Ορισµός Αʹ.4. ∆εχόµαστε την ύπαρξη ενός συνόλου, το οποίο παριστάνουµε µε ∅ και το οποίο δεν περιέχει
στοιχεία. Το σύνολο αυτό λέγεται το κενό σύνολο. Για παράδειγµα, {x ∈ Q | x2 = 2} = ∅.

Πρόταση Αʹ.5. (i) Αν Α ⊆ Β και Β ⊆ Γ, τότε Α ⊆ Γ, (ii) ∅ ⊆ Α, για κάθε σύνολο Α και
(iii) Αν Α ⊆ ∅, τότε Α = ∅.
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Απόδειξη: (i) ΄Εχουµε: x ∈ Α ⇒
Α⊆Β

x ∈ Β ⇒
Β⊆Γ

x ∈ Γ.
(ii) Αν ∅��⊆Α, τότε ϑα υπήρχε x ∈ ∅ µε x /∈ Α. Αυτό είναι άτοπο γιατί δεν υπάρχει στοιχείο x, µε x ∈ ∅.
(iii) Αν Α 6= ∅, τότε ϑα υπήρχε x ∈ Α ⇒

Α⊆∅
x ∈ ∅, άτοπο. �

Ορισµός Αʹ.6. Αν Α και Β είναι δύο σύνολα, τότε η ένωσή τους Α ∪ Β είναι το σύνολο όλων των στοιχείων
του Α και όλων των στοιχείων του Β. ∆ηλαδή, Α ∪ Β = {x | x ∈ Α ή x ∈ Β}. ∆ηλαδή ισχύει η ισοδυναµία:
x ∈ Α ∪ Β⇔ (x ∈ Α ή x ∈ Β).

Πρόταση Αʹ.7. (i) Α ∪ Β = Β ∪ Α. (ii) Α ∪ Α = Α. (iii) Α ⊆ Α ∪ Β και Β ⊆ Α ∪ Β.
(iv) Α ∪∅ = Α. (v) Αν Α ⊆ Γ και Β ⊆ Γ, τότε Α ∪ Β ⊆ Γ. (vi) Α ∪ Β = Α⇔ Β ⊆ Α.
(vii) Αν Α ⊆ Α1 και Β ⊆ Β1, τότε Α∪Β ⊆ Α1 ∪Β1. (viii) (Α∪Β)∪ Γ = Α∪ (Β∪ Γ), για κάθε τρία σύνολα
Α, Β και Γ.
Απόδειξη: (i) x ∈ Α ∪ Β ⇔ (x ∈ Α ή x ∈ Β) ⇔ (x ∈ Β ή x ∈ Α) ⇔ x ∈ Β ∪ Α. (ii) x ∈ Α ∪ Α ⇔
⇔ (x ∈ Α ή x ∈ Α)⇔ x ∈ Α. (iii) x ∈ Α⇒ (x ∈ Α ή x ∈ Β)⇔ x ∈ Α ∪ Β. Οµοίως Β ⊆ Α ∪ Β.
(iv) x ∈ Α ∪ ∅ ⇔ (x ∈ Α ή x ∈ ∅︸ ︷︷ ︸

ψευδής

) ⇔ x ∈ Α. (v) ΄Εστω x ∈ Α ∪ Β. Τότε x ∈ Α ή x ∈ Β. Αν x ∈ Α ⊆ Γ,

τότε x ∈ Γ. Οµοίως, αν x ∈ Β ⊆ Γ, τότε x ∈ Γ. Σε κάθε περίπτωση λοιπόν x ∈ Γ και κατά συνέπεια, ισχύει
η συνεπαγωγή x ∈ Α ∪ Β⇒ x ∈ Γ. (vi) Με ϐάση το προηγούµενο, όπου Γ = Α ∪ Β, έχουµε: Αν Β ⊆ Α,
τότε επειδή και Α ⊆ Α, ϑα έχουµε Α ∪ Β ⊆ Α. Αλλά από το (iii) Α ⊆ Α ∪ Β. ΄Αρα Α ∪ Β = Α. Αντιστρόφως,
έστω Α ∪ Β = Α. Τότε Β ⊆ Α ∪ Β = Α. (vii) Α ⊆ Α1 ⊆ Α1 ∪ Β1 και Β ⊆ Β1 ⊆ Α1 ∪ Β1. Από το (v), για
Γ = Α1 ∪ Β1, παίρνουµε Α ∪ Β ⊆ Α1 ∪ Β1. (viii) Α ⊆ Α ∪ (Β ∪ Γ) και Β ⊆ Β ∪ Γ ⊆ Α ∪ (Β ∪ Γ). ΄Αρα
Α ∪ Β ⊆ Α ∪ (Β ∪ Γ). Επίσης, Γ ⊆ Β ∪ Γ ⊆ Α ∪ (Β ∪ Γ). Εποµένως (Α ∪ Β) ∪ Γ ⊆ Α ∪ (Β ∪ Γ). Αντιστρόφως,
Α ⊆ Α ∪ Β ⊆ (Α ∪ Β) ∪ Γ. Επίσης, Β ⊆ Α ∪ Β ⊆ (Α ∪ Β) ∪ Γ και Γ ⊆ (Α ∪ Β) ∪ Γ. ΄Αρα Β ∪ Γ ⊆ (Α ∪ Β) ∪ Γ.
Επειδή Α ⊆ (Α ∪ Β) ∪ Γ και Β ∪ Γ ⊆ (Α ∪ Β) ∪ Γ, έπεται ότι Α ∪ (Β ∪ Γ) ⊆ (Α ∪ Β) ∪ Γ. Εναλλακτικά,
x ∈ (Α ∪ Β) ∪ Γ ⇔ (x ∈ Α ∪ Β ή x ∈ Γ) ⇔ ((x ∈ Α ή x ∈ Β) ή x ∈ Γ) ⇔ (x ∈ Α ή x ∈ Β ή x ∈ Γ) ⇔ (x ∈
∈ Α ή (x ∈ Β ή x ∈ Γ))⇔ (x ∈ Α ή x ∈ Β ∪ Γ)⇔ x ∈ Α ∪ (Β ∪ Γ). �

Ορισµός Αʹ.8. Αν Α και Β είναι δύο σύνολα, τότε η τοµή τους Α∩Β είναι το σύνολο των κοινών στοιχείων
του Α και του Β. ∆ηλαδή, Α ∩ Β = {x | x ∈ Α και x ∈ Β}. ∆ηλαδή ισχύει η ισοδυναµία: x ∈ Α ∩ Β ⇔
⇔ (x ∈ Α και x ∈ Β). ∆ύο σύνολα Α και Β λέγονται (µεταξύ τους) ξένα αν Α ∩ Β = ∅.

Πρόταση Αʹ.9. (i) Α ∩ Β = Β ∩ Α. (ii) Α ∩ Α = Α. (iii) Α ∩ Β ⊆ Α και Α ∩ Β ⊆ Β.
(iv) Α ∩∅ = ∅. (v) Αν Γ ⊆ Α και Γ ⊆ Β, τότε Γ ⊆ Α ∩ Β. (vi) Α ∩ Β = Α⇔ Α ⊆ Β.
(vii) Αν Α ⊆ Α1 και Β ⊆ Β1, τότε Α ∩ Β ⊆ Α1 ∩ Β1.
(viii) (Α ∩ Β) ∩ Γ = Α ∩ (Β ∩ Γ), για κάθε τρία σύνολα Α, Β και Γ.
(ix) Α ∩ (Β ∪ Γ) = (Α ∩ Β) ∪ (Α ∩ Γ), για κάθε τρία σύνολα Α, Β και Γ.
(x) Α ∪ (Β ∩ Γ) = (Α ∪ Β) ∩ (Α ∪ Γ), για κάθε τρία σύνολα Α, Β και Γ.
Απόδειξη: Αποδεικνύουµε µόνον την (ix), αφήνοντας τις υπόλοιπες ως άσκηση.
Αν x ∈ Α∩ (Β∪ Γ), τότε x ∈ Α και x ∈ Β∪ Γ⇔ (x ∈ Β ή x ∈ Γ). Αν x ∈ Β, τότε (επειδή x ∈ Α) x ∈ Α∩Β ⊆
⊆ (Α∩Β)∪(Α∩Γ). Οµοίως, αν x ∈ Γ, τότε x ∈ Α∩Γ ⊆ (Α∩Β)∪(Α∩Γ). Σε κάθε περίπτωση x ∈ (Α∩Β)∪(Α∩Γ).
΄Αρα Α∩ (Β∪Γ) ⊆ (Α∩Β)∪ (Α∩Γ). Αντιστρόφως, έστω x ∈ (Α∩Β)∪ (Α∩Γ)⇔ (x ∈ Α∩Β ή x ∈ Α∩Γ). Αν
x ∈ Α∩Β⇔ (x ∈ Α και x ∈ Β) ⇒

Β⊆Β∪Γ
(x ∈ Α και x ∈ Β∪ Γ)⇔ x ∈ Α∩ (Β∪ Γ). Οµοίως, αν x ∈ Α∩ Γ, τότε

x ∈ Α∩ (Β∪ Γ). ΄Αρα x ∈ (Α∩Β)∪ (Α∩ Γ)⇒ x ∈ Α∩ (Β∪ Γ), δηλαδή (Α∩Β)∪ (Α∩ Γ) ⊆ Α∩ (Β∪ Γ). �

Ορισµός Αʹ.10. ΄Εστω Α και Β δύο σύνολα. Η συνολοθεωρητική διαφορά Α \ Β είναι το σύνολο των
στοιχείων του Α που δεν ανήκουν στο Β. ∆ηλαδή Α \ Β = {x ∈ Α | x /∈ Β}.

Πρόταση Αʹ.11. (i) Α \ Β ⊆ Α. (ii) Α \ Α = ∅. (iii) Α \ Β = Α⇔ Α ∩ Β = ∅.
(iv) Α \ Β = ∅⇔ Α ⊆ Β. (v) Α \ Β = Α \ (Α ∩ Β). (vi) (Α \ Β) ∪ (Β \ Α) = (Α ∪ Β) \ (Α ∩ Β).
(vii) (Α\Β)∩(Β\Α) = ∅. (viii) (Α\Β)∩(Α∩Β) = (Β\Α)∩(Α∩Β) = ((Α \ Β) ∪ (Β \ Α))∩(Α∩Β) = ∅.
Απόδειξη: (i) ΄Αµεση, από τον ορισµό της διαφοράς Α \ Β.
(ii) Αν Α \ Α 6= ∅, τότε ϑα υπήρχε x ∈ Α \ Α, δηλαδή x ∈ Α µε x /∈ Α, αντίφαση.
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(iii) ΄Εστω Α \ Β = Α. Υποθέτουµε ότι Α ∩ Β 6= ∅, δηλαδή υπάρχει x, µε x ∈ Α και x ∈ Β. Εφόσον x ∈ Β,
x /∈ {x ∈ Α | x /∈ Β} = Α\Β = Α, αντίφαση. ΄Αρα Α∩Β = ∅. Αντιστρόφως, έστω Α∩Β = ∅. Τότε, για κάθε
x ∈ Α ϑα είχαµε x /∈ Β. Γιατί, σε αντίθετη περίπτωση ϑα υπήρχε x ∈ Α, µε x ∈ Β, δηλαδή x ∈ Α ∩ Β = ∅,
άτοπο. ΄Αρα Α ⊆ {x ∈ Α | x /∈ Β} = Α \ Β ⊆ Α, ήτοι Α = Α \ Β.
(iv) ΄Εστω Α \ Β = ∅. Αν Α��⊆Β, τότε ϑα υπήρχε x ∈ Α µε x /∈ Β, ήτοι x ∈ Α \ Β = ∅, άτοπο. ΄Αρα Α ⊆ Β.
Αντιστρόφως, έστω Α ⊆ Β. Υποθέτουµε ότι Α \ Β 6= ∅, δηλαδή υπάρχει x ∈ Α, µε x /∈ Β. Επειδή όµως
Α ⊆ Β, το x ϑα ανήκε στο Β, αντίφαση. ΄Αρα Α \ Β = ∅.
(v) ΄Εστω x ∈ Α \ Β. Τότε x ∈ Α και x /∈ Β. Αν x ∈ Α ∩ Β ⊆ Β, τότε το x ϑα ήταν στοιχείο του Β, άτοπο.
΄Αρα x /∈ Α∩Β και επειδή x ∈ Α, x ∈ Α \ (Α∩Β). Αντιστρόφως, έστω x ∈ Α \ (Α∩Β). Τότε x ∈ Α, οπότε αν
x ∈ Β, ϑα είχαµε x ∈ Α ∩ Β, άτοπο. ΄Αρα x /∈ Β και συνεπώς x ∈ Α \ Β.
(vi) ΄Εστω x ∈ (Α \ Β) ∪ (Β \ Α) ⊆ Α ∪ Β. Αν x ∈ Α \ Β = {x ∈ Α | x /∈ Β}, τότε x /∈ Α ∩ Β ⊆ Β. Οµοίως, αν
x ∈ Β \ Α, τότε x /∈ Α ∩ Β ⊆ Α. Σε κάθε περίπτωση x /∈ Α ∩ Β, ενώ x ∈ Α ∪ Β. ΄Αρα x ∈ (Α ∪ Β) \ (Α ∩ Β).
Αντιστρόφως, έστω x ∈ (Α∪Β)\(Α∩Β) ⊆ Α∪Β. Αν x ∈ Α, τότε x /∈ Β, γιατί σε αντίθετη περίπτωση x ∈ Α∩Β,
άτοπο. ΄Αρα x ∈ Α\Β. Οµοίως, αν x ∈ Β, τότε x ∈ Β\Α. ΄Αρα (x ∈ Α\Β ή x ∈ Β\Α)⇔ x ∈ (Α\Β)∪(Β\Α).
(vii) ΄Εστω ότι υπάρχει x, µε x ∈ (Α \ Β) ∩ (Β \ Α). Τότε x ∈ Α \ Β, άρα α) x ∈ Α και ϐ) x /∈ Β. Επίσης,
x ∈ Β \ Α, άρα γ) x ∈ Β και δ) x /∈ Α. Οι σχέσεις α) και δ) (ή οι σχέσεις ϐ) και γ)) συνιστούν αντίφαση.
Συνεπώς τέτοιο x δεν υπάρχει, ήτοι (Α \ Β) ∩ (Β \ Α) = ∅.
(viii) (Α \ Β) ∩ (Α ∩ Β) ⊆ (Α \ Β) ∩ Β. Αρκεί να αποδείξουµε ότι (Α \ Β) ∩ Β = ∅. ΄Εστω λοιπόν x ∈
∈ (Α \ Β) ∩ Β ⇔ (x ∈ Α \ Β και x ∈ Β) ⇔ (x ∈ Α και x /∈ Β και x ∈ Β) ⇒ (x /∈ Β και x ∈ Β), αντίφαση.
΄Αρα (Α \ Β) ∩ (Α ∩ Β) = (Α \ Β) ∩ Β = ∅. Οµοίως (Β \ Α) ∩ (Α ∩ Β) = (Β \ Α) ∩ Α = ∅. Τώρα,
((Α \ Β) ∪ (Β \ Α)) ∩ (Α ∩ Β) = ((Α \ Β) ∩ (Α ∩ Β)) ∪ ((Β \ Α) ∩ (Α ∩ Β)) = ∅ ∪∅ = ∅. �

Σε µια µαθηµατική ϑεωρία συνήθως ϑεωρούµε ένα ϐασικό σύνολο στο οποίο περιέχονται οι διάφορες
έννοιες-στοιχεία και ορισµένα από τα υποσύνολά του (ή και όλα) αποτελούν αντικείµενο µελέτης. Για πα-
ϱάδειγµα, το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ή το σύνολο των συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού κάποιο
υποσύνολο του R αποτελούν ϐασικά σύνολα στον Λογισµό µιας Μεταβλητής. Κάθε ϕορά ορίζουµε το ϐα-
σικό µας σύνολο και εξετάζουµε τις ιδιότητες των στοιχείων του που ανήκουν σε συγκεκριµένα υποσύνολά
του.
Στην απόδειξη των διαφόρων ιδιοτήτων των πράξεων µεταξύ συνόλων (ένωση, τοµή, συνολοθεωρητική διαφο-
ϱά κτλ) σηµαντική ϐοήθεια παρέχουν τα λεγόµενα διαγράµµατα Euler-Venn. Σ᾿ αυτά το ϐασικό σύνολο,
το οποίο συµβολίζεται συνήθως µε Ω, παριστάνεται µε ένα ορθογώνιο και τα διάφορα υποσύνολά του µε
κύκλους, ελλείψεις κτλ, που περιέχονται στο ορθογώνιο αυτό. 
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Παράρτηµα αʹ. Σύνολα και συναφείς έννοιες

Ορισµός Αʹ.12. ΄Εστω Α ένα σύνολο. Τότε µε P(Α) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των υποσυνόλων του
Α. Το P(Α) ονοµάζεται δυναµοσύνολο του Α. Εποµένως P(Α) = {X | X ⊆ Α}. Προφανώς ∅ ∈ P(Α) και
Α ∈ P(Α).

Συµβολισµός: Το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου Α συµβολίζεται µε #Α ή |Α|. Εµείς ϑα χρησι-
µοποιήσουµε τον δεύτερο συµβολισµό.
Ας εξετάσουµε την περίπτωση που το Α είναι πεπερασµένο µε n = |Α| στοιχεία, όπου n ≥ 0.
Αν Α= ∅, δηλαδή n = 0, τότε το µόνο υποσύνολο του Α είναι το ∅. Εποµένως |P(Α)| = 1 = 20.
Αν n = |Α| = 1, δηλαδή το Α περιέχει ένα µόνο στοιχείο, π.χ. Α= {α}, τότε τα µόνα υποσύνολα του Α είναι
τα ∅ και το Α= {α}. Εποµένως |P(Α)| = 2 = 21.
Αν n = |Α| = 2, π.χ. Α= {α, β}, τότε τα υποσύνολα του Α είναι τα ∅, {α}, {β} και το Α= {α, β}. Εποµένως
|P(Α)| = 4 = 22.
Από τα προηγούµενα παραδείγµατα δηµιουργείται η εικασία ότι αν |Α| = n, όπου n µη αρνητικός ακέραιος,
τότε |P(Α)| = 2n. Σε επόµενο παράρτηµα ϑα αποδείξουµε την εικασία αυτή.

Αν Ω είναι το ϐασικό µας σύνολο (και όλα τα άλλα σύνολα είναι υποσύνολα αυτού), τότε έχουµε τον
ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός Αʹ.13. ΄Εστω Α ∈ P(Ω). Το συµπλήρωµα του συνόλου Α είναι το σύνολο των στοιχείων του Ω
που δεν ανήκουν στο Α. Το συµπλήρωµα του Α συµβολίζεται µε Αc. ∆ηλαδή, Αc = {x ∈ Ω | x /∈ Α}.
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Πόρισµα Αʹ.14. (i) Αcc := (Αc)c = Α. (ii) Α ∩ Αc = ∅. (iii) Α ∪ Αc = Ω. (iv) Α ∩ Βc = Α \ Β.
Απόδειξη: ΄Ασκηση. �

Πρόταση Αʹ.15. (Νόµοι του De Morgan-απλή µορφή) ΄Εστω Α και Β δύο υποσύνολα του ϐασικού συνόλου
Ω. Τότε ισχύουν οι εξής σχέσεις :

(i) (Α ∪ Β)c = Αc ∩ Βc και (ii)(Α ∩ Β)c = Αc ∪ Βc.
Απόδειξη: (i) x ∈ (Α ∪ Β)c ⇔ (x ∈ Ω και x /∈ Α ∪ Β) ⇔ (x ∈ Ω και x /∈ Α και x /∈ Β) ⇔ ((x ∈ Ω και x /∈
/∈ Α) και (x ∈ Ω και x /∈ Β))⇔ (x ∈ Αc και x ∈ Βc)⇔ x ∈ Αc ∩ Βc.
(ii) x ∈ (Α ∩ Β)c ⇔ (x ∈ Ω και x /∈ Α ∩ Β) ⇔ (x ∈ Ω και (x /∈ Α ή x /∈ Β)) ⇔ ((x ∈ Ω και x /∈
/∈ Α) ή (x ∈ Ω και x /∈ Β))⇔ (x ∈ Αc ή x ∈ Βc)⇔ x ∈ Αc ∪ Βc. �

Πρόταση Αʹ.16. (i) Α∪ (Β\Α) = Α∪Β. (ii) Α\ (Β\Γ) = (Α\Β)∪ (Α∩Γ). (iii) (Α\Β)\Γ = Α\ (Β∪Γ) =
= (Α \ Β) ∩ (Α \ Γ). (iv) (Α ∪ Β) ∩ (Γ ∪ ∆) = (Α ∩ Γ) ∪ (Α ∩ ∆) ∪ (Β ∩ Γ) ∪ (Β ∩ ∆).
Απόδειξη: (i) Α ∪ (Β \ Α) = Α ∪ (Β ∩ Αc) = (Α ∪ Β) ∩ (Α ∪ Αc) = (Α ∪ Β) ∩ Ω = Α ∪ Β.
(ii) Α \ (Β \ Γ) = Α \ (Β ∩ Γc) = Α ∩ (Β ∩ Γc)c = Α ∩ (Βc ∪ Γ) = (Α ∩ Βc) ∪ (Α ∩ Γ) = (Α \ Β) ∪ (Α ∩ Γ).
(iii) (Α\Β)\Γ = (Α∩Βc)∩Γc = Α∩(Βc∩Γc) = Α∩(Β∪Γ)c = Α\(Β∪Γ). Επίσης, (Α\Β)\Γ = (Α∩Βc)∩Γc =
= (Α ∩ Βc) ∩ (Α ∩ Γc) = (Α \ Β) ∩ (Α \ Γ).
(iv) (Α ∪ Β) ∩ (Γ ∪ ∆) = (Α ∩ (Γ ∪ ∆)) ∪ (Β ∩ (Γ ∪ ∆)) = (Α ∩ Γ) ∪ (Α ∩ ∆) ∪ (Β ∩ Γ) ∪ (Β ∩ ∆). �

Γνωρίζουµε ότι κάθε σηµείο του επιπέδου παριστάνεται, ως προς ένα σύστηµα αξόνων, ως ένα Ϲεύγος
(α, β) πραγµατικών αριθµών. Το α λέγεται τετµηµένη και το β τεταγµένη του σηµείου. Γενικότερα έχουµε
τον ακόλουθο ορισµό:
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Ορισµός Αʹ.17. ΄Εστω Α και Β δύο σύνολα. Αν α ∈ Α και β ∈ Β, τότε µε το σύµβολο (α, β) παρι-
στάνουµε το διατεταγµένο Ϲεύγος των α και β. Η ισότητα µεταξύ διατεταγµένων Ϲευγών ορίζεται ως εξής :
(α, β) = (α′, β′)⇔ (α = α′ και β = β′), για κάθε α, α′ ∈ Α και β, β′ ∈ Β.

Υπενθυµίζουµε ότι το διατεταγµένο Ϲεύγος (α, β) δεν είναι το σύνολο {α, β}. Το ποιο στοιχείο είναι πρώτο
και ποιο είναι δεύτερο παίζει ουσιώδη ϱόλο. Υπάρχει ένα συνολοθεωρητικό τέχνασµα για να ορίσουµε το
διατεταγµένο Ϲεύγος (α, β), το οποίο οφείλεται στον Kuratowski. Ορίζουµε

(α, β) = {{α}, {α, β}}.
Με ϐάση αυτόν τον ορισµό ϑα αποδείξουµε ότι : (α, β) = (γ, δ) ⇔ (α = γ και β = δ). ∆ιακρίνουµε περι-
πτώσεις :
α) α = β. Τότε (α, β) = {{α}, {α, α}} = {{α}, {α}} = {{α}}. Εφόσον (α, β) = (γ, δ), ϑα έχουµε {{α}} =
= {{γ}, {γ, δ}}. Εφόσον {γ, δ} ∈ {{γ}, {γ, δ}} = {{α}}, παίρνουµε {γ, δ} = {α}. ΄Αρα γ ∈ {α} ⇒ γ = α.
Οµοίως δ = α. Τελικώς α = β = γ = δ.
ϐ) γ = δ. Εντελώς ανάλογα παίρνουµε πάλι α = β = γ = δ.
γ) ΄Εστω α 6= β και γ 6= δ. Από τη σχέση {{α}, {α, β}} = {{γ}, {γ, δ}} ϑα έχουµε {α} = {γ} ή
{α} = {γ, δ}. Αν {α} = {γ, δ}, τότε γ = δ = α, άτοπο από υπόθεση. ΄Αρα {α} = {γ} ⇔ α = γ. Εποµένως
(γ, δ) = (α, δ) = {{α}, {α, δ}} και συνεπώς (α, β) = (γ, δ) = (α, δ)⇔ {{α}, {α, β}} = {{α}, {α, δ}}. ΄Αρα
{α, β} ∈ {{α}, {α, δ}} ⇔ ({α, β} = {α} ή {α, β} = {α, δ}). Αν {α, β} = {α}, τότε β = α, άτοπο από
υπόθεση. ΄Αρα {α, β} = {α, δ} ⇒ β ∈ {α, δ} ⇒

β 6=α
β = δ. �

Ορισµός Αʹ.18. ΄Εστω Α, Β δύο σύνολα. Το σύνολο Α × Β = {(α, β) | α ∈ Α και β ∈ Β} ονοµάζεται
καρτεσιανό γινόµενο του Α επί το Β.

Πρόταση Αʹ.19. Ισχύουν τα ακόλουθα: (i) Α× Β = ∅⇔ (Α = ∅ ή Β = ∅).
(ii) Α× (Β \ Γ) = (Α× Β) \ (Α× Γ). (iii) (Α \ Γ)× Β = (Α× Β) \ (Γ× Β).
Απόδειξη: (i) ΄Εστω Α× Β = ∅. Υποθέτουµε ότι Α 6= ∅ και Β 6= ∅. Τότε υπάρχει α ∈ Α και β ∈ Β. Αλλά
τότε (α, β) ∈ Α×Β⇒ Α×Β 6= ∅, άτοπο. Αντιστρόφως, έστω Α= ∅. Αν Α×Β 6= ∅, τότε ϑα υπήρχαν α ∈ Α
και β ∈ Β, ώστε (α, β) ∈ Α× Β. Αλλά από τη σχέση α ∈ Α προκύπτει ότι Α 6= ∅, άτοπο. ΄Αρα Α× Β = ∅.
Παρόµοια προκύπτει ότι αν Β = ∅, τότε Α× Β = ∅.
(ii) (α, β) ∈ Α × (Β \ Γ) ⇔ (α ∈ Α και β ∈ Β \ Γ) ⇔ (α ∈ Α και β ∈ Β και β /∈ Γ) ⇔ ((α, β) ∈
∈ Α× Β και (α, β) /∈ Α× Γ)⇔ (α, β) ∈ (Α× Β) \ (Α× Γ).
(iii) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την προηγούµενη. �

Ορισµός Αʹ.20. Αν Α και Β είναι δύο µη κενά σύνολα, τότε ένα υποσύνολο σ του Α × Β λέµε ότι ορίζει
µια διµελή σχέση µεταξύ των Α και Β. Ακριβέστερα, µια διµελής σχέση σ µεταξύ των Α και Β είναι ένα
υποσύνολο του P(Α × Β) της µορφής {Α × Β,Gσ}, όπου Gσ ⊆ Α × Β. Το Gσ ⊆ Α × Β λέγεται γράφηµα
της σχέσης σ. Ενδιαφέρον υπάρχει όταν το Gσ είναι µη κενό.

Ορισµός Αʹ.21. (i) Αν Α και Β είναι δύο σύνολα, τότε µια διµελής σχέση f = {Α × Β,Gf} ϑα λέγεται
συνάρτηση (ή απεικόνιση) από το Α στο Β και ϑα γράφουµε f : Α → Β, αν ισχύει το εξής : Για κάθε
x ∈ Α υπάρχει µοναδικό y ∈ Β τέτοιο, ώστε (x, y) ∈ Gf . ∆ηλαδή, αν (x, y) ∈ Gf και (x, y′) ∈ Gf , τότε
y = y′. Η σχέση (x, y) ∈ Gf γράφεται ισοδύναµα ως εξής : f(x) = y ή x f7→ y. Το y = f(x) λέγεται εικόνα
ή τιµή του x µέσω της συνάρτησης f .
(ii) Το σύνολο Α λέγεται πεδίο ορισµού της συνάρτησης.
(iii) Το σύνολο Β λέγεται πεδίο τιµών της συνάρτησης.
(iv) Το σύνολο {f(x) | x ∈ Α} ⊆ Β λέγεται σύνολο τιµών της f . Αυτό παριστάνεται µε f(Α). Αν f(Α) = Β,
τότε η συνάρτηση f λέγεται επί. (surjection)
(v) Αν για κάθε x, x′ ∈ Α, µε x 6= x′ ισχύει f(x) 6= f(x′), τότε η f λέγεται ένα προς ένα (1-1). (injection)
Η προηγούµενη συνθήκη είναι ισοδύναµη µε την : Αν x, x′ ∈ Α µε f(x) = f(x′), τότε x = x′.
(vi) Αν µια συνάρτηση f : Α → Β είναι 1-1 και επί, τότε λέγεται αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία.
(bĳection).
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Σχόλιο: Για κάποιον περίεργο λόγο στα σχολικά ϐιβλία όλες οι συναρτήσεις ϑεωρούνται επί ! Προφανώς
λόγω κάποιας «απλούστευσης» (η οποία δεν είναι επιστηµονικώς ορθή και δηµιουργεί µετέπειτα σύγχυση,
οι συγγραφείς των ϐιβλίων αυτών ταυτίζουν το σύνολο Β µε το σύνολο τιµών f(Α)). Για παράδειγµα, η
συνάρτηση f : R → R µε f(x) = x2, για κάθε x ∈ R δεν είναι επί. Η συνάρτηση όµως g : R → [0,+∞)
µε g(x) = x2, για κάθε x ∈ R είναι επί. ∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι µια συνάρτηση f ορίζεται από δύο ή
ουσιαστικά τρία πράγµατα: Το σύνολο Α× Β, το οποίο καθορίζει το πεδίο ορισµού Α και το σύνολο Β, (το
Β περιέχει το σύνολο τιµών) και το γράφηµα Gf ⊆ Α× Β.

Ορισµός Αʹ.22. Αν f : Α→ Β και g : Β→ Γ είναι δύο συναρτήσεις, τότε ορίζεται η συνάρτηση g◦f : Α→ Γ
µε γράφηµα {(x, g(f(x))) | x ∈ Α} ⊆ Α×Γ, δηλαδή (g◦f)(x) = g(f(x)), για κάθε x ∈ Α. Η g◦f διαβάζεται
g σύνθεση f . Εποµένως (x, z) ∈ Gg◦f ⇔ (υπάρχει (µοναδικό) y ∈ Β τέτοιο, ώστε (x, y) ∈ Gf και (y, z) ∈
∈ Gg).

Πρόταση Αʹ.23. Αν f : Α→ Β, g : Β→ Γ και h : Γ→ ∆, τότε (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) : A→ ∆.
Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ Α. Τότε έχουµε: ((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g ◦ f)(x)) =
= (h ◦ (g ◦ f))(x). �

΄Εστω f : Α → Β µια 1-1 και επί απεικόνιση. Ορίζουµε τη σχέση f−1 µεταξύ των Β και Α µε γράφη-
µα Gf−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ Gf}. Η f−1 είναι µια απεικόνιση από το Β στο Α, η οποία είναι επίσης 1-1
και επί. Πράγµατι, αν y ∈ Β, τότε επειδή η f είναι επί, υπάρχει x ∈ Α τέτοιο, ώστε y = f(x) ⇔ (x, y) ∈
∈ Gf ⇔ (y, x) ∈ Gf−1. Επειδή η f είναι 1-1, το x ∈ Α είναι µοναδικό. ΄Αρα, για κάθε y ∈ Β υπάρχει
µοναδικό x ∈ Α τέτοιο, ώστε (y, x) ∈ Gf−1. ΄Αρα ορίζεται µια συνάρτηση f−1 : Β → Α µέσω της ισοδυ-
ναµίας : y = f(x) ⇔ x = f−1(y). Η συνάρτηση f−1 είναι 1-1. Πράγµατι, έστω f−1(y) = f−1(y′) = x.
Τότε (y, x) ∈ Gf−1 ⇔ (x, y) ∈ Gf και (y′, x) ∈ Gf−1 ⇔ (x, y′) ∈ Gf , δηλαδή y = f(x) = y′. Τέλος, η
f−1 : Β→ Α είναι επί. Πράγµατι, αν x ∈ Α και y = f(x), τότε x = f−1(y), από τον ορισµό της f−1.

Ορισµός Αʹ.24. Αν f : Α → Β είναι 1-1 και επί, η συνάρτηση f−1 : Β → Α που ορίσαµε προηγουµένως
λέγεται αντίστροφη της f .

Ορισµός Αʹ.25. Αν Α 6= ∅, η συνάρτηση 1Α : Α → Α µε γράφηµα τη διαγώνιο {(x, x) | x ∈ Α} του Α,
δηλαδή 1Α(x) = x, για κάθε x ∈ Α, λέγεται η ταυτοτική συνάρτηση του Α.

Πρόταση Αʹ.26. ΄Εστω f : Α → Β µια 1-1 και επί συνάρτηση. Τότε ισχύουν οι σχέσεις : f−1 ◦ f = 1Α και
f ◦ f−1 = 1Β.
Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ Α και y = f(x) ∈ Β. Τότε f−1(y) = x. ΄Αρα (f−1 ◦ f)(x) = f−1(f(x)) = f−1(y) =
= x. Αντιστρόφως, έστω y ∈ Β και x = f−1(y) ∈ Α. Τότε f(x) = y. ΄Αρα (f ◦ f−1)(y) = f(f−1(y)) = f(x) =
= y. �

Ορισµός Αʹ.27. ΄Εστω f : Α→ Β.
(i) Αν X ⊆ Α, τότε το σύνολο f(X) = {f(x) | x ∈ X} ⊆ Β ονοµάζεται εικόνα του Χ µέσω της f .
(ii) Αν Y ⊆ Β, τότε το σύνολο f−1(Y) = {x ∈ Α | f(x) ∈ Y} ⊆ Α ονοµάζεται αντίστροφη εικόνα του Υ
µέσω της f .

Πρόταση Αʹ.28. ΄Εστω f : Α→ Β. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) f(∅) = ∅ και f−1(∅) = ∅.
(ii) Αν X, X′ ⊆ Α, τότε f(X ∪ X′) = f(X) ∪ f(X′) και f(X ∩ X′) ⊆ f(X) ∩ f(X′).
(iii) Αν Y, Y′ ⊆ Β, τότε f−1(Y ∪ Y′) = f−1(Y) ∪ f−1(Y′) και f−1(Y ∩ Y′) = f−1(Y) ∩ f−1(Y′).
Απόδειξη: (i) ΄Εστω f(∅) 6= ∅ και άρα υπάρχει y ∈ f(∅). Τότε υπάρχει x ∈ ∅ µε y = f(x), άτοπο. Αν
f−1(∅) 6= ∅ και x ∈ f−1(∅), τότε f(x) ∈ ∅, άτοπο.
(ii) ΄Εστω x ∈ X ∪ X′. Τότε x ∈ X ή x ∈ X′. Αν x ∈ X, τότε f(x) ∈ f(X) ⊆ f(X) ∪ f(X′). Οµοίως, αν
x ∈ X′, τότε f(x) ∈ f(X)∪ f(X′). ΄Αρα f(X∪X′) ⊆ f(X)∪ f(X′). Αντιστρόφως, έστω y ∈ f(X)∪ f(X′). Τότε
y ∈ f(X) ή y ∈ f(X′). Αν y ∈ f(X), τότε υπάρχει x ∈ X ⊆ X∪ X′ τέτοιο, ώστε y = f(x). ΄Αρα y ∈ f(X∪ X′).
Οµοίως, αν y ∈ f(X′), τότε y ∈ f(X ∪ X′). Εποµένως f(X ∪ X′) = f(X) ∪ f(X′).
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Προφανώς, αν Τ ⊆ S ⊆ Α, τότε f(Τ) ⊆ f(S). Εποµένως, X ∩ X′ ⊆ X ⇒ f(X ∩ X′) ⊆ f(X). Οµοίως,
X ∩ X′ ⊆ X′ ⇒ f(X ∩ X′) ⊆ f(X′). Εποµένως f(X ∩ X′) ⊆ f(X) ∩ f(X′). Ισότητα εν γένει δεν ισχύει στην
περίπτωση αυτή, όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο παράδειγµα: f : R→ [0,+∞) µε f(x) = x2, για κάθε x ∈ R.
΄Εστω X = {−1} και X′ = {1}. Τότε X ∩ X′ = ∅ και συνεπώς f(X ∩ X′) = ∅. Αλλά f(X) = f(X′) = {1}.
(iii) x ∈ f−1(Y ∪ Y′) ⇔ f(x) ∈ Y ∪ Y′ ⇔ (f(x) ∈ Y ή f(x) ∈ Y′) ⇔ (x ∈ f−1(Y) ή x ∈ f−1(Y′)) ⇔ x ∈
∈ f−1(Y) ∪ f−1(Y′).
x ∈ f−1(Y ∩ Y′) ⇔ f(x) ∈ Y ∩ Y′ ⇔ (f(x) ∈ Y και f(x) ∈ Y′) ⇔ (x ∈ f−1(Y) και x ∈ f−1(Y′)) ⇔ x ∈
∈ f−1(Y) ∩ f−1(Y′). �

Ορισµός Αʹ.29. Μια ακολουθία στοιχείων ενός συνόλου Α είναι µια απεικόνιση α : N→ X ή α : Z+ → X,
όπου N και Z+ τα σύνολα των ϕυσικών και ϑετικών ακεραίων, αντίστοιχα. Στις ακολουθίες συνήθως
γράφουµε αn αντί α(n). Μια πεπερασµένη ακολουθία έχει πεδίο ορισµού το σύνολο {0, 1, 2, . . . , n} ή το
{1, 2, . . . , n}. (Το σύνολα των ϕυσικών και των ακεραίων ορίζονται στο επόµενο παράρτηµα). Γενικότερα, αν
Ι είναι ένα σύνολο δεικτών, µια οικογένεια µε δείκτες από το Ι είναι µια απεικόνιση α : Ι→ X. Συνήθως
µια οικογένεια παριστάνεται µε το σύµβολο (αi)i∈Ι.
Ας υποθέσουµε ότι A είναι ένα µη κενό σύνολο υποσυνόλων ενός ϐασικού συνόλου Ω, δηλαδή A ⊆ P(Ω).
(Για ένα σύνολο συνόλων προτιµούµε τον όρο «συλλογή»). Αν υπάρχει ανάγκη «παραµετρικοποίησης» των
στοιχείων-συνόλων της συλλογής µε ϐάση ένα σύνολο δεικτών Ι, δηλαδή αν ϑέλουµε να διαφοροποιήσουµε
τα στοιχεία του A µε ϐάση κάποιους δείκτες από ένα σύνολο Ι, ϑεωρούµε την A ως σύνολο εικόνων
µιας οικογένειας και γράφουµε A = {Αi | i ∈ Ι}. Λόχου χάριν, αν η A είναι πεπερασµένη, γράφουµε
A = {Α1,Α2, . . . ,Αn} = {Αi | i = 1, 2, . . . , n}. Αυτό µπορεί να συµβεί και όταν το σύνολο δεικτών δεν είναι
υποσύνολο του N. Αν δεν υπάρχει τέτοια ανάγκη ιδιαίτερου συµβολισµού, γράφουµε Α ∈ A ή (τετριµµένα)
A = {Α | Α ∈ A}. Στην τελευταία περίπτωση έχουµε ϑεωρήσει το A σαν το σύνολο των εικόνων της
ταυτοτικής οικογένειας 1A : A → A µε σύνολο δεικτών το ίδιο το A.

Ορισµός Αʹ.30. ΄ΕστωA µια µη κενή συλλογή, οικογένεια (όπως ϑέλετε πείτε τη) υποσυνόλων ενός ϐασικού
συνόλου Ω.
(i) Ορίζουµε την ένωση

⋃⋃⋃
Α∈A

Α των συνόλων της συλλογής A ως το σύνολο των στοιχείων x, τα οποία

ανήκουν σε κάποιο Α ∈ A. ∆ηλαδή
⋃

Α∈A
Α = {x | x ∈ Α, για κάποιο Α ∈ A}. Πολλές ϕορές γράφουµε

απλώς
⋃A αντί

⋃
Α∈A

Α. Αν η συλλογή A είναι πεπερασµένη, ήτοι A = {Α1,Α2, . . . ,Αn}, µπορούµε να

γράψουµε την ένωση αυτή ως Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn ή
n⋃
i=1

Αi.

(ii) Ορίζουµε την τοµή
⋂⋂⋂

Α∈A
Α των συνόλων της συλλογής A ως το σύνολο των στοιχείων x, τα οποία

ανήκουν σε κάθε Α ∈ A. ∆ηλαδή
⋂

Α∈A
Α = {x | x ∈ Α, για κάθε Α ∈ A}. Πολλές ϕορές γράφουµε απλώς

⋂A αντί
⋂

Α∈A
Α. Αν η συλλογή A είναι πεπερασµένη, ήτοι A = {Α1,Α2, . . . ,Αn}, µπορούµε να γράψουµε

την τοµή αυτή ως Α1 ∩ Α2 ∩ · · · ∩ Αn ή
n⋂
i=1

Αi.

Πρόταση Αʹ.31. (Νόµοι του De Morgan-Γενική µορφή) ΄Εστω A µια µη κενή συλλογή υποσυνόλων ενός
ϐασικού συνόλου Ω, δηλαδή ∅ 6= A ⊆ P(Ω). Τότε ισχύουν τα εξής :

(i)

( ⋃
Α∈A

Α
)c

=
⋂

Α∈A
Αc

(ii)

( ⋂
Α∈A

Α
)c

=
⋃

Α∈A
Αc

Απόδειξη: (i) ΄Εστω α ∈ Ω. Τότε α ∈
( ⋃

Α∈A
Α
)c
⇔ α /∈ ⋃

Α∈A
Α = {x ∈ Ω | x ∈ Α, για κάποιο Α ∈ A} ⇔ (x /∈

/∈ Α, για κάθε Α ∈ A)⇔ (x ∈ Αc, για κάθε Α ∈ A)⇔ x ∈ ⋂
Α∈A

Αc.
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(ii) ΄Εστω α ∈ Ω. Τότε α ∈
( ⋂

Α∈A
Α
)c
⇔ α /∈ ⋂

Α∈A
Α = {x ∈ Ω | x ∈ Α, για κάθε Α ∈ A} ⇔ (x /∈

/∈ Α, για κάποιο Α ∈ A)⇔ (x ∈ Αc, για κάποιο Α ∈ A)⇔ x ∈ ⋃
Α∈A

Αc. �

Προσέξτε ότι στα δεύτερα µέλη των σχέσεων (i) και (ii) δεν εµφανίζονται ενώσεις ή τοµές στοιχείων της
συλλογής A. Πρόκειται για ενώσεις ή τοµές στοιχείων µιας οικογένειας µε σύνολο δεικτών την A. Το ίδιο
συµβαίνει και στις ακόλουθες προτάσεις :

Πρόταση Αʹ.32. ΄Εστω A όπως παραπάνω και Β ⊆ Ω. Τότε ισχύουν τα εξής :

(i)

( ⋃
Α∈A

Α
)
∩ Β =

⋃
Α∈A

(Α ∩ Β) και

(ii)

( ⋂
Α∈A

Α
)
∪ Β =

⋂
Α∈A

(Α ∪ Β).

Απόδειξη: (i) x ∈
( ⋃

Α∈A
Α
)
∩ Β⇔ (x ∈ ⋃

Α∈A
Α και x ∈ Β)⇔ (x ∈ Α, για κάποιο Α ∈ A και x ∈ Β)⇔ (x ∈

∈ Α ∩ Β, για κάποιο Α ∈ A)⇔ x ∈ ⋃
Α∈A

(Α ∩ Β).

(ii) x ∈
( ⋂

Α∈A
Α
)
∪ Β ⇔ (x ∈ ⋂

Α∈A
Α ή x ∈ Β) ⇔ (x ∈ Α, για κάθε Α ∈ A ή x ∈ Β) ⇔ (x ∈ Α∪

∪Β, για κάθε Α ∈ A)⇔ x ∈ ⋂
Α∈A

(Α ∪ Β). �

Πρόταση Αʹ.33. (i) Αν A είναι µια συλλογή συνόλων, τότε ισχύουν οι σχέσεις :
( ⋃

Α∈A
Α
)
× Β =

⋃
Α∈A

(Α× Β)

και
( ⋂

Α∈A
Α
)
× Β =

⋂
Α∈A

(Α× Β).

(ii) Αν B είναι µια συλλογή συνόλων, τότε ισχύουν οι σχέσεις : Α×
( ⋃

Β∈B
Β
)

=
⋃

Β∈B
(Α×Β) και Α×

( ⋂
Β∈B

Β
)

=

=
⋂

Β∈B
(Α× Β).

Απόδειξη: (i) (α, β) ∈
( ⋃

Α∈A
Α
)
× Β⇔ (α ∈ ⋃

Α∈A
Α και β ∈ Β)⇔ (α ∈ Α, για κάποιο Α ∈ A και β ∈ Β)⇔

((α, β) ∈ ∈ Α× Β, για κάποιο Α ∈ A)⇔ (α, β) ∈ ⋃
Α∈A

(Α× Β).

Επίσης, (α, β) ∈
( ⋂

Α∈A
Α
)
×Β⇔ (α ∈ ⋂

Α∈A
Α και β ∈ Β)⇔ (α ∈ Α, για κάθε Α ∈ A και β ∈ Β)⇔ ((α, β) ∈

∈ Α× Β, για κάθε Α ∈ A)⇔ (α, β) ∈ ⋂
Α∈A

(Α× Β).

(ii) Παρόµοια µε την προηγούµενη. �

Ορισµός Αʹ.34. ΄Εστω σ = {Α×Α,Gσ} µια διµελής σχέση, όπου Α 6= ∅. Αυτή λέγεται µια διµελής σχέση
στο Α. Αντί (x, y) ∈ Gσ, ϑα γράφουµε xσy.
(i) Μια σχέση σ στο Α λέγεται αυτοπαθής ή ανακλαστική, αν και µόνον αν xσx, για κάθε x ∈ Α.
(ii) Μια σχέση σ στο Α λέγεται συµµετρική, αν και µόνον αν, για κάθε x, y ∈ Α ισχύει η ισοδυναµία:
xσy ⇔ yσx.
(iii) Μια σχέση σ στο Α λέγεται αντισυµµετρική, αν και µόνον αν, για κάθε x, y ∈ Α ισχύει η συνεπαγωγή:
(xσy και yσx)⇒ x = y.
(iv) Μια σχέση σ στο Α λέγεται µεταβατική, αν και µόνον αν, για κάθε x, y, z ∈ Α ισχύει η συνεπαγωγή:
(xσy και yσz)⇒ xσz.

Ορισµός Αʹ.35. ΄Εστω σ µια (διµελής) σχέση στο Α 6= ∅. Η σ λέγεται σχέση µερικής διάταξης ή µερική
διάταξη του Α και το Α µερικώς διατεταγµένο σύνολο, αν η σ είναι :
(i) Ανακλαστική, (ii) αντισυµµετρική και (iii) µεταβατική.
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Συνήθως αντί του σ χρησιµοποιούµε κάποιο από τα σύµβολα ≤,�,⊆,v,6,.,- κτλ. Μια µερική διάταξη
� λέγεται ολική ή γραµµική αν κάθε δύο στοιχεία του Α είναι συγκρίσιµα, δηλαδή, για κάθε x, y ∈ Α
έχουµε x � y ή y � x.

Παραδείγµατα: 1) ΄Εστω Ω ένα ϐασικό σύνολο και Α = P(Ω). Η σχέση ⊆ του «περιέχεσθαι» είναι µια
µερική διάταξη στο Α. Αν το Ω περιέχει δύο τουλάχιστον στοιχεία α και β, η σχέση αυτή δεν είναι γραµµική
διάταξη. (Γιατί τα σύνολα {α} και {β} δεν είναι συγκρίσιµα). Αν όµως Α = {∅, {0}, {0, 1}, {0, 1, 2}}, η
σχέση ⊆ είναι γραµµική στο Α.
2) Η σχέση ≤ είναι γραµµική διάταξη σε κάθε µη κενό υποσύνολο Α του R.
3) ΄Εστω Α το σύνολο των κύκλων του επιπέδου µε το ίδιο κέντρο Ο. Αν C1, C2 ∈ Α µπορούµε να γράψουµε
C1 � C2 αν και µόνον αν η ακτίνα του C1 είναι µικρότερη ή ίση της ακτίνας του C2. Η � είναι µια
γραµµική διάταξη στο Α.
4) ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί του R ή του C. Αν Χ είναι το σύνολο των διανυσµατικών υπόχωρων
του V, τότε η σχέση 6 µεταξύ των υπόχωρων είναι µια σχέση διάταξης στο Χ.

Ορισµός Αʹ.36. ΄Εστω σ µια (διµελής) σχέση στο Α 6= ∅. Η σ λέγεται σχέση ισοδυναµίας ή απλά ισοδυ-
ναµία στο Α, αν η σ είναι :
(i) Ανακλαστική, (ii) συµµετρική και (iii) µεταβατική.
Εδώ αντί του σ, χρησιµοποιούµε κάποιο από τα σύµβολα ∼,',≡ κτλ.

Παραδείγµατα: 1) Η ισότητα των στοιχείων ενός µη κενού συνόλου Α είναι σχέση ισοδυναµίας.
2) Στη Γεωµετρία έχουµε µάθει ότι δύο κύκλοι είναι ίσοι αν και µόνον αν έχουν ίσες ακτίνες. Επειδή δύο
τέτοιοι κύκλοι εν γένει ως σύνολα δεν ταυτίζονται, αφού ενδεχοµένως περιέχουν διαφορετικά σηµεία, είναι
προτιµότερο να ϑεωρούνται ισοδύναµοι. Η σχέση λοιπόν C1 ≡ C2 αν και µόνον αν οι κύκλοι C1 και C2

έχουν ίσες ακτίνες, είναι σχέση ισοδυναµίας.
3) Στο σύνολο των κύκλων του επιπέδου ορίζουµε τη σχέση ∼ µε C1 ∼ C2 αν και µόνον αν οι κύκλοι C1

και C2 είναι οµόκεντροι. Η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας.
4) ∆ύο ευθείες ε1, ε2 του επιπέδου (ή του χώρου) ϑα λέγονται ισοδύναµες αν και µόνον αν ταυτίζονται ή
είναι παράλληλες. Μπορούµε να γράφουµε ε1//ε2. Η σχέση // είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο των
ευθειών του χώρου.
5) Στο σύνολο R των πραγµατικών ορίζουµε την εξής σχέση: x ∼ y ⇔ x − y ∈ Q. Η ∼ είναι σχέση
ισοδυναµίας. Πράγµατι, x− x = 0 ∈ Q⇔ x ∼ x, για κάθε x ∈ R. (Ανακλαστική), x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q⇔
y − x = −(x − y) ∈ Q ⇔ y ∼ x (Συµµετρική) και αν x ∼ y και y ∼ z, τότε x − y ∈ Q και y − z ∈ Q και
συνεπώς x− z = (x− y) + (y − z) ∈ Q⇔ x ∼ z (Μεταβατική).
6) ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F και W 6 V. Ορίζουµε µια σχέση ∼ στο V ως εξής :
v ∼ u⇔ v−u ∈ W. Η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας στο V. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την προηγούµενη.
Σηµειώνουµε µάλιστα ότι το προηγούµενο παράδειγµα είναι ειδική περίπτωση αυτού του παραδείγµα-
τος, αφού το Q είναι µονοδιάστατος διανυσµατικός χώρος επί του εαυτού του και το R απειροδιάστατος
διανυσµατικός χώρος επί του Q, ο οποίος προφανώς περιέχει το Q.

Ορισµός Αʹ.37. ΄Εστω Χ ένα µη κενό σύνολο και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας σ΄ αυτό. Αν x ∈ Χ, τότε ορίζουµε
την κλάση ισοδυναµίας Cl(x) του x ως το σύνολο των στοιχείων του Χ, τα οποία είναι ισοδύναµα µε το x,
δηλαδή Cl(x) = {y ∈ X | y ∼ x}. Προφανώς x ∈ Cl(x), αφού x ∼ x.

Πρόταση Αʹ.38. ΄Εστω Χ ένα µη κενό σύνολο και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας σ΄ αυτό. Τα επόµενα είναι
ισοδύναµα:
(i) x ∼ y.
(ii) y ∈ Cl(x).
(iii) Cl(x) = Cl(y).
(iv) Cl(x) ∩ Cl(y) 6= ∅.
Απόδειξη: (i)⇔ (ii) ΄Αµεση, από τον ορισµό της κλάσης ισοδυναµίας.
(i) ⇔ (iii) ΄Εστω x ∼ y. ΄Εστω z ∈ Cl(x) ⇔ z ∼ x. Επειδή x ∼ y, λόγω της µεταβατικότητας της ∼,
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Παράρτηµα αʹ. Σύνολα και συναφείς έννοιες

z ∼ y ⇔ z ∈ Cl(y). ΄Αρα Cl(x) ⊆ Cl(y). Αντιστρόφως, έστω z ∈ Cl(y) ⇔ z ∼ y. Επειδή x ∼ y ⇔ y ∼ x,
λόγω της µεταβατικότητας της ∼, z ∼ x⇔ z ∈ Cl(x). ΄Αρα Cl(y) ⊆ Cl(x). Τελικώς Cl(y) = Cl(x).
Αντιστρόφως, αν Cl(y) = Cl(x), τότε y ∈ Cl(y) = Cl(x) και άρα y ∼ x.
(iii) ⇔ (iv) Εφόσον το Cl(x) = Cl(y) είναι µη κενό (x ∈ Cl(x)), Cl(y) = Cl(x) ∩ Cl(y) = Cl(x) 6= ∅.
Αντιστρόφως, έστω z ∈ Cl(x) ∩ Cl(y). Τότε z ∈ Cl(x) ⇔

(ii)⇔(iii)
Cl(z) = Cl(x). Οµοίως, z ∈ Cl(y) ⇔

(ii)⇔(iii)

Cl(z) = Cl(y). Τελικώς Cl(x) = Cl(y) = Cl(z). �

Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι µια σχέση ισοδυναµίας σ᾿ ένα (µη κενό) σύνολο σύνολο
Χ χωρίζει το σύνολο αυτό σε µη κενά και ξένα µεταξύ τους υποσύνολα, τις κλάσεις ισοδυναµίας. Κάθε
x ∈ X ανήκει σε µια µοναδική κλάση ισοδυναµίας. Κάθε στοιχείο x µιας κλάσης ισοδυναµίας λέγεται
αντιπρόσωπος της κλάσης αυτής. Ολόκληρη η κλάση αποτελείται ακριβώς από τα στοιχεία του Χ που
είναι ισοδύναµα µε το x. Λέµε ότι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας αποτελεί µια διαµέριση του Χ.

Ορισµός Αʹ.39. ΄Εστω X 6= ∅ και ∅ 6= A ⊆ P(X). Λέµε ότι το A αποτελεί µια διαµέριση του Χ, αν και
µόνον αν ισχύουν τα παρακάτω:
(i) ∅ /∈ A.
(ii) Για κάθε Α, Α′ ∈ A µε Α 6= Α′, ισχύει Α ∩ Α′ = ∅.
(iii)

⋃
Α∈A

Α = X.

Πρόταση Αʹ.40. ΄Εστω A µια διαµέριση ενός συνόλου Χ. Τότε η A ορίζει µια µοναδική σχέση ισοδυναµίας
∼ στο Χ, ως εξής : x ∼ y ⇔ υπάρχει Α ∈ A τέτοιο, ώστε x, y ∈ Α.
Απόδειξη: Η ανακλαστική και η συµµετρική ιδιότητα προκύπτουν άµεσα. ΄Οσον αφορά στη µεταβατική,
υποθέτουµε ότι x ∼ y και y ∼ z. Τότε υπάρχουν Α, Α′ ∈ A τέτοια, ώστε x, y ∈ Α και y, z ∈ Α′. Εφόσον
y ∈ Α∩Α′, η τοµή Α∩Α′ είναι µη κενή. Από τον ορισµό της διαµέρισης προκύπτει ότι Α = Α′. ΄Αρα x, z ∈ Α
και συνεπώς x ∼ z. �

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι σε ένα µη κενό σύνολο Χ, το πλήθος των σχέσεων ισοδυναµίας που
µπορούµε να ορίσουµε σ᾿ αυτό συµπίπτει µε το πλήθος των διαµερίσεων αυτού. Αν |X| = n > 0, ϑετικός
ακέραιος, το πλήθος αυτό ισούται µε τον λεγόµενο αριθµό Bell, Βn. Μερικές τιµές για τους αριθµούς Bell:
Β1 = 1,Β2 = 2,Β3 = 5,Β4 = 15,Β5 = 52, ...

100 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



Παράρτηµα Βʹ

Περί αλγεβρικών δοµών-σύντοµη επισκόπηση

Ορισµός Βʹ.1. ΄Εστω Α, Β και Γ µη κενά σύνολα. Μια πράξη µε σύνολο τιµών στο Γ είναι µια απεικόνι-
ση της µορφής ? : Α × Β → Γ. Στις πράξεις δεν γράφουµε ?(α, β) ή πιο σωστά ?((α, β)), αλλά α ? β. Αν
Α = Β = Γ, τότε η πράξη ? : Α× Α→ Α λέγεται εσωτερική πράξη του Α.

Πράξεις έχουµε συναντήσει αρκετές ϕορές στα µαθηµατικά. Οι συνήθεις πράξεις στα διάφορα αριθµο-
σύνολα, τα οποία έχουµε διδαχθεί από το δηµοτικό σχολείο ακόµα, αλλά και οι καινούργιες πράξεις, όπως
πρόσθεση-αφαίρεση διανυσµάτων, εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων, πρόσθεση και πολλαπλασιασµός πι-
νάκων, ενώσεις και τοµές συνόλων, σύνθεση συναρτήσεων είναι ήδη γνωστές. Για τις πράξεις χρησιµοποι-
ούµε διάφορα σύµβολα, µε συνηθέστερα τα +, ·, ?, ◦, �,4,⊕,� κτλ. Πολλές ϕορές όµως χρησιµοποιούµε
καταχρηστικά και για λόγους οικονοµίας το ίδιο σύµβολο αναφερόµενοι σε διαφορετικές πράξεις.
Για παράδειγµα, το σύµβολο + χρησιµοποιείται και για την πρόσθεση αριθµών, αλλά και διανυσµάτων, πι-
νάκων, συναρτήσεων κτλ. Επίσης, το ίδιο ισχύει και για το σύµβολο του πολλαπλασιασµού ·. Το τελευταίο
χρησιµοποιείται και για το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων. Το αποτέλεσµα της τελευταίας αυτής πράξης
δεν είναι διάνυσµα αλλά πραγµατικός αριθµός. ∆εν είναι ασυνήθιστο σε µια σχέση να χρησιµοποιείται το
ίδιο σύµβολο, µε διαφορετική σηµασία κάθε ϕορά. Ο προσεκτικός σπουδαστής των µαθηµατικών πρέπει
να αναγνωρίζει τη σηµασία του κάθε συµβόλου σε µια σχέση και να αποδίδει σε αυτό την πραγµατική του
έννοια, ενίοτε διαφορετική σε πολλές περιπτώσεις, χωρίς να δηµιουργείται σύγχυση. Αλλιώς, ϑα έπρεπε
να επινοήσουµε σωρεία διαφορετικών συµβόλων και τότε το µπέρδεµα ϑα ήταν µεγαλύτερο. Αποφεύγουµε
τον όρο «εξωτερική πράξη» στην περίπτωση µιας πράξης ? : Β × Α → Α γιατί, όπως στην περίπτωση των
διανυσµατικών χώρων, ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός µπορεί να είναι εσωτερική πράξη. Για παράδειγµα,
κάθε σώµα είναι διανυσµατικός χώρος επί του εαυτού του. Το σύµβολο · του πολλαπλασιασµού συνήθως
παραλείπεται.

Ορισµός Βʹ.2. ΄Εστω Α µη κενό σύνολο και ? : Α× Α→ Α µια εσωτερική πράξη στο Α.
(i) Αν α ? (β ? γ) = (α ? β) ? γ, για κάθε α, β, γ ∈ Α, τότε η πράξη ? λέγεται προσεταιριστική.
(ii) Αν α?β = β ?α, για κάθε α, β ∈ Α, τότε η πράξη ? λέγεται αντιµεταθετική ή απλούστερα µεταθετική.

Παραδείγµατα: 1) Οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού αριθµών (ακεραίων, ϱητών,
πραγµατικών) είναι προσεταιριστικές και µεταθετικές.
2) Στο σύνολο Rm×n των m× n πραγµατικών πινάκων η πρόσθεση είναι προσεταιριστική και µεταθετική.
3) Στο σύνολο Rn×n των n × n τετραγωνικών πραγµατικών πινάκων ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιρι-
στικός αλλά όχι µεταθετικός.
4) Αν Α = P(X) είναι το δυναµοσύνολο ενός συνόλου Χ, τότε σ᾿ αυτό οι πράξεις της ένωσης και της τοµής
των στοιχείων του (υποσυνόλων του Χ) είναι και προσεταιριστικές και µεταθετικές.
5) Η πράξη − της αφαίρεσης σε οποιοδήποτε σύνολο που έχουµε ήδη µάθει δεν είναι ούτε προσεταιριστική
ούτε µεταθετική.
6) Στο R ορίζουµε µια πράξη ◦ ως εξής : x ◦ y = x + y − xy, για κάθε x, y ∈ R. Παρατηρούµε ότι αν
x, y, z ∈ R, τότε x◦(y◦z) = x◦(y+z−yz) = x+(y+z−yz)−x(y+z−yz) = x+y+z−(xy+yz+zx)+xyz
και (x ◦ y) ◦ z = (x+ y − xy) ◦ z = (x+ y − xy) + z − (x+ y − xy)z = x+ y + z − (xy + yz + zx) + xyz.
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΄Αρα η πράξη ◦ είναι προσεταιριστική. Επίσης, αν x, y ∈ R, τότε x ◦ y = x + y − xy = y + x − yx = y ◦ x
και άρα η ◦ είναι και µεταθετική.
7) Αν Χ είναι ένα µη κενό σύνολο και Α είναι το σύνολο των συναρτήσεων της µορφής f : X → X, τότε η
συνήθης σύνθεση ◦ των συναρτήσεων στο Α είναι προσεταιριστική πράξη αλλά όχι (εν γένει) µεταθετική.

Ορισµός Βʹ.3. ΄Ενα Ϲεύγος (Α, ?), όπου ? εσωτερική πράξη του Α, λέγεται ηµιοµάδα αν η ? είναι προσε-
ταιριστική.

Ορισµός Βʹ.4. ΄Εστω Α µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε µια εσωτερική πράξη ?. ΄Ενα στοιχείο e ∈ Α λέγεται
ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη ? αν και µόνον αν e ? x = x ? e = x, για κάθε x ∈ Α.

Πρόταση Βʹ.5. Το ουδέτερο στοιχείο µιας εσωτερικής πράξης είναι µοναδικό.
Απόδειξη: ΄Εστω e και e′ δύο ουδέτερα στοιχεία µιας εσωτερικής πράξης ? του Α. Από τον ορισµό του e
προκύπτει (για x = e′) ότι e ? e′ = e′. Επίσης, από τον ορισµό του ουδέτερου στοιχείου e′ προκύπτει (για
x = e) ότι e ? e′ = e. Εποµένως e = e′ = e ? e′. �

Παραδείγµατα: 1) Στο σύνολο R των πραγµατικών και στα γνωστά υποσύνολά του N, Z, Q το µηδέν
(0) είναι το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα (1) το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο του
πολλαπλασιασµού.
2) Στο σύνολο Rm×n των m × n πινάκων ο µηδενικός πίνακας Om×n είναι το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο
της πρόσθεσης και στο σύνολο Rn×n των n × n τετραγωνικών πινάκων ο µοναδιαίος πίνακας In είναι το
µοναδικό ουδέτερο στοιχείο ως προς τον πολλαπλασιασµό.
3) Στο δυναµοσύνολο P(Ω) ενός ϐασικού συνόλου Ω, το ∅ είναι το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο της ένωσης
και το Ω το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο της τοµής.
4) Στο σύνολο Α όλων των συναρτήσεων της µορφής f : X → X, όπου X 6= ∅, η ταυτοτική συνάρτηση
1X : X→ X είναι το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων.

Ορισµός Βʹ.6. ΄Εστω Α µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε µια εσωτερική πράξη ?. Υποθέτουµε επίσης ότι
υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ Α ως προς την ?. Αν για κάποιο x ∈ Α υπάρχει στοιχείο x̂ ∈ Α τέτοιο, ώστε
x ? x̂ = x̂ ? x = e, τότε το x̂ λέγεται συµµετρικό του x ως προς την πράξη ?.

Πρόταση Βʹ.7. Σε µια ηµιοµάδα (Α, ?) µε ουδέτερο στοιχείο e, το συµµετρικό ενός στοιχείου είναι µοναδικό.
Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ Α και x̂, x̄ ∈ Α τέτοια, ώστε x ? x̂ = x̂ ? x = e και x ? x̄ = x̄ ? x = e. Παρατηρούµε ότι :
x̂ = x̂ ? e = x̂ ? (x ? x̄) = (x̂ ? x) ? x̄ = e ? x̄ = x̄. �

Ορισµός Βʹ.8. ΄Εστω G ένα µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε µια εσωτερική πράξη ?. Το Ϲεύγος (G, ?)
λέγεται οµάδα αν και µόνον αν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Το Ϲεύγος (G, ?) είναι ηµιοµάδα, δηλαδή για κάθε x, y, z ∈ G ισχύει η σχέση: x ? (y ? z) = (x ? y) ? z.
(ii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ως προς την πράξη ?, δηλαδή e ? x = x ? e = x, για κάθε x ∈ G.
(iii) Για κάθε x ∈ G υπάρχει συµµετρικό x̂, δηλαδή x ? x̂ = x̂ ? x = e.

Ορισµός Βʹ.9. Μια οµάδα (G, ?) λέγεται αντιµεταθετική ή αβελιανή1 αν η πράξη ? είναι µεταθετική.

Στα επόµενα, όταν είναι σαφής η εσωτερική πράξη, ϑα λέµε απλώς η οµάδα G αντί η οµάδα (G, ?).
Παραδείγµατα: 1) Τα σύνολα των ακεραίων, των ϱητών και των πραγµατικών είναι αβελιανές οµάδες ως
προς την πρόσθεση. Το συµµετρικό ενός στοιχείου x είναι το αντίθετό του −x. Το σύνολο των ϕυσικών δεν
είναι οµάδα ως προς την πρόσθεση, γιατί ο αντίθετος ενός ϕυσικού, πχ. του 1, δεν είναι πάντα ϕυσικός.
2) Τα σύνολα Q∗ = Q \ {0} και R∗ = R \ {0} είναι αβελιανές οµάδες. Το συµµετρικό ενός στοιχείου τους
είναι το αντίστροφό του. Το Z∗ = Z\{0} δεν είναι οµάδα ως προς τον πολλαπλασιασµό, γιατί ο αντίστροφος
ενός ακεραίου, διαφορετικού του ±1 δεν είναι ακέραιος.
3) ΄Εστω Χ ένα µη κενό σύνολο. Το σύνολο όλων των 1-1 και επί απεικονίσεων της µορφής f : X → X

1Προς τιµή του µεγάλου Νορβηγού µαθηµατικού Niels Henrik Abel (1802-1829)!

102 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



είναι οµάδα µε πράξη τη σύνθεση ◦ απεικονίσεων. Αυτές οι απεικονίσεις λέγονται µεταθέσεις του Χ. Το
συµµετρικό µιας απεικόνισης f : X→ X είναι η αντίστροφη αυτής f−1 : X→ X. Η οµάδα των µεταθέσεων
του Χ λέγεται η συµµετρική οµάδα του Χ και συµβολίζεται µε Sym(X) ή SΧ. Αν το Χ περιέχει ακριβώς
n ≥ 1 στοιχεία, για παράδειγµα όταν Χ= {1, 2, 3, . . . , n}, η SΧ συµβολίζεται µε Sn. Η Sn αποτελείται από
n! µεταθέσεις. Για n ≥ 3 η Sn δεν είναι αβελιανή.
4) ΄Εστω P(X) το δυναµοσύνολο ενός συνόλου Χ. Ορίζουµε στο P(X) την πράξη 4 της συµµετρικής διαφο-
ϱάς, ως εξής : Α4Β = (Α\Β)∪(Β\Α) = (Α∪Β)\(Α∩Β) = (Α∪Β)∩(Α∩Β)c. Τότε το Ϲεύγος (P(X),4) είναι
αβελιανή οµάδα. Προφανώς η πράξη 4 είναι µεταθετική. Θα αποδείξουµε ότι είναι και προσεταιριστική.
Γι᾿ αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα της πρότασης Α΄.16. Πράγµατι, έστω Α,Β, Γ ⊆ X.
Τότε Α4(Β4Γ) = (Α \ (Β4Γ)) ∪ ((Β4Γ) \ Α). Τώρα, Α \ (Β4Γ) = Α \ ((Β \ Γ) ∪ (Γ \ Β)) = (Α \ (Β \ Γ))∩
∩(Α\(Γ\Β)) = [(Α\Β)∪(Α∩Γ)]∩ [(Α\Γ)∪(Α∩Β)] = [(Α\Β)∩(Α\Γ)]∪ [(Α\Β)∩(Α∩Β)]∪ [(Α∩Γ)∩(Α\Γ)]∪
∪[(Α ∩ Γ) ∩ (Α ∩ Β)] = (Α \ (Β ∪ Γ)) ∪∅ ∪∅ ∪ (Α ∩ Β ∩ Γ) = (Α \ (Β ∪ Γ)) ∪ (Α ∩ Β ∩ Γ).
Επίσης, (Β4Γ) \ Α = [(Β \ Γ) ∪ (Γ \ Β)] \ Α = [(Β \ Γ) \ Α] ∪ [(Γ \ Β) \ Α] = (Β \ (Α ∪ Γ)) ∪ (Γ \ (Α ∪ Β)).
Εποµένως Α4(Β4Γ) = (Α\ (Β4Γ))∪ ((Β4Γ)\Α) = (Α\ (Β∪Γ))∪ (Β\ (Γ∪Α))∪ (Γ\ (Α∪Β))∪ (Α∩Β∩Γ).
Παρατηρούµε ότι η τελευταία παράσταση είναι συµµετρική ως προς Α, Β και Γ. ΄Αρα και το αποτέλεσµα
Γ4(Α4Β) ϑα είναι το ίδιο, δηλαδή Α4(Β4Γ) = Γ4(Α4Β) και λόγω της αντιµεταθετικότητας, το τελευταίο
ισούται µε (Α4Β)4Γ.

 

Χ

ΓΒ

Α

Γ

Β

Α

Σχήµα 6

Το ουδέτερο στοιχείο είναι το ∅ αφού, για κάθε Α ∈ P(X) έχουµε: Α4∅ = ∅4Α = (Α \ ∅) ∪ (∅ \ Α) =
= Α ∪∅ = Α.
Το συµµετρικό κάθε Α ∈ P(X) είναι ο εαυτός του. Πράγµατι, Α4Α = (Α \ Α) ∪ (Α \ Α) = ∅ ∪∅ = ∅.

5) Θεωρούµε τον πίνακα Α =

(
συν2π

n
−ηµ2π

n

ηµ2π

n
συν2π

n

)
, όπου n ≥ 2. Ο πίνακας αυτός παριστάνει στο

επίπεδο R2 µια στροφή f , κατά τη ϑετική ϕορά, κατά γωνία 2π

n
.

 

O

f(e1)

f(e2)
e2

e1

2/n

2/n

Σχήµα 7
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Μπορούµε να αποδείξουµε (µε επαγωγή-ϐλέπε επόµενο παράρτηµα) ότι Αk =

(
συν2kπ

n
−ηµ2kπ

n

ηµ2kπ

n
συν2kπ

n

)
,

για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Επίσης Αn = Ιn, ο ταυτοτικός πίνακας. Το σύνολο G = {Αk | k = 0, 1, 2, . . . , n−1}
αποτελεί οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό πινάκων. Το πλήθος των στοιχείων της, το οποίο ονοµάζεται
τάξη της οµάδας είναι n. Η οµάδα αυτή παράγεται από τον πίνακα Α, υπό την έννοια ότι αποτελείται
από δυνάµεις του Α. Μια τέτοια οµάδα λέγεται κυκλική τάξης n. Το ουδέτερο στοιχείο είναι ο ταυτοτικός
πίνακας Ιn και ο αντίστροφος του Αk είναι ο Αn−k.

Πρόταση Βʹ.10. ΄Εστω (G, ?) µια οµάδα. Τότε ισχύουν τα εξής :
(i) (Νόµοι της διαγραφής) Για κάθε α, β, γ ∈ G ισχύουν οι ακόλουθες ισοδυναµίες :

α) α ? β = α ? γ ⇔ β = γ και ϐ) β ? α = γ ? α⇔ β = γ.
(ii) Για κάθε α, β ∈ G οι εξισώσεις α ? x = β και y ? α = β έχουν µοναδική λύση.
Απόδειξη: ΄Εστω e το ουδέτερο στοιχείο της G και α̂ το συµµετρικό του α ως προς την πράξη ?.
(i) Οι συνεπαγωγές β = γ ⇒ α ? β = α ? γ και β = γ ⇒ β ? α = γ ? α είναι προφανείς. Θα αποδείξουµε
τις αντίστροφες συνεπαγωγές. ΄Εστω α ? β = α ? γ. Τότε α̂ ? (α ? β) = α̂ ? (α ? γ) ⇔

? προσεταιριστική
(α̂ ? α) ? β =

= (α̂ ? α) ? γ ⇔ e ? β = e ? γ ⇔ β = γ. Οµοίως, β ? α = γ ? α⇒ (β ? α) ? α̂ = (γ ? α) ? α̂⇔ β ? (α ? α̂) =
= γ ? (α ? α̂)⇔ β ? e = γ ? e⇔ β = γ.
(ii) Από τους νόµους της διαγραφής έχουµε: α ? x = β ⇔ α̂ ? (α ? x) = α̂ ? β ⇔ (α̂ ? α) ? x = α̂ ? β ⇔
⇔ e ? x = α̂ ? β ⇔ x = α̂ ? β. Οµοίως, y ? α = β ⇔ (y ? α) ? α̂ = β ? α̂ ⇔ y ? (α ? α̂) = β ? α̂ ⇔ y ? e =
= β ? α̂⇔ y = β ? α̂. �

Αν η οµάδα G είναι αβελιανή, τότε : 1) Αν η πράξη συµβολίζεται µε + και ϕυσικά ϑα λέγεται πρόσθε-
ση, τότε ορίζεται µια νέα πράξη, η οποία λέγεται αφαίρεση, ως εξής : x − y = x + (−y). 2) Αν η πράξη
συµβολίζεται µε · και ϕυσικά ϑα λέγεται πολλαπλασιασµός, τότε ορίζεται µια νέα πράξη, η οποία λέγεται
διαίρεση, ως εξής : x : y =

x

y
= xy−1. Η αφαίρεση και η διαίρεση είναι λοιπόν παράγωγες πράξεις, οι

οποίες ορίζονται σε µια αβελιανή οµάδα µέσω της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού αντίστοιχα.

Ορισµός Βʹ.11. ΄Εστω Α ένα µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε δύο πράξεις ? και ◦. Η πράξη ◦ λέγεται
αριστερά επιµεριστική ως προς την πράξη ? αν, για κάθε x, y, z ∈ Α ισχύει η σχέση: x ◦ (y ? z) =
= (x ◦ y) ? (x ◦ z). Ανάλογα, η πράξη ◦ λέγεται δεξιά επιµεριστική ως προς την πράξη ? αν, για κάθε
x, y, z ∈ Α ισχύει η σχέση: (y ? z) ◦ x = (y ◦ x) ? (z ◦ x). Αν η ◦ είναι και δεξιά και αριστερά επιµεριστική
ως προς την ?, τότε η ◦ λέγεται απλώς επιµεριστική ως προς την ?.

Παραδείγµατα: 1) Ο συνήθης πολλαπλασιασµός αριθµών (ϕυσικών, ακεραίων, ϱητών, πραγµατικών)
είναι επιµεριστικός ως προς την αντίστοιχη πρόσθεση.
2) Στο δυναµοσύνολο P(X) ενός συνόλου Χ η ένωση είναι επιµεριστική ως προς την τοµή, αλλά και η τοµή
είναι επιµεριστική ως προς την ένωση.
3) Στο σύνολο F των τετραγωνικών n× n πινάκων, όπου F µπορεί να είναι κάποιο από τα γνωστά αριθµο-
σύνολα Z,Q,R, ο πολλαπλασιασµός είναι επιµεριστικός ως προς την πρόσθεση.

Ορισµός Βʹ.12. Θεωρούµε ένα (µη κενό) σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο πράξεις + και ·. Την πράξη + ϑα
τη λέµε ως συνήθως πρόσθεση και την πράξη · πολλαπλασιασµό. Υποθέτουµε τα εξής :
α) Το Ϲεύγος (R,+) είναι αβελιανή οµάδα. ∆ηλαδή:

(i) x+ y = y + x, για κάθε x, y ∈ R.
(ii) x+ (y + z) = (x+ y) + z, για κάθε x, y, z ∈ R.
(iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το οποίο ως συνήθως συµβολίζεται µε 0, τέτοιο ώστε x+ 0 = x, για κάθε
x ∈ R. (Η σχέση 0 + x = x είναι περιττή, αφού η οµάδα (R,+) είναι αβελιανή).
(iv) Για κάθε x ∈ R υπάρχει (µοναδικό) στοιχείο −x τέτοιο, ώστε x + (−x) = 0. (Και εδώ, για τον ίδιο
λόγο, η σχέση (−x) + x = 0 είναι περιττή).
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ϐ) Το Ϲεύγος (R, ·) είναι ηµιοµάδα, δηλαδή ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός, δηλαδή
(v) x(yz) = (xy)z, για κάθε x, y, z ∈ R.

γ) Ο πολλαπλασιασµός είναι επιµεριστικός ως προς την πρόσθεση, δηλαδή
(vi) x(y + z) = xy + xz και (x+ y)z = xz + yz, για κάθε x, y, z ∈ R.

Τότε το σύνολο R ή ακριβέστερα η τριάδα (R,+, ·) λέγεται δακτύλιος.
Αν ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός, ήτοι xy = yx, για κάθε x, y ∈ R, τότε ο δακτύλιος R λέγεται
µεταθετικός δακτύλιος.
Αν ο πολλαπλασιασµός έχει ουδέτερο στοιχείο, το οποίο συµβολίζεται ως συνήθως µε 1, τότε ο δακτύλιος
λέγεται µοναδιαίος ή δακτύλιος µε µονάδα.
Τέλος, αν ο δακτύλιος είναι και µεταθετικός, αλλά και µοναδιαίος, τότε λέγεται µοναδιαίος µεταθετικός
δακτύλιος ή µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.

Παρατηρούµε ότι το µονοσύνολο {0} πληροί τα αξιώµατα ενός µεταθετικού δακτυλίου µε µονάδα. Ε-
δώ το 0 και το 1 ταυτίζονται ! Ο δακτύλιος αυτός λέγεται τετριµµένος δακτύλιος. Στα επόµενα, µε τον
όρο δακτύλιο ϑα εννοούµε έναν µη τετριµµένο δακτύλιο, δηλαδή να περιέχει δύο τουλάχιστον στοιχεία.
Παραδείγµατα: 1) Οι ακέραιοι, οι ϱητοί και οι πραγµατικοί αποτελούν (µε τις προφανείς πράξεις) µονα-
διαίους µεταθετικούς δακτυλίους.
2) Το σύνολο F των τετραγωνικών n × n πινάκων, όπου F µπορεί να είναι κάποιο από τα γνωστά αριθµο-
σύνολα Z,Q,R µε τις συνήθεις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού πινάκων είναι µοναδιαίος
δακτύλιος. ∆εν είναι όµως µεταθετικός. Για παράδειγµα, στο Z2×2 έχουµε

(
1 1
0 1

)(
1 0
1 1

)
=

(
2 1
1 1

)
, αλλά

(
1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 1
1 2

)
.

3) Αν Α είναι ένα µη κενό σύνολο και RΑ είναι το σύνολο των συναρτήσεων f : Α→ R, τότε το RΑ µε πράξεις
τις πράξεις + και ·, όπου (f+g)(x) = f(x)+g(x) και (fg)(x) = f(x)g(x), για κάθε x ∈ Α είναι µοναδιαίος
µεταθετικός δακτύλιος. Το µηδενικό στοιχείο είναι η συνάρτηση 0 : Α → R µε 0(x) = 0, για κάθε x ∈ Α
και µονάδα η συνάρτηση 1 : Α → R µε 1(x) = 1, για κάθε x ∈ Α. Χρησιµοποιήσαµε bold στοιχεία προς
αποφυγήν συγχύσεως. Μάλλον δεν ήταν αναγκαίο.
4) Οι δακτύλιοι δεν είναι κατ᾿ ανάγκην άπειρα σύνολα. Για παράδειγµα στο σύνολο {0, 1} ορίζουµε τις
πράξεις ⊕ (πρόσθεση) και · (πολλαπλασιασµός), όπως ϕαίνεται στους παρακάτω πίνακες :

⊕ 0 1

0 0 1
1 1 0

· 0 1

0 0 0
1 0 1

Το σύνολο {0, 1}, το οποίο ας συµβολίσουµε µε Z2, αποτελεί ως προς τις παραπάνω πράξεις έναν µετα-
ϑετικό δακτύλιο µε µονάδα. Βλέπετε, αποφύγαµε τη χρήση του συµβόλου + για την πρόσθεση, επειδή
κάποιος µπορεί να µπερδευτεί και να ϑεωρήσει ότι η σχέση 1 + 1 = 0 ισχύει στους ακεραίους αριθµούς !
Θα µπορούσαµε να κρατήσουµε για την πρόσθεση το σύµβολο + και να γράφαµε {〈0〉, 〈1〉} αντί {0, 1}. Τα
σύµβολα 〈0〉 και 〈1〉 εκφράζουν συγκεκριµένες έννοιες : Το 〈0〉 εκφράζει την κλάση των αρτίων ακεραίων
και το 〈1〉 την κλάση των περιττών. ΄Ετσι, οι πίνακες

+ 〈0〉 〈1〉
〈0〉 〈0〉 〈1〉
〈1〉 〈1〉 〈0〉

· 〈0〉 〈1〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉

εκφράζουν τους κανόνες : «άρτιος + άρτιος = άρτιος», «άρτιος + περιττός = περιττός», «περιττός + περιττός =
άρτιος» (1+1=0), «άρτιος · άρτιος = άρτιος», «άρτιος · περιττός = άρτιος» και «περιττός · περιττός = περιττός».
5) ΄Εστω Χ ένα µη κενό σύνολο. Τότε το P(X) περιέχει προφανώς δύο τουλάχιστον στοιχεία : το Χ και το
∅. Γνωρίζουµε ότι η (P(X),4) είναι αβελιανή οµάδα. (ϐλέπε παράδειγµα 4 µετά τον ορισµό της οµάδας).
Η 4 ϑα είναι η «πρόσθεσή» µας στο P(X). Το µηδενικό στοιχείο στο (P(X),4) είναι το ∅ και το αντίθετο

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 105



Παράρτηµα ϐʹ. Περί αλγεβρικών δοµών-σύντοµη επισκόπηση

ενός Α ∈ P(X) είναι το ίδιο το Α. Η τοµή ∩ ϑα είναι ο «πολλαπλασιασµός» µας. Γνωρίζουµε ότι η τοµή
είναι αντιµεταθετική και προσεταιριστική πράξη στο P(X). Θα αποδείξουµε ότι η τοµή είναι επιµεριστική
ως προς τη συµµετρική διαφορά 4. Παρατηρούµε ότι : (Α ∩ Β) \ (Α ∩ Γ) = (Α ∩ Β) ∩ (Α ∩ Γ)c = (Α ∩ Β)∩
∩(Αc∪ Γc) = (Α∩Β∩Αc)∪ (Α∩Β∩ Γc) = (Β∩∅)∪ (Α∩Β∩ Γc) = ∅∪ (Α∩Β∩ Γc) = Α∩Β∩ Γc. Παρόµοια
παίρνουµε: (Α∩ Γ) \ (Α∩Β) = Α∩ Γ∩Βc. Εποµένως Α∩ (Β4Γ) = Α∩ [(Β \ Γ)∪ (Γ \Β)] = Α∩ [(Β∩ Γc)∪
∪(Γ∩Βc)] = (Α∩Β∩Γc)∪(Α∩Γ∩Βc) = [(Α∩Β)\(Α∩Γ)]∪[(Α∩Γ)\(Α∩Β)] = (Α∩Β)4(Α∩Γ). Επειδή η τοµή
είναι µεταθετική πράξη στο P(X), ϑα έχουµε: (Α4Β)∩Γ = Γ∩(Α4Β) = (Γ∩Α)4(Γ∩Β) = (Α∩Γ)4(Β∩Γ).
΄Αρα η τοµή είναι επιµεριστική ως προς τη συµµετρική διαφορά. Η τριάδα λοιπόν (P(Χ),4,∩) είναι µετα-
ϑετικός δακτύλιος. Επιπλέον είναι µοναδιαίος µε µονάδα το Χ, αφού Α ∩ X = Α, για κάθε Α ∈ P(X).

Αν υποθέσουµε ότι το Χ είναι µονοσύνολο, ήτοι X = {x}, τότε P(X) = {∅,X}. Οι πίνακες της συµ-
µετρικής διαφοράς 4 και της τοµής ∩ είναι οι ακόλουθοι :

4 ∅ X
∅ ∅ X
X X ∅

∩ ∅ X
∅ ∅ ∅
X ∅ X

Προσέξτε την οµοιότητα µε τους πίνακες των πράξεων του προηγούµενου παραδείγµατος ! Σ᾿ αυτή την
περίπτωση λέµε ότι οι δακτύλιοι (Z2,+, ·) και (P(X),4,∩) είναι ισόµορφοι.

Πρόταση Βʹ.13. Σε κάθε δακτύλιο (R,+, ·) (µεταθετικό ή µη) ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) α · 0 = 0 · α = 0, για κάθε α ∈ R.
(ii) (−α)β = α(−β) = −αβ, για κάθε α, β ∈ R.
Απόδειξη: (i) α · 0 = α · (0 + 0) = α · 0 + α · 0, δηλαδή α · 0 = α · 0 + α · 0 ⇒ α · 0 + (−(α · 0)) =
= (α · 0 + α · 0) + (−(α · 0))⇔ 0 = α · 0 + (α · 0 + (−(α · 0)))⇔ 0 = α · 0 + 0 = α · 0.
Ανάλογα έχουµε: 0 ·a = (0+0) ·a = 0 ·a+0 ·a⇒ 0 ·a−0 ·a = (0 ·a+0 ·a)−0 ·a⇔ 0 = 0 ·a+(0 ·a−0 ·a)⇔
⇔ 0 = 0 · a+ 0 = 0 · a.
(ii) (−α)β+αβ = (−α+α)β = 0 ·β = 0. Εποµένως (−α)β = −αβ. Ανάλογα, α(−β)+αβ = α(−β+β) =
= α · 0 = 0. ΄Αρα α(−β) = −αβ. �

Ορισµός Βʹ.14. ΄Εστω (R,+, ·) ένας µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. Ο R λέγεται ακέραια περιοχή αν
από κάθε σχέση της µορφής αβ = 0, όπου α, β ∈ R, προκύπτει ότι α = 0 ή β = 0.

Παραδείγµατα: 1) Οι δακτύλιοι των ακεραίων, ϱητών, πραγµατικών είναι προφανώς ακέραιες περιο-
χές.
2) Ο δακτύλιος (Z2,+, ·) που ορίστηκε παραπάνω είναι ακέραια περιοχή, όπως µπορεί κανείς να διαπι-
στώσει µε ευκολία, ελέγχοντας τον πίνακα του πολλαπλασιασµού. Το ίδιο προφανώς ισχύει και για τον
δακτύλιο (P(X),4,∩), όταν το Χ είναι µονοσύνολο. Αν όµως το Χ περιέχει δύο τουλάχιστον στοιχεία, τότε
ο (P(X),4,∩) δεν είναι ακέραια περιοχή. Πράγµατι, αν α, β ∈ X µε α 6= β, τότε {α} ∩ {β} = ∅, ενώ
{α} 6= ∅ και {β} 6= ∅.
3) ΄Εστω C([0, 1]) το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων f : [0, 1] → R. Το C([0, 1]) είναι ένας µεταθετικός
δακτύλιος µε τις προφανείς πράξεις : f + g : [0, 1]→ R και fg : [0, 1]→ R, όπου (f + g)(x) = f(x) + g(x)
και (fg)(x) = f(x)g(x), για κάθε x ∈ [0, 1]. Μηδενικό στοιχείο είναι η συνάρτηση 0 : [0, 1] → R µε
0(x) = 0, για κάθε x ∈ [0, 1] και µοναδιαίο στοιχείο η συνάρτηση 1 : [0, 1] → R µε 1(x) = 1, για κάθε
x ∈ [0, 1]. Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις f, g ∈ C([0, 1]) µε

f(x) =





0, αν 0 ≤ x <
1

2(
x− 1

2

)2

, αν 1

2
≤ x ≤ 1

και g(x) =





(
x− 1

2

)2

, αν 0 ≤ x <
1

2

0, αν 1

2
≤ x ≤ 1

Μάλιστα, οι συναρτήσεις αυτές είναι παραγωγίσιµες. Προφανώς f, g 6= 0, αλλά fg = 0. Εποµένως το
C([0, 1]) δεν είναι ακέραια περιοχή. Οι γραφικές παραστάσεις των f και g είναι οι ακόλουθες :
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y=f(x)

O

(1, 1)

11/2

1

1/4 y=g(x)

O

(1, 1)

11/2

1

1/4

Σχήµα 8

Ορισµός Βʹ.15. ΄Εστω (R,+, ·) ένας µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. ΄Εστω R∗ = R \ {0} το σύνολο των
µη µηδενικών στοιχείων του. Προφανώς 1 ∈ R∗. Αν το R∗ εφοδιασµένο µε την πράξη · του πολλαπλασια-
σµού είναι (αβελιανή) οµάδα, τότε ο δακτύλιος (R,+, ·) λέγεται σώµα.

Με άλλα λόγια, ένας µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος είναι σώµα αν και µόνον αν κάθε µη µηδενικό
στοιχείο του έχει αντίστροφο. Το αντίστροφο ενός α ∈ R∗ συµβολίζεται ως συνήθως µε α−1. Αναφέρουµε
αναλυτικά τις ιδιότητες του σώµατος :

(i) x+ y = y + x, για κάθε x, y ∈ R.
(ii) x+ (y + z) = (x+ y) + z, για κάθε x, y, z ∈ R.
(iii) Υπάρχει προσθετικό ουδέτερο στοιχείο, το οποίο ως συνήθως συµβολίζεται µε 0, τέτοιο ώστε x+0 = x,
για κάθε x ∈ R.
(iv) Για κάθε x ∈ R υπάρχει (µοναδικό) στοιχείο −x τέτοιο, ώστε x+ (−x) = 0.
(v) x(yz) = (xy)z, για κάθε x, y, z ∈ R.
(vi) xy = yx, για κάθε x, y ∈ R.
(vii) x(y + z) = xy + xz, για κάθε x, y, z ∈ R.
(viii) Υπάρχει πολλαπλασιαστικό ουδέτερο στοιχείο, το οποίο ως συνήθως συµβολίζεται µε 1, τέτοιο ώστε
x · 1 = x, για κάθε x ∈ R.
(ix) Για κάθε x ∈ R∗ = R \ {0} υπάρχει (µοναδικό) στοιχείο x−1 τέτοιο, ώστε x · x−1 = 1.

Πρόταση Βʹ.16. Κάθε σώµα είναι ακέραια περιοχή. Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει.
Απόδειξη: ΄Εστω (R,+, ·) σώµα και α, β ∈ R τέτοια, ώστε αβ = 0. Αν α 6= 0, τότε υπάρχει το αντίστροφο
α−1 του α µε αα−1 = α−1α = 1. Εποµένως αβ = 0 ⇒ α−1(αβ) = α−1 · 0 = 0 ⇒ (α−1α)β = 0 ⇔ 1 · β =
= 0⇔ β = 0. Παρόµοια προκύπτει ότι αν β 6= 0, τότε α = 0. Μια ακέραια περιοχή δεν είναι όµως απαρα-
ίτητα σώµα. Για παράδειγµα, το σύνολο Z των ακεραίων δεν είναι σώµα γιατί κάθε ακέραιος διάφορος του
±1 δεν αντιστρέφεται στο Z. �

Παραδείγµατα: 1) Τα σύνολα των ϱητών και των πραγµατικών αριθµών µε τις συνηθισµένες πράξεις
της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού είναι σώµατα. Τίθεται το ερώτηµα: Υπάρχει κάποιο σώµα α-
νάµεσα στους ϱητούς και τους πραγµατικούς ; Η απάντηση είναι καταφατική, όπως προκύπτει από το
επόµενο παράδειγµα.
2) Γνωρίζουµε ότι ο αριθµός

√
2 είναι άρρητος. Θεωρούµε το σύνολο Q[

√
2] = {α + β

√
2 | α, β ∈ Q}.

Παρατηρούµε ότι Q ( Q[
√

2] ( R. Παρατηρούµε επίσης ότι αν α + β
√

2 = 0, τότε α = β = 0. Πράγµατι,
έστω α+β

√
2 = 0⇔ β

√
2 = −α. Αν β 6= 0, τότε

√
2 = −α

β
∈ Q, άτοπο. ΄Αρα β = 0 και συνεπώς και α = 0.

Επίσης, αν α1, α2, β1, β2 ∈ Q, τότε (α1 + β1
√

2) ± (α2 + β2
√

2) = (α1 ± α2) + (β1 ± β2)
√

2 ∈ Q[
√

2] και
(α1 +β1

√
2)(α2 +β2

√
2) = (α1α2 + 2β1β2) + (α1β2 +α2β1)

√
2 ∈ Q[

√
2]. Το 0 = 0 + 0

√
2 και το 1 = 1 + 0

√
2

είναι τα ουδέτερα στοιχεία της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού αντίστοιχα. ΄Αρα το Q[
√

2] είναι
ένας µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος (και προφανώς ακέραια περιοχή, αφού Q[

√
2] ( R). Αν τώρα

α + β
√

2 6= 0, όπου α, β ∈ Q, δηλαδή κάποιο από τα α, β δεν είναι µηδέν, τότε και ο αριθµός α − β
√

2

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 107



Παράρτηµα ϐʹ. Περί αλγεβρικών δοµών-σύντοµη επισκόπηση

δεν είναι µηδέν. Εποµένως (α + β
√

2)(α − β
√

2) = α2 − 2β2 6= 0. Προφανώς α

α2 − 2β2
− β

α2 − 2β2

√
2 ∈

Q[
√

2]. Αλλά (α + β
√

2)

(
α

α2 − 2β2
− β

α2 − 2β2

√
2

)
= (α + β

√
2)

α− β
√

2

(α + β
√

2)(α− β
√

2)
= 1, δηλαδή

(α + β
√

2)−1 =
α

α− 2β2
− β

α2 − 2β2

√
2 ∈ Q[

√
2].

Γενικά, υπάρχουν άπειρα σώµατα µεταξύ του Q και του R. ΄Οπως προκύπτει από τη ϑεωρία αριθµών,
αν n είναι ϑετικός ακέραιος, ο οποίος δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, τότε

√
n /∈ Q. Με παρόµοιες

µεθόδους προκύπτει ότι το σύνολο Q[
√
n] = {α + β

√
n | α, β ∈ Q} είναι σώµα που περιέχεται γνήσια στο

R και περιέχει γνήσια το Q.
3) Εύκολα µπορεί να ελέγξει κανείς ότι το Z2 = {〈0〉, 〈1〉} µε τις πράξεις + και · που περιγράψαµε στους
αντίστοιχους πίνακες, είναι σώµα. Γνωρίζουµε ήδη ότι είναι ακέραια περιοχή. Αυτό δεν είναι τυχαίο, όπως
αποδεικνύεται στην επόµενη πρόταση:

Πρόταση Βʹ.17. Κάθε πεπερασµένη ακέραια περιοχή R είναι σώµα.
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι R = {α1, α2, . . . , αn}, όπου n ϑετικός ακέραιος. ΄Εστω α = αi ∈ R, για κάποιο
i ∈ {1, 2, . . . , n} µε α 6= 0. Ορίζουµε την απεικόνιση Τα : R→ R µε Τα(αj) = ααj, για κάθε j = 1, 2, . . . , n.
Παρατηρούµε ότι αν Τα(αi) = Τα(αk), τότε ααj = ααk ⇔ α(αj−αk) = 0. Επειδή ο R είναι ακέραια περιοχή
και α 6= 0, ϑα πρέπει αj − αk = 0 ⇔ αj = αk, ήτοι j = k. Εποµένως η απεικόνιση Τα : R → R είναι 1-1
και επειδή το R είναι πεπερασµένο, ϑα είναι και επί. Συνεπώς, αν 1 = αt, για κάποιο t ∈ {1, 2, . . . , n}, ϑα
υπάρχει κάποιο αj τέτοιο, ώστε Τα(αj) = αt = 1, δηλαδή ααj = 1. Εποµένως αj = α−1. �
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Παράρτηµα Γʹ

Τὸ σύνολο Z τῶν ἀκεραίων ὡς ὑποσύνολο τοῦ συνόλου R τῶν
πραγµατικῶν ἀριθµῶν καὶ ἡ µαθηµατικὴ ἐπαγωγὴ

Γʹ.1 «᾿Ολίγα τινὰ» περὶ τῶν ἀκεραίων καὶ ἡ µαθηµατικὴ ἐπαγωγὴ

Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο ορίζουµε το σύνολο Z των ακεραίων ως υποσύνολο του R, δεχόµενοι τα
ϐασικά αξιώµατα των πραγµατικών αριθµών, όπως αυτά έχουν διδαχθεί στο µάθηµα του Απειροστικού
Λογισµού. Μια άλλη προσέγγιση ϑα ήταν να ορίσουµε τους ακεραίους και στη συνέχεια τους ϱητούς και
τους πραγµατικούς, ξεκινώντας από το σύνολο N των ϕυσικών αριθµών και χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα
του Peano. Αυτή η τελευταία προσέγγιση είναι και η πιο ϕυσιολογική. Επειδή όµως συνηθίζεται στα
µαθήµατα του Απειροστικού Λογισµού να ορίζονται πρώτα οι πραγµατικοί αριθµοί, ως ένα γραµµικά
διατεγµένο σώµα, το οποίο πληροί το αξίωµα της συνέχειας και επίσης για λόγους εξοικονόµησης χρόνου,
ϑα ακολουθήσουµε την πρώτη προσέγγιση.
Υπενθυµίζουµε ότι αν A ⊆ P(Ω) είναι µια συλλογή (σύνολο) υποσυνόλων ενός ϐασικού συνόλου Ω, τότε µε⋂
Α∈A

Α συµβολίζουµε την τοµή όλων των συνόλων της συλλογής A.

Ορισµός Γʹ.1. ΄Εστω A ⊆ P(R) το σύνολο όλων των υποσυνόλων Α του R µε τις εξής ιδιότητες :
(i) 0 ∈ Α και (ii) Για κάθε n ∈ Α, ο αριθµός n+ 1 ανήκει επίσης στο Α.

Θέτουµε N =
⋂

Α∈A
Α. Το σύνολο N ονοµάζεται σύνολο των ϕυσικών αριθµών.

Παρατηρούµε ότι [0,+∞) ∈ A και εποµένως η συλλογή A είναι µη κενή. Επιπροσθέτως, 0 ∈ Α, αλ-
λά και 1 = 0 + 1 ∈ Α, για κάθε Α ∈ A. Εποµένως 0, 1 ∈ N =

⋂
Α∈A

Α, ήτοι το N είναι µη κενό. Επειδή δε

[0,+∞) ∈ A, έχουµε N =
⋂

Α∈A
Α ⊆ [0,+∞), ήτοι n ≥ 0, για κάθε n ∈ N. Από τον ορισµό του N προκύπτει

η επόµενη πρόταση:

Πρόταση Γʹ.2. (Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής) ΄Εστω N′ ⊆ N µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
(i) 0 ∈ N′ και (ii) n+ 1 ∈ N′, για κάθε n ∈ N′.

Τότε N′ = N.
Απόδειξη: Από τον ορισµό της συλλογής A προκύπτει ότι N′ ∈ A. Εποµένως N′ ⊇ ⋂

Α∈A
Α = N. Επειδή δε

N′ ⊆ N, έπεται ότι N′ = N. �

Ο αριθµός n + 1 λέγεται επόµενος του n και ο αριθµός n − 1 λέγεται προηγούµενος του n. Από
τον ορισµό του N προκύπτει ότι ο επόµενος ενός ϕυσικού αριθµού είναι ϕυσικός.

Πρόταση Γʹ.3. Αν n > 0 είναι ϕυσικός αριθµός, τότε και ο προηγούµενός του n−1 είναι ϕυσικός αριθµός.
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι η πρόταση δεν είναι αληθής. Τότε υπάρχει n0 ∈ N, µε n0 > 0 τέτοιος, ώστε
n0 − 1 /∈ N. Θεωρούµε το σύνολο N′ = N \ {n0}. Παρατηρούµε ότι 0 ∈ N′, εφόσον n0 > 0.
΄Εστω τώρα n ∈ N′ ⊆ N. Αν n + 1 = n0, τότε n = n0 − 1 /∈ N, σύµφωνα µε την υπόθεση. Αυτό όµως είναι
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άτοπο γιατί n ∈ N. ΄Αρα n + 1 6= n0, δηλαδή n + 1 ∈ N \ {n0} = N′. Με ϐάση την προηγούµενη πρόταση
παίρνουµε N′ = N \ {n0} = N, που σηµαίνει ότι n0 /∈ N, άτοπο. �

Πρόταση Γʹ.4. Ανάµεσα σε δύο διαδοχικούς ϕυσικούς δεν υπάρχει ϕυσικός, δηλαδή αν n ∈ N, τότε δεν
υπάρχει k ∈ N µε n < k < n+ 1.
Απόδειξη: ΄Εστω N′ = {n ∈ N| @ k ∈ N µε n < k < n + 1}. Παρατηρούµε ότι 0 ∈ N′ γιατί, αν 0 < k < 1
για κάποιο k ∈ N, τότε µε ϐάση την προηγούµενη πρόταση, εφόσον 0 < k, ο προηγούµενος k − 1 του k
ανήκει στο N. Αλλά k − 1 < 0, άτοπο γιατί N ⊆ [0,+∞).
Υποθέτουµε ότι n ∈ N′. Αν n+1 /∈ N′, τότε ϑα υπήρχε k ∈ N µε n+1 < k < n+2. Εφόσον 0 ≤ n < n+1 < k,
ο k− 1 ανήκει στο N και µάλιστα n < k− 1 < n+ 1, δηλαδή n /∈ N′, άτοπο. ΄Αρα n+ 1 ∈ N′ και εποµένως
N′ = N. �

Πρόταση Γʹ.5. Το σύνολο των ϕυσικών είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό,
δηλαδή αν m,n ∈ N, τότε m+ n,mn ∈ N.
Απόδειξη: ΄Εστω m ∈ N. ΄Οπως προηγουµένως, ϑέτουµε N′ = {n ∈ N| m+ n ∈ N}. Εφόσον m+ 0 = m ∈
∈ N, έχουµε 0 ∈ N′. ΄Εστω n ∈ N′, ήτοι m + n ∈ N. Τότε m + (n + 1) = (m + n) + 1 ∈ N, ως ο επόµενος
του ϕυσικού αριθµού m+ n. Εποµένως n+ 1 ∈ N′. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι N′ = N και κατά συνέπεια,
εφόσον ο m είναι τυχόν ϕυσικός, m+ n ∈ N, για κάθε m,n ∈ N.
Για τον πολλαπλασιασµό εφαρµόζουµε την ίδια µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής. ΄Εστωm ∈ N. Θεωρού-
µε το σύνολο N′′ = {n ∈ N| mn ∈ N}. ΄Εχουµε m · 0 = 0 ∈ N και συνεπώς 0 ∈ N′′. ΄Εστω τώρα ότι n ∈ N′′,
δηλαδή mn ∈ N. Τότε m(n + 1) = mn + m. Από υπόθεση mn ∈ N. Επίσης δείξαµε προηγουµένως ότι
το N είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση. ΄Αρα m(n + 1) = mn + m ∈ N. Συνεπώς και n + 1 ∈ N′′.
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι N′′ = N και τελειώσαµε. �

Πρόταση Γʹ.6. ΄Εστω m,n ∈ N µε m ≤ n. Τότε n−m ∈ N. Ιδιαιτέρως, αν m < n, τότε n−m ≥ 1.
Απόδειξη: ΄Εστω N′ = {n ∈ N| µε n−m ∈ N ∀ m ∈ N µε m ≤ n}. Το µηδέν είναι προφανώς το ελάχιστο
στοιχείο του N και άρα, αν m ∈ N µε m ≤ 0, τότε m = 0, οπότε 0−m = 0− 0 = 0 ∈ N. ΄Αρα 0 ∈ N′.
΄Εστω τώρα n ∈ N′, δηλαδή n−m ∈ N, για κάθε m ∈ N µε m ≤ n. Θεωρούµε τώρα τον ϕυσικό n + 1 και
m ∈ N µε m ≤ n + 1. Αν m = n + 1, τότε n + 1 −m = n + 1 − (n + 1)0 ∈ N. ΄Εστω m < n + 1. Επειδή,
όπως αποδείξαµε προηγουµένως, δεν υπάρχει ϕυσικός στο διάστηµα (n, n + 1), ϑα πρέπει m ≤ n. Από
την υπόθεση για τον n προκύπτει ότι ο αριθµός k = n −m είναι ϕυσικός. ΄Αρα n + 1 −m = k + 1 ∈ N.
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι n + 1 ∈ N. Τελικώς, N′ = N. ΄Αρα n −m ∈ N, για κάθε m,n ∈ N µε m ≤ n.
Ιδιαιτέρως, αν m < n, τότε επειδή δεν υπάρχει ϑετικός ϕυσικός στο διάστηµα (0, 1), ϑα πρέπει n−m ≥ 1
και η απόδειξη ϑεωρείται πλήρης. �

Ορισµός Γʹ.7. Θέτουµε Z+ = {1, 2, 3 . . .} = {n ∈ N| n > 0} για το σύνολο των ϑετικών ϕυσικών αριθµών.
Τα στοιχεία του Z+ ονοµάζονται ϑετικοί ακέραιοι. Επίσης ϑέτουµε Z− = −Z+ = {. . . ,−3,−2,−1}. Τα
στοιχεία του Z− ονοµάζονται αρνητικοί ακέραιοι. Το σύνολο Z = Z− ∪{0}∪Z+ ονοµάζεται σύνολο των
ακεραίων αριθµών και τα στοιχεία του ακέραιοι αριθµοί.

Πρόταση Γʹ.8. Το σύνολο Z είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση, τον πολλαπλασιασµό και την αφαίρεση.

Απόδειξη: Κατ᾿ αρχάς παρατηρούµε ότι για κάθε ακέραιο n ισχύει : |n| =

{
n, αν n ≥ 0

−n, αν n < 0
, δηλαδή

|n| = n⇔ n ∈ N και αν n ∈ Z−, τότε |n| = −n ∈ Z+ ⊆ N.
΄Εστω τώρα m,n ∈ Z. ΄Οσον αφορά το άθροισµα m+ n, διακρίνουµε περιπτώσεις :
(i) Κάποιος από τους m,n είναι µηδέν. Τότε το άθροισµά τους ϑα είναι m ∈ Z ή n ∈ Z.
(ii) m,n ∈ N, δηλαδή και οι δύο µη αρνητικοί ακέραιοι. Επειδή το N είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση,
ϑα έχουµε m+ n ∈ N ⊆ Z.
(iii) m,n ∈ Z−. Τότε −m,−n ∈ Z+ και εποµένως −(m + n) = (−m) + (−n) ∈ Z+. ΄Αρα m + n ∈ −Z+ =
= Z− ⊆ Z.
(iv) Ο ένας είναι αρνητικός και ο άλλος ϑετικός. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε
ότι m ∈ Z− και n ∈ Z+. Τότε k := |m| = −m ∈ Z+ ⊆ N, ήτοι m = −k. Αν k ≤ n, τότε από
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την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι n + m = n − k ∈ N ⊆ Z. Αν k > n, τότε πάλι από την
προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι k − n ∈ N και επειδή k − n > 0, έχουµε k − n ∈ Z+. ΄Αρα
m+ n = −k + n = −(k − n) ∈ −Z+ = Z− ⊆ Z.
Για τον πολλαπλασιασµό διακρίνουµε πάλι περιπτώσεις :
(i)′ Κάποιος από τους δύο είναι µηδέν. Τότε το γινόµενό τους είναι 0 ∈ Z.
(ii)′ m,n ∈ N. Τότε και mn ∈ N ⊆ Z.
(iii)′ m,n ∈ Z−. Τότε −m,−n ∈ Z+. ΄Αρα mn = (−m)(−n) ∈ Z+ ⊆ Z.
(iv)′ Ο ένας είναι αρνητικός και ο άλλος ϑετικός. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι m ∈ Z−
και n ∈ Z+. Τότε −m ∈ Z+ και άρα −(mn) = (−m)n ∈ Z+. Εποµένως mn ∈ −Z+ = Z− ⊆ Z.
Τώρα, όσον αφορά την αφαίρεση, έστω m,n ∈ Z. Επειδή −1 ∈ Z και λόγω της κλειστότητας του Z ως προς
τον πολλαπλασιασµό, έχουµε −m = (−1)m ∈ Z. Λόγω δε της κλειστότητας του Z ως προς την πρόσθεση,
n−m = n+ (−m) ∈ Z. �

Πόρισµα Γʹ.9. Το σύνολο Z εφοδιασµένο µε τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού που
κληρονοµεί από το σύνολο των πραγµατικών R είναι ακέραια περιοχή. �

Ορισµός Γʹ.10. ∆ύο ή περισσότεροι ακέραιοι της µορφής m,m+ 1,m+ 2, . . . λέγονται διαδοχικοί.

Πόρισµα Γʹ.11. (i) ∆εν υπάρχει ακέραιος µεταξύ δύο διαδοχικών ακεραίων.
(ii) ΄Εστω m,n ∈ Z µε m ≤ n. Τότε n−m ∈ N. Ιδιαιτέρως, αν m < n, τότε n−m ≥ 1, δηλαδή n−m ∈ Z+.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω n, k ∈ Z µε n < k < n + 1. Τότε 0 < k − n < 1, δηλαδή το k − n είναι ϑετικός
ακέραιος, άρα ϑετικός ϕυσικός που ανήκει στο διάστηµα (0, 1). Αυτό όµως αντιβαίνει στην πρόταση Γ΄.4.
(ii) Ο ακέραιος n − m είναι µη αρνητικός, άρα ϕυσικός. Επίσης, αν m < n, τότε ο n − m είναι ϑετικός
ϕυσικός και άρα, µε ϐάση την πρόταση Γ΄.4 δεν ανήκει στο διάστηµα (0, 1). ΄Αρα, είναι µεγαλύτερος ή ίσος
του 1. �

Πρόταση Γʹ.12. Το σύνολο Z δεν είναι ούτε άνω ούτε κάτω ϕραγµένο στο R.
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι το Z είναι άνω ϕραγµένο και s = supZ. Τότε το s − 1

2
δεν είναι άνω ϕράγµα

του Z. ΄Αρα υπάρχει m ∈ Z τέτοιος, ώστε s− 1

2
< m. Αλλά, τότε s < s +

1

2
< m + 1 ∈ Z, άτοπο γιατί το s

είναι άνω ϕράγµα του Z.
Οµοίως, αν το Z είναι κάτω ϕραγµένο και t = inf Z, τότε το t +

1

2
δεν είναι κάτω ϕράγµα του Z. ΄Αρα

υπάρχει m ∈ Z τέτοιο, ώστε m < t+
1

2
. Συνεπώς m− 1 < t− 1

2
< t και m− 1 ∈ Z, άτοπο. �

Πόρισµα Γʹ.13. Κάθε µη κενό και κάτω ϕραγµένο υποσύνολο Α του Z έχει ελάχιστο στοιχείο. Οµοίως,
κάθε µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο Β του Z έχει µέγιστο στοιχείο.
Απόδειξη: ΄Εστω ∅ 6= Α ⊆ Z, µε Α κάτω ϕραγµένο. ΄Εστω t = inf Α. Τότε υπάρχει m ∈ Α µε m < t +

1

2
.

Αν το m δεν ήταν το ελάχιστο στοιχείο του Α, ϑα υπήρχε m′ ∈ Α µε m′ < m. Συνεπώς t ≤ m′ < m < t+
1

2

και κατά συνέπεια m−m′ < 1

2
. Αυτό όµως αντιβαίνει στο πόρισµα Γ΄.11(ii).

Οµοίως, έστω ∅ 6= Α ⊆ Z, µε Α άνω ϕραγµένο. ΄Εστω s = supΑ. Τότε υπάρχει m ∈ Α, µε m > s− 1

2
. Αν το

m δεν ήταν το µέγιστο στοιχείο του Α, ϑα υπήρχε m′ ∈ Α µε s− 1

2
< m < m′ ≤ s. Συνεπώς m′ −m <

1

2
,

που και αυτό αντιβαίνει στο πόρισµα Γ΄.11(ii). �

Ορισµός Γʹ.14. ΄Εστω x ∈ R. Εφόσον το Z δεν είναι ούτε κάτω και ούτε άνω ϕραγµένο, τα σύνολα
Z≤x = {n ∈ Z| n ≤ x} και Z≥x = {n ∈ Z| n ≥ x} είναι µη κενά. Το Z≤x είναι άνω ϕραγµένο από το
x, άρα έχει µέγιστο στοιχείο. Το στοιχείο αυτό συµβολίζεται µε bxc και ονοµάζεται ακέραιο µέρος του
x. Επίσης, το Z≥x είναι κάτω ϕραγµένο από το x και συνεπώς έχει ελάχιστο στοιχείο. Το στοιχείο αυτό
συµβολίζεται µε dxe και ονοµάζεται ακέραια οροφή του x.
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Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει το επόµενο πόρισµα:

Πόρισµα Γʹ.15. ΄Εστω x ∈ R. Τότε ισχύουν οι σχέσεις : (i) bxc ≤ x < bxc+ 1 και (ii) dxe − 1 < x ≤ dxe.
Αντιστρόφως, αν k ∈ Z µε k ≤ x < k + 1, τότε k = bxc. Επίσης, αν r ∈ Z µε r − 1 < x ≤ r, τότε r = dxe.
Προφανώς ισχύει η ισοδυναµία: x ∈ Z⇔ bxc = dxe.
Απόδειξη: Οι σχέσεις (i) και (ii) προκύπτουν άµεσα από τον προηγούµενο ορισµό. ΄Εστω τώρα k ∈ Z µε
k ≤ x < k + 1. Προφανώς k ∈ Z≤x. Επειδή x < k + 1, ο k είναι αναγκαστικά το maxZ≤x = bxc.
Οµοίως, αν r − 1 < x ≤ r, ο ακέραιος r ∈ Z≥x ισούται αναγκαστικά µε minZ≥x = dxe. �

Συµβολισµός: Συµβολίζουµε µε {x} τη διαφορά x− bxc ∈ [0, 1).

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 100. Αν k ∈ Z και x ∈ R, τότε bx+ kc = bxc+ k και dx+ ke = dxe+ k.
Απόδειξη: Εξ ορισµού bxc ≤ x < bxc + 1. Εποµένως bxc + k ≤ x + k < (bxc + k) + 1. Με ϐάση το
προηγούµενο πόρισµα, bxc+ k = bx+ kc. Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνέται ότι dx+ ke = dxe+ k. �

΄Ασκηση 101. ∆είξτε ότι για κάθε x, y ∈ R ισχύει η σχέση: bxc+ byc ≤ bx+ yc ≤ bxc+ byc+ 1.
Απόδειξη: Από τις σχέσεις bxc ≤ x < bxc + 1 και byc ≤ y < byc + 1 προκύπτει ότι bxc + byc ≤
≤ x+ y < bxc+ byc+ 2. Επειδή ο bx+ yc είναι ο µέγιστος ακέραιος που δεν υπερβαίνει το x+ y, έχουµε
bxc+ byc ≤ bx+ yc. Αλλά bx+ yc ≤ x+ y < bxc+ byc+ 2. ΄Αρα bx+ yc < bxc+ byc+ 2 και κατά συνέπεια
bx+ yc ≤ bxc+ byc+ 2− 1 = bxc+ byc+ 1. �

΄Ασκηση 102. ΄Εστω x ∈ R και n ϑετικός ακέραιος. Τότε
⌊bxc
n

⌋
=
⌊x
n

⌋
.

Απόδειξη: ΄Εχουµε: bxc ≤ x⇔ bxc
n
≤ x

n
⇒
⌊bxc
n

⌋
≤
⌊x
n

⌋
.

Επίσης
⌊x
n

⌋
≤ x

n
⇒ n

⌊x
n

⌋
≤ x. Επειδή n

⌊x
n

⌋
∈ Z και το bxc είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος που δεν

υπερβαίνει τον x, ϑα έχουµε n
⌊x
n

⌋
≤ bxc ⇒

⌊x
n

⌋
≤ bxc

n
. Αλλά ο

⌊bxc
n

⌋
είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος που

δεν υπερβαίνει τον bxc
n

. Εποµένως
⌊x
n

⌋
≤
⌊bxc
n

⌋
. �

΄Ασκηση 103. (Ταυτότητα του Hermite) ΄Εστω x ∈ R και n ϑετικός ακέραιος. Τότε

bxc+
⌊
x+

1

n

⌋
+
⌊
x+

2

n

⌋
+ · · ·+

⌊
x+

n− 1

n

⌋
= bnxc.

Απόδειξη: Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = bxc+
⌊
x+

1

n

⌋
+
⌊
x+

2

n

⌋
+ · · ·+

⌊
x+

n− 1

n

⌋
− bnxc, x ∈ R.

Αν x ∈
[
0,

1

n

)
, τότε για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , n − 1, έχουµε 0 ≤ x +

k

n
<
k + 1

n
≤ n− 1 + 1

n
= 1. ΄Αρα

⌊
x +

k

n

⌋
= 0, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Επίσης, 0 ≤ nx < n · 1

n
= 1. ΄Αρα και bnxc = 0. Εποµένως

f(x) = 0, για κάθε x ∈
[
0,

1

n

)
.

Τώρα f
(
x+

1

n

)
=
⌊
x+

1

n

⌋
+
⌊
x+

2

n

⌋
+ · · ·+

⌊
x+

n− 1

n

⌋
+
⌊
x+

n

n

⌋
−
⌊
n
(
x+

1

n

)⌋
=
⌊
x+

1

n

⌋
+
⌊
x+

2

n

⌋
+

· · ·+
⌊
x+

n− 1

n

⌋
+bx+1c−bnx+1c =

΄Ασκηση Γ΄.1
bxc+1+

⌊
x+

1

n

⌋
+
⌊
x+

2

n

⌋
+ · · ·+

⌊
x+

n− 1

n

⌋
−bnxc−1 =

= bxc +
⌊
x +

1

n

⌋
+
⌊
x +

2

n

⌋
+ · · · +

⌊
x +

n− 1

n

⌋
− bnxc = f(x), για κάθε x ∈ R. ΄Αρα η συνάρτηση f

είναι περιοδική µε περίοδο 1

n
. Επειδή λοιπόν µηδενίζεται στο διάστηµα

[
0,

1

n

)
, ϑα µηδενίζεται παντού. Η

απόδειξη είναι πλήρης. �
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΄Ασκηση 104. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση
⌊n+ 1

2

⌋
+
⌊n+ 2

4

⌋
+
⌊n+ 4

8

⌋
+
⌊n+ 8

16

⌋
+ · · · = n.

Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι
⌊n+ 1

2

⌋
+
⌊n+ 2

4

⌋
+
⌊n+ 4

8

⌋
+
⌊n+ 8

16

⌋
+ · · · =

⌊n
2

+
1

2

⌋
+
⌊n

4
+

1

2

⌋
+

+
⌊n

8
+

1

2

⌋
+
⌊ n

16
+

1

2

⌋
+ · · · =

∞∑

k=1

⌊ n
2k

+
1

2

⌋
. Το τελευταίο άθροισµα είναι όµως πεπερασµένο, καθώς

οι όροι του από ένα σηµείο και πέρα µηδενίζονται. Πράγµατι, αφού lim
k→+∞

n

2k
= 0, ϑα υπάρχει ϑετικός

ακέραιος k0 τέτοιος, ώστε n

2k
<

1

2
, για κάθε k ≥ k0. Τότε όµως n

2k
+

1

2
< 1 και εποµένως

⌊ n
2k

+
1

2

⌋
= 0.

Χρησιµοποιούµε την πιο απλή µορφή της ταυτότητας του Hermite: bxc +
⌊
x +

1

2

⌋
= b2xc. ΄Εχουµε τις

ακόλουθες σχέσεις :

�
��
⌊n

2

⌋
+
⌊n

2
+

1

2

⌋
=
⌊
2 · n

2

⌋
= n

�
��
⌊n

4

⌋
+
⌊n

4
+

1

2

⌋
=
⌊
2 · n

4

⌋
=
�
��
⌊n

2

⌋

�
��
⌊n

8

⌋
+
⌊n

8
+

1

2

⌋
=
⌊
2 · n

8

⌋
=
�
��
⌊n

4

⌋

�
�
�

⌊ n
16

⌋
+
⌊ n

16
+

1

2

⌋
=
⌊
2 · n

16

⌋
=
�
��
⌊n

8

⌋

�
�
�

⌊ n
32

⌋
+
⌊ n

32
+

1

2

⌋
=
⌊
2 · n

32

⌋
=
�
�
�

⌊ n
16

⌋

...
Προσθέτοντας κατά µέλη και διαγράφοντας τους ίσους όρους, όπως ϕαίνεται παραπάνω, παίρνουµε

∞∑

k=1

⌊ n
2k

+
1

2

⌋
= n �

Μπορούµε τώρα να γενικεύσουµε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής στο σύνολο των ακεραίων. Θα
δώσουµε διάφορες παραλλαγές αυτής, χρήσιµες για τις εφαρµογές.

Πρόταση Γʹ.16. ΄Εστω n0 ∈ Z. Θεωρούµε τα σύνολα Z≥n0 = {n ∈ Z| n ≥ n0} και Z≤n0 = {n ∈
∈ Z| n ≤ n0}. Τότε ισχύουν τα εξής :
(i) ΄Εστω Α ⊆ Z≥n0 µε τις ιδιότητες :
α) n0 ∈ Α και ϐ) για κάθε n ∈ Z ισχύει η συνεπαγωγή: n ∈ Α⇒ n+ 1 ∈ Α. Τότε Α = Z≥n0.
(ii) ΄Εστω Α ⊆ Z≤n0 µε τις ιδιότητες :
α) n0 ∈ Α και ϐ) για κάθε n ∈ Z ισχύει η συνεπαγωγή: n ∈ Α⇒ n− 1 ∈ Α. Τότε Α = Z≤n0.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω ότι Α ( Z≥n0. Τότε το σύνολο Α′ = Zn≥n0 \Α είναι µη κενό και κάτω ϕραγµένο (από το
n0). Συνεπώς έχει ένα ελάχιστο στοιχείο m > n0 (γιατί n0 ∈ Α). Με ϐάση το πόρισµα Γ΄.11(ii), m− n0 ≥ 1
και εποµένως m− 1 ≥ n0. ΄Αρα m− 1 ∈ Z≥n0. Εφόσον το m είναι το ελάχιστο στοιχείο του Α′, το m− 1 δεν
ανήκει στο Α′, δηλαδή m− 1 ∈ Α. Αλλά, λόγω της υπόθεσης ϐ), m = (m− 1) + 1 ∈ Α, άτοπο.
(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν του (i) γιατί, στην περίπτωση που Α ( Z≤n0, το Α′ = Z≤n0 \Α είναι
άνω ϕραγµένο (από το n0) υποσύνολο του Z≤n0. Μετά προχωρούµε συµµετρικά. �

Η προηγούµενη πρόταση χρησιµοποιείται στην απόδειξη ιδιοτήτων οι οποίες αναφέρονται στους ακεραί-
ους (µε άµεσο ή έµµεσο τρόπο). Ας αποδείξουµε λοιπόν το εξής : Για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ο τύπος

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

1ο ϐήµα: Αποδεικνύουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για τον ελάχιστο δυνατό ακέραιο n0 = 1. Πράγµατι,
για n = 1 το άθροισµα του πρώτου µέλους της αποδεικτέας σχέσης περιέχει µόνον το 1. ΄Αρα το πρώτο
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µέλος ισούται µε 1.
Από την άλλη µεριά, για n = 1 το 2ο µέλος ισούται µε 1 · (1 + 1)

2
= 1. ΄Αρα για n = 1 η πρόταση αληθεύει.

2ο ϐήµα: Υποθέτουµε τώρα ότι έχουµε αποδείξει τη σχέση 1+2+3+· · ·+n =
n(n+ 1)

2
για κάποιο n. Με δε-

δοµένη τη σχέση 1+2+3+· · ·+n =
n(n+ 1)

2
ϑα αποδείξουµε ότι ισχύει η αντίστοιχη σχέση για τον επόµενο

του n ακέραιο, δηλαδή τον n+1. Πρέπει εποµένως να δείξουµε ότι 1+2+3+· · ·+n+(n+1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2

(µε την υπόθεση ϕυσικά ότι ισχύει η σχέση 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
).

Πράγµατι, αν προσθέσουµε και στα δύο µέλη της σχέσης 1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n+ 1)

2
(την οποία

επαναλαµβάνουµε ότι ϑεωρούµε δεδοµένη) το n+ 1 ϑα πάρουµε:
1 + 2 + 3 + · · ·+ n+ (n+ 1) =

n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) = (n+ 1)

(n
2

+ 1
)

= (n+ 1)
n+ 2

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
=

=
(n+ 1)((n+ 1) + 1)

2
.

Ας δούµε τώρα τι πετύχαµε. Με ϐάση το 1ο ϐήµα η πρόταση ισχύει για n = 1.
΄Οµως, αφού ισχύει για n = 1, τότε σύµφωνα µε το 2ο ϐήµα η πρόταση ϑα ισχύει και για n = 1 + 1 = 2.
Αφού ισχύει για n = 2, σύµφωνα πάλι µε το 2ο ϐήµα ϑα ισχύει και για n = 3.
Αφού ισχύει για n = 3, σύµφωνα πάλι µε το 2ο ϐήµα ϑα ισχύει και για n = 4.
.............................................................................................................................................................
Προφανώς αυτή η διαδικασία δεν σταµατά. Μπορούµε έτσι να αποδείξουµε ότι η σχέση αυτή ισχύει π.χ.
για n = 1000000, ξεκινώντας από το 1ο ϐήµα και εφαρµόζοντας το 2ο ϐήµα (το οποίο ονοµάζεται και επα-
γωγικό ϐήµα) 999999 ϕορές. Είναι λογικό λοιπόν να συµπεράνουµε ότι η πρόταση ϑα ισχύει για κάθε
ϑετικό ακέραιο n, οσοδήποτε µεγάλος και αν είναι αυτός ο ακέραιος n. Κάποια στιγµή, ξεκινώντας από την
αρχική τιµή και εφαρµόζοντας το επαγωγικό ϐήµα ϑα τον «ϕτάσουµε». Η παραπάνω διαδικασία αποδίδεται
σχηµατικά ως ακολούθως:

10⇒⇒⇒⇒118⇒⇒⇒⇒9 9⇒⇒⇒⇒107⇒⇒⇒⇒86⇒⇒⇒⇒74⇒⇒⇒⇒5 5⇒⇒⇒⇒63⇒⇒⇒⇒42⇒⇒⇒⇒31⇒⇒⇒⇒2

-1 9 108763 4 5210

 

Σχήµα 9

Η διαδικασία αυτή ϑυµίζει λίγο το παιχνίδι του «ντόµινο». Σ΄ αυτό το παιχνίδι τοποθετούµε διαδοχικά
διάφορα αντικείµενα (συνήθως πλάκες) κατά τέτοιο τρόπο ώστε αν πέσει κάποιο αντικείµενο, τότε αυτό ϑα
συµπαρασύρει και το επόµενο, και το επόµενο,...κ.ο.κ. Μέχρι να πέσουν όλα.
Στο επόµενο σχήµα δεν έχουµε τοποθετήσει πλάκες αλλά στρατιωτάκια.

 

                                                    
(n+1)-στόςn-στός

 
 

 
                                               

 

 

                                                    
(n+1)-στόςn-στός

 
 

 
                                               

 

Σχήµα 10

Αν ϱίξουµε το n-στό στρατιωτάκι αυτό ϑα συµπαρασύρει και το επόµενο, το (n+ 1)-στό. Αν λοιπόν ϱίξουµε
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π.χ. το πέµπτο, αυτό ϑα συµπαρασύρει όλα τα υπόλοιπα και τελικά όλα τα στρατιωτάκια από το 5ο και
µετά ϑα πέσουν. (Αν δεν πέσουν όλα αυτό σηµαίνει ότι κάποιο έπεσε αλλά όχι το επόµενό του, δηλαδή δεν
ισχύει η συνεπαγωγή n-στό⇒ (n+1)-στό.
Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι έχουµε έναν προτασιακό τύπο p(n), δηλαδή µια έκφραση η οποία γίνεται
πρόταση (αληθής ή ψευδής) για ορισµένες ακέραιες τιµές της µεταβλητής n. Καλούµαστε να αποδείξουµε
ότι ο προτασιακός τύπος δίνει αληθή πρόταση για κάθε ακέραιο n µεγαλύτερο ή ίσο ενός αρχικού n0.
Ακολουθούµε τα εξής ϐήµατα:
1ο ϐήµα: Αποδεικνύουµε ότι η πρόταση p(n0) είναι αληθής.
2ο ϐήµα: Με την υπόθεση ότι η p(n) είναι αληθής, αποδεικνύουµε ότι και η p(n + 1) είναι αληθής.
(Επαγωγικό ϐήµα)
Η αποδεικτική αυτή διαδικασία ονοµάζεται απόδειξη µε επαγωγή. Πράγµατι, εφόσον η p(n0) είναι
αληθής, µε ϐάση το 2ο ϐήµα, ϑα είναι αληθής και η p(n0 + 1). Και πάλι µε ϐάση το επαγωγικό ϐήµα ϑα
είναι αληθής και η p(n0 + 2). Μετά πάλι από την p(n0 + 2) προκύπτει η p(n0 + 3). Προφανώς αυτή η
διαδικασία δεν τελειώνει ποτέ. Αντιλαµβανόµαστε ότι η p(n) ϑα είναι αληθής για κάθε ακέραιο n ≥ n0. Το
ακόλουθο πόρισµα της πρότασης Γ΄.16 µας εξασφαλίζει ότι η µέθοδος αυτή αποτελεί µια πλήρη αποδεικτική
διαδικασία.

Πόρισµα Γʹ.17. ΄Εστω p(n) ένας προτασιακός τύπος. Υποθέτουµε τα εξής :
1ο : Η πρόταση p(n0) είναι αληθής.
2ο : Ισχύει η συνεπαγωγή: p(n) αληθής ⇒ p(n+ 1) αληθής .
Τότε η πρόταση p(n) είναι αληθής για κάθε ακέραιο n ≥ n0.
Απόδειξη: ΄Εστω Α = {n ∈ Z≥n0 | η p(n) είναι αληθής}. Εφόσον η p(n0) είναι αληθής, έχουµε n0 ∈ Α. Αν
τώρα n ∈ Α, τότε η p(n) είναι αληθής. ΄Αρα, µε ϐάση το 2ο ϐήµα, και η p(n + 1) είναι αληθής. Εποµένως
n + 1 ∈ Α. ∆ηλαδή ισχύει η συνεπαγωγή n ∈ Α ⇒ n + 1 ∈ Α. Με ϐάση την πρόταση Γ΄.16, Α = Z≥n0,
δηλαδή η πρόταση είναι αληθής για κάθε ακέραιο n ≥ n0. �

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 105. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύουν οι σχέσεις :
α) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

ϐ) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n2(n+ 1)2

4

γ)
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n · (n+ 1)
=

n

n+ 1
Απόδειξη: α) Η σχέση ισχύει για n = 1, γιατί και τα δύο µέλη δίνουν 1.
Υποθέτουµε λοιπόν ότι 12 + 22 + 32 + · · · + n2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
και προσθέτουµε και στα δύο µέλη το

(n+ 1)2. ΄Εχουµε:
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =

(
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

)
+ (n+ 1)2 =

(από την επαγωγική υπόθεση) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

= (n+ 1)

(
n(2n+ 1)

6
+ n+ 1

)
=

=
(n+ 1)(2n2 + n+ 6(n+ 1))

6
=

=
(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)

6
=

(n+ 1)(2n2 + 4n+ 3n+ 6)

6
=

=
(n+ 1)(2n(n+ 2) + 3(n+ 2))

6
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
=

=
(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
.
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Η απόδειξη της σχέσης α) ολοκληρώθηκε.
ϐ) Η σχέση ισχύει για n = 1 (και τα δύο µέλη δίνουν 1). Υποθέτουµε ότι 13 + 23 + 33 + · · · + n3 =

=
n2(n+ 1)2

4
. Τότε 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 + (n+ 1)3 =

n2(n+ 1)2

4
+ (n+ 1)3 = (n+ 1)2

(
n2

4
+ n+ 1

)
=

=
(n+ 1)2(n2 + 4n+ 4)

4
=

(n+ 1)2(n+ 2)2

4
. Η απόδειξη της σχέσης ϐ) ολοκληρώθηκε.

γ) Η σχέση ισχύει για n = 1 (και τα δύο µέλη δίνουν 1

2
). Υποθέτουµε ότι 1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+

+
1

n · (n+ 1)
=

n

n+ 1
. Τότε ϑα έχουµε:

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n · (n+ 1)
+

1

(n+ 1) · (n+ 2)
=

(
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n · (n+ 1)

)
+

+
1

(n+ 1) · (n+ 2)
=

n

n+ 1
+

1

(n+ 1) · (n+ 2)
=

1

n+ 1

(
n+

1

n+ 2

)
=

1

n+ 1

n2 + 2n+ 1

n+ 2
=

(n+ 1)2

(n+ 1)(n+ 2)

=
n+ 1

n+ 2
=

n+ 1

(n+ 1) + 1
. Η απόδειξη της γ) είναι πλήρης. �

΄Ασκηση 106. (Ανισότητα Bernoulli) Αν ε > −1, τότε για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει η σχέση
(1 + ε)n ≥ 1 + nε.

Απόδειξη: Για n = 0 η αποδεικτέα σχέση ισχύει ως ισότητα: (1 + ε)0 = 1 = 1 + 0 · ε.
Προκειµένου να αποδείξουµε το επαγωγικό ϐήµα υποθέτουµε ότι (1 + ε)n ≥ 1 + nε, για κάποιο ϕυσικό
αριθµό n. Επίσης, και αυτό είναι πολύ σηµαντικό, παρατηρούµε ότι 1 + ε > 0. Μπορούµε λοιπόν να
πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη της σχέσης (1 + ε)n ≥ 1 + nε µε 1 + ε > 0, χωρίς να αλλάξει ϕορά η
ανισότητα.
Παίρνουµε λοιπόν : (1+ε)n+1 ≥ (1+ε)(1+nε) = 1+nε+ε+nε2 = 1+(n+1)ε+nε2 ≥

ε2≥0
1+(n+1)ε. �

Παρατήρηση: Αν ε 6= 0, τότε στην ανισότητα Bernoulli ϑα έχουµε (1 + ε)n > 1 +nε, για κάθε n = 2, 3, . . .,
όπως προκύπτει από το επαγωγικό ϐήµα.

Ορισµός Γʹ.18. ΄Εστω n ακέραιος µε n ≥ 0. Ορίζουµε τον αριθµό n! ο οποίος καλείται n-παραγοντικό ως
εξής :

n! =

{
1 · 2 · · ·n αν n ≥ 1

1 αν n = 0

Ο κάπως παράδοξος ορισµός 0! = 1 ϑα δικαιολογηθεί στη συνέχεια. ΄Ετσι, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 2 · 3 = 6 (ο
παράγοντας 1 προφανώς δεν παίζει ϱόλο), 4! = 2 · 3 · 4 = 24, 5! = 2 · 3 · 4 · 5 = 120 κ.ο.κ. Παρατηρούµε
επίσης ότι αν 0 ≤ k < n τότε n! = k!(k + 1)(k + 2) · · ·n. Π.χ. 7! = 4! · 5 · 6 · 7.
΄Ασκηση 107. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 4 ισχύει n! > n2.
Απόδειξη: Για n = 4 έχουµε 4! = 24 > 16 = 42. ΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 4.
Υποθέτουµε τώρα ότι n! > n2, για κάποιον ακέραιο n ≥ 4. Τότε (n + 1)! = (n + 1)n! > (n + 1)n2. Αλλά
(n + 1)n2 > (n + 1)2 ⇔ n2 > n + 1 ⇔ n(n − 1) > 1, η οποία ισχύει γιατί n(n − 1) ≥ 4 · 3 = 24 > 1.
Εποµένως (n+ 1)! > (n+ 1)2 και τελειώσαµε. �

΄Ασκηση 108. α) ∆είξτε ότι
√
nn < n!, για κάθε n ≥ 3.

ϐ) ∆είξτε ότι n! <

(
n+ 1

2

)n
, για κάθε n ≥ 2 .

Απόδειξη: α) Για n = 3 έχουµε:
√

33 = 3
√

3 και 3! = 6. Αλλά 3
√

3 < 6 ⇔
√

3 < 2 ⇔ 3 < 4, δηλαδή
η πρόταση είναι αληθής για n = 3. Υποθέτουµε ότι n! >

√
nn, για κάποιο n ≥ 3. Θα αποδείξουµε ότι

(n + 1)! >
√

(n+ 1)n+1 ⇔ ((n + 1)!)2 > (n + 1)n+1. Από τη σχέση n! >
√
nn παίρνουµε (n!)2 > nn.

Εποµένως ((n+ 1)!)2 = (n+ 1)2(n!)2 > (n+ 1)2nn. Αρκεί να αποδείξουµε ότι (n+ 1)2nn ≥ (n+ 1)n+1 ⇔
⇔ (n + 1)nn ≥ (n + 1)n ⇔

(
n

n+ 1

)n
≥ 1

n+ 1
⇔
(

1− 1

n+ 1

)n
≥ 1

n+ 1
. Πράγµατι, από την ανισότητα
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Bernoulli, αφού − 1

n+ 1
> −1, παίρνουµε

(
1− 1

n+ 1

)n
≥ 1− n

n+ 1
=

1

n+ 1
.

ϐ) Για n = 2 έχουµε
(

3

2

)2

> 2⇔ 9 > 4 ·2 = 8, η οποία είναι αληθής. Υποθέτουµε ότι
(
n+ 1

2

)n
> n!, για

κάποιον ακέραιο n ≥ 2. Τότε
(
n+ 2

2

)n+1

=
n+ 2

2
·
(
n+ 2

n+ 1

)n
·
(
n+ 1

2

)n
>

επαγωγική
υπόθεση

n+ 2

2
·
(
n+ 2

n+ 1

)n
·n! =

=
n+ 2

2
·
(

1 +
1

n+ 1

)n
· n! >

ανισότητα
Bernoulli

n+ 2

2
·
(

1 +
n

n+ 1

)
· n! =

(n+ 2)(2n+ 1)

2(n+ 1)
· n!. Αρκεί να αποδείξουµε

ότι (n+ 2)(2n+ 1)

2(n+ 1)
≥ n + 1. Η ανισότητα αυτή είναι γνήσια, όπως ϑα διαπιστώσουµε: (n+ 2)(2n+ 1)

2(n+ 1)
>

> n+ 1⇔ (n+ 2)(2n+ 1) > 2(n+ 1)2 ⇔ 2n2 + 5n+ 2 > 2n2 + 4n+ 2⇔ n > 0. �

΄Ασκηση 109. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει : 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n
.

Απόδειξη: Για n = 1 το πρώτο µέλος ισούται µε 1

2
και το δεύτερο µε 2 − 1 + 2

21
= 2 − 3

2
=

1

2
. ΄Αρα η

πρόταση είναι αληθής για n = 1.
Υποθέτουµε ότι 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n
.

Τότε : 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
+
n+ 1

2n+1
= 2− n+ 2

2n
+
n+ 1

2n+1
= 2− 2n+ 4

2n+1
+
n+ 1

2n+1
= 2− 2n+ 4− n− 1

2n+1
=

= 2− n+ 3

2n+1
= 2− (n+ 1) + 2

2n+1
, αποδείχθηκε. �

΄Ασκηση 110. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ο αριθµός 3 · 52n−1 + 23n−2 είναι ακέραιο πολλαπλάσιο
του 17.
Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε: 3 · 52n−1 + 23n−2 = 3 · 5 + 2 = 15 + 2 = 17 = 1 · 17.
Υποθέτουµε ότι για κάποιο ϑετικό ακέραιο n ο αριθµός 3 · 52n−1 + 23n−2 είναι πολλαπλάσιο του 17, δηλαδή
3 · 52n−1 + 23n−2 = 17λ, όπου λ ∈ Z.
Τότε για n + 1 ϑα έχουµε: 3 · 52(n+1)−1 + 23(n+1)−2 = 3 · 52n−1 · 52 + 23n−2 · 23 = 3 · 52n−1 · 25 + 23n−2 · 8 =
= 3 · 52n−1 · (17 + 8) + 23n−2 · 8 = 3 · 52n−1 · 17 + 3 · 52n−1 · 8 + 23n−2 · 8 = 3 · 52n−1 · 17 + 8 · (3 · 52n−1 + 23n−2) =
= 17 · 3 · 52n−1 + 17 · 8λ = 17(3 · 52n−1 + 8λ). Προφανώς ο αριθµός 3 · 52n−1 + 8λ είναι ακέραιος και κατά
συνέπεια 3 · 52(n+1)−1 + 23(n+1)−2 είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 17. �

΄Ασκηση 111. Κάθε κυρτό πολύγωνο µε n κορυφές έχει n(n− 3)

2
διαγωνίους.

Απόδειξη: Κατ΄ αρχάς σηµειώνουµε ότι n ≥ 3. Για n = 3 το τρίγωνο δεν έχει διαγωνίους ή ισοδύναµα έχει
0 διαγωνίους. ΄Οµως 3(3− 3)

2
= 0 και άρα ο τύπος n(n− 3)

2
δουλεύει για n = 3. Υποθέτουµε τώρα ότι

κάθε κυρτό πολύγωνο µε n κορυφές έχει n(n− 3)

2
διαγωνίους, όπου το n ≥ 3 είναι ακέραιος.

Με αυτό ως δεδοµένο, ϑεωρούµε ένα κυρτό πολύγωνο A1A2A3 . . . AnAn+1 µε n+ 1 κορυφές.

 

n-1A

nA

n+1A

5A

4A

3A

2A
1A

Σχήµα 11

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 117



Παράρτηµα γʹ. Τὸ σύνολο Z τῶν ἀκεραίων ὡς ὑποσύνολο τοῦ συνόλου R τῶν πραγµατικῶν ἀριθµῶν καὶ ἡ µαθηµατικὴ ἐπαγωγὴ

Ενώνουµε την κορυφή An µε την κορυφή A1, οπότε παίρνουµε το πολύγωνο A1A2A3 . . . An. Προφανώς
κάθε διαγώνιος του A1A2A3 . . . An είναι και διαγώνιος του A1A2A3 . . . AnAn+1. Από την επαγωγική υπόθε-

ση προκύπτει ότι το πλήθος των διαγωνίων του A1A2A3 . . . An ισούται µε n(n− 3)

2
.

Αποµένουν οι διαγώνιοι του A1A2A3 . . . AnAn+1 που δεν είναι διαγώνιοι του A1A2A3 . . . An. Ποιες και
πόσες το πλήθος είναι αυτές ;

n-1A

nA

n+1A

5A

4A

3A

2A
1A

 
Σχήµα 12

΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα αυτές είναι όλες οι διαγώνιοι που ξεκινούν από το An+1 συν τη διαγώνιο AnA1,
η οποία είναι πλευρά του A1A2A3 . . . An και δεν µετρήθηκε προηγουµένως. Οι διαγώνιοι που ξεκινούν
από το An+1 είναι όσες και τα σηµεία A2, A3, A4, . . . , An−1. (Τα σηµεία A1 και An εξαιρούνται). Εποµένως
έχουµε (n− 1)− 2 + 1 = n− 2 διαγωνίους συν την διαγώνιο AnA1. Σύνολο n− 1 επιπλέον διαγώνιοι. Κατά
συνέπεια ο συνολικός αριθµός των διαγωνίων του A1A2A3 . . . AnAn+1 ισούται µε :
n(n− 3)

2
+n−1 =

n2 − 3n

2
+n−1 =

n2 − 3n+ 2n− 2

2
=
n2 + 2n+ 1− 3n− 3

2
=

(n+ 1)2 − 3(n+ 1)

2
=

=
(n+ 1)((n+ 1)− 3)

2
, δηλαδή προκύπτει ο ίδιος τύπος µε n+ 1 στη ϑέση του n. �

΄Ασκηση 112. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ταυτότητα:
αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + αn−3β2 + · · ·+ α2βn−3 + αβn−2 + βn−1)

Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε α1 − β1 = (α − β)α0β0 (το άθροισµα της παρένθεσης ισούται µε α0β0) και
άρα ο τύπος ισχύει σ΄ αυτή την περίπτωση.
Υποθέτουµε ότι αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1). Τότε έχουµε:

αn+1 − βn+1 = αn+1 − αnβ + αnβ − βn+1 = αn(α− β) + β(αn − βn).
Αλλά αn − βn = (α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1), λόγω της επαγωγικής υπόθεσης.
Εποµένως

αn+1 − βn+1 = αn(α− β) + β(α− β)(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1) =

= (α− β)
(
αn + β(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1

)
=

= (α− β)(αn + αn−1β + αn−2β2 + · · ·+ αβn−1 + βn)
και άρα ο τύπος ισχύει και για n+ 1. �

΄Ασκηση 113. ∆είξτε ότι για κάθε ακέραιο n ≥ 2 ισχύει : 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
>
√
n.

Απόδειξη: Για n = 2 έχουµε: 1 +
1√
2
>
√

2⇔
√

2 + 1 > 2⇔
√

2 > 1, που ισχύει.

Υποθέτουµε ότι, για κάποιο n ισχύει ότι 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
>
√
n.

Θα αποδείξουµε ότι 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n

+
1√
n+ 1

>
√
n+ 1.

Πράγµατι, 1+
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n

+
1√
n+ 1

=

(
1 +

1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n

)
+

1√
n+ 1

>
√
n+

1√
n+ 1

,
λόγω της επαγωγικής υπόθεσης.
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Αρκεί να δείξουµε ότι
√
n +

1√
n+ 1

≥
√
n+ 1. Θα δείξουµε την «ισχυρότερη» ανισότητα

√
n +

1√
n+ 1

>

>
√
n+ 1. Πράγµατι,

√
n +

1√
n+ 1

>
√
n+ 1⇔

√
n(n+ 1) + 1 > n + 1⇔

√
n(n+ 1) > n⇔ n2 + n >

> n2 ⇔ n > 0. �

΄Ασκηση 114. ∆είξτε ότι για κάθε ακέραιο n ≥ 3 ισχύει : nn+1 > (n+ 1)n.
Απόδειξη: Για n = 3 η αποδεικτέα σχέση γίνεται 34 > 43 ⇔ 81 > 64, η οποία είναι προφανώς αληθής.
Υποθέτουµε ότι, για κάποιο n ισχύει nn+1 > (n+ 1)n. Θα δείξουµε ότι (n+ 1)n+2 > (n+ 2)n+1.

΄Εχουµε: (n+ 1)n+2 =
(n+ 1)n+2

nn+1
nn+1 >

επαγωγική
υπόθεση

(n+ 1)n+2

nn+1
(n+ 1)n =

(n+ 1)2n+2

nn+1
=

(
(n+ 1)2

n

)n+1

.

Αρκεί να δείξουµε ότι
(

(n+ 1)2

n

)n+1

> (n+ 2)n+1 ⇔ (n+ 1)2

n
> n+ 2⇔ n2 + 2n+ 1 > n2 + 2n⇔ 1 > 0,

η οποία ισχύει. �

΄Ασκηση 115. (Ανισότητα Cauchy) Αν α1, α2, . . . , αn και β1, β2, . . . , βn είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε
ισχύει η ανισότητα

(α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n) (β2

1 + β2
2 + · · ·+ β2

n) ≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2

Απόδειξη: Για n = 1 παίρνουµε την ισότητα α2
1β

2
1 = α2

1β
2
1 .

Υποθέτουµε ότι (α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n) (β2

1 + β2
2 + · · ·+ β2

n) ≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2.
Τότε (α2

1+α2
2+· · ·+α2

n+α2
n+1)(β

2
1 +β2

2 +· · ·+β2
n+β2

n+1) = (α2
1+α2

2+· · ·+α2
n)(β2

1 +β2
2 +· · ·+β2

n)+(α2
1+α2

2+
· · ·+α2

n)β2
n+1+α2

n+1(β
2
1+β2

2+· · ·+β2
n)+α2

n+1β
2
n+1 ≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2︸ ︷︷ ︸

επαγωγική υπόθεση

+(α2
1+α2

2+· · ·+α2
n)β2

n+1+

+ α2
n+1(β

2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n) + α2

n+1β
2
n+1 =

=
(
(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2 + α2

n+1β
2
n+1 + 2(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)αn+1βn+1

)
︸ ︷︷ ︸

τέλειο τετράγωνο

−

−2(α1β1+α2β2+· · ·+αnβn)αn+1βn+1+(α2
1+α

2
2+· · ·+α2

n)β2
n+1+α

2
n+1(β

2
1+β2

2+· · ·+β2
n) = (α1β1+α2β2+· · ·+

+αnβn+αn+1βn+1)
2+(α2

1+α
2
2+· · ·+α2

n)β2
n+1+α

2
n+1(β

2
1+β2

2+· · ·+β2
n)−2(α1β1+α2β2+· · ·+αnβn)αn+1βn+1 =

= (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1)
2+

(τέλεια τετράγωνα)





+(α2
1β

2
n+1 + α2

n+1β
2
1 − 2α1β1αn+1βn+1)+

+(α2
2β

2
n+1 + α2

n+1β
2
2 − 2α2β2αn+1βn+1)+

+(α2
3β

2
n+1 + α2

n+1β
2
3 − 2α3β3αn+1βn+1) + · · ·+

+(α2
nβ

2
n+1 + α2

n+1β
2
n − 2αnβnαn+1βn+1) =

= (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1)
2 + (α1βn+1 − αn+1β1)

2 + (α2βn+1 − αn+1β2)
2 + · · ·+ (αnβn+1+

+αn+1βn)2 ≥ (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn + αn+1βn+1)
2. �

΄Ασκηση 116. Αν ένα σύνολο Α έχει n στοιχεία, όπου n ∈ N, τότε |P(Α)| = 2n.
Απόδειξη: Για n = 0, δηλαδή Α = ∅, το µοναδικό υποσύνολο του Α είναι το κενό. Εποµένως P(Α) = {∅}
και κατά συνέπεια |P(Α)| = 1 = 20. Αν Α = {α}, µονοσύνολο, τότε P(Α) = {∅, {α}}. Εποµένως
|(Α)| = 2 = 21.
Υποθέτουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για κάποιο n ≥ 0. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n+ 1.
΄Εστω Α= {α1, α2, . . . , αn, αn+1} ένα σύνολο µε n + 1 στοιχεία. Χωρίζουµε τα υποσύνολα του Α σε δύο
οµάδες : Την οµάδα D, η οποία αποτελείται από τα υποσύνολα του Α που περιέχουν το α1 και την οµάδα
D′, η οποία αποτελείται από τα υποσύνολα του Α που δεν περιέχουν το α1.
Τα υποσύνολα του Α που δεν περιέχουν το α1 είναι ακριβώς όλα τα υποσύνολα του Α′ = {α2, . . . , αn, αn+1},
το οποίο περιέχει ακριβώς n στοιχεία. ∆ηλαδή D′ = P(Α′). Λόγω της επαγωγικής υπόθεσης αυτά είναι 2n

το πλήθος, δηλαδή |D′| = 2n.
Τώρα, από κάθε υποσύνολο του Α που περιέχει το α1 αφαιρούµε το στοιχείο α1 και παίρνουµε έτσι
ένα µοναδικό υποσύνολο του Α′. Ορίζεται λοιπόν µια απεικόνιση f : D → D′ = P(Α′), µε τύπο
f(X) = X \ {α1}, για κάθε X ∈ D. Επειδή κάθε σύνολο X ∈ D γράφεται κατά τρόπο µοναδικό στη
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µορφή X = X′ ∪ {α1}, όπου X′ ∈ D′ = P(Α′), η f είναι µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία (1-1 και επί)
ανάµεσα στις D και D′. ΄Ετσι, |D| = |D′| = 2n. Επειδή προφανώς D ∩ D′ = ∅ και P(Α) = D ∪ D′, έπεται
ότι |P(Α)| = |D|+ |D′| = 2n + 2n = 2n+1. �

Παρατήρηση: Λόγω της σχέσης |P(A)| = 2|A| η οποία συνδέει τον πληθάριθµο ενός συνόλου A µε
αυτόν του δυναµοσυνόλου του, πολλές ϕορές στη ϐιβλιογραφία το δυναµοσύνολο P(A) του A συµβολίζεται
µε 2A, ακόµη και στην περίπτωση που το A έχει άπειρα στοιχεία.

Από τα προηγούµενα παραδείγµατα καθίσταται ϕανερό ότι η απόδειξη του επαγωγικού ϐήµατος είναι
συνήθως το πιο δύσκολο σηµείο σε µια επαγωγική απόδειξη1. Η αντίληψη αυτή πολλές ϕορές µας οδηγεί
στην εσφαλµένη εντύπωση ότι η επαλήθευση µιας πρότασης για την (ή τις) αρχική(-κές) τιµή(-ές) του n είναι
ίσως περιττή. Τούτη όµως η αντίληψη ελοχεύει κινδύνους. Πράγµατι, ας παρατηρήσουµε την παρακάτω
«απόδειξη»:
Ας υποθέσουµε ότι µας Ϲητείται να αποδείξουµε ότι n = n + 2. (!) Είναι προφανές ότι η σχέση αυτή δεν
είναι δυνατόν να ισχύει.
Και όµως· αν υποθέσουµε ότι η σχέση αυτή ισχύει για κάποιο n, δηλαδή n = n+ 2, τότε προσθέτοντας και
στα δύο µέλη το 1, προκύπτει ότι n+ 1 = (n+ 1) + 2, δηλαδή η πρόταση ισχύει και για n+ 1.
Είναι όµως προφανές ότι η σχέση n = n + 2 είναι αδύνατη. Πού ϐρίσκεται το λάθος ; Μα ϕυσικά στην
έλλειψη του 1ου ϐήµατος. Θα έπρεπε να αποδείξουµε ότι 1 = 1 + 2 = 3, πράγµα αδύνατον.
Και για να χρησιµοποιήσουµε το σχήµα του ντόµινο στην περίπτωσή µας: ∆εν αρκεί να τοποθετήσουµε τα
στρατιωτάκια κατά τέτοιον τρόπο ώστε αν πέσει κάποιο, τότε ϑα πέσει και το επόµενό του. Θα πρέπει να
ϱίξουµε το πρώτο στρατιωτάκι αλλιώς δεν πέφτει κανένα !

΄Ασκηση 117. (Ορίζουσα Vandermonde) ΄Εστω x1, x2, . . . , xn µεταβλητές. Η ορίζουσα

D(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ονοµάζεται ορίζουσα του Vandermonde2. ∆είξτε ότι D(x1, x2, . . . , xn) =

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).

Απόδειξη: Για n = 2 έχουµεD(x1, x2) =

∣∣∣∣
1 1
x1 x2

∣∣∣∣ = x2−x1. Ο τύπος ισχύει λοιπόν για n = 2. Τώρα, η ο-

ϱίζουσα D(x1, x2, . . . , xn) γράφεται πιο αναλυτικά ως εξής : D(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

xn−21 xn−22 · · · xn−2n

xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Αν αφαιρέσουµε από την τελευταία γραµµή την προτελευταία, πολλαπλασιασµένη επί x1, ϑα πάρουµε

D(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

xn−21 xn−22 · · · xn−2n

0 xn−12 − x1xn−22 · · · xn−1n − x1xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

1Αυτό δεν είναι πάντοτε ο κανόνας.
2 ΄Οπως αναφέρεται από τους ιστορικούς των Μαθηµατικών, ο Vandermonde δεν χρησιµοποίησε ποτέ τη συγκεκριµένη

ορίζουσα. Κακώς λοιπόν ϕέρει το όνοµά του.
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

xn−21 xn−22 · · · xn−2n

0 (x2 − x1)xn−22 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Αν αφαιρέσουµε από την (n − 1)-στη γραµµή την (n − 2)-στη γραµµή, πολλαπλασιασµένη επί x1, ϑα
πάρουµε την ορίζουσα∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

0 xn−22 − x1xn−32 · · · xn−2n − x1xn−3n

0 (x2 − x1)xn−22 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
... ... . . . ...

xn−31 xn−32 · · · xn−3n

0 (x2 − x1)xn−32 · · · (xn − x1)xn−3n

0 (x2 − x1)xn−22 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο, µέχρι να αφαιρέσουµε από τη δεύτερη γραµµή την πρώτη, πολλαπλα-
σιασµένη επί x1, ϑα καταλήξουµε στη µορφή∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
0 (x2 − x1)x2 (x3 − x1)x3 · · · (xn − x1)xn
... ... ... . . . ...
0 (x2 − x1)xn−32 (x3 − x1)xn−33 · · · (xn − x1)xn−3n

0 (x2 − x1)xn−22 (x3 − x1)xn−23 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
(x2 − x1)x2 (x3 − x1)x3 · · · (xn − x1)xn

... ... . . . ...
(x2 − x1)xn−32 (x3 − x1)xn−33 · · · (xn − x1)xn−3n

(x2 − x1)xn−22 (x3 − x1)xn−23 · · · (xn − x1)xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (x2−x1)(x3−x1) · · · (xn−x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x2 x3 · · · xn
... ... . . . ...

xn−32 xn−33 · · · xn−3n

xn−22 xn−23 · · · xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x2−x1)(x3−x1) · · · (xn−x1)D(x2, . . . , xn).

Αν λοιπόν υποθέσουµε ότι ο τύπος ισχύει για n − 1 µεταβλητές, τότε D(x2, . . . , xn) =
∏

2≤i<j≤n
(xj − xi).

Εποµένως D(x1, x2, . . . , xn) = (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)
∏

2≤i<j≤n
(xj − xi) =

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi). �

Σηµείωση: Εδώ το επαγωγικό ϐήµα ήταν από n − 1 σε n. Αυτό ϐέβαια δεν αλλάζει τίποτα. Είναι ϑέµα
συµβολισµού.

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

78. Να αποδείξετε ότι 1 + 3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

79. Να αποδείξετε ότι 1
1·2·3 + 1

2·3·4 + 1
3·4·5 + · · ·+ 1

n(n+1)(n+2)
= 1

4
− 1

2(n+1)(n+2)
.

80. Να αποδείξετε ότι 1
2·3·4 + 2

3·4·5 + 3
4·5·6 + · · ·+ n

(n+1)(n+2)(n+3)
= n(n+1)

4(n+2)(n+3)
.

81. ∆είξτε ότι 1 · 21 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2.

82. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση: 1−22+32−42+· · ·+(−1)n−1n2 = (−1)n−1 · n(n+1)
2

.
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83. ∆είξτε ότι αν α είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός και n ϑετικός ακέραιος, τότε ισχύει :
1

α(α+1)
+ 1

(α+1)(α+2)
+ · · ·+ 1

(α+n−1)(α+n) = n
α(α+n)

.

84. Αν x 6= ±1 και n µη αρνητικός ακέραιος, τότε ισχύει :
1

1+x
+ 2

1+x2
+ 4

1+x4
+ 8

1+x8
+ · · ·+ 2n

1+x2n
= 1

x−1 + 2n+1

1−x2n+1 . .

85. ∆είξτε ότι αν x 6= 1, τότε για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση: 1 + 2x + 3x2 + · · · + nxn−1 =
1−xn
(1−x)2 − nxn

1−x .

86. Να δείξετε ότι για κάθε n ≥ 2 ισχύει :
(
1− 1

4

)(
1− 1

9

)(
1− 1

16

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
= n+1

2n
.

87. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει η σχέση: 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

88. Να αποδείξετε ότι για κάθε n ≥ 6 ισχύει : n! > n3.

89. Αν α, β > 0 µε α + β = 1, να δείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει : α2n + β2n ≥ 1

22n−1 .

90. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο n µε n ≥ 3 ισχύει : 4n + 5n < 6n.

91. ∆είξτε ότι για κάθε n ≥ 4 ισχύουν οι σχέσεις : 3n−1 > n2 και 3
√

3 > n
√
n.

92. ∆είξτε ότι αν n > 1, τότε 1
12

+ 1
22

+ 1
32

+ · · ·+ 1
n2 <

2n
n+1

.

93. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 3 ισχύει : 1
n+1

+ 1
n+2

+ · · ·+ 1
2n
≤ 7

10
− 1

2(n+1)
.

94. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ο αριθµός 5n + 83n−2 είναι πολλαπλάσιο του 13.

95. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο n ≥ 0 ο αριθµός 11n+2 + 122n+1 είναι πολλαπλάσιο του 133.

96. Αν x είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός και n ακέραιος µε n ≥ 2, τότε (1 + x)n ≥ 1 + nx+ n(n−1)
2

x2.

97. Να δείξετε ότι αν ε > −1 και n > 1, τότε ισχύει η ισοδυναµία: (1 + ε)n = 1 + nε⇔ ε = 0. (Υπόδειξη :
∆είτε ξανά το επαγωγικό ϐήµα στην απόδειξη της ανισότητας Bernoulli).

98. Αν 0 < α < 1
n
, να δείξετε ότι (1 + α)n < 1

1−nα , για κάθε n = 1, 2, . . . (Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την
ανισότητα Bernoulli).

99. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 2 ισχύει : 2
(√

n+ 1− 1
)
< 1 + 1√

2
+ 1√

3
+ · · ·+ 1√

n
< 2
√
n− 1.

100. ∆είξτε ότι αν α1, α2, . . . , αn είναι πραγµατικοί αριθµοί µεγαλύτεροι ή ίσοι του µηδενός, τότε ισχύει η
ανισότητα: α1+α2+···+αn

1+α1+α2+···+αn ≤
α1

1+α1
+ α2

1+α2
+ · · ·+ αn

1+αn
.

101. (Ανισότητα Weierstrass ή επί το γερµανικότερον Weierstraß) Αν α1, α2, . . . , αn > 0, τότε
(1 + α1)(1 + α2) · · · (1 + αn) > 1 + α1 + α2 + · · ·+ αn, για κάθε n ≥ 2.

102. Αν α1, α2, . . . , αn > 0, δείξτε ότι (α1 + α2 + · · ·+ αn)
(

1
α1

+ 1
α2

+ · · ·+ 1
αn

)
≥ n2.

103. (Ανισότητα Chebyshev) Αν α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn και β1 ≤ β2 ≤ . . . ≤ βn, δείξτε ότι
(α1 + α2 + · · ·+ αn)(β1 + β2 + · · ·+ βn) ≤ n · (α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn).

104. ∆είξτε ότι αν α, β > 0 και n = 1, 2, . . ., τότε αn+βn

2
≥
(
α+β
2

)n. (Υπόδειξη : Μπορούµε να υποθέσουµε ότι

α ≤ β. Τότε αn+1+βn+1

2
= αn+1+αβn−αβn+βn+1

2
= ...)

Ορισµός Γʹ.19. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί. Ο αριθµός α1 + α2 + · · ·+ αn
n

λέγεται αριθµητικός µέσος και ο αριθµός
n√
α1 · α2 · · ·αn γεωµετρικός µέσος των α1, α2, . . . , αn.
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΄Ασκηση 118. (Ανισότητα Αριθµητικού-Γεωµετρικού Μέσου) ΄Εστω α1, α2, . . . , αn µη αρνητικοί πραγ-
µατικοί αριθµοί. Τότε ο αριθµητικός µέσος είναι µεγαλύτερος ή ίσος του γεωµετρικού τους µέσου, δηλαδή

α1 + α2 + · · ·+ αn
n

≥ n√
α1α2 · · ·αn

Επιπροσθέτως η παραπάνω σχέση ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν α1 = α2 = · · · = αn.
Παρακάτω ϑα δώσουµε τέσσερις αποδείξεις της ανισότητας αυτής.
1η Απόδειξη: Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι αν κάποιος από τους α1, α2, . . . , αn είναι µηδέν, τότε το δεύτερο
µέλος της αποδεικτέας σχέσης µηδενίζεται. ΄Αρα σ΄ αυτή την περίπτωση η σχέση ισχύει κατά τετριµµένο
τρόπο. (Γιατί α1, α2, . . . , αn ≥ 0). Στην περίπτωση αυτή η σχέση ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν
α1 = α2 = · · · = αn = 0. ΄Ετσι στα επόµενα, αλλά και στις άλλες αποδείξεις που ϑα ακολουθήσουν
υποθέτουµε ότι οι αριθµοί α1, α2, . . . , αn είναι ϑετικοί.
Αποδεικνύουµε πρώτα την ανισότητα στην περίπτωση που το n είναι δύναµη του 2. Υποθέτουµε λοιπόν ότι
n = 2k, όπου k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του k.
Αν k = 0, δηλαδή n = 20 = 1, τότε έχουµε ακριβώς έναν αριθµό α1 > 0 και η σχέση που πρέπει να
αποδείξουµε είναι η α1

1
≥ 1√

α1, δηλαδή α1 ≥ α1, η οποία ισχύει ϐεβαίως ως ισότητα.
Στην περίπτωση που k = 1 και άρα n = 2 έχουµε δύο αριθµούς α1 και α2 και πρέπει να αποδείξουµε ότι
α1 + α2

2
≥ √α1α2 ⇔ α1 +α2 ≥ 2

√
α1α2 ⇔ (

√
α1−

√
α2)

2 ≥ 0, η οποία είναι αληθής. Ισχύει δε ως ισότητα
αν και µόνον αν √α1 =

√
α2 ⇔ α1 = α2.

Υποθέτουµε ότι η ανισότητα είναι αληθής για κάθε 2k µη αρνητικούς αριθµούς α1, α2, . . . , α2k , δηλαδή
α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
≥ 2k
√
α1α2 · · ·α2k . (1)

και ότι ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν α1 = α2 = · · · = α2k .
Θεωρούµε τώρα 2k+1 µη αρνητικούς αριθµούς α1, α2, . . . , α2k , α2k+1, α2k+2, . . . , α2k+1. Παρατηρούµε ότι

α1 + α2 + · · ·+ α2k + α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k+1
=

α1 + · · ·+ α2k

2k
+
α2k+1 + · · ·+ α2k+1

2k

2
. (2)

Λόγω της επαγωγικής υπόθεσης οι αριθµοί α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
και α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k
είναι µε-

γαλύτεροι ή ίσοι των 2k
√
α1α2 · · ·α2k και 2k

√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 αντίστοιχα. Εποµένως

α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
+
α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k

2
≥

2k
√
α1α2 · · ·α2k +

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1

2
. (3)

Επειδή όπως δείξαµε η ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου ισχύει για δύο αριθµούς (εδώ µπορούµε
να πάρουµε τους 2k

√
α1α2 · · ·α2k και 2k

√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 ), ϑα έχουµε:

2k
√
α1α2 · · ·α2k +

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1

2
≥
√

2k
√
α1α2 · · ·α2k

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 =

=

√
2k
√
α1α2 · · ·α2kα2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 =

2k+1√
α1α2 · · ·α2kα2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 (4)

Από τις σχέσεις (2), (3) και (4) προκύπτει ότι

α1 + α2 + · · ·+ α2k + α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k+1
≥ 2k+1√

α1α2 · · ·α2kα2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 (5)

δηλαδή η ανισότητα ισχύει και για n = 2k+1. Με ϐάση την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής ϑα ισχύει για
κάθε ϑετικό ακέραιο n ο οποίος είναι δύναµη του 2.
Σηµειώνουµε εδώ πως για να ισχύει ως ισότητα η σχέση (3) ϑα πρέπει

α1 + α2 + · · ·+ α2k

2k
=

2k
√
α1α2 · · ·α2k ⇔ α1 = α2 = · · · = α2k(=

2k
√
α1α2 · · ·α2k) και

α2k+1 + α2k+2 + · · ·+ α2k+1

2k
=

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1 ⇔

⇔ α2k+1 = α2k+2 = · · · = α2k+1(=
2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1).

Επίσης, για να ισχύει ως ισότητα η σχέση (4) ϑα πρέπει 2k
√
α1α2 · · ·α2k =

2k
√
α2k+1α2k+2 · · ·α2k+1.
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Εποµένως για να ισχύει ως ισότητα η σχέση (5) ϑα πρέπει να έχουµε α1 = α2 = · · · = α2k = α2k+1 =
= α2k+2 = · · · = α2k+1.
Τι γίνεται όµως για εκείνα τα n που δεν είναι δυνάµεις του 2; Αν παρατηρήσουµε το επόµενο σχήµα, ϑα
διαπιστώσουµε ότι δηµιουργούνται κενά (άσπρες µπάλλες) µεταξύ των ϑετικών ακεραίων. Σ’ αυτά τα κενά
δεν γνωρίζουµε ακόµη αν ισχύει η ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου.
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Σχήµα 13
Θα πάµε ανάποδα: Θα αποδείξουµε ότι αν η ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου ισχύει για κάποιον
ϑετικό ακέραιο n > 2, τότε ϑα ισχύει και για τον προηγούµενό του n − 1. ΄Ετσι, ξέροντας ότι ισχύει για
π.χ. n = 16 ϑα ισχύει και για n = 15, αλλά και για n = 14 κ.ο.κ., κλείνοντας έτσι τα κενά στην απόδειξη.
(Είναι προφανές ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n υπάρχει δύναµη του 2 που τον υπερβαίνει. Π.χ. από την
ανισότητα Bernoulli παίρνουµε 2n = (1 + 1)n ≥ 1 + n > n).
Υποθέτουµε ότι η ανισότητα ισχύει για οποιουσδήποτε n > 2 µη αρνητικούς πραγµατικούς αριθµούς.
Επίσης ισχύει ως ισότητα µόνο στην περίπτωση που όλοι οι αριθµοί είναι ίσοι.
Θεωρούµε τώρα n− 1 το πλήθος µη αρνητικούς αριθµούς α1, α2, . . . , αn−1. Οι αριθµοί α1, α2, . . . , αn−1 και
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 είναι n το πλήθος. Εφόσον η ανισότητα ισχύει για n αριθµούς, ϑα έχουµε

α1 + α2 + · · ·+ αn−1 +
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1

n
≥ n
√
α1α2 · · ·αn−1 n−1

√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1 +
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1

n
≥

n

√
n−1
√

(α1α2 · · ·αn−1)n−1 · n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 =

=
n

√
n−1
√

(α1α2 · · ·αn−1)n =
n(n−1)
√

(α1α2 · · ·αn−1)n =
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1 +
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ≥ n

n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1 ≥ (n− 1)
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1 ⇔

⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn−1
n− 1

≥ n−1
√
α1α2 · · ·αn−1.

Επισηµαίνουµε εδώ πως η σχέση ισχύει ως ισότητα µόνον όταν α1 = α2 = · · · = αn−1 =
n−1
√
α1α2 · · ·αn−1.

Η απόδειξη ολοκληρώθηκε. �
ΑΛΥΤΗ ΑΣΚΗΣΗ

105. Στην προηγούµενη απόδειξη και συγκεκριµένα στην απόδειξη του ϐήµατος από n σε n − 1, χρησι-
µοποιήσαµε τον γεωµετρικό µέσο n−1

√
α1α2 · · ·αn−1 των αριθµών α1, α2, . . . , αn−1. ∆είξτε ότι αν αντί του

γεωµετρικού µέσου χρησιµοποιήσουµε τον αριθµητικό µέσο α1 + α2 + · · ·+ αn−1
n− 1

αυτών, τότε το επιχεί-
ϱηµα εξακολουθεί να δουλεύει.

2η Απόδειξη: Υποθέτουµε όπως και προηγουµένως ότι αi > 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Πρώτα, απο-
δεικνύουµε επαγωγικά τον επόµενο ισχυρισµό:
Ισχυρισµός: ΄Εστω x1, x2, . . . , xn > 0, έτσι ώστε x1x2 · · ·xn = 1. Τότε x1 + x2 + · · · + xn ≥ n. Μάλιστα,
ισχύει ισότητα αν και µόνον αν x1 = x2 = · · · = xn = 1.
Για n = 1 έχουµε x1 = 1 ≥ 1.
Υποθέτουµε ότι η ανισότητα ισχύει για n ϑετικούς αριθµούς και ότι ισχύει ως ισότητα αν και µόνον αν οι
αριθµοί αυτοί είναι ίσοι (µε τη µονάδα).
΄Εστω τώρα x1, x2, . . . , xn, xn+1 > 0, έτσι ώστε x1x2 · · ·xnxn+1 = 1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπο-
ϱούµε να υποθέσουµε ότι x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ xn+1. Τότε xn+1 ≥ 1. Πράγµατι, αν όλοι οι αριθµοί
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x1, x2, . . . , xn, xn+1 ήσαν µικρότεροι της µονάδας, τότε και το γινόµενό τους ϑα ήταν µικρότερο του 1. Α-
νάλογα προκύπτει ότι x1 ≤ 1.
Η σχέση x1x2 · · ·xnxn+1 = 1 γράφεται (x1xn+1)x2 · · ·xn = 1. (΄Εχουµε αντικαταστήσει τους n+ 1 αριθµούς
x1, x2, . . . , xn, xn+1 µε τους n αριθµούς (x1xn+1), x2, . . . , xn, ϑεωρώντας το γινόµενο x1xn+1 ως έναν αριθ-
µό). Από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι (x1xn+1) + x2 + · · · + xn ≥ n, µε ισότητα αν και µόνον
αν (x1xn+1) = x2 = · · · = xn = 1. Παρατηρούµε ότι x1 + xn+1 ≥ x1xn+1 + 1 ⇔ xn+1(1 − x1) + x1 − 1 =
= (xn+1 − 1)(1− x1) ≥ 0, η οποία ισχύει γιατί xn+1 ≥ 1 και x1 ≤ 1.
Εποµένως x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1 = (x1 + xn+1) + x2 + · · ·+ xn ≥ x1xn+1 + 1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n+ 1.
Ισότητα ϑα προκύψει αν έχουµε (x1xn+1) + x2 + · · · + xn = n ⇔ (x1xn+1) = x2 = · · · = xn = 1 και
(1 − x1)(xn+1 − 1) = 0 ⇔ x1 = 1 ή xn+1 = 1. Στη δεύτερη περίπτωση, εφόσον x1xn+1 = 1 παίρνουµε και
x1 = xn+1 = 1.
Προχωράµε τώρα στην απόδειξη της ανισότητας αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου.
Θέτουµε xi =

αi
n√
α1α2 · · ·αn

, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Παρατηρούµε ότι x1x2 · · ·xn =
α1α2 · · ·αn

(
n√
α1α2 · · ·αn)n

= 1.

Με ϐάση τον ισχυρισµό που αποδείξαµε ϑα έχουµε: x1+x2+· · ·+xn ≥ n⇔ α1
n√
α1α2 · · ·αn

+
α2

n√
α1α2 · · ·αn

+

· · ·+ αn
n√
α1α2 · · ·αn

≥ n⇔ α1 + α2 + · · ·+ αn
n

≥ n
√
α1α2 · · ·αn.

Η ισότητα ισχύει αν και µόνον αν x1 = x2 = · · · = xn = 1 ⇔ α1
n√
α1α2 · · ·αn

=
α2

n√
α1α2 · · ·αn

= · · · =

=
αn

n√
α1α2 · · ·αn

= 1⇔ α1 = α2 = · · · = αn =
n
√
α1α2 · · ·αn. �

3η Απόδειξη: Εδώ ϑα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα Bernoulli. Θέτουµε Ak =
α1 + α2 + · · ·+ αk

k
, για

κάθε k = 1, 2, . . . , n. Προφανώς Ak > 0 (εφόσον, όπως και προηγουµένως έχουµε υποθέσει ότι οι αριθµοί
α1, α2, . . . , αn είναι ϑετικοί) και kAk = α1 + α2 + · · ·+ αk, για κάθε k = 1, 2, . . . , n.
Παρατηρούµε ότι για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1 έχουµε:

Ak+1
k+1

Akk
=
Ak+1
k+1

Ak+1
k

· Ak =

(α1 + α2 + · · ·+ αk + αk+1

k + 1

)k+1

Ak+1
k

Ak =
(kAk + αk+1

(k + 1)Ak

)k+1

Ak =

=
((k + 1)Ak + αk+1 − Ak

(k + 1)Ak

)k+1

Ak =
(

1 +
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

)k+1

Ak.

Αν αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

≤ −1, τότε αk+1−Ak ≤ −(k+1)Ak ⇔ αk+1 ≤ −kAk < 0, άτοπο. Εποµένως αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

> −1

και µπορούµε να εφαρµόσουµε την ανισότητα Bernoulli:
(

1 +
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

)k+1

≥ 1 + (k + 1)
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

=

= 1 +
αk+1 − Ak

Ak
=
Ak + αk+1 − Ak

Ak
=
αk+1

Ak
. Εποµένως

Ak+1
k+1

Akk
≥ αk+1

Ak
Ak = αk+1.

Εφαρµόζουµε την προηγούµενη ανισότητα για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1 και µε δεδοµένο ότι A1 =
α1

1
= α1,

παίρνουµε: Ann =
Ann
An−1n−1

· A
n−1
n−1

An−2n−2
· · · A

3
3

A2
2

· A
2
2

A1

A1 ≥ αnαn−1 · · ·α3α2α1, απ΄ όπου προκύπτει

An ≥ n
√
α1α2 · · ·αn−1αn.

Σηµειώνουµε ότι για να προκύψει ισότητα ϑα πρέπει στην ανισότητα Bernoulli
(

1 +
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

)k+1

≥

1 + (k + 1)
αk+1 − Ak
(k + 1)Ak

να έχουµε αk+1 = Ak, για κάθε k = 1, 2, . . . , n − 1. ΄Αρα α2 = A1 = α1,

α3 = A2 =
2α1

2
= α1 κ.ο.κ. ∆ηλαδή α1 = α2 = · · · = αn. �

4η Απόδειξη: (Η απλούστερη γνωστή) ΄Εστω A =
α1 + α2 + · · ·+ αn

n
. Αν α1 = α2 = · · · = αn(= A),

τότε A =
n√
α1α2 · · ·αn.
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΄Εστω ότι κάποιος αi είναι µεγαλύτερος του A. Τότε ϑα υπάρχει κάποιος αj < A. Γιατί, σε αντίθετη πε-
ϱίπτωση ϑα είχαµε α1 + α2 + · · ·+ αn > nA⇒ A =

α1 + α2 + · · ·+ αn
n

> A, άτοπο.
΄Εστω αi = A + x και αj = A − y, όπου x, y > 0. Αντικαθιστούµε το αi µε το α′i = A και το αj µε το
α′j = A + x − y. Παρατηρούµε ότι α′i + α′j = 2A + x − y = (A + x) + (A − y) = αi + αj. Εποµένως το
άθροισµα και άρα ο αριθµητικός µέσος των αριθµών α1, α2, . . . , α

′
i, . . . , α

′
j, . . . , αn παραµένει ο ίδιος. Από

την άλλη µεριά όµως, παρατηρούµε ότι αiαj = (A+ x)(A− y) = A2 + (x− y)A− xy <
xy>0

A2 + (x− y)A =

A(A + x− y) = α′iα
′
j. Εποµένως ο γεωµετρικός µέσος των αριθµών α1, α2, . . . , α

′
i, . . . , α

′
j, . . . , αn είναι µε-

γαλύτερος του αρχικού γεωµετρικού µέσου. Αν συνεχίσουµε κατ΄ αυτόν τον τρόπο, ϑα αυξάνουµε συνεχώς
τον γεωµετρικό µέσο, ενώ ο αριθµητικός µέσος ϑα παραµένει ο ίδιος. Επιπροσθέτως, µε την αντικατάσταση
του αi από το α′i = A αυξάνουµε το πλήθος των αριθµών που είναι ίσοι µε A, τουλάχιστον κατά έναν.
(Μπορεί και ο α′j = A + x − y να γίνει ίσος µε A, αν x = y). Το ϐέβαιο είναι ότι αυτή η διαδικασία
κάποτε ϑα σταµατήσει, όταν ϕυσικά όλοι οι αριθµοί γίνουν ίσοι µε A, οπότε και ϑα έχουµε ισότητα µεταξύ
αριθµητικού και γεωµετρικού µέσου. �

Παρατήρηση: Και στην προηγούµενη 4η απόδειξη υποκρύπτεται επαγωγή ως προς το πλήθος των α1, α2, . . . ,
αn που δεν είναι ίσοι µε A.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 119. Αν α1, α2, . . . , αn > 0 να δείξετε ότι α1

α2

+
α2

α3

+ · · ·+ αn−1
αn

+
αn
α1

≥ n.
Απόδειξη: Σύµφωνα µε την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου έχουµε:
α1

α2

+
α2

α3

+ · · ·+ αn−1
αn

+
αn
α1

n
≥ n

√
��α1

��α2

·��α2

��α3

· · ·��
�αn−1

��αn
·��αn
��α1

=
n
√

1 = 1, απ΄ όπου προκύπτει η αποδεικτέα
σχέση. �

΄Ασκηση 120. Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 3 ισχύει η σχέση: 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
< n− n− 1

n−1
√
n
.

Απόδειξη: Η σχέση 1+ 1
2
+ 1

3
+· · ·+ 1

n
< n−n− 1

n−1
√
n

ισοδύναµα γράφεται n− 1
n−1
√
n
< n−

(
1 + 1

2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n

)
=

= 1− 1 +

(
1− 1

2

)
+

(
1− 1

3

)
+ · · ·+

(
1− 1

n

)
=

1

2
+

2

3
+ · · ·+ n− 1

n
.

Από την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου παίρνουµε:
1
2

+ 2
3

+ · · ·+ n−1
n

n− 1
>

n−1

√
1

�2
· �2
�3
· · ·�

��n− 1

n
=

1
n−1
√
n
⇔ n− 1

n−1
√
n
<

1

2
+

2

3
+ · · ·+ n− 1

n
. �

΄Ασκηση 121. Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 2 ισχύει η σχέση: n
(
n
√
n+ 1− 1

)
< 1 + 1

2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Απόδειξη: Η σχέση n
(
n
√
n+ 1− 1

)
< 1 + 1

2
+ 1

3
+ · · · + 1

n
ισοδύναµα γράφεται n n

√
n+ 1 < 1 + 1

2
+ 1

3
+

· · ·+ 1
n

+ n = (1 + 1) +
(
1
2

+ 1
)

+
(
1
3

+ 1
)

+ · · ·+
(
1
n

+ 1
)

= 2
1

+ 3
2

+ 4
3

+ · · ·+ n+1
n

.
Από την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου παίρνουµε:

2
1

+ 3
2

+ 4
3
· · ·+ n+1

n

n
>

n

√
�2

1
· �3
�2
· �4
�3
· · · n+ 1

�n
= n
√
n+ 1⇔ n n

√
n+ 1 <

2

1
+

3

2
+

4

3
+ · · ·+ n+ 1

n
. �

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

106. ∆είξτε ότι (n!)3 < nn
(
n+ 1

2

)2n

για κάθε n = 2, 3, . . .

107. ∆είξτε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει : n
√

(3n)! <
3n(3n+ 1)2

4
.

Πρόταση Γʹ.20. ΄Εστω Α ⊆ Z≥n0 και m σταθερός ϑετικός ακέραιος. Υποθέτουµε ότι :
(i) n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . , n0 +m− 1 ∈ Α και
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(ii) αν m διαδοχικοί ακέραιοι n, n+ 1, n+ 2, . . . , n+m− 1 ∈ Α, τότε n+m ∈ Α.
Τότε Α = Z≥n0.
Απόδειξη: ΄Εστω Α ( Z≥n0. Τότε το Α′ = Z≥n0 \ Α είναι µη κενό και κάτω ϕραγµένο. Μάλιστα, είναι κάτω
ϕραγµένο από το n0 + m − 1, γιατί δεν υπάρχουν ακέραιοι µεταξύ διαδοχικών ακεραίων και n0, n0 + 1,
n0 + 2, . . . , n0 +m− 1 /∈ Α′. ΄Εστω µ = minΑ′. Τότε n0 +m− 1 < µ⇒ n0 +m− 1 ≤ µ− 1⇔ n0 ≤ µ−m.
Οιm διαδοχικοί ακέραιοι µ−m,µ−m+ 1, µ−m+ 2 . . . , µ−1 ανήκουν στο Α, γιατί n0 ≤ µ−m ≤ µ−1 <
< µ = minΑ′. Από τη συνθήκη (ii) προκύπτει ότι και µ = (µ − 1) + 1 ∈ Α, άτοπο. ΄Αρα Α′ = ∅, δηλαδή
Α = Z≥n0. �
Η παραπάνω πρόταση µας επιτρέπει να εφαρµόζουµε µια παραλλαγή της µαθηµατικής επαγωγής.

Πόρισµα Γʹ.21. ΄Εστω p(n) ένας προτασιακός τύπος. Υποθέτουµε τα εξής :
1ο : Η πρόταση p(n0) είναι αληθής.
2ο : Αν p(n), p(n+ 1), . . . , p(n+m− 1) είναι αληθείς, τότε και η p(n+m) είναι αληθής.
Τότε η πρόταση p(n) είναι αληθής για κάθε ακέραιο n ≥ n0.
Απόδειξη: ΄Εστω Α = {n ∈ Z≥n0 | η p(n) είναι αληθής}. Εφόσον η p(n0) είναι αληθής, έχουµε n0 ∈ Α.
Αν τώρα n, n + 1, n + 2, . . . , n + m − 1 ∈ Α, τότε p(n), p(n + 1), . . . , p(n + m − 1) είναι αληθείς. Από την
υπόθεσή µας προκύπτει ότι και η p(n + m) είναι αληθής. ΄Αρα n + m ∈ Α. Με ϐάση την προηγούµενη
πρόταση Α = Z≥n0, δηλαδή η p(n) είναι αληθής για κάθε n ≥ n0. �

Η επόµενη άσκηση αφορά τους περίφηµους αριθµούς Fibonacci.

΄Ασκηση 122. (Ακολουθία Fibonacci) Θεωρούµε την ακολουθία 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . Παρατηρούµε
ότι κάθε όρος της ακολουθίας αυτής, από τον 3ο και µετά, ισούται µε το άθροισµα των δύο προηγουµένων
του. ∆ηλαδή, αν fn είναι ο n−στος όρος της ακολουθίας αυτής, τότε έχουµε fn+2 = fn+1 + fn. ∆είξτε ότι ο
n−στος όρος fn δίνεται από τον τύπο

fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n)
.

Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε: 1√
5

((
1 +
√

5

2

)
−
(

1−
√

5

2

))
=

1√
5
· (1 +

√
5)− (1−

√
5)

2
=

2
√

5

2
√

5
=

= 1 = f1. ΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 1.

Για n = 2 έχουµε: 1√
5



(

1 +
√

5

2

)2

−
(

1−
√

5

2

)2

 =

1√
5

(
6 + 2

√
5

4
− 6− 2

√
5

4

)
=

1√
5
· 4
√

5

4
= 1 =

= f2. ΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 2.

Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για n και n + 1, δηλαδή fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n)
και

fn+1 =
1√
5



(

1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)n+1

. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n+ 2.

΄Εχουµε:

fn+2 = fn+1 + fn =
1√
5



(

1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)n+1

+

1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n)
=

=
1√
5



(

1 +
√

5

2

)n+1

+

(
1 +
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)n

 =

=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n(
1 +
√

5

2
+ 1

)
−
(

1−
√

5

2

)n(
1−
√

5

2
+ 1

))
=
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=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

· 3 +
√

5

2
−
(

1−
√

5

2

)n

· 3−
√

5

2

)
=

=
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

· 6 + 2
√

5

4
−
(

1−
√

5

2

)n

· 6− 2
√

5

4

)
=

=
1√
5



(

1 +
√

5

2

)n(
1 +
√

5

2

)2

−
(

1−
√

5

2

)n(
1−
√

5

2

)2

 =

1√
5



(

1 +
√

5

2

)n+2

−
(

1−
√

5

2

)n+2

.

Εποµένως η πρόταση ισχύει και για n + 2. Με ϐάση το προηγούµενο πόρισµα, ισχύει για κάθε ϑετικό
ακέραιο n. �

Φυσικά δεν είναι δυνατόν να µαντέψει κανείς τον παραπάνω περίεργο τύπο για τους αριθµούς Fibonacci.
Υπάρχουν µέθοδοι, για παράδειγµα µέσω διαγωνοποίησης πινάκων ή δυναµοσειρών, οι οποίες οδηγούν σ᾿
αυτό το αποτέλεσµα.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 123. ∆είξτε ότι για κάθε δύο ϑετικούς ακεραίους m,n µε n ≥ 2, ισχύει η σχέση: fm+n =
= fmfn−1 + fm+1fn.
Απόδειξη: Αποδεικνύουµε την παραπάνω σχέση µε επαγωγή ως προς m.
Για m = 1 και οποιονδήποτε ϑετικό ακέραιο n ≥ 2, έχουµε: fm+n = fn+1 = fn−1 + fn = 1 · fn−1 + 1 · fn =
= f1fn−1 + f2fn =

m=1
fmfn−1 + fm+1fn.

Υποθέτουµε ότι fm+n = fmfn−1 + fm+1fn για κάποιο ϑετικό ακέραιο m και για όλους τους ακεραίους
n ≥ 2. Θα αποδείξουµε ότι f(m+1)+n = fm+1fn−1 + fm+2fn για όλους τους ακεραίους n ≥ 2.
Πράγµατι, f(m+1)+n = fm+(n+1) = fmf(n+1)−1 + fm+1fn+1 = fmfn + fm+1fn+1, λόγω της επαγωγικής
υπόθεσης. Επίσης, fn+1 = fn + fn−1 και συνεπώς fmfn + fm+1fn+1 = = fmfn + fm+1fn + fm+1fn−1 =
fm+1fn−1 + (fm + fm+1)fn = fm+1fn−1 + fm+2fn. �

΄Ασκηση 124. ∆ίνεται η ακολουθία των αριθµών -3, 15, -21, 99, -213, 795, -2061, 6819, -19173, ... Αν
αn είναι γενικός όρος της ακολουθίας, τότε έχουµε α1 = −3, α2 = 15, α3 = −21 και κάθε άλλος όρος
δίνεται συναρτήσει των τριών προηγούµενών του από τη σχέση: αn+3 = 6αn + 5αn+1 − 2αn+2.
Θα αποδείξουµε ότι

αn = 2(−1)n + 2n + (−3)n

για κάθε n = 1, 2, 3, ...
Απόδειξη: Αρχικώς επαληθεύουµε τον τύπο για n = 1, n = 2 και n = 3. (Η εκτέλεση των πράξεων είναι
ϑέµα ϱουτίνας και παραλείπεται. Ο δύσπιστος αναγνώστης µπορεί να κάνει µόνος του την επαλήθευση).
Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι ο τύπος ισχύει για n, n + 1 και n + 2. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για
n+ 3. ΄Εχουµε λοιπόν τις σχέσεις :

αn = 2(−1)n + 2n + (−3)n

αn+1 = 2(−1)n+1 + 2n+1 + (−3)n+1

και αn+2 = 2(−1)n+2 + 2n+2 + (−3)n+2.

Τότε ϑα έχουµε: αn+3 = 6αn+5αn+1−2αn+2 = 6
(
2(−1)n+2n+(−3)n

)
+5
(
2(−1)n+1 +2n+1 +(−3)n+1

)
−

2
(
2(−1)n+2 + 2n+2 + (−3)n+2

)
= 12(−1)n + 6 · 2n + 6(−3)n + 10(−1)n+1 + 5 · 2n+1 + 5(−3)n+1− 4(−1)n+2−

2n+3 − 2(−3)n+2 = (−1)n
(
12 + 10(−1) − 4(−1)2

)
+ 2n

(
6 + 5 · 2 − 23

)
+ (−3)n

(
6 + 5(−3) − 2(−3)2

)
=

(−1)n(12− 10− 4) + 2n(6 + 10− 8) + (−3)n(6− 15− 18) = −2(−1)n + 8 · 2n − 27(−3)n = 2(−1)3(−1)n +
23 · 2n + (−3)3 · (−3)n = 2(−1)n+3 + 2n+3 + (−3)n+3.
Εφόσον λοιπόν ο τύπος ισχύει για n = 1, n = 2 και n = 3, µε ϐάση τα προηγούµενα ϑα ισχύει και για
n = 4. Εφόσον ισχύει για n = 2, n = 3 και για n = 4, ϑα ισχύει και για n = 5. Προφανώς η διαδικασία
αυτή δεν σταµατά και κατά συνέπεια η απόδειξη ϑεωρείται πλήρης. �
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΄Ασκηση 125. ∆ίνεται η ακολουθία µε γενικό όρο αn = (3+
√

5)n+(3−
√

5)n, n = 1, 2, 3, . . . Να αποδείξετε
ότι ο αn είναι ακέραιος και µάλιστα πολλαπλάσιο του 2n.
Απόδειξη: Για n = 1 έχουµε α1 = (3 +

√
5) + (3 −

√
5) = 6 = 3 · 21. Για n = 2 έχουµε α2 =

= (3 +
√

5)2 + (3 −
√

5)2 = 9 + 6
√

5 + 5 + 9 − 6
√

5 + 5 = 28 = 7 · 22. ΄Αρα η πρόταση είναι αληθής για
n = 1 και n = 2.
Υποθέτουµε ότι οι αριθµοί αn = (3+

√
5)n+(3−

√
5)n και αn+1 = (3+

√
5)n+1 +(3−

√
5)n+1 είναι ακέραια

πολλαπλάσια των 2n και 2n+1, αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι :

(3 +
√

5)αn+1 = (3 +
√

5)n+2 + (3 +
√

5)(3−
√

5)n+1 = (3 +
√

5)n+2 +
(

32 − (
√

5)2
)

(3−
√

5)n =

= (3 +
√

5)n+2 + 4(3−
√

5)n και

(3−
√

5)αn+1 = (3−
√

5)(3 +
√

5)n+1 + (3−
√

5)n+2 =
(

32 − (
√

5)2
)

(3 +
√

5)n + (3−
√

5)n+2 =

= 4(3 +
√

5)n + (3 +
√

5)n+2.

Εποµένως, προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε: 6αn+1 = 4αn + αn+2 ⇔ αn+2 = 6αn+1 − 4αn. Από την
τελευταία σχέση προκύπτει ότι όλοι οι αριθµοί αn είναι ακέραιοι.
Υποθέτουµε ότι το αn είναι πολλαπλάσιο του 2n και το αn+1 πολλαπλάσιο του 2n+1. Τότε το 4αn = 22αn
και το 6αn+1 = 3 · 2αn+1 είναι πολλαπλάσια του 2n+2. Εποµένως το αn+2 = 6αn+1− 4αn είναι πολλαπλάσιο
του 2n+2. �

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

108. Αποδείξτε µε επαγωγή τις ακόλουθες ταυτότητες µεταξύ των αριθµών Fibonacci:

1. f1 + f2 + · · ·+ fn = fn+2 − 1

2. f2 + f4 + f4 + · · ·+ f2n = f2n+1 − 1

3. f1 + f3 + f5 + · · ·+ f2n−1 = f2n

4. f1 − f2 + f3 + · · ·+ (−1)n+1fn = (−1)n+1fn−1 + 1, n ≥ 2

5. fn+1fn−1 − f 2
n = (−1)n, n ≥ 2

6. f 2
n+1 = 4fnfn−1 + f 2

n−2, n ≥ 3

7. f 2
n + f 2

n−1 = f2n−1, n ≥ 2

8. f 2
n+1 − f 2

n−1 = f2n, n ≥ 2

9. f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1 = f3n, n ≥ 2

10. f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + · · ·+ f 2

n = fnfn+1

11. f1f2 + f2f3 + · · ·+ f2n−1f2n = f 2
2n

12. f1f2 + f2f3 + · · ·+ f2nf2n+1 = f 2
2n+1 − 1

109. ∆ίνεται η ακολουθία µε γενικό όρο αn = (3 + 3
√

2)n + (3− 3
√

2)n, n = 1, 2, 3, . . . Να αποδείξετε ότι
ο αn είναι ακέραιος και µάλιστα πολλαπλάσιο του 3n.

110. Η ακολουθία των αριθµών αn ορίζεται ως εξής : α1 = 1, α2 = 3 και αn+2 = 3αn+1 + 6αn. Να δείξετε
ότι αn = 1√

33

((
3+
√
33

2

)n −
(
3−
√
33

2

)n), για κάθε n = 1, 2, 3, . . .

111. ∆ίνεται η ακολουθία των αριθµών αn µε α1 = 7, α2 = −7, α3 = −137 και αn+3 = 19αn+1− 30αn. Να
αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ο τύπος : αn = 3n+1 − 2 · 5n + 2n+2.

Τέλος, η επόµενη πρόταση µας παρέχει µια άλλη µορφή, ιδιαίτερα χρήσιµη και αποτελεσµατική, της
απόδειξης µέσω επαγωγής.
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Πρόταση Γʹ.22. ΄Εστω Α ⊆ Z≥n0. Υποθέτουµε ότι : (i) n0 ∈ Α και (ii) αν k ∈ Α, για κάθε k ∈ Z µε
n0 ≤ k < n, τότε και n ∈ Α. Τότε Α = Z≥n0.
Απόδειξη: ΄Εστω Α $ Z≥n0. Τότε το Α′ = Z≥n0 \ Α είναι µη κενό και κάτω ϕραγµένο. ΄Εστω m = minΑ′.
Επειδή m /∈ Α και n0 ∈ Α, έπεται ότι m > n0 και άρα m − n0 ≥ 1, ήτοι m − 1 ≥ n0. Επειδή m − 1 /∈ Α′
έχουµε m − 1 ∈ Α, αλλά και k ∈ Α, για κάθε k ∈ Z µε n0 ≤ k ≤ m − 1, δηλαδή (εφόσον δεν υπάρχει
ακέραιος µεταξύ m− 1 και m), για κάθε k ∈ Z µε n0 ≤ k < m. Αλλά τότε ϑα έπρεπε m ∈ Α, άτοπο. �

Πόρισµα Γʹ.23. ΄Εστω p(n) ένας προτασιακός τύπος. Υποθέτουµε τα εξής :
1ο : Η πρόταση p(n0) είναι αληθής.
2ο : Αν η p(m) είναι αληθής για κάθε ακέραιο m, µε n0 ≤ m < n, τότε και η p(n) είναι αληθής.
Τότε η πρόταση p(n) είναι αληθής για κάθε ακέραιο n ≥ n0.
Απόδειξη: ΄Εστω Α = {n ∈ Z≥n0 | η p(n) είναι αληθής}. Εφόσον η p(n0) είναι αληθής, έχουµε n0 ∈ Α.
Αν τώρα m ∈ Α, για κάθε ακέραιο m µε n0 ≤ m < n, τότε η p(m) είναι αληθής για κάθε ακέραιο m,
µε n0 ≤ m < n. Συνεπώς και η p(n) είναι αληθής, δηλαδή n ∈ Α. Με ϐάση την παραπάνω πρόταση,
Α = Zn≥n0, δηλαδή η p(n) είναι αληθής για κάθε n ≥ n0. �

΄Ασκηση 126. (∆ιεθνής Μαθηµατική Ολυµπιάδα 1986) Στην περιφέρεια κύκλου είναι τοποθετηµένοι
πέντε ακέραιοι αριθµοί των οποίων το άθροισµα είναι ϑετικό. Επιλέγουµε από αυτούς κάποιον ο οποίος
είναι αρνητικός (όποιον ϑέλουµε, αν ϕυσικά υπάρχει τέτοιος), τον προσθέτουµε στους δύο γειτονικούς
του και στη συνέχεια του αλλάζουµε πρόσηµο. Συνεχίζουµε κατ΄ αυτόν τον τρόπο έως ότου καταλήξουµε
στην περίπτωση που όλοι είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι του µηδενός. Τότε σταµατάµε. Να αποδείξετε ότι η
διαδικασία αυτή κάποτε ϑα σταµατήσει, δηλαδή σίγουρα ϑα καταλήξουµε κάποια στιγµή σ΄ ένα σύνολο µη
αρνητικών αριθµών, ανεξάρτητα µε ποιο τρόπο έχουµε επιλέξει κάθε ϕορά τον αρνητικό αριθµό. Ας δούµε
το παράδειγµα το οποίο παριστάνεται στο επόµενο σχήµα:

 

0

0

1

1

0

1

0

1

-1

1

1

1

-1

-12

1

-2

1

1

1

21

-1 -1

1

1-1

1 -2

3

Σχήµα 14
Στο σχήµα αυτό έχουµε τοποθετήσει κυκλικά τους ακεραίους 3, -2, 1, -1 και 1. Αυτοί έχουν άθροισµα
2 > 0. Παρατηρούµε ότι η διαδικασία σταµατά µετά από πέντε ϐήµατα.
Απόδειξη: ΄Εστω x1, x2, x3, x4, x5 οι πέντε ακέραιοι τοποθετηµένοι κυκλικά στην περιφέρεια κύκλου.

x5

x4
x3

x2

x1

 

Σχήµα 15
Σε τέτοιου είδους προβλήµατα προσπαθούµε να αντιστοιχίσουµε σε κάθε κατάσταση έναν µη αρνητικό
ακέραιο αριθµό ο οποίος συνεχώς ϑα µειώνεται. ΄Ετσι κάποια στιγµή, εφόσον ο αριθµός αυτός δεν µπορεί
να «πέσει» κάτω από το µηδέν, η διαδικασία ϑα σταµατήσει. Η εύρεση της ϑετικής ακέραιας ποσότητας
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είναι το µεγάλο πρόβληµα. Στην περίπτωσή µας είναι η
Α := x21 + x22 + x23 + x24 + x25 + (x1 + x2)

2 + (x2 + x3)
2 + (x3 + x4)

2 + (x4 + x5)
2 + (x5 + x1)

2.
(Η πρώτη σκέψη που έκανα ήταν να προσπαθήσω να µειώσω την ποσότητα x21 +x22 +x23 +x24 +x25, αλλά δεν
δούλεψε). Με αυτόν τον τρόπο ουσιαστικά εφαρµόζουµε επαγωγή επί του A. Η ελάχιστη τιµή που µπορεί
να πάρει η ποσότητα A είναι 3 (ένας ισούται µε 1 και οι υπόλοιποι µηδέν-αποδείξτε το !)
Ας υποθέσουµε ότι ο x1 είναι αρνητικός, τον οποίο προσθέτουµε στους x5 και x2 και µετά του αλλάζουµε
πρόσηµο.

-x1

x1+x2

x3x4

x1+x5x5

x4 x3

x2

x1

 

Σχήµα 16
Στο παραπάνω σχήµα οι αριθµοί τώρα είναι : −x1, x1 +x2, x3, x4 και x1 +x5 µε άθροισµα −x1 +(x1 +x2)+
x3+x4+(x1+x5) = x1+x2+x3+x4+x5, το ίδιο όπως και προηγουµένως. Η ποσότητα A όµως άλλαξε και
έγινεA′ = x21+(x1+x2)

2+x23+x24+(x1+x5)
2+(−x1+x1+x2)

2+(x1+x2+x3)
2+(x3+x4)

2+(x4+x1+x5)
2+

(x1+x5−x1)2 = x21+(x1+x2)
2+x23+x24+(x1+x5)

2+x22+(x1+x2+x3)
2+(x3+x4)

2+(x4+x1+x5)
2+x25.

Εποµένως A−A′ = ��x21+��x
2
2+��x

2
3+��x

2
4+��x

2
5+���

���(x1 + x2)
2+(x2+x3)

2+���
���(x3 + x4)

2+(x4+x5)
2+���

���(x5 + x1)
2−��x21−

���
���(x1 + x2)

2−��x23−��x24−����
��

(x1 + x5)
2−��x22−(x1+x2+x3)

2−����
��

(x3 + x4)
2−(x4+x1+x5)

2−��x25 = (x2+x3)
2+(x4+x5)

2−
(x1+x2+x3)

2−(x4+x1+x5)
2 = ((x2+x3)−(x1+x2+x3))((x2+x3)+(x1+x2+x3))+((x4+x5)−(x4+x1+

x5))((x4+x5)+(x4+x1+x5)) = −x1(x1+2x2+2x3)−x1(x1+2x4+2x5) = −2x1(x1+x2+x3+x4+x5) > 0,
γιατί x1 < 0 και x1 + x2 + x3 + x4 + x5 > 0. Εποµένως A′ < A και µε ϐάση την επαγωγική υπόθεση,
ξεκινώντας από τη νέα κυκλική µορφή, η διαδικασία κάποτε ϑα σταµατήσει. �

Γʹ.2 Το διώνυµο του Newton

Οι ταυτότητες (α+ β)2 = α2 + 2αβ + β2 και (α+ β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3 µας είναι ήδη γνωστές. Με
προσοχή στις πράξεις µπορεί κανείς να αποδείξει την ταυτότητα (α+β)4 = α4 + 4α3β+ 6α2β2 + 4αβ3 +β4

ή, αν διαθέτει περισσότερη υποµονή (!) την ταυτότητα (α+β)5 = α5 +5α4β+10α3β2 +10α2β3 +5αβ4 +β5.
Γεννάται λοιπόν το ερώτηµα: Υπάρχει γενικός τύπος ο οποίος να µας δίνει αµέσως το ανάπτυγµα του
(α + β)n για οποιονδήποτε (ϑετικό) ακέραιο n;

Ορισµός Γʹ.24. ΄Εστω x ∈ R και k ϕυσικός αριθµός. Ορίζουµε :

(
x

k

)
=





x(x− 1)(x− 2) · · · (x− k + 1)

k!
, αν k > 0

1, αν k = 0.

Το σύµβολο
(
x

k

)
διαβάζεται x ανά k.

Ο παράγοντας x − k + 1 στον αριθµητή x(x − 1)(x − 2) · · · (x − k + 1) του συµβόλου
(
x

k

)
δικαιολο-

γείται αν παρατηρήσουµε ότι
(
x

k

)
=

(x− 0)(x− 1)(x− 2) · · · (x− (k − 1))

1 · 2 · 3 · · · k . Κοντολογίς, όσοι παράγοντες
είναι πάνω είναι και κάτω.
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Πρόταση Γʹ.25. Αν x /∈ N, τότε
(
x

k

)
6= 0.

Απόδειξη: Αν k = 0, τότε
(
x

k

)
= 1 6= 0. ΄Εστω k > 0. Τότε, για να είναι

(
x

k

)
=
x(x− 1) · · · (x− k + 1)

k!
=

= 0, ϑα πρέπει κάποιος από τους x, x − 1, . . . , x − k + 1 να είναι µηδέν. ∆ηλαδή, x − s = 0, για κάποιο
s = 0, 1, . . . , k − 1. Τότε όµως x = s ∈ N, άτοπο. �

Στα επόµενα ϑα ασχοληθούµε µε περιπτώσεις στις οποίες το x είναι µη αρνητικός ακέραιος και γι΄ αυ-

τό προτιµούµε το σύµβολο n αντί του x. Ας υπολογίσουµε τώρα κάποια από τα σύµβολα
(
n

k

)
:

(i)

(
6

4

)
=

6 · 5 · 4 · 3
1 · 2 · 3 · 4 =

�6 · 5 · 4 · 3
1 ·���2 · 3 · 4 =

5 · �4 · 3
�4

= 5 · 3 = 15.

(ii)

(
7

3

)
=

7 · �6 · 5
���

�1 · 2 · 3 = 35.

(iii)

(
12

5

)
=

12 · 11 · 10 · 9 · 8
2 · 3 · 4 · 5 =

12 · 11 ·��10 · 9 · 8
�2 · 3 · 4 · �5

=
��12 · 11 · 9 · 8

���3 · 4 = 11 · 72 = 792.

Επειδή στο σύµβολο
(
x

k

)
εµφανίζονται γινόµενα πολλών αριθµών, αποφεύγουµε να κάνουµε αµέσως

τους πολλαπλασιασµούς αλλά προτιµούµε να απλοποιούµε πρώτα τα κλάσµατα. (΄Οπως έχουµε µάθει να
κάνουµε γενικά στα µαθηµατικά).

Η επόµενη πρόταση περιγράφει µερικές από τις ϐασικότερες ιδιότητες του συµβόλου
(
n

k

)
.

Πρόταση Γʹ.26. Υποθέτουµε ότι k και n είναι µη αρνητικοί ακέραιοι. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) Αν k > n, τότε
(
n

k

)
= 0.

(ii)

(
n

n

)
=

(
n

0

)
= 1.

(ii)

(
n

1

)
= n.

(iv) Αν 0 ≤ k ≤ n, τότε
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

n− k

)
.

Απόδειξη: (i) Εφόσον k > n⇔ n− k < 0 και ο n− k είναι ακέραιος, ϑα έχουµε n− k+ 1 ≤ 0. Εποµένως
n ≥ 0 ≥ n− k+ 1 και συνεπώς κάποιος από τους ακεραίους n, n− 1, . . . , n− k+ 1 πρέπει να είναι µηδέν.

΄Αρα ο αριθµητής n(n− 1) · · · (n− k + 1) του
(
n

k

)
είναι µηδέν.

(ii) Η σχέση
(
n

0

)
= 1 προκύπτει από τον ορισµό του συµβόλου

(
n

k

)
.

Τώρα,
(
n

n

)
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− n+ 1)

n!
=
n(n− 1)(n− 2) · · · 1

n!
=
n!

n!
= 1.

(iii)

(
n

1

)
=
n

1!
= n.

(iv) Για k = 0 ή k = n έχει αποδειχθεί προηγουµένως. ΄Εστω 1 ≤ k ≤ n − 1. Τότε έχουµε:
(
n

k

)
=

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)(n− k)!

n!(n− k)!
=

n!

n!(n− k)!
. Από τον τύπο αυ-

τό προκύπτει επίσης ότι
(

n

n− k

)
=

n!

(n− k)!(n− (n− k))!
=

n!

(n− k)!k!
=

(
n

k

)
. �
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Λήµµα Γʹ.27. (Ο τριγωνικός τύπος του Pascal) Αν 1 ≤ k ≤ n, τότε ισχύει ο τύπος
(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
.

Απόδειξη: Αν k = n τότε
(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
= 1 και

(
n− 1

k

)
= 0 και ο τύπος ισχύει σ΄ αυτή την περίπτωση.

Υποθέτουµε τώρα ότι k < n⇔ k ≤ n− 1.

΄Εχουµε:
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n

k
· (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=
n

k
· (n− 1)!

(k − 1)!((n− 1)− (k − 1))!
=
n

k
·
(
n− 1

k − 1

)
=

=
k + (n− k)

k

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+
n− k
k

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+
n− k
k

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

+
(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
. �

Ο τύπος αυτός ορίζει τα σύµβολα
(
n

k

)
κατά τρόπο «αναδροµικό». Με ϐάση λοιπόν τον τύπο του Pascal

παίρνουµε το επόµενο τριγωνικό σχήµα, γνωστό ως τρίγωνο του Pascal:

Κεφάλαιο 2. Η Αποδεικτική Μέθοδος της Μαθηµατικής Επαγωγής

(n− k)(n− 1)!

k(k − 1)!(n− k)(n− k − 1)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(n− 1)!

k!(n− 1− k)! =
(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k − 1

)

.
Ο τύπος αυτός ορίζει τα σύµβολα

(
n

k

)
κατά τρόπο «αναδροµικό». Με ϐάση λοιπόν τον τύπο του Pascal

παίρνουµε το επόµενο τριγωνικό σχήµα:
(
0
0

)
= 1

↙ ↘(
1
0

)
= 1

(
1
1

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘(
2
0

)
= 1

(
2
1

)
= 2

(
2
2

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
3
0

)
= 1

(
3
1

)
= 3

(
3
2

)
= 3

(
3
3

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
4
0

)
= 1

(
4
1

)
= 4

(
4
2

)
= 6

(
4
3

)
= 4

(
4
4

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
5
0

)
= 1

(
5
1

)
= 5

(
5
2

)
= 10

(
5
3

)
= 10

(
5
4

)
= 5

(
5
5

)
= 1

↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘(
6
0

)
= 1

(
6
1

)
= 6

(
6
2

)
= 15

(
6
3

)
= 20

(
6
4

)
= 15

(
6
5

)
= 6

(
6
6

)
= 1

..............................................................................................................................

2.3 Η ανισότητα Αριθµητικού-Γεωµετρικού Μέσου

12 Κωνσταντίνος Γκότσης

Πρότυπο Πειραµατικό Γενικό Λύκειο Βαρβακείου Σχολής

Σχήµα 17: Τρίγωνο του Pascal
Στο τρίγωνο του Pascal κάθε αριθµός ισούται µε το άθροισµα των δύο άλλων που ϐρίσκονται από πάνω,
όπως δείχνουν τα ϐέλη.
Τώρα είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ϐασικό ϑεώρηµα αυτής της παραγράφου:

Θεώρηµα Γʹ.28. (Το διώνυµο του Newton) Ισχύει η ακόλουθη αλγεβρική ταυτότητα:

(α + β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αn−kβk =

(n0)=(nn)=1
αn +

(
n

1

)
αn−1β +

(
n

2

)
αn−2β2 +

(
n

3

)
αn−3β3 + · · ·+

+

(
n

n− 3

)
α3βn−3 +

(
n

n− 2

)
α2βn−2 +

(
n

n− 1

)
αβn−1 + βn

.
Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε επαγωγή επί του n.

Για n = 1 έχουµε (α + β)1 = α + β = 1 · α + 1 · β =

(
1

0

)
α +

(
1

1

)
β.

΄Αρα η πρόταση ισχύει για n = 1. (Θα µπορούσε κάποιος να ξεκινήσει την επαγωγή από το µηδέν ϑεωρώντας
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την προφανή σχέση (α + β)0 = 1 =

(
0

0

)
α0β0).

Υποθέτουµε ότι για κάποιο n ισχύει η σχέση

(α + β)n = αn +

(
n

1

)
αn−1β +

(
n

2

)
αn−2β2 + · · ·+

(
n

n− 2

)
α2βn−2 +

(
n

n− 1

)
αβn−1 + βn. (1)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (1) µε α και παίρνουµε:

α(α + β)n = αn+1 +

(
n

1

)
αnβ +

(
n

2

)
αn−1β2 + · · ·+

(
n

n− 2

)
α3βn−2 +

(
n

n− 1

)
α2βn−1 + αβn. (2)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (1) µε β και παίρνουµε:

β(α + β)n = αnβ +

(
n

1

)
αn−1β2 +

(
n

2

)
αn−2β3 + · · ·+

(
n

n− 2

)
α2βn−1 +

(
n

n− 1

)
αβn + βn+1. (3)

Αν προσθέσουµε τις (2) και (3) κατά µέλη, τότε στο αριστερό µέλος ϑα πάρουµε (α + β)(α + β)n =
= (α + β)n+1. Στο δεξιό µέλος ϑα πάρουµε:

αn+1 +

(
1 +

(
n

1

))
αnβ +

((
n

1

)
+

(
n

2

))
αn−1β2 +

((
n

2

)
+

(
n

3

))
αn−2β3 + · · ·+

+

((
n

n− 2

)
+

(
n

n− 1

))
α2βn−1 +

((
n

n− 1

)
+ 1

)
αβn + βn+1 =

= αn+1 +

((
n

0

)
+

(
n

1

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αnβ +

((
n

1

)
+

(
n

2

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αn−1β2 +

((
n

2

)
+

(
n

3

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αn−2β3 + · · ·+

+

((
n

n− 2

)
+

(
n

n− 1

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

α2βn−1 +

((
n

n− 1

)
+

(
n

n

))

︸ ︷︷ ︸
τρίγωνο Pascal

αβn + βn+1 =

= αn+1 +

(
n+ 1

1

)
αnβ +

(
n+ 1

2

)
αn−1β2 +

(
n+ 1

3

)
αn−2β3 + · · ·

(
n+ 1

n− 1

)
α2βn−1 +

(
n+ 1

n

)
αβn + βn+1

και επειδή
(
n+ 1

0

)
=

(
n+ 1

n+ 1

)
= 1, έχουµε τελικώς

(
n+ 1

0

)
αn+1 +

(
n+ 1

1

)
αnβ +

(
n+ 1

2

)
αn−1β2 +

(
n+ 1

3

)
αn−2β3 + · · ·

(
n+ 1

n− 1

)
α2βn−1 +

(
n+ 1

n

)
αβn+

+

(
n+ 1

n+ 1

)
βn+1 =

n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
αn+1−kβk. �

Επειδή
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, το διώνυµο του Newton µπορεί να γραφεί και ως (α+β)n =

n∑

k=0

(
n

n− k

)
αn−kβk

ή καλύτερα, ϑεωρώντας ως ϐωβό δείκτη το n − k ∈ {0, 1, . . . , n}, οπότε το k ϑα αντικατασταθεί από το

n− k, στη µορφή (α+ β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k = βn +

(
n

1

)
αβn−1 +

(
n

2

)
α2βn−2 + · · ·+

(
n

n− 2

)
αn−2β2+

+

(
n

n− 1

)
αn−1β + αn.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 127. Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα του (α + β)10.

Λύση: ΄Εχουµε:
(

10

1

)
= 10,

(
10

2

)
=

10 · 9
2

= 5 · 9 = 45,

(
10

3

)
=

10 · 9 · 8
6

= 10 · 3 · 4 = 120,

(
10

4

)
=
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γʹ.2. Το διώνυµο του Newton

=
10 · 9 · �8 · 7
�2 · 3 · �4

= 10 · 3 · 7 = 210,

(
10

5

)
=

10 · 9 · 8 · 7 · 6
2 · 3 · 4 · 5 =

9 · 8 · 7 · 6
3 · 4 = 3 · 2 · 7 · 6 = 36 · 7 = 252. Οι

υπόλοιποι διωνυµικοί συντελεστές είναι συµµετρικά ίσοι µε αυτούς που µόλις ϐρήκαµε. Εποµένως
(α+β)10 = α10 +10α9β+45α8β2 +120α7β3 +210α6β4 +252α5β5 +210α4β6 +120α3β7 +45α2β8 +10αβ9 +
β10. �

΄Ασκηση 128. Να αποδείξετε ότι :

(i)
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n. (ii)

(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · · .

(iii)
n∑

k=1

k

(
n

k

)
= n · 2n−1. (iv)

n∑

k=0

1

k + 1

(
n

k

)
=

2n+1 − 1

n+ 1
.

Απόδειξη: (i) Στον τύπο του διωνύµου του Newton
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k ϑέτουµε α = β = 1. Τότε 2n =

= (1 + 1)n =

(
n

0

)
10 · 1n +

(
n

1

)
11 · 1n−1 +

(
n

2

)
12 · 1n−2 + · · · +

(
n

n− 1

)
1n−1 · 11 +

(
n

n

)
1n · 10 =

=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
.

(ii) Στον τύπο του διωνύµου του Newton
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k ϑέτουµε α = −1 και β = 1. Τότε 0 = 0n =

= ((−1)+1)n =

(
n

0

)
(−1)0 +

(
n

1

)
(−1)1 +

(
n

2

)
(−1)2 +

(
n

3

)
(−1)3 + · · ·+

(
n

n− 1

)
(−1)n−1 +

(
n

n

)
(−1)n =

=

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
−
(
n

3

)
+

(
n

4

)
−
(
n

5

)
· · · +

(
n

n− 1

)
(−1)n−1 +

(
n

n

)
(−1)n, απ᾿ όπου προκύπτει η

αποδεικτέα.
(iii) 1ος τρόπος: ΄Εχουµε: 1 +

(
n

1

)
x +

(
n

2

)
x2 +

(
n

3

)
x3 + · · · +

(
n

n− 1

)
xn−1 +

(
n

n

)
xn = (1 + x)n.

Αν παραγωγίσουµε, ϑα πάρουµε:
(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
x + 3

(
n

3

)
x2 + · · · + (n− 1)

(
n

n− 1

)
xn−2 + n

(
n

n

)
xn−1 =

= n(1 + x)n−1. Τέλος, ϑέτοντας x = 1, παίρνουµε τη Ϲητούµενη σχέση.

2ος τρόπος: Για k = 1, 2, . . . , n έχουµε: k

(
n

k

)
= k · n!

k! · (n− k)!
=

n · (n− 1)!

(k − 1)! · ((n− 1)− (k − 1))!
=

= n ·
(
n− 1

k − 1

)
. Εποµένως,

n∑

k=1

k

(
n

k

)
= n

n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)
=

k αντί k−1
n
n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
=

σχέση (i)
n · 2n−1.

(iv) 1ος τρόπος: Ολοκληρώνουµε στο [0, 1] τη σχέση
n∑

k=0

(
n

k

)
xk = (1+x)n. ΄Εχουµε:

n∑

k=0

(
n

k

)∫ 1

0

xkdx =

=

∫ 1

0

(1 + x)ndx⇔
n∑

k=0

1

k + 1

(
n

k

)
=

(1 + x)n+1

n+ 1

∣∣∣∣
1

0

=
2n+1 − 1

n+ 1
.

2ος τρόπος: Για k = 0, 1, 2, . . . , n έχουµε: 1

k + 1

(
n

k

)
=

1

k + 1
· n!

k!(n− k)!
=

n!

(k + 1)!(n− k)!
=

1

n+ 1
·

(n+ 1)!

(k + 1)!((n+ 1)− (k + 1))!
=

1

n+ 1

(
n+ 1

k + 1

)
. Εποµένως

n∑

k=0

1

k + 1

(
n

k

)
=

1

n+ 1

n∑

k=0

(
n+ 1

k + 1

)
=

k αντί k+1

=
1

n+ 1

n+1∑

k=1

(
n+ 1

k

)
=

1

n+ 1

(
−1 +

(
n+ 1

0

)
+

n+1∑

k=1

(
n+ 1

k

))
=

1

n+ 1

(
n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
− 1

)
=

=
1

n+ 1
(2n+1 − 1). �

΄Ασκηση 129. Να αποδείξετε ότι :
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Παράρτηµα γʹ. Τὸ σύνολο Z τῶν ἀκεραίων ὡς ὑποσύνολο τοῦ συνόλου R τῶν πραγµατικῶν ἀριθµῶν καὶ ἡ µαθηµατικὴ ἐπαγωγὴ

(i)

(
n

0

)(
n

n

)
+

(
n

1

)(
n

n− 1

)
+

(
n

2

)(
n

n− 2

)
+

(
n

3

)(
n

n− 3

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)(
n

1

)
+

(
n

n

)(
n

0

)
=

=

(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+

(
n

2

)2

+

(
n

3

)2

+ · · ·+
(

n

n− 1

)2

+

(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
.

(ii) Γενικότερα, αν m, n είναι ϑετικοί ακέραιοι και 0 ≤ r ≤ m+ n, να αποδείξετε την

(Ταυτότητα του Vandermonde)
r∑

i=0

(
m

i

)(
n

r − i

)
=

(
m+ n

r

)
.

Απόδειξη: (i) Εφόσον
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, για κάθε k = 0, 1, . . . , n, η πρώτη ισότητα προκύπτει άµεσα.

Θεωρούµε τη σχέση (1 +x)n(1 +x)n = (1 +x)2n. Ο συντελεστής του xn στο δεξιό µέλος της ισότητας αυτής

είναι
(

2n

n

)
. Ο συντελεστής αυτός προκύπτει ως το άθροισµα των γινοµένων των συντελεστών των xi και

xn−i στα αναπτύγµατα (1 + x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
των δύο παρενθέσεων στο αριστερό µέλος της ισότητας αυτής.

Ο συντελεστής του xi στο ανάπτυγµα της πρώτης παρένθεσης είναι
(
n

i

)
και ο συντελεστής του xn−i στο

ανάπτυγµα της δεύτερης παρένθεσης είναι
(

n

n− i

)
. Το άθροισµά τους για τις διάφορες τιµές του i είναι

n∑

i=0

(
n

i

)(
n

n− i

)
.

(ii) Αν γράψουµε (1 + x)m+n = (1 + x)m(1 + x)n =
m∑

i=0

(
m

i

)
xi ·

n∑

j=0

(
n

j

)
xj και παρατηρήσουµε ότι ο συ-

ντελεστής του xr στο αριστερό µέλος της ισότητας είναι
(
m+ n

r

)
, ενώ στο δεξιό προκύπτει ως το άθροισµα

των γινοµένων
(
m

i

)(
n

j

)
των συντελεστών xi και xj, όπου i + j = r, δηλαδή j = r − i, τότε προκύπτει το

συµπέρασµα. �

Κανονικά ϑα έπρεπε, αφ᾿ ενός 0 ≤ i ≤ r και 0 ≤ i ≤ m, οπότε 0 ≤ i ≤ min{m, r} και αφ᾿ ετέρου
0 ≤ j = r − i ≤ n ⇔ r − n ≤ i ≤ r. Τελικώς max{0, r − n} ≤ i ≤ min{m, r}.΄Ετσι, πιο σωστά ϑα

µπορούσαµε να γράψουµε
min{r, m}∑

i=max{0, r−n}

(
m

i

)(
n

r − i

)
=

(
m+ n

r

)
, αντί

r∑

i=0

(
m

i

)(
n

r − i

)
=

(
m+ n

r

)
.

Αυτό ϐέβαια δεν επηρεάζει τον τύπο γιατί αν i > m ή r − i > n, τότε οι αντίστοιχοι διωνυµικοί συντελεστές
µηδενίζονται.

Παρατηρούµε ότι στην άσκηση Γ΄.28 οι διωνυµικοί συντελεστές 1 =
(
10
0

)
, 10 =

(
10
1

)
, 45 =

(
10
2

)
, 120 =

(
10
3

)
,

210 =
(
10
4

)
, 252 =

(
10
5

)
ϐαίνουν αυξανόµενοι, ϕτάνοντας τη µέγιστη τιµή 252 =

(
10
5

)
. Στη συνέχεια,

συµµετρικά ϐαίνουν µειούµενοι. Αυτό δεν είναι τυχαίο. Η επόµενη άσκηση αναφέρεται στο ϕαινόµενο
αυτό.

΄Ασκηση 130. Αν n ϑετικός ακέραιος, τότε :
(
n

0

)
<

(
n

1

)
<

(
n

2

)
< · · ·

(
n

bn
2
c

)
.

Ειδικότερα, αν το n = 2r είναι άρτιος, τότε το πλήθος των όρων στο ανάπτυγµα του Newton είναι n + 1 =

= 2r + 1, περιττό και ο µεγαλύτερος διωνυµικός συντελεστής είναι ο µεσαίος
(
n

bn
2
c

)
=

(
n
n
2

)
=

(
n

r

)
.

Αν το n = 2r + 1 είναι περιττός, τότε το πλήθος των όρων στο ανάπτυγµα του Newton είναι n+ 1 = 2r + 2,

άρτιο και υπάρχουν δύο µεσαίοι διωνυµικοί συντελεστές που είναι οι µεγαλύτεροι. Αυτοί είναι οι
(
n

bn
2
c

)
=
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γʹ.3. Η επαγωγή και οι άλλες αποδεικτικές µέθοδοι

=

(
n

r

)
και

(
n

r + 1

)
, γιατί

⌊n
2

⌋
=
⌊2r + 1

2

⌋
=
⌊
r +

1

2

⌋
= r και

(
n

r

)
=

(
2r + 1

r

)
=

(
2r + 1

2r + 1− r

)
=

=

(
2r + 1

r + 1

)
=

(
n

r + 1

)
.

Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι αν k ≥ 1, τότε
(
n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k)(n− k + 1)

k!
=

=
n− k + 1

k
· n(n− 1) · · · (n− k)

(k − 1)!
=

n− k + 1

k

(
n

k − 1

)
. Από αυτό προκύπτει ότι

(
n

k

)
>

(
n

k − 1

)
⇔

⇔ n− k + 1 > k ⇔ k <
n+ 1

2
.

Αν n = 2r άρτιος, τότε k < n+ 1

2
=

2r + 1

2
= r +

1

2
. Ο µεγαλύτερος ακέραιος που είναι µικρότερος του

r +
1

2
είναι ο r =

n

2
=
⌊n

2

⌋
.

Αν n = 2r + 1 περιττός, τότε k < n+ 1

2
=

2r + 2

2
= r + 1. Ο µεγαλύτερος ακέραιος που είναι µικρότερος

του r + 1 είναι πάλι ο r. Αλλά τότε,
⌊n

2

⌋
=
⌊
r +

1

2

⌋
= r. �

Γʹ.3 Η επαγωγή και οι άλλες αποδεικτικές µέθοδοι

Από τα παραπάνω καθίσταται σαφές ότι η επαγωγή αποτελεί ισχυρό αποδεικτικό εργαλείο. Συνήθως όµως
οι αποδείξεις που ϐασίζονται στην επαγωγή δεν διακρίνονται για την κοµψότητά τους. Επίσης, κατά την
επαγωγική διαδικασία ϑα πρέπει να µαντέψει κάποιος έναν τύπο, µια σχέση κτλ, δοκιµάζοντας για µικρές
σχετικά τιµές του n, κάτι το οποίο δεν είναι πάντοτε εύκολη υπόθεση. Με άλλα λόγια, η επαγωγή δεν
αποτελεί πάντα ισχυρό ευρετικό εργαλείο. Ας δούµε την επόµενη άσκηση:

΄Ασκηση 131. Να υπολογίσετε τα αθροίσµατα
(i) S1 = 1 + 2 + · · ·+ n και
(ii) S2 = 12 + 22 + · · ·+ n2.
(iii) Αν Sk = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk, τότε να αποδείξετε την αναδροµική σχέση

Sk+1 =
1

k + 2

(
(n+ 1)

(
(n+ 1)k+1 − 1

)
−
(
k + 2

2

)
Sk −

(
k + 2

3

)
Sk−1 − · · ·

(
k + 2

k

)
S2 −

(
k + 2

k + 1

)
S1

)

Απόδειξη: (i) 1ος τρόπος: ΄Εστω S1 = 1+2+ · · ·+n. Γράφοντας ανάποδα τους προσθεταίους παίρνουµε
τις ακόλουθες δύο σχέσεις :

S1 = 1 + 2 + 3 + · · · + (n− 3) + (n− 1) + n
S1 = n + (n− 1) + (n− 2) + · · · + 3 + 2 + 1

Αν προσθέσουµε κατά µέλη και κατά στήλες, ϑα πάρουµε στο δεύτερο µέλος n αθροίσµατα n + 1,
n− 1 + 2 = n+ 1, n− 2 + 3 = n+ 1, δηλαδή όλα ίσα µε n+ 1. ΄Αρα το δεύτερο µέλος της σχέσης που ϑα
προκύψει ισούται µε n(n+ 1). Το πρώτο ϕυσικά ισούται µε 2S1, οπότε 2S1 = n(n+ 1)⇔ S1 =

n(n+ 1)

2
.

2ος τρόπος: Χρησιµοποιούµε την ταυτότητα (k+ 1)2 = k2 + 2k+ 1. ΄Εχουµε (µε πρόσθεση κατά µέλη και
διαγραφή εκατέρωθεν):

��22 = 12 + 2· 1 +1

��32 = ��22 + 2· 2 +1

��42 = ��32 + 2· 3 +1
...

���
��(n− 2)2 = ���

��(n− 3)2 + 2· (n− 3) +1

��
���(n− 1)2 = ��

���(n− 2)2 + 2· (n− 2) +1

��n
2 = ���

��(n− 1)2 + 2· (n− 1) +1

(n+ 1)2 = ��n
2 + 2· n +1
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(n+ 1)2 = 2 · (1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 2) + (n− 1) + n) + n,

δηλαδή (n + 1)2 = 1 + 2S1 + n ⇔ 2S1 = (n + 1)2 − (n + 1) = (n + 1)(n + 1 − 1) = n(n + 1). ΄Αρα

S1 =
n(n+ 1)

2
.

3ος τρόπος: Σε µια συγκέντρωση παρευρέθηκαν n+ 1 άτοµα. Πόσες χειραψίες ανταλλάχτηκαν ;
Κάθε ένας από τους n+1 παρευρισκόµενους ανταλλάζει n χειραψίες µε τους υπόλοιπους n. Σύνολο λοιπόν
(n + 1)n χειραψίες. Αλλά όµως, σ᾿ αυτή τη µέτρηση κάθε χειραψία µετριέται δύο ϕορές. Π.χ. ΄Οταν ο Α
και Β χαιρετιούνται, η χειραψία αυτή µετριέται και όταν υπολογίζουµε τις χειραψίες του Α, αλλά και όταν
υπολογίζουµε τις χειραψίες του Β. Ο σωστός αριθµός των χειραψιών είναι λοιπόν n(n+ 1)

2
.

Μπορούµε να µετρήσουµε τις χειραψίες και διαφορετικά: Στην αρχή έρχεται ο πρώτος και δεν ϐρίσκει
κανέναν. Μετά έρχεται ο δεύτερος και χαιρετά τον πρώτο : 1 χειραψία. Μετά έρχεται ο τρίτος και χαιρετά
τους δύο πρώτους : άλλες 2 χειραψίες. Μετά έρχεται ο τέταρτος και χαιρετά τους τρεις πρώτους : άλλες 3
χειραψίες. κ.ο.κ. Τελικά ϑα έρθει και ο τελευταίος, ο (n + 1)−στος και ϑα χαιρετήσει τους n που έχουν

ήδη έρθει. Σύνολο χειραψιών : 1 + 2 + 3 + · · ·+ n. ΄Αρα 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Σηµείωση: Η τελευταία µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και στην άσκηση Γ΄.12. Από κάθε κορυφή ξεκινούν
n − 3 διαγώνιοι. Σύνολο διαγωνίων n(n − 3). Αλλά κατ᾿ αυτή την µέτρηση κάθε διαγώνιος µετριέται δύο
ϕορές. Για παράδειγµα, η διαγώνιος A1A3 µετριέται και όταν υπολογίζουµε τις διαγωνίους που ξεκινούν
από το A1, αλλά και όταν υπολογίζουµε τις διαγωνίους που ξεκινούν από το A3. ΄Αρα το σωστό πλήθος είναι
n(n− 3)

2
. Η απόδειξη αυτή είναι προφανώς απλούστερη από την επαγωγική απόδειξη.

(ii) Για το S2 ϑα χρησιµοποιήσουµε τον δεύτερο τρόπο του προηγουµένου Ϲητήµατος. Εδώ ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε την ταυτότητα (k + 1)3 = k3 + 3k2 + 3k + 1 και ϑα ϑεωρήσουµε δεδοµένο τον τύπο για το S1.
΄Εχουµε τις σχέσεις :

��23 = 13 + 3· 12 + 3 · 1 + 1

��33 = ��23 + 3· 22 + 3 · 2 + 1

��43 = ��33 + 3· 32 + 3 · 3 + 1
...

���
��(n− 1)3 = ���

��(n− 2)3 + 2· (n− 2)2 + 3 · (n− 2) + 1

��n
3 = ���

��(n− 1)3 + 3· (n− 1)2 + 3 · (n− 1) + 1

(n+ 1)3 = ��n
3 + 3· n2 + 3 · n + 1

(n+ 1)3 = 1 + 3 · S2 + 3 · S1 + n,

δηλαδή 3S2 = (n+ 1)3− (n+ 1)−3S1 = (n+ 1)3− (n+ 1)−3 · n(n+ 1)

2
= (n+ 1)

(
(n+ 1)2 − 1− 3n

2

)
=

= (n+ 1)
2n2 + 4n+ 2− 2− 3n

2
=

(n+ 1)(2n2 + n)

2
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

2
. ΄Αρα S2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

(iii) Χρησιµοποιούµε τον τύπο του διωνύµου του Newton σε συνδυασµό µε την προηγούµενη µέθοδο. ΄Ε-
χουµε:

�
��2k+2 = 1k+2 +

(
k+2
1

)
· 1k+1 +

(
k+2
2

)
· 1k +

(
k+2
3

)
· 1k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
11 + 1

��
�3k+2 = ��

�2k+2 +
(
k+2
1

)
· 2k+1 +

(
k+2
2

)
· 2k +

(
k+2
3

)
· 2k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
21 + 1

��
�4k+2 = ��

�3k+2 +
(
k+2
1

)
· 3k+1 +

(
k+2
2

)
· 3k +

(
k+2
3

)
· 3k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
31 + 1

...
���

���(n− 1)k+2 = ���
���(n− 2)k+2 +

(
k+2
1

)
· (n− 2)k+1 +

(
k+2
2

)
· (n− 2)k +

(
k+2
3

)
· (n− 2)k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
(n− 2)1 + 1

�
��nk+2 = ��

���
�

(n− 1)k+2 +
(
k+2
1

)
· (n− 1)k+1 +

(
k+2
2

)
· (n− 1)k +

(
k+2
3

)
· (n− 1)k−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
(n− 1)1 + 1

(n+ 1)k+2 = ��
�

nk+2 +
(
k+2
1

)
· nk+1 +

(
k+2
2

)
· nk +

(
k+2
3

)
· nk−1 + · · ·+

(
k+2
k+1

)
n1 + 1

Προσθέτοντας κατά µέλη και διαγράφοντας εκατέρωθεν τους ίσους όρους παίρνουµε:

(n+ 1)k+2 = 1 +

(
k + 2

1

)
Sk+1 +

(
k + 2

2

)
Sk +

(
k + 2

3

)
Sk−1 + · · ·

(
k + 2

k + 1

)
S1 + n,
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απ᾿ όπου προκύπτει η αναγωγική σχέση. �

Στην άσκηση Γ΄.6 γ) αποδείξαµε µε επαγωγή ότι 1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · · + 1

n(n+ 1)
=

n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
.

Αν όµως παρατηρήσουµε ότι 1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
. (Αυτό ϑυµίζει την τεχνική διάσπασης κλασµάτων κατά

τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων), τότε ϑα πάρουµε 1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
= 1−

�
�
�1

2
+
�
�
�1

2
−
�
�
�1

3
+

�
�
�1

3
−
�
�
�1

4
+ · · ·+

�
�
�1

n
− 1

n+ 1
= = 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
.

Βλέπουµε λοιπόν ότι µε τη µέθοδο αυτή υπολογίζουµε κατευθείαν το αποτέλεσµα, χωρίς προηγουµένως να
το µαντέψουµε και στη συνέχεια να το επαληθεύσουµε µε επαγωγή.
Στην άσκηση Γ΄.10 αποδείξαµε µε επαγωγή ότι 1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · · + n

2n
= 2 − n+ 2

2n
. Μπορούµε, χωρίς

να καταφύγουµε στην επαγωγή να υπολογίσουµε κάτι γενικότερο.
΄Εστω το άθροισµα S = α + 2α2 + 3α3 + · · · + (n − 1)αn−1 + nαn, όπου α 6= 1. Τότε αS = α2+
+2α3 + 3α4 + · · · + (n − 1)αn + nαn+1. Εποµένως (1 − α)S = α + α2 + α3 + · · · + αn − nαn+1 =

= α(1 +α+α2 + · · ·+αn−1)−nαn+1 = α · 1− α
n

1− α −nα
n+1. ΄Αρα (1−α)S =

α− αn+1 − nαn+1 + nαn+2

1− α =

=
α− (n+ 1)αn+1 + nαn+2

1− α ⇒ S =
α− (n+ 1)αn+1 + nαn+2

(1− α)2
. Αν ϑέσουµε α =

1

2
, τότε ϑα πάρουµε

S =
1
2
− (n+ 1)

(
1
2

)n+1
+ n
(
1
2

)n+2

(
1− 1

2

)2 = 4

(
1

2
− (n+ 1)

(1

2

)n+1

+ n
(1

2

)n+2)
= 2− (n+ 1)

(1

2

)n−1
+ n
(1

2

)n
=

= 2− (2n+ 2− n)
(1

2

)n
= 2− n+ 2

2n
.

Θα δώσουµε στη συνέχεια δύο άλλες αποδείξεις (χωρίς επαγωγή) της ανισότητας Cauchy:(
n∑

i=1

α2
i

)
·
(

n∑

i=1

β2
i

)
≥
(

n∑

i=1

αiβi

)2

.

Λήµµα Γʹ.29. (Ταυτότητα Lagrange) Ισχύει η σχέση:
(

n∑

i=1

α2
i

)
·
(

n∑

i=1

β2
i

)
−
(

n∑

i=1

αiβi

)2

=
∑

1≤i<j≤n

∣∣∣∣
αi βi

αj βj

∣∣∣∣
2

.

Απόδειξη: Το γινόµενο (α2
1 + α2

2 + α2
3 + · · · + α2

n)(β2
1 + β2

2 + β2
3 + · · · + β2

n) ϑα µας δώσει το άθροισµα
α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2 + α2

3β
2
3 + · · ·+ α2

nβ
2
n, όρους δηλαδή µε τον ίδιο δείκτη για τα αi και βi συν όλους τους όρους

της µορφής α2
iβ

2
j , όπου i 6= j. Για κάθε τέτοιο όρο α2

iβ
2
j , µε i 6= j ϑεωρούµε τον αντίστοιχο τον α2

jβ
2
i και στο

τελικό άθροισµα τους προσθέτουµε σε Ϲεύγη της µορφής α2
iβ

2
j +α2

jβ
2
i . Επειδή η παράσταση α2

iβ
2
j +α2

jβ
2
i ε-

ίναι συµµετρική ως προς τους δείκτες i, j, δεν παίζει ϱόλο ποιος είναι ο µεγαλύτερος και πιος ο µικρότερος.
Είτε είναι ο i είτε είναι ο j, η τιµή της παράστασης α2

iβ
2
j + α2

jβ
2
i είναι ίδια. Συνοψίζοντας τα προηγούµενα,

έχουµε:
(α2

1 + α2
2 + · · ·+ α2

n)(β2
1 + β2

2 + · · ·+ β2
n) = α2

1β
2
1 + α2

2β
2
2 + · · ·+ α2

nβ
2
n +

∑
1≤i<j≤n

(α2
iβ

2
j + α2

jβ
2
i ). (1)

Τώρα, το τετράγωνο (α1β1 + α2β2 + α3β3 + · · · + αnβn)2 ϑα µας δώσει πάλι το άθροισµα α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2+

+α2
3β

2
3 + · · · + α2

nβ
2
n συν όρους της µορφής αiβiαjβj = αiβjαjβi, όπου i 6= j. Οι τελευταίοι αυτοί όροι

εµφανίζονται δύο ϕορές στο τελικό άθροισµα. Πράγµατι, επειδή (α1β1 + α2β2 + α3β3 + · · · + αnβn)2 =
= (α1β1+α2β2+α3β3+ · · ·+αnβn)(α1β1+α2β2+α3β3+ · · ·+αnβn), ο όρος πχ. α2β2α3β3 ϑα εµφανιστεί αν
πάρουµε το α2β2 από την πρώτη παρένθεση και το α3β3 από τη δεύτερη ή το ανάποδο, αν δηλαδή πάρουµε
το α3β3 από την πρώτη παρένθεση και το α2β2 από τη δεύτερη. ΄Αρα ο όρος αυτό ϑα έχει συντελεστή 2 στο
τελικό άθροισµα. Γενικά ο όρος αiβiαjβj ϑα έχει συντελεστή 2. Επειδή i 6= j κάποιος από τους δείκτες
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αυτούς είναι ο µικρότερος και ο άλλος ο µεγαλύτερος. Επειδή και οι δύο δείκτες εµφανίζονται συµµετρι-
κά στο γινόµενο αiβiαjβj, δεν παίζει ϱόλο ποιο σύµβολο ϑα επιλέξουµε για το µικρότερο και ποιο για το
µεγαλύτερο. Από τα προηγούµενα προκύπτει λοιπόν ότι

(α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn)2 = α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2 + · · ·+ α2

nβ
2
n + 2

∑
1≤i<j≤n

αiβjαjβi. (2)

Αν αφαιρέσουµε κατά µέλη τις σχέσεις (1) και (2), ϑα πάρουµε:
(α2

1 +α2
2 + · · ·+α2

n)(β2
1 +β2

2 + · · ·+β2
n)− (α1β1 +α2β2 + · · ·+αnβn)2 =

∑
1≤i<j≤n

(α2
iβ

2
j +α2

jβ
2
i −2αiβjαjβi) =

=
∑

1≤i<j≤n
(αiβj − αjβi)2 =

∑
1≤i<j≤n

∣∣∣∣
αi βi

αj βj

∣∣∣∣
2

. �

2η Απόδειξη της ανισότητας Cauchy: Επειδή το δεύτερο µέρος της ταυτότητας Lagrange είναι άθροισµα
τετραγώνων, το πρώτο µέλος είναι µη αρνητικό, οπότε προκύπτει η ανισότητα Cauchy. �

Επίσης, για να ισχύει ως ισότητα η ανισότητα Cauchy, ϑα πρέπει όλες οι ορίζουσες στο δεύτερο µέλος της
ταυτότητας Lagrange να είναι µηδέν. Σ᾿ αυτή την περίπτωση, αν κάποιο από τα διανύσµατα (α1, α2, . . . , αn),
(β1, β2, . . . , βn) δεν είναι µηδενικό, πχ. το (α1, α2, . . . , αn), τότε το άλλο είναι πολλαπλάσιο αυτού. Αν
(α1, α2, . . . , αn) 6= 0, δηλαδή αk 6= 0, για κάποιο k, τότε ϑέτουµε λ =

βk
αk
⇔ βk = λαk. Τότε, επειδή για

κάθε i 6= k, ϑα έχουµε
∣∣∣∣
αi βi

αk βk

∣∣∣∣ = 0⇔ αkβi = αiβk ⇔ βi =
βk
αk
· αi = λαi.

Εποµένως (β1, β2, . . . , βn) = λ · (α1, α2, . . . , αn).

3η Απόδειξη της ανισότητας Cauchy: Για κάθε i = 1, 2, . . . , n έχουµε (αix− βi)2 =
= α2

ix
2 − 2αiβix+ β2

i ≥ 0, για κάθε x ∈ R. Αν αθροίσουµε όλες αυτές τις σχέσεις ϑα πάρουµε:(
n∑

i=1

α2
i

)
x2 − 2

(
n∑

i=1

αiβi

)
x+

n∑

i=1

β2
i ≥ 0, για κάθε x ∈ R.

Αν (α1, α2, . . . , αn) = 0, δηλαδή α1 = α2 = · · · = αn = 0, τότε η ανισότητα Cauchy ισχύει ως ισότητα.
(0 = 0). Και ϕυσικά σ᾿ αυτή την περίπτωση (α1, α2, . . . , αn) = 0 · (β1, β2, . . . , βn).
΄Εστω ότι κάποιος αi δεν είναι µηδέν. Τότε Α =

n∑
i=1

α2
i > 0. Αν Β =

n∑
i=1

β2
i και Γ =

n∑
i=1

αiβi, τότε επειδή

το τριώνυµο Αx2 − 2Γx + Β είναι µη αρνητικό, για κάθε x ∈ R, η διακρίνουσά του ∆ = 4Γ2 − 4Α · Β ≤ 0.
∆ηλαδή Α · Β ≥ Γ2 και τελειώσαµε. �

Αν η ανισότητα Cauchy ισχύει ως ισότητα, δηλαδή η διακρίνουσα του τριωνύµου Αx2−2Γx+Β είναι µηδέν,
τότε η (αναγκαστικά) διπλή ϱίζα λ =

Γ
Α ϑα πρέπει να µηδενίζει όλα τα τετράγωνα (αix−βi)2. (Γιατί το τριώνυ-

µο είναι το άθροισµά τους). ΄Αρα βi = λαi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n, ήτοι (β1, β2, . . . , βn) = λ·(α1, α2, . . . , αn).

Στη συνέχεια ϑα δούµε πώς µε µεθόδους Γραµµικής ΄Αλγεβρας καταλήγουµε στον µάλλον περίεργο τύπο
για τους αριθµούς Fibonacci.

Θεωρούµε το διάνυσµα-στήλη Pn =

(
fn+1

fn

)
. Προφανώς P1 =

(
1
1

)
. Οι σχέσεις

{
fn+2 = fn+1 + fn

fn+1 = fn+1

γράφονται σε πινακική µορφή ως εξής : Pn+1 =

(
1 1
1 0

)(
fn+1

fn

)
=

(
1 1
1 0

)
Pn. Εποµένως Pn =

=

(
1 1
1 0

)
Pn−1 =

(
1 1
1 0

)2

Pn−2 = · · · =
(

1 1
1 0

)n−1
P1.

Για να υπολογίσουµε τη δύναµη του πίνακα Α =

(
1 1
1 0

)
τον διαγωνοποιούµε. Το χαρακτηριστικό του
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πολυώνυµο είναι φ(x) =

∣∣∣∣
x− 1 −1
−1 x

∣∣∣∣ = x2 − x− 1, µε ϱίζες ρ =
1 +
√

5

2
και σ =

1−
√

5

2
.

Υπολογίζουµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα:
(

1 1
1 0

)(
x
y

)
=

(
ρx
ρy

)
⇔
{
x+ y = ρx

x = ρy
⇔

⇔
{

(ρ+ 1)y = ρ2y

x = ρy
⇔
{

(ρ2 − ρ− 1)y = 0

x = ρy
⇔
{

0 = 0

x = ρy
⇔ x = ρy. Για y = 1 παίρνουµε το ιδιοδιά-

νυσµα
(
ρ
1

)
. Οµοίως, το

(
σ
1

)
είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του Α που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή σ.

΄Εστω Q =

(
ρ σ
1 1

)
. Τότε Α = Q

(
ρ 0
0 σ

)
Q−1 και εποµένως Αk = Q

(
ρk 0
0 σk

)
Q−1, για κάθε ϕυσικό

αριθµό k. Επίσης, det Q = ρ− σ =
√

5 και adjQ =

(
1 −σ
−1 ρ

)
και άρα Q−1 =

1√
5

(
1 −σ
−1 ρ

)
.

Εποµένως

Pn =
1√
5

(
ρ σ
1 1

)(
ρn−1 0

0 σn−1

)(
1 −σ
−1 ρ

)(
1
1

)
=

=
1√
5

(
ρn − σn ρσn − σρn

ρn−1 − σn−1 ρσn−1 − σρn−1
)(

1
1

)
=

1√
5

(
ρn − σn + ρσn − σρn

ρn−1 − σn−1 + ρσn−1 − σρn−1
)

=

=
1√
5

(
ρn(1− σ)− σn(1− ρ)

ρn−1(1− σ)− σn−1(1− ρ)

)
.

Αλλά 1− σ = ρ⇔ 1− ρ = σ. Εποµένως Pn =

(
fn+1

fn

)
=

1√
5

(
ρn+1 − σn+1

ρn − σn
)
.

Κατά συνέπεια fn =
1√
5

(ρn − σn) =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n)
.

Τελειώνοντας την «κριτική» της επαγωγής ως ευρετικού εργαλείου, ας δούµε ένα άλλο παράδειγµα:

΄Ασκηση 132. ∆ίνεται η ακολουθία (αn), µε α1 = 2 και αn+1 = 2
3
αn + 5. Να ϐρεθεί το lim

n→+∞
αn.

Λύση: Κατ᾿ αρχάς δεν ξέρουµε αν η ακολουθία (αn)
συγκλίνει. Θα προσπαθήσουµε να ϐρούµε τον γενι-
κό τύπο της ακολουθίας αυτής. Θα τον ϐρούµε κα-
τευθείαν, χωρίς να τον «µαντέψουµε» και µετά να τον
επαληθεύσουµε µε επαγωγή. Γράφουµε σε στήλη
την αναδροµική σχέση αn+1 = 2

3
αn + 5 για τις δι-

άφορες τιµές του n.
Αν πολλαπλασιάσουµε τη (n − 1)-στή σχέση µε 2

3
,

την (n − 2)-στή σχέση µε
(
2
3

)2 κ.ο.κ. έως την

α1 = 2 (1)

α2 = 2
3
α1 + 5 (2)

α3 = 2
3
α2 + 5 (3)

...
αn−2 = 2

3
αn−3 + 5 (n− 2)

αn−1 = 2
3
αn−2 + 5 (n− 1)

αn = 2
3
αn−1 + 5 (n)





πρώτη σχέση µε
(
2
3

)n−1, ϑα πάρουµε τις σχέσεις :
���

��(
2
3

)n−1
α1 = 2

(
2
3

)n−1
(1)′

���
��(

2
3

)n−2
α2 = ���

��(
2
3

)n−1
α1 + 5 ·

(
2
3

)n−2
(2)′

���
��(

2
3

)n−3
α3 = ���

��(
2
3

)n−2
α2 + 5 ·

(
2
3

)n−3
(3)′

...

���
��(

2
3

)2
αn−2 = ���

��(
2
3

)3
αn−3 + 5 ·

(
2
3

)2
(n− 2)′

��
��2

3
αn−1 = ���

��(
2
3

)2
αn−2 + 5 · 2

3
(n− 1)′

αn =
��

��2
3
αn−1 + 5 (n)′





και ϑα οδηγηθούµε στο αποτέλεσµα: αn = 2
(
2
3

)n−1
+ 5 ·

(
1 + 2

3
+
(
2
3

)2
+
(
2
3

)3
+ · · · + +

(
2
3

)n−2)
=
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Παράρτηµα γʹ. Τὸ σύνολο Z τῶν ἀκεραίων ὡς ὑποσύνολο τοῦ συνόλου R τῶν πραγµατικῶν ἀριθµῶν καὶ ἡ µαθηµατικὴ ἐπαγωγὴ

= 2 ·
(
2
3

)n−1
+ 5 · 1−

(
2
3

)n−1

1− 2
3

= 2 ·
(
2
3

)n−1
+ 15 ·

(
1−

(
2
3

)n−1). Εποµένως lim
n→+∞

αn = 15. �

Παρόλο που η επαγωγή, ως αποδεικτική µέθοδος µπορεί να υστερεί ως προς την «ευρετικότητά» της και
σε πολλές περιπτώσεις να µην παρέχει ιδιαίτερα «κοµψές» αποδείξεις, εντούτοις εξακολουθεί να αποτελε-
ί ισχυρότατο εργαλείο στο οπλοστάσιο του µαθηµατικού. ∆εν είναι τυχαίο το γεγονός ότι η πρώτη
σκέψη που κάνει ο επίδοξος λύτης µιας άσκησης είναι «µήπως η άσκηση αυτή ϐγαίνει µε επαγωγή». Οι
κοµψότερες λύσεις είναι συνήθως και οι πιο δύσκολες. Η επαγωγή µπορεί επίσης να συνδυαστεί και µε
άλλες µεθόδους, ώστε ο λύτης να οδηγηθεί στο σωστό αποτέλεσµα. Η προηγούµενη ενδελεχής αναφορά
σε αυτήν καταδεικνύει πόσο πολύτιµο εργαλείο είναι. Και αποτελεί ιδιαίτερο πρόβληµα το γεγονός ότι
οι «επαΐοντες»(;) της εκπαίδευσης ϕρόντισαν να την εξαφανίσουν κυριολεκτικά από τη µέση εκπαίδευση.
΄Οπως εξαφάνισαν τη Γεωµετρία, αλλά και το µεγαλύτερο τµήµα της ύλης των µαθηµατικών, το οποίο
διδασκόταν επί δεκαετίες στα γυµνάσια και τα λύκεια. Το αν πέτυχαν κάτι καλύτερο, αυτό ϕαίνεται
από τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι πρωτοετείς (και όχι µόνον) ϕοιτητές των ϑετικών επιστηµών όταν
ανακαλύπτουν ότι οι επιτηδευµένες ή µάλλον καλύτερα διεστραµµένες ϕροντιστηριακές ασκήσεις που
τους επέτρεψαν να εισαχθούν σε κάποια σχολή δεν έχουν καµία σχέση µε τα ίδια τα µαθηµατικά !
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Παράρτηµα ∆ʹ

Βασικές έννοιες Συνδυαστικής

∆ʹ.1 Η προσθετική και η πολλαπλασιαστική αρχή

Με απλά λόγια, η (απαριθµητική) Συνδυαστική ασχολείται µε τις µεθόδους υπολογισµού του πλήθους των
στοιχείων ενός ή περισσοτέρων συνόλων. Σε γενικές γραµµές στηρίζεται σε δύο απλές αρχές : Την προσθε-
τική αρχή και την πολλαπλασιαστική αρχή.
Η Προσθετική Αρχή: Με λίγα λόγια η προσθετική αρχή µας λέει το εξής «αυτονόητο»: Αν έχουµε n
σύνολα Α1,Α2, . . . ,Αn τα οποία είναι ανά δύο ξένα µεταξύ τους (δηλαδή Αi ∩ Αj = ∅ για κάθε i 6= j), τότε
το πλήθος των στοιχείων της ένωσης Α1 ∪ Α2 ∪ . . . ∪ Αn ισούται µε το άθροισµα των πληθαρίθµων των επί
µέρους συνόλων, δηλαδή

|Α1 ∪ Α2 ∪ . . . ∪ Αn| = |Α1|+ |Α2|+ · · ·+ |Αn|
ή πιο σύντοµα ∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

Αi

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Αi|

Σηµείωση: Αν έχουµε n σύνολα Α1,Α2, . . . ,Αn, τα οποία είναι ανά δύο ξένα, τότε η ένωσή τους λέγεται

ξένη ένωση και για έµφαση συµβολίζεται µε Α1

·∪ Α2

·∪ . . . ·∪ Αn ή πιο σύντοµα ·n⋃

i=1

Αi.

Παραδείγµατα: 1) Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο παρέες µαθητών. Η πρώτη αποτελείται από τρεις
µαθητές, τους α1, α2 και α3 και η δεύτερη από τους β1, β2 και β3. Θέλουµε να επιλέξουµε δύο µαθητές, οι
οποίοι όµως ϑα πρέπει να ανήκουν στην ίδια παρέα. ΄Εχουµε δύο περιπτώσεις :
α) Οι µαθητές να ανήκουν στην πρώτη παρέα, οπότε και παίρνουµε έτσι το σύνολο Α1 = {{α1, α2}, {α1, α3},
{α2, α3}} και
ϐ) οι µαθητές να ανήκουν στην δεύτερη παρέα, οπότε και παίρνουµε έτσι το σύνολο Α2 = {{β1, β2}, {β1, β3},
{β2, β3}}.
Κάθε ένα τα δύο σύνολα περιέχει 3 στοιχεία. ΄Αρα το πλήθος των δυνατών περιπτώσεων είναι ίσο µε
|Α1 ∪ Α2| = |Α1|+ |Α2| = 3 + 3 = 6.
2) Να ϐρεθούν όλα τα Ϲεύγη (x, y) των ακεραίων µε την ιδιότητα x2 + y2 ≤ 5. Αν συµβολίσουµε µε
Si το σύνολο {(x, y) | x2 + y2 = i}, τότε το Ϲητούµενο πλήθος είναι ο πληθάριθµος της ξένης ένωσης
S0

·∪ S1

·∪ S2

·∪ S3

·∪ S4

·∪ S5. Παρατηρούµε ότι S0 = {(0, 0)}, S1 = {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)}, S2 =
{(1, 1), (−1, 1), (1,−1), (−1,−1)}, S3 = ∅, S4 = {(2, 0), (−2, 0), (0, 2), (0,−2)} και S5 = {(2, 1), (−2, 1),
(2,−1), (−2,−1), (1, 2), (1,−2), (−1, 2), (−1,−2)}. Εποµένως το Ϲητούµενο πλήθος είναι 1 + 4 + 4 + 0 +
4 + 8 = 21.
Η Πολλαπλασιαστική Αρχή: Η πολλαπλασιαστική αρχή µας λέει το εξής απλό: Υποθέτουµε ότι µια
διαδικασία για να πραγµατοποιηθεί απαιτεί n διαδοχικά στάδια, τα οποία συµβολίζουµε µε E1, E2, . . . , En.
Αν το στάδιο E1 µπορεί να πραγµατοποιηθεί κατά k1 τρόπους, το στάδιο E2 κατά k2 τρόπους, ... και τέλος
το στάδιο En κατά kn τρόπους, τότε η όλη διαδικασία µπορεί να πραγµατοποιηθεί κατά

k1 · k2 · · · kn
τρόπους.
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Παράρτηµα δʹ. Βασικές έννοιες Συνδυαστικής

Παράδειγµα: ΄Ενα πλήρες γεύµα σε κάποιο (ίσως καλό) εστιατόριο περιλαµβάνει :
α) ορεκτικό (στάδιο E1), ϐ) το κυρίως πιάτο (στάδιο E2) και τέλος γ) το γλυκό (στάδιο E3).
Ο πελάτης έχει να επιλέξει ανάµεσα 3 είδη ορεκτικών (|E1| = 3), 5 είδη κυρίως πιάτων (|E2| = 5) και 2
είδη γλυκών (|E3| = 2). Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή το πλήθος των διαφορετικών γευµάτων
που προσφέρει το εστιατόριο ισούται µε 3 · 5 · 2 = 30.
Στη συνέχεια ϑα µάθουµε πώς να εφαρµόζουµε αυτές τις απλές αρχές και επιπλέον ϑα γνωρίσουµε και
άλλες αρχές το ίδιο απλές αλλά και το ίδιο σηµαντικές.

∆ʹ.2 ∆ιατάξεις-µεταθέσεις

΄Εστω α1, α2, α3, . . . , αn, n διαφορετικά αντικείµενα. (n ≥ 1). Αν 1 ≤ k ≤ n, τότε τίθεται το εξής πρόβληµα:
Κατά πόσους τρόπους µπορούµε από τα n αντικείµενα να πάρουµε k και να τα τοποθετήσουµε σε µια
σειρά ; Το πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το εξής : ΄Εχουµε k κελιά. Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να
τοποθετήσουµε σε αυτά τα κελιά k αντικείµενα από τα n;

 

k-στό κελί4ο κελί3ο κελί2ο κελί1ο κελί

Σχήµα 18
Μια τέτοια τοποθέτηση k αντικειµένων από συνολικά n λέγεται διάταξη n αντικειµένων ανά k. Το πλήθος
των διατάξεων n (αντικειµένων) ανά k ας το συµβολίσουµε µε ∆n

k .
Παρατηρούµε ότι για το 1ο κελί έχουµε n επιλογές. Αφού επιλέξουµε το 1ο αποµένουν n− 1 αντικείµενα.
΄Αρα για το 2ο κελί έχουµε n − 1 επιλογές. Αφού επιλέξουµε και το 2ο αποµένουν n − 2 αντικείµενα.
΄Αρα για το 3ο κελί έχουµε n − 2 επιλογές. Τελικά, αν έχουµε επιλέξει τα πρώτα k − 1 αντικείµενα, τότε
αποµένουν n − (k − 1) = n − k + 1 αντικείµενα, άρα n − k + 1 επιλογές για το τελευταίο κελί. Σύµφωνα
µε την πολλαπλασιαστική αρχή παίρνουµε

∆nk = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)
Αν k = n, το πρόβληµα έγκειται στο κατά πόσους τρόπους µπορούµε n διακεκριµένα αντικείµενα να
τα τοποθετήσουµε σε µια σειρά. Μια τέτοια διάταξη όλων των n αντικειµένων λέγεται µετάθεση των n
αντικειµένων. Αν Μn είναι το πλήθος τους, τότε

Μn = ∆nn = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 = n!

∆ʹ.3 Συνδυασµοί

΄Εστω n αντικείµενα και k ≤ n. Τίθεται το ερώτηµα: Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να επιλέξουµε k
αντικείµενα από τα n; (Χωρίς όµως να τα διατάξουµε). Το ερώτηµα είναι ισοδύναµο µε το ερώτηµα:«πόσα
υποσύνολα µε ακριβώς k στοιχεία έχει ένα σύνολο µε n στοιχεία ;» Κάθε επιλογή k στοιχείων από n λέγεται
συνδυασµός n στοιχείων ανά k. ΄Εστω Σn

k το πλήθος τους. Για να προσδιορίσουµε το Σnk σκεφτόµαστε
ως εξής : Κάθε διάταξη n αντικειµένων ανά k πραγµατοποιείται σε δύο ϕάσεις :
1η ϕάση: Από τα n στοιχεία επιλέγουµε τα k τα οποία ϑέλουµε να διατάξουµε. Αυτό γίνεται κατά Σnk
τρόπους.
2η ϕάση: Μεταθέτουµε τα k επιλεχθέντα στοιχεία. Αυτό γίνεται κατά k! τρόπους.
Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, το πλήθος ∆nk των διατάξεων n στοιχείων ανά k ισούται µε Σnk · k!.
Εποµένως

Σnk =
∆nk
k!

=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)

Το σύµβολο Σnk ·k! έχει έννοια ακόµα και αν κάποιο από τα n, k είναι µηδέν ή το k να είναι µεγαλύτερο του
n. Αν k = 0, τότε έχουµε ακριβώς µία επιλογή: να µην πάρουµε κανένα στοιχείο. Ισοδύναµα να πάρουµε
το ∅. Αυτό µπορεί να συµβεί ακόµα και αν n = 0. (Το κενό σύνολο έχει ένα ακριβώς υποσύνολο: το ίδιο
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δʹ.3. Συνδυασµοί

το κενό). Αυτό συµπίπτει µε τον ορισµό του
(
n

0

)
= 1. Αν τώρα n < k, τότε δεν έχουµε καµία επιλογή.

∆εν µπορούµε από λιγότερα στοιχεία να πάρουµε περισσότερα. Και στην περίπτωση αυτή ο αριθµός Σnk
συµπίπτει µε το σύµβολο

(
n

k

)
= 0. ΄Αρα, σε κάθε περίπτωση

Σnk =

(
n

k

)

Παρατηρήσεις: 1) Η συνδυαστική ερµηνεία του γεγονότος ότι
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
είναι η εξής : ΄Οταν από

ένα σύνολο Α µε n στοιχεία ϑεωρήσουµε ένα υποσύνολό του Χ µε k στοιχεία, τότε αυτοµάτως έχουµε ορίσει
το συµπλήρωµα Α \Χ του Χ στο Α, το οποίο (είναι µοναδικό) και περιέχει n− k στοιχεία. Ισχύει προφανώς
και το αντίστροφο: αν επιλέξουµε ένα υποσύνολο Υ του Α µε n− k στοιχεία, τότε το Χ = Α \ Y αποτελείται
ακριβώς από k στοιχεία και προφανώς Α \ Χ = Α \ (Α \ Y) = Y.
Αν λοιπόνA ⊆ P(Α) είναι η συλλογή των υποσυνόλων του Α µε k στοιχεία και B η συλλογή των υποσυνόλων
του Α µε n − k στοιχεία, τότε η απεικόνιση f : A → B, µε f(Χ) = Α \ Χ είναι 1-1 και επί. ΄Αρα |A| = |B|,
δηλαδή (

n

k

)
=

(
n

n− k

)

2) Στην προηγούµενη παρατήρηση υποκρίπτεται και µια άλλη σηµαντική αρχή της Συνδυαστικής. Η
Αρχή της αµφιµονοσήµατης αντιστοιχίας. Με απλά λόγια, αν Α και Β είναι δύο σύνολα και υπάρχει
f : A → B, η οποία είναι 1-1 και επί, τότε |Α| = |Β|. Η αρχή της αµφιµονοσήµαντης αντιστοιχίας
εφαρµόζεται όταν δεν µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα το πλήθος των στοιχείων του Α, ενώ µπορούµε
να υπολογίσουµε πιο εύκολα το πλήθος των στοιχείων του Β. ΄Ετσι, µέσω της αντιστοιχίας f το πρόβληµα
του υπολογισµού του |Α| ανάγεται στο πρόβληµα του υπολογισµού του |Β|.

Εφαρµογή ∆ʹ.1. (Συνδυαστική απόδειξη του διωνύµου του Newton) Για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει
η ταυτότητα:

(α + β)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
αkβn−k

Απόδειξη: Γράφουµε το (α + β)n ως εξής :

(α + β)n =
1η παρένθεση
(α + β)

2η παρένθεση
(α + β)

3η παρένθεση
(α + β) · · ·

n-στή παρένθεση
(α + β)︸ ︷︷ ︸

n παρενθέσεις

΄Οταν εκτελούµε τις πράξεις µεταξύ των παρενθέσεων, µε ϐάση την επιµεριστική ιδιότητα, τότε για να
εµφανιστεί ο όρος αkβn−k ϑα πρέπει κάθε ϕορά να επιλέγουµε από τις n παρενθέσεις τις k από τις οποίες
ϑα πάρουµε το α. Από τις υπόλοιπες αναγκαστικά ϑα πάρουµε το β. Από κάθε τέτοια επιλογή παίρνουµε
1 που το υπολογίζουµε στον συντελεστή του αkβn−k. Εφόσον έχουµε n παρενθέσεις και επιλέγουµε κάθε
ϕορά k από τις οποίες ϑα πάρουµε το α, αθροίζοντας για όλες αυτές τις επιλογές, ο συντελεστής του αkβn−k

στο ανάπτυγµα του (α + β)n ϑα πρέπει να είναι ίσος µε
(
n

k

)
. �

Εφαρµογή ∆ʹ.2. Να αποδείξετε συνδυαστικά τον τύπο:
(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n.

Απόδειξη: Το πρώτο µέλος µετράει τα υποσύνολα ενός συνόλου µε n στοιχεία. Πράγµατι, το
(
n

0

)
= 1

ισούται µε το πλήθος των υποσυνόλων µε 0 στοιχεία (δηλαδή µόνον το κενό), το
(
n

1

)
= n µε το πλήθος των

υποσυνόλων µε ένα στοιχείο (µονοσύνολα), το
(
n

2

)
µε το πλήθος των υποσυνόλων µε δύο στοιχεία κ.ο.κ.
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∆ηλαδή το πρώτο µέλος ισούται µε το πλήθος των υποσυνόλων ενός συνόλου µε n στοιχεία. ∆ηλαδή, αν
Α = {α1, α2, α3, . . . , αn}, τότε το πρώτο µέλος ισούται µε τον πληθάριθµο του P(Α). Για να υπολογίσουµε
τον |P(Α)| σκεπτόµαστε ως εξής : Θεωρούµε µια σταθερή διάταξη (α1, α2, . . . , αn) των στοιχείων του Α. Τότε

για κάθε υποσύνολο Χ του Α ορίζουµε ένα διάνυσµα f(X) = (x1, x2, . . . , xn) ως εξής : xi =

{
1, αν αi ∈ X
0, αν αi /∈ X

Κάθε τέτοιο διάνυσµα µε στοιχεία από το {0, 1} ορίζει µε τη σειρά του ένα µοναδικό υποσύνολο Χ του
Α, δηλαδή είναι εικόνα του Χ. Για παράδειγµα, υποθέστε ότι Α = {α1, α2, α3, α4}. Το διάνυσµα (1, 1, 0, 1)
ορίζει το υποσύνολο {α1, α2, α4}, το διάνυσµα (0, 0, 0, 0) ορίζει το κενό σύνολο, το διάνυσµα (0, 1, 1, 0) ορίζει
το υποσύνολο {α2, α3}, το διάνυσµα (1, 1, 1, 1) ορίζει το {α1, α2, α3, α4} = Α.
Επανερχόµαστε στη γενική περίπτωση: Από τα παραπάνω καθίσταται ϕανερό (αρχή της αµφιµονοσήµαντης
αντιστοιχίας) ότι το πλήθος των υποσυνόλων του Α ισούται µε το πλήθος των διανυσµάτων της µορφής
(x1, x2, . . . , xn), όπου xi ∈ {0, 1}. Πόσα είναι αυτά τα διανύσµατα ; Για το x1 έχουµε δύο επιλογές (0 ή
1), για το x2 πάλι δύο επιλογές,... και για το xn επίσης δύο επιλογές. Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική
αρχή έχουµε 2 · 2 · · · 2︸ ︷︷ ︸

n ϕορές

= 2n επιλογές. �

∆ʹ.4 Επαναληπτικές διατάξεις-Επαναληπτικοί συνδυασµοί

Τις επαναληπτικές διατάξεις τις έχουµε ήδη χρησιµοποιήσει στην προηγούµενη εφαρµογή. Μια επανα-
ληπτική διάταξη n αντικειµένων ανά k είναι η τοποθέτηση σε µια σειρά k ϑέσεων ή ισοδύναµα σε k κελιά
κάποιων από τα n αντικείµενα µε δυνατότητα επανάληψης καθενός από τα αντικείµενα για περισσότερες
από µία ϕορά. Εδώ µπορεί το k να είναι µεγαλύτερο του n.
΄Ετσι, αν το σύνολο των αντικειµένων είναι π.χ. το {1, 2, 3} και k = 4, τότε οι τοποθετήσεις 1132, 2221, 3222
είναι κάποιες από τις επαναληπτικές διατάξεις 3 αντικειµένων ανά 4. ∆ηλαδή οι επαναληπτικές διατάξεις
n αντικειµένων ανά k είναι όλες οι πεπερασµένες ακολουθίες µήκους k µε όρους-στοιχεία από ένα σύνολο
µε n στοιχεία. ΄Εστω Ε∆n

k το πλήθος των επαναληπτικών διατάξεων n αντικειµένων ανά k. Για την πρώτη
ϑέση έχουµε n επιλογές, αλλά και για τη δεύτερη, την τρίτη κτλ έχουµε πάλι n επιλογές, γιατί επιτρέπονται
επαναλήψεις. Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή έχουµε

Ε∆nk = n · n · n · · ·n︸ ︷︷ ︸
k ϕορές

= nk

Τώρα, ένας επαναληπτικός συνδυασµός n αντικειµένων ανά k (και εδώ το k µπορεί να είναι µεγαλύτερο
του n) είναι µια επιλογή k αντικειµένων από τα n, µε δυνατότητα επανάληψης αλλά χωρίς να µας
ενδιαφέρει η διάταξή τους. ΄Εστω ΕΣn

k το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών n αντικειµένων ανά
k.

Πρόταση ∆ʹ.3. Ισχύει η σχέση: ΕΣnk =

(
n+ k − 1

k

)
.

1η Απόδειξη: Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι το σύνολο των n αντικειµένων είναι το
{1, 2, 3, . . . , n}. Αφού επιλέξουµε k αριθµούς, ενδεχοµένως µε επαναλήψεις, από το σύνολο {1, 2, 3, . . . , n},
τους διατάσσουµε κατ᾿ αύξουσα σειρά. ΄Ετσι παίρνουµε ένα µοναδικό διάνυσµα (α1, α2, . . . , αk), όπου
αi ∈ {1, 2, . . . , n} για κάθε i = 1, 2, . . . , k και α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ · · · ≤ αk. Το ίσον (=) στη σχέση
≤ επιτρέπει την ενδεχόµενη επανάληψη των αντικειµένων. Από το διάνυσµα (α1, α2, . . . , αk) ορίζεται
ένα µοναδικό διάνυσµα (β1, β2, . . . , βk) ως εξής : Θέτουµε β1 = α1, β2 = α2 + 1, β3 = α3 + 2 και
τελικώς βk = αk + k − 1. ∆ηλαδή, βi = αi + i − 1 για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Παρατηρούµε ότι
βi+1−βi = αi+1 +(i+1)−1− (αi+ i−1) = αi+1−αi+1 ≥ 1, γιατί αi+1−αi ≥ 0. Εποµένως βi+1 > βi, για
κάθε i = 1, 2, . . . , k− 1. Η ελάχιστη τιµή που µπορεί να πάρει το β1 = α1 είναι το 1 και η µέγιστη τιµή που
µπορεί να πάρει το βk = αk + k − 1 είναι n + k − 1. Επειδή στο νέο διάνυσµα (β1, β2, . . . , βk) δεν έχουµε
ισότητες, αυτό καθορίζει έναν µοναδικό (απλό) συνδυασµό n+k−1 αντικειµένων, παρµένων από το σύνολο
{1, 2, 3, . . . , n+k−1} ανά k. Ισχύει και το αντίστροφο: Αν (β1, β2, . . . , βk) είναι το διάνυσµα που αντιστοιχεί
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σ᾿ έναν απλό συνδυασµό των n + k − 1 αριθµών 1, 2, 3, . . . , n + k − 1 ανά k, µε β1 < β2 < · · · < βk, τότε
µπορούµε να ανακτήσουµε το αρχικό διάνυσµα (α1, α2, . . . , αk) από το σύνολο των αριθµών 1, 2, 3, . . . , n,
µε α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk ως εξής : Θέτουµε α1 = β1, α2 = β2 − 1, α3 = β3 − 2 και γενικά αi = βi − i+ 1, για
κάθε i = 1, 2, . . . , k. Παρατηρούµε ότι αi+1 − αi = βi+1 − (i + 1) + 1 − (βi − i + 1) = βi+1 − βi − 1 ≥ 0,
γιατί βi+1 > βi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Η ελάχιστη τιµή του α1 = β1 είναι το 1 και η µέγιστη τιµή
του αk = βk − k + 1 είναι (n + k − 1) − k + 1 = n. ΄Αρα όντως το διάνυσµα (α1, α2, . . . , αk) αντιστοιχεί
σε έναν επαναληπτικό συνδυασµό n αντικειµένων ανά k. Σύµφωνα µε την αρχή της αµφιµονοσήµαντης
αντιστοιχίας, το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών n αντικειµένων ανά k ισούται µε το πλήθος των

απλών συνδυασµών n+ k − 1 αντικειµένων ανά k. Εποµένως ΕΣnk =

(
n+ k − 1

k

)
. �

2η Απόδειξη: Από όλους τους ΕΣnk επαναληπτικούς συνδυασµούς των n αντικειµένων α1, α2, . . . , αn υ-
πολογίζουµε πόσες συνολικά ϕορές έχει εµφανιστεί ένα συγκεκριµένο αντικείµενο, π.χ. το α1. ΄Εστω λ ο
αριθµός αυτός. Λόγω συµµετρίας, ο αριθµός αυτός είναι ο ίδιος για όλα τα n αντικείµενα. Αθροιστικά λοι-
πόν όλα τα αντικείµενα, σε όλους τους ΕΣnk επαναληπτικούς συνδυασµούς εµφανίζονται nλ ϕορές. Επειδή
σε κάθε έναν από τους ΕΣnk επαναληπτικούς συνδυασµούς εµφανίζονται (ενδεχοµένως µε επαναλήψεις) k
αντικείµενα, ϑα έχουµε nλ = k · ΕΣnk ⇔ λ =

k

n
· ΕΣnk . Αν τώρα από κάθε επαναληπτικό συνδυασµό που

περιέχει το α1 αφαιρέσουµε το στοιχείο αυτό µία µόνον ϕορά, ϑα πάρουµε όλους τους επαναληπτικούς
συνδυασµούς n αντικειµένων ανά k − 1. (Σε αυτούς µπορεί το α1 να επανεµφανίζεται). Σύµφωνα µε το
προηγούµενο επιχείρηµα, στους τελευταίους αυτούς ΕΣnk−1 επαναληπτικούς συνδυασµούς το α1 ϑα εµφα-

νίζεται συνολικά λ′ =
k − 1

n
· ΕΣnk−1 ϕορές. Επειδή οι ΕΣnk−1 συνδυασµοί προέκυψαν µε αφαίρεση ενός

α1, το σύνολο λ των εµφανίσεων του α1 σε όλους τους ΕΣnk επαναληπτικούς συνδυασµούς ϑα ισούται µε
λ = λ′ + ΕΣnk−1 ⇔

k

n
· ΕΣnk =

k − 1

n
· ΕΣnk−1 + ΕΣnk−1 =

n+ k − 1

n
· ΕΣnk−1 ⇔ ΕΣnk =

n+ k − 1

k
· ΕΣnk−1. Η

τελευταία αναδροµική σχέση µας οδηγεί στο αποτέλεσµα ΕΣnk =
(n+ k − 1)(n+ k − 2) · · · (n+ 1)

k(k − 2) · · · 2 · ΕΣn1 .
Αλλά ΕΣn1 = n, οπότε

ΕΣnk =
n(n+ 1) · · · (n+ k − 2)(n+ k − 1)

k!
=

(
n+ k − 1

k

)

�
3η Απόδειξη: (Γεωµετρική) Θεωρούµε το πλέγµα που ορίζεται από τα σηµεία του επιπέδου µε ακέραιες
συντεταγµένες (lattice-points). Θα περιοριστούµε στα σηµεία που έχουν τετµηµένη από το σύνολο {0, 1, . . . ,
n− 1} και τεταγµένη από το σύνολο {0, 1, 2, . . . , k}.

 

(0, k)

(0, k-1)

(0, k-2)

(0, 4)

(0, 3)

(0, 2)

(0, 1)

(n-1, k)

(n-4, 0)(n-3, 0) (n-2, 0) (n-1, 0)(7, 0)(6, 0)(5, 0)(4, 0)(3, 0)(2, 0)(1, 0)(0, 0)

Σχήµα 19

Υποθέτουµε ότι ένας δρόµος ξεκινά από το σηµείο (0, 0) και καταλήγει στο σηµείο (n − 1, k) περνώντας
από τα ενδιάµεσα lattice-points. Κάθε ϕορά µπορούµε να κινηθούµε είτε δεξιά κατά 1 µονάδα είτε πάνω
κατά 1 µονάδα και πάλι. Το ερώτηµα είναι : «πόσοι τέτοιοι δρόµοι υπάρχουν ;»
Για παράδειγµα, αν n = 8 και k = 4, τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε δύο διαφορετικούς δρόµους, όπως
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στο επόµενο σχήµα:

 

 

 

 

 

(0, 0) (1, 0) (2, 0) (3, 0) (4, 0) (5, 0) (6, 0) (7, 0)

(0, 1)

(0, 2)

(0, 3)

(0, 4)(0, 4)

(0, 3)

(0, 2)

(0, 1)

(7, 0)(6, 0)(5, 0)(4, 0)(3, 0)(2, 0)(1, 0)(0, 0)

Σχήµα 20
Κάθε τέτοιος δρόµος αποτελείται από n− 1 οριζόντια και k κατακόρυφα µοναδιαία διαστήµατα. Συνολικά
κάποιος πρέπει να διασχίσει n+k− 1 µοναδιαία διαστήµατα για να ϐρεθεί από το σηµείο (0, 0) στο σηµείο
(n− 1, k). ∆ηλαδή από κάθε σηµείο έχει δύο µόνον επιλογές : ΄Η να κινηθεί δεξιά κατά 1 ή προς τα πάνω
κατά 1. Αν ϑέσουµε 0 για τα οριζόντια διαστήµατα και 1 για τα κατακόρυφα, τότε κάθε δρόµος αντιστοιχεί
σε µια ακολουθία µήκους n+ k − 1 µε στοιχεία 0 ή 1. ΄Ετσι, στο αριστερό σχήµα αντιστοιχεί η ακολουθία
01001000110 και στο δεξιό σχήµα η ακολουθία 11000010001. Γενικά λοιπόν το πρόβληµα ανάγεται στο να
επιλέξουµε από τις n+ k− 1 ϑέσεις της ακολουθίας, αυτές στις οποίες ϑα ϐάλουµε 1. Στις υπόλοιπες ανα-
γκαστικά ϑα ϐάλουµε 0. Επειδή υπάρχουν k κατακόρυφα τµήµατα, είµαστε υποχρεωµένοι να επιλέξουµε

από τις n + k − 1 ϑέσεις, ακριβώς k ϑέσεις στις οποίες ϑα ϐάλουµε 1. Αυτό γίνεται κατά
(
n+ k − 1

k

)

τρόπους.
Τώρα ϑα µετρήσουµε τους δρόµους διαφορετικά. Επιλέγουµε από τις n κατακόρυφες ευθείες µε τετµηµένες
{0, 1, 2, . . . , n− 1} εκείνες στις οποίες υπάρχουν σηµεία στα οποία ϑα κινηθούµε προς τα πάνω. ΄Ετσι, στο
αριστερό σχήµα κίνηση προς τα πάνω γίνεται στις τετµηµένες 1, 3 και 6. Κάθε ϕορά που κινούµαστε προς
τα πάνω αυτό ισοδυναµεί µε την εµφάνιση της ίδιας τετµηµένης ακόµα 1 ϕορά. ΄Ετσι, στο αριστερό σχήµα
η τετµηµένη 1 εµφανίζεται 1 ϕορά, η 3 εµφανίζεται 1 ϕορά και η 6 εµφανίζεται 2 ϕορές. Αν προσθέσουµε
το συνολικό πλήθος των κατακόρυφων κινήσεων ϑα πάρουµε ϕυσικά 1+1+2 = 4, όσα και τα κατακόρυφα
τµήµατα. Στο δεύτερο σχήµα η µηδενική τετµηµένη εµφανίζεται 2 ϕορές, η τετµηµένη 4 εµφανίζεται 1
ϕορά και τέλος, η τετµηµένη 7 εµφανίζεται 1 ϕορά. (Και πάλι 2 + 1 + 1 = 4, αναγκαστικά). Πρόκειται
λοιπόν για το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών των n τετµηµένων {0,1,2, . . . , n− 1} ανά
k. Επειδή οι δύο µετρήσεις πρέπει να δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα, συνάγουµε ότι το πλήθος των επαναλη-

πτικών συνδυασµών n αντικειµένων ανά k ισούται µε
(
n+ k − 1

k

)
. �

Συµβολισµός: Το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών n αντικειµένων ανά k συµβολίζεται συνήθως

µε
((

n

k

))
.

΄Ασκηση 133. (i) Πόσες διατεταγµένες n-άδες (x1, x2, . . . , xn) µη αρνητικών ακεραίων υπάρχουν µε την
ιδιότητα x1 + x2 + · · ·+ xn = k;
(ii) Πόσες διατεταγµένες n-άδες (x1, x2, . . . , xn) µη αρνητικών ακεραίων υπάρχουν µε την ιδιότητα x1+
+x2 + · · ·+ xn ≤ k;
(iii) Πόσες διατεταγµένες πεντάδες (x1, x2, x3, x4, x5) ϑετικών ακεραίων υπάρχουν µε την ιδιότητα x1 +x2+
+x3 + x4 + x5 = 17;
Λύση: (i) Κάθε n-άδα αντιστοιχεί στην εµφάνιση της 1ης ϑέσης x1 ϕορές, της 2ης x2 ϕορές, κτλ, και της
n-στής ϑέσης xn ϕορές. Πρόκειται λοιπόν για το πλήθος των επαναληπτικών συνδυασµών των n ϑέσεων

ανά k. Το αποτέλεσµα είναι
(
n+ k − 1

k

)
.

(ii) Αν x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ k εισάγουµε µια νέα µεταβλητή xn+1 = k − x1 − x2 − · · · − xn ≥ 0. Εποµένως
το πρόβληµα ανάγεται στον προσδιορισµό του πλήθους των (n+ 1)-άδων (x1, x2, . . . , xn, xn+1) µε x1 + x2+
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+ · · ·+ xn + xn+1 = k. Αποτέλεσµα:
(
n+ 1 + k − 1

k

)
=

(
n+ k

k

)
.

(iii) Εφόσον xi > 0, ϑα έχουµε yi = xi− 1 ≥ 0, για κάθε i = 1, 2, 3, 4, 5. Εποµένως x1 +x2 +x3 +x4 +x5 =
= 17⇔ (x1−1) + (x2−1) + (x3−1) + (x4−1) + (x5−1) = 12⇔ y1 + y2 + y3 + y4 + y5 = 12. Αποτέλεσµα:(

5 + 12− 1

12

)
=

(
16

12

)
=

(
16

4

)
=

16 · 15 · 14 · 13

1 · 2 · 3 · 4 =
2 · 15 · 14 · 13

3
= 10 · 14 · 13 = 1820. �

΄Ασκηση 134. (i) Πόσα µονώνυµα στις n µεταβλητές x1, x2, . . ., xn ϐαθµού r ≥ 0 υπάρχουν ;
(ii) Πόσα µονώνυµα στις n µεταβλητές x1, x2, . . ., xn το πολύ ϐαθµού r ≥ 0 υπάρχουν ;
Λύση: (i) ΄Ενα τέτοιο µονώνυµο είναι της µορφής xr11 xr22 · · ·xrnn , όπου ri ≥ 0 και r1 + r2 + · · ·+ rn = r. ΄Αρα

πρόκειται για επαναληπτικούς συνδυασµούς n αντικειµένων ανά r, δηλαδή
(
n+ r − 1

r

)
.

(ii) 1ος τρόπος: Τα µονώνυµα είναι ϐαθµού s ≤ r είναι
(
n+ s− 1

s

)
το πλήθος. Εποµένως ο Ϲητούµενος

αριθµός είναι
r∑
s=0

(
n+ s− 1

s

)
. Για r = 0 παίρνουµε το σταθερό µονώνυµο 1. Αν r = 1 παίρνουµε

1+

(
n+ 1− 1

1

)
= 1+n, για r = 2 παίρνουµε 1+n+

(
n+ 2− 1

2

)
= n+1+

(n+ 1)n

2
= (n+1)

(
1+

n

2

)
=

=
(n+ 2)(n+ 1)

2
.

∆ηµιουργείται η εικασία ότι ο Ϲητούµενος αριθµός µπορεί να είναι ίσος µε
(n+ r)(n+ r − 1)(n+ r − 2) · · · (n+ 1)

r!
=

(
n+ r

r

)
.

Μέχρι r = 2 το έχουµε αποδείξει. Υποθέτουµε ότι
r∑
s=0

(
n+ s− 1

s

)
=

(
n+ r

r

)
. Τότε έχουµε:

r+1∑
s=0

(
n+ s− 1

s

)
=

r∑

s=0

(
n+ s− 1

s

)
+

(
n+ r

r + 1

)
=

επαγωγική
υπόθεση

(
n+ r

r

)
+

(
n+ r

r + 1

)
=

(
n+ r + 1

r + 1

)
, από το τρίγωνο

του Pascal.
2ος τρόπος: ΄Οπως είδαµε στο (ii) της προηγούµενης άσκησης, ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε το πλήθος
των n-άδων µη αρνητικών ακεραίων µε άθροισµα µικρότερο ή ίσο του r και µε την εισαγωγή νέας µεταβλητής

ο αριθµός αυτός ισούται µε το πλήθος των (n+ 1)-άδων µε άθροισµα ακριβώς r. ∆ηλαδή µε
(
n+ r

r

)
. �

∆ʹ.5 Πολυωνυµικοί συντελεστές

Οι συντελεστές
(
n

k

)
που εµφανίζονται στο ανάπτυγµα του (x1 + x2)

n λέγονται διωνυµικοί συντελεστές. Ας

γενικεύσουµε το πρόβληµα: Στο ανάπτυγµα του (x1 +x2 + · · · xk)n ϑα εµφανιστούν µονώνυµα της µορφής
xr11 x

r2
2 · · · xrkk , όπου r1 + r2 + · · · rk = n. Ποιος είναι ο συντελεστής ενός τέτοιου µονωνύµου ;

Πρόταση ∆ʹ.4. Ο συντελεστής του xr11 xr22 · · ·xrkk στο ανάπτυγµα του (x1 + x2 + · · ·xk)n είναι ίσος µε(
n

r1, r2, . . . , rk

)
:=

n!

r1!r2! · · · rk!
,

όπου ϕυσικά r1 + r2 + · · ·+ rk = n.
Απόδειξη: Ακολουθούµε την ίδια τακτική µε τη συνδυαστική απόδειξη του διωνύµου του Newton. Γράφου-
µε το (x1 + x2 + · · ·+ xk)

n ως εξής :

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =

=
1η παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
2η παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
3η παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk) · · ·
n-στή παρένθεση

(x1 + x2 + · · ·+ xk)︸ ︷︷ ︸
n παρενθέσεις
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Για να πάρουµε r1 ϕορές το x1 ϑα πρέπει να επιλέξουµε από τις n παρενθέσεις τις r1 από τις οποίες

ϑα πάρουµε το x1. Αυτό γίνεται κατά
(
n

r1

)
τρόπους. Από τις εναποµείνασες n − r1 παρενθέσεις ϑα

επιλέξουµε τις r2, από τις οποίες ϑα πάρουµε το x2, κατά
(
n− r1
r2

)
τρόπους. Από τις εναποµείνασες

n − r1 − r2 παρενθέσεις ϑα επιλέξουµε κατά
(
n− r1 − r2

r2

)
τρόπους τις r3, από τις οποίες ϑα πάρουµε

το x3. Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο, ϕτάνουµε στο σηµείο στο οποίο έχουµε ήδη επιλέξει, κα-

τά
(
n− r1 − r2 − · · · − rk−2

rk−1

)
τρόπους, από τις n − r1 − r2 − · · · − rk−2 τις rk−1 παρενθέσεις από τις

οποίες ϑα πάρουµε το xk−1. Αποµένουν n − r1 − r2 − · · · rk−1 = rk παρενθέσεις από τις οποίες δεν έχου-
µε άλλη επιλογή από το να πάρουµε το xk. Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, ο συντελεστής

του xr11 x
r2
2 · · ·xrkk είναι

(
n

r1

)(
n− r1
r2

)
· · ·
(
n− r1 − r2 − · · · − rk−2

rk−1

)
=

n!

r1!���
��(n− r1)!
· ���

��(n− r1)!
r2!((((

(((((n− r1 − r2)!
·

((((
(((((n− r1 − r2)!

r3!((((
((((

((
(n− r1 − r2 − r3)!

· · · ((((
((((

(((
(((

(n− r1 − r2 − · · · − rk−2)!
rk−1!(n− r1 − r2 − · · · − rk−2 − rk−1)!

=
n−r1−r2−···−rk−1=rk

n!

r1!r2! · · · rk!
. �

∆ʹ.6 Αρχή του εγκλεισµού-αποκλεισµού

Θεώρηµα ∆ʹ.5. (Αρχή του εγκλεισµού) ΄Εστω Α1,Α2, . . . ,Αn σύνολα. Τότε ισχύει ο ακόλουθος τύπος για
το πλήθος των στοιχείων της ένωσης Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn.

|Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn| =
n∑
i=1

|Αi| −
∑

1≤i1<i2≤n
|Αi1 ∩ Αi2|+

∑
1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3| − · · ·+

+(−1)n−2
∑

1≤i1<i2<···<in−1≤n
|Αi1 ∩Αi2 ∩· · ·∩Αin−1|+(−1)n−1|Α1∩Α2∩· · ·∩Αn|. (1)

1η Απόδειξη: ΄Ενα στοιχείο της ένωσης Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn ϑα ανήκει σε ακριβώς k από τα n σύνολα
Α1,Α2, . . . ,Αn, όπου 1 ≤ k ≤ n.

Στο άθροισµα
n∑
i=1

|Αi| µετριέται ακριβώς k ϕορές, στο άθροισµα
∑

1≤i1<i2≤n
|Αi1 ∩ Αi2| µετριέται

(
k

2

)
ϕορές,

στο άθροισµα
∑

1≤i1<i2<i3≤n
|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3| µετριέται

(
k

3

)
ϕορές κ.ο.κ.

΄Αρα στο δεύτερο µέλος της αποδεικτέας σχέσης µετριέται ακριβώς

k −
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− · · · (−1)k−1

(
k

k

)

ϕορές. Αλλά k −
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− · · · (−1)k−1

(
k

k

)
= 1 − 1 +

(
k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− · · · (−1)k−1

(
k

k

)
= 1−

−
((

k

0

)
−
(
k

1

)
+

(
k

2

)
−
(
k

3

)
+ · · · (−1)k

(
k

k

))
= 1− (1− 1)k = 1, δηλαδή ακριβώς µία ϕορά. �

2η Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε επαγωγή επί του n. Για n = 1 είναι τετριµµένο, ενώ για n = 2 ο τύπος
|Α1 ∪ Α2| = |Α1| + |Α2| − |Α1 ∩ Α2| είναι αληθής γιατί στο άθροισµα |Α1| + |Α2| το πλήθος των στοιχείων
της τοµής Α1 ∩ Α2 µετριέται δύο ϕορές και πρέπει να αφαιρεθεί. Υποθέτουµε ότι ο τύπος (1) ισχύει για n
σύνολα. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n + 1. ΄Εστω λοιπόν Α1,Α2, . . . ,Αn,Αn+1, n + 1 σύνολα. Τότε
έχουµε: Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn ∪ Αn+1 = (Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn) ∪ Αn+1. Εποµένως |Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn ∪ Αn+1| =
= |(Α1∪Α2∪· · ·∪Αn)∪Αn+1| = |Α1∪Α2∪· · ·∪Αn|+|Αn+1|−|(Α1∪Α2∪· · ·∪Αn)∩Αn+1| = |Α1∪Α2∪· · ·∪Αn|+
+|Αn+1| − |(Α1 ∩ Αn+1)∪ (Α2 ∩ Αn+1)∪ · · · ∪ (Αn ∩ Αn+1)| =

n∑
i=1

|Αi| −
∑

1≤i1<i2≤n
|Αi1 ∩ Αi2|+

∑
1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1∩

∩Αi2∩Αi3|−· · ·+(−1)n−1|Α1∩Α2∩· · ·∩Αn|+|Αn+1|−
( n∑
i=1

|Αi∩Αn+1|−
∑

1≤i1<i2≤n
|(Αi1∩Αn+1)∩(Αi2∩Αn+1)|+

+
∑

1≤i1<i2<i3≤n
|(Αi1 ∩ Αn+1) ∩ (Αi2 ∩ Αn+1) ∩ (Αi3 ∩ Αn+1)| − · · · + (−1)n−2

∑
1≤i1<i2<···<in−1≤n

|(Αi1 ∩ Αn+1)∩
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∩(Αi2 ∩ Αn+1)∩ · · · ∩ (Αin−1 ∩ Αn+1)|+ (−1)n−1|(Α1 ∩ Αn+1)∩ (Α2 ∩ Αn+1)∩ · · · ∩ (Αn ∩ (Αn+1)|
)

=
n+1∑
i=1

|Αi|−

−
( ∑

1≤i1<i2≤n
|Αi1 ∩ Αi2| +

n∑
i=1

|Αi ∩ Αn+1|
)

+
( ∑

1≤i1<i2<i3≤n
|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3 | +

∑
1≤i1<i2≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αn+1|
)
−

− · · · + (−1)n−1
(
|Α1 ∩ Α2 ∩ · · · ∩ Αn| +

∑
1≤i1<i2<···<in−1≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ · · · ∩ Αin−1 ∩ Αn+1|
)

+ (−1)n|Α1 ∩ Α2∩

∩ · · ·Αn ∩ Αn+1| =
n+1∑
i=1

|Αi| −
∑

1≤i1<i2≤n+1

|Αi1 ∩ Αi2| +
∑

1≤i1<i2<i3≤n+1

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3| − · · · + (−1)n|Α1 ∩ Α2∩
∩ · · · ∩ Αn ∩ Αn+1|. �

Πόρισµα ∆ʹ.6. (Αρχή του αποκλεισµού) ΄Εστω Α1,Α2, . . . ,Αn υποσύνολα ενός ϐασικού συνόλου Ω µε
|Ω| = Ν. Τότε το πλήθος των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν σε κανένα από τα Α1,Α2, . . . ,Αn ισούται µε

Ν−
n∑
i=1

|Αi|+
∑

1≤i1<i2≤n
|Αi1 ∩ Αi2| −

∑
1≤i1<i2<i3≤n

|Αi1 ∩ Αi2 ∩ Αi3|+ · · ·+

+ (−1)n−1
∑

1≤i1<i2<···<in−1≤n
|Αi1 ∩ Αi2 ∩ · · · ∩ Αin−1|+ (−1)n|Α1 ∩ Α2 ∩ · · · ∩ Αn|. (2)

Απόδειξη: ΄Αµεση, µε ϐάση το γεγονός ότι το πλήθος των στοιχείων που δεν ανήκουν σε κανένα από τα
Α1,Α2, . . . ,Αn ισούται µε Ν− |Α1 ∪ Α2 ∪ · · · ∪ Αn|. Το αποτέλεσµα προκύπτει αν εφαρµόσουµε τον τύπο (1)
του προηγούµενου ϑεωρήµατος. �

Η Συνδυαστική αποτελεί έναν από τους πιο συναρπαστικούς κλάδους των Μαθηµατικών. Μια πολύ κα-
λή εισαγωγή στον κλάδο (κατά τη γνώµη µου-τα γούστα είναι προσωπικά) αποτελεί το ϐιβλίο των CHEN
Chuan-Chong και KOH Khee-Meng "PRINCIPLES and TECHNIQUES in COMBINATORICS", World
Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., 1992.
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