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Εισαγωγή

Η Θεωρία Αριθµών είναι ένας από τους αρχαιότερους κλάδους των Μαθηµατικών. Το παρόν πό-
νηµα αποτελεί µια εισαγωγή στην περιοχή. Αποτελείται από δύο µέρη. Το πρώτο αναφέρεται
στην Αριθµητική των ϱητών αριθµών. Το δεύτερο στην Αριθµητική των τετραγωνικών αρρήτων.

Η ύλη που περιέχεται σ΄ αυτό υπερκαλύπτει τις απαιτήσεις διδασκαλίας του αντίστοιχου µα-
ϑήµατος σε όλα τα Τµήµατα Μαθηµατικών των Πανεπιστηµίων και των Πολυτεχνείων της Χώρας.

∆εν χρειάζονται προαπαιτούµενα πέρα από τις ϐασικές γνώσεις µαθηµατικών που διδάσκονται
στο Λύκειο. Εποµένως, είναι προσιτό και στους ενδιαφερόµενους µαθητές του Λυκείου.

Οι ϐασικές αρχές που επικράτησαν κατά τη συγγραφή παρουσιάζονται εν συντοµία :
• ΄Οπως προαναφέρθηκε δεν χρειάζονται προαπαιτούµενα. Θεωρούµε ότι αυτή είναι η ϕυσιο-

λογική πορεία προσέγγισης της περιοχής. Αρκετά από τα αποτελέσµατα έχουν γενικευτεί στην
΄Αλγεβρα. ΄Ετσι, αυτός που έχει παρακολουθήσει ένα µάθηµα ΄Αλγεβρας, µπορεί να συνάγει αντί-
στοιχα αποτελέσµατα της Θεωρίας Αριθµών ως ειδική περίπτωση. Για τον αρχάριο όµως ϑεωρούµε
ότι η επαγωγική µέθοδος είναι προτιµητέα.

Εξάλλου το πρώτο εισαγωγικό µάθηµα Θεωρίας Αριθµών διδάσκεται, συνήθως, στο πρώτο ή
δεύτερο εξάµηνο σπουδών, ενώ η ΄Αλγεβρα κατά το τρίτο ή τέταρτο.
• Θεωρούµε επίσης ότι η ιστορική προσέγγιση των ϑεµάτων είναι η παιδαγωγικά σωστή. ΄Ετσι

το κείµενο εµπλουτίζεται σε κάθε του κεφάλαιο µε ιστορικά στοιχεία. ∆εν πρόκειται ϐέβαια για
µια ανάπτυξη της Ιστορίας της Θεωρίας των Αριθµών, αλλά για αναφορά σε ιστορικά στοιχεία.
Πιστεύουµε ότι αυτό αυξάνει το ενδιαφερόν του µελετητή. Εξάλλου η προσέγγιση αυτή είναι
απόλυτα συµβατή µε τη διεθνή ϐιβλιογραφία.
• ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, το περιεχόµενό του είναι ένα εισαγωγικό κείµενο στην περιοχή

της Θεωρίας Αριθµών. Είναι λοιπόν αυτονόητο ότι τα περισσότερα από τα ϐασικά αποτελέσµατα
είναι αποτελέσµατα περασµένων αιώνων. ΄Οµως, ο κλάδος της Θεωρίας των Αριθµών είναι ένας
από τους πιο δραστήριους ερευνητικά κλάδους των Μαθηµατικών. Θα ήταν εποµένως παρά-
δοξο να µην αναφερθούν τα πρόσφατα αποτελέσµατα της περιοχής. Φυσικά είναι αδύνατο να
αποδειχθούν όλα αυτά. ΄Οµως η Θεωρία των Αριθµών έχει επί του προκειµένου ένα ασύγκριτο
πλεονέκτηµα. Η διατύπωση των προτάσεων είναι κατανοητή από τον καθένα. Το πλεονέκτηµα αυ-
τό µας έχει επιτρέψει τη δυνατότητα αναφοράς πληθώρας προσφάτων και εξαιρετικά σηµαντικών
αποτελεσµάτων του κλάδου. Αυτό πιστεύουµε ότι ϑα κινήσει το ενδιαφέρον πολλών αναγνωστών
για περαιτέρω εµβάθυνση στην περιοχή.
• Ο κλάδος της Θεωρίας Αριθµών ήταν για χιλιετηρίδες ένας κλάδος των λεγόµενων Θεω-
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ϱητικών Μαθηµατικών, χωρίς άµεσες εφαρµογές στην καθηµερινότητά µας. Τα αποτελέσµατα
αποτελούσαν ικανοποίηση του ανθρωπίνου πνεύµατος, όπως έλεγε και ο Jacobi. Αυτό έκανε τον
Hardy επίσης ευτυχισµένο, όπως αναφέρει στο έργο του «Η Απολογία ενός Μαθηµατικού».

΄Οµως, κατά την τελευταία τεσσαρακονταετία η Θεωρία Αριθµών απέκτησε και πρακτικό «πεδί-
ον δόξης λαµπρόν». Αιτία είναι η κατά τα τελευταία έτη, ϱαγδαία αναπτυσσόµενη Κρυπτογραφία.
∆εν νοείται σήµερα ϐιβλίο Θεωρίας Αριθµών χωρίς αναφορά στους κρυπτογραφικούς αλγορίθ-
µους. Αυτή την πρακτική ακολουθήσαµε και εµείς. Και εδώ επεκτεινόµαστε τόσο, ώστε οι
αλγόριθµοι να είναι απλοί και κατανοητοί. Για περισσότερα στοιχεία παραπέµπουµε στο ϐιβλίο
«Πεπερασµένα Σώµατα και Κρυπτογραφία» των ίδιων συγγραφέων.

Στο ϐιβλίο δεν περιέχεται η ϑεωρία των πολλαπλασιαστικών συναρτήσεων εκτός από ειδικές
περιπτώσεις όπως η φ-συνάρτηση του Euler. Ο λόγος είναι ότι προγραµµατίζουµε την έκδοση ενός
δεύτερου τόµου ο οποίος ϑα περιέχει την Αναλυτική Θεωρία Αριθµών, καθώς και στοιχεία υπερ-
ϐατικής και προσθετικής Αριθµοθεωρίας. Σε αυτόν τον τόµο οι πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις
ϑα αναπτυχθούν πλήρως.

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε µε συντοµία στο περιεχόµενο κάθε κεφαλαίου του πρώτου
µέρους. Στο πρώτο κεφάλαιο αναπτύσονται ϐασικές έννοιες διαιρετότητας, πρώτων αριθµών και
το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της αριθµητικής. Στο δεύτερο κεφάλαιο µελετώνται διάφορες κλάσεις
διοφαντικών εξισώσεων. Στο τρίτο κεφάλαιο ακολουθεί η µελέτη επώνυµων ακεραίων όπως ϕίλοι,
τέλειοι, πολυγωνικοί και ισοδύναµοι αριθµοί. Για πρώτη ϕορά εισάγωνται έννοιες και τεχνικές
κρυπτογραφίας και παραγοντοποίησης ακεραίων. Το τέταρτο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στη
ϑεωρία των ισοδυναµίων (συχνά χρησιµοποιείται και ο όρος ισοτιµία). Μελετάται πληθώρα ε-
ϕαρµογών κυρίως στην παραγοντοποίηση ακεραίων και στην κρυπτογραφία. Τέλος, στο πέµπτο
κεφάλαιο µελετάται η ϑεωρία των τετραγωνικών υπολοίπων, αρχικών ϱιζών και δεικτών. Το περιε-
χόµενο των κεφαλαίων του δευτέρου µέρους περιγράφεται στην εισαγωγή του δεύτερου µέρους.

Θα ϑέλαµε να ευχαριστήσουµε το πρόγραµµα «Κάλλιπος», το οποίο ήταν το κίνητρο για να
ολοκληρωθεί το ϐιβλίο. Επίσης, ϑερµές ευχαριστίες στην Καθηγήτρια του Αριστοτελείου Πα-
νεπιστηµίου Θεσσαλονίκης κα Θ. Θεοχάρη για τις παρατηρήσεις και τα σχόλιά της ως κριτική
αναγνώστρια του κειµένου. Πολλές ευχαριστίες στους ϕοιτητές Αθανάσιο Τασόπουλο, Γιάννη
Καρασαρίνη και Γιάννη Μπέκα (ϕοιτητές ΕΚΠΑ 2015) και Μανόλη Καπνόπουλο (ϕοιτητή Π.Κ.
2015) όπως και στον µεταπτυχιακό ϕοιτητή Πέτρο Πανταβό για τις διορθώσεις που πρότειναν.
Τέλος ϑερµές ευχαριστίες στον γλωσσικό επιµελητή-ϕιλόλογο κ. ∆ηµήτρη Καλλιάρα για όλες τις
διορθώσεις του.
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1
∆ιαιρετότητα και πρώτοι αριθµοί

1.1 Το σύνολο των ακέραιων

Η (στοιχειώδης) Θεωρία Αριθµών ασχολείται κυρίως µε τη µελέτη των ιδιοτήτων του συνόλου των
ακέραιων αριθµών

Z = {0, ±1, ±2, ±3, . . .}

Με N+ = {1, 2, 3, . . .} ϑα συµβολίζουµε το σύνολο των ϑετικών ακέραιων και µε

N = {0, 1, 2, 3, . . .}.

το σύνολο των ϕυσικών αριθµών .
Υποθέτουµε ότι ο αναγνώστης γνωρίζει τις ϐασικές ιδιότητες των πράξεων στα παραπάνω σύ-

νολα.
Στα επόµενα, πάρα πολύ συχνά ϑα χρειαζόµαστε τις παρακάτω δύο προτάσεις - αξιώµατα του

συνόλου N.

Αξίωµα 1.1.1 (Αξίωµα της µαθηµατικής επαγωγής). Αν S µη κενό υποσύνολο του N µε τις ιδιότη-
τες :

1. 0 ∈ S, και

2. για κάθε s ∈ S, έπεται ότι και s + 1 ∈ S,

τότε το S = N.

Αξίωµα 1.1.2 (Αρχή του ελαχίστου). Κάθε µη κενό σύνολο S, υποσύνολο του συνόλου των ϕυσικών
αριθµών, έχει ελάχιστο στοιχείο.

Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει a ∈ S τέτοιο, ώστε να ισχύει a ≤ s για κάθε s ∈ S.
Η αρχή του ελαχίστου είναι συνέπεια του αξιώµατος της µαθηµατικής επαγωγής. Η απόδειξη

ϑα δοθεί στο Παράρτηµα 1. Μπορεί να αποδειχθεί και το αντίστροφο. Αυτό σηµαίνει ότι οι δύο
προτάσεις είναι µεταξύ τους ισοδύναµες. Μία λοιπόν από τις δύο ϑεωρείται αξίωµα και η άλλη
αποδεικνύεται. ΄Αµεση συνέπεια της αρχής του ελαχίστου 1.1.2 είναι το

Αξίωµα 1.1.3 (∆εύτερη µορφή της µαθηµατικής επαγωγής). Υποθέτουµε ότι P(n) είναι µια πρό-
ταση που αναφέρεται στον ϕυσικό αριθµό n. Αν

3



4 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΠΡΩΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

1. η P(0) είναι αληθής

2. από την ισχύ της P(m) για όλους τους ϕυσικούς m < n έπεται η ισχύς της P(n),

τότε η P(n) ισχύει για όλους τους ϕυσικούς αριθµούς.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

M : = {n ∈ N|P(n) είναι ψευδής}

Το M είναι υποσύνολο του συνόλου N. Αν M , ∅ τότε, σύµφωνα µε την αρχή του ελαχίστου, το
M έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω m0.

Η P(0) είναι αληθής. Εποµένως m0 > 0. Από τον ορισµό του m0 έχουµε ότι n πρόταση P(m)
είναι αληθής για κάθε m < m0. Σύµφωνα µε την υπόθεση ϑα είναι αληθής και η P(m0), άτοπο.
Εποµένως M = ∅, δηλαδή η P(n) είναι αληθής για κάθε ϕυσικό αριθµό n. �

Ανάλογα αποδεικύεται και η

Πρόταση 1.1.4. Υποθέτουµε ότι P(n) είναι µια πρόταση που αναφέρεται στον ϕυσικό αριθµό n. Αν
η P(n0) είναι αληθής για κάποιο ϕυσικό αριθµό n0 > 0 και για κάθε ϕυσικό αριθµό m, m ≥ n0, n
αλήθεια της P(m), συνεπάγεται την αλήθεια της P(m+1), τότε η P(n) είναι αληθής για κάθε ϕυσικό
αριθµό n ≥ n0.

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

Παράδειγµα 1.1.5. Να αποδειχθεί ότι, για κάθε n ∈ N ισχύει :

0 + 1 + 2 + · · · + (n − 1) + n =
1
2

(n + 1)n.

Απόδειξη. Για n = 0 είναι ϕανερό ότι η προηγούµενη σχέση ισχύει.
Υποθέτουµε ότι ισχύει για n = m, δηλαδή ότι

0 + 1 + · · · + (m − 1) +m =
1
2

(m + 1)m

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n = m + 1.
Πράγµατι,

0 + 1 + · · · + (m − 1) +m + (m + 1) =
1
2

(m + 1)m + (m + 1) =

= (m + 1)(
m

2
+ 1) =

(m + 1)(m + 2)
2

.

Εποµένως ισχύει για όλους τους ϕυσικούς αριθµούς n �

Παράδειγµα 1.1.6. Να αποδειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει :

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2n
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Απόδειξη. Για n = 0, έχουµε
n∑
i=0

(
n

i

)
=

(
0
0

)
= 0! = 1 = 20.

Υποθέτουµε ότι ισχύει για n = m, δηλαδή ότι
m∑
i=0

(m
i

)
= 2m

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n = m + 1, δηλαδή ότι
m+1∑
i=0

(m + 1
i

)
= 2m+1.

΄Εχουµε (m + 1
0

)
= 1,

(m + 1
m + 1

)
= 1

και (m + 1
k

)
=

( m

k − 1

)
+

(m
k

)
,

όπως εύκολα παρατηρεί κανείς υπολογίζοντας και τα δύο µέρη της εξίσωσης.
Συνεπώς,

m+1∑
i=0

(
m + 1
i

)
= 2 +

m∑
i=1

(
m + 1
i

)

= 2 +

m∑
i=1

( m

i − 1

)
+

(m
i

)
= 2 +

m−1∑
i=0

(m
i

)
+

m∑
i=1

(m
i

)
=

m∑
i=0

(m
i

)
+

m∑
i=0

(m
i

)
= 2 ·

m∑
i=0

(m
i

)
= 2 · 2m = 2m+1

Εποµένως ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό n. �

Παράδειγµα 1.1.7. Να αποδείξουµε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n , 0 ισχύει :

n∑
i=1

1
i(i + 1)

=
n

n + 1

Απόδειξη. Για n = 1 ισχύει.
Υποθέτουµε ότι ισχύει για m ≥ 1, δηλαδή ότι

m∑
i=1

1
i(i + 1)

=
m

m + 1
(1.1.1)

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για m + 1, δηλαδή ότι ισχύει

m+1∑
i=1

1
i(i + 1)

=
m + 1
m + 2

.
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Πράγµατι,
m+1∑
i=1

1
i(i + 1)

=

m∑
i=1

1
i(i + 1)

+
1

(m + 1)(m + 2)

(1.1.1)
=

m

m + 1
+

1
(m + 1)(m + 2)

=
m(m + 2) + 1

(m + 1)(m + 2)
=

=
(m + 1)2

(m + 1)(m + 2)
=
m + 1
m + 2

Εποµένως ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό n, n , 0. �

Παράδειγµα 1.1.8. Να αποδείξετε ότι n! > n2 για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 4.

Απόδειξη. Αυτό είναι ένα παράδειγµα απόδειξης µε επαγωγή η οποία ξεκινάει από το n = 4.
Πράγµατι, η πρόταση για n = 4 δίνει ότι 4! = 24 > 16 = 42 η οποία είναι αληθής. Υποθέτουµε
ότι ισχύει n! > n2 και ϑα πρέπει να δείξουµε ότι (n + 1)! > (n + 1)2. Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση
n! > n2 µε n + 1 για να πάρουµε

(n + 1)! > n2(n + 1) > (n + 1)2.

Αφήνεται στον αναγνώστη ως άσκηση να αποδείξει ότι n2 > n + 1 για n ≥ 2. �

Παράδειγµα 1.1.9. Να αποδείξετε ότι κάθε ϕυσικός αριθµός είναι ίσος µε τον επόµενό του.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για m, δηλαδή ότι

m = m + 1

Προσθέτουµε και στα δύο µέλη το 1 και έχουµε

m + 1 = m + 2,

δηλαδή ισχύει και για m + 1. Εποµένως ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό n. �

Συµπέρασµα. ΄Ολοι οι ϕυσικοί αριθµοί είναι ίσοι ! Πού ϐρίσκεται το λάθος ;
Σηµείωση. Το τελευταίο παράδειγµα µάς δείχνει ότι ϑα πρέπει να είµαστε προσεκτικοί και να

εφαρµόζουµε σωστά την επαγωγή.

1.1.1 Ασκήσεις

Α Οµάδα (Σωστό ή Λάθος) Να απαντήσετε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι σωστές ή λάθος και να
δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.

1. Κάθε ϕυσικός είναι ακέραιος. Σωστό Λάθος

2. Κάθε ακέραιος είναι ϕυσικός. Σωστό Λάθος

3. Υπάρχουν αριθµοί που δεν είναι ακέραιοι. Σωστό Λάθος

4. Αν x, y ∈ R και n ∈ N, n ≥ 1 τότε ισχύει η

(x + y)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
xn−iyi
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Β Οµάδα (Ασκήσεις κατανόησης)

1. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό ισχύει n < 2n.

2. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n, ο αριθµός

3 · 7n + 2 · 2n

είναι πολλαπλάσιο του 5.

3. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n, n ≥ 1, ισχύει

1
12 +

1
22 + · · · +

1
n2 ≤ 2 −

1
n
.

4. Οµοίως για κάθε n ≥ 1 ισχύει

13 + 23 + · · · + n3 =

(
n(n + 1)

2

)2

.

Να συµπεράνετε ότι ο n3 για κάθε ϕυσικό αριθµό n, n ≥ 1 γράφεται ως διαφορά δύο
τετραγώνων.

Γ Οµάδα (Ασκήσεις εµπέδωσης)

1. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν ακέραιοι µεταξύ 0 και 1.

2. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο n ο αριθµός 3n5 + 5n3 + 7n διαιρείται µε 15.

3. (Ανισότητα του Bernoulli) Αν x ∈ R µε 1 + x > 0 να αποδείξετε ότι για n ≥ 1

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Γ Οµάδα (Ασκήσεις εµβάθυνσης)

1. ΄Εστω P(n) µία πρόταση η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό αριθµό n. Υποθέτουµε ότι η
P(0) είναι αληθής. Επίσης, αν P(k) αληθής τότε και η P(k + 2) αληθής.

Μπορούµε να συµπεράνουµε τότε ότι η P(n) είναι αληθής για κάθε ϕυσικό αριθµό n; Αν
όχι τι πρέπει να προσθέσουµε έτσι ώστε να ισχύει για κάθε ϕυσικό n·

2. Εδώ ϑα αποδείξουµε ότι όλες οι γυναίκες έχουν το ίδιο χρώµα µατιών. Πράγµατι σε κάθε
µονοσύνολο γυναικών όλες έχουν το ίδιο χρώµα µατιών, δηλαδή ισχύει για n = 1.

Υποθέτουµε ότι σε κάθε σύνολο γυναικών πλήθους n, όλες έχουν το ίδιο χρώµα µατιών.
Θεωρούµε ένα τυχαίο σύνολο γυναικών πλήθους n+1 έστω {1,2, . . . , n, n+1}. Το χωρίζουµε
σε δύο σύνολα {1,2, . . . , n} και {2,3, . . . , n, n + 1}.

Σύµφωνα µε την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής, οι γυναίκες κάθε συνόλου έχουν
το ίδιο χρώµα µατιών και επειδή έχουν κοινά στοιχεία τελικά και το σύνολο των γυναικών
{1,2, . . . , n, n + 1} έχει το ίδιο χρώµα µατιών. Εποµένως κάθε σύνολο γυναικών έχει το ίδιο
χρώµα µατιών. Πού είναι το λάθος ;
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1.2 ∆ιαιρετότητα

Το σύνολο των ακέραιων είναι εφοδιασµένο µε δύο πράξεις, πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού.
Το άθροισµα, η διαφορά και το γινόµενο δύο ακέραιων είναι πάντα ακέραιος αριθµός. Το πηλίκο
τους όµως δεν είναι πάντοτε ακέραιος. ∆εν υπάρχει ακέραιος αριθµός a τέτοιος ώστε να ισχύει
2a = 1, ενώ υπάρχει ακέραιος αριθµός b τέτοιος ώστε 2b = −4.

Εντελώς ϕυσιολογικός εποµένως είναι ο ακόλουθος ορισµός :

Ορισµός 1.2.1. ∆ίνονται δύο ακέραιοι αριθµοί a, b µε b , 0. Θα λέµε ότι ο b διαιρεί τον a όταν
υπάρχει ακέραιος c τέτοιος ώστε a = b · c.

Ισοδύναµα χρησιµοποιούνται και οι εκφράσεις «ο b είναι ένας διαιρέτης του a», «ο a είναι
(ένα) πολλαπλάσιο του b», «ο a είναι διαιρετός από τον b». Αν ο b διαιρεί τον a γράφουµε b|a, αν
όχι γράφουµε b - a.

΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι οι ακόλουθες ιδιότητες διαιρετότητας :

Πρόταση 1.2.2. Στα παρακάτω τα a, b, c είναι ακέραιοι.

1. Για κάθε ακέραιο a, a , 0, ισχύει a|0 και a|a, δηλαδή ο a διαιρεί το µηδέν και τον εαυτό του.

2. Για κάθε ακέραιο a ισχύει 1|a, δηλαδή ο 1 διαιρεί κάθε ακέραιο.

3. Αν c|b και b|a, τότε και c|a.

4. Αν c|a και c|b, τότε και c|ka + lb για οποιουσδήποτε ακέραιους k, l.

5. Αν b|a τότε και bk|ak για οποιωνδήποτε ακέραιο k , 0. Αντιστρόφως, αν bk|ak τότε και b|a
(Παρατηρήστε ότι k , 0 αφού δεν έχουµε ορίσει το 0 | 0).

6. Αν b|a και a , 0, τότε |b| ≤ |a|.

7. Αν b|a και a|b, τότε a = ±b.

8. Αν b|a και a , 0, τότε και (a/b)|a.

9. Αν b1|a1 και b2|a2, τότε και b1b2|a1a2.

Απόδειξη. ΄Εχουµε:

1. 0 = a · 0 και a = 1 · a

2. a = 1 · a

3. b = c · k και a = b · l, άρα a = c(k · l)

4. a = c a′, b = c b′, οπότε k a + l b = c(k a′ + l b′)

5. a k = (b k) · c = (b c) k, άρα (a − b c) k = 0 οπότε και a = b c, αφού k , 0

6. a = b · c, άρα |a| = |b| · |c| c , 0, αφού a , 0. Εποµένως |b| ≤ |a|.

7. Από τον ορισµό της διαιρετότητας έπεται ότι a , 0 και b , 0. Λόγω της 6, |b| ≤ |a| και
|a| ≤ |b|.

Συνεπώς |a| = |b|, δηλαδή a = ±b.

nikol
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8. a = bc. Επειδή a , 0 έπεται ότι και c , 0, άρα c|a.

9. a1 = b1c1 και a2 = b2c2, άρα a1a2 = (b1b2)(c1c2).

�

Παρατήρηση. Από την 6. ιδιότητα της Πρότασης (1.2.2) έπεται ότι το πλήθος των διαιρετών
ακέραιου αριθµού είναι πάντοτε πεπερασµένο.

Θεώρηµα 1.2.3 (ϑεώρηµα της διαίρεσης µε υπόλοιπο). Αν a, b ακέραιοι και b , 0, τότε υπάρχουν
µοναδικοί ακέραιοι q και r τέτοιοι ώστε

a = bq + r και 0 ≤ r < |b|.

Απόδειξη. Γεωµετρικά, στον πραγµατικό άξονα, η πρόταση είναι προφανής. Το σύνολο M :=
{a − bx |x ∈ Z} περιέχει ϕυσικούς αριθµούς. Πράγµατι, αν b > 0 τότε ο αριθµός a − b(−|a|) είναι
ϕυσικός αριθµός και στοιχείο του M. Αν πάλι b < 0 τότε ο αριθµός a−b|a| είναι ϕυσικός αριθµός
και στοιχείο του M. Εποµένως το σύνολο

S := M ∩ N

είναι µη κενό υποσύνολο του N.
Σύµφωνα µε την αρχή του ελαχίστου, το S έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω r. Ο r έχει τη µορφή

r = a − bq για κάποιο q ∈ Z, δηλαδή
a = bq + r.

Θα αποδείξουµε ότι r < |b|. Αν υποθέσουµε ότι r ≥ |b|, τότε ο αριθµός

r − |b| =

a − b q − b = a − b (q + 1), αν b > 0
a − b q + b = a − b (q − 1), αν b < 0

ανήκει στο S και είναι µικρότερος του r, άτοπο. Συνεπώς 0 ≤ r < |b|
Αν τώρα a = b q + r = b q′ + r′ και 0 ≤ r, r′ < |b|, τότε

|r′ − r | = |b(q − q′)|.

Επειδή τα r, r′ ϐρίσκονται στο διάστηµα [0, |b|) έπεται ότι |r′− r | < |b|. Αν λοιπόν q , q′ ϑα είχαµε
|r′ − r | < |b| < |b(q − q′)| = |r′ − r |, άτοπο.

Συνεπώς q = q′ και, κατ΄ ακολουθία,

r = a − b q = a − b q′ = r′.

�

Μερικές ϕορές χρήσιµη είναι και η ακόλουθη µορφή.

Πόρισµα 1.2.4. Αν a, b ακέραιοι και b , 0, υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι q, r τέτοιοι ώστε

a = b q + r

και

−
1
2
|b| < r ≤

1
2
|b|.
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Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.2.3 υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι q0, r0 ώστε να ισχύει
a = b q0 + r0 και 0 ≤ r0 < |b|. Αν 0 ≤ r0 ≤ 1

2 |b|, τότε παίρνουµε q := q0 και r := r0.
Αν 1

2 |b| < r0 < |b|, Τότε παίρνουµε

r := r0 − |b| < 0 και q :=

q0 + 1, αν b > 0
q0 − 1, αν b < 0.

΄Εστω τώρα ότι a = b q + r = b q′ + r′ µε

−
1
2
|b| < r, r′ ≤

1
2
|b|.

Ισχύει, 0 ≤ |r′ − r | < |b|. Η υπόθεση q , q′ µας οδηγεί και πάλι στο άτοπο

0 ≤ |r′ − r | < |b| < |b(q − q′)| = |r′ − r |.

Εποµένως q = q′ και r = r′. �

Παράδειγµα 1.2.5. Αν a = 145 και b = 23, τότε q = 6 και r = 7. Αν a = 61 και b = −7 τότε
q = −9 και r = −2. Αν a = −59 και b = 9 τότε q = −7 και r = 4.

Παρατηρήσεις.

1. Από το Θεώρηµα 1.2.3 προκύπτει αµέσως ότι b|a ακριβώς τότε όταν r = 0.

2. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.2.3 κάθε ακέραιος αριθµός διαιρούµενος µε δοθέντα ϕυσικό
αριθµό m > 1, δίνει υπόλοιπο r ∈ {0, 1, 2, . . . , m − 1}.

Αυτό σηµαίνει ότι κάθε ακέραιος a γράφεται σε µία από τις µορφές

m l, m l + 1, . . . , m l + (m − 1)

για κάποιο µονοσήµαντα ορισµένο ακέραιο l.

Πρόκειται για µια από τις πιο σηµαντικές συνέπειες του Θεωρήµατος 1.2.3.

3. Στην περίπτωση που το m = 2 οι ακέραιοι αριθµοί χωρίζονται σε δύο υποσύνολα. Στους
(άρτιους) που γράφονται στη µορφή 2l και στους (περιττούς) αυτούς που γράφονται στη
µορφή 2l + 1 (l ∈ Z).

4. Για m = 3, έχουµε ότι κάθε ακέραιος αριθµός a γράφεται σε µία από τις µορφές

3l, 3l + 1, 3l + 2 (l ∈ Z)

Εποµένως το a2 = 9l2 = 3k ή a2 = 9l2 + 6l + 1 = 3s + 1 ή a2 = 9l2 + 12k + 4 = 3t + 1.

Συνεπώς δεν υπάρχει ακέραιος αριθµός της µορφής 3l + 2(l ∈ Z) ο οποίος να είναι τέλειο
τετράγωνο.

Παράδειγµα 1.2.6. Ο αριθµός 3l2 − 1, για οποιοδήποτε ακέραιο l δεν είναι τέλειο τετρά-
γωνο.
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5. Για m = 4 έχουµε ότι κάθε ακέραιος a γράφεται σε µία από τις µορφές

4l, 4l + 1, 4l + 2, 4l + 3

για κάποιο, συγκεκριµένο ακέραιο l.

Εύκολα, όπως στο (3), συµπεραίνουµε ότι a2 = 4k ή 4k + 1.

Εποµένως, δεν υπάρχει ακέραιος αριθµός της µορφής 4l + 2 ή 4l + 3 (l ∈ Z), ο οποίος να
είναι τέλειο τετράγωνο.

Παράδειγµα 1.2.7. Κανένας από τους αριθµούς

11, 111, 1111, 11111, . . .

δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου.

Αυτό ισχύει διότι όλοι αυτοί οι αριθµοί γράφονται στη µορφή 4l + 3.

Πράγµατι, 11 = 4·2+3, 111 = 4·25+4·2+3 = 4·27+3, 1111 = 4·250+4·27+3 = 4·277+3
και ούτω καθεξής.

Επίσης a2 = 4l ή 4l + 1 (l ∈ Z) και b2 = 4s ή 4s + 1 (s ∈ Z),

έχουµε ότι το άθροισµα των τετραγώνων δύο ακέραιων αριθµών είναι ακέραιος αριθµός της
µορφής 4t ή 4t + 1 ή 4t + 2 (t ∈ Z)

Εποµένως, κανένας ακέραιος της µορφής 4k + 3(k ∈ Z) δεν γράφεται ως άθροισµα δύο
τετραγώνων ακέραιων αριθµών.

6. Για m = 10 έχουµε ότι κάθε ακέραιος a γράφεται στη µορφή

a = 10q + r, 0 ≤ r < 10

Εποµένως a2 = 100q2 + 20q + r2.

Αυτό σηµαίνει ότι ο a2 και ο r2 έχουν το ίδιο ψηφίο µονάδων.

Τα τετράγωνα των αριθµών 0 έως 9 δίνουν ψηφίο µονάδων 0,1,4,5,6,9. Συνεπώς το
τελευταίο ψηφίο του τετραγώνου ακέραιου αριθµού είναι 0,1,4,5,6,9.

7. Αν a, b ακέραιοι και b > 0, από το Θεώρηµα 1.2.3 προκύπτει ότι a = bq + r, 0 ≤ r < b.
Εποµένως,

a

b
= q +

r

b
,0 ≤

r

b
< 1.

Ορισµός 1.2.8. Αν x πραγµατικός αριθµός, το ακέραιο µέρος του x ορίζεται ως ο µεγα-
λύτερος ακέραιος που είναι µικρότερος ή ίσος του x και συµβολίζεται µε [x]. Εποµένως
q =

[
a
b

]
.

1.2.1 Ασκήσεις

Οµάδα Α Σωστό ή Λάθος

1. Κάθε ϕυσικός αριθµόςm διαιρεί το γινόµενο οποιωνδήποτεm διαδοχικών ακέραιων. Σωστό
Λάθος



12 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΠΡΩΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

2. Αν n,m ∈ N, n ≥ m > 0, το πλήθος των ϕυσικών αριθµών ≤ n οι οποίοι διαιρούνται µε m
είναι

[
n
m

]
+ 1 Σωστό Λάθος

3. Για κάθε ϕυσικό n > 0, ισχύει (a + 1) | (a2n−1 + 1) Σωστό Λάθος

4. Το πλήθος των ϕυσικών µεταξύ 10 και 1000 οι οποίοι δεν είναι διαιρετοί δια του 23 είναι
956. Σωστό Λάθος

Οµάδα Β (Ασκήσεις κατανόησης)

1. Πόσοι ακέραιοι ανάµεσα στο 100 και το 500 διαιρούνται µε 7 και πόσοι µε 49;

2. Να αποδείξετε ότι το γινόµενο δύο περιττών ακέραιων είναι περιττός ακέραιος, ενώ το γινό-
µενό τους είναι άρτιος αν ένας τουλάχιστον από τους δύο είναι άρτιος.

3. Να αποδείξετε ότι ο κύβος οποιουδήποτε ακέραιου έχει τη µορφή 9`, 9` + 1 ή 9` + 8, ` ∈ Z.

4. Αν ένας ακέραιος a διαιρεί τους 12n + 5 και 4n + 2 για κάποιο ακέραιο n τότε a = ±1.

5. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ακέραιος της µορφής 8` + 7, ` ∈ Z ο οποίος να γράφεται ως
άθροισµα τριών τετραγώνων.

6. Αν οι a, b είναι περιττοί ακέραιοι και b - a, τότε υπάρχουν ακέραιοι k, ` τέτοιοι ώστε a =

bk + `, όπου ` είναι περιττός και |`| < b.

7. Αν a ακέραιος, τότε ένας από τους a, a + 2, a + 4 διαιρείται µε 3.

Οµάδα Γ (Ασκήσεις εµπέδωσης)

1. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο `, υπάρχει ένας ακέραιος n τέτοιος ώστε 5 | n3 + `. Να
ελέγξετε αν ισχύει το ίδιο αν αντικαταστήσουµε το 5 µε το 7.

2. Αν ο ακέραιος a δεν διαιρείται µε 2 ούτε µε 3, τότε ο a2 + 23 διαιρείται µε 24.

3. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει 2 | 3n − 1, 3 | 4n − 1, 4 | 5n − 1, . . .

4. Να ϐρεθούν όλοι οι ϑετικοί ακέραιοι n για τους οποίους ο 3 | 2n + 1.

5. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύουν :

3 | n3 − n,5 | n5 − n,7 | n7 − n.

Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι για κάθε περιττό k και κάθε ϕυσικό n ισχύει k | nk − n;

6. Από το σύνολο {1,2, . . . ,2n} επιλέγουµε τυχαία n+1 αριθµούς. Να αποδείξετε ότι ανάµεσά
τους υπάρχει τουλάχιστον ένα Ϲευγάρι όπου ο ένας διαιρεί τον άλλο.

Οµάδα ∆ (Ασκήσεις εµβάθυνσης)

1. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει :

(1 + 2 + · · · + n) | 3(12 + 22 + · · ·n2).

2. Να ϐρείτε όλους τους ακέραιους a, a , 3, για τους οποίους ισχύει :

a − 3 | a3 − 3.

3. Αν x, y, z ϑετικοί ακέραιοι για τους οποίους ισχύει x2 + y2 = z2, τότε ένας τουλάχιστον
διαιρείται µε 3.

4. Αν S := 1
2 + 1

3 + · · · + 1
n , όπου n ϕυσικός, n > 1, τότε ο S δεν είναι ακέραιος.
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1.3 Πρώτοι Αριθµοί

Κάθε ακέραιος αριθµός a , 0 έχει διαιρέτες τουλάχιστον τους αριθµούς ±1 και ±a.

Ορισµός 1.3.1. ΄Ενας ακέραιος αριθµός p διάφορος των 0, ±1 λέγεται πρώτος όταν έχει ως
διαιρέτες του µόνο τους ±1 και ±p.

΄Ενας ακέραιος διάφορος του 0,±1 που δεν είναι πρώτος λέγεται σύνθετος.

Για παράδειγµα, οι ±3 και ±19 είναι πρώτοι, ενώ οι ±6, ±18 σύνθετοι.
Επειδή ο ακέραιος αριθµός a είναι πρώτος ακριβώς τότε όταν ο −a είναι πρώτος, από εδώ και

πέρα κάθε αναφορά σε πρώτους αριθµούς ϑα αφορά ϑετικούς πρώτους. Το σύνολο των πρώτων
αριθµών ϑα το συµβολίζουµε µε P.

Κατ΄ αρχήν αποδεικνύουµε την

Πρόταση 1.3.2. Κάθε ϕυσικός αριθµός n, n > 1, έχει τουλάχιστον έναν πρώτο διαιρέτη.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

M = {m ∈ N ώστε m |n και m > 1}.

Το M είναι υποσύνολο του συνόλου N και είναι διάφορο του κενού, διότι n ∈ M.
Σύµφωνα µε την αρχή του ελαχίστου (Αξίωµα 1.1.2), το M έχει ένα ελάχιστο στοιχείο, έστω p.

Ο p είναι πρώτος διαιρέτης του n.
Πράγµατι, αν δεν ήταν πρώτος ϑα είχε τουλάχιστο µια ανάλυση της µορφής p = a · b µε

a, b ∈ N \ {1}. Αυτό σηµαίνει ότι ο a ∈ N, a > 1 και a|n (αφού a|p και p|n), δηλαδή ότι a ϑα ήταν
στοιχείο του M και ότι a < p, άτοπο. �

Ιστορικά 1.3.1

Οι πρώτοι που άρχισαν να αφηγούνται ιστορίες σχετικά µε τους πρώτους αριθµούς, ήταν οι
αρχαίοι ΄Ελληνες. Αυτοί αναγνώρισαν την ισχύ των αποδείξεων στη χάραξη µόνιµων διόδων
προς τα όρη του µαθηµατικού κόσµου [14].
Η πρόταση 1.3.2 είναι η πρόταση 32, του ϐιβλίου VII των «Στοιχείων» του Ευκλείδη:
« Ἅπας ἀριθµός ἤτοι πρῶτος ἔστιν ἤ ὑπό πρώτου τινός ἀριθµοῦ µετρεῖται.»
Στην πρόταση 20, ϐιβλίο Θ΄, των «Στοιχείων» του ο Ευκλείδης εξηγεί και αποδεικνύει µια
απλή αλλά ϑεµελιώδη αλήθεια σχετικά µε τους πρώτους αριθµούς : ότι είναι άπειροι.
«Οἱ πρῶτοι ἀριθµοί πλείους εἰσί παντός τοῦ προτεθέντος πλήθους πρώτων ἀριθµῶν»,

Εφαρµογές 1.3.1

Μια οικογένεια τζιτζικιών στις ανατολικές ΗΠΑ περνάει 13 ή 17 χρόνια κάτω από τη γη ως
νύµφες. Μετά από 13 ή 17 έτη εµφανίζεται µαζικά και σε πολύ µεγάλους αριθµούς για να
Ϲευγαρώσει και να γεννήσει τα αυγά της. Οι ϐιολόγοι πιστεύουν ότι ο χρόνος που περνούν
ως νύµφες είναι πρώτος αριθµός προκειµένου να αποφύγουν πληθυσµούς που τρέφονται
µε αυτές και έχουν επίσης έναν περιοδικό κύκλο Ϲωής. Αν το τζιτζίκι είχε έναν κύκλο Ϲωής
12 χρόνια ϑα συναντούσε τους κυνηγούς του που έχουν περίοδο Ϲωής 2,3,4,6,12 χρόνια
σίγουρα.

Πρόταση 1.3.3 (΄Υπαρξη άπειρων πρώτων). Το σύνολο των πρώτων αριθµών P είναι άπειρο.
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Σχήµα 1.3.1: Τζιτζίκι Magicada Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain). ∆η-
µιουργός : Bruce Marlin, Πηγή: Wikimedia Commons https://upload.wikimedia.org/
wikipedia/commons/2/20/Magicicada_species.jpg

Απόδειξη πρώτη (Ευκλείδη)
Υποθέτουµε ότι το σύνολο P είναι πεπερασµένο,

P = {p1, p2, . . . , pn}

Θεωρούµε τον ϕυσικό αριθµό
N := p1p2 . . . pn + 1

Επειδή N > 1, από την πρόταση 1.3.2 προκύπτει ότι ο N έχει έναν τουλάχιστο πρώτο διαιρέτη,
έστω p. ΄Οµως p < P, διότι αν p = pi , για κάποιο i ∈ 1, 2, . . . , n ϑα είχαµε και p|N−p1p2 . . . pn = 1,
άτοπο.

Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή υποθέσαµε ότι το P είναι πεπερασµένο. ΄Αρα το P είναι άπειρο.
�

Ιστορικά 1.3.2

«΄Ηταν ένα πολύ όµορφο επιχείρηµα. Ο Ευκλείδης δεν διέθετε κάποιον τρόπο παραγωγής
πρώτων αριθµών. Είχε όµως αποδείξει ότι η πηγή τους δεν κινδύνευε να στερέψει...»
Marcus du Sautoy Η µουσική των πρώτων αριθµών [14].

Απόδειξη δεύτερη (T.J. Stieltjes)
Υποθέτουµε ότι το σύνολο P είναι πεπερασµένο και έστω

P = {p1, p2, . . . , pn}

Γράφουµε το γινόµενο των πρώτων p1 · p2 · · · pn = A · B, ως γινόµενο δύο παραγόντων A και B.
Κάθε πρώτος αριθµός pi διαιρεί τον A ή τον B, αλλά όχι συγχρόνως και τους δύο. Θα αποδείξουµε
αργότερα ότι αν p | A · B τότε p | A ή p | B. Αυτό σηµαίνει ότι pi - (A + B) για κάθε i = 1, . . . , n.
΄Οµως ο A + B > 1 έχει έναν τουλάχιστον πρώτο διαιρέτη p, p , pi για κάθε i = 1, . . . , n.

΄Οπως και στην πρώτη απόδειξη, καταλήξαµε σε άτοπο, επειδή υποθέσαµε ότι το P είναι
πεπερασµένο. ΄Αρα το P είναι άπειρο.

�
Παρατηρήσεις

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/20/Magicicada_species.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/20/Magicicada_species.jpg
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1. Η απόδειξη του Ευκλείδη, προκύπτει από την απόδειξη του Stieltjes για A = 1.

2. Και οι δύο αποδείξεις χρησιµοποιούν την ίδια ιδέα που είναι η απαγωγή στο άτοπο.

3. Υπάρχουν πολλές αποδείξεις του Θεωρήµατος του Ευκλείδη. Παραπέµπουµε τον ενδια-
ϕερόµενο αναγνώστη στο [1] το οποίο περιλαµβάνει έξι αποδείξεις και στο [12] το οποίο
περιλαµβάνει έντεκα. Η πιο πρόσφατη απόδειξη είναι του Filip Saidak [7].

΄Εστω n ϕυσικός αριθµός > 1. Είναι ϕανερό ότι οι αριθµοί n και n + 1 δεν έχουν κοινό
πρώτο παράγοντα. Εποµένως ο αριθµός N2 = n(n + 1) έχει τουλάχιστο δύο διαφορετικούς
µεταξύ τους πρώτους παράγοντες. ΄Οµοια και οι ϕυσικοί αριθµοί n(n + 1) και n(n + 1) + 1
δεν έχουν κοινό πρώτο παράγοντα. Εποµένως ο

N3 = n(n + 1)
(
n(n + 1) + 1

)
ϑα έχει τουλάχιστο τρεις διαφορετικούς µεταξύ τους πρώτους παράγοντες. Η διαδικασία
αυτή µπορεί να συνεχιστεί επ΄ άπειρο, δηλαδή το πλήθος των πρώτων είναι άπειρο.

Η απόδειξη του Saidak είναι ακόµη πιο απλή από την απόδειξη του Ευκλείδη αφού δεν
χρησιµοποιεί την «απαγωγή στο άτοπο». Επίσης δεν χρησιµοποιεί την ιδιότητα ότι αν ένας πρώτος
p διαιρεί το γινόµενο ab τότε ϑα διαιρεί τουλάχιστον ένα από τους a, b (δες πόρισµα 1.5.6 το
οποίο χρησιµοποιείται σε πολλές άλλες αποδείξεις του Θεωρήµατος του Ευκλείδη, 1.3.3). Τέλος,
είναι µε κάποια έννοια κατασκευαστική αφού µας δίνει ϑετικούς ακέραιους µε οσοδήποτε µεγάλο
πλήθος πρώτων παραγόντων.

Πρόταση 1.3.4. Αν ο ϕυσικός αριθµός n είναι σύνθετος, τότε έχει έναν πρώτο παράγοντα p, p ≤
√
n.

Απόδειξη. Αφού ο n είναι σύνθετος, έχει τουλάχιστον µία ανάλυση της µορφής:

n = a · b ,µε 1 < a ≤ b < n.

΄Ενα τουλάχιστον από τα a, b είναι µικρότερο ή ίσο της
√
n, διότι αν a >

√
n και b >

√
n ϑα

είχαµε n = a · b >
√
n ·
√
n = n, άτοπο. Επειδή το a > 1 έχει, σύµφωνα µε την πρόταση 1.3.2

ένα τουλάχιστον πρώτο διαιρέτη p.
Ο πρώτος αυτός είναι διαιρέτης του n και p ≤ a ≤

√
n. �

Η Πρόταση 1.3.4 µας δίνει ένα κριτήριο ελέγχου πρώτων αριθµών.

Παράδειγµα 1.3.5. Ο ϕυσικός αριθµός n = 179 είναι πρώτος. Αν ήταν σύνθετος ϑα είχε έναν
πρώτο διαιρέτη p ≤

√
179 < 14. Οι πρώτοι οι µικρότεροι του 14 είναι οι 2, 3, 5, 7, 11 και 13.

Κανένας τους δεν διαιρεί το 179. Συνεπώς ο 179 δεν είναι σύνθετος, άρα είναι πρώτος.

Φυσικά το κριτήριο δεν είναι εφαρµόσιµο για µεγάλους ϕυσικούς αριθµούς.

Παρατήρηση 1.3.6. Αν γνωρίζαµε ότι ένας σύνθετος αριθµός n περιέχει `-το πλήθος διαιρέτες,
τότε ένας τουλάχιστον από αυτούς ϑα είναι µικρότερος από την

√̀
n. Σε διαφορετική περίπτωση,

αν δηλαδή και οι ` διαιρέτες ήταν γνήσια µεγαλύτεροι του
√̀
n, τότε το γινόµενο ϑα ήταν γνήσια

µεγαλύτερο του n.
Η κρυπτογραφία ϐασίζεται στη δυσκολία να παραγοντοποιήσουµε έναν σύνθετο αριθµό σε

γινόµενο πρώτων. Από την παραπάνω παρατήρηση προκύπτει ότι δυσκολεύουµε περισσότερο την
παραγοντοποίηση του αριθµού n αν αυτός είναι γινόµενο δύο πρώτων που είναι περίπου ίδιου
µεγέθους κοντά στη

√
n. Από την άλλη το να είναι το n γινόµενο δύο πρώτων παραγόντων είναι η

«κερκόπορτα» του αλγορίθµου Fermat, όπως ϑα δούµε στην πρόταση 3.4.1.
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∆υστυχώς, δεν υπάρχει αποτελεσµατική µέθοδος πιστοποίησης ενός δοθέντος ϕυσικού αν είναι
πρώτος ή όχι. Στο ϑέµα αυτό ϑα επανέλθουµε αργότερα.

Σχήµα 1.3.2: Ερατοσθένης ο Κυρηναίος 276-194 πχ. Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα
(public domain). Πηγή: Wikimedia Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Portrait_of_Eratosthenes.png

Πρώτος, ο Ερατοσθένης ο Κυρηναίος επινόησε µια τεχνική γνωστή σήµερα ως «Κόσκινο του
Ερατοσθένη» για να ϐρίσκει πρώτους αριθµούς. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, αν ϑέλουµε να
ϐρούµε όλους τους πρώτους µέχρι τον ϕυσικό αριθµό n, γράφουµε όλους τους ακέραιους από το
2 µέχρι τον ϕυσικό αριθµό n και διαγράφουµε διαδοχικά όλα τα πολλαπλάσια του 2 του 3, του 5
κλπ. Οι αριθµοί που αποµένουν είναι πρώτοι.

2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 60

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Παρατήρηση 1.3.7. 1. Η µέθοδος αυτή του Ερατοσθένη έγινε γνωστή σε έµας µέσα από το
έργο του Νικόµαχου του Γερασηνού «Αριθµητική Εισαγωγή» [16].

2. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η ιστοσελίδα

http://www.utm.edu/research/primes

του C. Caldwell µε τίτλο ‘‘The prime pages’’.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Portrait_of_Eratosthenes.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Portrait_of_Eratosthenes.png
http://www.utm.edu/research/primes
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Σχήµα 1.3.3: Euler, ∆ηµιουργός : J.E. Handmann (1718-1781), Το παρόν έργο αποτελεί κοινό
κτήµα (public domain). Πηγή: Wikimedia Commons https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Leonhard_Euler_2.jpg

Το πρόβληµα του ακριβούς προσδιορισµού της ϑέσης του n-στου πρώτου αριθµού αποδείχτηκε
µέχρι σήµερα ένα άπιαστο όνειρο. Φάινεται ότι στον «πίνακα των πρώτων δεν επικρατεί ούτε νόµος
ούτε τάξη», όπως έλεγε και ο Euler. Φυσικό είναι να αναρωτηθούµε αν υπάρχει κάποιο µικρό
διάστηµα µέσα στο οποίο να ανήκει ο pn.

Η επόµενη πρόταση µας δίνει ένα άνω ϕράγµα του pn το οποίο δεν είναι ικανοποιητικό.

Πρόταση 1.3.8. Αν pn είναι ο n-στος πρώτος αριθµός (n ≥ 1), τότε ισχύει

pn ≤ 22n−1
.

Απόδειξη. Για n = 1, p1 = 2 = 221−1
, ισχύει.

Υποθέτουµε ότι ισχύει για όλους τους ϕυσικούς αριθµούς m, 1 ≤ m < n. Θα αποδείξουµε ότι
ισχύει και για n.

΄Εστω p ένας πρώτος διαιρέτης του αριθµού

p1p2 · · · pn−1 + 1.

Επειδή ο p , pi i = 1,2, . . . , n − 1 έπεται ότι

pn ≤ p ≤ p1p2 · · · pn−1 + 1 ≤ 221−1
222−1

· · ·22(n−1)−1
+ 1

= 2 · 22 · · ·22n−2
+ 1 ≤ 22n−1

�

Αν p πρώτος, p , 2 τότε ο p ϑα είναι περιττός. Επόµένως ο (p+1) ϑα είναι άρτιος άρα όχι πρώτος.
΄Αρα η ελάχιστη διαφορά µεταξύ δύο διαδοχικών περιττών πρώτων είναι µεγαλύτερη ή ίση του 2.

Ορισµός 1.3.9. ∆ύο διαδοχικοί περιττοί αριθµοί οι οποίοι είναι πρώτοι, ϑα λέγονται δίδυµοι.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard_Euler_2.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard_Euler_2.jpg
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Παράδειγµα 1.3.10. Οι 3 και 5 είναι δίδυµοι, οµοίως οι 29 και 31, 71 και 73, 4967 και 4969.

Το ερώτηµα είναι πόσα Ϲευγάρια διδύµων υπάρχουν.
Η εικασία των διδύµων πρώτων είναι ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί p τέτοιοι ώστε και

ο p + 2 να είναι πρώτος. Η εικασία είναι ανοιχτή µέχρι σήµερα.
Σταχυολογούµε µερικά σχετικά αποτελέσµατα. Είναι γνωστό σε όλους ότι η σειρά

∞∑
n=1

1
n

αποκλίνει.

Στα 1737 απέδειξε ο Euler κάτι πολύ ισχυρότερο, ότι και η σειρά∑
p∈P

1
p

επίσης αποκλίνει

Το αποτέλεσµα του Euler αποτελεί µια ακόµη απόδειξη ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί
(Αν ήταν πεπερασµένοι, η σειρά ϑα συνέκλινε !).

Ιστορικά 1.3.3

Στα 1849 ο A. Prince de Polignac διατύπωσε την εικασία ότι για κάθε άρτιο ϕυσικό n
υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί p τέτοιοι, ώστε και ο p + n να είναι πρώτος. Η εικασία
του Polignac για n = 2 είναι η εικασία των διδύµων πρώτων.
Στα 1919 ο Viggo Brun απέδειξε ότι, όταν το p διατρέχει όλους τους δίδυµους πρώτους,
τότε η σειρά ∑

p, δίδυµος πρώτος

1
p

συγκλίνει.

Αυτό ϐέβαια σηµαίνει ότι υπάρχουν «πολύ λιγότεροι» δίδυµοι πρώτοι από ότι πρώτοι αριθ-
µοί. ∆εν µπορούµε όµως να συµπεράνουµε ότι το πλήθος τους είναι πεπερασµένο !
Ο P. Clement [11] µας έδωσε, στα 1949, ένα κριτήριο ελέγχου των διδύµων πρώτων.
Το Ϲευγάρι (n, n + 2) είναι Ϲευγάρι διδύµων πρώτων, τότε και µόνο τότε, όταν ο (n + 2)
διαιρεί τον

[4((n − 1)! + 1) + n].

∆υστυχώς, όµως, το κριτήριο δεν έχει ουσιαστικά καµία πρακτική σηµασία. Στα 1966, ο
Chen Jingrun απέδειξε ότι υπάρχουν άπειρου πλήθους πρώτοι p τέτοιοι ώστε ο p + 2 να
είναι πρώτος ή γινόµενο δύο πρώτων.
Στα 2004 ο Arenstorf δηµοσίευσε µια «απόδειξη» της εικασίας των διδύµων πρώτων.http:
//archiv.org/abs/math.NT/0405509
∆υστυχώς η απόδειξη περιέχει ένα σοβαρό λάθος και αποσύρθηκε. (∆είτε, Eric W. Weis-
stein ‘‘Twin, Prime Proof Proffered’’
(http://mathworld.wolfram.com/news/2004-06-9/twinprimes/.)
Σηµειώστε ότι οι πρώτοι αριθµοί 1000000000061 και 1000000000063 είναι δίδυµοι. Το
µεγαλύτερο γνωστό Ϲευγάρι διδύµων πρώτων µέχρι σήµερα (Μάρτιος 2015 ) είναι

3756801695685 · 2666669 ± 1.

Μερικοί συγγραφείς αποκαλούν Ϲευγάρια πρώτων της µορφής (p, p+4) ή (p, p+6) ξαδέρφια
και sexy πρώτους αντίστοιχα.

http://archiv.org/abs/math.NT/0405509
http://archiv.org/abs/math.NT/0405509
http://mathworld.wolfram.com/news/2004-06-9/twinprimes/
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Σχήµα 1.3.4: Yitang Zhang, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain).
Πηγή: Wikimedia Commons https://en.wikipedia.org/wiki/File:Zhang_2014_
hi-res-download_3.jpg

∆ιάσηµοι µαθηµατικοί, όπως οι Hardy και Wright ήταν πεπεισµένοι για την ύπαρξη ά-
πειρου πλήθους διδύµων πρώτων. Σηµείωναν όµως µε έµφαση «is at present beyond the
resources of mathematics». Κατά τον Daniel Shanks ‘‘the evidence is overwhelming’’.

1.3.1 Πρόσφατα αποτελέσµατα στα κενά των πρώτων

Ο Yitang Zhang, σε µια εργασία του, το 2013 η οποία προκάλεσε αίσθηση, απέδειξε ότι υπάρχει
ένας αριθµός N µικρότερος από 70 εκατοµµύρια ώστε να υπάρχουν άπειρα Ϲευγάρια πρώτων που
να απέχουν N . Για ένα κατατοπιστικό, ελάχιστα τεχνικό άρθρο ο αναγνώστης µπορεί να δει στο
περιοδικό Quanta1.

Η ιστορία όµως συνεχίστηκε. Οµάδες µαθηµατικών µελέτησαν το άρθρο του Zhang και το
ϕράγµα των 70 εκατοµµυρίων ϐελτιωνόταν συνεχώς σε διαδοχικές εργασίες. Τον Ιούλιο του 2013
το ϕράγµα είχε πέσει στο N = 4680. Ακόµα καλύτερα αποτελέσµατα εµφανίστηκαν στην εργασία
του James Maynard όπου το ϕράγµα έπεσε στο N = 600. Για το ϑέµα δηµιουργήθηκε ένα
polymath project, όπου πολλοί µαθηµατικοί εργάζονται ταυτόχρονα και ανταλλάσσουν ιδέες µε
τη ϐοήθεια του διαδικτύου. Σχετικά µε τη συνεργασία αυτή ο αναγνώστης µπορεί να διαβάσει το
σχετικό άρθρο στο περιοδικό Quanta. 2

Αυτή τη στιγµή (31 Μαρτίου 2014), το καλύτερο ϕράγµα είναι το N = 6 κάνοντας χρήση της
(γενικευµένης) εικασίας Elliott-Halberstam. Χωρίς τη χρήση της εικασίας αυτής το ϕράγµα είναι
N = 252.

1 https://www.simonsfoundation.org/quanta/
https://www.quantamagazine.org/20130519-unheralded-mathematician-bridges-the-prime-gap/

2 https://www.simonsfoundation.org/quanta/20131119-together-and-alone-closing-the-prime-gap/

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Zhang_2014_hi-res-download_3.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Zhang_2014_hi-res-download_3.jpg
https://www.simonsfoundation.org/quanta/20130519-unheralded-mathematician-bridges-the-prime-gap/
https://www.simonsfoundation.org/quanta/20130519-unheralded-mathematician-bridges-the-prime-gap/
http://arxiv.org/abs/1311.4600
http://michaelnielsen.org/polymath1/index.php?title=Bounded_gaps_between_primes
https://www.simonsfoundation.org/quanta/20131119-together-and-alone-closing-the-prime-gap/
http://en.wikipedia.org/wiki/Elliott%E2%80%93Halberstam_conjecture
https://www.simonsfoundation.org/quanta/
https://www.quantamagazine.org/20130519-unheralded-mathematician-bridges-the-prime-gap/
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1.3.2 Εικασία του Goldbach

Ο Christian Goldbach (1690-1764), ήταν ένας ερασιτέχνης Γερµανός µαθηµατικός ο οποίος Ϲούσε
στη Μόσχα και εργαζόταν στο Υπουργείο Εξωτερικών. Αλληλογραφούσε µε τον Leonard Euler, ο
οποίος την περίοδο εκείνη ήταν µέλος της Ακαδηµίας Επιστηµών στην Αγία Πετρούπολη. Την 7η
Ιουνίου του 1742 έστειλε επιστολή στον Euler στην οποία του εµπιστεύθηκε την εικασία του ότι

«Κάθε ακέραιος µεγαλύτερος του 2 γράφεται ως άθροισµα τριών πρώτων αριθµών».
(‘‘Es scheint wenigstens, dass jede Zahl, die größer ist als 2, ein aggregatum trium primo-

rum sey’’.)
Ο Goldbach ϑεωρούσε και το 1 πρώτο αριθµό. Σήµερα η είκασια του Goldbach ϑα έπρεπε να

διατυπωθεί ως εξής :
«Κάθε ϕυσικός αριθµός µεγαλύτερος του 5 γράφεται ως άθροισµα τριών πρώτων.»
Ο Euler έδειξε ενδιαφέρον για το πρόβληµα και απάντησε στον Goldbach ότι το πρόβληµα

ήταν ισοδύναµο µε την εικασία ότι, «κάθε άρτιος µεγαλύτερος του 2 γράφεται ως άθροισµα δύο
πρώτων».

Η τελευταία εικασία λέγεται ισχυρή εικασία του Goldbach.
Η εικασία, ότι όλοι οι περιττοί ακέραιοι οι µεγαλύτεροι του 9 γράφονται ως άθροισµα τριών

περιττών πρώτων, ονοµάζεται ασθενής εικασία του Goldbach.

Ιστορικά 1.3.4

Ο N. Pipping επαλήθευσε, το 1938, την (ισχυρή) εικασία του Goldbach για n ≤ 105.
Επίσης ο Chen Jingrun απέδειξε το 1966 ότι κάθε άρτιος n ≥ 4 είναι άθροισµα δύο
αριθµών p+a, όπου ο πρώτος αριθµός και a πρώτος ή γινόµενο δύο πρώτων. (∆ηµοσιεύτηκε
στο Sci. Scinica 16(1973), 157-176).
Πρόκειται όµως ακόµη για πολύ µεγάλο αριθµό και είναι αδύνατο να καλυφθεί το ενδιά-
µεσο διάστηµα µε τη ϐοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή.
Στα 1995, ο Oliver Ramaré απέδειξε ότι κάθε άρτιος n ≥ 4 γράφεται ως άθροισµα έξι το
πολύ πρώτων.
Το 2002, οι R. Heath-Brown και J.G. Puchta (The Asian Journal of Mathematics, 6(2002),
535-565), απέδειξαν ότι κάθε «αρκετά µεγάλος» άρτιος αριθµός γράφεται ως άθροισµα δύο
πρώτων και ακριβώς 13 δυνάµεις του 2. Ο αριθµός 13 ελαττώθηκε στον αριθµό 8 από τους
Pintz και Ruzsa το 2003.
Τέλος σχετικά µε την ασθενή εικασία του Goldbach υπάρχει ο ισχυρισµός για µια πλήρη
απόδειξη από τον Harald Helfgott το 2013. Τα άρθρα της απόδειξης ϐρίσκονται εδώ:
ArXiV 1305.2897 ArXiV 1205.5252.
Επίσης ο James Maynard (University of Oxford) απέδειξε ότι κάθε περιττός ϕυσικός µε-
γαλύτερος ή ίσος του 7 γράφεται ως άθροισµα τριών πρώτων. Την εργασία αυτή την α-
νακοίνωσε στην 29η Journées Arithmétiques στην οποία ανέφερε ότι την απόδειξη την
ολοκλήρωσε το 2013.
Για µια µυθιστορηµατική προσέγγιση του ϑέµατος παραπέµπουµε στο διεθνές best seller
του Απόστολου ∆οξιάδη «Ο Θείος Πέτρος και η εικασία του Goldbach».

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε υποσύνολα του συνόλου των ϕυσικών αριθµώνN και ϑα ελέγξουµε
το πλήθος των πρώτων που υπάρχουν σ΄ αυτά.

Κάθε ακέραιος a γράφεται σε µία από τις µορφές :

4l, 4l + 1, 4l + 2, 4l + 3 | l ∈ Z.

http://en.wikipedia.org/wiki/Christian_Goldbach
http://en.wikipedia.org/wiki/Goldbach's_conjecture
http://arxiv.org/abs/1305.2897
http://arxiv.org/abs/1205.5252
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∆εν υπάρχει πρώτος αριθµός της µορφής 4l, αφού όλοι διαιρούνται µε 4. Ο 2 είναι ο µόνος
πρώτος της µορφής 4l + 2 (για l = 0), αφού όλοι είναι άρτιοι.

Υπάρχουν πρώτοι αριθµοί της µορφής

4l + 1, π.χ. 5, 13, 17, . . .

Επίσης υπάρχουν πρώτοι αριθµοί της µορφής 4l + 3, π.χ. 3, 7, 11, 19, . . ..
Το ερώτηµα είναι πόσοι πρώτοι υπάρχουν σε κάθε κλάση.

Πρόταση 1.3.11. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί της µορφής 4l + 3.

Απόδειξη. Θα υποθέσουµε ότι υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους πρώτοι αριθµοί της µορφής 4l+3
και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.

΄Εστω λοιπόν ότι όλοι οι πρώτοι της µορφής 4l + 3 είναι οι q1, q2, . . . , q5. Ο ϕυσικός αριθµός
N : 4q1 q2 . . . q5 − 1 > 0, έχει έναν τουλάχιστο πρώτο διαιρέτη της µορφής 4l + 3. (Αν όλοι οι
πρώτοι διαιρέτες ήταν της µορφής 4l + 1, τότε και το γινόµενό τους ϑα ήταν της ίδιας µορφής,
δηλαδή και ο N ).

�

Πρόταση 1.3.12. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4l + 1.

Η προτάση 1.3.12 ϑα αποδειχθεί αργότερα.
Ας προσπαθήσουµε τώρα να γενικεύσουµε. ∆ίνονται ο ϕυσικός m, m > 1 και ο ακέραιος

a, 0 ≤ a ≤ m − 1. Θεωρούµε το σύνολο των αριθµών της µορφής ml + a, όπου l ∈ Z.
Αν υποθέσουµε ότι οι m και a δεν έχουν κοινό διαιρέτη µεγαλύτερο του ένα, τότε ισχύει το

Θεώρηµα 1.3.13 (Θεώρηµα του Dirichlet για αριθµητικές προόδους). Υπάρχουν άπειροι πρώτοι
της µορφής ml + a όπου l ∈ Z.

Το ϑεώρηµα αποδείχθηκε το 1837 από τον L. J. Dirichlet. Η ειδική περίπτωση για a = 1 είχε
διατυπωθεί ως εικασία το 1775 από τον Euler. Ο Legendre διατύπωσε την εικασία γενικά, για
κάθε a, το 1785. Προσπάθησε να το αποδείξει αλλά χωρίς πλήρη επιτυχία.

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος χρησιµοποιεί προχωρηµένα εργαλεία ανάλυσης, και σηµατοδοτεί
την αρχή της λεγόµενης Αναλυτικής Αριθµοθεωρίας.

Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να ϐρει την απόδειξη στο : L-σειρές Γιάννη Αντωνιάδη,
[15].

Παράδειγµα 1.3.14. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.3.13, το σύνολο

A : = {77, 177, 277, . . .}

περιέχει άπειρο πλήθος πρώτων.

Παρατήρηση 1.3.15. Κάθε κλάση ακέραιων της µορφής ml + a όπου l ∈ Z, περιέχει και άπειρο
πλήθος σύνθετων ακέραιων.

Πράγµατι, αν a +m · l0 = p ∈ P για κάποιο ακέραιο l0 ∈ Z, ϑεωρούµε την ακολουθία

lk = l0 + k · p όπου k = 1, 2, 3, . . .

http://users.uoa.gr/~kontogar/kallipos/Lser.pdf
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Για κάθε k ≥ 1 ισχύει

m · lk + a = m(l0 + k · p) + a =

= (ml0 + a) + p(km) =

= p (km + 1),

δηλαδή οι m · lk + a |k = 1, 2, . . . είναι σύνθετοι. Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει αριθµητική
πρόοδος της οποίας όλοι οι όροι να είναι πρώτοι αριθµοί.

1.3.3 Πρώτοι αριθµοί ως διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε το ερώτηµα της ύπαρξης πρώτων αριθµών ως διαδοχικών όρων
αριθµητικής προόδου. ∆ίνεται ένας ϕυσικός αριθµός n > 2. Υπάρχει πρώτος αριθµός p και
ϕυσικός αριθµός d τέτοιοι ώστε οι n διαδοχικοί όροι της αριθµητικής ακολουθίας

p, p + d, . . . , p + (n − 1)d

να είναι όλοι τους πρώτοι αριθµοί ;
΄Εστω n = 3. Αν d = 2 τότε η µοναδική τριάδα είναι η 3,5,7. Κάθε άλλη τριάδα της µορφής

p, p + 2, p + 4 έχει έναν όρο διαιρετό µε το 3 και διάφορο του 3. Φυσικά και υπάρχουν τριάδες
για άλλα d. ΄Ετσι έχουµε µια τριάδα για d = 6 την p = 47,53,59. Το ερώτηµα είναι πόσες
αριθµητικές πρόοδοι ϕυσικών αριθµών υπάρχουν οι οποίες να περιέχουν διαδοχικές τριάδες
πρώτων αριθµών. Η απάντηση είναι άπειρες. Το αποτέλεσµα αυτό αποδείχθηκε από τον van der
Copurt [5], S. Chowla [4] και ως πόρισµα γενικότερης ϑεωρίας από τον Heath-Brown [13].

Η πιο µικρή τετράδα πρώτων αριθµών η οποία να αποτελεί διαδοχικούς όρους αριθµητικής
πρόοδου ϕυσικών αριθµών είναι αυτή µε p = 5 και d = 6, δηλαδή η 5,11,17,23.

Το ερώτηµα είναι και πάλι πόσες αριθµητικές πρόοδοι ϕυσικών αριθµών υπάρχουν οι οποίες
να περιέχουν κάποια τετράδα διαδοχικών πρώτων. Φυσικά µπορούµε να γενικεύσουµε το ερώτη-
µα αυτό για κάθε ϕυσικό n ≥ 4. Η απάντηση δόθηκε πρόσφατα το 2006 από τους B. Green και
T. Tao [2].

Θεώρηµα 1.3.16 (∆ιαδοχικοί πρώτοι σε αριθµητικές προόδους). Για κάθε n ≥ 4 υπάρχουν ά-
πειρες αριθµητικές πρόοδοι οι οποίες να περιέχουν ως διαδοχικούς όρους n πρώτους αριθµούς.

Η απόδειξη είναι πολύ δύσκολη και αρκετά πρωτότυπη. Χάρισε µάλιστα το Fields medal
στον Tao, το οποίο του απονεµήθηκε στο ∆ιεθνές Συνέδριο Μαθηµατικών που έγινε στη Μαδρίτη
τον Αύγουστο του 2006. ∆υστυχώς όµως το ϑεώρηµα έχει υπαρξιακό χαρακτήρα και δεν µας
δίνει συγκεκριµένα παραδείγµατα. ΄Ετσι, για τον υπολογισµό παραδειγµάτων τον λόγο έχει ο
ηλεκτρονικός υπολογιστής.
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Σχήµα 1.3.5: T. Tao, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain). Πηγή: Wikimedia
Commons https://en.wikipedia.org/wiki/File:Ttao2006.jpg

Το µεγαλύτερο n για το οποίο υπάρχει συγκεκριµένη αριθµητική πρόοδος διαδοχικών πρώτων
αριθµών µέχρι σήµερα είναι το n = 24. Ανακαλύφθηκε από τον Jaroslaw Wroblewski στις
17 Ιανουαρίου του 2007 και είναι η αριθµητική πρόοδος για p = 468395662504823 και d =

205619 ·23 µε p+d`, ` = 0,1, . . . ,23. Στην προσπάθεια εύρεσης αυτής της αριθµητικής προόδου
χρησιµοποιήθηκαν 75 ηλεκτρονικοί υπολογιστές.

Θα τελειώσουµε µε ένα ϑεωρητικό αποτέλεσµα. Πρόκειται για µια πρόταση του M. Cantor
(1861) [6, τόµος Ι. σελ. 425].

Πρόταση 1.3.17. ΄Εστω d ≥ 2 και a, a + d, . . . , a + (n − 1)d για n > 2 πρώτοι αριθµοί, διαδοχικοί
όροι αριθµητικής προόδου και q ο µεγαλύτερος πρώτος µε q ≤ n. Τότε ο ϕυσικός αριθµός∏

p≤q

p

 διαιρεί τον d

ή p = q και
(∏

p<q p
)
διαιρεί τον d.

Απόδειξη. Αν r ∈ P ο οποίος δεν διαιρεί τον d, τότε οι πρώτοι αριθµοί

a, a + d, . . . , a + (r − 1)d

αφήνουν διαφορετικά υπόλοιπα modulo r, και ο r διαιρεί ακριβώς έναν από αυτούς. Πράγµατι αν
οι αριθµοί a+id και a+jd αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο, αν διαιρεθούν µε το r για i, j ∈ {0,1, . . . , r−1,
τότε r | d(i − j) και επειδή (d, r) = 1 έπεται ότι r | (i − j). ΄Οµως 0 ≤ |i − j| ≤ r − 1. Συνεπώς ϑα
πρέπει i = j. Επειδή το πλήθος τους είναι r, ένας ακριβώς από αυτούς ϑα διαιρείται µε r.

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι ο
∏
p≤q p - d. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει πρώτος p ≤ n ο οποίος

δεν διαιρεί τον d. ΄Εστω p0 ο µικρότερος µε αυτή την ιδιότητα. Σύµφωνα µε τα παραπάνω,
υπάρχει ένα j0, 0 ≤ j0 ≤ p0 − 1 για το οποίο ισχύει : p0 | (a + j0d). Επειδή εξ υποθέσεως, ο
a + j0d είναι πρώτος, p0 = a + j0d. Ο a είναι πρώτος αριθµός. Αν a , a + j0d = p0 τότε ο a
ϑα διαιρεί τον d = a`, ` ∈ Z, αφού ο p0 ο ελάχιστος πρώτος µε την ιδιότητα p0 - d. Εποµένως,
a | (a + j0d) = a + j0a` = p0. Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι a = p0, άτοπο αφού a | d ενώ
p0 - d. Συνεπώς a = a + j0d = p0, δηλαδή j0 = 0 και a = p0.

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Ttao2006.jpg
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Αν p0 < q ≤ n τότε p0 ≤ n − 1 και συνεπώς ο p0 διαιρεί τον a + p0d οπότε και πάλι
p0 = a + p0d = p0 + p0d = p0(1 + d), άτοπο.

Αποδείξαµε ότι όταν το γινόµενο
∏
p≤q p δεν διαιρεί το d, τότε ο q = p0 = a και ότι το γινόµενο∏

p<q p διαιρεί τον d. �

Αν τώρα ϑεωρήσουµε τους ακέραιους της µορφής m · l + a ως τιµές του πολυωνύµου f (x) =

mx + a, για x = l ∈ Z, είναι ϕυσικό να ϑεωρήσουµε και πολυώνυµα ανωτέρου ϐαθµού.
Ας πάρουµε το πολυώνυµο

f (x) = x2 + 1.

Για όλα τα x = 1, . . . ,40, το παραπάνω πολυώνυµο δίνει τιµές πρώτους. ΄Ετσι για παράδειγµα
υπολογίζουµε ότι :

Για x = 1, δίνει f (1) = 2 ∈ P,
Για x = 2, δίνει f (2) = 5 ∈ P,
Για x = 4, δίνει f (4) = 17 ∈ P,
Για x = 6, δίνει f (6) = 37 ∈ P
για x = 40, δίνει f (40) = 1601 ∈ P.

Εικασία 1.3.18 ((N2 + 1)- εικασία). Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί της µορφής (N2 + 1).

Η εικασία µέχρι σήµερα είναι ανοιχτή. Το καλύτερο γνωστό σχετικό αποτέλεσµα είναι του
Hendrik Iwaniec, από το 1978 [8]:

«Υπάρχουν άπειρες τιµές του N για τις οποίες ο N2 + 1 είναι πρώτος ή γινόµενο δύο πρώτων».

Εάν επιθυµούµε να µελετήσουµε το ανάλογο πρόβληµα και για άλλα πολυώνυµα δευτέρου ή
ανωτέρου ϐαθµού, ϑα πρέπει κατ΄ αρχήν να περιοριστούµε σε πολυώνυµα µε ακέραιους συντελε-
στές µε τον περιορισµό ότι δεν υπάρχει πρώτος, αριθµός p τέτοιος ώστε να διαιρεί όλες τις τιµές
f (n) όπου n ∈ Z.

Στην περίπτωση αυτή απέδειξε ο H.-E. Richert [3, σελ. 140] το 1968 ότι «υπάρχουν άπειρες
τιµές n ∈ N για τις οποίες το f (n) είναι γινόµενο το πολύ (deg(f ) + 1)- πρώτων». (όχι κατ΄ ανάγκη
διαφορετικών µεταξύ τους).

Παρατήρηση 1.3.19. Το αποτέλεσµα του Richert εξασφαλίζει απειρία τιµών n ∈ N για τις οποίες
το f (x) = x2 + 1 είναι γινόµενο το πολύ τριών πρώτων, ενώ του Iwaniec για το πολύ δύο πρώτων,
αλλά είναι ειδικά µόνο για το συγκεκριµένο πολυώνυµο.

Ιστορικά 1.3.5

Για αιώνες οι µαθηµατικοί έψαχναν να ανακαλύψουν έναν απλό τύπο ο οποίος να µας
δίνει όλους τους πρώτους αριθµούς, ή τουλάχιστον έναν απλό τύπο που να µας δίνει µόνο
πρώτους αριθµούς. ΄Εψαχναν λοιπόν να ϐρουν µια συνάρτηση

f :
[
N −→ P

n 7−→ f (n) ∈ P

]
Φυσικά ϑα ήταν πολύ ωραίο αν αυτή η συνάρτηση ήταν πολυώνυµο.
Στα 1772 ο Euler παρατήρησε ότι το πολυώνυµο

f (x) = x2 + x + 17
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δίνει τιµές πρώτους αριθµούς για x = 1, 2, . . . ,15, αλλά όχι για 16. Το ίδιο έτος ο Euler
και ο Legendre απέδειξαν ότι το πολυώνυµο

f (x) = x2 + x + 41

δίνει τιµές πρώτους αριθµούς για −41 ≤ x < 40 αλλά όχι για x = 40. Πράγµατι f (40) =

40 · 41 + 41 = 412.
Ακόµη, f (41) = 41 · 42 + 41 = 41 · 43. ΄Οµως f (42) = 1847 ∈ P, πρώτος αριθµός. Το
πολυώνυµο αυτό ϑα το ονοµάζουµε πολυώνυµο του Euler. Για τις πρώτες 100 τιµές του n
δίνει 86 πρώτους αριθµούς. Μέχρι σήµερα όµως δεν είναι γνωστό αν για άπειρο πλήθος
n δίνει τιµές πρώτους αριθµούς. ΄Οταν ο n ≤ 106, το πολυώνυµο του Euler δίνει 261081
τιµές πρώτους αριθµούς.
∆εν είναι σήµερα γνωστό αν το πολυώνυµο αυτό δίνει τιµή πρώτο αριθµό για άπειρες
ακέραιες τιµές της µεταβλητής x.
Στα 1899 ο E.B. Escott, απέδειξε ότι το πολυώνυµο

f (x) = x2 + 79x + 1601

δίνει τιµές πρώτους αριθµούς για x = 0, 1, . . . ,79, όχι όµως για x = 80.
Το πολυώνυµο του Escott δίνει για τις πρώτες 100 τιµές του n, 95 πρώτους αριθµούς.
Αυτονόητα ανακύπτει το ερώτηµα αν υπάρχει πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές το
οποίο να δίνει τιµές πρώτους αριθµούς όταν η µεταβλητή x διατρέχει όλους τους ϕυσικούς
αριθµούς. Θα ήταν πολύ ωραίο για να είναι αληθινό !

Πρόταση 1.3.20 (Euler, Goldbach). ∆εν υπάρχει πολυώνυµο

f (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, n ≥ 1

µε συντελεστές ακέραιους αριθµούς τέτοιο ώστε, οι τιµές f (m) να είναι, για κάθε m ∈ N, πρώτοι
αριθµοί.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα τέτοιο πολυώνυµο και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Για
κάποια τιµή του m, έστω m0, έχουµε f (m0) = p πρώτος αριθµός.

Για κάθε ακέραιο t, ϑεωρούµε την

f (m0 + t · p) = an(m0 + t · p)n + · · · + a1(m0 + t · p) + a0

= (anmn
0 + · · · + a1m0 + a0) + p · F (t)

όπου F (t) πολυώνυµο του t µε ακέραιους συντελεστές.
Εποµένως f (m0 + t · p) = f (m0) + p · F (t) = p · (1 + F (t)).
Επειδή p|f (m0 + t · p) και οι τιµές του f (x) είναι πρώτοι αριθµοί, έπεται ότι f (m0 + t · p) = p

για κάθε ακέραιο t, άτοπο, διότι κάθε πολυώνυµο ϐαθµού n παίρνει µια συγκεκριµένη τιµή το
πολύ n-ϕορές. �

Ας ψάξουµε για συνάρτηση δύο µεταβλητών.
Η συνάρτηση

f (x, y) =
1
2

(y − 1)
[
|A2 − 1| − (A2 − 1)

]
+ 2,
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όπου A = x(y + 1) − (y! + 1) δίνει, όταν τα X και Y διατρέχουν τους ϕυσικούς, εικόνα, η οποία
περιέχει όλους τους πρώτους αριθµούς.

Η συνάρτηση δίνει ως εικόνα το 2 άπειρες ϕορές, ενώ κάθε περιττό πρώτο µόνο µία ϕορά [9].
∆υστυχώς και πάλι η συνάρτηση δίνει τιµές και σύνθετους ακέραιους.

Ιστορικά 1.3.6

Στα 1976, ο Ρώσος µαθηµατικός Matĳsevič ανακάλυψε µία πολυωνυµική συνάρτηση µε
26 µεταβλητές (όλα τα γράµµατα του λατινικού αλφαβήτου). ∆ίνουµε ακέραιες τιµές στις
µεταβλητές και υπολογίζουµε, µε τη ϐοήθεια του υπολογιστή το αποτέλεσµα. Αν το α-
ποτέλεσµα είναι ϑετικό, τότε είναι πρώτος αριθµός. Κανένας πρώτος δεν διαφεύγει από
αυτόν τον τύπο. Και πάλι, δυστυχώς, για κάποιες τιµές των µεταβλητών, δίνει τιµή αρνη-
τικό αριθµό. Μάλιστα οι περισσότερες τιµές που παίρνει η εξίσωση είναι αρνητικές. Στην
παραγµατικότητα είναι πρακτικώς άχρηστη [14, σελ. 312-313].
Μήπως υπάρχει κάποια άλλη συνάρτηση, όχι κατ΄ ανάγκη πολυωνυµική η οποία να ‘‘πα-
ϱάγει’’ µόνο πρώτους αριθµούς ;
Ο W.H. Mills απέδειξε στα 1947 ότι υπάρχει � ∈ R+, τέτοιο ώστε [�3n ] ∈ P, για κάθε ϕυσικό
n. ([ ], είναι η συνάρτηση ακέραιο µέρος).
∆υστυχώς και αυτό το ϑεώρηµα είναι πρακτικά άχρηστο, διότι ουδείς γνωρίζει την ακριβή
τιµή του �!
Ανάλογα αποτελέσµατα µπορεί να δει κανείς στις εργασίες των R. Ernvall, A formula
for the least Prime greater than a given integer , Elem. Math 30(1975) , 13-14 και S.
Regimbal, An Explicit Formula for the Prime Number, Math. Mag. 48(1975), 230-232.

Αφού δεν τα καταφέραµε να ϐρούµε µια «µηχανή» η οποία να παράγει πρώτους αριθµούς,
είναι ϕυσικό να αναρωτηθούµε αν µπορούµε να εκτιµήσουµε το πλήθος των πρώτων µέσα σε
συγκεκριµένα διαστήµατα. Η επόµενη πρόταση µας αποδεικνύει ότι υπάρχουν µεγάλα κενά
πρώτων στο σύνολο των ϕυσικών αριθµών.

Πρόταση 1.3.21. Υπάρχουν διαστήµατα ϕυσικών αριθµών οσοδήποτε µεγάλα τα οποία δεν περιέ-
χουν κανέναν πρώτο αριθµό.

Απόδειξη. ΄Εστω n ∈ N. Κανένας από τους διαδοχικούς ϕυσικούς αριθµούς (n + 1)! + 2, (n +

1)! + 3, . . . , (n + 1)! + (n + 1) δεν είναι πρώτος, διότι ο (n + 1)! + m, διαιρείται µε m για κάθε
m = 2, 3, . . . , (n + 1). �

Παρατήρηση: Για να αποδείξουµε την παραπάνω πρόταση χρειάστηκε να πάµε «αρκετά µακριά»
στο σύνολο των ϕυσικών. π.χ. για n = 100, οι αριθµοί n! + 2, . . . είναι πολύ µεγάλοι.

Υπάρχουν όµως διαστήµατα στα οποία να εξασφαλίζεται η ύπαρξη πρώτων αριθµών ;

Πρόταση 1.3.22 (Αξίωµα του Bertrand). Για κάθε ϕυσικό ακέραιο n > 1 υπάρχει τουλάχιστο
ένας πρώτος p,

n < p < 2n.

Απόδειξη. Θα το αποδείξουµε στην παράγραφο 1.4 �
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Ιστορικά 1.3.7

Αναφέρεται ως αξίωµα, ίσως διότι ήταν εικασία του Bertrand (1845). Πρωτοαποδείχτηκε
από τον Tchebychef στα 1852.
Από το αξίωµα συνεπάγεται ότι το πλήθος των πρώτων είναι άπειρο. Αν ήταν πεπερασµένο
και έστω p ο µεγαλύτερος από όλους, τότε στο διάστηµα µεταξύ των p + 1 και 2(p + 1) ϑα
υπήρχε κάποιος πρώτος q, p < q, άτοπο.
Η απόδειξη της πρότασης 1.3.22 απλοποιήθηκε αργότερα από τους Ramanujan και το
1931 από τον δεκαοκτάχρονο τότε P. Erdös.
Πρώτος ο Gauß είχε την ιδέα να εξετάσει αν υπήρχε τρόπος να προβλέψει πόσοι πρώτοι
υπάρχουν µικρότεροι από το 100, µικρότεροι από το 1000 και ούτω καθεξής.
Αν x ∈ R+, ϑα προσπαθήσουµε να µετρήσουµε τους πρώτους που είναι ≤ x.
Τη συνάρτηση αυτή ϑα την ονοµάζουµε π(x).

π(x) := {p ∈ P|p ≤ x} =
∑

p∈P p≤x

1.

΄Ετσι π.χ. έχουµε: π(10) = 4, αφού οι πρώτοι οι µικρότεροι το 10 είναι οι 2,3,5 και 7.
Οµοίως π(100) = 25 και π(1000) = 168. ΄Ετσι ενώ µέχρι το 10, ένας στους 2.5 είναι
πρώτος, µέχρι το 100 είναι ένας στους 4 και µέχρι το 1000 ένας στους 6.
Ας ϕτιάξουµε έναν πίνακα.

x 10 102 103 104 105 106 107 108

π(x) 4 25 168 1229 9592 78468 664579 5761455
π(x)/x 0.4 0.25 0.168 0.1229 0.09592 0.0784 0.0664 0.05761

Βλέπουµε ότι το π(x)
x ϕθίνει καθώς το x αυξάνει. Το ερώτηµα είναι πόσο γρήγορα ϕθίνει.

Το x/π(x) στον παραπάνω πίνακα είναι

2.5,4.0,8.1,10.4,12.7,15.0

Ο Gauß λοιπόν παρατήρησε ότι κάθε ϕορά που πολλαπλασίαζε το x επί 10 έπρεπε να
προσθέτει στη µέση απόσταση ανάµεσα σε δύο πρώτους αριθµούς περίπου 23, δηλαδή
κάτι πολύ κοντά στο l. ΄Ετσι οδηγήθηκε στην εικασία ότι από 1 µέχρι N υπάρχουν περίπου
ln(N) πρώτοι.
Συνεπώς µια καλή προσέγγιση για το π(x) είναι x/lnx.
Ο Gauss δεν δηµοσίευσε, ως συνήθως, τα αποτελέσµατά του. Μερικά χρόνια αργότερα στην
ίδια εικασία, µε µία επιπλέον σταθερά στον παρονοµαστή ως διορθωτικό όρο, οδηγήθηκε
ο Legendre.
Η απόδειξη της εικασίας του Gauss άργησε λιγάκι.
Στα 1896 οι Jacques Hadamard και Ch. de la Vallée Poussin κατάφεραν, µε χρήση µε-
ϑόδων της µιγαδικής ανάλυσης, να αποδείξουν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, το Θεώ-
ϱηµα των πρώτων αριθµών.

Θεώρηµα 1.3.23 (Θεώρηµα των πρώτων αριθµών). Για µεγάλο x η συνάρτηση π(x) προσεγγίζει
την x/ log x, δηλαδή

lim
x→∞

π(x)
x/ log x

= 1.

Μισό αιώνα αργότερα, το 1948, δόθηκε µια στοιχειώδης απόδειξη του ϑεωρήµατος, από τους Paul
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Erdös και Alte Selberg, και πάλι ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο.

Σχήµα 1.3.6: P. Erdos και A. Selberg. Το παρόντα έργα αποτελούν κοινό κτήµα (public
domain). Πηγή: Wikimedia Commons https://en.wikipedia.org/wiki/File:
Erdos_head_budapest_fall_1992.jpg και https://en.wikipedia.org/wiki/
File:Atle_Selberg.jpg

Σχήµα 1.3.7: Γραφική παράσταση της π(x) (µπλέ) και της x/ log(x) (κόκκινο) µέχρι το 1000

΄Οταν λέµε «στοιχειώδης» απόδειξη, όµως, δεν εννοούµε «απλή». Απλώς, δεν γίνεται χρήση
µεθόδων της µιγαδικής ανάλυσης αλλά µόνο απειροστικού λογισµού.

Το αποτέλεσµα αυτό χάρισε στον Alte Selberg το 1950 το ϐραβείο Fields.
Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε το Θεώρηµα των πρώτων αριθµών, παραπέµπουµε

τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στις εργασίες.

• Μελετία Αλεβυζάκη, Το ϑεώρηµα των πρώτων αριθµών, ∆ιπλωµατική εργασία, Ηράκλειο
1999.

• N. Levinson, ‘‘A motivated account of an elementary proof of the prime number theorem’’,
American Mathematical Monthly 76 (1969), 225-245 .

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Erdos_head_budapest_fall_1992.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Erdos_head_budapest_fall_1992.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Atle_Selberg.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Atle_Selberg.jpg
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• H. G. Diamond, ‘‘Elementary methods in the study of the distribution of prime numbers’’,
Bull. Amer. Math. Soc. 7(1982), 553-589 και

• Paul T. Bateman and Harold G. Diamond ‘‘A Hundred Years of Prime Numbers’’ Amer.
Math Monthly 103 (1996), 729-741.

Εφαρµογές 1.3.2

Το µήνυµα του Arecibo. Είναι µια καλή ιδέα να χρησιµοποιήσουµε τους πρώτους αριθµούς
ως ϐάση επικοινωνίας µε εξωγήινους πολιτισµούς. Το παραπάνω µήνυµα είναι ένα σήµα
το όποιο σχεδιάστηκε από τον ϱαδιοαστρόνοµο Frank Drake και τον αστροφυσικό Carl
Sagan το οποίο αποτελείται από 1679 bits και στάλθηκε µε το οµώνυµο ϱαδιοτηλεσκόπιο
στο διάστηµα. Ο εξωγήινος πολιτισµός που ϑα το λάβει ϑα πρέπει να αναγνωρίσει ότι
1679 = 23 × 73 και να «ανάψει» τα bits ϑέτοντάς τα σε γραµµές και στήλες, οπότε ϑα
σχηµατιστεί µια εικόνα που ϑα περιέχει τους αριθµούς 1-10, ατοµικούς αριθµούς των
στοιχείων που σχηµατίζουν το DNA, στοιχεία σχετικά µε τα νουκλεοτίδια του DNA, το
σχήµα της διπλής έλικας, τη µορφή ενός ανθρώπου και τον πληθυσµό της γης, όπως και
σχεδιαγράµµατα του ηλιακού συστήµατος και του δίσκου του ϱαδιοτηλεσκοπίου.
Η ίδια ιδέα εµφανίζεται και στην ταινία «Επαφή», όπου ένα σήµα αναγνωρίζεται ως προϊόν
εξωγήινης νοηµοσύνης, αφού αποτελείται από ακολουθία πρώτων αριθµών

Σχήµα 1.3.8: Το ϱαδιοτηλεσκόπιο του Arecibo, το σήµα του Arecibo, και παράστα-
ση εξωγήινου από την Γαλλική έκδοση από του ϐιβλίου του H.G. Wells, «ο πόλεµος των
κόσµων». Τα παρόντα έργα αποτελούν κοινό κτήµα (public domain). Πηγή: Wiki-
media Commons https://en.wikipedia.org/wiki/File:Arecibo_Observatory_
Aerial_View.jpg ∆ηµιουργός H. Schweiker και https://en.wikipedia.org/wiki/
File:Arecibo_message.svg και ∆ηµιουργός : A. Correa https://en.wikipedia.
org/wiki/File:War-of-the-worlds-tripod.jpg

http://en.wikipedia.org/wiki/Arecibo_message
http://en.wikipedia.org/wiki/Frank_Drake
http://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Sagan
http://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Sagan
http://en.wikipedia.org/wiki/Contact_(1997_film)
https://www.youtube.com/watch?v=Ok-Oz7huWFw
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Arecibo_Observatory_Aerial_View.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Arecibo_Observatory_Aerial_View.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Arecibo_message.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Arecibo_message.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:War-of-the-worlds-tripod.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:War-of-the-worlds-tripod.jpg
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1.3.4 Ασκήσεις

Α Οµάδα (Σωστό ή Λάθος)

1. Το πλήθος των πρώτων είναι υπεραριθµήσιµο.

2. Το πλήθος των άρτιων πρώτων είναι άπειρο.

3. Το πλήθος των περιττών πρώτων είναι αριθµήσιµο.

4. Υπάρχουν άπειροι δίδυµοι πρώτοι.

5. Η ακολουθία
99, 199, 299, . . . ,999, 1099, . . .

περιέχει άπειρο πλήθος πρώτων.

6. (Εικασία του Tartaglia (1556) )

Τα αθροίσµατα

1 + 2 + 4
1 + 2 + 4 + 8
1 + 2 + 4 + 8 + 16,
είναι διαδοχικά πρώτοι και σύνθετοι αντίστοιχα.

Β Οµάδα (Ασκήσεις Κατανόησης)

1. Αν (p, p + 2) είναι ένα Ϲευγάρι διδύµων πρώτων και p > 3 τότε να αποδείξετε ότι 6|(p + 1)

2. Αν p ∈ P, p ≥ 5, τότε ο p2 + 2 είναι σύνθετος.

3. Κάθε ϕυσικός αριθµός της µορφής n4 + 4 µε n > 1 είναι σύνθετος.

4. Κάθε ϕυσικός αριθµός n > 11 µπορεί να γράφει ως άθροισµα δύο σύνθετων (ϑετικών)
ακέραιων.

5. Αν ο ϕυσικός αριθµός n3 + 1 είναι πρώτος, τότε n = 1.

6. Να αποδείξετε ότι η µοναδική τριάδα πρώτων της µορφής p, p+ 2 και p+ 4 είναι 3, 5 και 7.

7. Για ποιούς πρώτους αριθµούς p, 0 17p + 1 είναι τέλειο τετράγωνο ;

8. Αν ο ελάχιστος πρώτος p που διαιρεί τον n είναι p > n1/3, τότε ο άλλος παράγοντας του n
ϑα πρέπει να είναι πρώτος.

9. Να αποδείξετε ότι το πολυώνυµο

f (x) = x2 + x + 11

δίνει τιµές πρώτους αριθµούς για x = 1, 2, · · · , 9 αλλά όχι πρώτο για x = 10.
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Γ Οµάδα (Ασκήσεις Εµπέδωσης)

1. ΄Εστω n ακέραιος, n ≥ 1 και p πρώτος αριθµός. Αν l είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p που
διαιρεί το n!, δηλάδη pl |n!, ενώ pl+1 - n!, τότε το l γράφεται

l =

∞∑
r=1

[
n

pr

]

2. Αν m1, m2, . . . , mn ακέραιοι ≥ 1, να αποδείξετε ότι ο αριθµός

(m1 +m2 + · · · +mn)!
m1!m2! · · ·mn!

είναι ακέραιος.

∆ Οµάδα (Ασκήσεις Εµβάθυνσης)

1. Να αποδείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ο

22n + 22n−1
+ 1

έχει τουλάχιστον n διαφορετικούς µεταξύ τους πρώτους διαιρέτες. Στη συνέχεια να συµπε-
ϱάνετε ότι το πλήθος των πρώτων είναι άπειρο.



32 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΠΡΩΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

1.4 Το αξίωµα του Bertrand

Αν n > 0, υπάρχει πάντα πρώτος p τέτοιος ώστε n < p ≤ 2n
Σηµείωση Αν είχα n > 1 τότε n < p < 2n. Για n = 1, 1 < p ≤ 2 · 1 ⇒ p = 2 χρειάζεται την

ισότητα.
Παρατήρηση Συνήθως η απόδειξη είναι αναλυτικής µορφής και αποτελεί µέρος της απόδειξης

του prime number theorem [10]. Εδώ ϑα δώσουµε µία απόδειξη περισσότερο συνδυαστική, η
οποία οφείλεται στον Erdös.

Λήµµα 1.4.1. Αν n ≥ 1, τότε :

1. 2n ≤
(
2n
n

)
< 22n.

2.
∏
n<p≤2n p διαιρεί το

(
2n
n

)
.

3. Αν r(p) ο εκθέτης του p, έτσι ώστε

pr(p) ≤ 2n < p(r(p)+1)

τότε
(
2n
n

)
|
∏
p≤2n p

r(p).

4. Αν n > 2 και 2n
3 < p ≤ n, τότε p -

(
2n
n

)
.

5.
∏
p≤n p < 4n.

Απόδειξη. 1. 2n − k ≥ 2(n − k) για κάθε k, 0 ≤ k < n.

Εποµένως 2n ≤ 2n
n ·

2n−1
n−1 · · ·

n+1
n =

(
2n
1

)
. Από την άλλη µεριά, ο αριθµός

(
2n
n

)
είναι ο

µεγαλύτερος συντελεστής του (1 + 1)2n,
(
2n
n

)
< (1 + 1)2n = 22n.

2.
(
2n
n

)
=

(2n)!
n!n! . Για κάθε p ∈ P, n < p ≤ 2n ισχύει ότι p | (2n)! αλλά

p - n!⇒
∏

n<p≤2n
p |

(
2n
n

)
.

3. Ο εκθέτης του p στο n! είναι
r(p)∑
j=1

[
n

pj

]
(ϑα το δούµε, στις ασκήσεις).

Εποµένως, ο εκθέτης του p στο
(
2n
n

)
είναι

r(p)∑
j=1

{[
2n
pj

]
− 2

[
n

pj

]}
≤

r(p)∑
j=1

1 = r(p)

Εδώ χρησιµοποιούµε την ιδιότητα

[x] + [y] ≤ [x + y]

2
[
n

pj

]
=

[
n

pj

]
+

[
n

pj

]
≤

[
2n
pj

]
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και {[
2n
pj

]
− 2

[
n

pj

]}
= 0 ή 1

και συνεπώς ∏
p≤2n

pr(p) ≥

(
2n
n

)
.

4. Αν 2n
3 < p ≤ n τότε το p εµφανίζεται µια ϕορά στην παραγοντοποίηση του n! και δύο ϕορές,

αφού 3p > 2n, στην παραγοντοποίηση του (2n)!. Εποµένως, αφού n > 2 και p > 2, ισχύει

2n
3
< p ⇒ p -

(
2n
n

)
.

5. ΄Εστω P(n) η προς απόδειξη πρόταση

P(1) 0 ≤ 41, ισχύει

P(2) 2 < 42, ισχύει

P(3) 3 < 43, ισχύει

Τώρα, αν m > 1, Τότε P(2m − 1)⇒ P(2m). Πράγµατι,∏
p≤2m

p =
∏

p≤2m−1
p < 42m−1 < 42m .

Εποµένως, µπορούµε να υποθέσουµε ότι n = 2m + 1, όπου m ≥ 2. Για κάθε p ∈ P, m + 2 5
p ≤ 2m + 1, έχουµε p |

(
2m+1
m

)
. Αν λοιπόν υποθέσουµε ότι η P(m + 1) ισχύει, τότε :

∏
p≤2m+1

p ≤

(
2m + 1
m

) ∏
p≤m+1

p <

(
2m + 1
m

)
4m+1.

Αλλά
(
2m+1
m

)
είναι ο (κεντρικός) συντελεστής του αναπτύγµατος (1 + 1)2m+1 οπότε(

2m + 1
m

)
<

1
2

(1 + 1)2m+1 = 4m .

Συνεπώς αποδείξαµε ότι P(m+1)⇒ P(2m+1). Χρησιµοποιώντας την αλήθεια της πρότασης
για 1,2,3 και την αλήθεια των συνεπαγωγών P(2m −1)⇒ P(2m) και P(m +1)⇒ P(2m +1)
διαπιστώνουµε την αλήθεια της πρότασης για κάθε ϕυσικό αριθµό.

�

Απόδειξη. (του αξιώµατος του Bertrand). Το αξίωµα ισχύει για n ≤ 3 αφού για n = 1, 1 < 2 ≤ 2,
και για n = 2, 2 < 3 ≤ 4, για n = 3, 3 < 5 ≤ 6.

Θα υποθέσουµε ότι είναι λάθος για n > 3 και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.
Από το (4) του λήµµατος 1.4.1 όλοι οι πρώτοι παράγοντες p του

(
2n
n

)
επαληθεύουν την ανισό-

τητα

p ≤
2n
3
.
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΄Εστω s(p), η πιο µεγάλη δύναµη του p η οποία διαιρεί το
(
2n
n

)
. Από το (3) του λήµµατος 1.4.1

έχουµε:

ps(p) |

(
2n
n

)
|
∏
p≤2n

pr(p) ⇒ s(p) ≤ r(p)

και καταλήγουµε στην ανισότητα
ps(p) ≤ pr(p) ≤ 2n. (1.4.1)

Εποµένως, αν s(p) > 1 τότε p ≤
√

2n. Συνεπώς δεν υπάρχουν περισσότεροι από [
√

2n] πρώτοι
διαιρέτες του

(
2n
n

)
µε εκθέτη > 1. Αυτό έχει ως συνέπεια λόγω της (1.4.1) ότι(

2n
n

)
≤ (2n)[

√
2n]

∏
p≤ 2n

3

p. (1.4.2)

΄Οµως (
2n
n

)
>

4n

2n + 1
, (1.4.3)

(Εδώ
(
2n
n

)
είναι ο µεγαλύτερος συντελεστής του (1 + 1)2n = 4n, το οποίο ανάπτυγµα έχει (2n + 1)-

όρους). Από τις εξισώσεις (1.4.2), (1.4.3) και το (5) του λήµµατος 1.4.1 έχουµε:

4n

2n + 1
< (2n)[

√
2n]

∏
p≤ 2n

3

p < 4
2n
3 · (2n)

√
2n.

Προφανώς 2n + 1 < (2n)2, οπότε απλοποιώντας µε 42n/3 έχουµε

4n/3 < (2n)2+
√

2n.

Λογαριθµίζουµε, n ln 4
3 < (2 +

√
2n) ln 2n. Αυτό όµως δεν ισχύει για µεγάλα n.

Για παράδειγµα για n = 750 έχουµε (χρησιµοποιούµε τις ανισότητες 1, 3 < ln 4 και ln 1500 <
7.5

325 =
750 · 1.3

3
< (2 +

√
1500) ln 1500 < 41 · 7.5 < 308, άτοπο

Συνεπώς το αξίωµα ισχύει για n ≥ 750. Για n < 750 ισχύει επίσης, αφού οι πρώτοι
2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631,751 είναι, κάθε ϕορά, ο καθένας τους 2 ϕορές του προη-
γούµενού του. �

1.5 Μ.Κ.∆. και Ε.Κ.Π.

΄Εστω a, b ακέραιοι αριθµοί από τους οποίους ένας τουλάχιστον είναι διάφορος του µηδενός.
΄Ενας ακέραιος αριθµός d λέγεται κοινός διαιρέτης των a, b όταν d|a και d|b.

Θεωρούµε το σύνολο των ϑετικών ακέραιων που είναι κοινοί διαιρέτες των a και b:

S = {d ∈ N |d|a, d|b και d ≥ 1}.

Είναι ϕανερό ότι S , ∅, αφού 1 ∈ S. Αν d ∈ S τότε d ≤ |a|. Συνεπώς το σύνολο S είναι
πεπερασµένο. Το µεγαλύτερο στοιχείο του συνόλου S λέγεται µέγιστος κοινός διαιρέτης των a και
b και συµβολίζεται ως (a, b).
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Ορισµός 1.5.1. Αν a, b ακέραιοι από τους οποίους ένας τουλάχιστον είναι διάφορος του µηδενός.
Ο ϑετικός ακέραιος d λέγεται µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b όταν :

1. d|a και d|b

2. Αν d′|a και d′|b, τότε d′ ≤ d.

Παρατηρήσεις

1. Είναι ϕανερό ότι (0, b) = |b| και ότι (a, 0) = |a|.

2. Αν a = 0 και b = 0 τότε το σύνολο των κοινών διαιρετών των a, b είναι άπειρο και συνεπώς
ο µέγιστος κοινός διαιρέτης δεν ορίζεται. Για λόγους όµως που ϑα εξηγήσουµε παρακάτω,
µπορούµε να ορίσουµε (0, 0) = 0.

3. Επειδή οι διαιρέτες του −a συµπίπτουν µε τους διαιρέτες του a, µπορούµε στα επόµενα να
περιοριστούµε στον µέγιστο κοινό διαιρέτη ϑετικών ακέραιων.

Παραδείγµατα

1. ΄Εστω a = 15 και b = 18. Ο ϑετικοί διαιρέτες του a είναι 1, 3, 5, 15. Οι ϑετικοί διαιρέτες
του b, 1, 2, 3, 6, 9, 18. Εποµένως, (15, 18) = 3 = (−1) · 15 + 1 · 18.

2. ΄Εστω a = 76 και b = 190. Οι ϑετικοί διαιρέτες του a είναι 1, 2, 4, 19, 38, 76. Οι ϑετικοί
διαιρέτες του b είναι 1, 2, 5, 10, 19, 38, 95, 190. Εποµένως, (76, 190) = 38.

3. ΄Εστω a = 14 και b = 55. Οι ϑετικοί διαιρέτες του a, είναι 1, 2, 7, 14. Οι ϑετικοί διαιρέτες
του b είναι 1, 5, 11, 55. Εποµένως, (14, 55) = 1.

Η εύρεση των διαιρετών ενός ακέραιου δεν είναι εύκολη υπόθεση όταν οι a και b είναι
µεγάλοι. Θα πρέπει εποµένως να προσπαθήσουµε να χαρακτηρίσουµε τον µέγιστο κοινό
διαιρέτη δύο ακέραιων µε άλλους τρόπους και να ϐρούµε πιο γρήγορες δυναµικές µεθόδους
υπολογισµού του.

Παρατηρούµε ότι στα παραδείγµατα έχουµε:

(76, 190) = 38 = 190 − 2 · 76 = 1 · 190 + (−2) · 76

(14, 55) = 1 = −55 + 4 · 14 = (−1) · 55 + 4 · 14

Ορισµός 1.5.2. Αν a, b ακέραιοι, τότε κάθε παράσταση της µορφής ka + lb, όπου k, l ακέραιοι
λέγεται γραµµικός συνδυασµός των a και b.

Πρόταση 1.5.3. Αν a, b ακέραιοι, όχι και οι δύο ίσοι µε µηδέν, τότε υπάρχουν ακέραιοι x0, y0
τέτοιοι ώστε

d := (a, b) = ax0 + by0

και µάλιστα ο d είναι ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος µε αυτή την ιδιότητα.

Απόδειξη. ΄Εστω S := {ax + by|x, y ακέραιοι και ax + by > 0}. Το σύνολο S είναι υποσύνολο του
N και είναι διάφορο του κενού. Πράγµατι, αν a , 0, τότε αν a > 0 το a ∈ S, για x = 1 και y = 0
ενώ αν a < 0, τότε −a ∈ S για x = −1 και y = 0. Οµοίως αν b , 0.

Εποµένως, από 1.1.2, έχουµε ότι το σύνολο S περιέχει ένα ελάχιστο στοιχείο, έστω d. Αφού
d ∈ S, έπεται ότι υπάρχουν ακέραιοι x0 και y0 τέτοιοι ώστε

d = ax0 + by0 > 0.



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΠΡΩΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.2, υπάρχουν ακέραιοι q και r έτσι ώστε να ισχύει

a = d · q + r, 0 ≤ r < d.

Το υπόλοιπο της διαίρεσης γράφεται

r = a − d · q = a − (ax0 + by0)q = a(1 − qx0) + b(−y0 · q).

Αν r > 0, τότε ϑα είχαµε ότι r ∈ S το οποίο όµως είναι άτοπο, διότι το ελάχιστο στοιχείο του S είναι
το d, ενώ r < d. Εποµένως r = 0, δηλαδή d|a.

Εντελώς όµοια αποδεικνύεται ότι και d|b. Από τον ορισµό 1.5.1 προκύπτει

d ≤ (a, b) (1.5.1)

Τέλος, ο (a, b) αφού διαιρεί τα a και b ϑα διαιρεί και το d = ax0 + by0, οπότε ϑα ισχύει και

(a, b) ≤ d. (1.5.2)

Από τις (1.5.1) και (1.5.2) έχουµε d = (a, b). �

΄Αµεση συνέπεια της 1.5.3 είναι ότι ένας ισοδύναµος ορισµός του µέγιστου κοινού διαιρέτη
δύο ακέραιων a, b, (a, b) , (0, 0), είναι ο εξής :

Ο d = (a, b) όταν :

1. d|a και d|b και

2. Αν d′ ∈ N, d′(≥ 1) τέτοιο ώστε d′|a και d′|b τότε d′|d

(Η 1. είναι ταυτόσηµη µε την (1) του Ορισµού 1.5.1. Αν ισχύει η 2., τότε d′ 5 d, αφού d′|d,
δηλαδή ισχύει η (2) του ορισµού 1.5.1.

Αν ισχύει η (2) του ορισµού 1.5.1 τότε επειδή d′|a και d′|b έπεται ότι d′|ax0 + by0 = d)

Ορισµός 1.5.4. ∆ύο ακέραιοι αριθµοί a, b ϑα λέγονται πρώτοι µεταξύ τους όταν (a, b) = 1.

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε µερικές ϐασικές ιδιότητες του µέγιστου κοινού διαιρέτη.

Πρόταση 1.5.5. a, b, c, d, q, bi ∈ Z.

1. Ο (a, b) = 1 ακριβώς τότε όταν υπάρχουν ακέραιοι x0, y0 για τους οποίους να ισχύει :

ax0 + by0 = 1.

2. Αν a|bc και (a, b) = 1, τότε a|c.

3. Αν a = bq + c, τότε (a, b) =(a, c).

4. Αν m ϑετικός ακέραιος τότε (ma, mb) = m (a, b).

5. Αν d|a και d|b τότε (a
d
,
b

d

)
=

(a, b)
|d|

6. Αν (a, bi) = 1 για κάθε i = 1, 2, . . . , n τότε (a, b1b2 . . . bn) = 1.

7. Αν a|c, b|c και (a, b) = 1 τότε ab|c.
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Θα αποδείξουµε πρώτα την 1. Αν ο (a, b) = 1 τότε από 1.5.3 προκύπτει ότι υπάρχουν ακέραιοι
x0, y0:

ax0 + by0 = 1.

Αν τώρα ax0 + by0 = 1 και d = (a, b) επειδή d|a και d|b, ϑα έχουµε ότι και d|ax0 + by0 = 1.
Επειδή d ϑετικός ακέραιος, d = 1.

Τώρα ϑα αποδείξουµε την 2. Λόγω της πρότασης 1.5.3 η υπόθεση ότι (a, b) = 1, µας εξασφα-
λίζει την ύπαρξη δύο ακέραιων x0, y0 τέτοιων ώστε

ax0 + by0 = 1.

Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της τελευταίας ισότητας µε c,

(ac)x0 + (bc)y0 = c.

Η υπόθεση ότι το a | bc µας εξασφαλίζει ότι το a | (ac)x0 + (bc)y0 = c.

Πόρισµα 1.5.6. Αν p πρώτος αριθµός, τότε ισχύουν :

1. Αν p | ab, τότε έχουµε p | a είτε p | b

2. Αν ο p διαιρεί το γινόµενο των ακέραιων a1a2 . . . an (n ≥ 2), τότε ϑα διαιρεί τουλάχιστον έναν
από τους ai .

3. Αν p διαιρεί το γινόµενο πρώτων p1p2 . . . pn τότε ταυτίζεται µε κάποιον pi .

Απόδειξη του πορίσµατος :

1. Αν p|a δεν έχουµε να αποδείξουµε τίποτα. ΄Εστω ότι p - a. Επειδή p πρώτος, (p, a) = 1. Η
(2) της πρότασης 1.5.5 (p|ab και (p, a) = 1) µας δίνει p|b.

2. Εφαρµόζουµε επαγωγή ως προς n.

Για n = 2, ισχύει, λόγω της 1. ΄Εστω ότι ισχύει για (n − 1). Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και
για n. Το p|a1a2 . . . an−1an = (a1a2 . . . an−1)an. Λόγω της 1. έχουµε p|(a1a2 . . . an−1) είτε
p|an.

Η υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής µας δίνει :

Από p|(a1a2 . . . an−1) έπειται ότι p|ai για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. ΄Αρα ισχύει και για n.

3. Λόγω της 2. το p | pi για κάποιο i, 1 ≤ i ≤ n. Επειδή p, pi πρώτοι, κατ΄ ανάγκη, p = pi .

Με τα παραπάνω ολοκληρώσαµε την απόδειξη του πορίσµατος. Συνεχίζουµε να αποδείξουµε το
3. της πρότασης.

Κάθε κοινός διαιρέτης των a, b διαιρεί και το a +b(−q) = c, δηλαδή είναι και κοινός διαιρέτης
των b, c. Επίσης κάθε κοινός διαιρέτης των b, c διαιρεί και το a = bq + c, δηλαδή είναι κοινός
διαιρέτης των a, b.

Τώρα ϑα αποδείξουµε το 4. ΄Εστω d1 :=(a, b). Υπάρχουν ακέραιοι x1, y1 : d1 = ax1 + by1.
Εποµένως, md1 = (ma)x1 + (mb)y1. Αν d2 := (ma, mb), ϑα έχουµε d2|ma και d2|mb οπότε

d2|md1. (1.5.3)
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Επίσης υπάρχουν ακέραιοι x2, y2 τέτοιοι ώστε

d2 = (ma)x2 + (mb)y2 = m(ax2 + by2)

Επειδή d1|a και d1|b, προκύπτει ότι d1|ax2 + by2. Εποµένως

md1|d2. (1.5.4)

Από τις σχέσεις (1.5.3) και (1.5.4), έχουµε d2 = md1.
Προχωρούµε στην απόδειξη της 5. Είναι ϕανερό ότι οι a

d και b
d είναι ακέραιοι αριθµοί.

Εποµένως, η τελευταία παρατήρηση δίνει :(
d
a

d
, d ·

b

d

)
= |d| · (

a

d
,
b

d
),

δηλαδή το Ϲητούµενο.
Τώρα ϑα αποδείξουµε την 6. Υποθέτουµε ότι

d := (a, b1b2 · · · bn) > 1.

Λόγω της πρότασης 1.3.2 ο d έχει τουλάχιστο έναν πρώτο διαιρέτη, έστω p. Ο p|d|a και p|d|b1b2 . . . bn.
΄Οµως το πόρισµα 1.5.6 (2), µας δίνει ότι p|bi0 για i0 ∈ {1, 2, . . . , n}. Αυτό σηµαίνει ότι p|(a, bi0) =

1, άτοπο. ΄Αρα d = 1.
Θα τελειώσουµε µε την απόδειξη της 7. Αφού a|c, υπάρχει ακέραιος r τέτοιος ώστε c = ar

Οµοίως, αφού b|c, Υπάρχει ακέραιος τέτοιος ώστε c = bs. Εποµένως ar = bs, δηλαδή b|ar. Η (2)
της πρότασης 1.5.5, ((a, b) = 1) µας δίνει b|r. Συνεπώς r = bt, για κάποιο ακέραιο t. Τελικά

c = ar = a(bt) = (ab)t, δηλαδή ab|c.

Η απόδειξη της πρότασης έχει ολοκληρωθεί.

Παρατήρηση 1.5.7. Αν m ∈ Z τότε

(ma, mb) = |m | · (a, b).

Παρατήρηση 1.5.8. Στην ειδική περίπτωση που d =(a, b), έχουµε(a
d
,
b

d

)
=

(a, b)
d

=
d

d
= 1.

Σηµείωση 1.5.9. Η πρόταση (1) του πορίσµατος 1.5.6, λέγεται και «Λήµµα του Ευκλείδη».
Περιέχεται στα «Στοιχεία», ϐιβλίο VII, πρόταση 30.

« ᾿Εὰν δύο ἀριθµοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους ποιῶσί τινά, τὸν δὲ γενόµενον ἐξ αὐτῶν µετρῆι
τις πρῶτος ἀριθµός, καὶ ἕνα τῶν ἐξ ἀρχῆς µετρήσει»

Τέλος, ας σηµειώσουµε ότι η (2) της πρότασης 1.5.5, δεν ισχύει αν (a, b) > 1, π.χ. 6|3 · 4 ενώ
6 - 3 και 6 - 4.

Ορισµός 1.5.10. Οι ακέραιοι αριθµοί

a1, a2 · · · , an

ϑα λέγονται πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο, όταν ο (ai , aj) = 1, για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i , j.



1.5. Μ.Κ.∆. ΚΑΙ Ε.Κ.Π. 39

Στη συνέχεια µπορούµε να διατυπώσουµε και αποδείξουµε την ακόλουθη

Πρόταση 1.5.11. Αν οι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο ακέραιοιm1, m2, . . . , mn διαιρούν τον ακέραιο
a, τότε και το γινόµενό τους m := m1m2 . . . mn διαιρεί επίσης τον a.

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς n.
Για n = 1, είναι ϕανερό ότι ισχύει. ΄Εστω ότι ισχύει n. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για

n + 1.
Από την υπόθεση, συµπεραίνουµε ότι ο (mn+1, mj) = 1, για κάθε j = 1, 2, . . . , m. Λόγω της

Πρότασης 1.5.5, (6) έχουµε
(mn+1, m1m2 . . . mn) = 1

Η υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής δίνει m′|a, όπου m′ := m1m2 . . . mn. Από το (7) της
πρότασης (1.5.5) έπεται ότι

m′mn+1|a δηλαδή m1m2 . . . mnmn+1|a

�

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε σε µία παράλληλη έννοια προς αυτήν του µέγιστου κοινού διαιρέτη,
αυτή του ελαχίστου κοινού πολλαπλάσιου.

Αν a, b ακέραιοι οι οποίοι διαιρούν τον ακέραιο m, τότε ϑα λέµε ότι ο m είναι ένα κοινό
πολλαπλάσιο των a και b. Επειδή η διαίρεση µε το 0 είναι αδύνατη, αυτό σηµαίνει ότι υποθέτουµε
αυτόµατα ότι a , 0 και b , 0. Τα γινόµενα a · b και −a · b είναι κοινά πολλαπλάσια των a και b
ένα από τα δύο είναι ϑετικός ακέραιος.

Εποµένως το σύνολο

Sa, b := {m ∈ N|m > 0, κοινό πολλαπλάσιο των a και b} ⊆ N

και δεν είναι κενό.
Από το αξίωµα του ελαχίστου 1.1.2, έπεται ότι υπάρχει ελάχιστο στοιχείο στο σύνολο Sa, b.

Ορισµός 1.5.12. Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο δύο, µη-µηδενικών, ακέραιων a, b ορίζεται ως
ελάχιστος ϑετικός ακέραιος m := [a, b], µε τις ιδιότητες

1. a|[a, b] και b|[a, b]

2. Αν a|c και b|c, c ακέραιος, c > 0 τότε [a, b] ≤ c.

Παράδειγµα 1.5.13. 1. Αν a = −3 και b = 5 το [−3, 5] = 15.

2. Αν a = 4 και b = 6, το [4, 6] = 12.

Αν τώρα ο ακέραιος m είναι ένα κοινό πολλαπλάσιο των a, b τότε το c := [a, b]|m. Αυτό είναι
ισοδύναµο µε την πρόταση ότι το σύνολο

M = {0, ±c, ±2c, . . .}

περιέχει όλα τα κοινά πολλαπλάσια των a, b. Πράγµατι, διαιρούµε το m µε το c. Το ϑεώρηµα
1.2.3 µας δίνει,

m = cq + r, q ∈ Z, r ∈ Z, 0 ≤ r < c.
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Θα αποδείξουµε ότι r = 0. Αν υποθέσουµε ότι r , 0, τότε (a|m και a|c) µας δίνει a|r. Οµοίως b|r.
Εποµένως το r είναι κοινό πολλαπλάσιο των a και b και είναι ϑετικός ακέραιος µικρότερος του c,
άτοπο. ΄Αρα r = 0, οπότε και c|m.

΄Αµεση συνέπεια των παραπάνω είναι ότι ένας ισοδύναµος ορισµός του ΕΚΠ είναι ο εξής :
Ο e = [a, b] τότε και µόνο τότε όταν (i) a|e και b|e (ii) αν a|c και b|c(c ∈ Z+), τότε e|c. Αλλά

ποια σχέση έχει ο (a, b) µε το [a, b];

Πρόταση 1.5.14. Αν a, b ακέραιοι, ab , 0 τότε ισχύει (a, b)[a, b] = |ab|.

Απόδειξη. ΄Εστω d := (a, b). Επειδή d|a και d|b έχουµε, a = dr και b = ds, r, s ∈ Z. Αν
m := |ab|

d =
d2 |rs|
d = |r · ds| = |rb| και m = |dr · s| = |as|. Από τις τελευταίες δύο σχέσεις έχουµε a|m

και b|m. Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι a|c και b|c, (c ∈ Z). Εποµένως, c = au = bv, (u, v ∈ Z),
οπότε dru = dsv, δηλαδή ru = sv.

Συνεπώς r |sv, και επειδή (r, s) = 1, έπεται ότι r |v, υπάρχει λοιπόν ακέραιος t, τέτοιος ώστε
v = rt.

Αυτό σηµαίνει ότι, c = bv = brt = ±m · l δηλαδή m |c. Συνεπώς m = [a, b]. �

Πόρισµα 1.5.15. Ισχύει [a, b] = |ab| ακριβώς τότε, όταν (a, b) = 1.

Τους ορισµούς του ΜΚ∆ και του ΕΚΠ δύο ακέραιων µπορούµε να τους γενικεύσουµε για
πεπερασµένου πλήθους ακέραιους αριθµούς.

Ορισµός 1.5.16. Ως ΜΚ∆ των ακέραιων a1, a2, . . . , an ορίζεται ο ϑετικός ακέραιος d για τον
οποίο ισχύουν :

1. d|a1, d|a2, . . . , d|an και

2. αν d′|a1, d′|a2, . . . d′|an, τότε d′|d.

Ως ΕΚΠ των ακέραιων a1, a2, . . . , an ορίζεται ο ϑετικός ακέραιος c για τον οποίο ισχύουν :

1. a1|c, a2|c, . . . , an |c και

2. αν a1|s, a2|s, . . . an |s, τότε c|s

Παρατηρήσεις

1. Για το πεπερασµένο πλήθος ακέραιων ισχύει πρόταση, ανάλογη της 1.5.3. Συγκεκριµένα
d := (a1, a2, . . . , an), ακριβώς τότε όταν υπάρχουν ακέραιοι x1, x2, . . . xn τέτοιοι ώστε d =

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn και µάλιστα ο d είναι ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος µε αυτή την
ιδιότητα.

2. Οι ακέραιοι a1, a2, . . . , an ϑα λέγονται πρώτοι µεταξύ τους τότε και µόνο τότε όταν

(a1, a2, . . . , an) = 1.

3. Οι έννοιες πρώτοι µεταξύ τους και πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο δεν συµπίπτουν.

4. Ισχύουν.

(αʹ) (a1, a2, . . . , an) = ((a1, a2, . . . , an−1), an) και
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(ϐʹ) [a1, a2, . . . , an] = [a1, a2, . . . , an−1], an]

5. Η πρόταση 1.5.14 δεν ισχύει εν γένει για n > 2.

Πράγµατι, (2, 4, 6) = 2, [2, 4, 6] = 12 (2, 4, 6)· [2, 4, 6] = 2 · 12 = 24 , 2 · 4 · 6 = 48

6. Υπάρχουν ϐέβαια σχέσεις µεταξύ ΜΚ∆ και ΕΚΠ περισσότερων των δύο ακέραιων. Παραπέ-
µπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στο P. Bundschuch, Einführung in die Zahlentheorie
2η έκδοση 1992, σελίδες 26 και 27. Συγκεκριµένα ισχύουν:

Πρόταση 1.5.17. Αν n1, n2, . . . , n`, n′1, n
′
2, . . . , n

′
` και n ακέραιοι διάφοροι του µηδενός για

τους οποίους ισχύουν ni · n′i = n (i = 1, . . . , `) τότε

[n1, n2, . . . , n`](n′1, . . . , n
′
`) = |n|.

Στο πρόγραµµα sage ο αλγόριθµος του Ευκλείδη υλοποιείται ως εξής :

sage : d ,u, v = xgcd(1200,1334)
sage : print u, v
219 −197
sage : d == u∗12 + v∗15
True
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1.5.1 Ασκήσεις

Α Οµάδα (Σωστό ή Λάθος)

1. Ο (10, −15) = −5

2. (−40, −60) = (−10) (4, 6)

3. Ο (2437, 51329) = 1, διότι 51329(−978) + 2437 · 20599 = 1

4. Ο (963, 657) = 18, αφού 657 · 44 + 963(−30) = 18

5. Αν a|bc τότε a|b είτε a|c.

Β Οµάδα (Ασκήσεις Κατανόησης)

1. Αν a ∈ Z και n ∈ Z+, τότε (a, a + n)|n

2. Αν (a, b) = 1 Και c|a + b, τότε (a, c)= (b, c) = 1

3. Να αποδειχθεί ότι a|b ακριβώς τότε όταν [a, b] = |b|

4. Να αποδειχθεί ότι [9n + 8, 6n + 5] = 54n2 + 93n + 40, για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 0

5. Αν (a, b) = 1 , τότε (a + b, a − b) = 1 ή 2

6. Αν d|mn και (m, n) = 1 να αποδειχθεί ότι d = d1d2 όπου d1|m, d2|m και (d1, d2) = 1

7. Αν m > 0, να αποδειχθεί ότι [md, mb] = m[a, b] Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι αν για τους
ϑετικούς ακέραιους a, b, c ισχύει (a, b, c) = 1, τότε [ab, bc, ca] = abc

8. Να αποδείξετε ότι a|b · c ακριβώς τότε όταν a
(a, b) |c.

9. Αν (a, b) = 1 τότε (an, bn) = 1

10. Αν an |bn τότε a|b

11. Αν a και b ϑετικοί ακέραιοι, τότε (a, b) = [a, b] ακριβώς τότε, όταν a = b

12. Να αποδειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n το κλάσµα

21n + 4
14n + 3

είναι ανάγωγο.

Γ Οµάδα (Ασκήσεις Εµπέδωσης)

1. Αν a, b, c, d ∈ Z, b > 0, d > 0, (a, b) = (c, d) = 1 και ab + c
d ∈ Z τότε b = d

2. Αν (a, b) = r, (a, c) = s και (b, c) = 1 να αποδειχθεί ότι (a, bc) = rs. ∆ώστε ένα αντιπαρά-
δειγµα, όταν (b, c) > 1
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3. Αν a, b, c ϑετικοί ακέραιοι και a|bc, a - b και a - c τότε ο αριθµός

d =
b

(b, bca )
|a

και µάλιστα 1 < d < a (∆ηλαδή ο a είναι σύνθετος !)

4. Αν (a, b, c) = 1 και 1
q + 1

b = 1
c τότε ο a + b είναι τέλειο τετράγωνο. (64ος Πανελλήνιος

∆ιαγωνισµός στα Μαθηµατικά «Ο Θαλής», 1-11-2003).

∆ Οµάδα (Ασκήσεις Εµβάθυνσης)

1. Αν m ≥ 1 και a > 1 τότε (
am − 1
a − 1

, a − 1
)

= (a − 1, m).

2. Αν a, m, n ϑετικοί ακέραιοι και m , n τότε

(a2m + 1, a2n + 1) =

1, όταν a άρτιος
2, όταν a περιττός

3. Αν m, n ϑετικοί ακέραιοι και m περιττός τότε

(2m − 1 + 2n + 1) = 1.

1.6 Ο αλγόριθµος του Ευκλείδη

Ο ορισµός του ΜΚ∆ δύο ακέραιων δεν ϐοηθάει στην εύρεσή του, ιδιαίτερα όταν οι ακέραιοι είναι
µεγάλοι.

Η πιο αποτελεσµατική γνωστή µέθοδος υπολογισµού του ΜΚ∆ δύο ακέραιων είναι ο αλγόριθ-
µος του Ευκλείδη. Αλγόριθµός είναι µια πεπερασµένη επαναληπτική διαδικασία.

Ας πάρουµε π.χ. a = 224 και b = 35 εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα της διαίρεσης µε υπόλοιπο,
a = b · q1 + r1, 224 = 35 · 6 + 14.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε τους ακέραιους b = 35 και r = 14 και ξανακάνουµε το ίδιο b = r1q2+r2
35 = 14·t2+7, και συνεχίζουµε µέχρι που το υπόλοιπο της διαίρεσης να είναι µηδέν. r1 = r2q3+r3
14 = 7 · 2 + 0.

Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των a και b είναι το τελευταίο µη- µηδενικό υπόλοιπο.

(224, 35) = 7.

Η γενική µέδοθος είναι η εξής :
Εφαρµόζουµε διαδοχικά το ϑεώρηµα της διαίρεσης µε υπόλοιπο:

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1

...
...

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1
και rn−1 = rnqn+1
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Η ακολουθία των υπολοίπων {ri}i∈N είναι µια γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών
ακέραιων. ΄Αρα υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε rn+1 = 0.

Ο (a, b) = rn. Πράγµατι, ο rn |rn−1, οπότε rn |rn−2, . . . , rn |b και rn |a. Επίσης, αν d′|a και d′|b
τότε d′|r1, d′|r2, . . . , d′|rn.
Παράδειγµα. a = 288, b = 51

288 = 51 · 5 + 33 | (288, 51) =

51 = 33 · 1 + 18 | (51, 33) =

33 = 18 · 1 + 15 | (33, 18) =

18 = 15 · 1 + 3 | (18, 15) =

15 = 3 · 5 | (15, 3) = 3

Αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε τους ακέραιους x0, y0 τέτοιο ώστε d = ax0 + by0, ακολουθούµε
την αντίστροφη πορεία. ΄Ετσι στο τελευταίο παράδειγµα έχουµε:

3 = 18 − 15 = 18 − (33 − 18) = 2 · 18 − 33 =

= 2(51 − 33) − 33 = 2 · 51 − 33 · 3 =

= 2 · 51 − 3(288 − 5 · 51) =

= 288(−3) + 51 · 17

Εποµένως, 3 = 288(−3) + 51 · 17
Αν ϐέβαια τα ϐήµατα εύρεσης του (a, b) είναι πολλά, η αντίστροφη πορεία είναι αρκετά

επίπονη.
Στα 1740, ο Καθηγητής του Πανεπιστήµιου του Cambridge, Nicholas Saunderson, διατύπωσε

έναν αρκετά πιο απλοποιηµένο αλγόριθµο.
΄Εστω a, b ακέραιοι, a ≥ b > 0, d := (a, b) = rn, δηλαδή rn+1 = 0 και ri = ri+1qi+2 + ri+2 για

i = 1, 2, . . . , n.
Ας ονοµάσουµε r−1 := a και r0 = b. Ορίζουµε x0 = 0, x1 = 1, y0 = 1, y1 = q1 και xi =

xi−2 + xi−1qi , yi = yi−2 + yi−1qi .

Πρόταση 1.6.1. Αν a, b ακέραιοι, a ≥ b > 0 και d := (a, b) τότε

d = a(−1)n−1xn + b(−1)nyn.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε επαγωγικά ότι ισχύει η

P(n) : axn − byn = (−1)n−1rn.

Πράγµατι, για n = 0, ισχύει

ax0 − by0 = 0 − b = −b και (−1)−1r0 = −b.

Επίσης ισχύει και για n = 1, δηλαδή

ax1 − by1 = a · 1 − b · q1 = r1.

Υποθέτουµε ότι ισχύει για όλους τους ϕυσικούς k,0 ≤ k < n. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για
k + 1.

P(k + 1) : axk+1 − byk+1 = (−1)krk+1
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Πράγµατι,
axk+1 − byk+1 = a(xk−1 + xkqk+1) − b(yk−1 + ykqk+1)

= (axk−1 − byk−1) + qk+1(axk − bgk)

Από την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής, προκύπτει ότι

axk+1 − byk+1 = (−1)k−2rk−1 + qk+1(−1)k−1rk =

= (−1)k(rk−1 − qk+1rk) = (−1)krk+1

Εποµένως ισχύει
d = rn = (−1)n−1(axn − byn)

= a(−1)n−1xn + b(−1)nyn.

�

Παράδειγµα. ΄Εστω a = 455 και b = 255 Εφαρµόζουµε τον ευκλείδειο αλγόριθµο.

455 = 255 · 1 + 200 | a = bq1 + r1
255 = 200 · 1 + 55 | b = r1q2 + r2
200 = 55 · 3 + 35 | r1 = r2q3 + r3
55 = 35 · 1 + 20 | r2 = r3q4 + r4
35 = 20 · 1 + 15 | r4 = r5q6 + r6

15 = 5 · 3 |

(455, 255) = 5 | r5 = r6q7

i 0 1 2 3 4 5 6 7
qi 1 1 3 1 1 1 3
xi 0 1 1 4 5 9 14 51
yi 1 1 2 7 9 16 25 91

Εποµένως d = (−14) · 455 + 25 · 255
Παρατηρήσεις :

1. Ο ευκλείδειος αλγόριθµος περιγράφεται στα «Στοιχεία» Κεφάλαιο VII, Πρόταση 2 «∆ύο
ἀριθµῶν δοθέντων µὴ πρώτων πρὸς ἀλλήλους τὸ µέγιστον αὐτῶν κοινὸν µέτρον εὑρεῖν.»

2. Το ερώτηµα πώς να υπολογίσουµε τον ΜΚ∆ τριών ακέραιων απαντήθηκε επίσης από τον
Ευκλείδη στα «Στοιχεία» του Κεφαλαίου VII, Πρόταση 3. «Τριῶν ἀριθµῶν δοθέντων µὴ
πρώτων πρὸς ἀλλήλους τὸ µέγιστον αὐτῶν κοινὸν µέτρον εὑρεῖν.»

Εδώ χρησιµοποιούµε την ιδιότητα του ΜΚ∆, οπότε υπολογίζουµε τον ΜΚ∆ των δύο πρώτων
και αυτού µε τον τρίτο.

΄Οµοια εργαζόµαστε για τον υπολογισµό του ΜΚ∆ περισσοτέρων ακέραιων.

3. Στο ερώτηµα πόσο γρήγορος είναι ο ευκλείδειος αλγόριθµος. Μία, πολύ χοντρική, εκτίµηση
είναι ότι ϑα σταµατήσει το πολύ µετά από |b|-ϐήµατα. Εύκολα αποδεικνύεται ότι για τα
διαδοχικά υπόλοιπα

b = r0, r1, r2, . . .

ισχύει ri+2 <
1
2 ri , για κάθε i = 1, 2, . . ..
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Από αυτή παρατήρηση αυτή έπεται ότι ο αλγόριθµος περατούται (σταµατάει) µετά από το
πολύ 2 log2(|b|)-ϐήµατα, από το οποίο προκύπτει ότι χρειάζεται το πολύ 6,65-ϕορές τον
αριθµό των ψηφίων του b για να σταµατήσει.

Ιστορικά 1.6.1

Ο Γάλλος µαθηµατικός Gabriel Lamé απέδειξε στα 1845 ότι ο αριθµός των ϐηµάτων
είναι µικρότερος από το 5-πλάσιο του αριθµού των ψηφίων του b.
Στα 1970, ο Καναδός µαθηµατικός John Dixon καλυτέρευσε το παραπάνω αποτέλε-
σµα του Lamé (John Dixon, ‘‘The number of steps in the Euclidean algorithm’’ J.
Number Theory 2(1970) 414-422).

Από τα παραπάνω γίνεται ϕανερό πόσο αποτελεσµατικός είναι ο αλγόριθµος.

4. ∆εν χρειάζεται το ϑεώρηµα της διαίρεσης µε υπόλοιπο για τον υπολογισµό των διαδοχικών
πηλίκων q1, q2, . . .

Γνωρίζουµε ήδη ότι αυτό είναι το ακέραιο µέρος του πηλίκου του διαιρετέου προς τον
διαιρέτη. Με ένα κοµπιουτεράκι κάνουµε τη διαίρεση και «ξεχνούµε» το δεκαδικό κοµµάτι
του αριθµού που ϐρίσκουµε. Αυτό είναι το αντίστοιχο πηλίκο q. Το αντίστοιχο υπόλοιπο
υπολογίζεται εύκολα από

r = ∆ − δq

5. Το ϑεώρηµα του Saunderson σχετίζεται µε τη ϑεωρία των συνεχών κλασµάτων, κλάδο της
ϑεωρίας αριθµών τον οποίο ϑα αναπτύξουµε αργότερα.
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Ασκήσεις στον Ευκλείδιο Αλγόριθµο

1. Να υπολογίσετε τον (15540, 19980) και να τον γράψετε ως γραµµικό συνδυασµό αυτών των
δύο ακέραιων. Στη συνέχεια να κάνετε το ίδιο για το (6660, 15540, 19980)

2. Πόσα ϐήµατα χρειάζεται ο αλγόριθµος του Ευκλείδη για να υπολογίσει τον (a, b), όπου

a =
2n − (−1)n

3
, b =

2(2n−1 − (−1)n−1)
3

και n ϑετικός ακέραιος

3. Να υπολογίσετε το ΕΚΠ (5040, 7700).

4. Αν a, m, n (a > 1) ϑετικοί ακέραιοι, να αποδειχθεί ότι

(am − 1, an − 1) = a(m, n) − 1.

5. Αν m, n ϑετικοί ακέραιοι και m περιττός, τότε (2m − 1, 2n + 1) = 1.

1.7 Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της Αριθµητικής

΄Ενα από τα πιο σηµαντικά ϑεωρήµατα της Θεωρίας Αριθµών είναι το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της
Αριθµητικής . Σύµφωνα µε αυτό οι πρώτοι αριθµοί είναι οι «δοµικοί λίθοι» του «οικοδοµήµατος»
των ϕυσικών αριθµών. ΄Ετσι, αν «γνωρίζουµε» όλους τους πρώτους, «γνωρίζουµε» και όλους τους
ϕυσικούς και τις ιδιότητές τους.

Η αυστηρή διατύπωση του ϑεωρήµατος είναι η εξής :

Θεώρηµα 1.7.1 (Θεµελιώδες ϑεώρηµα της Αριθµητικής). Κάθε ϕυσικός αριθµός n > 1 αναλύεται
σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Η ανάλυση αυτή είναι µονοσήµαντη.

Σηµείωση: ΄Οταν λέµε «γινόµενο πρώτων» δεν εννοούµε ότι οι πρώτοι παράγοντες είναι µεταξύ τους
διαφορετικοί π.χ. 180 = 2 · 2 · 3 · 3 · 5. Επίσης όταν λέµε ότι η παράσταση είναι ‘‘µονοσήµαντη’’
εννοούµε ότι δεν ξεχωρίζουµε δύο αναλύσεις που διαφέρουν µόνο στη σειρά των παραγόντων, π.χ.
οι αναλύσεις του 18 = 2 · 2 · 3 και 18 = 2 · 3 · 2 δεν είναι µεταξύ τους διαφορετικές.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει σε δύο ϐήµατα.
Βήµα 1ο: Απόδειξη της ύπαρξης µιας τουλάχιστον παραγοντοποίησης. Η απόδειξη του ϐή-

µατος ϑα γίνει επαγωγικά ως προς n.
Για n = 2, ισχύει αφού ο 2 είναι πρώτος. Υποθέτουµε ότι ισχύει για όλους τους ϕυσικούς

2 ≤ i ≤ n − 1.
Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n. Αν ο n είναι πρώτος, δεν έχουµε τίποτε να αποδείξουµε.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι ο n είναι σύνθετος. ΄Εστω p1 ο ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του n.
Ο n γράφεται, n = p1 · m, όπου m ϕυσικός, 1 < m ≤ n − 1. Σύµφωνα µε την υπόθεση της

µαθηµατικής επαγωγής ο m αναλύεται σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, m = p2p3 . . . pl(pi ∈
P για κάθε i = 2, 3, . . . l) Εποµένως, n = p1p2p3 . . . pl , δηλαδή ισχύει και για n, άρα για κάθε
ϕυσικό n, n > 1

Βήµα 2ο Υποθέτουµε ότι ο n έχει δύο παραγοντοποιήσεις :

n = p1p2 . . . pl = q1q2 . . . qs



48 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΠΡΩΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

Θα αποδείξουµε ότι οι παραγοντοποιήσεις συµπίπτουν.
Πράγµατι, p1|n = q1q2 . . . qs. Από πόρισµα 1.5.6 3 προκύπτει ότι p1 = q1 i ∈ {1, 2, . . . , s}.

Μπορούµε, αλλάζοντας αν χρειαστεί την αρίθµηση ότι i = 1, p1 = q1. Εποµένως έχουµε
p2 p3 . . . pl = q2 q3 . . . qs. Εργαζόµαστε όπως παραπάνω και έχουµε p2 = q2 και p3 . . . pl =

q3 q4 . . . qs. Συνεχίζουµε όµοια µέχρι να εξαντληθούν όλοι οι πρώτοι από κάποιο µέλος. Αν l < s
έχουµε 1 = ql+1 . . . qs, άτοπο.

΄Αρα l = s και pi = qi . �

Παρατηρήσεις

1. Εδώ ϕαίνεται γιατί αποκλείσαµε το 1 από τους πρώτους αριθµούς. Αν το 1 ελογίζετο µεταξύ
των πρώτων δεν ϑα είχαµε µονοσήµαντη ανάλυση.

2. Υπάρχει και άλλη απόδειξη η οποία αποφεύγει τη χρήση της (3) του πορίσµατος 1.5.6
δηλαδή αποφεύγει τη χρήση της έννοιας του ΜΚ∆ και κατ΄ επέκταση της προσθετικής δοµής
του N. Οφείλεται στον Γερµανό µαθηµατικό E. Zermelo.

3. Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της Αριθµητικής δεν ευρίσκεται διατυπωµένο µε σαφήνεια σε κά-
ποια πρόταση των «Στοιχείων» του Ευκλείδη, παρά το ότι υπάρχουν προτάσεις που είναι
σχεδόν ισοδύναµες µε αυτό. Στο ϐιβλίο IX, πρόταση 1.4 αναφέρεται :

«᾿Εάν ἐλάχιστος ἀριθµός ὑπό πρώτων ἀριθµῶν µετρῆται, ὑπ΄ ὀυδενός ἄλλου πρώτου ἀριθµοῦ
µετρηθήσεται παρέξ τῶν ἐξ ἀρχῆς µετρούντων.»

Πολλοί ισχυρίζονται ότι ϑα πρέπει να ήταν γνωστό στον Ευκλείδη. Ούτε στο έργο του A.M.
Legendre εµφανίζεται ξεκάθαρα. Η πρώτη σαφής διατύπωσή του εµφανίζεται στο έργο του
Gauss ‘‘Disquisitiones Arithmeticae’’ (1801) άρθρο (πρόταση) 16 ‘‘THEOREMA. Numerus
compositus quicunque unico tantum modo in factores unico resolvi potest.’’

Θεώρηµα 1.7.2. Κάθε σύνθετος ϕυσικός αριθµός αναλύεται µονοσήµαντα σε γινόµενο πρώ-
των.

4. Παραθέτουµε σχετικό απόσπασµα από τη σελίδα 43 του ϐιβλίου «Η µουσική των πρώτων
αριθµών» του Marcus Du Sautoy.

«Οι αρχαίοι ΄Ελληνες ήταν οι πρώτοι που ανακάλυψαν κατά τον 4ο αιώνα π.χ., τη δυναµική
των πρώτων αριθµών, ως δοµικών λίθων για όλους τους αριθµούς. ∆ιαπίστωσαν ότι κάθε
αριθµός µπορεί να δηµιουργηθεί από τον πολλαπλασιασµό µεταξύ πρώτων αριθµών. Ενώ
πίστευαν λανθασµένα ότι ο αέρας, η ϕωτιά, το νερό και η γη είναι οι δοµικοί λίθοι της ύλης,
είχαν πολύ µεγαλύτερη επιτυχία όταν τέθηκε το ϑέµα του προσδιορισµού των ατόµων της
Αριθµητικής. Επί πολλούς αιώνες οι χηµικοί αγωνίστηκαν για να προσδιορίσουν τα ϐασικά
συστατικά του αντικειµένου τους, και η ελληνική διαίσθηση ϐρήκε επιτέλους τη ϑέση της
στον περιοδικό πίνακα του Dimitri Mendeleev, που αποτελεί µία πλήρη περιγραφή των
στοιχείων της Χηµείας. Αντιθέτως, ενώ οι ΄Ελληνες έκαναν µια καλή αρχή εντοπίζοντας τους
δοµικούς λίθους της Αριθµητικής, οι µαθηµατικοί προσπαθούν ακόµη να κατανοήσουν τη
δοµή του πίνακα των πρώτων αριθµών.»

5. Υπάρχει κάποιο ϐιβλίο-µυθιστόρηµα το οποίο αναφέρεται στο πώς ϑα αντιλαµβανόµασταν
τον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο, αλλά Ϲούσαµε στον διδιάστατο. Το ϐιβλίο αυτό είναι
του E.A. Abbott, Flatland: A Romance of Many Dimensions, Dover, New York 1952. Ας
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κάνουµε και εµείς για λίγο το ίδιο και ας ϑεωρήσουµε ότι ο κόσµος των ϕυσικών αριθµών
είναι «άρτιος» δηλαδή αποτελείται µόνο από τους άρτιους ακέραιους.

A = {. . . ,−6, −4, −2, 0, 2, 4, 6, . . .}

Είναι ϕανερό ότι το άθροισµα, η διαφορά και το γινόµενο άρτιων είναι επίσης άρτιος. Θα λέµε
ότι ο αριθµός m του A διαιρεί τον αριθµό n αυτού ακριβώς τότε όταν υπάρχει k ∈ A τέτοιο ώστε
n = mk.

Προσοχή: Το 4 διαιρεί το 8 στο A όχι όµως το 12, διότι 12 = 4 · 3 ενώ ο 3 είναι περιττός
και 3 < A. Ο p ∈ A ϑα λέγεται A-πρώτος αν δεν διαιρείται από κανέναν αριθµό του A. (Οι A-
ακέραιοι δεν διαιρούνται µε τον εαυτό τους !).

Οι αριθµοί 2, 6, 10, . . . είναι A- πρώτοι. Μάλιστα όλοι οι A-πρώτοι είναι οι ακέραιοι της
µορφής 2k|k ∈ Z − 2Z.

Μία ϐασική ιδιότητα των πρώτων αριθµών είναι η (Αν p|a · b τότε p|a είτε p|b) (ϐλ. πόρισµα
1.5.6 (1) ).

Η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει στους A-ακέραιους. Ο A-ακέραιος 10 που είναι A-πρώτος, διαιρεί
το γινόµενο 30 · 50 = 1500 δεν διαιρεί όµως ούτε το 30 ούτε το 50!.

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι κάθε A- ακέραιος είναι γινόµενο A-πρώτων δεν ισχύει όµως
το µονοσήµαντο.

π.χ. 1500 = 30 · 50 = 6 · 250, και οι 30, 50, 6, 250 είναι A- πρώτοι.
Αυτό δείχνει ότι το µονοσήµαντο της παραγοντοποίησης δεν είναι καθόλου προφανές ! Αλλά

σ΄ αυτό το ϑέµα ϑα επανέλθουµε στο δεύτερο µέρος του ϐιβλίου.
Καιρός όµως να επιστρέψουµε πίσω στο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της αριθµητικής. Αν n ϕυ-

σικός, n > 1, αναλύεται µονοσήµαντα σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Αν συµπτύξουµε
τους πρώτους παράγοντες σε δυνάµεις και τους διατάξουµε σε αύξουσα ακολουθία έχουµε,
n = pn1

1 p
n2
2 . . . pnss , pi ∈ P για i = 1, 2, . . . , s, p1 < p2 < · · · < ps και οι ni είναι ϑετικοί ακέ-

ϱαιοι.
Συχνά είναι χρήσιµη και η εξής παράσταση, n =

∏
p∈P p

np , όπου οι εκθέτες είναι ϕυσικοί
αριθµοί σχεδόν όλοι µηδέν.

(Αυτό σηµαίνει ότι όλοι εκτός από πεπερασµένο πλήθος είναι ίσοι µε µηδέν). Η ανάλυση αυτή
λέγεται κανονική ανάλυση του n. Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της Αριθµητικής προκύπτει ότι
ο εκθέτης np ορίζεται µονοσήµαντα από τον ϕυσικό αριθµό n και τον πρώτο p. Συχνά ϑα τον
συµβολίζουµε µε ϑp(n).

Αφού κάθε ακέραιος a < {0, ±1}, γράφεται στη µορφή a = ε · n, όπου ε ∈ {+1, −1} και n
ϕυσικός, n > 1, έχουµε:

Κάθε ακέραιος a, a < {0, ±1}, γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή

a = ε
∏
p∈P

pϑp(a) , ϑp(a) ≥ 0

σχεδόν όλοι ίσοι µε µηδέν.
Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι και ο 1 έχει µια τέτοια παράσταση µε όλους τους εκθέτες

ϑp(1) = 0 για κάθε p ∈ P .
Αν τώρα a ∈ Q, a , 0, αυτός γράφεται a = εmn όπου ε ∈ {±1} και m, n ϕυσικοί, mn , 0.
Αν m =

∏
p∈Pp

ϑp(m) και n =
∏
p∈P p

ϑp(n) οι κανονικές αναλύσεις των m, n αντίστοιχα, έχουµε

a = ε
∏
p∈P

pϑp(m)−ϑp(n) = ε
∏
p∈P

pϑp(a)
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όπου ϑp(a) ακέραιοι αριθµοί σχεδόν όλοι µηδέν.
Εύκολα αποδεικνύεται ότι η ανάλυση είναι µονοσήµαντη.
Εποµένως, ο ϱητός a, a , 0 είναι ακέραιος ακριβώς τότε όταν ϑp(a) ≥ 0 για κάθε p ∈ P.
Στη συνέχεια αποδεικνύουµε την

Πρόταση 1.7.3. Αν a, b ακέραιοι αριθµοί, διάφοροι του µηδενός, τότε b|a ακριβώς τότε όταν
ϑp(b) ≤ ϑp(a), για κάθε p ∈ P

Απόδειξη. Ο b διαιρεί τον a ακριβώς τότε όταν ο ϱητός a
b είναι ακέραιος. Αν a = εa

∏
p∈P p

ϑp(a)

και b = εb
∏
p∈P p

ϑp(b) οι κανονικές αναλύσεις των a και b η κανονική ανάλυση του ϱητού a/b
είναι

a

b
= ε′

∏
p∈P

pϑp(a)−ϑp(b) (ε′ = εa εb)

Ο αριθµός αυτός είναι ακέραιος ακριβώς τότε όταν ϑp(a) − ϑp(b) ≥ 0, για κάθε p ∈ P, δηλαδή
όταν ϑp(a) ≥ ϑp(b) για κάθε πρώτο p. �

Προκειµένου να ισχύει το κριτήριο και στις περιπτώσεις που a = 0 ή b = 0 εισάγουµε µια
τυπική κανονική ανάλυση και για το µηδέν. Επειδή κάθε ακέραιος b διαιρεί το µηδέν, ϑα πρέπει,
αν 0 =

∏
p∈P p

ϑp(0), να ισχύει ϑp(b) ≤ ϑp(0) για κάθε πρώτο p και κάθε ακέραιο b(b , 0).
Για να ισχύει αυτό ϑα πρέπει να ορίσουµε ϑp(0) = ∞, για κάθε p ∈ P. Εποµένως ορίζουµε,

εντελώς τυπικά,
0 =

∏
p∈P

p∞.

Σηµείωση: Το κριτήριο διαιρετότητας µε τον παραπάνω ορισµό ισχύει και όταν b = 0 (τότε
a , 0) διότι 0|a ισχύει µόνο όταν a = 0, οπότε έχουµε b|a.

⇔ ∞ ≤ ϑp(a) ⇔ ϑp(a) = ∞ ∀p ∈ P
⇔ a = 0

Η επόµενη πρόταση εκφράζει τον ΜΚ∆ και το ΕΚΠ δύο ακέραιων υπο το ϕως των καινούργιων
δεδοµένων

Πρόταση 1.7.4. Αν a, b µη-µηδενικοί ακέραιοι και

a = εa
∏
p∈P

pϑp(a) b = εb
∏
p∈P

pϑp(b)

οι κανονικές αναλύσεις τους, τότε

(a, b) =
∏
p∈P

pmin{ϑp(a), ϑ(b)} και [a, b] =
∏
p∈P

pmax{ϑp(a), ϑ(b)}

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι απλή επαλήθευση των απαιτήσεων του ορισµού των ΜΚ∆ και ΕΚΠ
αντίστοιχα. �

Η πρόταση 1.7.4 είναι χρήσιµη για την απόδειξη ιδιοτήτων του ΜΚ∆ και του ΕΚΠ. Για παράδειγµα
η πρόταση 1.5.14 αποδεικνύεται αµέσως αφού ϑp(|a b|) = ϑp(a) + ϑp(b) = min{ϑp(a), ϑp(b)} +

max{ϑp(a), ϑp(b)} για κάθε p ∈ P.
∆εν είναι όµως πρακτική αφού προϋποθέτει την δυνατότητα εύρεσης της παραγοντοποίησης,

κάτι το οποίο είναι εξαιρετικά δύσκολο, όπως ϑα δούµε παρακάτω.
Τέλος είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε αυτό που έχουµε ήδη υποσχεθεί.
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Πρόταση 1.7.5. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4l + 3, l ∈ Z

Απόδειξη. Η µέθοδος είναι και πάλι η απαγωγή στο άτοπο.
΄Εστω ότι υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους, p1, p2, . . . , ps. Σχηµατίζουµε τον ϕυσικό αριθµό

n := 4p1p2 . . . ps − 1

Ο αριθµός αυτός, σύµφωνα µε την πρόταση 1.7.1, αναλύεται µονοσήµαντα σε γινόµενο πρώτων
παραγόντων.

Ισχυρίζοµαστε ότι ένας τουλάχιστο από τους παράγοντες είναι της µορφής

4l + 3.

Αν ήταν της µορφής 4l + 1, τότε και το γινόµενό τους ϑα ήταν αριθµός της µορφής 4l + 1, δηλαδή
και ο n, άτοπο. ΄Εστω λοιπόν p πρώτος, p|n και p της µορφής 4l + 3. Ο p ϑα είναι κάποιος από
τους pi , i ∈ {1, 2, . . . , s}. Εποµένως p|4p1p2 . . . ps και p|n = 4p1p2 . . . ps−1. Τελικά ο p|1, άτοπο.

Συνεπώς υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4l + 3, l ∈ Z.
Σηµείωση: Η παραπάνω ιδέα δεν µπορεί να εφαρµοστεί για να µας δώσει την ύπαρξη απειρίας

πρώτων της µορφής
4l + 1, l ∈ Z.

Αυτό διότι το γινόµενο δύο ακέραιων της µορφής 4l + 3 είναι αριθµός της µορφής 4l + 1.
Την περίπτωση αυτή ϑα την εξετάσουµε αργότερα. �

Πρόταση 1.7.6. Αν a, b και c ϑετικοί ακέραιοι µε (b, c) = 1 και an = bc, για κάποιον ϕυσικό
n > 1 τότε υπάρχουν ακέραιοι a1, a2, πρώτοι µεταξύ τους όπου a = a1a2 και τέτοιοι ώστε b = an1
και c = an2 .

Απόδειξη. Αν b = 1 είτε c = 1 η πρόταση είναι ϕανερή. Εποµένως, ας υποθέσουµε ότι b > 1 και
c > 1. Τότε και a > 1. Γράφουµε τη µονοσήµαντη ανάλυση σε γινόµενο πρώτων των b, c.

Λόγω της υπόθεσης ότι (b, c) = 1 οι αριθµοί b, c δεν έχουν κοινό πρώτο παράγοντα.

b = pb1
1 pb2

2 . . . pbss , c = qc11 qc22 . . . qcll

(pi , qj ∀i = 1, 2, . . . , s και ∀j = 1, 2, . . . , l)
Η υπόθεση ότι an = bc και το µονοσήµαντο της ανάλυσης σε γινόµενο πρώτων µας δίνουν ότι

a = pr11 . . . p
rs
s q

s1
1 q

s2
2 . . . qsll

και ότι
pnr11 pnr22 . . . pnrss qns1

1 qns2
2 . . . qnsll = pb1

1 p
b2
2 . . . pbss q

c1
1 q

c2
2 . . . qcll ,

δηλαδή bi = nri για i = 1, 2, . . . s και ci = nsi για i = 1, 2, . . . , l. Συνεπώς, αν a1 = pr11 . . . p
rs
s

και a2 = qs1
1 . . . qsll τότε a = a1a2 και b = an1 , c = an2 . �

΄Αµεση συνέπεια της πρότασης είναι το ακόλουθο

Πόρισµα 1.7.7. ΄Εστω m ≥ 2 και b1, b2, . . . , bm ϑετικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο και
a ∈ Z ώστε

an = b1b2 · · · bm .

Τότε υπάρχουν m ακέραιοι ci για τους οποίους ισχύει bi = cni για κάθε i = 1,2, . . . , m.
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Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς m.
Για m = 2 ισχύει από την προηγούµενη πρόταση. ΄Εστω ότι ισχύει για m −1. Θα αποδείξουµε

ότι ισχύει και για m. Πράγµατι αν

an = b1b2 · · · bm−1bm ,

επειδή (bm , b1b2 · · · bm−1) = 1 έπεται ότι

bm = cnm και b1b1 · · · bm−1 = dn (a = cmd).

Λόγω της υπόθεσης της µαθηµατικής επαγωγής bi = cni για i = 1,2, . . . , m − 1. Συνεπώς bi = cni ,
για i = 1,2, . . . , m − 1, m. �

1.7.1 Ασκήσεις

1. Αν n ϕυσικός αριθµός n > 1 και

n =

n∏
i=1

pnii ,

ni > 0 η κανονική παράσταση αυτού, να αποδείξετε ότι ο n είναι τέλειο τετράγωνο ακριβώς
όταν 2 | ni , για κάθε i = 1,2, . . . , s/

2. Αν p ∈ P να αποδείξετε ότι p |
(
p
k

)
για κάθε k = 1,2,3, . . . , p − 1.

3. Αν p | ap − bp, p ∈ P να αποδείξετε ότι τότε p2 | ap − bp.

4. Αν n ∈ N, n > 1, πόσα Ϲευγάρια ϑετικών ακέραιων υπάρχουν ώστε [a, b] = n;

5. Αν k, `,m ϑετικοί ακέραιοι να αποδειχτεί ότι :

max k, `,m = k + ` +m −min(k, `) −min(k,m) −min(`,m) + min(k, `,m).

Συµπεράνετε ότι

[k, `, n] =
k`m[k, `,m]

[k, `][k,m][`,m]
.

6. Αν a,m, n ϑετικοί ακέραιοι, a > 1 να αποδειχτεί ότι

(am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.
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2
∆ιοφαντικές Εξισώσεις

2.1 Εισαγωγή

∆ιοφαντική εξίσωση ϑα λέγεται κάθε πολυωνυµική εξίσωση της µορφής

f (x1, x2, . . . , xn) = 0 (2.1.1)

όπου f (x1, x2, . . . , xn) πολυώνυµο µε συντελεστές ακέραιους αριθµούς.
Κάθε n-άδα ακέραιων (x1, x2, . . . , xn) η οποία επαληθεύει την (2.1.1) ϑα λέγεται µία λύση της

(2.1.1).
Λύση της εξίσωσης (2.1.1), ϑα λέγεται η εύρεση όλων των ακέραιων λύσεων αυτής.
Βέβαια, δεν είναι πάντοτε δυνατή η λύση µιας διοφαντικής εξίσωσης. Συχνά τίθενται ασθενέ-

στερα ερωτήµατα όπως:

1. ΄Εχει η εξίσωση (2.1.1), λύση ή όχι ;

2. Αν έχει λύσεις, είναι το πλήθος αυτών πεπερασµένο ή άπειρο ;

3. Αν το σύνολο των λύσεων είναι άπειρο, µπορεί να δοθεί παραµετρικά ;

4. Αν το σύνολο των λύσεων είναι πεπερασµένο, τότε µπορεί να ϐρεθεί ένα ανώτερο ϕράγµα πέ-
ϱα από το οποίο δεν υπάρχουν λύσεις, ή ο ακριβής αριθµός των λύσεων ή, ακόµη καλύτερα,
όλες οι λύσεις ;

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε µερικές απλές διοφαντικές εξισώσεις.

Σηµείωση 2.1.1. Ο χαρακτηρισµός των εξισώσεων ως «διοφαντικές» αποτελεί απόδοση τιµής στο
µαθηµατικό ∆ιόφαντο που έζησε κατά τον 3ο µ.Χ. αιώνα. Θεωρείται ο πατέρας της ΄Αλγεβρας.
Το σηµαντικότερο έργο του είναι τα «Αριθµητικά» του. Το έργο του χωρίζεται σε δεκατρία ϐιβλία.
Περιέχουν 189 προβλήµατα. Ο ∆ιόφαντος αναπτύσσει τη µεθοδολογία του λύνοντας συγκεκριµέ-
να αριθµητικά προβλήµατα. Κατά τον 15ο αιώνα τα «Αριθµητικά» µεταφράστηκαν στα Λατινικά.
Πάνω σε ένα τέτοιο αντίγραφο, δίπλα στο περιθώριο των σελίδων του σηµείωνε ο Fermat τις πα-
ϱατηρήσεις του, κάτι που σηµατοδοτεί τη γένεση της Θεωρίας Αριθµών στους νεώτερους χρόνους.

Στα νέα Ελληνικά έχουν εκδοθεί από τον Ευάγγελο Σταµάτη, «∆ιοφάντου Αριθµητικά» Οργα-
νισµός Εκδόσεων ∆ιδακτικών Βιβλίων, Εν Αθήναις 1953.
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Σχήµα 2.2.1: ∆ιόφαντος ο Αλεξανδρεύς, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα λόγω παρέλευσης
70 ετών από τον ϑάνατο του δηµιουργού.

Πάρα πολύ ευχάριστα διαβάζεται και το ϐιβλίο της Isabella Grigoryevna Bashmakova, Dio-
phantus and Diophantine Equations [3] (µετάφραση από τα ϱωσικά του A. Shenitzer, The Mathe-
matical Association of America, 1997. Του ϐιβλίου αυτού υπάρχει µετάφραση και στα γερµανικά.
Μάλιστα σύντοµα ϑα κυκλοφορήσει και στα Ελληνικά.)

Τέλος, ϑα πρέπει να σηµειώσουµε ότι πριν από περίπου 30 χρόνια ϐρέθηκαν τέσσερα από τα
χαµένα ϐιβλία των αριθµητικών στα αραβικά. Αγγλική µετάφραση τους περιέχεται στο Sesiano
J. Books IV to VII of Diophantus Arithmetica: In the Arabic Translation attributed to Qustâ Ibn
Lûqâ, Springer, New York 1982.

2.2 Γραµµικές διοφαντικές εξισώσεις

Η γενική γραµµική διοφαντική εξίσωση έχει τη µορφή,

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = c (2.2.1)

όπου a1, a2, . . . , an, c ακέραιοι αριθµοί.
Θα ξεκινήσουµε από ένα πρόβληµα που πρότεινε ο Euler στα 1770.
«Να αναλυθεί ο αριθµός 100 σε αθροίσµατα δύο ϑετικών προσθετέων a και b τέτοιων ώστε ο

ένας να είναι διαιρετός µε 7 και ο άλλος µε 11»
Θα πρέπει, ο a = 7x, x ∈ Z, ≥ 1 και b = 11y, y ≥ 1. ∆ηλαδή ϑα πρέπει να ϐρούµε τις λύσεις

της γραµµικής διοφαντικής εξίσωσης

7X + 11Y = 100

ϕυσικά µε τους περιορισµούς x ≥ 1, y ≥ 1.
Πρώτα απ΄ όλα ϑα µελετήσουµε την ειδική περίπτωση, για n = 2. Το ερώτηµα είναι, πότε η

διοφαντική εξίσωση
aX + bY = c (2.2.2)

έχει λύση ;
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΄Εστω d := (a, b). Αν (x, y) µία λύση της (2.2.2) τότε επειδή d|a και d|b έπεται ότι

d|ax + by = c

Εποµένως, αν η εξίσωση (2.2.2) έχει λύση τότε κατ΄ ανάγκη d|c. Ισχύει και το αντίστροφο.
Αν d = (a, b)|c, τότε c = ds, s ∈ Z.
Λόγω της (1.5.3), υπάρχουν ακέραιοι x0, y0 τέτοιοι ώστε d = ax0 + by0. Εποµένως,

c = ds = (ax0 + by0)s = a(x0s) + b(y0s)

δηλαδή η (2.2.2) έχει τη λύση X = x0s και Y = y0s.
Συνεπώς, έχουµε αποδείξει ότι

Πρόταση 2.2.1. Η διοφαντική εξίσωση (2.2.2) έχει λύση ακριβώς τότε όταν ο (a, b)|c.

Αν η εξίσωση (2.2.2) έχει µία λύση, τότε πόσες και ποιες είναι οι λύσεις αυτής ;

Πρόταση 2.2.2. Αν (x0, y0) λύση της (2.2.2), τότε η εξίσωση έχει άπειρες λύσεις οι οποίες δίνονται
από τους τύπους

xk = x0 + (b/d)k, yk = y0 − (a/d)k, k ∈ Z.

Απόδειξη. Αν (x ′, y′) οποιαδήποτε άλλη λύση ϑα έχουµε ax0 + by0 = c και ax ′ + by′ = c.
Εποµένως, a(x ′ − x0) = b(y′ − y0). Αν d = (a, b) και γράψουµε a = da′ και b = db′, a′, b′ ∈ Z,
τότε (a′, b′) = 1.

Εποµένως, έχουµε a′(x ′ − x0) = b′(y′ − y0) και συνεπώς, από (1.5.5-2) a′|(y0 − y′), δηλαδή
υπάρχει ακέραιος k τέτοιος ώστε y0 − y′ = a′k. Η παραπάνω σχέση γράφεται x ′ − x0 = b′k, x ′ =

x0 + b′k οπότε και y′ = y0 − a′k.
Αποδείξαµε ότι η λύση (x ′, y′), γράφεται στη µορφή

x ′ = x0 +
(
b
d

)
k

y′ = y0 −
(
a
d

)
k


για κάποιο ακέραιο k, τέλος παρατηρούµε ότι για κάθε ακέραιο k το (xk , yk) είναι λύση της
(2.2.2). �

Πόρισµα 2.2.3. Αν (a, b) = 1 η (2.2.2) έχει πάντοτε λύση και αν (x0, y0) µία λύση αυτής, τότε
όλες οι λύσεις δίνονται από  xk = x0 + bk

yk = y0 − ak

 , k ∈ Z
Αποµένει, µέχρι στιγµής, αναπάντητο το ερώτηµα, πώς ϑα ϐρούµε µια λύση (x0, y0) της εξίσωσης
(2.2.2). Η απάντηση όµως είναι εύκολη. Γράφουµε τον (a, b) = ax1 + by1, οπότε(

x0 = x1 ·
c

d
, y0 = y1 ·

c

d

)
είναι η Ϲητούµενη λύση.
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Ας γυρίσουµε τώρα στο αρχικό µας παράδειγµα. (7, 11) = 1, άρα η εξίσωση έχει λύση. 11 =

7+4, 7 = 4+3, 4 = 3+1, 3 = 1·3+0, 1 = 4−3 = 4−(7−4) = 2·4−1 = 2(11−7)−7 = 2·11−3·7.
Εποµένως, x = −3 και y = 2, δηλαδή (x0 = −300, y0 = 200) είναι µία λύση.

΄Ολες οι λύσεις είναι,
xk = −300 + 11k yk = +200 − 7k.

Εξετάζουµε ποιες από αυτές τις λύσεις είναι ϑετικές.

−300 + 11k > 0 και 200 − 7k > 0.

Το σύστηµα αυτό των ανισοτήτων δίνει :

27 +
3
11

< k < 28 +
4
7

Η µόνη ακέραια τιµή του k, στο διάστηµα αυτό είναι k = 28 η οποίας µας δίνει τη λύση

x = 8 και y = 4

Συνεπώς η λύση στο πρόβληµα του Euler είναι (7 · 8 = 56 και 4 · 11 = 44).
Παρατηρήσεις

1. Η παραµετρικοποίηση των λύσεων δεν είναι µονοσήµαντη. Αν στη λύση του παραδείγµατος
ϑέσουµε k = 28 − l ϐρίσκουµε xl = 8 − 11l και yl = 4 + 7l, l ∈ Z.

2. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι η εξίσωση (2.2.1) έχει ακέραια λύση ακριβώς τότε όταν ο (a1, a2, . . . , an)|c.
Το αποτέλεσµα αυτό ανάγεται [4, σελ. 184] στον Gauss (1801).

3. Η εύρεση των λύσεων µιας εξίσωσης της µορφής (2.2.1), για n > 2, ανάγεται σε επίλυση
εξίσωσης δύο µεταβλητών και µελετάται στην επόµενη παράγραφο.

4. Πλήρη λύση της εξίσωσης (2.2.2) εµφανίζεται για πρώτη ϕορά στο έργο των Ινδών αστρο-
νόµων Aryabhata και Brahmagupta τον 6ο µ.Χ. αιώνα. Η µέθοδός τους στηρίζεται στον
αλγόριθµο του Ευκλείδη.

Κατά παράδοξο τρόπο δεν αναφέρεται ούτε στον Ευκλείδη ούτε στον ∆ιόφαντο, παρά το ότι
και οι δύο έχουν ασχοληθεί µε πολύ πιο δύσκολες εξισώσεις (ανώτερου ϐαθµού).

2.2.1 Γραµµικές ∆ιοφαντικές εξισώσεις n-µεταβλητών.

Πρόταση 2.2.4. Αν a1, a2, . . . , an(n ≥ 2), µη-µηδενικοί ακέραιοι και b ακέραιος, τότε η γραµµική
διοφαντική εξίσωση

a1X1 + a2X2 + · · · + anXn = b

έχει λύση, ακριβώς τότε όταν ο d := (a1, a2, . . . , an) | b. ΄Οταν έχει λύση, το πλήθος των λύσεων
είναι άπειρο και µάλιστα δίνεται µέσω (n − 1)-παραµέτρων.

Απόδειξη. Αν (x1, x2, . . . , xn) µια λύση της εξίσωσης, τότε από τη σχέση

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b,

και το γεγονός ότι d | ai για κάθε i = 1,2, . . . , n έπεται ότι d | b. Εποµένως, αν d - b, τότε η
εξίσωση δεν έχει λύση.
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Σχήµα 2.2.2: Aryabhata και Brahmagupta Copyright:Public Domain, Τα παρόντα έργα α-
ποτελούν κοινό κτήµα (public domain). Πηγή: Wikimedia Commons https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:2064_aryabhata-crp.jpg και https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Brahmagupta.jpg

Στην συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι αν d | b τότε η εξίσωση επιδέχεται (n − 1)-παραµετρική
απειρία λύσεων. Η απόδειξη ϑα γίνει επαγωγικά ως προς n.

Η πρόταση ισχύει για n = 2 από την πρόταση 2.2.2.
Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για κάθε γραµµική διοφαντική εξίσωση n-αγνώστων. Θεω-

ϱούµε τη γραµµική διοφαντική εξίσωση (n + 1)-αγνώστων

a1X1 + a2X2 + · · · + anXn + an+1Xn+1 = b

και υποθέτουµε ότι ο d := (a1, a2, . . . , an, an+1) | b. Αν d1 := (a1, a2), τότε το σύνολο των γραµµι-
κών συνδυασµών

{a1x1 + a2x2|x1 ∈ Z, x2 ∈ Z} = {d1 · y|y ∈ Z},

Εποµένως η αρχική διοφαντική εξίσωση ανάγεται στην

d1y + a3X3 + · · · + anXn + an+1Xn+1 = 0.

Ο (d1, a3, . . . , an, an+1) =
(
(a1, a2), a3, . . . , an, an+1

)
= (a1, a2, . . . , an, an+1) | b. Εποµένως, σύµ-

ϕωνα µε την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής, η τελευταία εξίσωση επιδέχεται (n − 1)-
παραµετρική απειρία λύσεων. Συνεπώς και η αρχική επιδέχεται n-παραµετρική απειρία λύσεων.

Πρακτικά, για να λύσουµε τη διοφαντική εξίσωση, εφαρµόζουµε τη διαδικασία της απόδειξης.
�

Παράδειγµα. Να επιλυθεί η διοφαντική εξίσωση

5X1 + 6X2 + 3X3 + 4X4 = 15.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:2064_aryabhata-crp.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:2064_aryabhata-crp.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Brahmagupta.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Brahmagupta.jpg
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Υπολογίζουµε (5,6) = 1. Θεωρούµε τη διοφαντική εξίσωση

5X1 + 6X2 = y, y ∈ Z.

Οι λύσεις αυτής είναι :
X1 = −y + 6t, X2 = y − 5t, t ∈ Z.

Από την αρχική εξίσωση προκύπτει

Y + 3X3 + 2X4 = 15.

Θέτουµε Y + 3X3 =: Z. Η επίλυση αυτής µας δίνει

y = 4z + 3u
x3 = −z − u, u ∈ Z.

Η αρχική µετασχηµατίζεται στη συνέχεια στην

Z + 2X4 = 15,

της οποίας οι λύσεις είναι

z = −15 + 2φ
x4 = 15 − φ, φ ∈ Z

Τελικά έχουµε:

x1 = 6y − 3z − 8φ + 60
x2 = −5y + 3z + 8φ − 60
x3 = 15 − z − 2φ
x4 = 15 − φ, y, z, φ ∈ Z.

Ισοδύναµα 
x1
x2
x3
x4

 =


60
−60
15
15

 +


6
−5
0
0

 y +


−3
3
−1
0

 z +


−8
8
−2
−1

φ, y, z, φ ∈ Z.

Παρατήρηση 2.2.5. 1. Πολύ πιο εύκολα ϑα µπορούσαµε να λύσουµε την εξίσωση ως εξής :
Από

2X4 = 15 − 5X1 − 6X2 − 3X3

έπεται ότι
X4 = 7 − 2X1 − 3X2 − X3 +

1 − X1 − X3

2
.

Επειδή X4 ∈ Z, έπεται ότι
1 − X1 − X3 = 2y, y ∈ Z.
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Εποµένως,

X1 = 1 − X3 − 2y
X2 = X2

X3 = X3

X4 = 5 + X3 − 3X2 + 5y, X2, X3, y ∈ Z

ή 
X1
X2
X3
X4

 =


1
0
0
5

 +


−2
0
0
5

 y +


0
1
0
−3

X2 +


−1
0
1
1

X3 y, X2, X3 ∈ Z.

2. Για την επίλυση γραµµικών διοφαντικών εξισώσεων και συστηµάτων εφαρµόζονται συχνά
µέθοδοι της Γραµµικής ΄Αλγεβρας. Τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη παραπέµπουµε στα [5,
σελ. 140-141] και [5, σελ. 178-181] και [6, σελ. 214-230]

2.3 Πυθαγόρειες τριάδες

Σε όλους είναι γνωστό το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα. Αν x, y, z είναι µήκη των πλευρών ορθογωνίου
τριγώνου τότε επαληθεύουν την εξίσωση

X2 + Y 2 = Z2 (2.3.1)

Η διοφαντική εξίσωση (2.3.1), είναι δευτέρου ϐαθµού. Για προφανείς λόγους µας ενδιαφέρουν
µόνο ϑετικές ακέραιες λύσεις.

Είναι ϕανερό ότι µια τέτοια λύση είναι η (3, 4, 5).

Ορισµός. Τριάδες ϑετικών ακέραιων (x, y, z) οι οποίες επαληθεύουν την (2.3.1) ϑα λέγονται
πυθαγόρειες τριάδες.

Αν (x, y, z) πυθαγόρεια τριάδα και d ∈ Z, τότε και η (dx, dy, dz) είναι επίσης πυθαγόρεια
τριάδα, αφού (dx)2 + (dy)2 = (dz)2.

Εποµένως και οι τριάδες (6, 8, 10) (9, 12, 15), . . . είναι επίσης πυθαγόρειες.
Αν γνωρίζουµε όλες τις πυθαγόρειες τριάδες (a, b, c) για τις οποίες (a, b, c) = 1, τότε γνωρί-

Ϲουµε και όλες τις λύσεις της (2.3.1).

Ορισµός. Μία πυθαγόρεια τριάδα (a, b, c) ϑα λέγεται πρωταρχική ή πρωτογενής (primitive) όταν

(a, b, c) = 1

Η (3, 4, 5) λοιπόν είναι πρωταρχική. Υπάρχουν και άλλες ; Η απάντηση είναι «ναι».
Οι πυθαγόρειες τριάδες (5, 12, 13), (8, 5, 17), (7, 24, 25), (9, 40, 41) είναι πρωταρχικές.
Αν (x, y, z) πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα, τότε ένας ακριβώς από τους x, y ϑα είναι άρτιος

και ο άλλος περιττός.
Πράγµατι, αν x και y άρτιοι, τότε και z άρτιος, οπότε (x, y, z) ≥ 2, άτοπο.
Αν πάλι x και y περιττοί τότε x2 = 1 + 4l, l ∈ Z και y2 = 1 + 4m, m ∈ Z, οπότε z2 = x2 + y2 =

2 + 4t, t ∈ Z. Αυτό όµως είναι αδύνατο, αφού το τετράγωνο ακέραιου είναι πάντοτε της µορφής 4l
ή 4l + 1, l ∈ Z.
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Σχήµα 2.3.1: Περιγεγραµµένος Κύκλος

Απάντηση στο πρόβληµα της εύρεσης όλων των πρωταρχικών πυθαγορείων τριάδων µας δίνει
n ακόλουθη.

Πρόταση 2.3.1. Οι ϑετικοί ακέραιοι x, y, z αποτελούν πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα µε y άρτιο
ακριβώς τότε όταν υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι r, s µε r > s, (r, s) = 1 ένας εκ των οποίων είναι
άρτιος και ο άλλος περιττός (ετερότυποι), τέτοιοι ώστε

(x = r2 − s2, y = 2rs, z = r2 + s2)

Απόδειξη. Αφού y άρτιος, τα x και z ϑα είναι περιττοί. Εποµένως z + x και z − x ϑα είναι άρτιοι.
Αν ονοµάζουµε k := z+x

2 ∈ Z και l := z−x
2 ∈ Z έχουµε

k · l =
(z + x)(z − x)

4
=
z2 − x2

4
=
y2

4
=

(y
2

)2
.

Ο (k, l) = 1, διότι αν d := (k, l) > 1 ϑα είχαµε d|k = z + x και d|l = z − x, δηλαδή d|(k + l) = z
και d|(k − l) = x, οπότε (x, z) ≥ d > 1, άτοπο.

Εποµένως, από την πρόταση 1.7.6 προκύπτει ότι k = r2, l = s2 και (r, s) = 1, (αφού (k, l) = 1).
Συνεπώς x = r2 − s2, y = 2rs και z = r2 + s2.

Τέλος, ο ένας από τους r και s είναι άρτιος και ο άλλος περιττός. Αυτό ισχύει διότι δεν είναι
δυνατό να είναι και οι δύο άρτιοι αφού (r, s) = 1, αλλά ούτε και οι δύο περιττοί αφού τότε οι
x, y, z ϑα ήταν άρτιοι και η πυθαγόρεια τριάδα δεν ϑα ήταν πρωταρχική.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι τα x, y, z έχουν τη σωστή µορφή και ϑα αποδείξουµε ότι αποτε-
λούν πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα.

Πρώτα απ΄ όλα είναι ϕανερό ότι x2 + y2 = z2, δηλαδή ότι (x, y, z) πυθαγόρεια τριάδα.
Αν d := (x, y, z) > 1 και p ∈ P τέτοιος ώστε p|d τότε p|x, p|y και p|z. Το p , 2, διότι x περιττός.
Από p|x και p|z, έπεται ότι p|(z + x) και p|(z − x) δηλαδή p|2r2 και p|2s2, οπότε p|(2r2, 2s2) =

2(r, s) = 2, άτοπο.
Συνεπώς η τριάδα (x, y, z) είναι πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα. �

΄Ενα ορθογώνιο τρίγωνο µε µήκη πλευρών ακέραιους ϑα λέγεται πυθαγόρειο τρίγωνο.
Ως µια πρώτη εφαρµογή της Πρότασης 2.3.1 αποδεικνύουµε ότι,

Πόρισµα 2.3.2. Η ακτίνα r του εγγεγραµµένου κύκλου ενός πυθαγόρειου τριγώνου έχει µήκος
ακέραιο αριθµό.
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Απόδειξη. Το εµβαδόν του τριγώνου ABΓ, υπολογιζόµενο µε δύο διαφορετικούς τρόπους, δίνει :

bc = r(a + b + c)

Από την Πρόταση (2.3.1), έχουµε

c = l(r2 − s2), b = 2rsl, a = l(r2 + s2), l, r, s ∈ Z, l ≥ 1, r > s, (r, s) = 1, r . smod2.

Εποµένως και «κατάλληλα» r, s

ρ =
bc

a + b + c
=

2l2rs(r2 − s2)
2lr2 + 2lrs

=
ls(r − s)(r + s)

(r + s)
= ls(r − s) ∈ Z.

�

Ιστορικά 2.3.1

Κατά τον Μεσαίωνα τα µαθηµατικά των αρχαίων Ελλήνων και ϕυσικά και η ϑεωρία αριθ-
µών ξεχάστηκαν. Πάρα πολύ αργότερα τον 17ο αιώνα η Θεωρία Αριθµών ξαναγεννήθηκε.
Αφορµή αποτέλεσε η έκδοση των «Αριθµητικών» του ∆ιοφάντου στο πρωτότυπο ελληνικό
κείµενο µε µετάφραση στα Λατινικά και σχόλια από τον Bachet.
΄Ενα αντίτυπο της έκδοσης αυτής έπεσε στα χέρια του J.P. Fermat (1601-1665). Ο Fermat
µελέτησε συστηµατικά το έργο του ∆ιόφαντου. ∆ίπλα στο περιθώριο του προβλήµατος 8,
Βιβλίο ΙΙ των Αριθµητικών του ∆ιοφάντου, το οποίο αναφέρεται στις Πυθαγόρειες τριάδες :
«Τόν ἐπιταχθέντα τετράγωνον διελεῖν εἰς δύο τετραγώνους.»
(Να αναλύσετε δοθέν τέλειο τετράγωνο σε (άθροισµα) δύο τέλειων τετραγώνων) ο Fermat
συµπλήρωσε, στα Λατινικά, τα ακόλουθα:
‘‘ Cubum in duos cubos aut quadro-quadratum in duos quadro-quadratos et genera-
liter nullam in infinitum, ultra quadratum, potestam in duas ejusdem nominis fas est
dividere. Cujus rei demonstrationem mirabilem sone detexi, hanc marginis exiguitas
non caperet.’’
Μετάφραση: « ∆εν είναι δυνατόν να αναλύσουµε έναν κύβο σε άθροισµα δύο κύβων,
ούτε µια τέταρτη δύναµη σε (άθροισµα) δύο τετάρτων δυνάµεων και γενικά µια δύναµη
µεγαλύτερη του δύο σε άθροισµα δύο δυνάµεων µε τον ίδιο εκθέτη. ΄Εχω ανακαλύψει µια
καταπληκτική απόδειξη αυτού, αλλά το περιθώριο (του ϐιβλίου) είναι πολύ µικρό για να
τη χωρέσει. »
Οι σηµειώσεις του Fermat στο αντίτυπο των Αριθµητικών δηµοσιεύτηκαν για πρώτη ϕορά
από τον Samuel Fermat στα 1670. Σε γερµανική µετάφραση έχουν δηµοσιευθεί στο
Pierre de Fermat, Bemerkungen zu Diophant, µετάφραση από τα λατινικά του Max Miller,
Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig 1932.

Σύµφωνα λοιπόν µε τα παραπάνω, ο Fermat διατύπωσε την εικασία του

2.3.1 Εικασία του Fermat

Η διοφαντική εξίσωση
Xn + Y n = Zn, n ≥ 3

δεν έχει, µη- τετριµµένη, δηλαδή για xyz , 0 ακέραια λύση.
Ισχυρίστηκε µάλιστα ότι έχει µια καταπληκτική απόδειξη η οποία όµως δεν χωράει στο περι-

ϑώριο του ϐιβλίου.
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Σχήµα 2.3.2: Εξώφυλλο της έκδοσης των «αριθµητικών» του 1621. Το παρόν έργο αποτελεί κοινό
κτήµα (public domain). Πηγή: Wikimedia Commons https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Diophantus_-_Aritmeticorum_libri_6.,_1670_-_842640.jpeg

Τη «χαµένη αυτή αλήθεια» έψαχναν για αιώνες οι µαθηµατικοί.
Τελικά, η εικασία αποδείχθηκε πλήρως το 1995 [2], [8]. ∆εν επιθυµούµε να αναφερθούµε

σ΄ όλη την πορεία της πραγµατικά γιγαντιαίας αυτής προσπάθειας απόδειξης της εικασίας. Στο
τελικό στάδιο σηµαντικότατη ήταν η συνεισφορά των Gerhard Frey, Jean-Pierre Serre, Kenech
Ribet, Andrew Wiles και Richard Taylor.

Ο ίδιος ο Fermat απέδειξε την εικασία του για n = 4 ότι δηλαδή η X4 + Y 4 = Z4 δεν έχει,
µη-τετριµµένη ακέραια λύση.

Επίσης απέδειξε ότι δεν υπάρχει τρίγωνο µε µήκη πλευρών πυθαγόρεια τριάδα τέτοια ώστε το
εµβαδόν του να είναι τέλειο τετράγωνο. Μία ισοδύναµη έκφραση αυτής της πρότασης, είναι ότι η
διοφαντική εξίσωση

X4 − Y 4 = Z2

δεν έχει, µη-τετριµµένες, ακέραιες λύσεις.
Η απόδειξη της τελευταίας πρότασης γράφηκε στο περιθώριο των «Αριθµητικών» δίπλα στην

άσκηση 20 του Βιβλίου VI.
Ο Fermat χρησιµοποιεί την Πρόταση (2.3.1) (πυθαγόρειες τριάδες) και τη συνδυάζει µε µια

δικής του εµπνεύσεως µέθοδο. Πρόκειται και πάλι για απαγωγή στο άτοπο. Αν υποθέσουµε
ότι υπάρχει τουλάχιστον µια µη-µηδενική, λύση στο σύνολο των ϑετικών ακέραιων, τότε από το
σύνολο των λύσεων διαλέγουµε εκείνη η οποία έχει ελάχιστη τιµή σε έναν από τους αγνώστους.
Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι υπάρχει και άλλη, µη-µηδενική, λύση µε µικρότερη τιµή, άτοπο.
΄Αρα η αρχική εξίσωση δεν έχει µη-τετριµµένη λύση.

Ο ίδιος ο Fermat «ϐάφτισε» τη µέθοδό του. Σε ένα γράµµα του προς τον P. De Carcavi (1659),
γράφει :

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Diophantus_-_Aritmeticorum_libri_6.,_1670_-_842640.jpeg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Diophantus_-_Aritmeticorum_libri_6.,_1670_-_842640.jpeg
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«...Μίας και οι γνωστές µέθοδοι (επιλύσεως διοφαντικών εξισώσεων) της ϐιβλιογραφίας δεν αρ-
κούν για την απόδειξη τόσο δύσκολων προτάσεων ϐρήκα έγω έναν πέρα για πέρα δικό µου δρόµο.....
την αποδεικτική αυτή µέθοδο ονόµασα άπειρη κάθοδο (la descente in finie)...»

Η εικασία του Fermat υπήρξε η ατµοµηχανή ανάπτυξης της Θεωρίας Αριθµών από τον 17ο
αιώνα µέχρι σήµερα.

Πρόταση 2.3.3. Η διοφαντική εξίσωση

X4 + Y 4 = Z2

δεν έχει ϑετικές ακέραιες λύσεις.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η εξίσωση έχει τουλάχιστον µια ϑετική ακέραια λύση, έστω (x, y, z). Αν
διαιρέσουµε τα x, y, z µε τον µέγιστο κοινό τους διαιρέτη ϐρίσκουµε µια πρωταρχική λύση της
εξίσωσης. Θα τη συµβολίζουµε και πάλι µε (x, y, z).

Συνεπώς η (x2, y2, z) είναι µια πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα. Χωρίς περιορισµό της γενι-
κότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι το y2 είναι άρτιος. Εποµένως έχουµε

x2 = s2 − t2, y2 = 2st, z = s2 + t2,

µε (s, t) = 1, s > t ο ένας άρτιος και ο άλλος περιττός. Η πρώτη από τις παραπάνω ισότητες
γράφεται x2 + t2 = s2. Αυτό σηµαίνει ότι η (x, t, s) είναι επίσης πυθαγόρεια τριάδα. Επειδή
(s, t) = 1, έπεται ότι η (x, t, s) είναι πρωταρχική επειδή ο x είναι περιττός και ο t ϑα είναι κατ΄
ανάγκη άρτιος. Εποµένως,

x = u2 − v2, t = 2uv, και s = u2 + v2,

όπου (u, v) = 1, u > v ο ένας άρτιος και ο άλλος περιττός. Το y2 τώρα γράφεται

y2 = 2st = 4uv(u2 + v2).

Οι u, v, u2 + v2 είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους. Σύµφωνα λοιπόν µε το πόρισµα 1.7.7 έχουµε

u = x2
1 , v = y2

1 και u2 + v2 = z2
1 ,

δηλαδή
x4

1 + y4
1 = z2

1.

Αυτό σηµαίνει ότι (x1, y1, z1) είναι επίσης µια ϑετική λύση της εξίσωσης x4 + y4 = z2. Αφού η
λύση (x1, y1, z1) είναι ϑετική έπεται ότι z1 > 1.

Εποµένως,
z1 < z

4
1 = (u2 + v2)2 = s2 < s2 + t2 = z.

Εδώ η µέθοδος έχει δυο (ισοδύναµες) παραλλαγές. ΄Η ϑα υποθέσουµε ότι η (x, y, z) είναι µια λύση
µε τον ελάχιστο ϕυσικό αριθµό z και καταλήξαµε σε άτοπο, άρα δεν υπάρχει λύση ή συνεχίζουµε
και κατασκευάζουµε µια άπειρη γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών

z > z1 > z2 > · · · > zn > zn+1 > · · ·

το οποίο αντιβαίνει στην αρχή του ελαχίστου. �
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Πόρισµα 2.3.4. Η «εικασία» του Fermat είναι αληθής για n = 4.

Απόδειξη. Αν υπήρχε ϑετική λύση (x, y, z) της x4 + y4 = z4 τότε η (x, y, z2) ϑα ήταν ϑετική λύση
της x4 + y4 = z2, άτοπο. �

Παρατήρηση 2.3.5. Αν 4 | n και η διοφαντική εξίσωση Xn + Y n = Zn είχε ϑετική λύση τότε ϑα
είχε και η X4 + Y 4 = Z4, άτοπο.

Με την µέθοδο της καθόδου µπορούµε ακόµα να αποδείξουµε

Πρόταση 2.3.6. Η διοφαντική εξίσωση

X4 − Y 4 = Z2

δεν έχει ϑετική ακέραια λύση.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι έχει ϑετικές λύσεις. Επιλέγουµε µία (x, y, z) µε το µικρότερο x. ∆εν
χάνουµε τίποτα αν υποθέσουµε ότι (x, y) = 1. Εποµένως η (x2, z, y2) είναι µια πρωταρχική πυθα-
γόρεια τριάδα. Ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις : Αν ο y είναι περιττός τότε

y2 = s2 − t2, z = 2st, x2 = s2 + t2,

µε s, t πρώτοι µεταξύ τους, ο ένας άρτιος ο άλλος περιττός. Εποµένως,

s4 − t4 = (xy)2,

δηλαδή η τριάδα (s, t, xy) αποτελεί λύση της εξίσωσης µε s < x, άτοπο.
Αν ο y είναι άρτιος τοτε

y2 = 2st, z = s2 − t2, x2 = s2 + t2,

µε s, t πρώτοι µεταξύ τους, ο ένας άρτιος και ο άλλος περιττός. Αν ο t είναι περιττός, τότε
(2s, t) = 1. Εποµένως 2s = (2u)2 και t = v2 αφού y = 2st. Συνεπώς,

x2 = 4u4 + v4,

από την οποία σχέση συµπεραίνουµε ότι η τριάδα (2u2, v2, x) είναι µια πρωταρχική πυθαγόρεια
τριάδα.

΄Αρα 2u2 = 2ml, v2 = m2 − l2, x = m2 + l2, όπου m, l πρώτοι µεταξύ τους, ο ένας άρτιος και ο
άλλος περιττός. Η σχέση u2 = ml συνεπάγεται ότι m = a2, l = b2, δηλαδή a4 − b4 = v2 λύση της
εξίσωσης µε a < x, άτοπο.

Αν τώρα ο t είναι άρτιος, τότε ο (s,2t) = 1, εποµένως s = u2, 2t = (2v)2 και όπως παραπάνω
x2 = u4 + 4v4, δηλαδή ο (u2,2v2, x) πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα. Εποµένως,

u2 = m2 − l2, 2v2 = 2ml και x = m2 + l2,

µε m, l πρώτους µεταξύ τους ο ένας άρτιος ο άλλος περιττός. Επειδή v2 = ml και (m, l) = 1 έπεται
ότι m = a2, l = b2 και συνεπώς a4 − b4 = u2, δηλαδή και πάλι έχουµε λύση της εξίσωσης (a, b, u)
µε a < x, άτοπο. �

Πόρισµα 2.3.7. ∆εν υπάρχει πυθαγόρειο τρίγωνο µε εµβαδό τέλειο τετράγωνο.
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Απόδειξη. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι x, y, z για τους οποίους να
ισχύει :

x2 + y2 = z2 και xy = 2m2, m ∈ Z, m ≥ 1

τότε (x +y)2 = z2 +4m2 και (x −y)2 = z2−4m2. Εποµένως, z4− (2m)4 = ((x +y)(x −y))2, δηλαδή
η εξίσωση

X4 − Y 4 = Z2,

έχει ϑετική ακέραια λύση άτοπο λόγω της αλήθειας της πρότασης 2.3.6. �

Η εικασία του Fermat για n = 3 αποδείχθηκε από τον Euler. Η απόδειξη του δηµοσιεύτηκε
στα 1770.

Ο Euler διατύπωσε την εικασία ότι ούτε η εξίσωση

X4 + Y 4 + Z4 = W4

έχει, µη-τετριµµένη ακέραια λύση.
Μάλιστα τη γενίκευσε στην
Εικασία του Euler . Για κάθε ακέραιο n, n > 0 το άθροισµα (n−1) n-στων δυνάµεων δεν είναι

n-στη δύναµη ακέραιου.
Ο ίδιος ο Euler γράφει : «...Σε πολλούς Γεωµέτρες ϑεωρήθηκε ότι το ϑεώρηµα αυτό (το τελευ-

ταίο ϑεώρηµα του Fermat) ϑα µπορούσε ίσως να γενικευτεί. ΄Οπως ακριβώς δεν υπάρχουν δύο
κύβοι των οποίων το άθροισµα ή η διαφορά να είναι ένας κύβος, είναι αδύνατον να εκφραστεί
το άθροισµα τριών διτετράγωνων αριθµών ως ένας διτετράγωνος αριθµός. Αλλά ότι τουλάχιστον
τέσσερις διτετράγωνοι απαιτούνται για να είναι δυνατόν να είναι το άθροισµα τους διτετράγωνος
αριθµός, παρά το ότι µέχρι σήµερα κανείς δεν έδωσε ένα ανάλογο παράδειγµα. Ανάλογα ϕαίνε-
ται ότι είναι αδύνατον να εκφραστεί το άθροισµα τεσσάρων πέµπτων δυνάµεων ακέραιων ως µια
πέµπτη δύναµη και το αντίστοιχο για µεγαλύτερες δυνάµεις.»

Από την εποχή του Euler δεν σηµειώθηκε καµµία πρόοδος σχετικά µε την εικασία µέχρι το
1911 όταν ο R. Norrie απέδειξε ότι

304 + 1204 + 2724 + 3154 = 3534.

Στα 1966 οι Lander και Parkin απέδειξαν ότι η Εικασία του Euler δεν ισχύει για n = 5. Μια,
µη-τετριµµένη λύση είναι η (27, 84, 110, 133, 144).

Το 1986 ο Elkies [7] απέδειξε ότι ούτε για n = 4 ισχύει. Απέδειξε µάλιστα ότι έχει άπειρες
λύσεις. ΄Οµως, µέχρι σήµερα µόνο 7 λύσεις είναι γνωστές.

Η λύση που ϐρήκε ο N. Elkies ήταν

26824404 + 153656394 + 187967604 = 206156734

Την ίδια χρονιά ο Roger Frye υπολόγισε την πιο µικρή λύση:

958004 + 2175194 + 4145604 = 4224814

Η εικασία του Euler δεν ισχύει για n = 4 αποδείχτηκε και από τον Don Zagier. Σε πρόσφατο
άρθρο του [1] εξηγεί µε χιουµοριστικό τρόπο γιατί δεν υποβλήθηκε για δηµοσίευση το 1986 και
γιατί αποφάσισε να την δηµοσιεύσει το 2013.

Για n ≥ 6 η εικασία είναι µέχρι σήµερα ανοιχτή.
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2.3.2 Εικασία του Catalan

Στα 1844 ο Βέλγος µαθηµατικός Eugène Catalan διατύπωσε την εικασία, ότι οι µόνοι διαδοχικοί
ακέραιοι οι οποίοι είναι τέλειες δυνάµεις είναι το 8 και το 9. Με άλλα λόγια ότι η διοφαντική
εξίσωση

Xm − Y n = 1 (m > 1, n > 1)

έχει µοναδική µη τετριµµένη λύση xm = 32, yn = 23. Η εικασία αποδείχθηκε πρόσφατα το
2003 σε µια σειρά εργασιών του P. Mihailescu. Για µια παρουσίαση της απόδειξης δες και
την πτυχιακή εργασία της Ε. Συρράκου «Η απόδειξη της εικασίας του Catalan» Μεταπτυχιακή
εργασία, Ηράκλειο 2007.

Παρατηρήσεις

1. Ας ονοµάσουµε το εµβαδόν ενός (πρωταρχικού) πυθαγόρειου τριγώνου, πυθαγόρειο αριθµό.

Αν, δύο πυθαγόρειες τριάδες έχουν τον ίδιο πυθαγόρειο αριθµό και ίσες υποτείνουσες, τότε
οι τριάδες συµπίπτουν.

Πράγµατι, έστω (x1, y1, z1) και (x2, y2, z2) δύο πυθαγόρειες τριάδες µε z1 = z2 και x1y1 =

x2y2, τότε n σχέσεις x2
1 + y2

1 = z2
1 και x2

2 + y2
2 = z2

2 µας δίνουν (x1 − y1)2 = (x2 − y2)2 και
(x1 + y1)2 = (x2 + y2)2.

Συνεπώς, αν υποθέσουµε ότι x1 ≥ y1 και x2 ≥ y2 (χωρίς περιορισµό της γενικότητας),
έχουµε x1 = x2 και y1 = y2.

΄Οµως υπάρχουν (πρωταρχικές) πυθαγόρειες τριάδες, µε διαφορετικές υποτείνουσες που
έχουν το ίδιο εµβαδό.

π.χ. (21, 20, 29) και (35, 12, 37).

Ο Fermat µάλιστα απέδειξε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n, n > 1 υπάρχουν n πυθαγόρειες
τριάδες (όχι κατ΄ ανάγκη πρωταρχικές) οι οποίες έχουν διαφορετικές διακρίνουσες και τον
ίδιο πυθαγόρειο αριθµό [9, σελ. 49 Θεωρ. 2].

2. Είναι εύκολο να υπολογίσουµε όλες τις πυθαγόρειες τριάδες των οποίων ο πυθαγόρειος
αριθµός είναι ίσος µε την περίµετρό του.

Πράγµατι, από το σύστηµα των δύο σχέσεων

x2 + y2 = z2 x + y + z =
1
2
xy

προκύπτει (x − 4)(y − 4) = 8, άρα (x − 4)|8. Αποκλείουµε την περίπτωση x − 4 < 0, οπότε
έχουµε x − 4 = 1, 2, 4, 8, δηλαδή

x = 5, 6, 8 ή 12.

Για τις τιµές αυτές υπολογίζουµε το αντίστοιχο y = 12, 8, 6 ή 5. Εποµένως οι τιµές αυτές
δίνουν τις πυθαγόρειες τριάδες

(5, 12, 13) και (6, 8, 10)

3. Η πυθαγόρεια τριάδα
(9999, 137532, 137895)

είναι ασυνήθιστη, διότι ο πυθαγόρειος αριθµός είναι

687591234

και περιέχει όλα τα ψηφία, πλην του µηδενός.
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2.3.3 Μια διαφορετική προσέγγιση του ϑέµατος των πυθαγόρειων τριάδων.

Αν (x, y, z) Πυθαγόρεια τριάδα, έχουµε

x2 + y2 = z2

Αν τώρα, υποθέσουµε ότι z , 0 και διαιρέσουµε και τα δύο µέλη µε z, έχουµε(x
z

)2
+

(y
z

)2
= 1

Αυτό σηµαίνει ότι οι ϱητοί αριθµοί u = x
z και v =

y
z είναι λύση της διοφαντικής εξίσωσης

U2 + V2 = 1 (2.3.2)

Αν πάλι (u, v) ∈ Q2, λύση της (2.3.2) και γράψουµε τα κλάσµατα οµώνυµα u = x
z , v =

y
z , z ,

0, τότε έχουµε
x2 + y2 = z2

δηλαδή µια πυθαγόρεια τριάδα
(x, y, z) µε z , 0

Θα λύσουµε τώρα την εξίσωση (2.3.2) στο σώµα των ϱητών αριθµών.
Η µέθοδος είναι περισσότερο γεωµετρική και η ιδέα της ανάγεται στον ∆ιόφαντο.
Ο ∆ιόφαντος εφαρµόζει τη µέθοδο αυτή για να λύσει τα προβλήµατα 8 και 9 του Βιβλίου ΙΙ

των «Αριθµητικών» του.
Τα προβλήµατα αυτά είναι : «Τον ἐπιταχθέντα τετραγώνον διελε͂ιν εἰς δύο τετραγώνους»
και
«Τον δοθέντα ἀριθµόν ὅς σύγκειται ἐκ δύο τετραγώνων µεταδιελε͂ιν δύο ἑτέρους τετραγώνους».

[3], [10]
Παρατηρούµε κατ΄ αρχήν ότι η εξίσωση (2.3.2) είναι η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου. ΄Ενα

ϱητό σηµείο της είναι αυτό µε συντεταγµένες (0, −1).
Αν (u, v) τυχαίο σηµείο του κύκλου, (u, v) , (−1, 0). Η ευθεία η οποία περνάει από τα δύο

σηµεία (−1, 0) και (u, v) έχει κλίση t και εξίσωση V = t(U + 1).
Το σηµείο (u, v) είναι λύση του συστήµατος

U2 + V2 = 1
V = t(U + 1) (2.3.3)

Με απαλοιφή του V στο σύστηµα (2.3.3) προκύπτει η εξίσωση

(1 + t2)U2 + 2t2U + (t2 − 1) = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει ϱίζες u = 1−t2
1+t2 και u = −1

Η δεύτερη λύση αντιστοιχεί στο σηµείο (−1, 0). Για u = 1−t2
1+t2 η αντίστοιχη τιµή για το v είναι,

v = 2t
1+t2 .
Παρατηρούµε ότι αν η κλίση t ∈ Q τότε (u, v) ∈ Q2 και αντιστρόφως, η ευθεία που συνδέει

δύο ϱητά σηµεία έχει ϱητή κλίση.
Εποµένως, έχουµε αποδείξει ότι ισχύει η ακόλουθη:
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Πρόταση 2.3.8. ΄Ολες οι ϱητές λύσεις της εξίσωσης U2 + V2 = 1, εκτός του σηµείου (−1, 0),
δίνονται από τον τύπο

(U, V ) =

(
1 − t2

1 + t2
,

2t
1 + t2

)
,

όπου το t διατρέχει όλους τους ϱητούς. (Το σηµείο (−1, 0) προκύπτει από τον παραπάνω τύπο για
t → ∞).

Αν ϑέσουµε t = r
s , µε r, s ∈ Z, s , 0, τότε η λύση (u, v) γράφεται στη µορφή

(u, v) =

(
s2 − r2

s2 + r2 ,
2rs

s2 + r2

)
και αντιστοιχεί στην (όχι κατ΄ ανάγκη πρωταρχική) πυθαγόρεια τριάδα (x, y, z) = (s2− r2, 2rs, s2 +

r2) µε z = s2 + r2 , 0.

Σχήµα 2.3.3: Γεωµετρική Προσέγγιση Πυθαγόρειων Τριάδων

Στο πρόγραµµα sage µπορούµε να υπολογίσουµε πυθαγόριες τριάδες µε ωµή ϐία ως εξής :

SquaresL=[ i^2 for i in range (1 ,50) ]
CP=CartesianProduct ( range (1 ,50) ,range (1 ,50) )
PT=[ [ a [0 ] , a [1 ] , sqrt ( a[0]^2+a [1 ]^2 ) ] for a in CP i f \
a[0]^2+a[1]^2 in SL]

PT
[3 ,4 ,5] , [4 ,3 ,5] , [5 ,12 ,13] , [6 ,8 ,10] , [7 ,24 ,25] , [8 ,6 ,10] ,\
[8 ,15 ,17] , [9 ,12 , 15] , [9 ,40 ,41] , [10 ,24 ,26] , [12 ,5 ,13] , \
[12 ,9 ,15] , [12 ,16 , 20] , [12 ,35 ,37] , [15 ,8 ,17] , [15 ,20 ,25] , \
[15 ,36 ,39] , [16 ,12 , 20] , [16 ,30 ,34] , [18 ,24 ,30] , [20 ,15 ,25] , \
[20 ,21 ,29] , [21 ,20 , 29] , [21 ,28 ,35] , [24 ,7 ,25] , [24 ,10 ,26] , \
[24 ,18 ,30] , [24 ,32 , 40] , [27 ,36 ,45] , [28 ,21 ,35] , [30 ,16 ,34] , \
[32 ,24 ,40] , [35 ,12 , 37] , [36 ,15 ,39] , [36 ,27 ,45] , [40 ,9 ,41]]

2.3.4 Ασκήσεις

1. Κάποιος είχε στο πορτοφόλι του χαρτονοµίσµατα των 20,50,100 ευρώ σε σύνολο χαρο-
νοµισµάτων 15. Το συνολικό ποσό ήταν 690 ευρώ. Πόσα χαρτονοµίσµατα είχε από κάθε
είδος ;
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2. Μια οµάδα 41 ανθρώπων, αντρών, γυναίκών και παιδιών δειπνουν σε κάποια ταβέρνα. Ο
λογαριασµός είναι 400 ευρώ. Κάθε άντρας πληρώνει 40 ευρώ κάθε γυναίκα 30 ευρώ και
κάθε τριάδα παιδιών πληρώνει 10 ευρώ. Πόσοι άνδρες, γυναίκες και παιδιά πήραν µέρος
στο δείπνο ; (Bachet)

3. Να λύσετε το διοφαντικό σύστηµα

x + y + z = 30,
x

3
+
y

2
+ 2z = 30

(Fibonacci, 1228.)

4. ΄Ενας έµπορος αγόρασε τρία είδη εµπορευµάτων και πλήρωσε 4000 ευρώ για συνολικά 100
κοµµάτια. Κάθε κοµµάτι από το πρώτο είδος κοστίζει 120 ευρώ, από το δεύτερο 50 ευρώ
και απο το τρίτο 25 ευρώ. Αν ο έµπορος αγόρασε τουλάχιστον ένα κοµµάτι από κάθε είδος
τότε πόσα κοµµάτια από κάθε είδος είχε αγοράσει ;

5. ΄Ενας ταχυδροµικός υπάλληλος έχει γραµµατόσηµα µόνο των 42 λεπτών και των 63 λεπτών.
Ποιους συνδιασµούς πρέπει να κάνει για να πουλήσει ένα πακέτο ποσού ακριβώς

(αʹ) 10,50 ευρώ·

(ϐʹ) 12,00 ευρώ·

(γʹ) 23,31 ευρώ·

6. Αν το άθροισµα δύο διαδοχικών ακέραιων είναι τέλειο τετράγωνο να αποδείξετε ότι ο µικρό-
τερος είναι κάθετος πλευρά και ο µεγαλύτερος υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου.

7. Να αποδείξετε ότι η πυθαγόρεια τριάδα (3,4,5) είναι η µοναδική πρωτογενής πυθαγόρεια
τριάδα στην οποία οι πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου είναι διαδοχικοί ακέραιοι.

8. Αν (x, y, z) είναι πρωτογενής πυθαγόρεια τριάδα, τότε τουλάχιστον ένα από τα x, y, z διαι-
ϱείται µε 5.

9. Να ϐρεθούν όλα τα πυθαγόρεια τρίγωνα των οποίων το εµβαδό είναι ίσο µε την περίµετρό
τους.

10. Να λύσετε τη διοφαντική εξίσωση
x2 + 2y2 = z2.
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3
Επώνυµοι ακέραιοι, κρυπτογραφία και κωδικοποίηση

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε µερικές κλάσεις ακέραιων µε ιδιαίτερες ιδιότητες. Μερικές
από αυτές έχουν ενδιαφέρον για λόγους ιστορικούς, κάποιες µάλιστα ϑεωρούνται κληρονοµιά της
αριθµολογίας, και άλλες παρουσιάζουν ιδιαίτερο επιστηµονικό ενδιαφέρον.

Τέλος, ϑα αναφερθούµε στο πρόβληµα της παραγοντοποίησης, τη σηµασία του στην Κρυπτο-
γραφία και ϑα αναπτύξουµε µερικές σχετικές µεθόδους.

3.1 Φίλοι αριθµοί

Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ορίζουµε µια συνάρτηση σ(n), το άθροισµα των ϑετικών διαιρετών του
n.

΄Ετσι, σ(1) = 1, σ(2) = 1+2 = 3, σ(3) = 1+3 = 4, σ(4) = 1+2+4 = 7. Για κάθε n ≥ 2, ισχύει
σ(n) ≥ n+1. Αν n =

∏
p|n p

ϑp(n) η (µονοσήµαντη) ανάλυση του n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων,
τότε κάθε ϑετικός διαιρέτης d|n ϑα έχει τη µορφή

d =
∏
p|n

pap , όπου 0 ≤ ap ≤ ϑp(n)

για κάθε p ∈ P, p|n.
Εποµένως,

σ(n) =
∑
d|n

d =
∏
p|n

ϑp(n)∑
ap=0

pap

Το εσωτερικό άθροισµα, είναι άθροισµα όρων γεωµετρικής προόδου και συνεπώς

ϑp(n)∑
ap=0

pap =
pϑp(n)+1 − 1
p − 1

.

΄Αρα

σ(n) =
∏
p|n

pϑp(n)+1 − 1
p − 1

Παράδειγµα. Αν n = 120 = 23 · 3 · 5 οι διαιρέτες του είναι d = 2a · 3b · 5c 0 ≤ a ≤ 3, 0 ≤ b, c ≤ 1
και σ(n) = 24−1

2−1 ·
32−1
3−1 ·

52−1
5−1 = 15 · 4 · 6 = 360.

75
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Πρόταση 3.1.1. Αν n,m ϑετικοί ακέραιοι και (m, n) = 1, τότε σ(nm) = σ(n)σ(m).

Απόδειξη.

σ(nm) =
∏
p|nm

pϑp(nm)+1 − 1
p − 1

=
∏
p|n

pϑp(n)+1 − 1
p − 1

∏
p|m

pϑp(m)+1 − 1
p − 1

= σ(n)σ(m).

�

Ορισµός. ∆ύο ϑετικοί ακέραιοι m, n ϑα λέγονται ϕίλοι όταν

σ(m) −m = n

και
σ(n) − n = m,

δηλαδή όταν σ(m) = m + n = σ(n).
Το µικρότερο Ϲευγάρι γνωστών ϕίλων αριθµών αναφέρεται στο έργο του Ιάµβλιχου «Περί τῆς

Νικοµάχου Ἀριθµητικῆς Εἰσαγωγῆς» και είναι το (220,284). Αποδίδεται µάλιστα στον Πυθαγόρα
και στους µαθητές του. Ονοµάστηκαν έτσι, επειδή έχουν τη «δύναµη» ο ένας να «παράγει» τον άλλο
και αντιστρόφως, κάτι που συµβολίζει την «αµοιβαία αρµονία» την «τέλεια ϕιλία». ΄Οταν κάποτε ο
Πυθαγόρας ϱωτήθηκε

«Τί ἐστί ϕίλος ;», απάντησε «῞Ετερος ἐγώ». %ερασε

Σχήµα 3.1.1: Ιάµβλιχος, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain). Πηγή: Wikime-
dia Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Iamblichus.jpg

Μερικά άλλα Ϲευγάρια ϕίλων είναι : (1184,1210), (2620,2924), (5020,5564), (6232,6368),
(10744,10856), (12285,14595), (17296,18416).

Το 1636 ο Fermat και το 1638 ο Descartes ϐρήκαν το (9363584,9437056). Τα δύο τελευταία
αποτελέσµατα ήταν ήδη γνωστά στους ΄Αραβες. Ο Euler ανακάλυψε το 1747, 30 νέα Ϲευγάρια
ϕίλων αριθµών και στη συνέχεια επεξέτεινε τα αποτελέσµατά του σε 64 Ϲευγάρια (δύο από τα

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Iamblichus.jpg
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Σχήµα 3.1.2: Thabit ibn Qurra Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain), λόγω
παρέλευσης 70 ετών από τον Θάνατο του δηµιουργού.

οποία ήταν λάθος). Αξιοσηµείωτο είναι ότι το Ϲευγάρι (1184, 1210) διέλαθε της προσοχής όλων,
ακόµη και του Euler και πρωτοανακαλύφθηκε από τον 16χρονο Nicolo Papagini στα 1866.

Το 1946 ήταν γνωστά µόνο 390 Ϲευγάρια, ενώ σήµερα (αποτελέσµατα του 2007) - µε χρήση
υπολογιστή - είναι γνωστά περίπου 12 · 106 Ϲευγάρια.

Το ερώτηµα αν υπάρχει κάποιος κανόνας υπολογισµού Ϲευγαριών ϕίλων αριθµών, απαντήθηκε
ϑετικά κατά τον 9ο µ.Χ. αιώνα από τον ΄Αραβα µαθηµατικό Thabit ibn Kuwah (ή, κατ΄ άλλους
Qurra)

Πρόταση 3.1.2. Αν n > 1 και οι αριθµοί p = 3 · 2n−1 − 1, q = 3 · 2n − 1 και r = 9 · 22n−1 − 1 είναι
πρώτοι τότε οι 2n · p · q και 2n · r είναι ϕίλοι.
Παράδειγµα. Για n = 2, p = 5, q = 11, r = 71 έχουµε 22 · 5 · 11 = 220 και 22 · 71 = 284.
∆υστυχώς δεν προκύπτουν όλα τα Ϲευγάρια ϕίλων κατ΄ αυτό τον τρόπο, π.χ. το Ϲευγάρι (6232,
6368). Αργότερα, το αποτέλεσµα αυτό γενικεύθηκε από τον Euler.

Παρατήρηση

1. ∆εν υπάρχει γνωστό Ϲευγάρι ϕίλων στο οποίο ένας τουλάχιστον να είναι τέλειο τετράγωνο.

2. Υπάρχουν Ϲευγάρια ϕίλων οι οποίοι να έχουν ίσα αθροίσµατα ψηφίων, π.χ. (69615, 87633).
Στα πρώτα 5000 427 είναι τέτοια.

Υπάρχουν Ϲευγάρια ϕίλων στα οποία κάθε ϕίλος διαιρείται µε το άθροισµα των ψηφίων του,
π.χ. (2620, 2924).

3. Σ΄ όλα τα γνωστά Ϲευγάρια ϕίλων µέχρι τη δεκαετία του ΄60 οι περιττοί ϕίλοι αριθµοί διαι-
ϱούνταν µε 3. ΄Ετσι οι Bratley και Mc Kay (1968) διατύπωσαν την εικασία ότι αυτό ισχύει
για όλα τα Ϲευγάρια περιττών ϕίλων. Η εικασία αυτή αποδείχθηκε λανθασµένη 20 χρόνια
αργότερα από τους Battiato και Borho (1988).

Το αντιπαράδειγµα µε τους πιο µικρούς ϕίλους είναι :

(42262694537514864075544955198125,42405817271188606697466971841875)
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οι οποίοι είναι αριθµοί µε 32 ψηφία.

3.2 Τέλειοι αριθµοί

Είναι ϕανερό ότι σ(n) ≥ 1 + n, για κάθε ϑετικό ακέραιο n, n > 1.
Η ισότητα ισχύει, όταν n ∈ P. Μάλιστα ισχύει και το αντίστροφο. Αν σ(n) = 1 + n, τότε κατ΄

ανάγκη ο n ∈ P.

Ορισµός. Ο ϑετικός ακέραιος n, n > 1 λέγεται

1. Υπερτέλειος αριθµός (abundant) όταν σ(n) > 2n

2. τέλειος αριθµός (perfect) όταν σ(n) = 2n

3. ελλιπής αριθµός (deficient) όταν σ(n) < 2n

Η ταξινόµηση αυτή ανάγεται στους Πυθαγόρειους.

Είναι ϕανερό ότι, για κάθε πρώτο p, σ(p) = 1 + p < 2p, άρα υπάρχουν άπειροι ελλιπείς
ακέραιοι.

Επίσης αν n = 2k · 3, k > 1 τότε

σ(n) = σ(2k)σ(3) = (2k+1 − 1) · 4 = 2k+1 · 4 − 4 = 2k+1 · 3 + 2k+1 − 4 > 2k+1 · 3 = 2n

Συνεπώς υπάρχουν και άπειροι υπερτέλειοι ακέραιοι.
Οι 4 πρώτοι (µικρότεροι) τέλειοι αριθµοί είναι :

• 6 = 1 + 2 + 3

• 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14

• 496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248 και

• 8128 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064

Και οι 4 ήταν γνωστοί στον Νικόµαχο τον Γερασηνό και αναφέρονται στο έργο «Ἀριθµητική
Εἰσαγωγή».

Πρόταση 3.2.1. (Ευκλείδη). Αν ο 2n − 1 είναι πρώτος αριθµός, n ≥ 2, τότε ο 2n−1(2n − 1) είναι
τέλειος.

Απόδειξη. Αφού 2n − 1 πρώτος, έπεται ότι σ(2n − 1) = 1 + (2n − 1) = 2n. ΄Εστω m := 2n−1(2n − 1).

Επίσης (2n−1, 2n − 1) = 1, εποµένως σ(m) = σ(2n−1(2n − 1)) = σ(2n−1)σ(2n − 1) = 2n
n−1∑
k=0

2k =

2n(2n − 1) = 2m. Συνεπώς ο m είναι τέλειος. �

Παρατήρηση Η παραπάνω πρόταση εµπεριέχεται στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. (Βιβλίο ΙΧ, πρότα-
ση 36)

«Εἄν ἀπό µονάδος ὁποσοῖον ἀριθµοί ἐξῆς ἐκτεθῶσιν ἐν τῃ̃ διπλασίονι ἀναλογία, ἕως ο῾ῦ ὁ
σύµπας συντεθής πρῶτος γένηται, καί ὁ σύµπας ἐπί τον ἔσχατον πολλαπλασιασθείς ποιῃ′ τινα, ὁ
γενόµενος τέλειος ἔσται.»

(Αν 1 + 2 + 22 + · · · + 2n−1 είναι πρώτος αριθµός τότε ο 2n−1(1 + 2 + · · · + 2n−1) είναι τέλειος.)
Παράδειγµα.
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Σχήµα 3.2.1: Νικόµαχος ο Γερασηνός, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain)
λόγω παρέλευσης 70 ετών από τον ϑάνατο του δηµιουργού.

1. 1 + 2 = 3 ∈ P. Εποµένως, ο 2 · 3 = 6 είναι τέλειος.

2. 1 + 2 + 4 = 7 ∈ P. Συνεπώς ο 4 · 7 = 28 είναι τέλειος

3. 1 + 2 + 4 + 8 + 16 = 31 ∈ P, άρα ο 16 · 31 = 496 είναι τέλειος.

4. 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 127 ∈ P, οπότε ο 64 · 127 = 8128 είναι τέλειος.

΄Εχοντας ως ϐάση τη γνώση αυτών των τεσσάρων τέλειων αριθµών ο Νικόµαχος ο Γερασηνός,
διατύπωσε πέντε εικασίες. Στο έργο του Νικοµάχου αναφέρονται ως «αποτελέσµατα» χωρίς την
παραµικρή αναφορά σε αποδείξεις.

1. Ο n-οστός τέλειος έχει n ψηφία.

2. ΄Ολοι οι τέλειοι είναι άρτιοι.

3. Οι τέλειοι αριθµοί έχουν ψηφίο µονάδων 6 ή 8 και µάλιστα εναλλάξ.

4. Η πρόταση του Ευκλείδη (πρόταση 3.2.1) µας δίνει όλους τους τέλειους αριθµούς.

5. Υπάρχουν άπειροι τέλειοι αριθµοί.

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τι είναι µέχρι σήµερα γνωστό σχετικά µε τις εικασίες του Νικοµάχου.
Στα 1747 ο Euler απέδειξε ότι ισχύει και το αντίστροφο της πρότασης του Ευκλείδη µε τον

περιορισµό όµως στους άρτιους αριθµούς. Συγκεκριµένα

Πρόταση 3.2.2 (Euler). Αν ο άρτιος ϕυσικός αριθµός m είναι τέλειος, τότε έχει κατ΄ ανάγκη τη
µορφή m = 2n−1(2n − 1), για κάποιο ϕυσικό αριθµό n ≥ 2.

Απόδειξη. Αφού ο m είναι άρτιος, γράφεται στη µορφή m = 2n−1 · l όπου n > 1 και l περιττός.
Συνεπώς (2n−1, l) = 1 οπότε η πρόταση 3.1.1 µας δίνει
σ(m) = σ(2n−1 · l) = σ(2n−1)σ(l) = (2n − 1)σ(l).
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Ο m όµως είναι και τέλειος, συνεπώς

σ(m) = 2m = 2n · l

Εποµένως 2n l = (2n−1)σ(l), δηλαδή (2n−1)|2n l και, επειδή (2n−1, 2n) = 1, έχουµε (2n−1)|l, l =

(2n − 1)t, για κάποιο t ∈ Z.
Αντικαθιστούµε το l στην προηγούµενη σχέση και απλοποιώντας, µε το 2n − 1 ϐρίσκουµε

2n · t = σ(l).

Αλλά το l και το t είναι διαιρέτες του l (t < l). Εποµένως l + t ≤ σ(l) = 2n · t. Επίσης l + t =

(2n − 1)t + t = 2n · t άρα σ(l) = l + t. Αυτό µας δείχνει ότι ο l έχει ακριβώς δύο διαιρέτες τους l
και t. ΄Αρα ϑα πρέπει ο l να είναι πρώτος, (l ∈ P) και ο t = 1. Καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι
l = (2n − 1) ∈ P, δηλαδή ότι m = 2n−1(2n − 1). �

Παρατήρηση ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 3.2.2 είναι ότι η εικασία (4) είναι σωστή αν δεχθούµε
την ορθότητα της εικασίας (2).

Από την πρόταση 3.2.2 προκύπτει ότι είναι ενδιαφέρον το ερώτηµα πότε ένας ϕυσικός αριθµός
της µορφής 2n − 1 είναι πρώτος ;

Προτού ασχοληθούµε όµως µε το ερώτηµα αυτό ϑα εξετάσουµε πότε ένας ακέραιος της µορφής

an − 1, a > 1, n > 1

είναι πρώτος.

Πρόταση 3.2.3. Αν ο an − 1, a > 1, n > 1 είναι πρώτος, τότε κατ΄ ανάγκη a = 2 και n πρώτος
αριθµός

Απόδειξη. Είναι γνωστή η παραγοντοποίηση

(an − 1) = (a − 1)(an−1 + an−2 + · · · + a + 1).

Ο δεύτερος παράγοντας είναι µεγαλύτερος του 1. Επειδή an − 1, πρώτος, έπεται ότι a − 1 = 1,
δηλαδή a = 2.

Αν τώρα n είναι σύνθετος, n = m · l, m > 1, l > 1 τότε

2n − 1 = 2ml − 1 = (2m)l − 1 = (2m − 1)((2m)l−1 + · · · + 2m + 1).

Αµφότεροι οι παράγοντες του δεξιού µέλους είναι µεγαλύτεροι του 1, δηλαδή ο 2n − 1 είναι
σύνθετος.

Συνεπώς ϑα πρέπει ο n να είναι πρώτος. �

Παρατήρηση: Από την πρόταση 3.2.3 προκύπτει αµέσως ότι αναγκαία συνθήκη για να είναι
ένας αριθµός της µορφής 2n − 1 πρώτος, είναι να είναι ο n πρώτος. Βέβαια, το αντίστροφο δεν
ισχύει, π.χ. για p = 11 ∈ P ο 2p − 1 = 211 − 1 = 2047 = 23 · 89 δεν είναι πρώτος.

Τελικά για να ϐρούµε όλους τους άρτιους τέλειους αριθµούς ϑα πρέπει να γνωρίζουµε όλους
τους πρώτους της µορφής 2p − 1, p ∈ P.

Ας ξαναγυρίσουµε όµως για λίγο πίσω στην ιστορία ανακάλυψης τέλειων αριθµών. ΄Αγνωστος
µαθηµατικός απέδειξε το 1496 ότι ο 213 − 1 = 8191 είναι πρώτος, εποµένως ο 212(213 − 1) =

33550336 είναι ο 5ος τέλειος αριθµός.
Εποµένως η πρώτη εικασία του Νικοµάχου είναι λάθος (ο 5ος τέλειος αριθµός έχει 8 ψηφία).
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Στα 1555 ο Schebyl καί, λίγο αργότερα, στα 1588 ο Piedro Antonio Cataldi απέδειξαν ότι οι
217 − 1 = 131071 και 219 − 1 = 524287 είναι πρώτοι και έτσι ανακάλυψαν τους επόµενους δύο
τέλειους αριθµούς 8589869056, 137438691328.

Παρατήρηση: Αµφότεροι οι διαδοχικοί τέλειοι 5ος και 6ος έχουν ψηφίο µονάδων το 6. ΄Αρα
δεν ισχύει το εναλλάξ στην εικασία (3).

Το υπόλοιπο της εικασίας (3) όµως είναι σωστό. Αποδείχθηκε από τον Euler.

Πρόταση 3.2.4. Το ψηφίο των µονάδων ενός άρτιου τέλειου ϕυσικού αριθµού m είναι 6 ή 8.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την πρόταση 3.2.2 ο m = 2n−1(2n − 1) και ο 2n − 1 =: p είναι πρώτος.
Σύµφωνα µε την πρόταση 3.2.3 ϑα πρέπει ο n να είναι πρώτος, n = : q ∈ P. Αν q = 2, τότε

m = 2 · 3 = 6, ισχύει.
΄Εστω τώρα q > 2. Ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις.

Περίπτωση 1: Ο q είναι της µορφής 4l + 1. Στην περίπτωση αυτή ο m γράφεται

m = 24l(24l+1 − 1) = 28l+1 − 24l = 2 · 162l − 16l.

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι ο 16l , γράφεται πάντα στη µορφή 10 · s + 6.
Πραγµατικά, για l = 1, ισχύει. ΄Εστω ότι ισχύει για l = k, δηλαδή ότι 16k = 10s + 6. Για

l = k + 1, 16k+1 = 16k · 16 = (10s + 6)16 = 160s + 96 = 10t + 6 όπου (t = 16s + 9).
Εποµένως, ο

m = 2(10s1 + 6) − (10s2 + 6) = 10(2s1 − s2) + 6.

Περίπτωση 2: Ο q είναι της µορφής 4l + 3. Τότε m = 24l+2(24l+3 − 1) = 28l+5 − 24l+2 = 2 · 162l+1 −

4 · 16l = 2(10t1 + 6) − 4(10t2 + 6) = 10(2t1 − 4t2) − 12 = 10(2t1 − 4t2 − 2) + 8
�

Παρατήρηση 3.2.5. Θα µπορούσε µάλιστα κανείς να αποδείξει ότι τα τελικά ψηφία άρτιου
τέλειου αριθµού είναι το 6 ή το 28 [3].

3.2.1 Πρώτοι αριθµοί Mersenne και Fermat

Ορισµός. Οι πρώτοι αριθµοί της µορφής

Mp := 2p − 1, p ∈ P

λέγονται πρώτοι αριθµοί (του ) Mersenne.
Μέχρι σήµερα (Νοέµβριος 2014), είναι γνωστοί συνολικά 48 πρώτοι αριθµοί του Mersenne

και, συνεπώς, 48 άρτιοι τέλειοι αριθµοί.

Παρατηρήσεις

1. Είναι µέχρι σήµερα άγνωστο αν υπάρχουν άπειροι τέλειοι αριθµοί, αφού δεν είναι γνωστό
αν υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί Mersenne. Σύµφωνα µε τον M. de Sautoy [12, σελ.
326], ο P. Erdös κατέταξε το πρόβληµα µεταξύ των µεγαλυτέρων ανοιχτών προβληµάτων
της Θεωρίας Αριθµών. ΄Οποιος ϐρει έναν πρώτο αριθµό Mersenne µε περισσότερα από
10.000.000 δεκαδικά ψηφία ϑα πάρει 100.000 δολλάρια. http://primes.utm.edu/
Mersenne.

2. Μέχρι σήµερα δεν είναι γνωστός κανείς περιττός τέλειος αριθµός. Τα µέχρι τώρα γνωστά
αποτελέσµατα δείχνουν ότι, αν υπάρχει κάποιος ϑα πρέπει να είναι «αρκετά» µεγάλος.

http://primes.utm.edu/Mersenne
http://primes.utm.edu/Mersenne
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Σε αναλογία προς την πρόταση 3.2.4 µπορούµε να ϑεωρήσουµε ακέραιους της µορφής an + 1.

Πρόταση 3.2.6. Αν ο ϕυσικός αριθµός

an + 1, a > 1, n > 0

είναι πρώτος τότε κατ΄ ανάγκη ο a είναι άρτιος και ο n = 2l , l ∈ N.

Απόδειξη. Αν ο a ήταν περιττός, τότε ο an + 1 ≥ 4 ϑα ήταν άρτιος, δηλαδή όχι πρώτος, άτοπο.
Αν ο n δεν ήταν δύναµη του 2 ϑα είχε κάποιον περιττό πρώτο παράγοντα, έστω q, n = mq.
Τότε όµως ϑα είχαµε
an + 1 = amq + 1 = (am + 1)(am(q−1) − am(q−2) + · · · − am + 1).
Επειδή q ≥ 3, οι παράγοντες του δεξιού µέλους είναι αµφότεροι µεγαλύτεροι του 1 και άρα ο

an + 1 δεν είναι πρώτος. Συνεπώς n = 2r , r ∈ N. �

Ο Fermat ϑεώρησε την ειδική περίπτωση που a = 2, δηλαδή αριθµούς της µορφής Fn := 22n + 1.
Για n = 0, 1, 2, 3, 4 οι αριθµοί αυτοί είναι πρώτοι. Πράγµατι

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537.

Η εικασία του ήταν ότι όλοι οι αριθµοί αυτής της µορφής είναι πρώτοι. Εδώ όµως ο Fermat
στάθηκε άτυχος. Αν είχε κάνει ένα ϐήµα ακόµη ϑα είχε διαπιστώσει το λάθος του.

Πράγµατι, ο F5 διαιρείται από το 641.

F5 = 4294967297 = 641 · 60417.

Βέβαια η διαπίστωση αυτή έγινε έναν αιώνα αργότερα από τον Euler (1732).

Ορισµός. Κάθε πρώτος αριθµός της µορφής Fn := 22n + 1, ϑα λέγεται πρώτος αριθµός Fermat.

Μέχρι σήµερα οι µόνοι γνωστοί πρώτοι αριθµοί Fermat είναι οι F0, F1, F2, F3 και F4.
Οι αριθµοί αυτοί σχετίζονται µε τη δυνατότητα κατασκευής κανονικού πολυγώνου.
Στα 1796 ο 19ετής Gauss απέδειξε ότι ένα κανονικό n-γώνο είναι κατασκευάσιµο µε κανόνα

και διαβήτη. Τότε ο n ϑα είναι κατ΄ ανάγκη της µορφής

n = 2`p1p2 · · · ps

όπου ` ∈ N και pi (1 ≤ i ≤ s) διακεκριµένοι µεταξύ τους πρώτοι αριθµοί Fermat. Η απόδειξή
του περιέχεται στα άρθρα (προτάσεις) 365 και 366 του [1]. Ισχυρίσθηκε µάλιστα ότι ισχύει και το
αντίστροφο αλλά η πρώτη πλήρης απόδειξη δηµοσιεύτηκε από τον Wantzel στα 1837. Με έµφαση
πάντως παρατηρεί ότι από τους χρόνους του Ευκλείδη κατά τους οποίους δόθηκε η κατασκευή
ισόπλευρου τριγώνου και κανονικού πενταγώνου µε την ϐοήθεια κανόνα και διαβήτη µέχρι την
εποχή του, τίποτε άλλο σχετικό δεν είχε γίνει.

Η πρώτη εγγραφή του στο ηµερολόγιό του η οποία έχει ηµεροµηνία 30 Μαρτίου 1796 ανα-
ϕέρεται στα ϑεµέλια στα οποία στηρίζεται η διαµέριση του κύκλου (σε ίσα µέρη και στη διαίρεση
γεωµετρικά σε 17 µέρη)

"Principia quibus innitur sectio circuli, ac divisibilitas eiusdem geometrica in septemdecim
partes?"

Οι M. Gardner και W. Watkins παρατήρησαν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο ότι, αν ϑεωρή-
σουµε τις πρώτες 32 γραµµές του τριγώνου του Pascal, αντικαταστήσουµε τους άρτιους αριθµούς
κάθε γραµµής µε 0 και τους περιττούς µε 1 και ϑεωρήσουµε κάθε γραµµή που σχηµατίζεται
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ως έναν αριθµό γραµµένο στη δυαδική µορφή, αυτοί παριστούν περιττούς ϕυσικούς που είναι
κατασκευάσιµοι µε κανόνα και διαβήτη.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

��

1 1
1 1 3

1 0 1 5
1 1 1 1 15

1 0 0 0 1 17
1 1 0 0 1 1 51

1 0 1 0 1 0 1 85
1 1 1 1 1 1 1 1 255

1 0 0 0 0 0 0 0 1 257
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 771

3.2.2 Πολυγωνικοί Αριθµοί

Οι αρχαίοι ΄Ελληνες όρισαν επίσης τους πολυγωνικούς αριθµούς. Κατά τον Heath [13, σελ. 100],
η ϑεωρία των πολυγωνικών αριθµών ανάγεται στον Πυθαγόρα.

Οι πολυγωνικοί αριθµοί συνδέονται µε κανονικά πολύγωνα και αποτελούν µέρος του συνδέ-
σµου µεταξύ Γεωµετρίας και Θεωρίας Αριθµών.

Οι αριθµοί 1, 3, 6, 10, . . . λέγονται τρίγωνοι αριθµοί. Πρόκειται για τους αριθµούς της µορφής
1 + 2 + · · · + +n =

n(n+1)
2 .

Οι αριθµοί 1, 4, 9, 16, . . . λέγονται τετράγωνοι. Πρόκειται για τους αριθµούς της µορφής n2.
Οι αριθµοί 1, 5,12, 22, . . . λέγονται πεντάγωνοι αριθµοί. Πρόκειται για αριθµούς της µορφής

3
t2 − 1

2
+ t |t ≥ 1

Γενικά, οι n-πολυγωνικοί αριθµοί ορίζονται ως (n − 2) t
2−t
2 + t |t ≥ 1.

Οι ιδιότητές τους µελετήθηκαν από τον Πυθαγόρα και τους µαθητές του (6ος αιώνας π.Χ.,),
τον Νικόµαχο τον Γερασηνό στην «Ἀριθµητική ῾Εισαγωγή» του (1ος αιώνας µ.Χ.) και τον ∆ιόφαντο,
στο οµώνυµο έργο του. (3ος αιώνας µ.Χ.).

Στην 18η σηµείωσή του στο περιθώριο του αντιτύπου των Αριθµητικών ο Fermat [10] διατυ-
πώνει την εικασία ότι :

«Κάθε ϑετικός ακέραιος είναι άθροισµα το πολύ n n-πολυγωνικών αριθµών».
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Σχήµα 3.2.2: Πολυγωνικοί Αριθµοί, Το παρόν σχήµα αποτελεί κοινό κτήµα (public do-
main). Πηγή: Wikimedia Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Polygonal_Number_3.gif

Προσθέτει µάλιστα ότι σκοπεύει να γράψει ένα ϐιβλίο σχετικά µε το ϑέµα, κάτι το οποίο όµως
δεν έγινε ποτέ.

Η σηµείωση του Fermat, έχει γραφεί δίπλα στο πρόβληµα 29 του ϐιβλίου IV του ∆ιόφαντου.
«Εὑρεῖν τέσσαρας ἀριθµούς «τετραγώνους» οἵ συντεθέντες καί προσλαβόντας τάς ἰδίας πλευράς

συντεθείσας ποιοῦσι δοθέντα ἀριθµόν»
∆ηλαδή να ϐρεθούν 4 τετράγωνοι αριθµοί των οποίων το άθροισµα συν το άθροισµα των τε-

τραγωνικών ϱιζών τους µας δίνουν δοσµένο ακέραιο αριθµό.
Εδώ ο Bachet παρατηρεί ότι κάθε ϑετικός ακέραιος ή είναι τέλειο τετράγωνο ή αλλιώς µπορεί

να γραφεί ως άθροισµα 2,3 ή 4 τετραγώνων. Ο Bachet παρατηρεί ότι αυτό ισχύει για τους
ϕυσικούς από 1 ως 125 και συµπεραίνει ότι αυτό ισχύει για κάθε ϑετικό ακέραιο. [10].

Για τριγωνικούς αριθµούς η εικασία αποδείχθηκε από τον Gauss, ο οποίος στις 10 Ιουλίου
του 1796 σηµειώνει στο ηµερολόγιό του, ως άλλος Αρχιµήδης [14],[2]:

«ΕΥΡΗΚΑ ! num[erus] = ∆ + ∆ + ∆»
Για τετράγωνους αποδείχθηκε από τον J-L. Lagrange, στα 1798. Πλήρη απόδειξη της εικασί-

ας, έδωσε ο Cauchy στα 1813.
Παρατηρήσεις

1. Για µια σύντοµη ιστορική εισαγωγή παραπέµπουµε στο ϐιβλίο του Tattersall [5, σελ. 1-23].

2. Αν τεθεί το πρόβληµα του «τετραγωνισµού του τριγώνου», της εύρεσης δηλαδή τετραγώνων
αριθµών οι οποίοι είναι και τρίγωνοι, τότε ϐλέπουµε ότι υπάρχουν τέτοιοι, ο πιο µικρός είναι
ο 36 = 62 = 8·9

2 και ότι η εύρεση όλων ανάγεται στην εύρεση των λύσεων της διοφαντικής
εξίσωσης X2 − 2Y 2 = 1. [6, κεφ. 28]

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Polygonal_Number_3.gif
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Polygonal_Number_3.gif
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Σχήµα 3.2.3: Η σηµείωση του Gauss, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain),
λόγω παρέλευσης 70 ετών από τον Θάνατο του δηµιουργού.

Εξισώσεις της µορφής X2 − Dy2 = 1, D > 1, D , � λέγονται εξισώσεις του Pell

3. ΄Αλλες σχετικές προτάσεις που οδηγούν σε κυβικές διοφαντικές εξισώσεις µπορεί να ϐρεί ο
ενδιαφερόµενος αναγνώστης στο ϐιβλίο των Kazuya Kato, Nobushgo Kurokawa, Takeshi
Saito [7].

3.2.3 Ισοδύναµοι Αριθµοί

Αν (x, y, z) είναι πυθαγόρεια τριάδα τότε το εµβαδόν του αντίστοιχου ορθωγωνίου τριγώνου είναι
ϕυσικός αριθµός. ΄Αραβες µαθηµατικοί κατά τον 10ο αιώνα γενίκευσαν το ερώτηµα:

«Ποιοι ϕυσικοί αριθµοί είναι εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου µε πλευρές ϱητούς αριθµούς ;»

Ορισµός 3.2.7. Οι ϕυσικοί αριθµοί που προκύπτουν ως εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου µε πλευ-
ϱές ϱητούς λέγονται ισοδύναµοι αριθµοί (congruent numbers).

Παρατήρηση 3.2.8. Ο πιο µικρός ισοδύναµος αριθµός ο οποίος προκύπτει από πυθαγόρεια
τριάδα είναι ο 6. Είναι το εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου µε µήκη πλευρών 3,4,5.

΄Οµως και ο 5 είναι ισοδύναµος αριθµός. Πράγµατι, αντιστοιχεί στην τριάδα (3/2,20/3,41/6)
αφού (3

2

)2
+

(20
3

)2
=

(41
6

)2
και E =

3/2 · 20/3
2

= 5.

Η τριάδα αυτή ανακαλύφθηκε από τον Leonardo Pisano (Fibonacci) (1220) [8, προτ. 17]

Μια ισοδύναµη µορφή του παραπάνω ορισµού των ισοδύναµων αριθµών είναι :

Πρόταση 3.2.9. Ο ϑετικός ακέραιος n είναι ισοδύναµος τότε και µόνο τότε όταν το σύστηµα των
διοφαντικών εξισώσεων

X2 + nY 2 = S2 (3.2.1)
X2 − nY 2 = T2

έχει ακέραια λύση (x, y, s, t) µε y , 0.

Απόδειξη. Αν ο n είναι ισοδύναµος, τότε υπάρχει τριάδα ϱητών (a, b, c), ώστε a2 + b2 = c2 και
n = ab

2 . Εποµένως
(a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2 = c2 ± 4n,

δηλαδή το σύστηµα (3.2.1) έχει την ακέραια λύση (x, y, s, t) = (c,2, a + b, a − b).
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Αντίστροφα, αν (x, y, s, t) µία ακέραια λύση του διοφαντικού συστήµατος (3.2.1) µε y , 0, τότε
η ϱητή τριάδα

(a, b, c) =

(
s − t

y
,
s + t

y
,
2x
y

)
επαληθεύει την

a2 + b2 =

(
s − t

y

)2

+

(
s + t

y

)2

=

(
2x
y

)2

= c2

και επιπλέον
s − t

y

s + t

y
=
s2 − t2

2y2 =
2ny2

2y2 = n,

δηλαδή ο n είναι ισοδύναµος. �

Παρατήρηση 3.2.10. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης είναι ότι ο ϑετικός ακέραιος n είναι ισοδύ-
ναµος ακριβώς τότε όταν υπάρχει ϱητός αριθµός x τέτοιος ώστε οι x2−n και x2 +n να είναι τέλεια
τετράγωνα ϱητών.

Σε αυτή την µορφή δόθηκε το πρόβληµα στον Fibonacci από τον Johann Panormitanus of
Palermo:

«Να ϐρεθεί ένας ϱητός αριθµός x ώστε x2 ± 5 να είναι τετράγωνο ϱητών.»
Το οποίο µάλιστα αποτέλεσε αφορµή να γράψει ο Fibonacci ένα ολόκληρο ϐιβλίο σχετικό µε

το ϑέµα το «Liber Quadratorum»

Παρατήρηση 3.2.11. Ο 1 δεν είναι ισοδύναµος αριθµός. Αν ήταν, σύµφωνα µε την πρόταση
3.2.9 το σύστηµα

X2 + Y 2 = S2

X2 − Y 2 = T2

ϑα είχε ακέραια λύση (x, y, s, t) µε y , 0 και συνεπώς και η διοφαντική εξίσωση

X4 − Y 2 = Z2

ϑα είχε ακέραια, µη τετριµµένη λύση. Αυτό όµως είναι άτοπο σύµφωνα µε την 2.3.6

Παρατήρηση 3.2.12. Είναι ϕανερό ότι ο ϑετικός ακέραιος n είναι ισοδύναµος αν, και µόνο αν,
και ο nm2 είναι ισοδύναµος. Πράγµατι, στη ϱητή τριάδα (a, b, c) µε a2 + b2 = c2 και n = ab

2
αντιστοιχεί η (ma,mb,mc) µε (ma)2 + (mb)2 = (mc)2 και nm2 = m2ab

2 . Αυτό σηµαίνει ότι ούτε ο 4
είναι ισοδύναµος και ότι αρκεί να περιοριστούµε µόνο σε ελεύθερους τετραγώνου αριθµούς n.

Παρατήρηση 3.2.13. Για διάφορα ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε στο [4, κεφ. XVI]. Επίσης
µια σύντοµη περιγραφή ϑα ϐρει ο αναγνώστης στο [11, D 27].

Θα µπορούσε να αναρωτηθεί κανείς πώς ϐρήκαµε την απάντηση για n = 5. Εφαρµόζουµε τον
αλγόριθµο:

1. Θεωρούµε δύο ϑετικούς ακέραιους s, t µε (s, t) = 1 όπου ο ένας είναι άρτιος και ο άλλος
περιττός. Η πυθαγόρεια τριάδα (x = s2 − t2, y = 2st, z = s2 + t2) µας δίνει τρίγωνο εµβαδού
E =

xy
2 .
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2. Αν E = m2n τότε ο n είναι ισοδύναµος αφού είναι το εµβαδόν τριγώνου µε πλευρές
(x/m, y/m, z/m). ΄Ετσι για s = 5, t = 4 έχουµε (x, y, z) = (9,40,41) µε E = xy/2 =

180 = 62 · 5. Συνεπώς το 5 είναι ισοδύναµος και το ορθογώνιο τρίγωνο µε εµβαδόν 5 έχει
πλευρές (9/6,40/6,41/6) = (3/2,20/3,41/6).

Ο παραπάνω αλγόριθµος παρουσιάζει δύο σοβαρά µειονεκτήµατα:

1. ∆εν γνωρίζουµε πόσα ϐήµατα πρέπει να κάνουµε για να αποφασίσουµε τελικά αν ο δοσµένος
ϑετικός είναι ισοδύναµος ή όχι. Μετά από αρκετές δοκιµές, αν δεν ϐρούµε πυθαγόρεια
τριάδα µε εµβαδόν m2n για κάποιον n, τότε πιθανόν ο n να µην είναι ισοδύναµος αλλά
µπορεί να είναι ισοδύναµος και να µην πήραµε αρκετές τιµές των s, t. Συχνά,για αρκετά
µικρές τιµές του n χρειάζεται να πάρουµε µεγάλες τιµές των (s, t). ΄Ετσι, για n = 157 η πιο
µικρή λύση είναι :

X =
157841 · 4947203 · 526771095761

2 · 32 · 5 · 13 · 17 · 37 · 101 · 17401 · 46997 · 356441

Y =
22 · 32 · 5 · 13 · 17 · 37 · 101 · 157 · 17401 · 46997 · 356441

157841 · 4947203 · 526771095761

Z =
20085078913 · 1185369214457 · 9425458255024420419074801

2 · 32 · 5 · 13 · 17 · 37 · 101 · 17401 · 46997 · 356441 · 157841 · 4947203 · 526771095761

το αποτέλεσµα αυτό υπολογίστηκε από τον D. Zagier.

2. Αν ο n δεν είναι ισοδύναµος, τότε ο αλγόριθµός δεν σταµατάει ποτέ.

Το πρόβληµα λοιπόν παραµένει.
∆ίνεται ο ελεύθερος τετραγώνου ϑετικός ακέραιος n. Θα µπορούσαµε να ϐρούµε κάποιο κρι-

τήριο ελέγχου για το αν ο n είναι ισοδύναµος ή όχι. Η απάντηση δίνεται από το ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.2.14. Ο αριθµός n είναι ισοδύναµος τότε και µόνο τότε όταν η καµπύλη

En : Y 2 = X3 − n2X,

έχει άπειρο πλήθος ϱητών σηµείων.

∆υστυχώς όµως το ϑεώρηµα αυτό µεταφέρει ένα πολύ δύσκολο πρόβληµα σε ένα αλλο εξίσου
δύσκολο πρόβληµα µε το αρχικό. Το µόνο πλεονέκτηµα είναι ότι το δεύτερο πρόβληµα αποτελεί
µέρος µιας καλά δοµηµένης ϑεωρίας. ΄Ετσι, µε χρήση σηµαντικών ϑεωρηµάτων της αριθµητικής
αυτών των καµπυλών κατάφερε ο J. Tunnel (1983) να αποδείξει ένα πολύ πιο πρακτικό κρι-
τήριο, το οποίο όµως και πάλι έχει το µειονεκτήµα η µία του κατεύθυνση να στηρίζεται σε µια
αναπόδεικτη µέχρι σήµερα εικασία, την εικασία των Birch Swinnerton-Dyer.

Το πρόβληµα των ισοδύναµων αριθµών αποτέλεσε το κίνητρο συγγραφής του [9], στο οποίο
αναπτύσεται όλη σχεδόν η απαιτούµενη ϑεωρία για την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Tunnel.

3.3 Κατάλογος Sloane

Ο Neil Sloane ξεκίνησε το 1964 να καταγράφει συστηµατικά ακολουθίες ϕυσικών αριθµών και η
εργασία του αυτή οδήγησε σήµερα στον κατάλογο που είναι γνωστός ως The On-Line Encyclo-
pedia of Integer Sequences https://oeis.org. Τα προγράµµατα υπολογιστικής άλγεβρας
έχουν πρόσβαση σε αυτό τον κατάλογο. Για παράδειγµα η ακολουθία των τέλειων αριθµών είναι
καταλογογραφηµένη ως A000396ηττπσ://οεις.οργ/Α000396 ενώ για να δούµε και να επεξερ-
γαστούµε τους πρώτους 10 πρώτους όρους της στο sage δίνουµε

https://oeis.org
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sage : a=sloane .A000396;a
Perfect numbers: equal to sum of proper divisors .
sage : L=[a [ i ] for i in range ( 1 ,10 ) ] ;L
[6 ,
28,
496,
8128,
33550336,
8589869056,
137438691328,
2305843008139952128,
2658455991569831744654692615953842176]

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο κατάλογος του Sloane παρέχει τη δυνατότητα αντίστροφης αναζήτησης.

sloane_find ( [2 ,3 ,5 ,7] , 2) # optional − in ternet
Searching Sloane ’ s online database . . .
[ [40 , ’The prime numbers. ’ , [2 , 3 , 5 , 7 , 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109,

113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191,
193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271]] ,
[41 , ’ a (n) = number of part i t ions of n ( the part i t ion numbers ) . ’ , [1 , 1 ,
2 , 3 , 5 , 7 , 11, 15, 22, 30, 42, 56, 77, 101, 135, 176, 231, 297, 385,
490, 627, 792, 1002, 1255, 1575, 1958, 2436, 3010, 3718, 4565, 5604,
6842, 8349, 10143, 12310, 14883, 17977, 21637, 26015, 31185, 37338,
44583, 53174, 63261, 75175, 89134]]]

Παρατηρήστε ότι το κοµµάτι 2,3,5,7 περιέχεται σε δύο γνωστές ακολουθίες και η αναζήτηση τις
επέστρεψε και τις δύο. Είναι σαφές ότι µια πεπερασµένη ακολουθία αριθµών δεν περιέχει αρκετή
πληροφορία για να περιγράψει πλήρως µια άπειρη ακολουθία αριθµών.

3.4 Παραγοντοποίηση και Κρυπτογραφία

Σύµφωνα µε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της αριθµητικής, κάθε ϕυσικός αριθµός n, n > 1 γράφεται
µονοσήµαντα ως γινόµενο πρώτων αριθµών.

΄Ενα σηµαντικό πρόβληµα είναι η παραγοντοποίηση δοσµένου ϕυσικού αριθµού n. Πρόκειται
για αρκετά δύσκολο πρόβληµα. Τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι πα-
ϱαγοντοποίησης. Πέρα από ϑεωρητικό ενδιαφέρον, η παραγοντοποίηση απέκτησε και πρακτικό
ενδιαφέρον, διότι παίζει σηµαντικό ϱόλο στην κρυπτολογία.

Στην παράγραφο αυτή ϑα ασχοληθούµε µε µερικές απλές µεθόδους παραγοντοποίησης και
µε µικρή αναφορά στην Κρυπτογραφία. Θα επανέλθουµε στο ϑέµα και στα επόµενα κεφάλαια.
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3.4.1 Παραγοντοποίηση Fermat

Πρόταση 3.4.1. Για κάθε περιττό ϕυσικό αριθµό n, n > 1 υπάρχει µία αµφιµονοσήµαντη αντιστοι-
χία µεταξύ των παραγοντοποιήσεων του n, σε γινόµενο δύο ϑετικών ακεράιων n = ab, a ≥ b > 0
και παραστάσεων του n, ως διαφορά τετραγώνων n = t2 − s2, όπου s και t ϕυσικοί αριθµοί.

Η αντιστοιχία δίνεται από τις ισότητες

t =
a + b

2
, s =

a − b

2
a = t + s, b = t − s.

Απόδειξη. Αν n = a · b =
(
a+b

2

)2
−

(
a−b

2

)2
= t2 − s2. Αν πάλι n = t2 − s2 = (t − s)(t + s) = a · b,

όπου a = t − s και b = t + s, δηλαδή t = a+b
2 και s = a−b

2 �

Η ιδέα του Fermat ήταν, αν n = a ·b και a, b δύο περιττοί ακέραιοι, περίπου του ίδιου µεγέθους,
τότε ο s = a−b

2 είναι σχετικά µικρός και ο t λίγο µεγαλύτερος της
√
n. Εποµένως, ϑα µπορούσαµε

να υπολογίσουµε τους a και b δοκιµάζοντας διάφορες τιµές του t στις [
√
n] + 1, [

√
n] + 2, . . . ,

µέχρι να ϐρούµε κάποιο t για το οποίο το t2 − n = s2, είναι τέλειο τετράγωνο.
Παράδειγµα. Να παραγοντοποιηθεί ο ϕυσικός αριθµός n = 200819.

Ο [
√
n] + 1 = [

√
200819] + 1 = 449. Για t = 449 υπολογίζουµε 4492 − 200819 = 782, το

οποίο δεν είναι τέλειο τετράγωνο.
Παίρνουµε t = 450, 4502 − 200819 = 1681 = 412. Εποµένως 200819 = 4502 − 412 =

(450 + 41)(450 − 41) = 491 · 409.
Αν οι ακέραιοι a και b δεν είναι του ίδιου µεγέθους για κάθε παραγοντοποίηση του n = ab

τότε είναι πιθανόν η µέθοδος Fermat να ανακαλύψει τους παράγοντες a, b µετά από αρκετές
δοκιµές. Στην περίπτωση είναι πιο ϐολικό να χρησιµοποιούµε την ακόλουθη γενίκευση:

Επιλέγουµε ένα µικρό ϕυσικό αριθµό k και ϑέτουµε t = k[
√
n] + 1, k[

√
n] + 2, . . . µέχρι να

επιτύχουµε παράσταση της µορφής t2 − k · n η οποία είναι τέλειο τετράγωνο,

t2 − k · n = s2

΄Οταν το επιτύχουµε αυτό έχουµε (t +s)(t −s) = kn. Αυτό σηµαίνει ότι οι t +s και n έχουν κάποιο,
µη-τετριµµένο, κοινό παράγοντα ο οποίος ευρίσκεται από τον υπολογισµό του (t + s, n).
Παράδειγµα. Να παραγοντοποιηθεί ο 14167.

Αν προσπαθήσουµε µε την κλασική παραγοντοποίηση Fermat, ϑα πρέπει να ϑέσουµε t =

377, 378, . . . και να ...κουραστούµε ϑέτοντας διάφορες τιµές του t. Αν όµως ϑέσουµε t = [
√

3n +

1] = 652, 653, 654, 655, ϐρίσκουµε

6552 − 3 · 141467 = 682

και υπολογίζουµε τον (655 + 68, 141467) = 241.
Τελικά µια παραγοντοποίηση του αριθµού 14167 είναι 241 · 587.
Η απάντηση στο ερώτηµα γιατί δούλεψε η µέθοδος για k = 3 είναι ότι στην παραγοντοποίηση

του n = a · b = 241 · 587 το b = 587 είναι κοντά στο 3a = 3 · 241 = 723.
Από τα παραπάνω ϕαίνεται ότι χρειαστήκαµε 4 µόνο τιµές του t, ενώ αν εφαρµόζαµε τη µέθοδο

για k = 1 ϑα χρειαζόµασταν 38 τιµές του t
∆ύο λέξεις για την Κρυπτογραφία
Το κύριο αντικείµενο της κρυπτογραφίας είναι η µελέτη µεθόδων επικοινωνίας µεταξύ δύο

ανθρώπων, τους οποίους ϑα ονοµάζουµε Αλίκη και Βασιλάκη, µέσω κάποιου επισφαλούς µέσου
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(καναλιού), κατά τέτοιο τρόπο ώστε ο οποιοσδήποτε ανεπιθύµητος τρίτος, να µην είναι σε ϑέση να
κατανοήσει το περιεχόµενο του µηνύµατος.

Συνήθως χρειάζεται ένα «κλειδί» κρυπτογράφησης µέσω του οποίου ο αποστολέας µετατρέ-
πει το µήνυµα σε «ακατανόητη» µορφή και, ϕυσικά και ο παραλήπτης χρειάζεται ένα αντίστοιχο
«κλειδί» αποκρυπτογράφησης του µηνύµατος. Φυσικά για τον ανεπιθύµητο τρίτο, αναπτυχθήκαν
µέθοδοι οι οποίες να επιτρέπουν το «σπάσιµο» του κώδικα επικοινωνίας. Η διαδικασία αυτή λέ-
γεται κρυπτοανάλυση. Η κρυπτογραφία αναπτύχθηκε από πολύ παλιά κυρίως για στρατιωτικούς
σκοπούς και τη διπλωµατία. Οι Σπαρτιάτες ήταν αυτοί που πρώτοι χρησιµοποίησαν στρατιωτική
κρυπτογραφία.

Θα αναρωτηθεί τώρα ο αναγνώστης τι σχέση έχει η κρυπτογραφία µε τη Θεωρία Αριθµών. Αυτό
ϑα το δούµε αργότερα στα επόµενα κεφάλαια. Προς το παρόν ϑα παραµείνουµε (αρκεστούµε)
στο έργο του G.H. Hardy Η απολογία ενός µαθηµατικού, Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης,
Ηράκλειο 1991, σελίδα 82:

«Τόσο ο Gauss όσο και µικρότερου ϐεληνεκούς µαθηµατικοί µπορούν δικαιολογηµένα να
χαίρονται που υπάρχει- όπως και να΄χει το ϑέµα - µια επιστήµη (εννοεί τη Θεωρία Αριθµών), που
η απόστασή της από τις συνήθεις ανθρώπινες δραστηριότητες πρέπει να την κρατήσει ευγενή και
καθαρή».

Σχήµα 3.4.1: H. Hardy, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain). Πηγή: Wikimedia
Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ghhardy@72.jpg

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ghhardy@72.jpg
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4
Ισοδυναµίες

4.1 Εισαγωγή (Ορισµός και πρώτες ιδιότητες)

Είδαµε µέχρι στιγµής ότι η διαιρετότητα παίζει σηµαντικό ϱόλο στη Θεωρία Αριθµών. Χάρη στο
έργο των Euler, Lagrange, Legendre και Gauss, η Θεωρία Αριθµών αναγνωρίσθηκε ως κλάδος
των Μαθηµατικών και όχι ως µια συλλογή ενδιαφερόντων προβληµάτων.

Στα 1801 ο 24-ετής Gauss δηµοσίευσε το µνηµειώδες έργο του
‘‘Disquistiones Arithmeticae’’ (Αριθµητικές ΄Ερευνες).
Στο έργο του αυτό εισάγει, για πρώτη ϕορά, έναν εύχρηστο και δυναµικό συµβολισµό έκφρα-

σης της διαιρετότητας, αυτόν της ισοδυναµίας (congruence).

Ορισµός. Αν a, b ακέραιοι αριθµοί καιm ϕυσικόςm ≥ 2 τότε οι δύο ακέραιοι a και b ϑα λέγονται
ισοδύναµοι µε µέτρο m (ή ισοδύναµοι modulo m ) όταν η διαφορά τους διαιρείται µε m.

Ο Gauss αρχίζει το έργο του ως εξής :
«Si numerus a numeromur b, c defferentiam metitur b et c secundum a congrui dicuntur,

sin minus incongrui: ipsum a modulum appelamus»
«Αν ο αριθµός a διαιρεί τη διαφορά των αριθµών b, c τότε τα b και c ϑα λέγονται ισοδύναµοι

ως προς a, αλλιώς (ϑα λέγονται) µη-ισοδύναµοι το ίδιο το a ϑα το λέµε µέτρο.»
Στο δεύτερο άρθρο του (χρησιµοποιεί την αρίθµηση σε «άρθρα» ), αναφέρει :
«numero congruentiam hoc signo, ≡, in postero denotabimus, modulum ubi opus erit in

clausulis adiungentes»
«Την ισοδυναµία αριθµών τη συµβολίζουµε µε ≡, αν είναι αναγκαίο επισυνάπτουµε το µέτρο

σε παρένθεση»
Εποµένως a ≡ b modm, σηµαίνει m |(a − b).
Σε υποσηµείωση του δεύτερου άρθρου του προσθέτει :
«Hoc signum propter magnam analogiam quae inter aequalitatem atque congruentiam

invenitur adoptavimus»
«΄Εχουµε επιλέξει τον συµβολισµό αυτόν λόγω της υφιστάµενης µεγάλης οµοιότητας µεταξύ

ισότητας και ισοδυναµίας.»
Είναι λοιπόν πολύ εύχρηστος συµβολισµός και προσοµοιάζει τη ϑεωρία της διαιρετότητας µ΄

αυτήν των εξισώσεων.
Στη συνέχεια ο Gauss αναπτύσσει µια πλούσια ϑεωρία των ισοδυναµιών η οποία αποτελεί

συστατικό στοιχείο της ϑεωρίας αριθµών µέχρι σήµερα.
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῾῾...Μια από τις σηµαντικότερες ανακαλύψεις των νεανικών χρόνων του Gauss, υπήρξε και
ο ωρολογιακός υπολογιστής. ΄Ηταν περισσότερο µια ιδέα παρά αληθινή µηχανή, που έδινε τη
δυνατότητα των πράξεων µε αριθµούς οι οποίοι στο παρελθόν είχαν χαρακτηριστεί ιδιαιτέρως
δύσχρηστοι. Ο ωρολογιακός υπολογιστής δουλεύει ακριβώς µε την ίδια αρχή που ακολουθεί
κι ένα συµβατικό ϱολόι. Αν ένα ϱολόι δείχνει 9 και προσθέσουµε 4 ώρες, ο ωροδείκτης ϑα
µετακινηθεί και ϑα δείχνει 1. Συνεπώς, ο ωρολογιακός υπολογιστής του Gauss ϑα έδινε την
απάντηση 1 αντί για την απάντηση 13. Αν ο Gauss επιθυµούσε να κάνει πιο περίπλοκους
υπολογισµούς, όπως το 7 × 7, ο ωρολογιακός υπολογιστής ϑα έδινε ως αποτέλεσµα το υπόλοιπο
της διαίρεσης του 49(= 7 × 7) δια 12. ∆ηλαδή, το αποτέλεσµα ϑα ήταν και πάλι 1.

Η ισχύς και η ταχύτητα του ωρολογιακού υπολογιστή του Gauss ϕαίνεται όταν ϑέλουµε να
υπολογίσουµε την τιµή 7 × 7 × 7. Αντί να πολλαπλασιάσουµε ξανά το 49 επί 7, ϑα πολλαπλα-
σιάσουµε το αποτέλεσµα της τελευταίας πράξης (7 × 7 : 12, που ήταν 1) επί 7, και ϑα ϐρούµε
7. ΄Ετσι, χωρίς να χρειαστεί να υπολογίσουµε το 7 × 7 × 7 (που παρεµπιπτόντως κάνει 343), µε
πολύ µικρότερη προσπάθεια ϐρίσκουµε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του διά 12, είναι 7. Ο
ωρολογιακός υπολογιστής άρχισε να αποδίδει καρπούς όταν ο Gauss προχώρησε στη διερεύνηση
αριθµών τόσο µεγάλων, που ήταν πέρα από τις υπολογιστικές του δυνάµεις. Αν και δεν είχε
την παραµικρή ιδέα πόσο κάνει 799, ο ωρολογιακός υπολογιστής του τον πληροφορούσε ότι το
υπόλοιπο της διαίρεσής του δια 12 είναι 7.

Ο Gauss συνειδητοποίησε ότι τα ϱολόγια µε δώδεκα ώρες στο καντράν τους, δεν έχουν τίποτα
το ιδιαίτερο. Εισήγαγε την ιδέα της ωρολογιακής αριθµητικής (που συχνά αποκαλείται αριθµη-
τική των υπολοίπων - modular arithmetic) µε οποιονδήποτε αριθµό ωρών στο καντράν. ΄Ετσι,
για παράδειγµα, ο αριθµός 11 σ΄ έναν ωρολογιακό υπολογιστή χωρισµένο σε 4 ώρες ισούται µε
3, αφού το υπόλοιπο της διαίρεσης του 11 δια 4 είναι 3. Η εισαγωγή αυτού του νέου τύπου
αριθµητικής στο γύρισµα του δέκατου ένατου αιώνα επέφερε επαναστατικές αλλαγές στα Μαθη-
µατικά. Ακριβώς, όπως το τηλεσκόπιο έδωσε στους αστρονόµους τη δυνατότητα να παρατηρήσουν
νέους κόσµους, η ανάπτυξη του ωρολογιακού υπολογιστή ϐοήθησε τους µαθηµατικούς να ανα-
καλύψουν στον κόσµο των αριθµών νέες κανονικότητες, που παρέµεναν µέχρι τότε στο σκοτάδι.
Ακόµα και σήµερα τα ϱολόγια του Gauss παίζουν κεντρικό ϱόλο στην ασφάλεια του διαδικτύου το
οποίο χρησιµοποιεί ωρολογιακούς υπολογιστές που ϕέρουν στο καντράν τους περισσότερες ώρες
από όσα άτοµα περιλαµβάνει ολόκληρο το παρατηρήσιµο σύµπαν...᾿᾿ [19, σελ. 40-41].

Αν, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 1.2.3, γράψουµε τον ακέραιο a στη µορφή a = mq+r, 0 ≤ r < m
τότε είναι ϕανερό ότι a ≡ rmodm.

Ορισµός 4.1.1. Ο r ϑα λέγεται ελάχιστο υπόλοιπο του amodm.

΄Ευκολα προκύπτει ότι δύο ακέραιοι a, b είναι ισοδύναµα ως προς το µέτρο m, ακριβώς τότε
όταν έχουν το ίδιο ελάχιστο υπόλοιπο modm. Πράγµατι αν

a = qm + r, 0 ≤ r < m

και
b = q′m + r′, 0 ≤ r′ < m

τότε a ≡ bmodm τότε και µόνο τότε όταν m |a − b = (q − q′)m + r − r′, δηλαδή ακριβώς τότε όταν
m |(r − r′). Επειδή 0 ≤ |r − r′| < m, η τελευταία σχέση ισχύει ακριβώς τότε όταν r = r′.

Επίσης, η σχέση «≡» στο σύνολο των ακέραιων είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Αυτό σηµαίνει
ότι ισχύουν οι τρεις παρακάτω ιδιότητες.

Το m είναι, όπως παραπάνω, ϕυσικός αριθµός, m ≥ 2, a, b, c ∈ Z.

1. a ≡ amodm, για κάθε ακέραιο a.
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2. Αν a ≡ bmodm, τότε και b ≡ amodm.

3. Αν a ≡ bmodm και b ≡ cmodm, τότε a ≡ cmodm

(Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη).
Εποµένως, το σύνολο των ακέραιων διαµερίζεται σε κλάσεις ισοδυναµίας. Το πλήθος των

κλάσεων είναι όσα και τα δυνατά ελάχιστα υπόλοιπα modm. Επειδή αυτά είναι τα 0, 1, 2, . . . , (m−
1), έπεται ότι το σύνολο των ακέραιων διαµερίζεται σε ακριβώς m κλάσεις. Η κλάση του αριθµού
a, συµβολίζεται

ka : = {b ∈ Z/b ≡ amodm}.

Ορισµός. Το σύνολο {0, 1, . . . , m − 1} ϑα λέγεται ελάχιστο πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των
κλάσεων υπολοίπων modm και ϑα το συµβολίζουµε ως S(m)

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε µερικές ϐασικές ιδιότητες των ισοδυναµιών.

Πρόταση 4.1.2. Αν ai , bi(i ∈ {1, 2, . . . , n}) ακέραιοι και ai ≡ bimodm, για i = 1, 2, . . . , n τότε

n∑
i=1

ai ≡
n∑
i=1

bimodm

και
n∏
i=1

ai ≡
n∏
i=1

bimodm

Απόδειξη. Η υπόθεση (ai ≡ bimodm για κάθε i = 1, 2, . . . , n) είναι ισοδύναµη µε (m |(ai −bi), για
κάθε i = 1, 2, . . . , n). Εποµένως, υπάρχουν ακέραιοι `i , i = 1,2, . . . , n τέτοιοι ώστε

ai − bi = m`i για κάθε i = 1,2, . . . , n.

Συνεπώς

n∑
i=1

ai −
n∑
i=1

bi =

n∑
i=1

(ai − bi)

=

n∑
i=1

m`i = m

 n∑
i=1

`i


δηλαδή

n∑
i=1

ai ≡
n∑
i=1

bimodm

Η απόδειξη ϑα γίνει επαγωγικά.
Για n = 1 προφανώς ισχύει. Υποθέτουµε ότι ισχύει για n, δηλαδή ότι

n∏
i=1

ai ≡
n∏
i=1

bimodm

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n + 1. ΄Εστω λοιπόν ότι

ai ≡ bimodm για i = 1,2, . . . , n + 1
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Απο την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής έχουµε

n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi = m` για κάποιο ` ∈ Z.

Συνεπώς

n+1∏
i=1

ai −
n+1∏
i=1

bi =

n+1∏
i=1

ai − bn+1

n∏
i=1

ai + bn+1

n∏
i=1

ai −
n+1∏
i=1

bi

= (an+1 − bn+1)
n∏
i=1

ai + bn+1

 n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi


= mk +m`bn+1 = m(k + `bn+1),

δηλαδή ισχύει και για n + 1 και συνεπώς για κάθε ϕυσικό n, n ≥ 1. �

΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 4.1.2 είναι το ακόλουθο:

Πόρισµα 4.1.3. ΄Εστω m ϕυσικός, m ≥ 2, a, b, c ∈ Z και n ∈ Z. Αν a ≡ bmodm τότε

1. a ± c ≡ b ± cmodm

2. ac ≡ bcmodm

3. an ≡ bnmodm

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι µπορούµε να προσθαφαιρούµε και να πολλαπλασιάζουµε ισο-
δυναµίες άφοβα.

Τι γίνεται όµως µε τη δυνατότητα απλοποίησης ; Το ότι αυτό δεν είναι πάντοτε σωστό προκύπτει
αµέσως από το εξής αντιπαράδειγµα:

2 · 6 ≡ 2 · 3mod6

ενώ 6 . 3mod6. Ισχύει όµως η

Πρόταση 4.1.4. Αν ac ≡ bcmodm τότε

a ≡ bmod
m

d
,

όπου d = (c,m).

Απόδειξη. Αφού ac ≡ bcmodm, έπεται ότι υπάρχει ` ∈ Z τέτοιο ώστε

(a − b)c = ac − bc = m`.

∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη µε d και έχουµε

(a − d)c
d

=
m`

d
.

Αν m = dM και c = dC (M,C ∈ Z) τότε η παραπάνω ισότητα γράφεται

(a − b)C = M`.
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Επειδή (M,C) = 1, έπεται ότι M | (a − b) δηλαδή ότι

a ≡ bmod
m

d
.

�

Πόρισµα 4.1.5. Αν ac = bcmodm και (c,m) = 1 τότε

a ≡ bmodm

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 4.1.4. �

Φυσικά αν c , 0 και ac ≡ bcmodmc τότε a ≡ bmodm. Αυτό γιατί από ac ≡ bcmodmc, έπεται
ότι υπάρχει ` ∈ Z ώστε ac − bc = (m`)c άρα (a − b − ml)c = 0 και αφού c , 0 καταλήγουµε στο
a ≡ bmodm.

4.2 Το (µικρό) ϑεώρηµα του Fermat, η ϕ-συνάρτηση και το ϑεώ-
ϱηµα του Euler

Προσπαθούµε να ϐρούµε έναν τρόπο να υπολογίζουµε δυνάµεις ακέραιων ως προς κάποιο µέτρο
m, όπου m ϕυσικός m > 1.

Για λόγους ευκολίας, ϑα περιοριστούµε στην περίπτωση που ο m είναι πρώτος αριθµός, m =

p ∈ P. Θα ξεκινήσουµε µε ένα παράδειγµα. Ας πάρουµε p = 5. Για a = 1, 2, 3, 4 υπολογίζουµε
τις δυνάµεις modulo 5.

Αν a = 1, όλες οι δυνάµεις είναι ισοδύναµες µε το 1mod5.
Αν a = 2, a2 ≡ 4mod5, a3 ≡ 3mod5, a4 ≡ 1mod5
Αν a = 3, a2 ≡ 4mod5, a3 ≡ 2mod5, a4 ≡ 1mod5
Αν a = 4, a2 ≡ 1mod5, a3 ≡ 4mod5, a4 ≡ 1mod5
Παρατηρούµε ότι για κάθε a, 1 ≤ a < 5 ισχύει

a4 ≡ 1mod5

Αν ϑεωρήσουµε τώρα την περίπτωση p = 11, εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι για κάθε a,
1 ≤ a < 11, ισχύει

a10 ≡ 1mod11

Παρατήρηση 4.2.1. 1. Ο περιορισµός των τιµών του a δεν ϐλάπτει τη γενικότητα (διότι αν
a1 ≡ a2modp τότε an1 ≡ a

n
2 modp για κάθε n ∈ N)

2. Αν a ≡ 0modp, τότε an ≡ 0modp

Το ερώτηµα αν η ισοδυναµία ισχύει γενικά, για κάθε πρώτο αριθµό p, δέχεται καταφατική
απάντηση.

Πρόταση 4.2.2 (Μικρό ϑεώρηµα του Fermat). Για κάθε πρώτο p και κάθε ακέραιο a για τον οποίο
p - a, ισχύει

ap−1 ≡ 1modp

Πόρισµα 4.2.3. Για κάθε πρώτο p και κάθε ακέραιο a, ισχύει

ap ≡ amodp



98 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΕΣ

Απόδειξη του πορίσµατος :
Αν p - a τότε, λόγω της πρότασης 4.2.2, έχουµε

ap−1 ≡ 1modp

Πολλαπλασιάζουµε την ισοδυναµία µε a και έχουµε

ap ≡ a(modp)

Αν p|a τότε a ≡ 0(modp) και ap ≡ 0(modp), δηλαδή και πάλι ap ≡ amodp.

Παρατήρηση 4.2.4. Αν δεχθούµε την αλήθεια του πορίσµατος 4.2.3 µπορούµε να συµπεράνου-
µε την αλήθεια της πρότασης 4.2.2

Πράγµατι, αν ap ≡ amodp και p - a, λόγω πορίσµατος 4.2.3 έχουµε ap−1 ≡ 1modp. Αν
εποµένως δώσουµε µια ανεξάρτητη της πρότασης απόδειξη του πορίσµατος ϑα έχουµε αποδείξει
και το µικρό ϑεώρηµα του Fermat.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει επαγωγικά.
Για a = 0, ισχύει.
Υποθέτουµε ότι ισχύει για τον ϕυσικό a ≥ 0, δηλαδή ότι

ap ≡ amodp

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για (a + 1).
Πράγµατι

(a + 1)p =

p∑
j=0

(
p

j

)
a j

και επειδή p|
(
p
j

)
,∀j = 1, 2, . . . , (p − 1), (a + 1)p ≡ a + 1modp (΄Ασκηση.)

Η απόδειξη της ισοδυναµίας για ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων modp συνεπάγεται την
ισχύ της για κάθε ακέραιο a �

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε και µία απόδειξη της πρότασης 4.2.2. Ας δούµε την ιδέα της σε ένα
παράδειγµα.

Για να αποδείξουµε ότι 512 ≡ 1mod13 σχηµατίζουµε τον πίνακα.

amod13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5amod13 5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8

Παρατηρούµε ότι οι αριθµοί από 1 έως 13 εµφανίζονται ακριβώς µια ϕορά και στη δεύτερη
γραµµή, µε διαφορετική ϕυσικά σειρά.

Αν λοιπόν πολλαπλασιάσουµε όλους τους αριθµούς της δεύτερης σειράς έχουµε:
(5 · 1)(5 · 2) . . . (5 · 12) ≡ 1 · 2 · 3 · · · · · 12mod13,
δηλαδή 512 · 12! ≡ 12!mod13
Επειδή (12!,13) = 1, έχουµε 512 ≡ 1mod13

Απόδειξη. Απόδειξη της πρότασης 4.2.2. Οι αριθµοί a, 2a, . . . , (p − 1)amodp είναι οι ίδιοι µε
τους

1, 2, . . . , (p − 1)modp

µε πιθανόν διαφορετική σειρά.
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Πράγµατι το πλήθος τους είναι (p−1), κανείς τους δεν διαιρείται µε p και αν ka ≡ lamodp για
k, l ∈ {1, 2, . . . , (p − 1)}, έχουµε p|a(k − l). Επειδή p - a, έπεται ότι p|(k − l), δηλαδή k ≡ lmodp.
΄Οµως 1 ≤ k, l ≤ p − 1. Εποµένως |k − l| < p − 1. Συνεπώς k − l = 0, δηλαδή k = l. Αποδείξαµε
ότι οι αριθµοί είναι (p − 1) διαφορετικοί µεταξύ τους και διάφοροι του µηδενός modp. Συνεπώς
ταυτίζονται µε τους 1, 2, . . . , (p − 1)modp, µε διαφορετική ίσως σειρά.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι a · (2a) . . . ((p − 1)a) ≡ 1 · 2 · 3 · · · · · (p − 1)modp και,
ισοδύναµα, ότι ap−1 · (p − 1)! ≡ (p − 1)!modp

Είναι ϕανερό ότι p - (p − 1)!.
Τελικά ισχύει ap−1 ≡ 1modp �

Παράδειγµα. Να αποδειχθεί ότι 7|111333 + 333111.
Εφαρµόζουµε το µικρό ϑεώρηµα του Fermat. Ο p = 7 είναι πρώτος και 7 - 111 καθώς και

7 - 333. Εποµένως, 1116 ≡ 1mod7 και 3336 ≡ 1mod7. Το 333 = 6 ·55+3 και το 111 = 6 ·18+3.
Συνεπώς 111333 = 1116·55+3 = (1116)55 · 1113 ≡ 15 · 1113 = 1113mod7 και, επειδή 111 =

7 · 15 + 6, 1113 ≡ 63mod7 ≡ (−1)3 ≡ (−1) ≡ 6mod7
Επίσης 333111 = 3336·18+3 = (3336)18 · 3333 ≡ 118 · 3333 ≡ 3333mod7 και επειδή 333 =

7 · 47 + 4, 3333 ≡ 43 ≡ 1mod7.
Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο ισοδυναµίες προκύπτει
111333 + 333111 ≡ 6 + 1 ≡ 0mod7, δηλαδή ότι 7|111333 + 333111.

Παράδειγµα. Να υπολογιστεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού 2160677 µε 73.
Το 73 είναι πρώτος. Από το ϑεώρηµα του Fermat έπεται ότι 272 ≡ 1mod73, (2,73) = 1. Ο

εκθέτης γράφεται στη µορφή
160677 = 72 · 2231 + 45.

Συνεπώς 2160677 ≡ 245mod73. ΄Ενας εύκολος τρόπος για να υπολογίσουµε την τελευταία δύναµη
είναι να γράψουµε το 45 στη δυαδική του µορφή.

45 = (101101)2 (= 25 + 23 + 22 + 1 = 32 + 8 + 4 + 1).

Γραφουµε 21 ≡ 2mod73 και υψώνουµε κάθε ϕορά και τα δύο µέλη της ισοδυναµίας στο τετρά-
γωνο:

21 ≡ 2mod73
22 ≡ 4mod73
24 ≡ 16mod73
28 ≡ 37mod73

216 ≡ 55mod73
232 ≡ 32mod73

Εποµένως, 245 ≡ 232+8+4+1 ≡ 232 · 28 · 24 · 2 ≡ 32 · 37 · 16 · 2 = 74 · 32 · 16 ≡ 1 · 512 ≡ 1mod73
Το πρόγραµµα sage µας δίνει τη δυνατότητα να κάνουµε πράξεις µε ισοδυναµίες mod73:

for i in range ( 1 ,6 ) :
i ,2^(2^ i ) , Mod(2^(2^ i ) ,73)

(1 , 4 , 4)
(2 , 16, 16)
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(3 , 256, 37)
(4 , 65536, 55)
(5 , 4294967296, 32)

Στη δεύτερη στήλη εµφανίζεται η τιµή 22i ως ακέραιος αριθµός, ενώ στην τρίτη στήλη η τιµή της
mod73.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα τη γενική περίπτωση όπου m ϕυσικός, m > 1. Είναι σαφές ότι το µικρό
ϑεώρηµα του Fermat δεν ισχύει για m σύνθετο.

Παράδειγµα: 211 ≡ 8mod12
Το ερώτηµα λοιπόν είναι αν, δοθέντος του m και κάποιου ακέραιου a, υπάρχει εκθέτης του

a, έστω s, τέτοιος ώστε as ≡ 1modm. Το παραπάνω παράδειγµα µας δείχνει ότι αυτό δεν είναι
πάντοτε δυνατό.

Αν κάποια δύναµη του a, as ≡ 1modm τότε as−km = 1, για κάποιο k ∈ Z, δηλαδή (a, m) = 1.
΄Οταν m = p, τότε για κάθε a ∈ Z µε p - a έχουµε (a, p) = 1. ∆ηλαδή όλες οι κλάσεις amodp µε
a = 1, 2, . . . , p − 1 είναι υποψήφιες.

Για m τυχαίο ϕυσικό, m > 1, ϑα πρέπει να αναζητήσουµε ακέραιους a για τους οποίους
(a, m) = 1, δηλαδή στο σύνολο

{a ∈ Z|1 ≤ a < m και (a, m) = 1}

Το σύνολο αυτό για m = p ∈ P έχει (p − 1) στοιχεία και ο αριθµός αυτός έπαιξε κάποιο ϱόλο στο
µικρό ϑεώρηµα του Fermat.

Είναι λοιπόν ϕυσικό να ορίσουµε τον αριθµό

ϕ(m) := #{a ∈ Z|1 ≤ a < m και (a, m) = 1}

΄Ετσι ορίσαµε µια συνάρτηση για κάθε ϕυσικό αριθµό m.

Ορισµός 4.2.5. Η συνάρτηση αυτή λέγεται η ϕ-συνάρτηση του Euler . Ας δούµε µερικές τιµές
της.

Αν p ∈ P, ϕ(p) = p − 1. Εποµένως ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2. Επίσης ϕ(4) = 2, ϕ(6) = 2, ϕ(9) =

6, ϕ(10) = 4, ϕ(12) = 4.
Μία κλάση amodm ϑα λέγεται πρώτη κλάση υπολοίπων modm όταν ο (a, m) = 1
Το σύνολο όλων των πρώτων κλάσεων υπολοίπων modm, να λέγεται πλήρες σύστηµα α-

ντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων υπολοίπων modm µε R(m). Θα συµβολίζουµε το σύνολο
R(m) = {a ∈ S(m)|(a, m) = 1}

Πρόταση 4.2.6. Αν {a1, a2, . . . aϕ(m)} ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων
υπολοίπων modm και b ∈ Z τέτοιο ώστε (b,m) = 1 τότε και το σύνολο {ba1, ba2, . . . , baϕ(m)} είναι
επίσης πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων υπολοίπων modm.

Απόδειξη. Επειδή (ai , m) = 1 και (b, m) = 1, έπεται ότι (bai , m) = 1, δηλαδή ότι οι κλάσεις των
αντιπροσώπων bai είναι πρώτες κλάσεις. Αρκεί να αποδείξουµε ότι είναι µεταξύ τους ανά δύο
διαφορετικές.

΄Εστω bai ≡ bajmodm. Συνεπώς m |b(ai − aj) και επειδή (b, m) = 1 έπεται ότι m |(ai − aj),
δηλαδή ότι ai ≡ ajmodm. Η τελευταία ισοδυναµία ισχύει µόνο για i = j. �

΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 4.2.6 είναι το :
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Πρόταση 4.2.7 (Euler). Για κάθε ακέραιο a µε (a, m) = 1 ισχύει

aϕ(m) ≡ 1modm

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη αυτής του µικρού ϑεωρήµατος του Fermat.
Πράγµατι, λόγω της πρότασης 4.2.6 έπεται ότι

{a1modm, a2modm, . . . , aϕ(m)modm} =

= {aa1modm, aa2modm, . . . , aaϕ(m)modm}

Εποµένως,
(aa1)(aa2) . . . (aaϕ(m)) ≡ a1a2 . . . aϕ(m)modm

Συνεπώς aϕ(m) · (a1a2 · · ·aϕ(m)) ≡ a1a2 · · ·aϕ(m)modm
Η υπόθεση (ai , m) = 1, για κάθε i = 1, 2, . . . ϕ(m) µας δίνει

(a1a2 . . . aϕ(m), m) = 1

οπότε από την παραπάνω ισοδυναµία προκύπτει

aϕ(m) ≡ 1modm.

�

Παρατήρηση 4.2.8. 1. Επειδή για m = p ∈ P, ϕ(m) = p − 1, το ϑεώρηµα του Fermat προκύ-
πτει ως ειδική περίπτωση του ϑεωρήµατος του Euler.

2. Μία γενίκευση του ϑεωρήµατος του Euler αποτελεί το ακόλουθο αποτέλεσµα του L. Redei
(1948): Για κάθε ϕυσικό αριθµό m > 1 και οποιονδήποτε ακέραιο a ισχύει :

m |(am − am−ϕ(m)).

Εύκολα διαπιστώνεται ότι το ϑεώρηµα του Euler αποτελεί ειδική περίπτωση του ϑεωρήµατος
του L. Redei. Πράγµατι, m |am−ϕ(m)(aϕ(m) − 1). Επειδή (a, m) = 1 έπεται ότι (am−ϕ(m), m) =

1. Συνεπώς m |(aϕ(m)−1), δηλαδή το ϑεώρηµα του Euler. Θα πρέπει όµως να επισηµάνουµε
ότι στην απόδειξη του ϑεωρήµατος του Redei, γίνεται χρήση του ϑεωρήµατος του Euler. ∆εν
µας είναι γνωστή απόδειξη ανεξάρτητη της χρήσης του ϑεωρήµατος του Euler.

Παράδειγµα. 3100.
Θα πρέπει να υπολογίσουµε το ελάχιστο ϑετικό υπόλοιπο του 3100mod100.
Γράφουµε και πάλι το 100 στο 2-αδικό σύστηµα

100 = (1100100) = 26 + 25 + 22

3100 = 326+25+22
= 326

· 325
· 324

= 364 · 332 · 34

31 ≡ 3mod100
32 ≡ 9mod100
34 ≡ 81mod100
38 ≡ 61mod100
316 ≡ 21mod100
332 ≡ 41mod100
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364 ≡ 81mod100
Εποµένως 3100 ≡ 81 · 41 · 81mod100 ≡ 21 · 81mod100 ≡ 01mod100.
΄Αρα τα δύο τελευταία ψηφία του αριθµού είναι 01. Αν ϐέβαια ήταν εύκολο να υπολογίσουµε

το ϕ(100), ϑα ήταν σίγουρα πολύ πιο εύκολος ο υπολογισµός. Το πρόβληµά µας λοιπόν είναι ο
υπολογισµός του ϕ(m), όταν γνωρίζουµε ϕυσικά το m.

Σε λίγο ϑα αποδείξουµε ότι ϕ(100) = 40.
Συνεπώς 3100 ≡ 320 ≡ 21 · 81 ≡ 01mod100.
Ο υπολογισµός είναι σχετικά εύκολος όταν το m είναι δύναµη του p, έστω m = pl. Οι ακέραιοι

a, 1 ≤ a < m, οι οποίοι δεν είναι πρώτοι προς τον p είναι οι

p, 2p, 3p, . . . , (pl−1 − 2)p, (pl−1 − 1)p, pl

δηλαδή σε πλήθος pl−1.
Εποµένως ϕ(pl) = pl − pl−1

Μερικά παραδείγµατα: ϕ(6) = 2, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2. Εποµένως ϕ(6) = ϕ(2)ϕ(3). Επίσης
ϕ(12) = 4 και ϕ(3)ϕ(4) = 2 · 2 = 4, δηλαδή και πάλι ϕ(12) = ϕ(3)ϕ(4). ΄Οµως ϕ(12) = 4 ,

ϕ(2)ϕ(6) = 1 · 2 = 2.
Από τα παραπάνω, και άλλα παραδείγµατα που µπορεί να υπολογίσει ο ενδιαφερόµενος

αναγνώστης, µπορούµε ίσως να διατυπώσουµε την εικασία :

Πρόταση 4.2.9.
αν (m, n) = 1 τότε ϕ(m · n) = ϕ(m)ϕ(n).

Πράγµατι, η εικασία µας ισχύει. Θα δώσουµε στην πορεία διάφορες αποδείξεις.
Η ιδέα της πρώτης απόδειξης ϑα δοθεί µε ένα παράδειγµα.
΄Εστωm = 5 και n = 8, m ·n = 5 ·8 = 40. Θα σχηµατίσουµε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο

µε τους ϕυσικούς από 1 έως 40 διατεταγµένους σε γραµµές και στήλες ως εξής :

1 6 11 16 21 26 31 36
2 7 12 17 22 27 32 37
3 8 13 18 23 28 33 38
4 9 14 19 24 29 34 39
5 10 15 20 25 30 35 40

Το ϕ(5) = 5−1 = 4. Υπάρχουν ακριβώς 4 γραµµές που περιέχουν ακέραιους πρώτους προς το
5, οι τέσσερις πρώτες. Το ϕ(8) = 8 · (1 − 1

2 ) = 4. Σε κάθε µια απο τις τέσσερις γραµµές υπάρχουν
ακριβώς 4 αριθµοί οι οποίοι είναι πρώτοι προς το 8. Συνεπώς υπάρχουν 4 ·4 = 16 ϕυσικά, πρώτοι
προς το 40, ϕ(40) = 16 = 4 · 4 = ϕ(5)ϕ(8).

Απόδειξη της πρότασης 4.2.9
Τοποθετούµε τους ϕυσικούς από 1 έως m · n κατά το ακόλουθο σχήµα:

1 m + 1 2m + 1 . . . (n − 1)m + 1
2 m + 2 2m + 2 . . . (n − 1)m + 2
3 m + 3 2m + 3 . . . (n − 1)m + 3
...

...
r m + r 2m + r . . . (n − 1)m + r
...

...
m 2m 3m (n − 1)m +m = m · n
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Υποθέτουµε ότι ο (m, r) =: d > 1. Κανένα στοιχείο της r-στης γραµµής δεν είναι πρώτο προς
το m, αφού είναι της µορφής

km + r όπου 0 ≤ k ≤ n − 1

και d|(km + r).
Εποµένως οι ϕυσικοί από 1 έωςm ·n που είναι πρώτοι προς τοm ανήκουν στις r-στες γραµµές

για τις οποίες (m, r) = 1.
Αν τώρα (m, r) = 1 και 1 ≤ r ≤ m ϑα πρέπει τώρα να υπολογίσουµε πόσοι πρώτοι προς τον

m · n υπάρχουν στην r-στη γραµµή.
Πρώτα από όλα είναι ϕανερό ότι όλοι οι όροι της r-στης γραµµής είναι πρώτοι προς το m.

(km + r, m) = (m, r) = 1.

Επίσης οι n ϕυσικοί της r-στης γραµµής αποτελούν ένα πλήρες σύστηµα των κλάσεων υπολοίπων
modn. Εποµένως ακριβώς ϕ(n) από αυτούς είναι πρώτοι προς το n. Επειδή όλοι της γραµµής
είναι πρώτοι προς το m, έπεται ότι η γραµµή περιέχει ακριβώς ϕ(n) πρώτους το m · n, και επειδή
οι γραµµές είναι ϕ(m) συνολικά οι πρώτοι προς το m · n είναι ϕ(m) · ϕ(n), δηλαδή

ϕ(m · n) = ϕ(m)ϕ(n).

Πρόταση 4.2.10. Αν n =

s∏
i=1

pnii η κανονική ανάλυση του ϕυσικού n, (n > 1) σε γινόµενο πρώτων

παραγόντων τότε

ϕ(n) =

s∏
i=1

pni−1
i (pi − 1) = n

s∏
i=1

(
1 −

1
pi

)
Απόδειξη. Ο s−1∏

i=1
pnii , p

ns
s

 = 1.

Συνεπώς,

ϕ(n) = ϕ

s−1∏
i=1

pnii

 ϕ (
pnss

)
και, επαγωγικά,

ϕ(n) =

s∏
i=1

ϕ(pnii )

Τέλος, από τη σχέση ϕ(pnii ) = pnii − p
ni−1
i = pnii

(
1 − 1

pi

)
έχουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. �

Πρόταση 4.2.11. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n, n > 2 ο ϕ(n) είναι άρτιος.

Απόδειξη. Ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις :

1. Αν ο n είναι δύναµη του 2, n = 2l µε l > 1 τότε ϕ(n) = ϕ(2l) = 2l−1, δηλαδή άρτιος.

2. Αν ο n δεν είναι δύναµη του 2, ϑα έχει κάποιο περιττό πρώτο διαιρέτη, έστω p. Εποµένως ο
n ϑα γράφεται στη µορφή n = pl ·m(l ≥ 1) όπου p - m.

Εποµένως ϕ(n) = ϕ(pl)ϕ(m) = pl−1(p − 1)ϕ(m).

Ο (p − 1) είναι άρτιος διαιρέτης του ϕ(n) συνεπώς ο ϕ(n) είναι άρτιος.
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�

Παρατήρηση 4.2.12. 1. Πιο µπροστά αναφερθήκαµε στον υπολογισµό του

ϕ(100) = ϕ
(
22 · 52

)
= 22 · 52

(
1 −

1
2

) (
1 −

1
5

)
= 100 ·

1
2
·

4
5

= 40.

2. Ο Fermat ανακοίνωσε το αποτέλεσµα που ϕέρει το όνοµά του σε ένα γράµµα του προς τον
Frènicle de Bessy µε ηµεροµηνία 18 Οκτωβρίου 1640. Ονοµάστηκε «µικρό ϑεώρηµα του
Fermat» (σε αντιδιαστολή µε το «Θεώρηµα του Fermat» ή «εικασία του Fermat» στο οποίο
έχουµε αναφερθεί πιο πριν, το οποίο απολάµβανε τον τίτλο του ϑεωρήµατος χωρίς να έχει
αποδειχθεί).

Φαίνεται ότι ο Fermat δεν το είχε αποδείξει. Στο γράµµα του προς τον Frènicle γράφει :
«Θα σου έστελνα την απόδειξη αν δεν ϕοβόµουνα ότι ϑα ήταν ή ϑα γινόταν υπερβολικά
µακροσκελής» ( «I would send you the demonstration, if I did not fear its being too long»
).

Κάπου µεταξύ 1676 και 1680 αποδείχτηκε από τον Leibniz, αλλά η απόδειξή του ϐρέθηκε
πολύ αργότερα στα αδηµοσίευτα χειρόγραφά του. ΄Ετσι, χάθηκε η ευκαιρία να συνδεθεί το
όνοµά του µε την απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Η πρώτη δηµοσιευµένη απόδειξη ήταν αυτή του Euler, περίπου έναν αιώνα αργότερα, το
1736. Η απόδειξή του στηρίζεται στον διωνυµικό τύπο. [4, σελ. 189].

Η δεύτερη απόδειξη δόθηκε από τον Euler στα 1750 και η γενίκευσή της στα 1760 [4, σελ.
57].

Χωρίς να χρησιµοποιήσει τον συµβολισµό ϕ(n), ο Euler είναι ο πρώτος που εισάγει τη
συνάρτηση αυτή. Αργότερα χρησιµοποιεί τον συµβολισµό π(n). Πρώτος που χρησιµοποιεί
τον συµβολισµό ϕ(n) είναι ο Gauss [6, ΄Αρθρο 38].

4.2.1 Ασκήσεις

1. Να αποδείξετε ότι για n ∈ N, n ≥ 1

5n ≡ 1 + 4nmod16

2. Αν a, b ϑετικοί ακέραιοι και (a, b) = 1 να αποδείξετε ότι

aφ(b) + bφ(a) ≡ 1modab

3. Να αποδείξετε ότι το
7 | 19411963 + 19631991

4. Ποια είναι τα δύο τελευταία ψηφία του 31000;

5. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο a ισχύει 2730 | a13 − a.

6. Αν n ∈ N, n > 2 τότε να αποδείξετε ότι το άθροισµα των ϕυσικών που είναι µικρότεροι του
n και πρώτοι προς το n και πρώτοι προς το n είναι nφ(n)

2 .
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7. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός
1
5
a5 +

1
3
a3 +

7
15
a

είναι πάντοτε ακέραιος, για κάθε ακέραιο a.

8. Αν ο n είναι περιττός να αποδείξετε ότι

φ(2n) = φ(n).

Αν ο n είναι άρτιος να αποδείξετε ότι

φ(2n) = 2φ(n)

Να αποδείξετε ότι
φ(3n) = 3φ(n)⇔ 3 | n

9. Αν a ∈ Z και (a,10) = 1, τότε τα τελευταία τρία δεκαδικά ψηφία των a2001 και a σηµπίπτουν.

4.3 Γραµµικές ισοδυναµίες και συστήµατα

Αν f (X ) = cnXn + · · · + c2X + c πολυώνυµο (µίας µεταβλητής) n-στού ϐαθµού µε ακέραιους
συντελεστές και m ∈ N, m > 1, τότε η ισοδυναµία

f (X ) ≡ modm (4.3.1)

ϑα λέγεται ισοδυναµία n-στού ϐαθµού.
Ο ακέραιος a ϑα λέγεται λύση της ισοδυναµίας όταν f (a) ≡ 0modm.
Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι αν a ≡ bmodm τότε f (a) ≡ f (b)modm.

Απόδειξη. Από το Πόρισµα 4.1.3 προκύπτει ότι a l ≡ blmodm για κάθε l = 0, 1, 2, . . . , n.
Εποµένως, πόρισµα 4.1.3(ii) και cla l ≡ clblmodm για κάθε l = 0, 1, 2, . . . , n, οπότε Πρόταση

4.1.2 και
n∑
l=0

cla
l ≡

n∑
l=0

clb
lmodm, δηλαδή f (a) ≡ f (b)modm. �

Εποµένως αν a λύση της ισοδυναµίας (4.3.1), όλοι οι ακέραιοι b, b ≡ amodm είναι επίσης
λύση. ΄Ολη η κλάση ϑα ϑεωρείται ως µία λύση. ΄Αρα, δύο λύσεις a1 και a2 ϑα είναι διαφορετικές
όταν a1 . a2modm.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να ϐρούµε όλες τις λύσεις ϑα πρέπει να ελέγξουµε
ποιοι από τους αντιπροσώπους ενός πλήρους συστήµατος αντιπροσώπων των κλάσεων υπολοίπων
modm, επαληθεύουν την ισοδυναµία. Για παράδειγµα µπορούµε να ϑεωρήσουµε το σύστηµα
{0, 1, 2, . . . , m − 1}.

Μια ισοδυναµία ϑα λέγεται ισοδυναµία πρώτου ϐαθµού ή γραµµική , όταν n = 1. Μία γραµ-
µική ισοδυναµία ϑα είναι, εποµένως, της µορφής

ax ≡ bmodm

΄Εχει πάντοτε µια γραµµική ισοδυναµία λύση (λύσεις);
Η απάντηση είναι όχι. Για παράδειγµα, η ισοδυναµία 3x ≡ 5mod9 δεν έχει λύση.
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(Αν x0 ήταν λύση, τότε ϑα είχαµε 3x0 − 9k = 5 δηλαδή 3|5, άτοπο Αν έχει (τουλάχιστον) µια
λύση, τότε πόσες και συνακόλουθα ποιες είναι οι λύσεις της ; Για παράδειγµα η ισοδυναµία:

5x ≡ 7mod12

έχει λύση την κλάση x ≡ 11mod12. Πώς ϐρήκαµε τη λύση ; Γράφουµε το (5,12) = 1 ως γραµµικό
συνδιασµό των 12 και 5,

5 · 5 + (−2)12 = 1.

Πολλαπλασιάζουµε µε 7, 5 · 35 + (−14) · 12 = 7. Εποµένως η κλάση x ≡ 35 ≡ 11mod12, είναι
λύση.

Πρόταση 4.3.1. Η ισοδυναµία ax ≡ bmodm έχει λύση ακριβώς τότε όταν ο d := (a,m) | b. Αν
έχει λύση, τότε το πλήθος των λύσεων είναι ακριβώς d.

Απόδειξη. Αν d | b, τότε υπάρχει ` ∈ Z τέτοιο ώστε b = d`. ΄Οµως d = (a,m). Συνεπώς υπάρχουν
ακέραιοι r, s ∈ Z τέτοιοι ώστε d = ar +ms. Εποµένως,

b = d` = (ar +ms)` = a(r`) +m(s`),

δηλαδή το x0 ≡ (r`)modm, είναι λύση της ισοδυναµίας.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι η ισοδυναµία έχει κάποια λύση x0, ax0 ≡ bmodm. Αυτό σηµαίνει ότι

ax0 − b = mk, για κάποιο k ∈ Z.

Ο d = (a,m), διαιρεί τα a και m. ΄Αρα d | b. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι το πλήθος των
λύσεων είναι ακριβώς d.

Αν x0 λύση της ισοδυναµίας και k ∈ Z, τότε και για x0 + kmd είναι επίσης λύση. Πράγµατι,

a
(
x0 + k

m

d

)
= ax0 + km

a

d
≡ ax0 ≡ bmodm.

Επίσης αν x0, x1 λύσεις, τότε
ax0 ≡ b ≡ ax1modm.

Επειδή d = (a,m), έπεται ότι
x1 ≡ x0mod

m

d
,

και συνεπώς
x1 = x0 + k

m

d
, k ∈ Z,

δηλαδή κάθε λύση είναι της µορφής αυτής. Οι λύσεις

x0 +
m

d
, x0 +

2m
d
, . . . , x0 +

(d − 1)m
d

είναι διαφορετικές modm, διότι για k1, k2 ∈ {1,2, . . . , d − 1} ισχύει

x0 + k1
m

d
= x0 + k2

m

d
modm ⇔ m | (k1 − k2)

m

d
⇔ d | (k1 − k2)⇔ k1 = k2,

διότι 0 ≤ |k1 − k2| < d.
Τέλος, κάθε λύση είναι ισοδύναµη µε µία από τις παραπάνω. Πράγµατι αν x0 + kmd , k ∈ Z

λύση και γράψουµε k = qd + r, 0 ≤ r < d έχουµε

x0 + k
m

d
≡ x0 +

(qd + r)m
d

= x0 + qm + r
m

d
≡ x0 + r

m

d
modm

για 0 ≤ r < d. �
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Πόρισµα 4.3.2. Αν (a,m) = 1, τότε η ισοδυναµία

ax ≡ bmodm

έχει πάντοτε ακριβώς µια λύση.

Σηµείωση Η ισοδυναµία 5x ≡ 7mod12 έχει ακριβώς µια λύση, την x ≡ 11mod12.
Παράδειγµα. Να λυθεί η ισοδυναµία

27x ≡ 18mod105.

Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (27,105) = 3 | 18. Εποµένως η ισοδυναµία έχει ακριβώς 3 λύσεις
mod105. Γράφουµε τον (27,105) ως γραµµικό συνδυασµό των 27,105:

3 = 27 · 4 + 105 · (−1).

Πολλαπλασιάζουµε µε 6,

18 = 27 · 24 + 105 · (−6).

Εποµένως µία λύση της ισοδυναµίας είναι η

x0 ≡ 24mod105.

Οι άλλες δύο λύσεις είναι :

x1 = x0 +
m

d
= 24 +

105
3
≡ 59mod105

και

x2 = x0 +
2m
d

= 24 + 12
105
3
≡ 94mod105.

Παρατήρηση 4.3.3. Ο τύπος του Georgi Voromi [10, σελ. 69]. Αν (a,m) = 1, η λύση της
ισοδυναµίας

ax ≡ 1modm

δίνεται από τον τύπο

x ≡

3 − 2a + 6
a−1∑
k=1

[mk
a

]2modm

Ο τύπος είναι αρκετά ϐολικός όταν ο a είναι αρκετά µικρός αφού τότε ϑα έχουµε λίγους προσθε-
τέους.

Στη συνέχεια ϑα δούµε ότι το πρόβληµα της επίλυσης ισοδυναµίας ανωτέρου ϐαθµού ανάγεται
στην επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος µιας ισοδυναµίας µέτρου δύναµης πρώτου αριθµού.
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Πρόταση 4.3.4. Υποθέτουµε ότι ο ϕυσικός αριθµός m, (m > 1) αναλύεται σε γινόµενο

m =

r∏
i=1

mi ,

όπου (mi , mj) = 1 για κάθε i, j ∈ {1,2, . . . , r} και i , j. Κάθε λύση της ισοδυναµίας

f (x) ≡ 0modm

είναι συγχρόνως και λύση του συστήµατος ισοδυναµιών

f (x) ≡ 0modm1 (4.3.2)
f (x) ≡ 0modm2

...
...

f (x) ≡ 0modmr

και αντιστρόφως.

Απόδειξη. Αν x0 ∈ Z λύση της ισοδυναµίας, ϑα έχουµε f (x0) ≡ 0modm. Επειδή για κάθε i ∈
{1,2, . . . , m}, mi | m, έπεται ότι

f (x0) ≡ 0modmi , i ∈ {1,2, . . . , r}.

Αντίστροφα, αν x0 κοινή λύση του συστήµατος (4.3.2) ϑα έχουµε

f (x0) ≡ 0modmi , για κάθε i ∈ {1,2, . . . , r}.

Εποµένως, mi | f (x0) για κάθε i ∈ {1,2, . . . , r}. Συνεπώς m =
∏r
i=1mi | f (x0), δηλαδή ότι f (x0) ≡

0modm. �

Αν λοιπόν µπορούσαµε να λύσουµε κάθε ισοδυναµία f (x) ≡ 0modmi , i ∈ {1,2, . . . , r} χωριστά
και να ϐρούµε κάποια λύση xi ,

f (xi) ≡ 0modmi ,

τότε ϑα µπορούσαµε στη συνέχεια να λύσουµε ένα σύστηµα γραµικών ισοδυναµιών της µορφής:

x ≡ x1modm1 (4.3.3)
x ≡ x2modm2
...

...

x ≡ xrmodmr

και κάθε λύση του συστήµατος (4.3.3), έστω x0 ϑα είναι και λύση του αρχικού συστήµατος ισο-
δυναµιών (4.3.2), αφού

f (x0) ≡ f (xi) ≡ 0modmi

για κάθε i ∈ {1,2, . . . , r}.
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Πρόταση 4.3.5 (Κινέζικό ϑεώρηµα Υπολοίπων). Αν m1, m2, . . . , mr ϕυσικοί αριθµοί mi > 1 για
κάθε i ∈ {1,2, . . . , r} πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο και ai ∈ Z, τότε το σύστηµα ισοδυναµιών :

x ≡ a1modm1

x ≡ a2modm2
...

...

x ≡ armodmr

έχει µοναδική λύση modm, m =
∏r
i=1mi . Η απόδειξη της πρότασης υποδεικνύει και τον τρόπο

υπολογισµού της λύσης.

Απόδειξη. Για κάθε i ∈ {1,2,3, . . . , r}, ϑέτουµε

Mi =
m

mi
= m1m2 · · ·mi−1mi+1mi+2 · · ·mr .

Επειδή οι mi είναι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο έπεται ότι (mi , Mi) = 1. Εποµένως για κάθε
i ∈ {1,2, . . . , n} η ισοδυναµία

Mix ≡ 1modmi

έχει µοναδική modmi λύση. Ας την ονοµάσουµε bi . Ο ακέραιος αριθµός

x0 ≡

r∑
i=1

aiMibi

είναι λύση του συστήµατος. Πράγµατι, για κάθε i ∈ {1,2, . . . , r}, έχουµε

aiMibi ≡ aimodmi

και για κάθε j ∈ {1,2, . . . , r}, j , i ισχύει

ajMjbj ≡ 0modmi

δηλαδή
x0 ≡ aimodmi .

Θα αποδείξουµε ότι αυτή η λύση είναι µοναδική modm. Αν x1 µια άλλη λύση, τότε ισχύει

x1 ≡ ai ≡ x0modmi για κάθε i ∈ {1,2, . . . , r}.

Συνεπώς mi | x1 − x0 και επειδή οι mi είναι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο, έπεται ότι

m =

r∏
i=1

mi | (x1 − x0), δηλαδή x1 ≡ x0modm.

�

Παρατήρηση 4.3.6. 1. Η πρόταση 2.2.2 ϑα µπορούσε να αποδειχθεί και µε χρήση της 4.3.1.

Πράγµατι η ύπαρξη λύσης της διοφαντικής εξίσωσης

aX + bY = c
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είναι ισοδύναµη µε την ύπαρξη λύσης της ισοτιµίας

aX ≡ cmodb

είτε της ισοτιµίας
bY ≡ cmoda.

Οι ισοτιµίες όµως έχουν λύση ακριβώς τότε όταν ο d = (a, b)|c. Επιπλέον αν x0 κάποια λύση
της ισοτιµίας

aX ≡ cmodb,

όλες οι λύσεις της είναι

xk = x0 +
kb

d
, k ∈ Z.

Από την aX + bY = c, υπολογίζουµε το y0 =
c−ax0
b και στη συνέχεια τα

yk =
c − axk
b

=
c − a

(
x0 + kb

d

)
b

=
c − ax0

b
−
a kbd
b

= y0 −
ka

d
, k ∈ Z.

2. Η πρόταση 4.3.5 χρωστά το όνοµά της στον Sun-Tsu, Κινέζο συγγραφέα του πρώτου µ.Χ.
αιώνα (κατ΄ άλλους ϑα πρέπει να έχει Ϲήσει µεταξύ του 200 και 470), ο οποίος στο έργο του
Suan-ching «Εγχειρίδιο Αριθµητικής» έθεσε το ακόλουθο πρόβληµα:

« Υποθέτουµε ότι έχουµε έναν άγνωστο αριθµό αντικειµένων. ΄Οταν τα µετρούµε ανά τρία
περισσεύουν δύο, όταν τα µετρούµε ανά πέντε περισσεύουν τρία, ενώ όταν τα µετρούµε ανά
επτά περισσεύουν δυό. Πόσα αντικείµενα έχουµε ;» Η λύση του προβλήµατος, δηλαδή η
λύση του συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών :

x ≡ 2mod3
x ≡ 3mod5
x ≡ 2mod7

παρά το ότι αφορά µια ειδική περίπτωση ο Sun-Tsu έδωσε ακριβώς τη µέθοδο απόδειξης
της πρότασης 4.3.5. Πρώτα υπολογίζει ϐοηθητικούς ακέραιους 70,21 και 15 οι οποίοι
είναι τα γινόµενα 5 · 7, 3 · 7 και 3 · 5 αντίστοιχα. Στη συνέχεια υπολογίζει το άθροισµα
270 + 321 + 215 = 233, αυτή είναι µια λύση. Για να ϐρει την ελάχιστη αφαιρεί πολ/σια του
105 και ϐρίσκει 25.Φυσικά εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι οι 70,21 και 15 διαιρούµενοι
µε 3,5 και 7 αφήνου υπόλοιπο ένα.

∆υστυχώς υπάρχει διχογνωµία σχετικά µε το πότε έζησε ο Shun-Tsu. Μερικοί συγγραφείς
όπως ο R. Dickson(1919), υποστηρίζουν ότι έζησε τον πρώτο µετά µ.Χ. αιώνα, ενώ άλλοι,
όπως A. Wylie (1897), αλλά και ο L. Wang (1964), κάπου µεταξύ τρίτου και πέµπτου µ.Χ.
αιώνα.

Το αποτέλεσµα συµπεριελήφθηκε κατά τον 13ο αιώνα στο έργο του Qin Jushao Shushu
Jiuzhan Μαθηµατική πραγµατεία σε εννέα παραγράφους 1 (1247), από όπου και διαδόθηκε
στους νεότερους χρόνους.

1Παράφραση του παραπάνω τίτλου χρησιµοποιήσε ο J. Tattersall ως τίτλο του ϐιβλίου του Elementary Number
Theory in Nine chapters
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3. Το ίδιο ακριβώς πρόβληµα και λύση εµφανίζεται στην έκδοση του R. Hoche (1866) του έργου
του Νικόµαχου του Γερασηνού, µαθηµατικού του 1ου µ.Χ. αιώνα, « Ἀριθµητική εἰσαγωγή».
∆εν ανήκει όµως στο σώµα του κυρίως κειµένου αλλά ακολουθεί ένα παράρτηµα µε τίτλο
«Προβλήµατα Αριθµητικά» και είναι το πέµπτο πρόβληµα µε τίτλο : «Μέθοδος, δι᾿ ἧς ἀστείως
εὑρήσεις, οἷον ἀριθµόν ἔχει τις ἐπί νοῦν».

΄Ετσι δεν είναι σίγουρο ότι είναι του Νικόµαχου. Εικάζεται ότι είναι του Ιωάννη του Φιλόπο-
νου, 6ου µ.Χ. αιώνα ο οποίος συνέγραψε σχόλιο µε τίτλο «᾿Ιωάννου Γραµµατικοῦ Ἀλεξαν-
δρέως (του Φιλοπόνου) εἰς το πρῶτον και δεύτερον τῆς Νικοµάχου Ἀριθµητικής εἰσαγωγής».
Παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στα [20], [25], [21], [18], [23].

4. Η απόδειξη της πρότασης 4.3.5 οφείλεται στον Gauss [6, άρθρο 36].

Η πρόταση 4.3.5 γενικεύθηκε γύρω στα 700 µ.Χ. από τον ϐουδιστή Μοναχό Yi Xing.

Πρόταση 4.3.7. Το σύστηµα ισοδυναµιών

x ≡ a1modm1

x ≡ a2modm2
...

...

x ≡ armodmr

έχει λύση ακριβώς τότε όταν (mi , mj)|(ai − aj) για κάθε i, j, i , j. Αν υπάρχει λύση τότε αυτή είναι
µοναδική modulo m όπου m = [m1, . . . , mr].

Απόδειξη. Αν το σύστηµα έχει λύση τότε mi | (x − ai) για κάθε i = 1, . . . , r. Ας ονοµάσουµε
mij = (mi , mj) για i , j, τότε mij | (x − ai) και mij | (x − aj) οπότε mij | (x − ai) − (x − aj) = aj − ai
για κάθε i , j.

Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότιmij | (ai−aj) για κάθε Ϲευγάρι i, j ∈ {1,2, . . . , r}, i , j. Η ιδέα είναι
να αντικαταστήσουµε το δοθέν σύστηµα µε άλλο ισοδύναµο στο οποίο µπορούµε να εφαρµόσουµε
το κινέζικο ϑεώρηµα.

Σύµφωνα µε την ανάλυση του ϕυσικού αριθµούm = pn1
1 p

n2
2 ·p

ns
s τότε η ισοδυναµία x ≡ amodm

είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα των γραµµικών ισοδυναµιών

x ≡ amodpn1
1

x ≡ amodpn2
2

...
...

x ≡ amodpnss

Αν το εφαρµόσουµε στο αρχικό σύστηµα ϑα προκύψει σύστηµα ισοδύναµο προς το αρχικό του
οποίου κάθε ισοδυναµία ϑα έχει µέτρο δύναµη πρώτου. Βέβαια, τα µέτρα αυτά δεν είναι όλα
κατ΄ ανάγκη πρώτα µεταξύ τους, αφού είναι δυνατόν κάποιες δυνάµεις πρώτου να εµφανίζονται
στην κανονική ανάλυση των mi για διάφορα mi . Για κάποιο δοσµένο p αν διαλέξουµε τον δείκτη
i ∈ {1,2, . . . , r}, για τον οποίο ο p εµφανίζεται στην κανονική ανάλυση του mi µε τον µεγαλύτερο
εκθέτη (σε σχέση µε τους εκθέτες στην ανάλυση του mj).΄Εστω ότι αυτή η δύναµη είναι pe. Αν
τώρα pf | mj, τότε κατ΄ ανάγκη f ≤ e και pf | mij = (mi , mj) | ai − aj. Εποµένως προκύπτει ότι
ai ≡ ajmodpf . Αυτό σηµαίνει ότι, αν η ισοδυναµία x ≡ amodpe έχει λύση, τότε έχει λύση και η
x ≡ ajmodpf .
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∆ηλαδή µπορούµε να διαγράψουµε από το σύστηµα όλες τις ισοδυναµίες x ≡ ajmodpf και να
αφήσουµε µόνο την x ≡ aimodpe αυτή µε τον µεγαλύτερο εκθέτη του p.

Αν το κάνουµε αυτό για κάθε πρώτο p ϑα έχουµε ένα σύστηµα ισοδυναµιών µε µέτρα δυνάµεις
πρώτων οι οποίοι ϑα είναι ανά δύο διαφορετικοί. Το κινέζικο ϑεώρηµα υπολοίπων µας εξασφαλίζει
την ύπαρξη µοναδικής λύσης η οποία αυτόµατα είναι και λύση του αρχικού. �

Παραδείγµατα ισοδυναµιών:
(1) Να λυθεί το σύστηµα:

2x ≡ 1mod5
3x ≡ 2mod7
4x ≡ 5mod9

Κάθε ισοτιµία ξεχωριστά έχει µοναδική λύση. Η πρώτη x ≡ 3mod5, η δεύτερη x ≡ 3mod7 και η
η τρίτη x ≡ 8mod9. Εποµένως, αρκεί να λύσουµε το σύστηµα:

x ≡ 3mod5
x ≡ 3mod7
x ≡ 8mod9

Συνεπώς, a1 = 3, a2 = 3, a3 = 8, m = 5 · 7 · 9 = 315, M1 = 63, M2 = 45 και M3 = 35. Οι
ισοτιµίες Mix ≡ 1modmi , i = 1,2,3. 63x ≡ 1mod5, 45x ≡ 1mod7 και 35x ≡ 1mod9 έχουν
λύσεις b1 ≡ 2mod5, b2 ≡ 5mod7 και b3 ≡ 8mod9 αντίστοιχα. Εποµένως, η µοναδική λύση του
αρχικού συστήµατος είναι

x0 ≡ (a1M1b1 + a2M2b2 + a3M3b3)mod315

δηλαδή
x0 = 143mod315.

(2) Να λυθεί το σύστηµα:

x ≡ 13mod40
x ≡ 5mod44
x ≡ 38mod275

Επειδή a1 = 13, a2 = 5, a3 = 38, m1 = 40, m2 = 44, m3 = 275 και (40,44) = 4|13 − 5 = 8,
(40,275) = 5|13 − 38 − −25, (44,275) = 11|5 − 38 = −33, έπεται ότι το σύστηµα έχει µοναδική
λύση modm, όπου m = [40,44,275] = 2200.

Για να ϐρούµε τη λύση διασπούµε τις ισοτιµίες σε ισοδύναµα συστήµατα µε µέτρα δυνάµεις
πρώτων αριθµών. ΄Ετσι η πρώτη ισοδυναµία γράφεται :

x ≡ 13mod23

x ≡ 13mod5

η δεύτερη

x ≡ 5mod22

x ≡ 5mod11
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και η τρίτη

x ≡ 38mod52

x ≡ 38mod11

Από αυτές επιλέγουµε µόνο εκείνες που έχουν µέτρο µε τον µεγαλύτερο εκθέτη και σχηµατίζουµε
το σύστηµα

x ≡ 5mod8
x ≡ 13mod25
x ≡ 5mod11

Λύνουµε το τελευταίο σύστηµα σύµφωνα µε το κλασικό ϑεώρηµα υπολοίπων του Κινέζου και
ϐρίσκουµε

x ≡ 1413mod2200.

Μπορούµε να λύσουµε το παραπάνω σύστηµα στο sage δίνοντας τις εντολές :

sage : CRT_list ( [13 ,5 ,38] , [40 ,44 ,275])
1413

Θα µπορούσαµε να αντιµετωπίσουµε το παραπάνω πρόβληµα µε ωµή ϐία, αλλά αυτό ϑα καθυ-
στερούσε πολύ περισσότερο :

for i in range (1 ,8∗25∗11):
i f (Mod( i ,8 ) == Mod(5 ,8 ) ) and (Mod( i ,25) == Mod(13 ,25)) \
and (Mod( i ,11) == Mod(5 ,11 ) ) :

i
1413

Στο παραπάνω πρόγραµµα Ϲητήσαµε από τον υπολογιστή να δοκιµάσει όλους τους αριθµούς από
το 1 µέχρι το 2200 = 8 · 25 · 11 και να ϐρει τη λύση.

Παρατήρηση 4.3.8. Μπορούµε να δόσουµε µια διαφορετική απόδειξη του ϑεωρήµατος του Κι-
νέζου κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος του Euler 4.2.6. ΄Οπως και στην πρώτη απόδειξη του
ϑεωρήµατος ϑέτουµε m =

∏r
i=1mi και Mi = m

mi
, i = 1,2, . . . , r.

Ο ακέραιος αριθµός

x0 =

r∑
i=1

aiM
φ(mi )
i .

είναι λύση του συστήµατος ισοτιµιών. Πράγµατι, επειδή

Mj ≡ 0modmi για κάθε j , i

έχουµε x0 = aiM
φ(mi )
i modmi . ΄Οµως, επειδή (Mi , mi) = 1, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Euler,

έχουµε
Mφ(mi )
i ≡ 1modmi .

Συνεπώς x0 = aimodmi για κάθε i = 1,2, . . . , r.
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Παρατήρηση 4.3.9. Με τη ϐοήθεια του Κινέζικου ϑεωρήµατος υπολοίπων µπορούµε να δώσουµε
µια διαφορετική απόδειξη του ότι η φ συνάρτηση είναι πολλαπλασιαστική.

Υποθέτουµε ότι m1, m2 είναι δύο ϑετικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους. Αν m = m1m2 και
a ακέραιος µε (a,m) = 1. Υπάρχει µοναδικό a1 ∈ S(m1) τέτοιο ώστε a ≡ a1modm1. Αρκεί
να πάρουµε το amodm1. Οµοίως υπάρχει a2 ∈ S(m2) ώστε a ≡ a2modm2. Είναι ϕανερό ότι
(a,m1) = 1 για i = 1,2. Εποµένως και (ai , mi) = 1 για i = 1,2. Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε
ότι σε κάθε a ∈ R(m) αντιστοιχεί ένα Ϲευγάρι (a1, a2) ∈ R(m1) × R(m2). Αντίστροφα, αν µας δοθεί
ένα Ϲευγάρι (a1, a2) ∈ R(m1)×R(m2), τότε σύµφωνα µε το Κινέζικο ϑεώρηµα υπολοίπων, υπάρχει
ένα µοναδικό x ∈ S(m) τέτοιο ώστε

x ≡ a1modm1

x ≡ a2modm2

Επειδή (ai , mi) = 1 για i = 1,2 έπεται ότι και (x,mi) = 1, δηλαδή ότι (x,m) = 1, που σηµαίνει ότι
x ∈ R(m).

Εποµένως αποδείξαµε ότι υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία ανάµεσα στα σύνολα R(m)
και R(m1)×R(m2). Τα σύνολα αυτά έχουν τον ίδιο αριθµό στοιχείων δηλαδή φ(m) = φ(m1)φ(m2).2

4.3.1 Ασκήσεις

1. Να λύσετε τις ισοδυναµίες :

(αʹ) 25x ≡ 15mod29
(ϐʹ) 6x ≡ 15mod21
(γʹ) 34x ≡ 60mod98

2. Οµοίως να λυθούν τα συστήµατα:

(αʹ)

x ≡ 4mod11
x ≡ 14mod29
x ≡ 7mod31

(ϐʹ)

2x ≡ 1mod5
3x ≡ 6mod9
x ≡ 3mod17

3. Να ϐρείτε έναν ακέραιο ο οποίος διαιρούµενος µε 2,3,6 και 12 να δίνει υπόλοιπο 1,2,5
και 5 αντίστοιχα.

4. Τρεις γεωργοί µοιράζονται εξ ίσου το ϱύζι που παράγουν όλοι µαζί. Επισκέπτονται διαφορε-
τικές αγορές ο καθένας. Στην πρώτη αγορά µονάδα µέτρησης είναι τα 83 κιλά, στη δεύτερη
τα 110 κιλά και στη τρίτη τα 135 κιλά. Ο καθένας πούλησε όσο πιο πολλά µπορούσε και
όταν γύρισαν σπίτι, ο πρώτος επέστρεψε 32 κιλά, ο δεύτερος 70 κιλά και ο τρίτος 30 κιλά.
Πόσα κιλά ϱύζι παρήγαγαν και οι τρεις µαζί ; (Αρχαίο κινέζικο πρόβληµα).

2Στο δεύτερο µέρος του ϐιβλίου ϑα δώσουµε µια απόδειξη η οποία είναι κατά ϐάθος ίδια µε την παρούσα αλλά
χρησιµοποιεί ορολογία Θεωρίας Οµάδων.
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4.4 Εφαρµογές των ισοδυναµιών

4.4.1 g-αδική παράσταση ϑετικών ακέραιων

Στην παράγραφο αυτή ϑα ασχοληθούµε µε µερικές εφαρµογές των ισοδυναµιών.

Πρόταση 4.4.1 (g-αδική παράσταση ϑετικών ακέραιων). Αν g ∈ Z, g > 1 τότε κάθε ϑετικός
ακέραιος n γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή

n = amg
m + am−1g

m−1 + · · · + a2g
2 + a1g + a0,

όπου ai i = 0,1,2, . . . m ακέραιοι τέτοιοι ώστε 0 ≤ ai < g για κάθε i = 0,1,2, . . . , m.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε πρώτα την ύπαρξη. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα της διαίρεσης µε υπό-
λοιπο 1.2.3 έχουµε

n = q1g + a0, 0 ≤ a0 < g.

Αν q1 ≥ g τότε, πάλι λόγω της 1.2.3 έχουµε q1 = q2g + a1, 0 ≤ a1 < g, οπότε

n = (q2g + a1)g + a0 = q2g
2 + a1g + a0.

Αν q2 ≥ g, συνεχίζουµε κατά τον ίδιο τρόπο, q2 = q3g + a2, 0 ≤ a2 < g,

n = q3g
3 + a2g

2 + a1g + a0.

Συνεχίζουµε όσο το επόµενο πηλίκο είναι ≥ g (επαγωγικά). Επειδή

n > q1 > q2 > · · · ≥ 0,

αυστηρά ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών ακέραιων έπεται ότι µετά από πεπερασµένο πλήθος ϐηµά-
των ϑα γίνει σταθερά. Αν αυτό γίνει στο (m − 1)-στο ϐήµα ϑα έχουµε

qm−1 = qmg + am−1,0 ≤ am−1 < g και 0 ≤ qm < g.

Αν am := qm , τότε
n = amg

m + am−1g
m−1 + · · · + a1g + a0.

Θα αποδείξουµε τώρα τη µοναδικότητα της παράστασης. Υποθέτουµε ότι ο n έχει δύο, διαφορε-
τικές µεταξύ τους παραστάσεις :

n = amg
m + · · · + a1g + a0

n = bmg
m + · · · + b1g + b0,

όπου 0 ≤ ai , bj < g για κάθε i, j ∈ {0,1,2, . . . , m}. Χρησιµοποιούµε και στις δύο εκφράσεις τον
ίδιο εκθέτη m διότι µπορούµε να συµπληρώσουµε, αν χρειάζεται, όρους µε συντελεστή 0.

Αφαιρούµε τις δύο παραπάνω σχέσεις κατά µέλη και έχουµε

0 = cmg
m + · · · + c1g + c0, όπου ci = ai − bi , i = 0,1,2, . . . , m. (4.4.1)

Επειδή οι δύο παραστάσεις είναι διαφορετικές µεταξύ τους, έπεται ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον
δείκτης i ∈ {0,1,2, . . . , m} τέτοιος ώστε ci = ai − bi , 0. Αν

` := min
{
i ∈ {0,1,2, . . . , m}|ci , 0

}
,
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τότε η σχέση (4.4.1) γράφεται

0 = cmg
m + · · · + c`g

` c` , 0.

Εποµένως c` = −g
(
cmgm−`−1 + · · · + c`+1

)
συνεπώς g | c`. Από τις ανισότητες 0 ≤ a` < g και

0 ≤ b` < g προκύπτει : −g < a` − b` < g, δηλαδή −g < c` < g δηλαδή |c`| < g το οποίο όµως µαζί
µε το g | c` δίνει ότι c` = 0, άτοπο. Συνεπώς αποδείξαµε και το µονοσήµαντο. �

Συνήθως χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό

n = (amam−1 . . . a2a1a0)g

και ϑα λέµε ότι αυτή είναι η παράσταση του n ως προς τη ϐάση g. Οι συνηθισµένες ϐάσεις είναι
g = 10 (δεκαδικό) και g = 2 ( δυαδική). Η απόδειξη της ύπαρξης µας δίνει και τη µέθοδο
(αλγόριθµο) της εύρεση της παράστασης του δοθέντος n ως προς κάποια δοθείσα ϐάση g.

Για παράδειγµα ο αριθµός n = 1785 (δεκαδικός) γράφεται µε ϐάση το 2 (δυαδικό σύστηµα)

1785 = 2 · 892 + 1 = 2(2 · 446) + 1 =

= 22 · 446 + 1 = 22(2 · 223) + 1 = 23 · 223 + 1
= 23(2 · 111 + 1) + 1 = 24 · 111 + 23 · 1 + 1
= 24(2 · 55 + 1) + 23 + 1 =

= 25 · 55 + 24 + 23 + 1 = 25(2 · 27 + 1) + 24 + 23 + 1
= 26 · 27 + 25 + 24 + 23 + 1 =

= 26(2 · 13 + 1)25 + 24 + 23 + 1 = 27(2 · 6 + 1) + 25 + 24 + 23 + 1 =

= 28 · 6 + 27 + 25 + 24 + 23 + 1 = 28(2 · 3) + 27 + 25 + 24 + 23 + 1 =

= 29(2 + 1) + 27 + 25 + 24 + 23 + 1 =

= 210 + 29 + 27 + 25 + 24 + 23 + 1 = (11010111001)2.

Ιδιαίτερα ως προς ϐάση το g = 2, επειδή τα ψηφία της παράστασης είναι 0 και 1 από την πρόταση
4.4.1, έπεται ότι κάθε ϕυσικός αριθµός έχει µοναδική παράσταση ως άθροισµα διαφορετικών
µεταξύ τους δυνάµεων του 2 µε εκθέτες ϕυσικούς αριθµούς.

Τέλος στο ερώτηµα πόσο είναι το πλήθος των ψηφίων του n ως προς τη ϐάση g, η απάντηση
είναι εύκολη. Επειδή

gm ≤ n < gm+1,

συνεπάγεται ότι m log g ≤ logn < (n + 1) log g,

m ≤
logn
log g

< m + 1.

Εποµένως

m =

[
logn
log g

]
και επειδή τα ψηφία είναι m + 1 έχουµε

[ logn
log g

]
+ 1 το πλήθος ψηφία. Φυσικά αν ϑεωρήσουµε και

τον λογάριθµό ως προς ϐάση g, τότε το πλήθος των ψηφίων είναι [logg n] + 1. Συχνά ο αριθµός
αυτός συµβολίζεται και dlogg ne και ονοµάζεται οροφή του logg n.
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4.4.2 Κριτήρια διαιρετότητας

Αν
∑n
i=0 ai10i είναι η δεκαδική παράσταση του ϑετικού ακέραιου m, s =

∑n
i=0 ai , t =

∑n
i=0(−1)iai ,

τότε

1. 2 | m ακριβώς τότε όταν 2 | a0, αφού 10k ≡ 0mod2 για κάθε k ≥ 1.

2. 5 | m ακριβώς τότε όταν 5 | a0, αφού 10k ≡ 0mod5 για κάθε k ≥ 1.

3. 4 | m ακριβώς τότε όταν 4 | 10a1 + a0, αφού 10k ≡ 0mod4 για κάθε k ≥ 2.

4. 25 | m ακριβώς τότε όταν 25 | 10a1 + a0 αφού 10k ≡ 0 | 25 για κάθε k ≥ 2.

5. 3 ή 9 | m ακριβώς τότε όταν 3 ή 9 | s, αφού 10k ≡ 1mod9 ή 10k ≡ 1mod3 για κάθε k ≥ 1.

6. 11 | m ακριβώς τότε όταν 11 | t αφού 10k ≡ (−1)kmod11 για κάθε k ≥ 1.

7. 7 | m ακριβώς τότε όταν 7 | b − 2a0, όπου b = am10m−1 + · · · + a210 + a1. Πράγµατι,
m = 10b + a0 Εποµένως 7 | m αν και µόνο αν 7 | 3b + a0 = 3b + 7a0 − 6a0 αν και µόνο αν
7 | 3(b − 2a0) αν και µόνο αν 7 | b − 2a0.

8. 13 | m ακριβώς τότε όταν 13 | (b + 4a0) όπου b = am10m−1 + · · · + a210 + a1. Πράγµατι,
13 | m αν και µόνο αν 13 | 10b + a0 αν και µόνο αν 13 | (13b − 3b + 13a0 − 12a0) αν και
µόνο αν 13 | 3(b + 4a0) αν και µόνο αν 13 | b + a0.

9. Ο m διαιρείται συγχρόνως µε 7,11 και 13 ακριβώς τότε όταν το 7,11 και 13 διαιρούν τον

100a2 + 10a1 + a0 − (100a5 + 10a4 + a3) + (100a8 + 10a7 + a6) − (100a11 + 10a10 + a9).

Πράγµατι παρατηρούµε ότι 7 · 11 · 13 = 1001 και ότι για ` άρτιο

103` ≡ 1mod1001,103`+1 ≡ 10mod1001,103`+2 ≡ 100mod1001

ενώ για ` περιττό

103` ≡ −1mod10001,103`+1 ≡ −10mod1001,103`+2 ≡ −100mod1001.

4.4.3 Η ηµέρα της εβδοµάδας

Αν

• k είναι η µέρα του µήνα

• m είναι ο µήνας (η αρίθµηση αρχίζει από τον µήνα Μάρτιο)

• N είναι το έτος (αν είναι Ιανουάριος ή Φεβρουάριος είναι το προηγούµενο έτος)

• C είναι ο αιώνας

• Y είναι το έτος µέσα στον αιώνα (N = 100C + Y ).
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τότε
W = k + [2,6 ·m − 0,2] − 2 · C + Y +

[Y
4

]
+

[C
4

]
mod7

Παράδειγµα. Τι µέρα ήταν η 5η Σεπτεµβρίου του 1951;

k = 5, m = 7, N = 1951, C = 19, Y = 51

W = 5 + [2,6 · 7 − 0,2] − 2 · 19 + 51 +

[51
4

]
+

[19
4

]
= 5 + 18 − 38 + 51 + 12 + 4mod7 ≡ 52 ≡ 3mod7.

Εποµένως ήταν ηµέρα Τετάρτη (Κυριακή αντιστοιχεί στο 0 και το Σάββατο στο 6). [12, σελ.
166-170]
Παράδειγµα. Σήµερα 7η ∆εκεµβρίου 2014 έχουµε k = 7, m = 10, C = 20, Y = 14. Εποµένως
W = 7 + [2,6 · 10− 0,2]− 2 · 20 + 14 + [14/4] + [20/4] = 7 + 25− 40 + 14 + 3 + 5 ≡ 0mod7. ΄Αρα
είναι µέρα Κυριακή !

4.4.4 Υπολογισµός του Ορθοδόξου Πάσχα

Ο υπολογισµός της ηµέρας του Πάσχα ϐασίζεται και αυτός στις ιδιότητες των ισοτιµιών. Αν
συµβολίσουµε µε (b, a) το υπόλοιπο της διαίρεσης του ακέραιου b µε τον ακέραιο a και για το
έτος X ορίσουµε

a = (X,19), b = (X,4), c = (X,7), A = (19a + 16,30), B = (4c + 2b + 6a,7),

τότε η ηµέρα του Πάσχα E(X ) του έτους X ϑα είναι

E(X ) = A + B + 3 «ηµέρες Απριλίου»

Σηµείωση: Αν E(Q) ≤ 30, τότε αναφέρεται σε ηµέρες Απριλίου ενώ αν E(X ) ≥ 30, τότε αυτό
σηµαίνει την (E(X ) − 30)-στή ηµέρα του Μαΐου. Ο παραπάνω τύπος οφείλεται στον Gauss.
Παράδειγµα. Για X = 2007 a = 12, b = 3, c = 5, A = 4, B = 1. E(X ) = A + B + 3 = 4 + 1 + 3 = 8
ηµέρες Απριλίου. Πράγµατι, το 2007 το Πάσχα ήταν στις 8 Απριλίου.
Παράδειγµα. Το έτος Q = 2015 το Πάσχα ϑα είναι a = (X,19) = 1, b = (X,4) = 3, c = (X,7) = 6,
A = (19a+16,30) = (35,30) = 5, B = (4c+2b+6A,7) = (60,7 = 4). Εποµένως E(X ) = 5+4+3 =

12 Απριλίου. [10].

4.5 ΄Υψωση σε δύναµεις και εύρεση ϱίζας modm

Θέλουµε να υπολογίσουµε το
7345678912mod18165151.

Το πρώτο που ϑα έπρεπε να γνωρίζουµε είναι η παραγοντοποίηση του αριθµού 18165151 για να
εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα του Euler.

Πράγµατι µε µεθόδους που ϑα αναπτύξουµε παρακάτω έχουµε

18165151 = 3931 · 4621.

Η φ-συνάρτηση του Euler µας δίνει

φ(18165151) = (3931 − 1)(4621 − 1) = 18156600.
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Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (7,181651551) = 1. Εποµένως από το ϑεώρηµα του Euler,

718156600 ≡ 1mod18165151.

Επειδή, 345678912 = 18156600 · 19 + 541043, έχουµε

718156600 ≡ 7541043mod18165151.

Γράφουµε τον εκθέτη 541043 σε δυαδική µορφή. Αυτό γίνεται πολύ εύκολα σύµφωνα µε τον
ακόλουθο αλγόριθµο:

n =

r∑
i=0

εi2r−i , εi ∈ {0,1}.

Αν m περιττός ε0 = 1, αλλιώς ε0 = 0. Αντικαθιστούµε το n µε το
[
n
2

]
και συνεχίζουµε όµοια µέχρι

να ϕτάσουµε στο 0.
Το

an = a
∑r
i=0 εi2

i
=

∏
ei=1

a2imodn.

Στο παράδειγµά µας,
541043 = (11001110100000100001)2

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τη µέθοδο των διαδοχικών υψώσεων στο τετράγωνο.

7 = 7 mod18165151
72 = 49 mod18165151
723

= 2401 mod18165151
724

= 5764801 mod18165151
725

= 4796913 mod18165151
726

= 14438188 mod18165151
727

= 16179105 mod18165151
728

= 15991127 mod18165151
729

= 7879037 mod18165151
7210

= 2156379 mod18165151
7211

= 543208 mod18165151
7212

= 218420 mod18165151
7213

= 5609874 mod18165151
7214

= 16317151 mod18165151
7215

= 1116547 mod18165151
7216

= 2890079 mod18165151
7217

= 2214629 mod18165151
7218

= 9002792 mod18165151
7219

= 12145310 mod18165151
7220

= 8503586 mod18165151

Το Ϲητούµενο αποτέλεσµα προκύπτει πολλαπλασιάζοντας τις δυνάµεις που εµφανίζονται µε 1 στο
δυαδικό ανάπτυγµα:

7 · 725
· 7211

· 7213
· 7214

· 7215
· 7218

· 7219
= 13883771.
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Ας έρθουµε στο αντίστροφο πρόβληµα. Γνωρίζουµε ότι

xn ≡ amodm,

τα m, a και n είναι δεδοµένα. Ζητούµε να ϐρούµε το x.
Για παράδειγµα υποθέτουµε ότι x157 ≡ 1078mod2724. Επιθυµούµε να υπολογίσουµε το x.

Ο 2747 είναι µικρός ακέραιος. Παραγοντοποιείται εύκολα, 2747 = 41 ·67. Εποµένως φ(2747) =

φ(41)φ(67) = 40 · 66 = 2640. Λύνουµε τη διοφαντική εξίσωση

157b − 2640c = 1

και ϐρίσκουµε µια λύση b = 1093 και c = 65. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Euler,

x2640 ≡ 1mod2747.

Εποµένως, (
x157

)1095
= x157·1093 = x1+65·65·2640

= x ·
(
x2640

)65
≡ xmod2747

Επειδή x157 ≡ 1078mod2747, έπεται ότι x ≡ 10781093mod2747. Εφαρµόζουµε και πάλι τη
µέθοδο των διαδοχικών υψώσεων στο τετράγωνο και ϐρίσκουµε

x ≡ 1415 mod2747

Παρατηρούµε ότι τελικά η διαδικασία είναι εύκολη. Προϋποθέτει όµως τη γνώση της τιµής της
συνάρτησης του Euler στο µέτρο 2747 κάτι το οποίο εξαρτάται από την παραγοντοποίηση του
µέτρου. Αυτό ϐέβαια δεν είναι πάντοτε δυνατό, ιδιαίτερα όταν το µέτρο είναι µεγάλο και έχει µόνο
µεγάλους πρώτους παράγοντες. Αλλά «κάθε εµπόδιο για καλό» που λέει και ο λαός. Το «καλό»
είναι η χρήση της Θεωρίας Αριθµών στην Κρυπτογραφία.

4.6 Κρυπτογραφία

΄Ενα κρυπτοσύστηµα είναι µια διατεταγµένη πεντάδα (P, C, K, E, D) όπου:

• P (plaintext) είναι το σύνολο των µηνυµάτων που ϑέλουµε να στείλουµε

• C (ciphertext) είναι το σύνολο όλων των κωδικοποιηµένων µηνυµάτων.

• K (key space) ο χώρος των κλειδιών κωδικοποίησης.

• E ο χώρος των συναρτήσεων κωδικοποίησης. Για κάθε κλειδί k ∈ K υπάρχει µια συνάρτηση
εk ∈ E τέτοια ώστε εk : P → C.

• D ο χώρος των συναρτήσεων αποκωδικοποίησης. Για κάθε κλειδί k ∈ K υπάρχει µια
συνάρτηση dk : C → P τέτοια ώστε

dk(ek(x)) = x, για κάθε x ∈ P.

Από πλευράς µεθοδολογίας η κρυπτογραφία χωρίζεται σε δύο µεγάλες κατηγορίες, στη συµµετρική
και στην ασύµµετρη κρυπτογραφία.
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4.6.1 Συµµετρική Κρυπτογραφία

Στη συµµετρική κρυπτογραφία η κρυπτογράφηση και η αποκρυπτογράφηση γίνεται µε το ίδιο
κλειδί.

Αντιστοιχούµε σε κάθε γράµµα του αγγλικού αλφαβήτου τους αριθµούς από 0 µέχρι 25 και
εργαζόµαστε mod26. Ακολουθούν µερικά παραδείγµατα συµµετρικών κρυπτοσυστηµάτων.

Το κρυπτοσύστηµα της µεταφοράς (shift cipher)

Εδώ P = C = K = Z26. Αν k ∈ K = Z26 η ek(x) ≡ (x + k)mod26 και η dk(y) ≡ (y − k)mod26.
Η ειδική περίπτωση για k = 3 λέγεται κρυπτοσύστηµα του Καίσαρα (Caesar cipher). Για

παράδειγµα η Αλίκη επιθυµεί να στείλει στον Βασιλάκη το µήνυµα:

I LOVE YOU

Μετατρέπει τα γράµµατα σε αριθµούς. (Λέγεται ότι αυτό ήταν επινόηση του Πολύβιου.)

8,11,14,21,4,24,14,20

Αυτό κωδικοποίείται (προσθέτουµε το 3 σε κάθε αριθµό εργαζόµενοι mod26) στο

11,14,17,24,7,1,17,23

Στην αποκωδικοποίηση αφαιροούµε 3 από κάθε αριθµό και ϐρίσκουµε πάλι το αρχικό µήνυµα.
Παρατήρηση: Το κρυπτοσύστηµα έχει ένα σοβαρό µειονέκτηµα: έχει πολύ µικρό αριθµό

κλειδιών µόνο 26. Θα µπορούσε να δοκιµάσει κανείς όλα τα δυνατά κλειδιά µέχρι που να
προκύψει κείµενο που έχει νόηµα και έτσι να το αποκρυπτογραφήσει.

Το κρυπτοσύστηµα της αντικατάστασης (substitution cipher)

Στο κρυπτοσύστηµα της αντικατάστασης P = C = Z26 αλλά το K είναι το σύνολο των µεταθέσεων
των 26 στοιχείων δηλαδή #K = 26!.

∆υστυχώς και πάλι το σύστηµα δεν είναι ασφαλές. Υπάρχουν πίνακες οι οποίοι µας δίνουν
τη συχνότητα εµφάνισης ενός γράµµατος σε κείµενο της αγγλικής γλώσσας. Αυτό ϐοηθάει πολύ
στην αποκρυπτογράφηση του συστήµατος από τον ανεπιθύµητο τρίτο.

Το αφινικό κρυπτοσύστηµα

Στο αφινικό κρυπτοσύστηµα P = C = Z26 και

K := {(a, b) ∈ Z26 × Z26 : (a,26) = 1}.

Το πλήθος των κλειδιών είναι φ(26) · 26 = 312. Για κάθε κλειδί k = (a, b) ∈ K η συνάρτηση
κωδικοποίησης ek(x) = (ax + b)mod26 και η συνάρτηση αποκωδικοποίησης

dk(y) = a−1(y − b)mod26

όπου a−1 είναι το αντίστροφο του amod26 δηλαδή η λύση της ισοδυναµίας

ax ≡ 1mod26
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Σηµείωση: Αν µε τη ϐοήθεια του ευκλείδειου αλγορίθµου, γράψουµε

as + 26t = 1

τότε το s είναι το a−1.

Παράδειγµα. ΄Εστω K = (a, b) = (3,7). Η συνάρτηση κωδικοποίησης είναι

ek(x) ≡ 7x + 3mod26

Η ισοδυναµία 7x ≡ 1mod26, έχει λύση την x ≡ 15mod26, δηλαδή a−1 = 15. Η συνάρτηση
αποκωδικοποίησης είναι η

dk(y) ≡ 15(y − 3) ≡ 15y − 19mod26

Κωδικοποιούµε τη λέξη HOT

H 7→ 7 ek(7) ≡ 0 mod26 0 7→ A
O 7→ 14 ek(14) ≡ 23 mod26 23 7→ X
T 7→ 19 ek(19) ≡ 6 mod26 6 7→ G

Το κωδικοποιηµένο µήνυµα είναι AXG. Η αποκωδικοποίηση:

A 7→ 0 dk(0) ≡ 7 mod26 7 7→ H
X 7→ 23 dk(23) ≡ 14 mod26 14 7→ O
G 7→ 6 dk(6) ≡ 19 mod26 19 7→ T

Υπάρχουν και άλλα πιο πολύπλοκα και αρκετά πιο ασφαλή συµµετρικά κρυπτοσυστήµατα. ΄Ολα
όµως έχουν δύο ϐασικά µειονεκτήµατα. Το πρώτο είναι ότι δεν υπάρχει ασφαλής τρόπος µετα-
ϕοράς του κλειδιού ανάµεσα στα επικοινωνούντα µέλη. Το δεύτερο, ο µεγάλος αριθµός κλειδιών
που χρειαζόµαστε. Αν για παράδειγµα 1000 άνθρωποι επικοινωνούν µε διαφορετικό κλειδί ανα
δύο τότε χρειάζονται

(
1000

2

)
= 299 · 1000/2 = 499500 διαφορετικά κλειδιά.

Αυτό που χρειαζόµαστε είναι να κατασκευάσουµε τέτοια κρυπτοσυστήµατα ώστε η συνάρτηση
ekνα είναι εύκολα υπολογίσιµη για να µπορούµε να στέλνουµε τα µηνύµατα εύκολα και γρή-
γορα, ενώ η dk να είναι αδύνατο να υπολογιστεί ακόµη και όταν η ek είναι γνωστή. Σε αυτή
την περίπτωση ϑα µπορούσαµε να δηµοσιοποιήσουµε το κλειδί k χωρίς να κινδυνεύει να απο-
κρυπτογραφηθεί το µήνυµά µας από ανεπιθύµητους τρίτους. Σε αυτή την απλή ιδέα στηρίζεται
η

4.6.2 Μη συµµετρική Κρυπτογραφία

Μια πρώτη ιδέα ήταν ότι ο πολλαπλασιασµός ακέραιων είναι, ιδιαίτερα για τον υπολογιστή, µια
πάρα πολύ εύκολη πράξη. Ειδική περίπτωση είναι η ύψωση σε δύναµη. Η αντίστροφή της
ϑα ήταν η παραγοντοποίηση δοθέντως ϕυσικού αριθµού n. Αυτό είναι σχεδόν αδύνατο όταν ο
ϕυσικός αριθµός n έχει µεγάλο πλήθος ψηφίων. Η ιδέα ανήκει στους Diffie και Hellman (1976),
και το πρώτο κρυπτοσύστηµα που στηρίχθηκε σ΄ αυτή την ιδέα δόθηκε από τους Rivest-Shamir-
Adlemann (1978) [17] και ονοµάστηκε
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RSA κρυπτοσύστηµα

Ακολουθούµε τα ακόλουθα ϐήµατα:

1. Επιλέγουµε δύο µεγάλους πρώτους αριθµούς

2. Υπολογίζουµε το γινόµενο n = p · q

3. Υπολογίζουµε το

φ(n) = p · q

(
1 −

1
p

) (
1 −

1
q

)
4. Βρίσκουµε δύο ακέραιους a, b τέτοιους, ώστε το ab − 1να είναι πολλαπλάσιο του φ(n).

5. ∆ηµοσιοποιούµε τα n και b.

6. Τα a και τα p, q δεν δηµοσιοποιούνται

7. Κωδικοποιούµε το x στο xbmodn, δηλαδή ek(x) = xbmodn

8. Αποκωδικοποιούµε το y στο yamodn, δηλαδή dk(y) ≡ ydmodn.

Παρατήρηση 4.6.1. Στο ϐήµα (4), όταν επιλέξουµε κάποιο b, για να υπάρχει a τέτοιο ώστε
ba ≡ 1modφ(n) πρέπει η ισοδυναµία

bx ≡ 1modφ(n)

να έχει λύση, δηλαδή πρέπει (b, φ(n)) = 1. Συνεπώς επιλέγουµε ένα τέτοιο b και λύνουµε το
κρυπτοσύστηµα.

Θα πρέπει να αποδείξουµε ότι πράγµατι είναι κρυπτοσύστηµα, δηλαδή ότι

dk(ek(x)) = x για κάθε x ∈ Zn.

Αν (x, n) = 1, τότε ισχύει το Θεώρηµα του Euler

xφ(n) ≡ 1modn.

Εποµένως
dk(ek(x)) ≡ dk(xb) = xabmodn.

Γράφουµε ab = 1 + φ(n)t µε t ∈ Z οπότε

dk(ek(x)) ≡ x1+φ(n)t ≡ x(xφ(n))t ≡ xmodn.

Θα αποδείξουµε ότι αυτό ισχύει και για κάθε x όταν (x, n) > 1. Επειδή n = pq αν (x, n) > 1 τότε
x = p ή x = q (x < pq = n). ∆εν χάνουµε τίποτε αν υποθέσουµε ότι x = α · p, µε (α, p) = 1. Θα
αποδείξουµε λοιπόν ότι

pab = pmodpq.

Η τελευταία ισοδυναµία ισχύει ακριβώς τότε όταν

pab−1 ≡ 1modq
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δηλαδή ακριβώς τότε όταν
pφ(n)t ≡ 1modq.

Η τελευταία όµως ισχύει διότι
pq−1 ≡ 1modq

οπότε και (
pq−1

)(p−1)t
≡ 1modq.

Σηµείωση: Η σχέση αυτή δεν ισχύει εν γένει αν ο n δεν είναι γινόµενο δύο, διαφορετικών µεταξύ
τους πρώτων αριθµών.
Παράδειγµα. n = 3 · 4 = 12, φ(n) = 4. Αν b = 3, (3,4) = 1 η ισοδυναµία

3x ≡ 1mod4

έχει λύση a = 3. Ας πάρουµε x = 2, (2,12) = 2 > 1, (23)3 ≡ 29 . 2mod12, αφού 29 ≡ 8mod12.

Παραδείγµατα RSA-κρυπτογράφησης

1. Ας πάρουµε p = 3 και q = 11, n = pq = 33.

φ(n) = φ(33) = (3 − 1)(11 − 1) = 20.

Επιλέγουµε b = 3, όπου (3,20) = 1. Η ισοδυναµία

3x ≡ 1mod20,

έχει λύση a = 7. Η Αλίκη κωδικοποιεί και στέλνει στον Βασιλάκη το µήνυµα

13,31,11,11,5

Ο Βασιλάκης αποκωδικοποιεί

13 7→ 137 = 33 · π1 + 7
31 7→ 317 = 33 · π2 + 4
11 7→ 117 = 33 · π3 + 11
5 7→ 57 = 33 · π4 + 14

Το αποκωδικοποιούµε
7

��

4

��

11

��

11

��

14

��
H E L L 0

2. Ας πάρουµε p = 47 και q = 59.

n = p · q = 47 · 59 = 2773, φ(n) = 2668.

Επιλέγουµε b = 17, (17,2668) = 1. Λύνουµε την ισοδυναµία

17x ≡ 1mod2668

και ϐρίσκουµε a = 157. Υποθέτουµε ότι ϑέλουµε να κρυπτογραφήσουµε το µήνυµα ‘‘Its all go’’.
Το χωρίζουµε σε Ϲευγάρια. (Αν κρυπτογραφούµε ένα-ένα τα γράµµατα τότε µπορεί το 0 ή το 1 να
µας ... προδώσουν !
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IT S ∅ AL L ∅ GO
0920 1900 0112 1200 0715

Κωδικοποίηση
092017 ≡ 0948mod2713

Αποκρυπτογράφηση
948157 ≡ 920mod2273

και το 920 αντιστοιχεί στο IT. Οµοίως και τα υπόλοιπα.

ISBN και Θεωρία της Κωδικοποίησης

΄Ολα τα ϐιβλία στο πίσω µέρος του εξωφύλλου τους έχουν τον συµβολισµό ISBN ο οποίος σηµαίνει
International Standard Book Number και ακολουθείται από έναν δεκαψήφιο αριθµό χωριζόµενο
σε τέσσερα µέρη από τρεις παύλες ¨-¨.

Ο αριθµός αυτός χαρακτηρίζει τη συγκεκριµένη έκδοση. Το πρώτο µέρος χαρακτηρίζει τη
χώρα έκδοσης. Για τις ΗΠΑ είναι το µηδέν για τη Γερµανία το τρία, την Ινδία το 81 κοκ. Το
δεύτερο µέρος χαρακτηρίζει τον εκδοτικό οίκο. ΄Ετσι ο διεθνούς ϕηµισµένος οίκος έκδοσης µα-
ϑηµατικών ϐιβλίων ο Springer χαρακτηρίζεται από τον αριθµό 540. Το τρίτο µέρος χαρακτηρίζει
τη συγκεκριµένη έκδοση. Για παράδειγµα το ϐιβλίο των Martin Aigner και Günter M. Ziegler,
Proofs from the Book, χαρακτηρίζεται από τον αριθµό 40460.

Τι παριστάνει όµως το τέταρτο µέρος το αριθµού ; Πρόκειται για ένα ψηφίο ελέγχου της
ορθότητας των προηγουµένων.

Αν τα πρώτα 9 ψηφία του αριθµού είναι τα a1, a2, . . . , a9, τότε το a10 ορίζεται από την
ισοδυναµία:

10∑
i=1

iai ≡ 0mod11

ή ισοδύναµα

a10 ≡

9∑
i=1

iaimod11.

Αν, για παράδειγµα, τα πρώτα 9 ψηφία του αριθµού είναι 3-540-40460-�, τότε το τελευταίο
ψηφίο ελέγχου ϑα είναι

a10 ≡ 13 + 2 · 5 + 3 · 4 + 4 · 0 + 5 · 4 + 6 · 0 + 7 · 4 + 8 · 6 + 9 · 0
≡ 3 + 10 + 12 + 5 + 54 + 7 + 18 ≡ 0mod11.

΄Αρα a10 = 0.
Αν τώρα έχουµε τον αριθµό 3 − 540 − 19102 τότε

a10 ≡ 1 · 3 + 2 · 5 + 3 · 4 + 4 · 0 + 5 · 1 + 6 · 9 + 7 · 1 + 8 · 0 + 9 · 2
= 3 + 10 + 12 + 5 + 54 + 7 + 18 ≡ 10mod11

Επειδή ο 10 είναι διψήφιος στην τελευταία ϑέση του ISBN µπαίνει το γράµµα «X », ISBN 3-540-
19102-X.
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Αν υποθέσουµε ότι κατά την εκτύπωση στο ISBN έχει γίνει ακριβώς ένα λάθος, τότε αυτό
εύκολα ανιχνεύεται, αφού αν υποθέσουµε ότι στη ϑέση του aj µπήκε κάποιο άλλο ψηφίο a′j , τότε
αν γράψουµε a′j = aj + b, (−9 ≤ b ≤), έχουµε

∑
i=1
i,j

iai + ja′j =

10∑
i=1

iai + jb ≡ jbmod11.

Επειδή 11 - j, 11 - b έπεται ότι ∑
i=1
i,j

ai + ja′i . 0mod11.

το οποίο σηµαίνει ότι το λάθος έχει ανιχνευθεί.
Παρατηρήσεις:

1. Είµαστε σε ϑέση να ανιχνεύσουµε ένα το πολύ λάθος, δεν είµαστε όµως σε ϑέση να το
διορθώσουµε.

2. Εύκολα ϐλέπουµε επίσης ότι µπορούµε να ανιχνεύσουµε την ύπαρξη αντιµετάθεσης µεταξύ
δύο διαφορετικών µεταξύ τους ψηφίων του ISBN (άσκηση).

3. Το ISBN αποτελεί ένα απλό παράδειγµα ενός γενικότερου κλάδου των Μαθηµατικών ο οποί-
ος ασχολείται µε την ανίχνευση και διόρθωση λαθών τα οποία δηµιουργούνται κυρίως κατά
τη µεταφορά ενός µηνύµατος µέσω ενός καναλιού και λέγεται «Θεωρία της Κωδικοποίησης».

4. Υπάρχει και ISBN για την ηλεκτρονική έκδοση ϐιβλίων το οποίο αρχίζει µε 978 και έχει
συνολικά 13 ψηφία.

4.7 Ισοδυναµίες ανωτέρου ϐαθµού

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, για να µελετήσουµε ισοδυναµίες ανωτέρου ϐαθµού, αρκεί να
µελετήσουµε ισοδυναµίες της µορφής

f (x) ≡ 0modp`,

όπου f (x) πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές ϐαθµού deg f (x) ≥ 2, p ∈ P και ` ≥ 1.
Η παράγωγος του πολυωνύµου

f (x) =

n∑
k=0

akx
k

ορίζεται ως εξής :

f ′(x) =

n∑
k=0

kakx
k−1.

Στα επόµενα χρήσιµη ϑα είναι η ακόλουθη:

Πρόταση 4.7.1. Αν a, b ∈ Z τότε

f (a + b) = f (a) + bf ′(a) + b2m,

για κάποιο m ∈ Z, m = m(a, b, n).
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Απόδειξη. Από το διωνυµικό τύπο για k > 1 προκύπτει ότι

(a + b)k = ak + kak−1b + b2mk

µε mk =
∑k
i=2

(
k
i

)
ak−ibi−2 ∈ Z.

Εποµένως

f (a + b) =

n∑
k=0

ak(a + b)k

=

n∑
k=2

ak(ak + kbak−1 + b2mk) + a1(a + b) + a0

=

n∑
k=0

aka
k + b

n∑
k=1

kaka
k−1 + b2

n∑
k=2

akmk

= f (a) + bf ′(a) + b2 ·m, µε m =

n∑
k=2

akmk ∈ Z.

�

Το επόµενο ϑεώρηµα µας δείχνει πώς από την γνωστή λύση της ισοδυναµίας

f (x) ≡ 0modp

προκύπτουν διαδοχικά οι λύσεις της
f (x) ≡ 0modpi

για i = 2,3, . . . , `.

Πρόταση 4.7.2. Το x0 είναι λύση της ισοδυναµίας

f (x) ≡ 0modp`, ` ≥ 2

ακριβώς τότε όταν
x0 = α + y0p

`−1,

όπου α λύση της
f (x) ≡ 0modp`−1

και y0 λύση της
f (α)
p`−1 + yf ′(α) ≡ 0modp

(τα α και y0 µπορούν να επιλεγούν έτσι ώστε 0 ≤ α < p`−1 και 0 ≤ y0 < p)

Απόδειξη. Κάθε λύση x0 της ισοδυναµίας f (x) ≡ 0modp` είναι και λύση της f (x) ≡ 0modp`−1.
Συνεπώς, x0 = α + y0p`−1, όπου α λύση της ισοδυναµίας f (x) ≡ 0modp`−1, 0 ≤ α < p`−1 και
y0 ∈ Z.

Επειδή σύµφωνα µε την πρόταση 4.7.1

f (α + y0p
`−1) = f (α) + y0p

`−1f ′(α) + (y0p
`−1)2 ·m
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έπεται ότι
f (α + y0p

`−1) ≡ 0modp`

ακριβώς τότε όταν
f (α) + y0p

`−1f ′(α) ≡ 0modp`

(Παρατηρήστε p2`−2 ≥ p` για ` ≥ 2).
Επειδή f (a) ≡ 0modp`−1, η τελευταία ισοδυναµία γράφεται (ισοδύναµα) στη µορφή:

f (α)
p`−1 + y0f

′(α) ≡ 0modp.

Εποµένως, ο α+y0 ·p`−1 είναι λύση της ισοδυναµίας f (x) ≡ 0modp` ακριβώς τότε όταν το y0 είναι
λύση της

f (α)
p`−1 + yf ′(α) ≡ 0modp.

Η τελευταία γραµµική ισοδυναµία έχει

• ακριβώς p λύσεις modp αν και µόνο αν p | f ′(α) και p` | f (α).

• ακριβώς µία λύση modp αν και µόνο αν p - f ′(α)

• καµία λύση modp αν και µόνο αν p | f ′(α) και p` - f (α)

Τέλος, αν y0 λύση της ισοδυναµίας

f (α)
p`−1 + yf ′(α) ≡ 0modp

και y0 + sp, s ∈ Z είναι επίσης λύση. Επίσης ισχύει,

α + (y0 + sp)p`−1 = α + y0p
`−1 + sp` ≡ α + y0p

`−1modp`.

Αυτό σηµαίνει ότι η y0 + sp δίνει την ίδια λύση modp` µε αυτήν που δίνει και η y0 δηλαδή
µπορούµε να επιλέξουµε το y0 έτσι ώστε να ισχύει 0 ≤ y0 < p. �

Παράδειγµα. Να λυθεί η ισοδυναµία:

f (x) := x3 + x + 1 ≡ 0mod27

Λύση: Θα πρέπει να ϐρούµε διαδοχικά τις λύσεις των ισοδυναµιών

f (x) ≡ 0mod3 (4.7.1)
f (x) ≡ 0mod32 (4.7.2)
f (x) ≡ 0mod33 (4.7.3)

Για την εξίσωση 4.7.1 παρατηρούµε: Επειδή f (0) = 1 . 0mod3, f (1) ≡ 3 ≡ 0mod3 και
f (2) = 11 ≡ 2 . 0mod3, έπεται ότι η µοναδική λύση της (4.7.1) είναι η a = 1.

f (1) = 3 f ′(1) = 4. Η ισοδυναµία

f (1)
3

+ yf ′(1) ≡ 0mod3
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γράφεται ισοδύναµα
1 + 4y ≡ 0mod3

που έχει λύση y ≡ 2mod3. Θέτουµε y0 = 2, εποµένως ο

x0 = a + y0p
`−1 = 1 + 2 · 32−1 = 7

είναι η µοναδική λύση της (4.7.2).
Ο a = 7 είναι λύση της ισοδυναµίας (4.7.2). υπολογίζουµε ότι f (7) = 351, f ′(7) = 148. Η

ισοδυναµία
f (7)

9
+ yf ′(7) ≡ 0mod3

η οποία ισοδύναµα γράφεται
y ≡ 0mod3

και έχει µοναδική λύση y0 = 3. Εποµένως η µοναδική λύση της (4.7.3) είναι η

x0 = 7mod27.

Παράδειγµα. Να λυθεί η ισοδυναµία:

x3 + x + 1 ≡ 0mod25

Λύση: f (x) := x3 + x + 1. f (0) = 1 . 0mod5, f (1) = 3 . 0mod5, f (2) = 11 . 0mod5,
f (3) = f (−2) = −9 . 0mod5, f (4) ≡ f (−1) = −1 . 0mod5. ∆εν έχουµε ϱίζα, άρα ούτε η αρχική
έχει.
Παράδειγµα. Να λυθεί η ισοδυναµία

x3 + x + 1 ≡ 0mod121

Λύση f (x) := x3 + x + 1. Η f (x) ≡ 0mod11 έχει µοναδική λύση a = 2. Επίσης, f (2) = 11,
f ′(2) = 13. Η ισοδυναµία

f (2)
11

+ yf ′(2) ≡ 0mod11,

γράφεται 2y ≡ 10mod11 και έχει µοναδική λύση την y0 = 5. Εποµένως η µοναδική λύση της
ισοδυναµίας

x3 + x + 1 ≡ 0mod121

είναι η x0 ≡ a + y0 · 11 = 2 + 5 · 11 ≡ 57mod121.
Παράδειγµα. Να λυθεί η ισοδυναµία:

f (x) = x3 + x + 1mod3267.

Λύση: Αναλύουµε το µέτρο σε γινόµενο παραγόντων 3267 = 33 ·112. Αρκεί εποµένως να λύσουµε
το σύστηµα

f (x) ≡ 0mod27
f (x) ≡ 0mod121
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Η πρώτη ισοδυναµία έχει λύση x ≡ 7mod27 ενώ η δεύτερη x ≡ 57mod121. Εποµένως πρέπει να
λύσουµε το σύστηµα

x ≡ 7mod27
x ≡ 57mod121

Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (27,121) = 1, άρα υπάρχει µοναδική λύση mod3267 την οποία την
υπολογίζουµε κατά τα γνωστά ως 2356mod3267.
Παράδειγµα. Να λυθούν οι ισοδυναµίες

x3 − x2 + 7x + 1 ≡ 0mod8
x3 − x2 + 7x + 1 ≡ 0mod25
x3 − x2 + 7x + 1 ≡ 0mod200

Λύση: Εφαρµόζουµε την παραπάνω µέθοδο και ϐρίσκουµε ότι η πρώτη έχει τις λύσεις

x ≡ 1,3,5,7mod8

και η δεύτερη τη λύση
x ≡ 23mod25.

Εποµένως οι λύσεις της τρίτης ισοδυναµίας προκύπτουν ως οι λύσεις των τεσσάρων συστηµάτων

x ≡ 1mod8
x ≡ 23mod25

x ≡ 3mod8
x ≡ 23mod25

x ≡ 5mod8
x ≡ 23mod25

x ≡ 7mod8
x ≡ 23mod25

και αυτές είναι οι x ≡ 23,73,123,173mod200. Από τα παραπάνω είναι ϕανερό είναι ότι η λύση
κάθε πολυωνυµικής ισοδυναµίας

f (x) ≡ modm

ανάγεται τελικά στη λύση ισοδυναµιών της µορφής

f (x) ≡ 0modp

όπου p πρώτος αριθµός. Στα προηγούµενα παραδείγµατα ϐοηθούσε το γεγονός ότι οι πρώτοι
αριθµοί ήταν µικροί οπότε δοκιµάζαµε όλες τις δυνατές περιπτώσεις xmodp για να ϐρούµε τις
ϱίζες.

Αλλά τι µπορούµε να πούµε στη γενική περίπτωση ;
Η πρώτη παρατήρηση είναι ότι µας ϕτάνει να ελέγξουµε πολυωνυµικές ισοδυναµίες

f (x) ≡ 0modp

για πολυώνυµα f (x) ϐαθµού deg f (x) < p.
Θα λέµε ότι δυο ισοδυναµίες (ισοτιµίες) f (x) ≡ 0modm και g(x) ≡ 0modm είναι ισοδύναµες

όταν έχουν ακριβώς τις ίδιες λύσεις.

Πρόταση 4.7.3. Κάθε ισοδυναµία (ισοτιµία)

f (x) ≡ 0modp

όπου deg f (x) ≥ p και p πρώτος αριθµός, είναι ισοδύναµη προς µια ισοτιµία

r(x) ≡ 0modp

µε deg r(x) < p.
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Απόδειξη. Στο Z[x] ισχύει η ευκλείδια διαίρεση µε υπόλοιπο3. ∆ιαιρούµε το πολυώνυµο f (x) µε
το π(x) := xp − x. Υπάρχουν πολυώνυµα q(x) ∈ Z[x] και r(x) ∈ Z[x] τέτοια ώστε

f (x) = q(x)π(x) + r(x)

µε deg r(x) < deg π(x) = p ή r(x) = 0. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Fermat έχουµε ap ≡ amodp
για κάθε a ∈ Z. Συνεπώς για κάθε a ∈ Z

f (a) ≡ r(a)modp

΄Αρα οι ισοτιµίες f (x) ≡ 0modp και r(x) ≡ 0modp είναι ισοδύναµες. �

Από την ΄Αλγεβρα του σχολείου γνωρίζουµε ότι η πολυωνυµική εξίσωση

f (x) = 0,

έχει το πολύ n ϱίζες, όπου n = deg(f ) ο ϐαθµός του πολυωνύµου f (x).
Με τις ισοτιµίες δεν ισχύει το ίδιο. Η ισοτιµία

3x ≡ 6mod9

είναι γραµµική αλλά έχει τρεις λύσεις. Στο προηγούµενο παράδειγµα, οι ισοτιµίες είναι κυβικές
αλλά έχουν 4,1 και 4 λύσεις αντίστοιχα. ΄Οταν όµως το µέτρο της ισοδυναµίας είναι πρώτος
αριθµός τότε ισχύει το

Πρόταση 4.7.4 (Lagrange). Αν f (x) =
∑n
i=0 aix

i πολυώνυµο ϐαθµού n ≥ 1 µε ακέραιους συντελε-
στές και an . 0modp, τότε η ισοτιµία

f (x) ≡ 0modp

έχει το πολύ n-λύσεις modp.

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς n. Για n = 1 f (x) = a1x + a0 µε a1 . 0modp. Είναι γνωστό οτι η
ισοτιµία έχει ακριβώς µία λύση, αφού το a1 είναι αντιστρέψιµο modp.

Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για όλα τα πολυώνυµα f (x) ϐαθµού n ≥ 1 για τα οποία
ισχύει an . 0modp.

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει για όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού n + 1. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει
ένα πολυώνυµο f (x), ϐαθµού n + 1 µε an+1 . 0modp και τουλάχιστο (n + 2)-λύσεις modp.

Αν a µια λύση αυτού, τότε υπάρχουν ένα πολυώνυµο q(x) µε ακέραιους συντελεστές και
ϐαθµού n και ένας ακέραιος r, τέτοιοι ώστε

f (x) = (x − a)q(x) + r.

Ο συντελεστής του xn στο q(x) είναι ο an+1 για τον οποίο ισχύει an+1 . 0modp. Σύµφωνα µε την
υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής το q(x) έχει το πολύ n λύσεις modp.

Επειδή
f (a) ≡ 0modp

έπεται ότι r ≡ 0modp από την οποία προκύπτει4

f (x) ≡ (x − a)q(x)modp.
3Αυτό ισχύει γιατί ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του πολυωνύµου είναι 1
4∆ύο πολυώνυµα f (x), g(x) είναι ισοδύναµα modp ακριβώς τότε αν έχουν το ίδιο ϐαθµό και οι αντίστιχοι οµόβαθµοι

συντελεστές είναι ισότιµοι modp.
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Αν b κάποια άλλη λύση b . amodp τότε f (b) ≡ 0modp, οπότε (b − a)q(b) ≡ 0modp. Επειδή
b . amodp έπεται ότι q(b) ≡ 0modp, δηλαδή ότι το b είναι λύση της ισοδυναµίας q(x) ≡ 0modp.
Αποδείξαµε ότι κάθε λύση b της f (x) ≡ 0modp είναι και λύση της q(x) ≡ 0modp. Αυτό σηµαίνει
ότι η q(x) ≡ 0modp έχει τουλάχιστον (n+1)-λύσεις το όποιο είναι άτοπο. Συνεπώς η f (x) ≡ 0modp
έχει το πολύ (n + 1)-λύσεις. �

Για µια διαφορετική απόδειξη της πρότασης δες [24, σελ. 72-73] και [14, πρόταση 2.15].
Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Fermat η εξίσωση xp − x έχει ακριβώς p-λύσεις modp, άρα το

παραπάνω ϕράγµα των λύσεων είναι ϐέλτιστο.
΄Αµεση συνέπεια της παραπάνω πρότασης είναι το ακόλουθο:

Πόρισµα 4.7.5. Αν η ισοτιµία f (x) ≡ 0modp, όπου f (x) =
∑n
i=0 aix

i και p πρώτος αριθµός που
έχει περισσότερες από n λύσεις τότε όλοι οι συντελεστές του πολυωνύµου διαιρούνται µε p.

Απόδειξη. Αν υπάρχει κάποιος συντελεστής που δεν διαιρείται µε p, τότε η πολυωνυµική ισοδυ-
ναµία

f (x) ≡ 0modp

έχει ϐαθµό ϕυσικό αριθµό µικρότερο ή ίσο του n. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα Lagrange, η ισοτιµία
έχει το πολύ n λύσεις modp, άτοπο, �

Μια δεύτερη εφαρµογή είναι το

Πόρισµα 4.7.6. Αν d | (p − 1) τότε η ισοτιµία

xd ≡ 1modp

έχει ακριβώς d-λύσεις.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Lagrange η ισοτιµία έχει το πολύ d λύσεις. Θα αποδεί-
ξουµε ότι έχει ακριβώς d.

Λόγω της υπόθεσης ότι d | (p − 1) έπεται ότι υπάρχει ` ∈ Z τέτοιο ως d` = p − 1. Εποµένως

xp−1 − 1 = (xd − 1)f (x),

όπου
f (x) = xd(`−1) + xd(`−2) + · · · + xd + 1.

Από το ϑεώρηµα του Lagrange και πάλι προκύπτει ότι η ισοτιµία

f (x) ≡ 0modp

δεν µπορεί να έχει περισσότερες από (p − 1 − d)-λύσεις. Εποµένως αν η ισοτιµία είχε λιγότερες
από d, τότε και η ισοτιµία

xp−1 ≡ 1modp

ϑα είχε λιγότερες από p − 1, άτοπο αφού η τελευταία ισοτιµία έχει ακριβώς (p − 1)-λύσεις, τις
x = 1,2, . . . , p − 1modp. �

Σαν τρίτη εφαρµογή του ϑεωρήµατος του Lagrange παρουσιάζουµε µια αξιοσηµείωτη ιδιότητα
των πρώτων αριθµών, γνωστή στη ϐιβλιογραφία ως
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Θεώρηµα 4.7.7 (Wilson). Για κάθε πρώτο αριθµό ισχύει :

(p − 1)! ≡ −1modp.

Απόδειξη. Θεωρούµε το πολυώνυµο

f (X ) =

p−1∏
i=1

(X − i) − (Xp−1 − 1)

= ap−2X
p−2 + ap−3X

p−3 + · · · + a1X + a0.

Η ισοδυναµία f (X ) ≡ 0modp έχει (p−1)-λύσεις modp, τις 1,2, . . . , (p−1). Ο ϐαθµός του πολυω-
νύµου είναι (p − 2). Εποµένως, σύµφωνα µε το πόρισµα 4.7.5 ισχύει

ap−2 ≡ ap−1 ≡ · · · ≡ a1 ≡ a0 ≡ 0modp.

Για X = p η ισοδυναµία γίνεται

p−1∏
i=1

(p − i) ≡ (pp−1 − 1)modp,

δηλαδή
(p − 1)! ≡ −1modp

�

Παρατήρηση 4.7.8. Ισχύει και το αντίστροφο

Πρόταση 4.7.9. Αν n ϕυσικός, n ≥ 1 τέτοιος ώστε (n − 1)! ≡ −1modn, τότε ο n είναι πρώτος.

Απόδειξη. Αν ο n δεν ήταν πρώτος, τότε ϑα υπήρχε p πρώτος p < n, p | n. Αλλά τότε p | (n − 1)!,
αφού p < n. Εποµένως ϑα είχαµε p | n και p | (n − 1)!, δηλαδή p | 1, άτοπο. �

Παρατήρηση 4.7.10. Από το ϑεώρηµα του Wilson προκύπτει ότι υπάρχει άπειρο πλήθος σύνθε-
των ακέραιων της µορφής n! + 1. ∆εν είναι, µέχρι σήµερα γνωστό, αν υπάρχει και άπειρο πλήθος
πρώτων της µορφής αυτής.

Το ϑεώρηµα του Wilson µας δίνει ένα όµορφο αλλά όχι πρακτικό κριτήριο ελέγχου πρώτων
αριθµών. Στο ϑέµα αυτό ϑα επανέλθουµε στις επόµενες δύο παραγράφους.

Ακολουθούν δύο ακόµα εφαρµογές του ϑεωρήµατος του Wilson:

Πρόταση 4.7.11 (Wolstenholme 1862). Αν p περιττός πρώτος, τότε ο αριθµητής του κλάσµατος
(εννοείται σε ανάγωγη µορφή)

K = 1 +
1
2

+
1
3

+ · · · +
1

p − 1

διαιρείται µε p και αν p > 3 διαιρείται µε p2.

Απόδειξη. Κάνουµε τα κλάσµατα οµώνυµα

K =
b1 + b2 + · · · bp−1

(p − 1)!
,
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όπου bi =
(p−1)!
i . Λόγω του ϑεωρήµατος Wilson 4.7.7 το p - (p − 1)!. Θεωρούµε το πολυώνυµο

f (X ) =

p−1∏
i=1

(X − i) − (Xp−1 − 1) = ap−2X
p−2 + ap−3X

p−3 + · · · + a2X
2 + a1X + a0.

΄Οπως και στο ϑεώρηµα του Wilson, το πολυώνυµο αυτό έχει (p − 1)-ϱίζες, τους αριθµούς
1,2, . . . , (p − 1) και ϐαθµό p − 2. Εποµένως όλοι οι συντελεστές αυτού ai ≡ 0modp για κάθε
i = 0, . . . , p − 2. Από τις σχέσεις ϱιζών συντελεστών έχουµε ότι ο συντελεστής a1 είναι ο αντίθετος
του αθροίσµατος όλων των γινοµένων των (p − 1)-ϱιζών ανά p − 2. Εποµένως

a1 = −(b1 + b2 + · · · + bp−1).

Επειδή p | a1, έπεται ότι p διαιρεί τον αριθµητή του κλάσµατοςK , b1+b2+· · ·+bp−1.Παρατηρούµε
ότι

f (p) = (p − 1)! + 1 − pp−1 = ap−2p
p−2 + · · · + a2p

2 + a1p + a0

και ότι a0 = (p − 1)! + 1. Εποµένως, −pp−1 = ap−2pp−2 + · · · + a2p2 + a1p. Απλοποιούµε µε p και
έχουµε

a1 = −pp−2 − ap−2p
p−3 − · · ·a2p,

το οποίο διαιρείται µε p2, αφού p | a2. �

Πρόταση 4.7.12. Υποθέτουµε ότι n ≥ 2. Οι ϕυσικοί αριθµοί n, n + 2 αποτελούν Ϲευγάρι δίδυµων
ακριβώς τότε όταν

4[(n − 1)! + 1] + n ≡ 0modn(n + 2).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι n ∈ P και n + 2 ∈ P. Είναι ϕανερό ότι n , 2. Από το ϑεώρηµα του
Wilson, έπεται ότι

(n − 1)! + 1 ≡ 0modn και (n + 1)! + 1 ≡ 0mod(n + 2)

Εποµένως
4[(n − 1)! + 1] + n ≡ 0modn

και από την (n + 1)! + 1 ≡ 0mod(n + 2) προκύπτει ότι

(n − 1)!n(n + 1) + 1 ≡ 0mod(n + 2).

Το n(n + 1) = (n + 2)(n − 1) + 2. ΄Αρα, έχουµε

2(n − 1)! + 1 ≡ 0modn + 2

Επειδή n, n + 2 πρώτοι έχουµε (n, n + 2) = 1 και συνεπώς το Ϲητούµενο.
Αντίστροφα, προφανώς η ισοτιµία δεν ισχύει για n = 2,4. ΄Αρα n , 2,4. Εποµένως, ισχύει

(n − 1)! + 1 ≡ 0modn, οπότε από το αντίστροφο του Θεωρήµατος Wilson έχουµε n ∈ P.
Επίσης

4(n − 1)! + 4 + n ≡ 4(n − 1)! + 2mod(n + 2)

Εποµένως 4(n − 1)! + 2 ≡ 0mod(n + 2). Πολλαπλασιάζουµε µε n(n + 1) και καταλήγουµε

4(n + 1)! + 2n(n + 1) ≡ 0mod(n + 2)

άρα
4[(n + 1)! + 1] + 2n2 + 2n − 4 ≡ 0modn(n + 2)

εποµένως (n+1)!+1 ≡ 0mod(n+2). Από το αντίστροφο του Θεωρήµατος Wilson έπεται n+1 ∈ P,
δηλαδή οι n και n + 2 δίδυµοι πρώτοι. �
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Ιστορικά 4.7.1

΄Οταν ο Euler εγκατέλειψε το Βερολίνο στο 1766 για να αποδεχτεί τη ϑέση στην Ακαδηµία
της Αγίας Πετρούπολης που του πρόσφερε η Αικατερίνη η Μεγάλη, ο Φρειδερίκος ο Μέγας
κάλεσε στην Πρωσική Ακαδηµία τον Lagrange (1736-1813). Η πιο παραγωγική περίοδος
του Lagrange η σχετική µε ϑέµατα Θεωρίας Αριθµών είναι η από το 1766 µέχρι το 1787,
ο χρόνος που έµενε στο Βερολίνο. Στο διάστηµα αυτό απέδειξε και το οµώνυµο ϑεώρηµα.

Ιστορικά 4.7.2

Ορόσηµο στην πορεία της εξέλιξης της Θεωρίας Αριθµών απετέλεσε η έκδοση του
«Meditationes Arithmeticae (1770)» του ΄Αγγλου µαθηµατικού Edward Waring (1741-
1793). Στο ϐιβλίο του αυτό ανακοινώνει διάφορα αποτελέσµατα Θεωρίας Αριθµών. ΄Ενα
από αυτά είναι και η εικασία που έθεσε ο µαθητής του John Wilson ότι αν p πρώτος τότε

(p − 1)! ≡ −1modp.

Ο Waring πρόσεθεσε ότι : «Θεωρήµατα αυτού του είδους είναι δύσκολο να αποδειχτούν
λόγω έλλειψης συµβολισµού έκφρασης των πρώτων αριθµών...»
«...Theorems of this kind will be very hard to prove, because of the absense of a notation
to express prime numbers..»
Χειρόγραφα του Leibniz αποδεικνύουν ότι το ϑεώρηµα ϑα πρέπει να ήταν γνωστό στον ίδιο
από το 1683.
Η πρώτη απόδειξη δηµοσιεύτηκε από τον Lagrange στα 1771. Αργότερα ο Gauss σκέφτηκε
µια απόδειξη µέσε σε πέντε λεπτά στον δρόµο προς το σπίτι του. Η απόδειξη του Gauss
περιέχεται στην πρόταση 77 των Disquisitiones Arithmiticae και είναι η εξής : Η πρόταση
ισχύει για p = 2, αφού (2 − 1)! ≡ 1 ≡ −1mod2. Επίσης ισχύει για p = 3 αφού (3 − 1)! =

2! = 2 ≡ −1mod3. Υποθέτουµε ότι p > 5. Αν a οποιοσδήποτε από τους αντιπροσώπους
1,2,3, . . . , p − 1, η ισοδυναµία ax ≡ 1modp έχει µοναδική λύση. Εποµένως υπάρχει
µοναδικό a′, 1 ≤ a′ ≤ p−1 τέτοιο ώστε aa′ ≡ 1modp. Αντίστροφα, αν µας δοθεί το a′, τότε
σε αυτό αντιστοιχεί µονοσήµαντα ο a, 1 ≤ a ≤ p − 1 για τον οποίο ισχύει aa′ ≡ 1modp.
΄Αρα ϕτιάχνουµε Ϲευγαράκια (a, a′). Το ερώτηµα είναι πότε a = a′; Αν a = a′, έχουµε
a2 ≡ 1modp, δηλαδή p | (a − 1)(a + 1). Εποµένως a = a′ ακριβώς τότε όταν a = 1 ή
a = p−1. Οι υπόλοιποι ακέραιοι σχηµατίζουν Ϲευγαράκια (a, a′), a , a′ και aa′ ≡ 1modp.
Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη αυτές τις ισοδυναµίες και έχουµε

2 · 3 · · · (p − 2) ≡ 1modp

δηλαδή (p − 2)! ≡ 1modp από όπου το Ϲητούµενο προκύπτει µε πολλαπλασιασµό κατά
µέλη µε p − 1.
Η παρατήρηση τέλος του Gauss στο παραπάνω σχόλιο του Warring ήταν :
«Οι αποδείξεις πρέπει να οδηγούνται από ιδέες (έννοιες) και όχι από συµβολισµούς»

Ιστορικά 4.7.3

Θεωρείται ότι το ϑεώρηµα ήταν γνωστό στον Ali al-Hasan ibn al-Haytam (964-1040), 750
χρόνια πριν τον Wilson [9, σελ. 32].
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4.8 Κριτήρια ελέγχου πρώτων αριθµών και παραγοντοποίηση

Στην προηγούµενη παράγραφο αναφερθήκαµε στο κριτήριο του Wilson. ΄Οµως είναι πάρα πολύ
δύσκολο να υπολογίσουµε παραγοντικά. Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο το κριτήριο αυτό είναι
πρακτικά άχρηστο (δύσχρηστο).

Πολύ πιο εύκολος είναι ο υπολογισµός δυνάµεων. ∆υνάµεις εµφανίζονται στο Θεώρηµα του
Fermat, στο οποίο το µέτρο είναι πρώτος αριθµός. ΄Αµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος είναι ότι :

Αν n ϕυσικός αριθµός και υπάρχει ακέραιος a, τέτοιος ώστε

an . amodn,

τότε ο n είναι σύνθετος.
Παράδειγµα. Υπολογίζουµε ότι 210 ≡ 4modn. Εποµένως 210 . 2mod10 και συνεπώς το 10 είναι
σύνθετος. Οµοίως ο 63 είναι σύνθετος, αφού 268 ≡ 8mod63.

Σηµείωση: Στα παραραδείγµατα έχουµε επιλέξει a = 2. Ο λόγος είναι ότι ο a = 2 είναι ο πιο
µικρός διαθέσιµος ακέραιος.

Στα 1680 ο Leibniz διατύπωσε την εικασία ότι αν ο n δεν είναι πρώτος τότε δεν διαιρεί τον
2n − 2. Η εικασία αυτή αποδείχθηκε λάθος από τον F. Sarrus, ο οποίος απέδειξε ότι δεν ισχύει
για n = 341.

Πράγµατι 341 = 11 · 31. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα του Fermat για τους πρώτους 11 και 31
και έχουµε

210 ≡ 1mod11,

άρα
2340 ≡

(
210

)34
≡ 1mod11

και συνεπώς 2341 ≡ 2mod11. ΄Οµοιως 230 ≡ 1mod31, άρα 2330 ≡ 1mod31. ΄Οµως 25 ≡ 32 ≡
1mod32 δηλαδή

2340 ≡ 1mod31

και εποµένως
2341 ≡ 2mod31.

Τώρα 11 | 2341 − 2 και 31 | 2341 − 2 και (11,31) = 1. Συνεπώς

11 · 31 = 341 | 2341 − 2.

Σηµείωση:

1. Ο 341 είναι ο µικρότερος αριθµός µε αυτή την ιδιότητα.

2. ∆ιάφοροι συγγραφείς υποστηρίζουν ότι η εικασία του Leibniz ανάγεται σε αρχαίους κινέζους
µαθηµατικούς [7, σελ. 117], [1, σελ. 72].

Ορισµός 4.8.1. Αν a ϑετικός ακέραιος και n σύνθετος ϑετικός ακέραιος τέτοιος ώστε

an ≡ amodn

ϑα λέµε ότι ο n είναι ψευδοπρώτος ως προς τη ϐάση a.
Συνήθως παραλείπουµε τον όρο «ως προς τη ϐάση a» όταν a = 2.
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Οι ψευδοπρώτοι αριθµοί είναι αραιότεροι των πρώτων στο σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Για
παράδειγµα, πρώτοι αριθµοί µικρότεροι ενός εκατοµµυρίου υπάρχουν 78492 ενω ψευδοπρώτοι
µόνο 245. Οι επόµενοι του 341 είναι οι 561,645,1105. Ο µικρότερος άρτιος ψευδοπρώτος είναι
ο 1610038. D. Lehmer, 1950.

Είναι εύκολο να αποδειχτεί ότι υπάρχουν άπειροι ψευδοπρώτοι αριθµοί.

Πρόταση 4.8.2. Υπάρχουν άπειροι ψευδοπρώτοι αριθµοί.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι αν n ψευδοπρώτος τότε και ο 2n − 1 είναι επίσης ψευδοπρώτος.
Είναι ϕανερό ότι αν το αποδείξουµε αυτό τότε η απόδειξη της πρότασης έχει τελειώσει, αφού
2n − 1 > n και µπορούµε να ξεκινήσουµε για n = 341.

Πρώτα από όλα ο n είναι σύνθετος, n = a · b, 1 < a < n, 1 < b < n. Ο 2a − 1 > 1 και
2a − 1 | 2n − 1, οπότε και ο (2n − 1) είναι σύνθετος. Επίσης ισχύει

22n−1 ≡ 2mod(2n − 1).

Πράγµατι, αφού ο n είναι ψευδοπρώτος,

2n ≡ 2modn.

Εποµένως υπάρχει ακέραιος ` τέτοιος ώστε

2n − 2 = `n.

Γράφουµε τη γνωστή ταυτότητα

Xm − 1 = (X − 1)(Xm−1 + Xm−2 + · · · + X + 1)

η οποία για X = 2n και m = ` και εχουµε

2n − 1 | 2n` − 1⇒ 2n` ≡ 1mod(2n − 1),

οπότε
22n−1 = 2n`+1 ≡ 2mod(2n − 1).

�

Κατά καιρούς έχουν τεθεί διάφορα ερωτήµατα για τους ψευδοπρώτους, ανάλογα µε αυτά που
έχουν τεθεί για τους πρώτους. ΄Ετσι αποδείχθηκε το 1963 [3] ότι κάθε αριθµητική προόδος
an + b, (a, b) = 1, n ∈ Z περιέχει άπειρους ψευδοπρώτους.

Παρατήρηση 4.8.3. Για τους αριθµούς Fermat, Fn = 22n + 1, n ≥ 0 ισχύει 2Fn ≡ 2modFn.

Απόδειξη. Αν m άρτιος

Xm − 1 = (X + 1)(Xm−1 − Xm−2 + · · · − 1)⇒ X + 1 | Xm − 1,

Για X = 22n και m = 22n−n, έχουµε

Fn = 22n + 1 |
(
22n

)22n−n

− 1 = 22n ·22n−n
− 1 = 222n

− 1.

Εποµένως 22n ≡ 1modFn, οπότε
2Fn = 222n+1 ≡ 2modFn.

�
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Αυτό σηµαίνει ότι όλοι οι αριθµοί του Fermat που δεν είναι πρώτοι είναι ψευδοπρώτοι. Τώρα
το ϑεώρηµα του Fermat ισχύει για όλους τους ακέραιους a. Αν εποµένως έχουµε 2n ≡ 2modn
µπορούµε να επιλέξουµε ως ϐάση το 3 και να ελέγξουµε αν

3n ≡ 3modn

ή όχι. Αν δεν ισχύει η τελευταία ισοδυναµία τότε και πάλι συµπεραίνουµε ότι ο n είναι σύνθετος.
Μπορούµε για παράδειγµα να αποδείξουµε ότι

3441 ≡ 3mod11

και 3341 ≡ 13mod31. Συνεπώς 3341 . 3mod341 και εποµένως η ισοδυναµία δεν ισχύει.
΄Ετσι απέδειξε ο G.A. Paxson [8] το 1961 ότι

3F13 . 3modF13

και κατέληξε στο συµπέρασµα ότι ο F13 είναι σύνθετος.
Αν είχαµε ϐρει 3341 ≡ 3mod341 ϑα παίρναµε a = 4 και ούτω καθεξης. Είναι ϕυσικό ότι αν

η ισοδυναµία συνεχίζει να ισχύει για διάφορες τιµές της ϐάσης a αυξάνονται οι πιθανότητες ο
αριθµός µας να είναι πρώτος. Θα µπορούσε να ελπίζει κανείς ότι αν ο αριθµός n είναι σύνθετος,
ίσως υπάρχει πάντα κάποια ϐάση a για την οποία να ισχύει

an . amodn.

Οι ελπίδες αυτές όµως παρέµειναν ϕρούδες. Ο λόγος είναι ότι ο R.C. Carmichael απέδειξε στα
1909 ότι υπάρχουν σύνθετοι ακέραιοι n για τους οποίους ισχύει η ισοδυναµία

an ≡ amodn

για όλους τους ακέραιους a.
Ο µικρότερος από αυτούς είναι ο 561.

Ορισµός 4.8.4. Ο σύνθετος ακέραιος n, n > 1 ϑα λέγεται αριθµός Carmichael όταν

an ≡ amodn

για κάθε ακέραιο a, (a, n) = 1.

Σηµείωση: Είναι προφανές ότι αρκεί να ελέγξουµε την ισοδυναµία για όλους τους a, 1 < a <
n, ή ισοδύναµα για όλους τους 1 < a < n µε (a, n) = 1 ισχύει

an−1 ≡ 1modn.

Πρόταση 4.8.5. Ο αριθµός 561 είναι αριθµός Carmichael.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε ότι n = 561 = 3 · 11 · 17. Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε ακέραιο a
ισχύουν :

a561 ≡ amod3
a561 ≡ amod11
a561 ≡ amod17.
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΄Εστω ότι (a,561) = 1. Αυτό σηµαίνει ότι (a,3) = (a,11) = (a,17) = 1. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα
Fermat:

a2 ≡ 1mod3 ⇒ a561 ≡ amod3
a10 ≡ 1mod11 ⇒ a561 ≡ amod11
a16 ≡ 1mod17 ⇒ a561 ≡ amod17,

δηλαδή το Ϲητούµενο. �

Εντελώς ϕυσικά προκύπτει το ερώτηµα αν υπάρχει κάποια πρόταση η οποία να χαρακτηρίζει τους
αριθµους Carmichael. Η απάντηση στο ερώτηµα είναι ϑετική.

Πρόταση 4.8.6. Αν n σύνθετος, ελεύθερος τετραγώνου δηλαδή n = p1p2 · · · ps, µε pi , pj για κάθε
i , j, και pi−1 | (n − 1) για κάθε i = 1,2, . . . , s τότε και µόνο τότε αν ο n είναι αριθµός Carmichael.

Απόδειξη. Αν a ακέραιος και (a, n) = 1, τότε (a, pi) = 1 για κάθε i = 1,2, . . . , s. Εποµένως από το
ϑεώρηµα Fermat pi | api−1 − 1 για κάθε i = 1,2, . . . , s, οπότε και api ≡ amodpi για κάθε ακέραιο
a.

Επειδή (pi − 1) | (n − 1), έπεται ότι pi | an−1 − 1, οπότε και an ≡ amodpi για κάθε ακέραιο a.
Τελικά n = p1p2 · · · ps | an − a.

Σηµείωση Το ικανό ϑα αποδειχθεί αργότερα. �

Με ϐάση το κριτήριο µπορούµε πολύ εύκολα να αποδείξουµε ότι ο 561 είναι αριθµός Carmi-
chael. Πράγµατι, 561 = 3 · 11 · 17, ελεύθερος τετραγώνου και σύνθετος. Επιπλέον

3 − 1 = 2 | 561 − 1 = 560
11 − 1 = 10 | 561 − 1 = 560

17 − 1 = 16 | 561 − 1 = 560 = 16 · 35.

Πόσοι όµως αριθµοί Carmichael υπάρχουν ; Ο ίδιος ο Carmichael διατύπωσε την εικασία ότι
υπάρχουν άπειροι οµώνυµοι αριθµοί.

Η εικασία αυτή αποδείχθηε στα 1994 από τους W.R. Alford, A. Granville και C. Pomerance
«There are infinitely many Carmichael numbers» [22].

Πιο συγκεκριµένα αυτό που απέδειξαν οι Alford, Granville και Pomerance ήταν ότι

#{n ∈ N : n ≤ x, n αριθµός Carmichael} > x2/7

για αρκετά µεγάλο x (x → ∞). Η απόδειξη ξεπερνάει τα όρια και τον σκοπό του παρόντος.
Με ϐάση τα παραπάνω µπορούµε πλέον να διατυπώσουµε το πιθανοθεωρητικό κριτήριο ελέγ-

χου πρώτων αριθµών στηριζόµενο στο ϑεώρηµα του Fermat.
Θέτουµε n από 3 µέχρι ας πούµε 1010. Αν το 2n ≡ 2modn, τότε ο n είναι πολύ πιθανό να

είναι πρώτος, αλλιώς ο n είναι σύνθετος. (Αν 2n . 2modn, τότε ο n είναι σύνθετος.)
Αν λάβουµε υπόψη τον αριθµό των ψευδοπρώτων στο διάστηµα από 1 µέχρι 2,5·1010 ο οποίος

µας είναι γνωστός, τότε η πιθανότητα να είναι ο n σύνθετος και να ισχύει 2n ≡ 2modn είναι ένα
προς πενήντα χιλιάδες.

Το τελευταίο γνωστό αποτέλεσµα στους συγγραφείς είναι αυτό του R. Pinch, ο οποίος υπολό-
γισε ότι µέχρι το 1021 υπάρχουν 20138200 αριθµοί Carmichael.

Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε ένα κριτήριο ελέγχου πρώτων που αποτελεί ϐελτίωση του
προηγούµενου. Είναι το κριτήριο Miller-Rabin. Πρώτα από όλα παρατηρούµε ότι, αν p πρώτος
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αριθµός, τότε x2 ≡ 1modp ακριβώς τότε όταν x ≡ ±1modp. Αν τώρα n όχι πρώτος µπορούµε να
έχουµε και άλλες λύσεις. Για παράδειγµα, αν n = 35 η x2 ≡ 1mod35 έχει λύση και το x = 6.
Τέτοιες λύσεις ϑα λέγονται µη-τετριµµένες τετραγωνικές ϱίζες του 1modn.

Είναι και πάλι ϕανερό ότι :
Αν η ισοδυναµία x2 ≡ 1modn, έχει µη-τετριµµένη ϱίζα, τότε ο n είναι σύνθετος.
Αν τώρα ο περιττός ϕυσικός αριθµός n, n > 1 γραφεί στη µορφή

n − 1 = 2k ·m,

όπου m περιττός και k ≥ 1 τότε τα ϐήµατα του κριτηρίου του Miller-Rabin είναι τα εξής :

1. Επιλέγουµε τυχαία έναν ακέραιο a ∈ Z, 1 ≤ a ≤ n − 1.

2. Υπολογίζουµε το b := ammodn. Αν b ≡ 1modn, τότε η απάντηση είναι : «ο n είναι πρώτος»
και σταµατάµε.

3. Αλλιώς υπολογίζουµε διαδοχικά τις δυνάµεις

b, b2 = a2m , b4 = a22m , . . . , b2k−1mmodn

Αν σε κάποιο ϐήµα ϐρούµε ότι a2im ≡ −1modn τότε και πάλι απαντούµε ότι «ο n είναι
πρώτος». Αν δεν ϐρούµε ποτέ a2im ≡ −1modn απαντούµε ότι « ο n είναι σύνθετος».

Θα αποδείξουµε ότι η απάντηση για τον n ότι είναι σύνθετος είναι σίγουρη, ενώ η απάντηση
ότι είναι πρώτος είναι επισφαλής. Υπάρχουν, σύνθετοι ακέραιοι που µασκαρεύονται σε πρώτους.

Τέτοιοι αλγόριθµοι λέγονται αλγόριθµοι Monte-Carlo.

Ορισµός 4.8.7. ΄Ενας αλγόριθµος Monte-Carlo είναι ένας πιθανοθεωρητικός αλγόριθµος του
οποίου η απάντηση «Ναι» σε κάποιο πρόβληµα είναι πάντα σωστή, αλλά η απάντηση «όχι» µπορεί
να είναι και λάθος.

Θα λέµε ότι ο αλγόριθµος Monte-Carlo έχει πιθανότητα λάθους ε, όταν σε περιπτώσεις που η
απάντηση ϑα έπρεπε να είναι είναι «ναι» ο αλγόριθµος δίνει τη λάθος απάντηση µε πιθανότητα το
πολύ ε.

Πρόταση 4.8.8. Ο αλγόριθµος Miller-Rabin είναι ένας Monte-Carlo αλγόριθµος στον οποίο η
απάντηση «ναι» σηµαίνει ότι ο n είναι σύνθετος.

Απόδειξη. Θα υποθέσουµε ότι ο αλγόριθµός δίνει απάντηση «Ναι, ο n είναι σύνθετος» για κάποιο
πρώτο αριθµό n και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.

Από την απάντηση που πήραµε συµπεραίνουµε ότι

am . 1modn.

Επίσης ο αλγόριθµος ελέγχει τις τιµές

am , a2m , . . . , a2k−1mmodn.

Και πάλι, αφού η απάντηση είναι ότι «ο n είναι σύνθετος» έχουµε

a2im . −1modn,
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για κάθε i = 0,1,2, . . . , k − 1. ΄Οµως έχουµε υποθέσει ότι ο n είναι πρώτος, οπότε σύµφωνα µε το
ϑεώρηµα του Fermat

an−1 ≡ 1modn,

δηλαδή
a2kqm ≡ 1modn

Αν x := a2k−1m η ισοδυναµία γράφεται

x2 ≡ 1modn.

Λόγω της υπόθεσης ότι ο n είναι πρώτος, έπεται ότι η ισοδυναµία έχει µοναδικές λύσεις x =

±1modn. Εµείς όµως έχουµε
x = a2k−1m . −1modn.

Εποµένως, αναγκαστικά ϑα ισχύει

x = a2k−1m ≡ 1modn.

Αν τώρα y := a2k−2m , έχουµε
y2 ≡ 1modn,

οπότε, όπως και παραπάνω, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι

y = a2k−2m ≡ 1modn.

Συνεχίζουµε επαγωγικά και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι και

am ≡ 1modn,

άτοπο. ΄Αρα ο n είναι σύνθετος. �

Ορισµός 4.8.9. Αν ο σύνθετος n περάσει ανέπαφος από τα «γρανάζια» του test των Miller-Rabin
ως προς τη ϐάση b τότε λέµε ότι ο n είναι ισχυρός ψευδο-πρώτος ως προς τη ϐάση b.

Υπάρχουν άπειροι ισχυροί ψευδοπρώτοι ως προς ϐάση το 2 [11, Θ. 6.6 σελ. 226]. ∆εν υπάρχει
ανάλογο των αριθµών Carmichael για ισχυρούς ψευδο-πρώτους. Πράγµατι ισχύει [11, Θ. 6.10]

Πρόταση 4.8.10. Αν n σύνθετος ϑετικός ακέραιος τότε ο n περνάει το Miller-Rabin test το πολύ
για n−1

4 -ϐάσεις b, 1 ≤ b ≤ n − 1.

Εποµένως, αν ένας ϕυσικός περάσει το test για περισσότερες από n−1
4 ϐάσεις, τότε είναι πρώτος.

Παρατήρηση 4.8.11. Ο πιο µικρός σύνθετος που περνάει το test ελέγχου πρώτων αριθµών
µασκαρεµένος σε πρώτο ενώ είναι σύνθετος είναι ο 2047 = 23·89. Εδώ 2047−1 = 2046 = 2·1023
και

21023 ≡ 1mod2047

καθώς και 22046 ≡ 1mod2047. Οι τελευταίες ισοδυναµίες υπολογίζονται εύκολα αφού 211 ≡

2048 ≡ 1mod2047. Ισχύει 2046 = 11 · 86, 1023 = 11 · 93.

Παρατήρηση 4.8.12. Αποδεικνύεται ότι η πιθανότητα λάθους του αλγορίθµου είναι το πολύ
ε = 1

4 , αλλά ϑα παραλείψουµε την απόδειξη αυτή.
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Παρατήρηση 4.8.13. Κατά τον Mollin [2, σελ. 161] το κριτήριο ϑα έπρεπε να ονοµάζεται Miller-
Selfidge-Rabin γιατί το χρησιµοποίησε ο Selfridge το 1974 πριν από τη δηµοσίευση του Miller.

Παρατήρηση 4.8.14. Εάν επιλέξουµε k διαφορετικούς ακέραιους ≤ n ως ϐάση εκτέλεσης του
αλγόριθµου, τότε η πιθανότητα λάθους είναι < 1

22k .

Παρατήρηση 4.8.15. Παρατηρούµε ότι τα ντετερµινιστικά κριτήρια είναι όµορφα αλλά όχι πρα-
κτικά ενώ τα πιθανοθεωρητικά έχουν το µειονέκτηµα ότι δεν δίνουν πάντοτε τη σωστή απάντηση,
αλλά είναι πρακτικά. Βέβαια το 2002, δηµοσιεύτηκε το άρθρο των M. Agrawal, N. Kayal και N.
Saxena [13] το οποίο διαπραγµατεύται έναν σχεδόν ντετερµινιστικό αλγόριθµο ελέγχου.

Υπάρχει ένα πολύ καλό ϐιβλίο που διαπραγµετεύται το ϑέµα [15] καθώς και στα ελληνικά
η πτυχιακή του Μάνου Καµαριανάκη (δες την ιστοσελίδα του Γιάννη Αντωνιάδη http://www.
math.uoc.gr/˜antoniad/».

4.9 Αλγόριθµοί παραγοντοποίησης ακέραιων αριθµών

4.9.1 Αλγόριθµος παραγοντοποίησης του Dixon

Πρόταση 4.9.1. Αν x, y ακέραιοι και x2 ≡ y2modn και x . ±y τότε ο ϕυσικός d = (x − y, n) είναι
µη-τετριµµένος παράγοντας του n.

Απόδειξη. ΄Εχουµε n | x2 − y2 = (x − y)(x + y), ενώ n - (x − y) και n - (x + y). Είναι ϕανερό ότι
d | n. Θα αποδείξουµε ότι 1 < d < n.

Αν d = n ϑα είχαµε n | (x − y), άτοπο. Αν d = 1 τότε αφού n = (x + y)(x − y) και (x − y, n) = 1
έπεται ότι n | (x + y), πάλι άτοπο. �

Παράδειγµα. Υπολογίζουµε ότι 102 ≡ 322mod77, 10 . 32mod77, 10 . −32mod77. Εποµένως
ο 77 και ένας γνήσιος παράγοντας αυτού είναι ο (10 − 32,77) = 11.

4.9.2 Ο p-1-αλγόριθµος παραγοντοποίησης του Pollard

Υποθέτουµε ότι µας δίνεται ο ϕυσικός αριθµός n για τον οποίο υποψιαζόµαστε ότι είναι σύνθετος
και ϑέλουµε να τον παραγοντοποίησουµε. Επιλέγουµε έναν ακέραιο B, ως ϕράγµα εργασίας.

• Θέτουµε a = 2

• Υπολογίζουµε τις δυνάµεις α = a jmodn για j = 2,3, . . . , B

• Υπολογίζουµε το d = (α − 1, n)

• Αν 1 < d < n τότε ο d είναι ένας γνήσιος παράγοντας του n (επιτυχία), αλλιώς δεν ϐρήκαµε
γνήσιο παράγοντα του n (αποτυχία).

Αν τώρα p πρώτος διαιρέτης του n και υποθέτουµε ότι κάθε δύναµη πρώτου διαιρέτη του p − 1,
έστω q, είναι µικρότερη ή ίση του B ϑα έχουµε (p − 1) | B!

Για το τελικό α που ϑα ϐρούµε στο δεύτερο ϐήµα του αλγορίθµου ισχύει

α ≡ 2B!modn

και κατ΄ επέκταση
α ≡ 2B!modp,

http://www.math.uoc.gr/~antoniad/
http://www.math.uoc.gr/~antoniad/
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για όλους τους διαιρέτες του n. Επειδή (p − 1) | B! έπεται ότι B! = (p − 1)t µε t ∈ Z και συνεπώς

2B! ≡ (2p−1)tmodp

Επειδή 2p−1 ≡ 1modp, τελικά προκύπτει ότι α ≡ 2B! ≡ 1modp.
Επειδή p | (α − 1) και p | n, έπεται ότι p | (α − 1, n) =: d και συνεπώς 1 < p ≤ d. Αν d = n,

ϑα είχαµε n | (α − 1). ΄Οµως το α − 1 < n οπότε ϑα έπρεπε α = 1. Εποµένως ϐρίσκουµε έναν
µη-τετριµµένο παράγοντα d του n και συνεχίζουµε την προσπάθεια παραγοντοποίησης των d και
n/d.

Παρατήρηση 4.9.2. Μπορούµε να εργαστούµε µε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο [1,2, . . . , B]
αντί του B! αφού είναι πιο µικρός γενικά ακέραιος.

Παράδειγµα. Θεωρούµε τον ϕυσικό n = 540143. Επιλέγουµε B = 8. Εποµένως k := [1,2, . . . ,8] =

840. Θέτουµε a = 2 και υπολογίζουµε

2840 ≡ 53047modn

Επίσης (53047, n) = 421 συνεπώς 540143 − 421 · 1283.

Παρατήρηση 4.9.3. Αν το B που επιλέξαµε δεν αρκεί για το σκοπό του επιλέγουµε κάποιο άλλο
µεγαλύτερο του αρχικού και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία.

Μερικές ϕορές ο αλγόριθµος δεν λειτουργεί για a = 2, οπότε µπορούµε να δοκιµάσουµε για
a = 3 και αν πάλι δεν λειτουργεί να δοκιµάσουµε µε µεγαλύτερες τιµές του a.
Παράδειγµα. Επιθυµούµε να παραγοντοποιήσουµε τον n = 187. Επιλέγουµε B = 15. Εποµένως
k = [1,2, . . . ,15] = 360360. Για a = 2 ο (2360360 − 1,187) = 187 και δεν καταφέρνουµε να τον
παραγοντοποιήσουµε.

Για a = 3 έχουµε 3360360 − 1 ≡ 66mod187 και εποµένως (3360360 − 1,187) = (66,187) = 11.
Συνεπώς 187 = 11 · 17.

Για µια ντετερµινιστική προσέγγιση του αλγόριθµου παραπέµπουµε στο άρθρο του Bartosz
Zraler [5].

4.9.3 Ο αλγόριθµος παραγοντοποίησης ϱ του Pollard

Η ιδέα του αλγόριθµου αυτού είναι η εξής :
΄Εστω n σύνθετος ακέραιος και p ο ελάχιστος πρώτος παράγοντας του n. Αν µπορούµε να

ϐρούµε ακέραιους
x0, x1, x2, . . . , x`

τέτοιους ώστε για κάποιους δείκτες i, j ∈ {0,1,2, . . . , `} να ισχύουν

xi ≡ xjmodp και xi . xjmodn

τότε ο (xi − xj, n) είναι ένας γνήσιος διαιρέτης του n αφού p | (xi − xj, n) | n και (xi − xj, n) , n.
Τα ερωτήµατα που προκύπτουν είναι πώς ϑα επιλέξουµε τα xi και στη συνέχεια µε ποιον

σύντοµο τρόπο ϑα διαπιστώσουµε την ύπαρξη ενός κατάλληλου Ϲευγαριού µε τις παραπάνω ιδιό-
τητες. Είναι ϕανερό ότι ο υπολογισµός του (xi − xj, n) για όλους τους δείκτες 0 ≤ i, j ≤ ` είναι µια
αρκετά χρονοβόρα διαδικασία.
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Η ακολουθία x0, x1, . . . , x` ϑα πρέπει να είναι κατά το δυνατόν τυχαία (random) ακολουθία.
Επιλέγουµε τυχαία το x0 = 2 και µια πολυωνυµική συνάρτηση f (x) µε ακέραιους συντελεστές
και υπολογίζουµε αναδροµικά τους υπόλοιπους όρους της ακολουθίας

xi+1 ≡ f (xi)modn,0 ≤ xi+1 < n.

Για να επαναλαµβάνονται οι όροι της ακολουθίας (modp) µετά από λογικό αριθµό ϐηµάτων ϑα
πρέπει να επιλέξουµε κατάλληλη πολυωνυµική συνάρτηση f (x). ∆εν ϑέλουµε να υπάρχει κάποιος
ακέραιος amodp τέτοιος ώστε η ακολουθία

x1 = f (a), x2 = f (x1) = f (f (a)) = f (2)(a), . . . , x` = f (`)(a)

να δίνει για µεγάλο ` διαφορετικές τιµές modp.
Ας ονοµάσουµε «ρ-αριθµό» µιας τέτοιας ακολουθίας xi ως προς τον πρώτο αριθµό p τον µεγα-

λυτερο ακέραιο m για τον οποίο υπάρχει ένα amodp τέτοιο ώστε όλοι οι όροι της ακολουθίας

f (a), . . . , f (m)(a)

να είναι ανά δύο διαφορετικοί modp. Εµείς ϑέλουµε ακολουθίες µε µικρό ρ-αριθµό. Εποµένως
δεν µπορούµε να επιλέξουµε πρωτοβάθµια πολυωνυµική συνάρτηση

f (x) = aX + b.

Αυτό διότι όταν a . 1modp, τότε ο «ρ-αριθµός» είναι η τάξη του amodp και αυτός είναι συνήθως
ένας µεγάλος διαιρέτης του p − 1.

Αν a ≡ 1modp και b . 0modp, τότε f (X ) = X + b και ο «ρ-αριθµός» είναι ακριβώς p, αφού
f (x1) ≡ f (x2)modp αν και µόνο αν x1 ≡ x2modp.

Θα πρέπει εποµένως να επιλέξουµε µία πολυωνυµική συνάρτηση δευτέρου ϐαθµού. Φαίνεται
ότι µια καλή επιλογή είναι η πολυωνυµική συνάρτηση f (X ) = X2 + 1.

Τώρα είναι ϕανερό ότι αν xi ≡ xjmodp τότε και xi+1 ≡ f (xi) ≡ f (xj) ≡ xj+1modp. Αυτό σηµαίνει
ότι η ακολουθία γίνεται από ένα σηµείο και πέρα, περιοδική (modp) µε περίοδο (i − j). Συνεπώς,
αν r ≥ i, t ≥ i, και r ≡ tmod(i − j) τότε

xr ≡ xtmodp.

Αν λοιπόν s είναι το ελάχιστο πολλαπλάσιο του (i − j) το οποίο είναι ≥ i, έχουµε

x2s ≡ xsmodp.

Υπολογίζουµε εποµένως πολύ λιγότερους µέγιστους κοινούς διαιρέτες από τους συνδυασµούς ανά
δύο. Συγκεκριµένα υπολογίζουµε τους

(x2s − xs, n) µε s = 1,2,3, . . .

µέχρι να ϐρούµε κάποιον διάφορο του 1 και του n.
Παράδειγµα. ΄Εστω n = 2047. Για x0 = 2 και f (x) = x2 + 1 υπολογίζουµε τους όρους της
ακολουθίας

xi+1 = f (xi)modn

x0 = 2 x1 = 5 x2 = 26 x3 = 677
x4 = 1849 x5 = 312 x6 = 1136 x7 = 887
x8 = 722 x9 = 1347 x10 = 768 x11 = 289 x12 = 1642
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Στη συνέχεια υπολογίζουµε τους

(x2s − xs, n), για s = 1,2,3,4,5,6

(26 − 5,2047) = 1
(1849 − 26,2047) = 1

(1136 − 677,2047) = 1
(722 − 1842,2047) = 1

(768 − 312,2047) = 1
(1642 − 1136,2047) = 23

Εποµένως 2047 = 23 · 89.

Παρατήρηση 4.9.4. Η µέθοδος προτάθηκε από τον J. Pollard στα 1975. Ονοµάστηκε ρ-µέθοδος
γιατί οι τιµές modp στην αρχή κάνουν µία «ουρά» µέχρι το σηµείο που αρχίζει η περιοδικότητα
και στη συνέχεια έναν κύκλο, δηλαδή συνολικά το γράµµα ρ.

Στο παράδειγµά µας έχουµε

x1 ≡ 5mod23 x2 ≡ 3mod23 x3 ≡ 10mod23
x4 ≡ 9mod23 x5 ≡ 13mod23 x6 ≡ 9mod23
x7 ≡ 13mod23 x8 ≡ 9mod23 x9 ≡ 13mod23
x10 ≡ 9mod23 x11 ≡ 13mod23 x12 ≡ 9mod23

xi+1

��
x4 = 9

��
x5 = 13\\ xi = xj

11

xi+2

x3 = 10

OO

xi−1

OO

xj−1

WW

x2 = 3

OO

x1

x1 = 5

OO

x0

OO

x0 = 2

OO

Παρατήρηση 4.9.5. Η µέθοδος έχει εφαρµοστεί από τους R. P. Brent και J. Pollard (1981) [16]
για την παραγοντοποίηση του αριθµού Fermat F8. Επειδή όµως κάθε πρώτος παράγοντας p του
Fm έχει τη µορφή

p ≡ 1mod22m+2
,

η πολυωνυµική συνάρτηση που χρησιµοποιήθηκε ήταν η f (x) = x2m+2
+ 1.

Παρατήρηση 4.9.6. ΄Οταν γνωρίζουµε το xi προκειµένου να υπολογίσουµε το x2i δεν χρειάζεται
να υπολογίσουµε όλους τους ενδιάµεσους όρους

xi+1, xi+2, . . . , x2i−1, x2i .
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Αν yi = x2i παρατηρούµε ότι

y1 = x2 = f (x1) = f (f (x0)) = f (f (y0)),

y2 = x4 = f (x3)f (f (x2)) = f (f (y1))

και γενικότερα
yi = x2i = f (f (yi−1)).

Εποµένως σε κάθε ϐήµα υπολογίζουµε

xi = f (xi−1)modn
yi = f (f (yi−1))modn

Παρατήρηση 4.9.7. Υπάρχουν αρκετοί αλγόριθµοι παραγοντοποίησης. Ενδεικτικά αναφέρουµε

• Ο (p + 1)-αλγόριθµος του Williams.

• Ο αλγόριθµος συνεχών κλασµάτων.

• Ο αλγόριθµος του τετραγωνικού κόσκινου.

• Ο αλγόριθµος των ελλειπτικών καµπυλών.

• Ο αλγόριθµος του κοσκίνου αλγεβρικών σωµάτων αριθµών.

Με µερικούς από αυτούς ϑα ασχοληθούµε στη συνέχεια.
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5
Τετραγωνικά Υπόλοιπα, αρχικές ρίζες, δείκτες και εφαρµογές

5.1 Ισοτιµίες δευτέρου ϐαθµού

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε ισοτιµίες της µορφής:

f (x) ≡ 0modp, (5.1.1)

όπου p πρώτος αριθµός, p , 2 και f (x) ένα πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού

f (x) = ax2 + bx + c, a, b, c ∈ Z και p - a.

Η λύση ισοτιµιών δευτέρου ϐαθµού είναι πολύ πιο δύσκολο πρόβληµα από αυτό των γραµµικών.
Χρειάστηκαν µακροχρόνιες προσπάθειες διακεκριµένων µαθηµατικών για να ϕτάσουµε σε ένα
ικανοποιητικό αποτέλεσµα.

Επειδή (4a, p) , 1, έπεται ότι η ισοτιµία (5.1.1) είναι ισοδύναµη προς την

4af (x) ≡ 0modp (5.1.2)

Η τελευταία ισοτιµία γράφεται

(2ax + b)2 ≡ (b2 − 4ac)modp (5.1.3)

Η λύση της ισοτιµίας αυτής ανάγεται στη λύση µιας ισοτιµίας της µορφής

Y 2 ≡ Dmodp, (5.1.4)

όπου D := b2 − 4ac, και µιας γραµµικής ισοτιµίας

2ax + b = y0modp, (5.1.5)

όπου y0 λύση της (5.1.4).
Η ισοτιµία (5.1.5) έχει πάντοτε µοναδική λύση, αφού p - 2a, και η διαδικασία εύρεσης της

λύσης µας είναι γνωστή.
Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι ϑα πρέπει να µελετήσουµε την ύπαρξη λύσεων ισοτιµιών

της µορφής
x2 ≡ amodp (5.1.6)
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Αν p | a, τότε η (5.1.6) έχει µοναδική λύση x0 ≡ 0modp.
Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε την τετραγωνική ισοτιµία

x2 ≡ amodp a ∈ P, p , 2, και p - a (5.1.7)

Ορισµός 5.1.1. Ο ακέραιος a ϑα λέγεται ότι είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp, όταν η ισοτιµία
(5.1.7) έχει λύση και ότι δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp, όταν η ισοτιµία (5.1.7) δεν έχει
λύση.

Για τη µελέτη των τετραγωνικών υπολοίπων εισήγαγε ο Legendre στο έργο του «Essai sur la
Théorie des Nombres» το 1798 το οµώνυµο σύµβολο.

Ορισµός 5.1.2 (Σύµβολο του Legendre). Αν a ∈ Z και p ∈ P, p , 2, τότε το σύµβολο του Legendre(
a
p

)
ορίζεται : (

a

p

)
:=

1, όταν ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp
−1, όταν ο a δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp

Παρατήρηση 5.1.3. Η τιµή του συµβόλου εξαρτάται από την κλάση του amodp. Πράγµατι, αν
a, b ∈ Z, p ∈ P, p , 2 και

a ≡ bmodp τότε
(
a

p

)
=

(
b

p

)
.

Το
(
a
p

)
= 1 ακριβώς τότε όταν η ισοτιµία

x2 ≡ amodp

έχει λύση. ΄Οµως η τελευταία ισοτιµία έχει λύση ακριβώς τότε όταν η ισοτιµία

x2 ≡ bmodp

έχει λύση, δηλαδή όταν
(
b
p

)
= 1.

Εποµένως για να ελέγξουµε αν κάποιος ακέραιος αριθµός a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο
modp, αρκεί να ϑεωρήσουµε ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων modp -για παράδειγµα το
0,1, . . . , p − 1 (ή το 0,±1,±2, . . . ,±p−1

2 )- και να ελέγξουµε αν ο a είναι ισότιµος προς κάποιον
από τα τετράγωνα αυτών.
Παράδειγµα. Θα ελέγξουµε αν ο 2 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod7. Υπολογίζουµε τα τετράγω-
να:

x ≡ 0 1 2 3 4 5 6 mod7
x2 ≡ 0 1 4 2 2 4 1 mod7 .

Εποµένως το 2 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod7. Μάλιστα η ισοτιµία x2 ≡ 2mod7 έχει δύο
λύσεις x ≡ 3mod7 και x ≡ 4mod7.
Παράδειγµα. Είναι το 2 τετραγωνικό υπόλοιπο mod11; Υπολογίζουµε

x ≡ 0 ±1 ±2 ±3 ±4 ±5 mod11
x2 ≡ 0 1 4 9 5 3 mod11 .

Εποµένως το 2 δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod11.
Παράδειγµα. Είναι ϕανερό ότι το 1 είναι πάντοτε τετραγωνικό υπόλοιπο modp, για κάθε (περιττό)
πρώτο αριθµό p. Το ίδιο ισχύει και για κάθε τέλειο τετράγωνο ακέραιου αριθµού.
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Εύκολα διαπιστώνεται από τα παραπάνω παραδείγµατα, ότι το αντίστροφο της πρότασης που
αναφέραµε στην παραπάνω παρατήρηση δεν ισχύει, για παράδειγµα, ενώ

(
5
11

)
=

(
3
11

)
, ισχύει

5 . 3mod11
Στα παραπάνω παραδείγµατα παρατηρούµε ότι παίρνουµε όλα τα τετραγωνικά υπόλοιπα

modp από τα τετράγωνα των αντιπροσώπων των κλάσεων 1,2, . . . , p−1
2 και στη συνέχεια τα τε-

τράγωνα των p+1
2 , . . . , (p − 1) µας ξαναδίνουν τα ίδια αλλά µε αντίστροφη σειρά. Αυτό ισχύει

γενικά

Πρόταση 5.1.4. Για κάθε περιττό πρώτο p υπάρχουν ακριβώς p−1
2 µη-ισοδύναµα τετραγωνικά

υπόλοιπα modp και συνεπώς ακριβώς p−1
2 που δεν είναι τετραγωνικά υπόλοιπα modp.

Απόδειξη. Αν η ισοτιµία x2 ≡ amodp, έχει λύση έστω x0 τότε p - x0 αφού p - a. Εποµένως ϑα
πρέπει να ϑεωρήσουµε τις κλάσεις 1,2, . . . , p − 1modp. ΄Οµως επειδή

(p − x)2 ≡ x2modp

αρκεί να περιοριστούµε στο σύνολο των κλάσεων{
1,2, . . . ,

p − 1
2

modp
}
.

Αποµένει να δείξουµε ότι τα τετράγωνα

12,22, . . . ,
(p − 1)2

4
modp

είναι ανά δύο, µη ισοδύναµα modp.Πράγµατι, υποθέτουµε ότι υπάρχουν b, c ∈
{
1,2, . . . , p−1

2 modp
}

τέτοιοι ώστε b2 = c2modp. Εποµένως

p | (c2 − b2) = (b − c)(b + c).

Επειδή 2 ≤ b + c ≤ p − 1, έπεται ότι p - (b + c). Συνεπώς p | (b − c), και αφού |b − c| ≤ p−1
2 ,

συµπεραίνουµε ότι b = c. �

Παρατήρηση 5.1.5. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 5.1.4 είναι ότι

p−1∑
a=1

(
a

p

)
= 0.

5.2 Ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής

Το σύµβολο του Legendre µπορεί να ιδωθεί ως συνάρτηση κατά δύο διαφορετικούς τρόπους. Ο
ένας είναι να κρατήσουµε το p σταθερό και να ϑεωρήσουµε το

(
a
p

)
ως συνάρτηση του a:

χp(a) =

(
a

p

)
.

Το ερώτηµα λοιπόν είναι ποιοι ακέραιοι αριθµοί είναι τετραγωνικά υπόλοιπα modp όπου p δο-
σµένος πρώτος αριθµός p.
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Μπορούµε όµως να ϑεωρήσουµε ότι µας δίνεται ο a και ότι το σύµβολο του Legendre είναι
συνάρτηση του (περιττού) πρώτου αριθµού p

ψa(p) :=
(
a

p

)
.

Το ερώτηµα εδώ είναι ως προς ποιους πρώτους p είναι ο δοσµένος ακέραιος a τετραγωνικό υπό-
λοιπο modp.

Ποιά σχέση όµως υπάρχει ανάµεσα στα δύο ερωτήµατα ;
Προφανώς καµµία ! Αυτή είναι ϐέβαια µια επιπόλαια απάντηση. Θα δούµε ότι υπάρχει σχέση

και ότι η σχέση αυτή είναι πολύ σηµαντική για τη Θεωρία Αριθµών.
Στο πρώτο ερώτηµα ϑα λέγαµε ότι έχουµε ήδη έτοιµη την απάντηση. Αρκεί να ϑεωρήσουµε

τις κλάσεις

1,2, . . . ,
p − 1

2
modp

και να υπολογίσουµε τα τετράγωνά τους

12,22, . . . ,
(p − 1)2

4
modp

΄Οταν όµως ο p είναι αρκετά µεγάλος ϑα πρέπει να ψάξουµε να ϐρούµε άλλο τρόπο. Ας ξαναγυ-
ϱίσουµε για λίγο στο ϑεώρηµα του Fermat. Λόγω της υπόθεσης p - a έχουµε

ap−1 ≡ 1modp

Ο p − 1 είναι άρτιος, άρα p−1
2 ∈ Z. Εποµένως η ισοτιµία γράφεται(

a
p−1

2 − 1
) (
a
p−1

2 + 1
)
≡ 0modp

Συνεπώς
a
p−1

2 ≡ ±1modp

Πότε όµως είναι +1 και πότε −1; Αν p = 7 και a = 2 τότε a
p−1

2 = 2
7−1

2 ≡ 1mod7 και
(
a
p

)
=

(
2
7

)
= 1,

αφού το 2 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod7. Αν a = 3 a
p−1

2 = 33 ≡ −1mod7 και
(

3
7

)
= −1.

Οµοίως για p = 11 και a = 2, a
p−1

2 = 2
11−1

2 ≡ −1mod11 και
(

2
11

)
= −1.

Η συσχέτιση του a
p−1

2 modp µε την τιµή του συµβόλου του Legendre δεν είναι τυχαία. ∆ια-
πιστώθηκε και αποδείχτηκε για πρώτη ϕορά από τον Euler. Η επόµενη λοιπόν πρόταση είναι
γνωστή προς τιµήν του στη ϐιβλιογραφία ως κριτήριο του Euler.

Πρόταση 5.2.1 (κριτήριο του Euler). Αν a ∈ Z και p περιττός πρώτος p - a τότε(
a

p

)
≡ a

p−1
2 modp

Απόδειξη. Για κάθε b, 1 ≤ b ≤ p − 1, η ισοτιµία bx ≡ amodp έχει µοναδική λύση. ΄Εστω c,
1 ≤ c ≤ p − 1 η λύση αυτή. Αν ο a δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp τότε b , c. Επίσης
αν b1 , b2 τότε c1 , c2. Εποµένως, οι αριθµοί 1,2, . . . , p − 1 µπορούν να διαµεριστούν σε δύο
οµάδες από p−1

2 αριθµούς η καθεµία, τους bi και τους ci για τους οποίους ισχύει

bici ≡ amodp i = 1,2, . . . ,
p − 1

2
.
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Το γινόµενο των ισοτιµιών αυτών δίνει

(p − 1)! ≡ a
p−1

2 modp

Λόγω του ϑεωρήµατος του Wilson, (p − 1)! ≡ −1modp, άρα
(
a
p

)
= −1, δηλαδή(

a

p

)
= a

p−1
2 modp

Αν πάλι ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp τότε για ένα Ϲευγάρι (b0, c0) έχουµε b0 = c0 και

b2
0 ≡ amodp

Η ισοτιµία x2 ≡ amodp έχει λύση την b0modp και την (p − b0)modp. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα
του Lagrange δεν υπάρχουν άλλες λύσεις.

Οι υπόλοιποι (p−3) από τους αριθµούς 1,2, . . . , (p−1) διαµερίζονται και πάλι σε δύο οµάδες
και όπως και προηγουµένως, διαµερίζονται σε δύο οµάδες όπου

bici ≡ amodp, i = 1,2, . . . ,
p − 3

2
.

Πολλαπλασιάζουµε τις ισοτιµίες κατά µέλη και έχουµε

−1 ≡ (p − 1)! ≡ b0(p − b0)a
p−3

2 = −b2
0a

p−3
2 ≡ −a

p−1
2 modp

Εποµένως a
p−1

2 ≡ 1modp και
(
a
p

)
= 1 δηλαδή και πάλι(

a

p

)
≡ a

p−1
2 modp

�

Πόρισµα 5.2.2. 1. Ισχύει
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2

2. Αν a =
∏s
i=1 ai και p - ai για κάθε i = 1,2, . . . , s τότε(

a

p

)
=

s∏
i=1

(
ai
p

)

Απόδειξη. Για το πρώτο : Σύµφωνα µε το κριτήριο του Euler
(
−1
p

)
≡ (−1)

p−1
2 modp. Επειδή είναι

αδύνατο να ισχύει −1 ≡ 1modp ( ο p είναι περιττός), έπεται ότι
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 .

Για το δεύτερο : Λόγω του κριτηρίου του Euler και πάλι(
a

p

)
≡ a

p−1
2 ≡

s∏
i=1

a
p−1

2
i ≡

s∏
i=1

(
ai
p

)
modp

Εποµένως υπάρχει ακέραιος ` τέτοιος ώστε(
a

p

)
−

s∏
i=1

(
ai
p

)
= ` · p.
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Οι δυνατές τιµές του αριστερού µέλους είναι 2,−2 ή 0. Επειδή p περιττός πρώτος ϑα έχουµε ` = 0,
δηλαδή το Ϲητούµενο (

a

p

)
=

s∏
i=1

(
ai
p

)
.

�

Παρατήρηση 5.2.3. Το κριτήριο δηµοσιεύθηκε µε απόδειξη από τον Euler γύρω στα 1760. Ο
ίδιος το είχε ανακοινώσει περισσότερα από δέκα χρόνια πριν. Εννοείται χωρίς την έκφραση µέσω
του συµβόλου του Legendre, το οποίο δεν υπήρχε την εποχή του Euler.

Παρατήρηση 5.2.4. Η απόδειξη που δώσαµε είναι του Dirichlet. Αργότερα, µετά την επόµενη
παράγραφο ϑα το ξαναποδείξουµε.

Παρατήρηση 5.2.5. Από το πόρισµα 5.2.2.2 προκύπτει ότι η συνάρτηση χp(·) είναι πολλαπλα-
σιαστική:

χp(a · b) = χp(a)χp(b).

Εποµένως, αν συµβολίσουµε την έννοια του τετραγωνικού υπολοίπου µε τη συντοµογραφία QR
και αυτή του µη-τετραγωνικού υπολοίπου µε NQR, έχουµε τον ακόλουθο πίνακα πολλαπλασια-
σµού:

QR × QR = QR
QR × NQR = NQR

NQR × NQR = QR

Παρατήρηση 5.2.6. Μπορούµε να επεκτείνουµε το σύµβολο του Legendre και για ακέραιους a
οι οποίοι διαιρούνται µε p ϑέτοντας (

a

p

)
= 0, όταν p | a.

Οι ιδιότητες, αν a ≡ bmodp τότε
(
a
p

)
=

(
b
p

)
και

(
ab
p

)
=

(
a
p

) (
b
p

)
συνεχίζουν να ισχύουν. Επίσης, το

πλήθος των λύσεων της ισοτιµίας δίνεται από τον τύπο

#
{
xmodp : x2 ≡ amodp

}
= 1 +

(
a

p

)
.

Τέλος ισχύει
p−1∑
a=0

(
a

p

)
= 0.

Παρατήρηση 5.2.7. Στο ερώτηµα πόσο πρακτικό είναι το κριτήριο του Euler απάντηση έδωσε
ο ίδιος ο Gauss: «In praxi nullun fere usum habeat» δηλαδή «στην πράξη έχει µηδενική αξία»,
Disquisitiones Arithmeticae άρθρο 106.

Παρατήρηση 5.2.8. Αν a = εa
∏s
i=1 p

vp(a)
i , η µονοσήµαντη ανάλυση του a σε γινόµενο πρώτων

παραγόντων, εa ∈ {±1}, τότε σύµφωνα µε το πόρισµα 5.2.2.2(
a

p

)
=

(
εa
p

) s∏
i=1

(
pi
p

)
.

Εποµένως ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το σύµβολο του Legendre, αν γνωρίζαµε πώς να
υπολογίσουµε το

(
q
p

)
, q ∈ P. Για τον σκοπό µας αυτό σε πρώτο ϐήµα ϑα αποδείξουµε το παρακάτω
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Πρόταση 5.2.9 (λήµµα του Gauss). ΄Εστω p περιττός πρώτος και a ακέραιος, p - a. ΄Εστω S το
ελάχιστο σύστηµα των αντιπροσώπων των κλάσεων υπολοίπων modp των ακέραιων

a,2a, . . . ,
1
2

(p − 1)a.

Αν r είναι το πλήθος των στοιχείων του S που είναι µεγαλύτερα από p
2 τότε(

a

p

)
= (−1)r ,

Απόδειξη. Αν s =
p−1

2 − r, s + r =
p−1

2 και διαµερίσουµε τα στοιχεία του S σε δύο σύνολα

S1 = {a1, a2, . . . , as} και S2 = {b1, b2, . . . , br }

όπου ai <
p
2 και bj >

p
2 , τότε

s∏
i=1

ai

r∏
j=1

bj ≡
(p − 1

2

)
!a

p−1
2 modp (5.2.1)

Οι ακέραιοι a1, a2, . . . , as, p − b1, p − b2, . . . , p − br είναι όλοι στο διάστηµα [1, p−1
2 ], πλήθους

s + r =
p−1

2 και ανά δύο µη-ισότιµοι modp.
Πράγµατι, αν ήταν ai = p − bj για κάποια i, j, τότε ϑα υπήρχαν ακέραιοι ki , `j 1 ≤ ki , `j ≤

p−1
2

τέτοιοι ώστε
ai ≡ kiamodp και bj ≡ `jamodp

οπότε ϑα είχαµε
(ki + `j)a ≡ ai + bj ≡ 0modp

το οποίο όµως είναι άτοπο αφού 1 < ki + `j ≤ p − 1.
Εποµένως αποτελούν µια µετάθεση του συνόλου {1,2, . . . , p−1

2 }. ΄Αρα,(p − 1
2

)
! ≡

s∏
i=1

ai

r∏
j=1

(p − bj) ≡ (−1)r
s∏
i=1

ai

r∏
j=1

bj ≡ (−1)r
(p − 1

2

)
!a

p−1
2 modp.

Επειδή p -
(
p−1

2

)
! έπεται ότι

1 ≡ (−1)ra
p−1

2 modp

συνεπώς
(−1)r ≡ a

p−1
2 modp

και λόγω του κριτηρίου του Euler (
a

p

)
≡ (−1)rmodp

Και πάλι οι δυνατές τιµές της παράστασης
(
a
p

)
−(−1)r είναι 2,0,−2 και επείδη ο p περιττός έχουµε(

a

p

)
= (−1)r

�
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Παράδειγµα. Αν p = 17 και a = 7 τότε p−1
2 = 8 και

S =
{
7, 14 ,4, 11 ,1,8, 15 ,5

}
.

Συνεπώς r = 3 και εποµένως
(

7
17

)
= (−1)3 = −1.

Παράδειγµα. Αν a = 2 ϑα εξετάσουµε ως προς ποιους πρώτους p είναι τετραγωνικό υπόλοιπο.
Σύµφωνα µε το λήµµα του Gauss ϑα πρέπει να υπολογίσουµε τους άρτιους ανάµεσα στο p

2 και
το p. Αρκεί να υπολογίσουµε το πλήθος των ακέραιων στο διάστηµα

(
p
4 ,

p
2

)
. Γράφουµε τον p στη

µορφή 8k + `, ` = 1,3,5 ή 7. Εποµένως, ϑα πρέπει να ελέγξουµε αν το πλήθος των ακέραιων στο
διάστηµα (

2k +
`

4
,4k +

`

2

)
,

είναι άρτιο ή περιττό. Στο υποδιάστηµα
(
2k + `

4 ,4k + `
4

)
υπάρχει άρτιο πλήθος ακέραιων (αυτό

είναι 2k, εποµένως αρκεί να υπολογίσουµε το πλήθος των ακέραιων στο διάστηµα
(
4k + `

4 ,4k + `
2

)
ή στο διάστηµα

(
`
4 ,

`
2

)
. Αν ` = 1, τότε r = 0, αν ` = 3 τότε r = 1 αν ` = 5 τότε r = 1 και αν ` = 7

τότε r = 2. Εποµένως έχουµε δείξει ότι :

Πόρισµα 5.2.10. (
2
p

)
=

+1 όταν p ≡ ±1mod8
−1 όταν p ≡ ±3mod8

Το πόρισµα αυτό µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής :(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8

Πράγµατι, ο εκθέτης p2−1
8 γράφεται

1
2

(p − 1)
2

(p + 1)
2

Οι p − 1 και p + 1 είναι διαδοχικοί άρτιοι. ΄Αρα µόνο ο ένας διαιρείται µε 4. Εποµένως ο εκθέτης
είναι άρτιος όταν ο παράγοντας αυτός διαιρείται µε 8 δηλαδή όταν p ≡ ±1mod8 και περιττός,
όταν δεν διαιρείται µε 8, δηλαδή όταν p ≡ ±3mod8.

Με τη ϐοήθεια του λήµµατος του Gauss ϑα αποδείξουµε την άκολουθη:

Πρόταση 5.2.11. Αν p περιττός πρώτος και a ακέραιος, p - a τότε(
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1

[
ka
p

]

Απόδειξη. Θεωρούµε τους αριθµούς

a,2a, . . . ,
1
2

(p − 1)a

τους οποίους διαιρούµε µε p και έχουµε για k, 1 ≤ k ≤ p−1
s :

ka = pqk + vk µε qk , vk ∈ Z και 0 ≤ vk ≤ p − 1.
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Εποµένως,
ka

p
= qk +

vk
p

µε 0 ≤
vk
p
< 1,

το οποίο σηµαίνει ότι

qk =

[
ka

p

]
και ka = p

[
ka

p

]
+ vk.

Υποθέτουµε ότι a1, a2, . . . , as είναι οι τιµές των vk οι οποίες είναι µικρότερες του p/2 και
b1, b2, . . . , br αυτές που είναι µεγαλύτερες του p/2. Αν C =

∑s
i=1 ai , D =

∑r
j=1 bj τότε

C + D =

p−1
2∑

k=1

vk (5.2.2)

Σύµφωνα µε το λήµµα του Gauss
(
a
p

)
= (−1)r . Οι ακέραιοι a1, a2, . . . , as, p−b1, p−b2, . . . , p−br

αποτελούν µια µετάθεση του {1,2, . . . , p−1
2 }. Εποµένως,

C + rp − D =

s∑
i=1

ai +

r∑
j=1

(p − bj) =

p−1
2∑

k=1

k =
p2 − 1

8
. (5.2.3)

Επίσης,

p

p−1
2∑

k=1

qk + C + D =

p−1
2∑

k=1

(pqk + vk) =

p−1
2∑

k=1

ka =
p2 − 1

8
a (5.2.4)

Αφαιρούµε την (5.2.3) από την (5.2.4) και έχουµε

p

p−1
2∑

k=1

qk + 2D − rp =
p2 − 1

8
(a − 1). (5.2.5)

Μέχρις εδώ πουθενά δεν χρησιµοποιήσαµε την υπόθεση ότι ο a είναι περιττός. Επειδή p2−1
8

ακέραιος και a, p περιττός η (5.2.5) µας δίνει

p−1
2∑

k=1

qk ≡ rmod2 (5.2.6)

δηλαδή (
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1

[
ka
p

]

�

Παράδειγµα. Να υπολογισθεί το σύµβολο του Legendre
(

23
47

)
.

Θα πρέπει να υπολογίσουµε το άθροισµα

23∑
k=1

[23k
47

]
mod2
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Επειδή κάθε ϕορά το ακέραιο µέρος παίρνει την ίδια τιµή για ακριβώς δύο τιµές του k, το
παραπάνω άθροισµα µέχρι την τιµή k = 22 είναι άρτιο. Για k = 23

[
23·23

47

]
= 11. Εποµένως,

23∑
k=1

[23k
47

]
≡ 1mod2

και συνεπώς
(

23
47

)
= −1.

Το επόµενο ϑεώρηµα, είναι ένα από τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα της Θεωρίας Αριθµών
και σίγουρα το σηµαντικότερο της κλασικής Αριθµοθεωρίας. Αυτό, όχι µόνο διότι µας επιτρέπει
να υπολογίζουµε πολύ εύκολα τα τετραγωνικά υπόλοιπα, αλλά και για το ϑεωρητικό του ϐάθος.
Η πρώτη πλήρης απόδειξη δόθηκε από τον Gauss στα 1795 λίγο πριν συµπληρώσει το 18ο έτος
της ηλικίας του. Αργότερα ϑα επανέλθουµε µε περισσότερα ιστορικά στοιχεία.

Θεώρηµα 5.2.12 (Νόµος τετραγωνικής αντιστροφής). Αν p, q περιττοί πρώτοι p , q, τότε(
p

q

) (
q

p

)
= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 .

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την πρόταση 5.2.11 δύο ϕορές, για το
(
p
q

)
και το

(
q
p

)
και έχουµε:(

p

q

)
= (−1)

∑ q−1
2

j=1

[
jp
q

]
και

(
q

p

)
= (−1)

∑ q−1
2

k=1

[
kq
p

]
.

Εποµένως αρκεί να αποδείξουµε ότι
q−1

2∑
j=1

[
jp

q

]
+

q−1
2∑

k=1

[
kq

p

]
=
p − 1

2
·
q − 1

2
. (5.2.7)

Η απόδειξη της σχέσης αυτής ϑα γίνει γεωµετρικά. Θεωρούµε το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο
µε κορυφές (0,0),

(
p
2 ,0

)
,
(
p
2 ,

q
2

)
,
(
0, q2

)
. Η ευθεία που συνδέει τα σηµεία (0,0) και

(
p
2 ,

q
2

)
είναι η

Σχήµα 5.2.1: Γεωµετρική απόδειξη τετραγωνικής αντιστροφής

y =
q

p
x,

η οποία χωρίζει το ορθογώνιο σε δύο ίσα µέρη. Πάνω στην ευθεία αυτή δεν υπάρχουν σηµεία µε
ακέραιες συντεταγµένες για

x = 1,2, . . . ,
p − 1

2
.
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Για x = j ∈ Z ϕέρνουµε την ευθεία που είναι κάθετη στον άξονα των x στο σηµείο (j,0). Αυτή τέµνει
τη διαγώνιο y =

q
px στο σηµείο

(
j, qp j

)
. Το πλήθος των σηµείων µε ακέραιες συντεταγµένες µέχρι

εκεί είναι
[
q
p j

]
. Συνολικά λοιπόν στο κάτω τρίγωνο του παραλληλογράµµου υπάρχουν

∑ p−1
2
j=1

[
q
p j

]
σηµεία µε ακέραιες συντεταγµένες, ενώ στο πάνω τρίγωνο τα σηµεία είναι

∑ q−1
2
k=1

[
p
qk

]
. Συνολικά

όµως τα σηµεία µε ακέραιες συντεταγµένες στο ορθογώνιο είναι p−1
2 ·

q−1
2 . Συνεπώς η σχέση (5.2.7)

έχει αποδειχθεί. �

Οι παρακάτω εξισώσεις αποτελούν τον νόµο τετραγωνικής αντιστροφής p, q περιττοί πρώτοι p , q.(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 (Ι)

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 (ΙΙ)(

p

q

) (
q

p

)
= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 (ΙΙΙ)

Η (Ι) λέγεται πρώτο συµπλήρωµα της (ΙΙΙ) και η (ΙΙ) δεύτερο συµπλήρωµα αυτής.

Παρατήρηση 5.2.13. Ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής (ΙΙΙ) µπορεί να γραφεί και στη µορφή:
Αν p, q περιττοί πρώτοι και p , q τότε(

p

q

) (
q

p

)
=

+1 όταν p ≡ 1mod4 ή q ≡ 1mod4
−1 όταν p ≡ q ≡ 3mod4

(ΙΙΙα)

καθώς επίσης και στη µορφή:
Αν p, q περιττοί πρώτοι και p , q τότε(

p

q

)
=


(
q
p

)
όταν p ≡ 1mod4 ή q ≡ 1mod4

−
(
q
p

)
όταν p ≡ q ≡ 3mod4

(ΙΙΙ ϐ)

Με ϐάση τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής µπορούµε να ελέγξουµε αν η τετραγωνική ισοτιµία

x2 ≡ amodp, p ∈ P, p , 2

έχει λύση ή όχι. Αρκεί να ακολουθήσουµε τον εξής αλγόριθµο.

1. Αναλύουµε τον a σε γινόµενο παραγόντων. Το
(
a
p

)
γράφεται ως γινόµενο συµβόλων του

Legendre της µορφής
(
q
p

)
όπου q ∈ q ∈ P, q , 2,

(
−1
p

)
και

(
2
p

)
.

2. Υπολογίζουµε τα
(
−1
p

)
και

(
2
p

)
µέσω των (Ι) και (ΙΙ) και εφαρµόζουµε τον νόµο αντιστροφής

(ΙΙΙ) για τα σύµβολα
(
p
q

)
αντικαθιστώντας τα µε

(
q
p

)
−

(
q
p

)
.

3. Ανάγουµε το pmodq και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία.

Παράδειγµα. Να εξετασθεί αν η ισοτιµία

x2 ≡ 23mod47,
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έχει λύση.
Οι αριθµοί 23 και 47 είναι περιττοί πρώτοι. Εποµένως(23

47

)
= (−1)

23−1
2

47−1
2

(47
23

)
= (−1)

( 1
47

)
= −1.

΄Αρα η ισοτιµία µας δεν έχει λύση.
Παράδειγµα. Να εξετασθεί αν η ισοτιµία

x2 ≡ −154mod163

έχει λύση. Ο 163 είναι πρώτος αριθµός ενώ το −154 αναλύεται σε γινόµενο πρώτων παραγόντων
−154 = (−1) · 2 · 7 · 11. Εποµένως(

−154
163

)
=

(
−1
163

) ( 2
163

) ( 7
163

) ( 11
163

)
Τώρα (

−1
163

)
= (−1)

163−1
2 = (−1)81 = −1.

Επειδή 163 ≡ 3mod8, έχουµε
(

2
163

)
= −1. Επίσης αφού 7 ≡ 1mod4( 7

163

)
= −

(163
7

)
= −

(2
7

)
= (−1)(+1) = −1.

Αφού 11 ≡ 3mod4 ( 11
163

)
= −

(163
11

)
= −

( 9
11

)
= −

( 3
11

)2
= −1.

Τελικά έχουµε (
−154
163

)
= (−1)(−1)(−1)(−1) = +1

και συνεπώς η ισοτιµία έχει λύση.
Παράδειγµα. Να εξετασθεί αν η ισοτιµία

x2 ≡ −42mod61

έχει λύση.
Εργαζόµενοι όπως παραπάνω υπολογίζουµε το σύµβολο του Legendre

(
−42
61

)
= 1 και εποµένως

η ισοτιµία έχει λύση.
Παράδειγµα. Για ποιους περιττούς πρώτους αριθµούς p η ισοτιµία

x2 ≡ 5modp

έχει λύση ;
Η ισοτιµία έχει λύση ακριβώς τότε όταν

(
5
p

)
= 1. Τώρα

(
5
p

)
= 1 αν και µόνο αν

(
p
5

)
= 1. Αν

p ≡ 1,4mod5 τότε
(
p
5

)
= 1.

Αν p ≡ 2,3mod5 τότε
(
p
5

)
= −1.

Συνεπώς έχει λύση ακριβώς τότε όταν

p ≡ ±1mod5.

Η παραπάνω διαδικασία είναι ένας πολύ αποτελεσµατικός αλγόριθµος από τον οποίο παίρ-
νουµε απάντηση σε περίπου τόσα ϐήµατα όσα ο αριθµός των ψηφίων του p. Το πιο δύσκολο στάδιο
είναι η παραγοντοποίηση του a και του αντιπροσώπου του pmodq κάθε ϕορά που εφαρµόζουµε
τον νόµο αντιστροφής στο

(
q
p

)
.
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5.2.1 Το σύµβολο του Jacobi

Το σύµβολο του Jacobi ορίζεται µέσω του συµβόλου του Legendre και αποτελεί γενίκευση αυτού.
Αν b περιττός ακέραιος b = εp1p2 · · · ps, η ανάλυση αυτού σε γινόµενο πρώτων παραγόντων pi

(i = 1,2, . . . , s) όχι κατ΄ ανάγκη διαφορετικών µεταξύ τους (ε = ±1) και a ακέραιος πρώτος προς
τον b, τότε το σύµβολο του Jacobi ορίζεται(a

b

)
:=

(
a

p1

) (
a

p2

)
· · ·

(
a

ps

)
.

Οι ιδιότητες του συµβόλου του Jacobi είναι ανάλογες αυτών του συµβόλου του Legendre.

1. (a
b

)
=

(
a

|b|

)
2. (1

b

)
= 1

3. Αν a1 = a2mod|b|, τότε (a1

b

)
=

(a2

b

)
4. Αν (ai , b) = 1 για κάθε i = 1,2, . . . , n τότε(a1a2 · · ·an

b

)
=

(a1

b

) (a2

b

)
· · ·

(an
b

)
5. Αν b1, b2, . . . , bn περιττοί ακέραιοι και a ακέραιος µε (a, b1b2 · · · bn) = 1, τότε(

a

b1b2 · · · bn

)
=

(
a

b1

) (
a

b2

)
· · ·

(
a

bn

)
6. (

−1
b

)
= (−1)

|b|−1
2

7. (2
b

)
= (−1)

b2−1
8

8. (b
a

)
= (−1)

a−1
2

b−1
2 +

sgna−1
2 ·

sgnb−1
2

(a
b

)
Υπενθυµίζουµε ότι το πρόσηµο sgn(a) ενός πραγµατικού αριθµού a ορίζεται ως :

sgn(a) =


+1 αν a > 0
0 αν a = 0
−1 αν a < 0

Τέλος, αν ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod|b|, δηλαδή αν η ισοτιµία

x2 ≡ amod|b|
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έχει λύση τότε και οι ισοτιµίες
x2 ≡ amodpi

ϑα έχουν λύση για κάθε πρώτο διαιρέτη pi του b. Συνεπώς ϑα έχουµε
(
a
pi

)
= 1 οπότε και

(
a
b

)
= 1.

Προσοχή Το αντίστροφο δεν ισχύει. Για παράδειγµα
(

1
15

)
= 1 και η x2 ≡ 1mod15 είναι

επιλύσιµη, ενώ
(

2
15

)
= 1 και η x2 ≡ 2mod15 δεν είναι επιλύσιµη.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι αν
(
a
b

)
= −1, τότε η ισοτιµία x2 ≡ amod|b| δεν έχει

λύση.
Η χρήση του συµβόλου του Jacobi µας απαλλάσσει από το «καθήκον» της παραγοντοποίησης,

µιας πραγµατικά χρονοβόρας και για µεγάλους ακέραιους, δύσκολης διαδικασίας στην οποία
είµαστε υποχρεωµένοι να καταφύγουµε, όταν χρησιµοποιούµε το σύµβολο του Legendre. Αυτά
που πρέπει µόνο να ελέγξουµε είναι ότι ο b είναι περιττός και ότι ο a είναι πρώτος προς τον b.

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε σε έναν αλγόριθµο υπολογισµού του συµβόλου Jacobi γνωστού
στη ϐιβλιογραφία ως ο «κανόνας του Eisenstein» [32, σελ. 329-333], [17, σελ. 132-133], [20,
σελ. 362-364], σύµφωνα µε τον οποίο ο υπολογισµός είναι τόσο γρήγορος όσο και ο ευκλείδειος
αλγόριθµος υπολογισµού του µέγιστου κοινού διαιρέτη.

΄Εστω a και b πρώτοι µεταξύ τους ϑετικοί ακέραιοι µε a > b. Συµβολίζουµε µε A0 := a και
A1 := b. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα διαίρεσης µε πηλίκο αλλά συγχρόνως παραγοντοποιούµε το
υπόλοιπο σε δύναµη του 2 και περιττό ακέραιο. ΄Ετσι έχουµε

A0 = A1q1 + 2`1A2, `1 ≥ 0,0 < A2 < A1.

Συνεχίζουµε, κάνοντας το ίδιο µεταξύ των A1, A2 κ.ο.κ

A1 = A2q2 + 2`2A3, `2 ≥ 0,0 < A3 < A2

A2 = A3q3 + 2`3A4, `3 ≥ 0,0 < A4 < A3

· · ·

An−3 = An−2qn−2 + 2`n−2An−1, `n−2 ≥ 0,0 < An−1 < An−2

An−2 = An−1qn−1 + 2`n−1 · 1

Πρόταση 5.2.14. Αν a, b ϑετικοί ακέραιοι, a > b πρώτοι µεταξύ τους και b περιττός τότε(a
b

)
= (−1)`1

A2
1−1
2 +···+`n−1

A2
n−1−1

2 +
A1−1

2 ·
A2−1

2 +···+
An−2

2 ·
An−1−1

2

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε τις ιδιότητες του συµβόλου Jacobi

(a
b

)
=

(
A0

A1

)
=

(
2`1A2

A1

)
=

(
2
A1

)`1 (
A2

A1

)
=

= (−1)`1
A2

1−1
8 · (−1)

A1−1
2 ·

A2−1
2

(
A1

A2

)
=

(−1)`1
A1−1

8 +
A1−1

2 ·
A2−1

2 ·

(
2`2

A2

) (
A3

A2

)
και συνεχίζουµε ανάλογα. �
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Παράδειγµα. Να υπολογιστεί το σύµβολο του Jacobi
(

1105
231

)
.

Επαληθεύουµε ότι οι a, b είναι πρώτοι µεταξύ τους. Σύµφωνα µε την πρόταση 5.2.14, έχουµε

1105 = 231 · 4 + 181, A1 = 251, `1 = 0
231 = 181 · 1 + 2 · 25, A2 = 185, `2 = 1
181 = 25 · 7 + 2 · 3, A3 = 25, `3 = 1
25 = 3 · 8 + 1, A4 = 3, `4 = 0

Εποµένως το σύµβολο του Jacobi (1105
231

)
= (−1)m ,

όπου
m = 0 ·

2312 − 1
8

+
1812 − 1

8
+ 1 ·

252 − 1
8

+ 0 ·
32 − 1

8
+

231 − 1
2

·
181 − 1

2
+

181 − 1
2

25 − 1
2

+
25 − 1

2
·

3 − 1
2

.

Ο µόνος περιττός προσθετέος του εκθέτη m είναι ο 1 · 1812−1
8 ΄Αρα m ≡ 1mod2 και(1105

231

)
= −1.

Θεωρούµε και πάλι δύο περιττούς ϑετικούς ακέραιους a, b πρώτους µεταξύ τους. Σύµφωνα µε
το ϑεώρηµα της διαίρεσης µε υπόλοιπο, υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι q, r τέτοιοι ώστε

a = bq + r, 1 ≤ r < b.

Μπορούµε να γράψουµε τη σχέση και ως εξής :

a = b(q + 1) + (b − r), 1 ≤ b − r < b.

Επειδή (b − r) + r = b είναι περιττός ακέραιος, ένας ακριβώς από τους r, b − r είναι άρτιος και ο
άλλος περιττός.

΄Αρα ο a γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή

a = bq + ε · r,

όπου ε = ±1 και r περιττός 1 ≤ r < b. Παρατηρούµε ότι ο q ϑα πρέπει να είναι άρτιος, διότι
αλλιώς ο a ± r ϑα ήταν περιττός.

Εποµένως, υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένοι ακέραιοι q1 και r1, r1 περιττός 1 ≤ r1 < b ώστε
να ισχύει

a = 2q1b + ε1r1, µε ε1 = ±1.

Εφαρµόζουµε διαδοχικά την παραπάνω σχέση γράφοντας A0 = b και Ai = ri και έχουµε

a = 2q1A0 + ε1A1, A1 περιττός 1 ≤ A1 < A0, ε1 = ±1
A0 = 2q2A1 + ε2A2, A2 περιττός 1 ≤ A2 < A1, ε2 = ±1
A1 = 2q3A2 + ε3A3, A3 περιττός 1 ≤ A2 < A2, ε3 = ±1
· · ·

An−3 = 2qn−1An−2 + εn−1An−1, An−1 περιττός ,1 ≤ An−1 < An−2

An−2 = 2qnAn−1 + εnAn, µε An = 1 και εn = ±1.

Η ακολουθία των (Ai)i∈N είναι γνήσια ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών. ΄Αρα µετά από
πεπερασµένο πλήθος ϐηµάτων ϑα έχουµε An = 1.
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Το σύµβολο Jacobi. (a
b

)
=

(
a

A0

)
=

(
ε1A1

A0

)
=

(
ε1
A0

) (
A1

A0

)
.

Το
(
ε1
A0

)
= (−1)

A0−1
2

1=ε1
2 . Πράγµατι, αν ε1 = 1 τότε(

ε1
A0

)
= 1 = (−1)

A0−1
2

1−e1
2 .

Αν πάλι ε1 = −1, τότε (
ε1
A0

)
= (−1)

A0−1
2 = (−1)

A0−1
2

1−e1
2 .

Συνεπώς, (a
b

)
=

(
a

A0

)
= (−1)

A0−1
2 ·

1−ε1
2 +

A0−1
2 ·

A1−1
2

(
A0

A1

)
.

Αν τώρα λάβουµε υπόψη ότι ε2
1 = 1 και ότι (−1)a/ε1 = (−1)a για κάθε ακέραιο a, έχουµε

A0 − 1
2

·
1 − ε1

2
+
A0 − 1

2
·
A1 − 1

2
=
A0 − 1

2
·

1 − ε1
2

+
A0 − 1

2
·
A1 − ε1

2

=
A0 − 1

2
·
ε1A1 − ε2

1

2ε1
=
A0 − 1

2
·
ε1A1 − 1

2ε1
και

(−1)
A0−1

2 ·
ε1A1−1

2ε1

(
A0

A1

)
.

Επαναλαµβάνουµε διαδοχικά τη διαδικασία και έχουµε:(
A0

A1

)
= (−1)

A1−1
2 ·

e2A2−1
2

(
A1

A2

)
(
An−3

An−2

)
= (−1)

An−2−1
2 ·

en−1An−1−1
2

(
An−2

An−1

)
(
An−2

An−1

)
==

(
εn
An−1

)
= (−1)

An−1−1
2 ·

enAn−1−1
2 = (−1)

An−1
2 ·

εnAn−1
2 .

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι (a
b

)
= (−1)`

µε

` :=
n∑
i=1

Ai−1 − 1
2

·
εiAi − 1

2

και An = 1.
΄Ενας προσθετέος του `

Ai−1 − 1
2

·
εiAi − 1

2
είναι περιττός ακριβώς τότε όταν

Ai−1 ≡ 3mod4 και εiAi ≡ 3mod4
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Πρόταση 5.2.15 (Κανόνας του Eisenstein). Αν a, b περιττοί ϑετικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους
τότε (a

b

)
= (−1)m ,

όπου
m = # {(Ai−1, εiAi) : Ai−1 ≡ 3mod4 και εiAi ≡ 3mod4, i = 1,2, . . . , n − 1} .

Παράδειγµα. Να υπολογιστεί το σύµβολο του Jacobi
(

335
2999

)
.

Ελέγχουµε πρώτα από όλα ότι (335,2999) = 1. Γράφουµε

335 = 2999 · 0 + 335 A0 = 2999 ε1 = 1, A1 = 335
2999 = 8 · 335 + 319 ε2 = 1 A2 = 319

335 = 2 · 319 + (−1) · 283 ε3 = −1 A3 = 283
319 = 2 · 283 + (−1)247 ε4 = −1 A4 = 247
283 = 2 · 247 + (−1)211 ε5 = −1 A5 = 211
247 = 2 · 211 + (−1)175 ε6 = −1 A6 = 175
211 = 2 · 175 + (−1)139 ε7 = −1 A7 = 139
175 = 2 · 139 + (−1)103 ε8 = −1 A8 = 103
139 = 2 · 103 + (−1)67 ε9 = −1 A9 = 67
103 = 2 · 67 + (−1)31 ε10 = −1 A10 = 31

67 = 2 · 31 + 5 ε11 = 1 A11 = 5
31 = 6 · 5 + 1 ε12 = 1 A12 = 1

Σχηµατίζουµε τα Ϲευγάρια

(A0, ε1A1) = (2999,335)

(A1, ε2A2) = (335,319)

(A2, ε3A3) = (319,−283)

(A3, ε4A4) = (283,−247)

(A4, ε5A5) = (247,−211)

(A5, ε6A6) = (211,−175)

(A6, ε7A7) = (175,−103)

(A7, ε8A8) = (139,335)

(A8, ε9A9) = (103,−67)

(A9, ε10A10) = (67,−31)

(A10, ε11A11) = (31,5)

(A11, ε12A12) = (5,1)

Εποµένως m = 2 και
(

335
2999

)
= 1.

Παρατήρηση 5.2.16. Επειδή στο παράδειγµά µας ο 2999 είναι πρώτος το σύµβολο του Jacobi
είναι και σύµβολο του Legendre. Συνεπώς η ισοτιµία

x2 ≡ 335mod2999

έχει λύση.
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Παρατήρηση 5.2.17. Ο κανόνας του Eisenstein αποδείχθηκε κάπως µακροσκελής στο συγκε-
κριµένο παράδειγµα. Ας δοκιµάσουµε κατ΄ ευθείαν µε χρήση του νόµου αντιστροφής του Jacobi.( 335

2999

)
= −

(2999
335

)
= −

(319
335

)
= −

(
−16
319

)
= −1

(
−1
319

)
= −(−1) = +1.

Παρατήρηση 5.2.18. Να υπολογισθεί το σύµβολο του Jacobi( 514
1573

)
=

(2 · 257
1573

)
=

( 2
1573

) ( 257
1573

)
.

Επειδή 1573 ≡ 5mod8 έχουµε
(

2
1573

)
= −1.

257 = 1573 · 0 + 257 A0 = 1573, ε1 = 1, A1 = 257
1573 = 6 · 257 + 31 ε1 = 1 A2 = 31

257 = 8 · 31 + 9 ε3 = 1 A3 = 9
31 = 4 · 9 + (−1)5 ε4 = −1 A4 = 5
9 = 2 · 5 + (−1)1 ε5 = −1 A5 = 1

Σχηµατίζουµε τα Ϲευγάρια (1573,257), (257,31), (31,9), (9,−5), (5,−1) και καταλήγουµε στο
m = 0 και

(
514
1573

)
= (−1)(−1)0 = −1.

5.2.2 Εύρεση των λύσεων

Είδαµε ότι τελικά είναι σχετικά εύκολη η διαπίστωση της ύπαρξης η µή λύσεων της ισοτιµίας

x2 ≡ amodp

Εάν τώρα διαπιστώσουµε την ύπαρξη λύσεων τότε πώς ϑα ϐρούµε τις λύσεις ;
Αν στην x2 ≡ amodp έχουµε p ≡ 3mod4 και

(
a
p

)
= +1 τότε µια λύση είναι η x0 ≡ a

p+1
4 modp

αφού

x2
0 ≡ a

p+1
2 ≡ a

p−1
2 +1 ≡ a

p−1
2 · a ≡

(
a

p

)
a ≡ amodp

Η άλλη ϱίζα είναι προφανώς η x0 ≡ −a
p+1

4 modp.
Αν τώρα p ≡ 1mod4, δεν είναι γνωστός ο ντετερµινιστικός αλγόριθµος (πολυωνυµικού χρόνου)

ο οποίος να µας δίνει τις λύσεις τις ισοτιµίας.
Θα περιγράψουµε έναν πιθανοθεωρητικό αλγόριθµο.
΄Εστω zmodp κάποια τυχαία επιλεγείσα κλάση 1 ≤ z ≤ p − 1 και έστω

u + vx := (1 + zx)
p−1

2 .

Αν v , 0, τότε οι λύσεις της ισοδυναµίας x0, x ′0 υπολογίζονται ως εξής :
Ο u + vx0 := (1 + zx0)

p−1
2 είναι µία p−1

2 -δύναµη modp. Εποµένως ισούται µε 0,1 ή −1 modp.
Συνεπώς x0 ≡ −

u
v ,

1−u
v , ή −

1+u
v modp.

Γνωρίζουµε τα u, v. ∆οκιµάζουµε αν τα −uv ,
1−u
v και −1+u

v είναι τετραγωνικά υπόλοιπα modp.
Παράδειγµα. Να λυθεί η

x2 ≡ 69mod389

Είναι p = 389 ≡ 1mod4. Επιλέγουµε z ≡ 24mod389 και υπολογίζουµε

(1 + 24x)194 = −1 = u + vx.
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΄Οµως v = 0 το οποίο δεν µας κάνει.
Επιλέγουµε ξανά z = 51mod389 και υπολογίζουµε

(1 + 51x)194 = 239x = u + vx.

΄Αρα u = 0, v = 239 και 1
v = 153mod389. Εποµένως −uv = 0, 1−u

v = 153, −1−u
u = −153. Συνεπώς,

οι λύσεις της ισοδυναµίας είναι οι
153,−153mod289.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε µια χρήσιµη ισοδύναµη µορφή του τετραγωνικού νόµου αντι-
στροφής. Εδώ ϑεωρούµε το σύµβολο του Legendre ως συνάρτηση του (περιττού) πρώτου αριθµού
p, ψa(p) και ϑα αποδείξουµε την

Πρόταση 5.2.19. Υποθέτουµε ότι p, q είναι περιττοί πρώτοι και a ≥ 1. Ο τετραγωνικός νόµος
αντιστροφής είναι ισοδύναµος προς την πρόταση

Αν p ≡ ±qmod4a, τότε ψa(p) = ψa(q). (5.2.8)

Απόδειξη. ∆εχόµαστε τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής. Αρκεί να αποδείξουµε την (5.2.8) για a
οποιοδήποτε περιττό πρώτο, a , p, q.

Πράγµατι, αν a τυχαίος ακέραιος a ≥ 1 και

a = 2t
s∏
i=1

paii

η ανάλυση αυτού σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Τότε

ψa(p) =

(
a

p

)
=

(
2
p

)t s∏
i=1

(
pi
p

)ai
=

(
2
q

)t s∏
i=1

(
pi
q

)
=

(
a

q

)
= ψa(q).

Αν p ≡ qmod4a τότε
(
p
a

)
=

(
q+4a`
a

)
=

(
q
a

)
. Εποµένως(

a

p

)
= (−1)

(p−1)(a−1)
4

(p
a

)
= (−1)

(p−1)(a−1)
4

( q
a

)
= (−1)

(p−1)(a−1)
4 (−1)

q−1
2

a−1
2

(
a

q

)
= (−1)

(a−1)(b+q−2)
4

(
a

q

)
=

= (−1)
(a−1)(q−1+2a`)

2

(
a

q

)
=

(
a

q

)
,

αφού q-περιττός.
Αν p ≡ −qmod4a αποδεικνύεται ανάλογα.
Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η (5.2.8) ισχύει για κάθε ακέραιο a ≥ 1 και ϑα αποδείξουµε τον

τετραγωνικό νόµο αντιστροφής. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι p > q.
Αν p ≡ qmod4, γράφουµε το p = q + 4a, a ≥ 1. Εποµένως,(

p

q

)
=

(
q + 4a
q

)
=

(
a

q

)
=

(
a

p

)
=

(
4a
p

)
=

(p · q )
=

(
−q

p

)
= (−1)

p−1
2

(
q

p

)
.

Αν τώρα p ≡ 1mod4, τότε και q ≡ 1mod4 και έχουµε
(
p
q

)
=

(
q
p

)
.
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Αν p ≡ 3mod4 τότε q ≡ 3mod4 και
(
p
q

)
= −

(
q
p

)
, δηλαδή ισχύει ο τετραγωνικός νόµος αντι-

στροφής (στη µορφή IIa).
Αν ισχύει η ισοτιµία p ≡ −qmod4, τότε έχουµε p + q = 4a, για κάποιο a, a ≥ 1. Συνεπώς(

p

q

)
=

(
−q + 4a

q

)
=

(
a

q

)
=

(
a

p

)
=

(
4a
p

)
=

(
p + q

p

)
=

(
q

p

)
.

�

Η τελευταία πρόταση µαζί µε τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής µας επιτρέπουν να χαρακτη-
ϱίσουµε τους πρώτους p για τους οποίους δοσµένος ακέραιος είναι (ή δεν είναι ) τετραγωνικό
υπόλοιπο modp.
Παράδειγµα. Για ποιους πρώτους είναι ο a = 3 τετραγωνικό υπόλοιπο modp;

΄Εχουµε 4a = 4 · 3 = 12. Εποµένως η ισοτιµία p ≡ ±qmod12 συνεπάγεται
(

3
p

)
=

(
3
q

)
. Για

q = 5,7,11 και 13 έχουµε(
3
p

)
=

(3
5

)
= −1,

(
3
p

)
=

(3
7

)
= −1,

(
3
p

)
=

( 3
11

)
= 1 και

(
3
p

)
=

( 3
13

)
= 1

΄Αρα (
3
p

)
= 1⇔ p ≡ ±1mod12

Παράδειγµα. Για ποιους πρώτους είναι ο a = 5 τετραγωνικό υπόλοιπο modp;
Υπολογίζουµε 4a = 4 · 20. Εποµένως η ισοτιµία p ≡ ±qmod20 συνεπάγεται ότι

(
5
p

)
=

(
5
q

)
.

Βρίσκουµε πρώτους αντιπροσώπους των κλάσεων

1,3,7,9,11,13,17,19mod20

τους
41,3,7,29,11,13,17,19

Υπολογίζουµε το σύµβολο του Legendre( 5
41

)
=

(1
5

)
= +1,

(5
3

)
=

(2
3

)
= −1,

(5
7

)
=

(2
5

)
= −1

( 5
29

)
=

(4
5

)
= +1,

( 5
11

)
=

(1
5

)
= 1,

( 5
13

)
=

(3
5

)
=

(2
3

)
= −1( 5

17

) (2
5

)
= −1,

( 5
19

)
=

(4
5

)
= +1

Εποµένως
(

5
p

)
= 1, αν και µόνο αν, p ≡ 1,9,11,19mod20. Παρατηρούµε όµως ότι το 20 δεν είναι

ένα καλό µέτρο, αφού µπορούµε να γράψουµε(
5
p

)
= 1⇔ p ≡ ±1mod5

Ο λόγος είναι ότι η πρόταση που αποδείξαµε δεν είναι ϐέλτιστη. Μάλιστα απαιτεί a ≥ 1. Τι γίνεται
αν ϑέλουµε να χαρακτηρίσουµε τους πρώτους p για τους οποίους το −3 ή το −5 είναι τετραγωνικό
υπόλοιπο modp;
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Ισχύει το εξής : Αν η ανάλυση του ακέραιου a είναι

a = (−1)α
s∏
i=1

qaii

και ορίσουµε το k(a) = (−1)α
∏s
ai≡1mod2 qi , τότε το ελάχιστο µέτρο είναι το

m(a) :=

|k(a)| αν k(a) ≡ 1mod4
4|k(a)| αν k(a) . 1mod4

[17, σελ. 109], [23, σελ. 139] Εδώ ϕαίνεται γιατί στο πρώτο παράδειγµα a = 3 το ελάχιστο µέτρο
είναι το 12, ενώ για a = 5 είναι το 5.

Είναι ϕανερό ότι αν ο ακέραιος a είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου τότε η ισοτιµία x2
0 ≡ amodp

έχει λύση για κάθε πρώτο p. (Αν a = b2, µία λύση είναι η x0 ≡ bmodp.)
Θα αποδείξουµε και το αντίστροφο.

Πρόταση 5.2.20. Αν για τον ακέραιο a η ισοτιµία

x2 ≡ amodp

έχει λύση για κάθε πρώτο αριθµό p, τότε ο a είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου.

Απόδειξη. Αν ο a δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου ϑα ϐρούµε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας
πρώτος p για τον οποίο ισχύει

(
a
p

)
= −1. Εποµένως για αυτόν τον πρώτο, η ισοτιµία

x2 ≡ amodp

δεν έχει λύση, άτοπο.
Λόγω της πολλαπλασιαστικότητας του συµβόλου του Jacobi, αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει

ένας περιττός ϑετικός ακέραιος ` τέτοιος ώστε
(
a
`

)
= −1. Επειδή υποθέσαµε ότι ο a δεν είναι τέλειο

τετράγωνο έπεται ότι ϑα έχουµε µία από τις ακόλουθες τρεις δυνατότητες :

1. a = −b2 για κάποιο b ∈ Z. Στην περίπτωση αυτή αν c ∈ Z, c > 0 µε c ≡ 3mod4 και
(b, c) = 1, τότε (a

c

)
=

(
−b2

c

)
=

(
−1
c

)
= (−1)

c−1
2 = −1.

2. a = ±2tb, όπου t, b ∈ Z περιττοί ϑετικοί ακέραιοι. Στην περίπτωση αυτή το σύστηµα

x ≡ 5mod8
x ≡ 1modb

έχει λύση αφού (8, b) = 1. Αν λοιπόν c ∈ Z, c > 0 λύση του παραπάνω συστήµατος (αν b = 1
τότε παίρνουµε c = 5) έχουµε(

2t

c

)
=

(
−2t

c

)
=

(2
c

)
= (−1)

c2−1
8 = −1

και (b
c

)
=

( c
b

)
=

(1
b

)
= 1,

συνεπώς
(
a
c

)
= −1.
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3. a = ±22sqtb, όπου b, t περιττοί ϑετικοί ακέραιοι και (q, b) = 1, 2 , q ∈ P. Στην περίπτωση
αυτή ϑεωρούµε το σύστηµα

x ≡ 1mod4b
x ≡ dmodq

για οποιονδήποτε ακέραιο d, έχει λύση αφού (4b, q) = 1.

΄Εστω d > 0 κάποιο µη-τετραγωνικό υπόλοιπο modq και ` > 0, ` ≡ 1mod4b, ` ≡ dmodq.

Είναι ϕανερό ότι (
22s

`

)
=

(
−22s

`

)
= 1

και (b
`

)
= (−1)

b−1
2

`−1
2

(
`

b

)
=

(
`

b

)
=

(1
b

)
= 1.

Επίσης, (
qt

`

)
=

(q
`

)
=

(
`

q

)
=

(
d

q

)
= −1.

Εποµένως και σε αυτή την περίπτωση
(
a
`

)
= −1.

�

Παράδειγµα. ΄Οταν µια ισοτιµία x2 ≡ amodp έχει λύση για κάποιον πρώτο p ϑα λέµε ότι έχουµε
τοπική επιλυσιµότητα της ισοτιµίας ως προς τον πρώτο αυτό p. ΄Οταν η εξίσωση x2 ≡ a έχει λύση
στο Z ϑα λέµε ότι έχουµε γενική επιλυσιµότητα. Βλέπουµε λοιπόν ότι από τη τελευταία πρόταση
προκύπτει ότι η τοπική επιλυσιµότητα για κάθε πρώτο p συνεπάγεται τη γενική επιλυσιµότητα.

Το ϕαινόµενο αυτό λέγεται τοπικό-γενικό αξίωµα (local-global principle) και ϑα το συναντή-
σουµε και σε άλλες περιπτώσεις αργότερα.

Πάντως δεν ισχύει εν γένει για ισοτιµίες µεγαλύτερου ϐαθµού (δέστε πρόταση 5.3.7 του πα-
ϱόντος κεφαλαίου).

Μια άλλη ενδιαφέρουσα εφαρµογή του συµβόλου του Jacobi είναι το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Πρόταση 5.2.21. Αν a ∈ Z, όχι τέλειο τετράγωνο ακέραιου, υπάρχουν άπειροι πρώτοι p για τους
οποίους

(
a
p

)
= −1.

Απόδειξη. Αν a = −1, τότε
(
−1
p

)
= −1 αν και µόνο αν p ≡ 3mod4. ΄Εχουµε όµως αποδείξει ότι

υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4m + 3.
Αν a = ±2, τότε (a

5

)
=

(
±2
5

)
=

(2
5

)
= −1.

Υποθέτουµε ότι υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους πρώτοι, έστω p1, p2, . . . , p` µεγαλύτεροι του 3
για τους οποίους ισχύουν

(
a
pi

)
= −1 για κάθε i = 1,2, . . . , `.

Θέτουµε A := 8p1p2 · · · p3 ± 3, όπου τα πρόσηµα αντιστοιχούν στο a = ±2. Είναι ϕανερό ότι
3 - A καθώς επίσης ότι και pi - A. Επειδή A ≡ ±3mod8, έπεται ότι

(
2
A

)
= −1 και

(
a
A

)
=

(
±2
A

)
= −1.

Αν A = q1q2 · · · qn η ανάλυση του A σε γινόµενο πρώτων παραγόντων (όχι κατ΄ ανάγκην
διακεκριµένων µεταξύ τους) τότε (a

A

)
=

(
a

q1

)
· · ·

(
a

qn

)
= −1.
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΄Αρα ένα τουλάχιστον από τα
(
a
qj

)
= −1 για κάποιο j. Το qj | A, qj > 3. Εποµένως, qj < {p1, . . . , p`},

άτοπο.
Ας περάσουµε τώρα στη γενική περίπτωση. ∆εν χάνουµε τίποτα, αν υποθέσουµε ότι ο a είναι

ελεύθερος τετραγώνου (square-free). Εποµένως ο a αναλύεται στη µορφή:

a = εa2tq1q2 · · · qs, εa ∈ {±1}, t ∈ {0,1},

q περιττοί πρώτοι και qi , qj για i , j. Το s ≥ 1 γιατί αλλιώς έχουµε τις δυνατότητες που ήδη
µελετήσαµε.

΄Εστω {p1, p2, . . . , pm} ένα πεπερασµένο σύνολο περιττών πρώτων, διαφορετικών των πρώτων
qi , i = 1,2, . . . , s. Ως γνωστό υπάρχουν q1−1

2 µη τετραγωνικά υπόλοιπα modq1. ΄Εστω c ένα από
αυτά, δηλαδή

(
c
q1

)
= −1.

Το γραµµικό σύστηµα ισοτιµιών

x ≡ 1mod8
x ≡ 1modpi i = 1,2, . . . , m
x ≡ cmodq1

x ≡ 1modqj j = 2,3, . . . , s

έχει λύση, αφού τα µέτρα είναι πρώτα µεταξύ τους ανά δύο. ΄Εστω x = b µία λύση αυτού.
Εποµένως ο b δεν διαιρείται από κανέναν από τους πρώτους p1, p2, . . . , pm , q1, q2, . . . , qs. Επειδή
b ≡ 1mod8 έπεται ότι

(
−1
b

)
=

(
2
b

)
= 1. Επίσης

(qj
b

)
= (−1)

qj−1
2

b−1
2

(
b

qj

)
=

(
b

qj

)
για κάθε j = 1,2, . . . , s. Εποµένως,(a

b

)
=

(εa
b

) (2
b

)t (q1

b

) (q2

b

)
· · ·

(qs
b

)
=

(
b

q1

)
· · ·

(
b

qs

)
=

(
c

q1

) (
1
q2

)
· · ·

(
1
qs

)
=

(
c

q1

)
= −1.

Τελικά υπάρχει κάποιος πρώτος παράγοντας του b, έστω q τέτοιος ώστε
(
a
q

)
= −1.

Αν λοιπόν υποθέσουµε ότι το σύνολο {p1, p2, . . . , pm} είναι όλοι οι πρώτοι για τους οποίους(
a
pi

)
= −1, εµείς ϐρήκαµε ακόµα έναν, τον q, και συνεπώς καταλήξαµε σε άτοπο. ΄Αρα υπάρχει

και σε αυτή την περίπτωση άπειρο πλήθος πρώτων q ώστε
(
a
q

)
= −1. �

Επίσης υπάρχουν άπειροι πρώτοι ώστε
(
a
p

)
= +1 [17, σελ. 176-177]

Αν ϑεωρήσουµε κάποιον περιττό πρώτο p, τότε τίθεται το ερώτηµα πώς κατανέµονται τα τετρα-
γωνικά υπόλοιπα και πώς τα τετραγωνικά µη-υπόλοιπα στο διάστηµα [0, p];

Το πρόβληµα αυτό είναι αρκετά δύσκολο. Σε καµµία περίπτωση δεν µπορεί να ϑεωρηθεί ότι
ϐρισκόµαστε σε ικανοποιητικό επίπεδο γνώσης. ∆εν ϑα αναφερθούµε σε επιµέρους αποτελέσµατα.
Θα περιοριστούµε µόνο στο ερώτηµα: Πόσο µακριά πρέπει να πάµε για να «συναντήσουµε»
σίγουρα ένα τουλάχιστον µη-τετραγωνικό υπόλοιπο modp;

Η απάντηση δίνεται από την ακόλουθη:
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Πρόταση 5.2.22. ΄Εστω p περιττός πρώτος. Αν a είναι το ελάχιστο ϑετικό τετραγωνικό µη-υπόλοιπο
modp, τότε a < 1 +

√
p.

Απόδειξη. ΄Εστω b ο ελάχιστος ϕυσικός τέτοιος ώστε ab > p. Εποµένως a(b − 1) ≤ p. Επειδή το
1 είναι πάντοτε τετραγωνικό υπόλοιπο modp έπεται ότι a ≥ 2. Επίσης b > 1, διότι αν b = 1 ϑα
είχαµε a > p, άτοπο, αφού υπάρχουν p−1

2 µη-τετραγωνικά υπόλοιπα modp. Εποµένως, αφού p
περιττός πρώτος, ισχύει

a(b − 1) < p ⇒ 0 < ab − p < a.

Συνεπώς, εξ ορισµού του a, έπεται ότι(
ab − p

p

)
= 1⇒

(
ab

p

)
= 1⇒

(
a

p

) (
a

p

)
= 1⇒

(
b

p

)
= −1.

Το b είναι και αυτό τετραγωνικό ανισοϋπόλοιπο modp, το a όµως είναι το ελάχιστο µ΄ αυτή την
ιδιότητα. ΄Αρα b ≥ a, οπότε

(a − 1)2 < (a − 1)a ≤ (b − 1)a < p.

Εποµένως a − 1 <
√
p, δηλαδή a < 1 +

√
p. �

Σηµείωση: Για αρκετά µεγάλο p αποδεικνύεται ότι

a <
√
p.

Απόδειξη της πρότασης αυτής και σχετικές εικασίες µπορούµε να δούµε στο [13, σελ. 69].

5.2.3 Πρώτοι σε αριθµητικές προόδους

Με τη ϐοήθεια του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής µπορούµε να αποδείξουµε την ύπαρξη άπει-
ϱου πλήθους πρώτων σε αριθµητικές ακολουθίες τις οποίες δεν µπορούσαµε να διαπραγµατευ-
τούµε πριν.

Πρόταση 5.2.23. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4m + 1, m ∈ N.

Απόδειξη. Αν n ∈ N, n ≥ 1 ορίζουµε τον

N := (n!)2 + 1.

Ο N είναι ϕυσικός µεγαλύτερος του 1. Θα έχει κάποιο πρώτο διαιρέτη p, p | N . Ο p > n, διότι αν
p ≤ n ϑα είχαµε p | N και p | n!, δηλαδή p | 1, άτοπο.

Αφού p | N , έπεται ότι
(n!)2 ≡ −1modp.

Αυτό σηµαίνει ότι η ισοτιµία
x2 ≡ −1modp

έχει λύση, δηλαδή ισχύει
(
−1
p

)
= 1 που σηµαίνει ότι p ≡ 1mod4.

΄Εχουµε αποδείξει ότι για κάθε ϕυσικό n υπάρχει πρώτος p, p > n µε p ≡ 1mod4.
Συνεπώς υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί της µορφής 4m + 1. �

Σηµείωση: Προσπαθήστε να δώσετε µία απόδειξη ανάλογη αυτής του Ευκλείδη για την ύπαρξη
άπειρων πρώτων.
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Πρόταση 5.2.24. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 5m − 1, m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω n ∈ N, n > 1. Ορίζουµε τον ϕυσικό αριθµό

N := 5(n!)2 − 1.

Ο N , είναι περιττός και έχει έναν τουλάχιστον πρώτο διαιρέτη p (p , 2, p , 5), ο οποίος δεν είναι
της µορφής 5` + 1.

Ο p είναι µεγαλύτερος του n. Επειδή p | N , έπεται ότι

5(n!)2 = +1modp.

Εποµένως, (
5
p

)
=

(
5(n!)2

p

)
=

(
1
p

)
= 1.

Ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής δίνει(p
5

)
=

(
5
p

)
= 1.

Ο p ϑα έχει τη µορφή 5` ± 1 ή 5` ± 2. Αν ήταν όµως p = 5` ± 2 ϑα είχαµε(p
5

)
=

(
±2
5

)
= −1,

άτοπο. Επειδή έχουµε αποκλείσει και την περίπτωση 5`+ 1, έπεται ότι κατ΄ ανάγκην ο p = 5`−1,
` ∈ N. Συνεπώς υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί της µορφής 5m − 1. �

Σηµείωση:

1. Προσπαθήστε και πάλι µε τη µέθοδο του Ευκλείδη.

2. Αν p πρώτος της µορφής 5m−1, ο m ϑα είναι κατ΄ ανάγκη άρτιος, αλλιώς ο p ϑα ήταν άρτιος
πρώτος > 2. Εποµένως ο p ϑα είναι της µορφής 10m − 1. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης
5.2.24 είναι ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι που έχουν ως τελευταίο ψηφίο 9.

Πρόταση 5.2.25. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 8m − 1, m ∈ N − {0}.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους πρώτοι αριθµοί της µορφής 8m −1
και αυτοί είναι οι

S := {p1, p2, . . . , pn}.

Ο ακέραιος N = (4p1p2 · · · pn)2 − 2 έχει τουλάχιστον έναν περιττό πρώτο διαιρέτη, p | N .
Εποµένως, (4p1p2 · · · pn)2 ≡ 2modp, δηλαδή το 2 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp. Αυτό

σηµαίνει ότι
(

2
p

)
= 1, δηλαδή ότι

p ≡ ±1mod8.

Αν όλοι οι πρώτοι διαιρέτες του N ήταν της µορφής 8k + 1, τότε ο N ϑα ήταν της µορφής
N = 2(8k + 1) = 16k + 2, άτοπο αφού έχει τη µορφή 16k − 2.

΄Αρα ο N έχει έναν πρώτο διαιρέτη p της µορφής p = 8k − 1 και συνεπώς p = pi για κάποιο
i ∈ {1,2, . . . , n}. ΄Εχουµε p | N και p | (4p1 · · · pn)2 άρα p | 2, άτοπο. Αποδείξαµε δηλαδή ότι
υπάρχει ένας ακόµα, άρα υπάρχουν άπειροι. �
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Σηµείωση: Θεωρήστε τον N := 2(n!)2 − 1 και εφαρµόστε τη µέθοδο των δύο προηγούµενων
προτάσεων.

Πρόταση 5.2.26. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 8m + 3, m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω n ∈ N, n > 1. Αν µε pm συµβολίζουµε τον m-στο πρώτο αριθµό και a := p2p3 ·pn
ορίζουµε τον

N := a2 + 2 > 1.

Ο a είναι περιττός, εποµένως ο a2 είναι της µορφής 8m + 1 και συνεπώς ο N είναι ϕυσικός
αριθµός της µορφής 8m + 3. Αν όλοι οι πρώτοι διαιρέτες του N ήταν της µορφής 8m ± 1, τότε και
ο N ϑα ήταν της ίδιας µορφής. Εποµένως υπάρχει πρώτος αριθµός p, p | N ο οποίος ϑα είναι της
µορφής 8m ± 3.

Η ισοτιµία x2 ≡ −2modp έχει λύση x0 = a συνεπώς(
−2
p

)
= +1.

Συνεπώς ο p ϑα είναι της µορφής 8m + 3. Τέλος, p > pn, διότι αλλιώς p | 2, άτοπο.
΄Αρα για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1 υπάρχει πρώτος p της µορφής 8m + 3, p > pn και

υπάρχουν άπειροι πρώτοι αυτής της µορφής. �

Πρόταση 5.2.27. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 8m + 5, m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω n ∈ N, n > 1 και
a := p2p3 · · · pn

Ο a είναι περιττός, συνεπώς ο
N := a2 + 4

είναι της µορφής 8m + 5. Ο N περιέχει τουλάχιστον έναν πρώτο παράγοντα της µορφής 8m ± 3.
΄Οµως

(
−4
p

)
= 1, άρα p της µορφής 8m+5, p > pn, συνεπώς υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής

8m + 5. �

Πρόταση 5.2.28. Αν p ∈ P−{2} και k ∈ N−{0}, τότε υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί της µορφής
1 + 2pkm, m ∈ N.

Απόδειξη. Ονοµάζουµε x := 2p
k−1
. Αν q πρώτος διαιρέτης του

xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1,

τότε
q | xp − 1 = (x − 1)(xp + · · · + x + 1)

συνεπώς xp ≡ 1modq. Το xp = (2p
k−1

) = 2p
k
. Θα αποδείξουµε ότι δεν υπάρχει δύναµη του 2, έστω

` µικρότερη του pk για την οποία να ισχύει η ισοτιµία 2` ≡ 1modq.
Φυσικά αρκεί να το ελέγξουµε µόνο για δυνάµεις του p, ` = pt , t < k.
Αρκεί εποµένως να αποδείξουµε ότι

2p
k−1

. 1modq.
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Αν υποθέσουµε ότι 2p
k−1
≡ 1modq, δηλαδή x ≡ 1modq, τότε xp−1 + · · · + x + 1 ≡ pmodq. ΄Οµως

xp−1 + · · · + x + 1 ≡ 0modq άρα p ≡ 0modq, δηλαδή p = q. Θα αποδείξουµε ότι αυτό είναι άτοπο.
Το ϑεώρηµα του Fermat δίνει 2p ≡ 2modp και επαγωγικά 2p

k−1
≡ 2modp. Αυτή, αν συνδυαστεί

µε την 2p
k−1
≡ 1modq δίνει 2 ≡ 1modp, άτοπο.

Εποµένως η τάξη του x = 2p
k−1

είναι pk , συνεπώς pk | φ(q) = q−1. Είναι ϕανερό ότι 2 | (q−1),
q-περιττός. ΄Αρα 2pk | (q − 1), συνεπώς υπάρχει m ∈ Z ώστε q = 1 + 2pkm.

Αποδείξαµε την ύπαρξη ενός πρώτου της µορφής αυτής. Θα αποδείξουµε ότι είναι άπειροι.
Αν n ∈ N, n > 5, υπάρχει πρώτος q της µορφής

q = 1 + 2pnm.

Επειδή, pn > n και q > n ο q γράφεται στη µορφή

q = 1 + 2pk(pn−k)m = 1 + 2pnm

και συνεπώς υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 1 + 2pkm. �

Υπενθυµίζουµε (χωρίς απόδειξη) το ϑεώρηµα του Dirichlet. Αν m ϕυσικός > 1 και a ακέραιος
µε (a,m) = 1, τότε υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής m` + a, ` ∈ N.

Η εικασία στην ειδική περίπτωση a = 1, διατυπώθηκε για πρώτη ϕορά από τον Euler στα
1775. Στη γενική της µορφή διατυπώθηκε για πρώτη ϕορά από τον Legendre το 1785.

Είναι ϕανερό ότι µια τέτοια πρόταση είναι αδύνατο να αποδειχθεί µε µεθόδους και τεχνικές
που αναφέραµε εδώ. Χρειάζεται µια νέα µεγαλειώδη ιδέα. Η πρόταση αποδείχθηκε από τον
Dirichlet στα 1837 µε αναλυτικές µεθόδους [33].

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την

Πρόταση 5.2.29. Αν (a,m) = 1, τότε η αριθµητική πρόοδος m` + a, ` ∈ Z, έχει τουλάχιστον έναν
πρώτο.

Είναι ϕανερό ότι το ϑεώρηµα του Dirichlet συνεπάγεται την αλήθεια της πρότασης 5.2.29.
Ισχύει και το αντίστροφο. Πράγµατι, υπάρχει ένας ακέραιος `1, τέτοιος ώστε ο m`1 + a να

είναι πρώτος αριθµός. Επειδή (a,m`1 + a) = 1 ϑα υπάρχει κάποιος ακέραιος `2 τέτοιως ώστε ο
m`2 + (m`1 + a) = m(`2 + `1) + a να είναι πρώτος. Συνεχίζοντας τη διαδικασία αποδεικνύουµε ότι
ο m` + a είναι πρώτος για άπειρο πλήθος τιµών του `.

5.2.4 Παρατηρήσεις - Ιστορικά στοιχεία

1. Το γεγονός ότι δεν υπάρχει ακέραιος ο οποίος να είναι ισότιµος προς ≡ 3mod4 ο οποίος να
γράφεται ως άθροισµα τετραγώνων ήταν ϕαίνεταο γνωστό στον ∆ιόφαντο (Βιβλίο V πρόβληµα 9).

Ο πρώτος που ξεκίνησε τη µελέτη των νόµων αντιστροφής ήταν ο Fermat. Σε κάποιο γράµµα
του στον Mersenne διατύπωσε την πρόταση:

« Tout nombre premiere, qui surpasse de l’unite un multiple du quaternaire, est une seul
fois la somme des deux carres »

«κάθε πρώτος ο οποίος είναι κατά ένα µεγαλύτερος του 4 είναι κατά µοναδικό τρόπο άθροισµα
δύο τετραγώνων»

Σε επόµενο κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την παράσταση ακέραιων µέσω τετραγωνικών µορφών.
Εκεί ϑα δούµε εύκολα ότι αν p ∈ P − {2} ισχύει η ισοδυναµία

(ο p είναι άθροισµα δύο τετραγώνων ακέραιων ) αν και µόνο αν (p ≡ 1mod4) αν και µόνο αν (
η ισοτιµία x2 ≡ −1modp έχει λύση)
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Το πρώτο ϑεώρηµα του Euler που σχετίζεται µε τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής ήταν το
οµώνυµο κριτήριο. Η απόδειξη που δώσαµε εµείς εδώ οφείλεται στον Dirichlet ( Crelle 3 (1828)
390-393).

Ο Euler διατύπωσε ένα ϑεώρηµα το οποίο είναι ισοδύναµο µε τον τετραγωνικό νόµο αντι-
στροφής, στα 1744. Αυτό ϐέβαια έγινε γνωστό πολύ αργότερα από το άρθρο του Kronecker ‘‘Be-
merkungen zur Geschichte des quadratischen Reciprocitätgesetzes’’ Berl. Monatber. (1872)
846-848.

Μια ειδική περίπτωση του νόµου τετραγωνικής αντιστροφής είχε ήδη ανακοινωθεί από τον
Euler µε γράµµα του προς τον Goldbach ήδη στα 1742.

Η δουλειά του Lagrange στη Θεωρία Αριθµών κατά τη διετία 1773/75, ο οποίος ϐρισκόταν στο
Βερολίνο, ενώ ο Euler είχε επιστρέψει στην Αγία Πετρούπολη, παρακίνησε τον Euler να ασχοληθεί
και πάλι µε τη Θεωρία Αριθµών. Την περίοδο αυτή ανακάλυψε πλήρως τον τετραγωνικό νόµο
αντιστροφής, δεν κατάφερε όµως να τον αποδείξει. Η εργασία του αυτή δηµοσιεύθηκε µετά τον
ϑάνατό του, στα 1783.

Ο A. M. Legendre ήταν ο πρώτος που δηµοσίευσε, στα 1788 (η εργασία παρουσιάστηκε στην
Ακαδηµία των Παρισίων στα 1785) τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής σε µορφή πολύ κοντινή στη
σηµερινή του έκφραση. Στα 1798 ανακοίνωσε τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής, αφού πρώτα
εισήγαγε το οµώνυµο σύµβολο ( σύµβολο Legendre). Για την απόδειξη διέκρινε διάφορες περι-
πτώσεις. Μερικές από αυτές κατάφερε να τις αποδείξει πλήρως. Κάπου όµως παρουσιάστηκαν
ανυπέρβλητες για τον ίδιο δυσκολίες και διαπίστωσε ότι χρειάζεται µια ϐοηθητική πρόταση για
την οποία επίσης ήταν πεπεισµένος ότι είναι σωστή την οποία όµως, ούτε αυτή, µπορούσε να
αποδείξει. Η εικασία του Legendre δεν ήταν τίποτε άλλο από το ϑεώρηµα του Dirichlet για α-
ϱιθµητικές προόδους ! Τα αποτελέσµατα του περιέχονται στις διάφορες εκδόσεις του ϐιβλίου του
‘‘Essai sur la théorie des nombres’’ Παρίσι 1798, 1808, 1830 και (1955!). Τελικά, κατάφερε να
περιοριστεί σε µία µόνο αναπόδεικτη υπόθεση: (Αν p ∈ P, p ≡ 1mod4, τότε υπάρχει ένας τουλά-
χιστον πρώτος q ≡ 3mod4 τέτοιος ώστε

(
p
q

)
= −1) αλλά, παρά τις προσπάθειές του, δεν κατάφερε

ποτέ να αποδείξει πλήρως τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής.
Ο πρώτος που απέδειξε πλήρως τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής ήταν ο 18-ετής Gauss.

Η απόδειξη περιέχεται στο έργο του ‘‘Disquisitiones Arithmeticae’’ προτάσεις 131-144. ΄Οπως
αναφέρει ο ίδιος [5], «το ϑεώρηµα αυτό ταλαιπωρούσε για έναν ολόκληρο χρόνο τη σκέψη µου
και αντιστεκόταν στις επίµονες προσπάθειές µου µέχρι που κατάφερα να δώσω την απόδειξη στο
τέταρτο µέρος του έργου µου».

‘‘Ein ganzes Jahr quälte mich dieser Satz und entzog sich den angestregtesten Bemühungen,
bis ich endlich den in vierten Abschnitt jenes Werkes gegebenen Beweis erlangte".

Μάλιστα, όπως µας ϐεβαιώνει ο ίδιος δεν είχε ιδέα από τα επιµέρους αποτελέσµατα των Euler
και Legendre.

‘‘Es möge nur zur Bestätigung des im vorigen Paragraphen Behaupteten gestattet sein, auf
meine eigenen Versuche Bezug zu nehmen. Auf den Satz selbst kam ich völlig selbständig
im Jahre 1795, zu einer Zeit, da ich mich in völliger Unkenntniss über Alles befand, was
in der höheren Arithmetik bereits erreicht worden war, und zugleich nicht die mindesten
litterarischen Hilfsmittel besass’’

«Για την επιβεβαίωση τών ισχυρισµών της προηγουµένης παραγράφου, ας επιτραπεί να ανα-
ϕερθώ στις δικές µου προσπάθειες. Το ϑεώρηµα το ανακάλυψα εντελώς ανεξάρτητα το έτος 1795,
σε µία εποχή κατά την οποία ϐρισκόµουν σε πλήρη άγνοια όλων των, ως τότε, αποτελεσµάτων της
ανώτερης Αριθµητικής και δεν είχα την παραµικρή πρόσβαση στη σχετική ϐιβλιογραφία.»

Πώς κατάφερε ο Gauss να διατυπώσει και να αποδείξει πλήρως τον τετραγωνικό νόµο αντι-
στροφής ;
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Με επιδεξιότητα και αντοχή κατασκεύασε έναν πίνακα στον οποίο υπολόγιζε ποιοι από τους
πρώτους τους µικρότερους του 1000 είναι τετραγωνικά υπόλοιπα και ποιοι όχι ως προς τους πρώ-
τους από το 3 ως το 503. ΄Επρεπε να εξετάσει 16000 περιπτώσεις αν είναι τετραγωνικά υπόλοιπα
ή όχι.

Στην απόδειξη και ο ίδιος είχε τις δυσκολίες του. Η (πρώτη του) απόδειξη έµοιαζε µε αυτή
του Legendre. Χρειάστηκε και ο ίδιος έναν «ϐοηθητικό πρώτο» και όταν τον ϐρήκε το ηµερολόγιο
έγραφε:

8 Απριλίου του 1796

‘‘Numerorum primorum non omnes numeros infra ipsos residua quadratica esse posse de-
monstratione munitum"

Σχήµα 5.2.2: Ηµερολόγιο Gauss, το έργο αποτελεί κοινό κτήµα λόγω παρέλευσης 70 ετών από
τον ϑάνατο του δηµιουργού.

Ο Legendre ονόµασε το ϑεώρηµα «Loi le reciprocite», νόµο αντιστροφής». Ο Gauss «Theorema
fundamentale theorie residuorum quadraticorum, ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ϑεωρίας των τετρα-
γωνικών υπολοίπων» και το κατέτασσε στις «ύψιστες αλήθειες της ανώτερης Αριθµητικής», «Zu den
höchsten Wahrheiten der höheren Arithmetik zu rechnen ist»

Η πρώτη απόδειξη του Gauss δεν ϑεωρήθηκε ιδιαίτερα κοµψή. Χρησιµοποιεί διπλή επαγω-
γή. Εκτός από το «Disquisitiones Arithmeticae», η απόδειξη περιέχεται και στο [1]. Αξίζει να
αναφερθεί και το άρθρο του Ezra Brown, ‘‘The First proof of quadratic reciprocity Law’’, [14] στο
οποίο η επαγωγή µετατρέπεται σε ένα είδος «άπειρης καθόδου».

Πάρα πολύ σύντοµα, στις 27 Ιουνίου του 1796, ακολούθησε η δεύτερη απόδειξη του Gauss
[άρθρο 262][7], στην οποία ϑα αναφερθούµε αργότερα. Σ΄ αυτήν χρησιµοποιεί τη ϑεωρία των
τετραγωνικών µορφών. Ακολούθησαν άλλες έξι, σύνολο οκτώ, αποδείξεις του.

Καιρός να πούµε δύο λόγια για την απόδειξη που δώσαµε. Το επόµενο σηµαντικό ϐήµα, µετά
το κριτήριο του Euler, ήταν το λήµµα του Gauss. Αυτό αποδείχθηκε στα 1807 και αποτελούσε
µέρος της τρίτης απόδειξης του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής που έδωσε ο ίδιος. Τέλος, το
τελικό ϐήµα της απόδειξης είναι του Eisenstein (1844), µαθητή του Gauss. Εδώ για πρώτη ϕορά
χρησιµοποιούνται γεωµετρικές µέθοδοι. Μετρούµε τα ακέραια σηµεία του ορθογωνίου κατά δύο
διαφορετικούς τρόπους. Η κατεύθυνση αυτή αναπτύχθηκε αργότερα από τον Minkowski και
ονοµάστηκε «Γεωµετρία» των Αριθµών. Πρόδροµος της ϑεωρίας αυτής µπορεί να ϑεωρηθεί ο
Eisenstein.

Συνολικά έχουν δοθεί µέχρι σήµερα περισσότερες από 200 αποδείξεις. Βέβαια αρκετές από
αυτές είναι µεταξύ τους σχεδόν όµοιες.

Στα 1963 ο M. Gesterhaber δηµοσίευσε [22] την 152η απόδειξη του τετραγωνικού νόµου
αντιστροφής. Είχε µετρήσει όλες τις προηγούµενες ; Η απάντηση που έδωσε ο ίδιος είναι «΄Οχι»!
Ακολούθησε την πρόταση του A. Weil σε ένα σεµινάριο στο Inst. for Advanced Studies του
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Princeton ο οποίος είπε ότι γνωρίζει 50 αποδείξεις και για κάθε µία υπάρχουν άλλες δύο που
δεν γνωρίζει. ΄Ετσι συµπέρανε ότι ϑα πρέπει να είναι 150. Στη« συνέχεια επέστησε την προσοχή
στην εργασία του Kubota η οποία ϑα πρέπει να ήταν η 151η απόδειξη. Εποµένως η δικιά του
ϑα έπρεπε να είναι η 152! Σύµφωνα µε τον κατάλογο του Lemmermyer είναι η 149, δηλαδή δεν
έπεσε καθόλου έξω ο A. Weil!

Ο αναγνώστης µπορεί να διαβάσει περισσότερα στη σχετική ϐιβλιογραφία:

1. Franz Lemmermeyer, Reciprocity Laws from Euler to Eisenstein, Springer Monographs in
Mathematics, Springer, Berlin 2000 [16]

2. Herbert Piper Variationen über ein zahlentheoretishen Thema von Carl Friedrich Gauss
[18] Περιέχει 14 αποδείξεις.

3. Horst Knörrerm Claus-Günther Schmidt, Joachim Schwermer, Peter Soloday Mathema-
tische Miniaturen Arithmetik und Geometrie [19]

4. Winfried Scharlau, Hans Opolka, From Fermat to Minkowski, Lectures on the theory of
Numbers and its Historical Development [31]

5. Andre Weil, Number Theory An approach through history, from Hammurapi to Legendre
[2]

Η σηµασία του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε εν συντοµία πόσο σηµαντικός είναι ο τετραγωνικός νόµος αντιστρο-
ϕής. Το γεγονός ότι δεν ήταν εύκολη η απόδειξή του καθώς και το ότι υπάρχουν περισσότερες
από 200 αποδείξεις γνωστές είναι ασφαλώς µια ένδειξη.

Το σηµαντικό είναι ότι ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής αποτέλεσε το κίνητρο για την ε-
ξέλιξη της Θεωρίας Αριθµών. Φυσικά και η εικασία του Fermat έπαιξε σηµαντικότατο ϱόλο.
Υπάρχουν µάλιστα µαθηµατικοί που υποστηρίζουν ότι η ιστορία των νόµων αντιστροφής έπαιξε
πιο σηµαντικό ϱόλο ϱόλο και από την εικασία του Fermat, [16].

Μετά την απόδειξη του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής ο Gauss µελέτησε και κυβικές x3 ≡

amodp και διτετραγωνικές x4 ≡ amodp ισοτιµίες. Πείστηκε ότι δεν µπορεί κανείς να ελπίζει
σε εύκολα αποτελέσµατα αν παρέµεινε στους ακέραιους αριθµούς. Για το σκοπό του µελετά
µιγαδικούς αριθµούς της µορφής

a + bi, a, b ∈ Z,

οι οποίοι αργότερα ονοµάστηκαν ακέραιοι του Gauss. Στα 1825 διατυπώνει τον νόµο της διτε-
τραγωνικής αντιστροφής, [7, άρθρο 510-533,534-586].

Αποδείχθηκε αργότερα στα 1844 από τον µαθητή του Gauss, G. Eisenstein. Ο Jacobi διατυ-
πώνει στα 1827 τον κυβικό νόµο αντιστροφής. Αποδειξη δίνει και πάλι την ίδια χρονια (1844) ο
Eisenstein.

Στο διεθνές Μαθηµατικό Συνέδριο των Παρισίων στα 1900, ο Hilbert προσκλήθηκε να δώσει
µια διάλεξη µε τίτλο «Mathematische Probleme». Η διάλεξη περιέχει 23 προβλήµατα από όλους
τους κλάδους των Μαθηµατικών. Από αυτά το 9ο είναι η εύρεση του γενικού νόµου αντιστροφής
σε οποιοδήποτε αλγεβρικό σώµα αριθµών. [9], [10].

Ακολουθούν σηµαντικά αποτελέσµατα των Takagi 1920, Hasse 1926, Artin 1928, Shafa-
revitch, Serre τα οποία απαντούν πλήρως στη λεγόµενη «αβελιανή περίπτωση». Η ϑεωρία ενός
«µη-αβελιανού» νόµου αντιστροφής αρχίζει από τη δεκαετία του 1960 µε τον Langlands και συ-
νεχίζεται µέχρι σήµερα.
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5.3 Τετραγωνικά υπόλοιπα ως προς µέτρο σύνθετο ακέραιο

Μέχρι τώρα, µελετήσαµε τετραγωνικες ισοτιµίες ως προς µέτρο περιττό πρώτο αριθµό. Τι γίνεται
όµως όταν έχουµε ισοτιµίες της µορφής

x2 ≡ amodm όπου m ∈ Z, m ≥ 1;

Σε πρώτο ϐήµα ϑα ϑεωρήσουµε την περίπτωση ισοτιµιών ως προς µέτρο δύναµη πρώτου αριθµού.

Πρόταση 5.3.1. Αν a ∈ Z και p πρώτος, p , 2, p - a τότε η ισοτιµία

x2 ≡ amodps, s ≥ 1

έχει λύση ακριβώς τότε όταν
(
a
p

)
= 1, δηλαδή ακριβώς τότε όταν η ισοτιµία

x2 ≡ amodp

έχει λύση.

Απόδειξη. Αν η ισοτιµία x2 ≡ amodps έχει λύση, τότε αυτή είναι και λύση της x2 ≡ amodp.
Εποµένως

(
a
p

)
= 1.

Υποθέτουµε τώρα ότι
(
a
p

)
= 1, δηλαδή ότι η ισοτιµία x2 ≡ amodp έχει λύση. Θα αποδείξουµε

ότι και η ισοτιµία x2 ≡ amodps για οποιοδήποτε ακέραιο s ≥ 1 έχει επίσης λύση. Η απόδειξη
ϑα γίνει επαγωγικά ως προς s. Για s = 1 ισχύει. ∆εχόµαστε ότι ισχύει για s = t ≥ 1 και ϑα
αποδείξουµε ότι ισχύει για s = t + 1. Λόγω της υπόθεσης, η x2 ≡ amodpt έχει λύση. Εποµένως
υπάρχει ακέραιο x0 ώστε

x2
0 ≡ amodpt ,

δηλαδή,
x2

0 = a + `pt

για κάποιο ακέραιο `. Η ισοτιµία 2x0y ≡ −`modp έχει µοναδική λύση modp αφού (2x0, p) = 1.
Αν y0 η λύση αυτής, τότε p | (2x0y0 + `).

Ο ακέραιος x1 = x0 + y0pt είναι λύση της

x2 ≡ amodpt+1.

Πράγµατι,

x2
1 = x2

0 + 2x0y0p
t + y0p

2t

= a + `pt + 2x0yyp
t + y0p

2t

= a + (` + 2x0y0)pt + y0p
2t ≡ amodpt+1

Αν
(
a
p

)
= 1, η ισοτιµία x2 ≡ amodp έχει δύο λύσεις modp. Πόσες λύσεις modp έχει η ισοτιµία

x2 ≡ amodps; Σύµφωνα µε την πρόταση 5.3.1 έχει τουλάχιστον µια λύση έστω x1. Ας υποθέσουµε
ότι έχει και µια άλλη λύση, έστω x2. Θα έχουµε

x2
2 ≡ x

2
1modps ⇒ ps | (x2 − x1)(x2 + x1).

Εποµένως p | (x2 − x1)(x2 + x1), δηλαδή p | (x2 − x1) ή p | (x2 + x1). Αν ισχύουν και οι δύο ϑα
είχαµε p | 2x1, άτοπο.
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Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι ισχύει ακριβώς µια από τις ισοτιµίες

x2 ≡ x1modps ή x2 ≡ −x1modps

δηλαδή η ισοτιµία x2 ≡ amodps έχει ακριβώς δύο λύσεις. �

Το

#{xmodps : x2 ≡ amodps, p ∈ P, p , 2, p - a} = 1 +

(
a

p

)
.

Αν γνωρίζουµε τις λύσεις της x2 ≡ amodp πώς ϑα ϐρούµε τις λύσεις της x2 ≡ amodps; Θα
εφαρµόζουµε τη γενική ϑεωρία, πρόταση 4.7.2. Θα πρέπει ϐεβαίως σε κάθε ϐήµα να λύσουµε µια
γραµική ισοτιµία. Στην ειδική περίπτωση των τετραγωνικών ισοτιµιών µπορούµε να εφαρµόσουµε
τον ακόλουθο:

Αλγόριθµο Βρίσκουµε µια λύση x0 της ισοτιµίας x2 ≡ amodp. Ορίζουµε δύο ακολουθίες
ακέραιων {bn}n≥0 και {cn}n≥0 ως εξής : b0 = 1, c0 = 0,

bs := x0 · bs−1 + a · cs−1

cs := x0 · cs−1

για κάθε s ≥ 1. Η λύση x1 της γραµµικής ισοτιµίας

cs · x ≡ bsmodps,

είναι λύση της x2 ≡ amodps. [34, σελ. 46],[11].
Παράδειγµα. Να υπολογιστούν οι λύσεις της ισοτιµίας

x2 ≡ 51mod343 = 73.

Η ισοτιµία x2 ≡ 2mod7 έχει δύο λύσεις, 3,4mod7. Για x0 = 3, a = 51, έχουµε

b1 = 3 · 1 + 51 · 0 = 3
c1 = 1 + 3 · 0 = 1
b2 = 3 · 3 + 51 · 1 = 60
c2 = 3 + 3 · 1 = 6
b3 = 3 · 60 + 51 · 6 = 486
c3 = 60 + 3 · 6 = 78

Η ισοτιµία
78x ≡ 486mod342

ή
78x ≡ 143mod324

έχει λύση x ≡ 59mod343. Πράγµατι 592 ≡ 3481 ≡ 51mod343. Οι λύσεις της x2 ≡ 51mod343
είναι οι x ≡ 59,284mod343. Επεξήγηση στον αλγόριθµο: Εύκολα αποδεικνύεται ότι

b2
s − ac

2
s = (x2

0 − a)s (5.3.1)
b2
s − ac

2
s ≡ 0modps (5.3.2)

cs+1 ≡ (2x0)smodps (5.3.3)
και p - cs (5.3.4)



5.3. ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΑΚΕΡΑΙΟΙ 181

Εποµένως, η csxmodbsmodps έχει µοναδική λύση, έστω x1 csx1modps.
Αφού (ps, cs) = 1 αρκεί να αποδείξουµε ότι

c2
sx

2
1 ≡ ac

2
smodps

Αλλά
c2
sx

2
1 ≡ b

2
smodps

Αλλά
c2
sx

2
1 ≡ b

2
smodps

και από (5.3.2)
b2
s ≡ ac

2
smodps

΄Οµως τι γίνεται µε τις δυνάµεις του ιδιότροπου ( κατά Silverman ‘‘oddest’’ ) πρώτου αριθµού·1

Αν a περιττός ακέραιος τότε η ισοτιµία

x2 ≡ amod2

έχει πάντοτε µοναδική λύση, x ≡ 1mod2.
Η x2 ≡ amod4 έχει λύση ακριβώς τότε όταν a ≡ 1mod4. Ο x0 ϑα πρέπει να είναι περιττός και

το τετράγωνό του είναι πάντοτε της µορφής 4m + 1. Αν a ≡ 1mod4, τότε η ισοτιµία έχει ακριβώς
δύο λύσεις x ≡ 1,3mod4.

Πρόταση 5.3.2. Αν a περιττός ακέραιος η ισοτιµία

x2 ≡ amod2s

για s ≥ 3 έχει λύση, ακριβώς αν a ≡ 1mod8. Αν έχει λύση τότε το πλήθος των λύσεων είναι 4.

Απόδειξη. Αν η ισοτιµία έχει λύση, έστω x0 τότε ο x0 είναι περιττός και συνεπώς x2
0 ≡ 1mod8.

Εποµένως a ≡ 1mod8.
Υποθέτουµε τώρα ότι a ≡ 1mod8. Θα εφαρµόσουµε επαγωγή ως προς s. Αν s = 3 η ισοτιµία

γράφεται x2 ≡ 1mod8 η οποία έχει 4 x ≡ 1,3,5,7mod8.
Υποθέτουµε ότι η ισοτιµία

x2 ≡ amod2s

για κάποιον σταθερό s, s ≥ 3 έχει λύση, έστω x0. Θα αποδείξουµε ότι και η

x2 ≡ amod2s+1

έχει επίσης λύση. Το x2
0 = a + ` ·2s, για κάποιο ` ∈ Z. Ο a είναι περιττός, εποµένως και ο x0 είναι

περιττός. Θεωρούµε τη γραµµική ισοτιµία

x0y ≡ −`mod2

η οποία έχει µοναδική λύση, έστω y0.
Ο αριθµός x1 = x0 +y02s−1 είναι λύση της ισοτιµίας x2 ≡ amod2s+1. Πράγµατι, (2s−2 ≥ s+1

αφού s ≥ 3)
x2

1 = (x0 + y02s−1)2 = x2
0 + x0y0 · 2s + y2

022s−2 =

1Ο Silverman κάνει λογοπαίγνιο µε τη λέξη odd που σηµαίνει ιδιότροπος αλλά και περιττός για τον άρτιο πρώτο 2.
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= a + (` + x0y0)2s + y2
022s−2 ≡ amod2s+1

Αν τώρα x2 άλλη λύση, ϑα έχουµε
x2

2 ≡ x
2
1mod2s

και x1, x2 περιττοί. Εποµένως (x2 + x1)(x2 − x1) ≡ 0mod2s−2 και x2 + x1, x2 − x1 είναι άρτιοι.
Γράφουµε την ισοτιµία στη µορφή

x2 + x1

2
·
x2 − x1

2
≡ 0mod2s−2

Αφού s ≥ 3, έπεται ότι 2 | x2+x1
2 ·

x2−x1
2 . Το 2 δεν µπορεί να διαιρεί και τους δύο παράγοντες, διότι

τότε ϑα διαιρούσε και τη διαφορά τους που είναι ο περιττός x1.
Εποµένως ισχύει ακριβώς µία από τις ισοτιµίες

x2 + x1

2
≡ 0mod2s−2 ή

x2 − x1

2
≡ 0mod2s−2

από τις οποίες προκύπτει
x2 ≡ ±x1mod2s−1

Το x2 γράφεται, x2 = ±x1 + `2s−1 για κάποιο ακέραιο `.
Αν ο ` είναι άρτιος, τότε x2 ≡ ±x1mod2s.
Αν ο ` είναι περιττός, τότε x2 ≡ ±x1 + 2s−1mod2s.
Βλέπουµε ότι το x2 έχει αυτές τις τέσσερις δυνατότητες x1,−x1, x1 + 2s−1,−x1 + 2s−1. Οι τιµές

αυτές είναι ανά-δύο ανισότιµες mod2s και έχουµε ακριβώς τέσσερις λύσεις. �

Φυσικά τίθεται και πάλι το ερώτηµα πώς ϑα ϐρούµε τις λύσεις. Θα εφαρµόσουµε τον ακόλουθο
Αλγόριθµο Αν a ≡ 1mod8 η ισοτιµία x2 ≡ amod2s έχει µια λύση xs τέτοια ώστε x3 = 1 και

xt+2 ≡ xt +
1
2

(x2
t − a)mod2t+1

Παράδειγµα. Να υπολογιστούν οι λύσεις της ισοτιµίας

x2 ≡ 17mod32

x3 = 1, x4 ≡ 1 + 1
2 (12 − 17)mod24, x4 ≡ −7mod24.

x5 ≡ x4 + 1
2 (x2

4 − a)mod25 άρα x5 ≡ (−7) + 1
2 (49 − 17) ≡ −7 + 1

232 ≡ −7 + 16 ≡ 9mod25.
Εποµένως µια λύση είναι η 9mod25 και συνεπώς οι άλλες είναι οι ±9,±9 + 24 ≡ ±7mod25.
Επεξήγηση στον αλγόριθµό Αν a ≡ 1mod8 η x3 ≡ 1mod23 έχει µία λύση x3 = 1. Για s > 3

ισχύει : Υποθέτουµε λοιπόν ότι το xs είναι µια λύση της x2 ≡ amod2s. Εποµένως, x2
s = a + `2s

για κάποιο ακέραιο ` ∈ Z.
Αν ` άρτιος, ` = 2t έχουµε

xs+1 ≡ xs +
1
2

(x2
s − a) ≡ xs + t2smod2s+1

και
x2
s+1 ≡ x

2
s + t2s+1 + t222s ≡ x2

s ≡ a + t2s+1 ≡ amod2s+1

Αν πάλι ` περιττός, ` = 2t + 1, τότε

xs+1 ≡ xs +
1
2

(x2
s − a) ≡ xs +

1
2

(2t + 1) · 2s ≡ xs + 2st + 2s−1mod2s+1
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και, επειδή s ≥ 3 και xs περιττός

x2
s+1 ≡ x2

s + 2xs(2st + 2s−1) + (2st + 2s−1)mod2s+1

≡ x2
s + 2sxs ≡ a + 2s(2t + 1) + 2sxs

≡ a + 2s(1 + xs) ≡ amod2s+1

Παρατήρηση 5.3.3. Στην επόµενη παράγραφο ϑα δούµε ότι κάθε περιττός a ≡ 1mod8 είναι
ισότιµος mod2s προς µία άρτια δύναµη του 5, έστω 52t . Αυτό σηµαίνει ότι το 5t είναι λύση της
x2 ≡ amod2s. Εποµένως ϑα πρέπει να ϑεωρήσουµε τις δυνάµεις 52,54, . . . ,52s−2

και να δούµε
ποιος είναι ισότιµος προς τον amod2s για να ϐρούµε µία λύση.

Στο προηγούµενο παράδειγµα 54 ≡ 17mod25. Αλλά ϑα επανέλθουµε σύντοµα.

Τέλος αν m ∈ Z, m > 1 και

m = 2a2

t∏
i=1

p`ii

η ανάλυση του m σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, είναι γνωστό ότι η ισοτιµία x2 ≡ amodm έχει
λύση ακριβώς τότε όταν το σύστηµα των ισοτιµιών

x2 ≡ amod2a2

x2 ≡ amodp`11
· · · · · ·

x2 ≡ amodp`tt

έχει λύση.
Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε

Πρόταση 5.3.4. Αν a ∈ Z, m ∈ N και (a,m) = 1 τότε η

x2 ≡ amodm

έχει λύση τότε και µόνο τότε όταν ισχύουν

•
(
a
pi

)
= 1 για κάθε i = 1,2, . . . , t

• a ≡ 1mod4 αν 4||n η a ≡ 1mod8 αν 8|n.

Αν έχει λύση το πλήθος, των λύσεων είναι

N(m) = 2f +t , όπου f =


0 αν 4 - n
1 αν 4||n
2 αν 8 | n

Παρατήρηση 5.3.5. Η πρόταση µπορεί να διατυπωθεί κάπως πιο γενικά. Αν a ∈ Z, m ∈ N
m > 1 και (a,m) = 1 τότε η x2 ≡ amodm έχει

2f ·
t∏
i=1

(
1 +

(
a

pi

))
το πλήθος λύσεις. Αν κάποιο

(
a
pi

)
= −1, τότε το γινόµενο είναι 0 και η ισοτιµία δεν έχει λύσεις.
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Παράδειγµα. Να ϐρεθούν οι λύσεις τις ισοτιµίας

x2 ≡ 453mod1236. (5.3.5)

Επειδή (453,1236) = 3 η ισοτιµία είναι ισοδύναµη προς την

3y2 ≡ 151mod412 (5.3.6)

Η αντίστροφη της κλάσης 3mod412 είναι η 275mod412. Εποµένως η ισοτιµία (5.3.6) είναι ισο-
δύναµη προς την

x2 ≡ 151 · 275 ≡ 325mod412

Το 412 = 22 ·103 και 325 ≡ 1mod4. Εποµένως η ισοτιµία έχει λύση ακριβώς τότε όταν
(

325
103

)
= 1.

Πράγµατι
(

325
103

)
=

(
16
103

)
= +1. Η ισοτιµία x2 ≡ 16mod103, δηλαδή έχουµε τέσσερις λύσεις

±99,±107mod412 οι οποίες µας δίνουν τις τέσσερις λύσεις της αρχικής x ≡ ±297,±321mod1236.
Πράγµατι f = 1, t = 1, a = 315 και p = 103 το πλήθος των λύσεων είναι 21 ·

(
1 + 315

103

)
=

2 · 2 = 4.

Παρατήρηση 5.3.6. Το παράδειγµα αυτο επεξεργάστηκα ο Gauss στο Disiquisitiones Arithme-
ticae άρθρο 146.

Πρόταση 5.3.7. Αν f (x) = (x2 − 2)(x2 + 7)(x2 + 14), τότε η ισοτιµία

f (x) ≡ 0modn

έχει λύση για κάθε ϕυσικό αριθµό n, n ≥ 1 παρά το ότι δεν έχει ακέραια λύση.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το κινέζικο ϑεώρηµα αρκεί να αποδείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για
n = p`, όπου p ∈ P και ` ≥ 1.

Για να το αποδείξουµε αρκεί να αποδείξουµε ότι τουλάχιστον ένας από τους 2,−7 και −14
είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp`.

Επειδή −7 ≡ 1mod8, η ισοτιµία x2 ≡ 1mod8 έχει λύση για κάθε ` ≥ 1, πρόταση 5.3.2.
Επίσης, αφού

(
2
7

)
= +1 η ισοτιµία x2 ≡ 2mod7` έχει λύση για κάθε ` ≥ 1, πρόταση 5.3.1. Αν

τώρα p πρώτος , 2,7 τότε επειδή −14 ≡ 2 · (−7), έχουµε
(
−14
p

)
=

(
2
p

) (
−7
p

)
.

Τουλάχιστον ένα από τα τρία σύµβολα του Legendre έχει τιµή 1, δηλαδή τουλάχιστον ένας από
τους αριθµούς 2,−7,−14 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp και συνεπώς η ισοτιµία x2 ≡ amodp`

έχει λύση για τουλάχιστον ένα a ∈ {2,−7,−14},
Τέλος, είναι ϕανερό ότι η f (x) = 0 δεν έχει ακέραιες λύσεις. �

Παρατήρηση 5.3.8. Η πρόταση 5.3.7 µας δείχνει ότι για τη συγκεκριµένη ισοτιµία το τοπικό-
γενικό αξίωµα δεν ισχύει.

5.4 n-στα υπόλοιπα, αρχικές ϱίζες και δείκτες

Στις προηγούµενες δύο παραγράφους ασχοληθήκαµε µε τετραγωνικές ισοτιµίες. Στην παράγραφο
αυτή ϑα ασχοληθούµε γενικότερα µε ισοτιµίες της µορφής

xn ≡ amodm, (5.4.1)

n ≥ 2, m ≥ 2 και (a,m) = 1.
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Ορισµός 5.4.1. Θα λέµε ότι ο ακέραιος a είναι n-στο υπόλοιπο modm όταν η (5.4.1) έχει
τουλάχιστον µία λύση.

Πότε όµως η ισοτιµία (5.4.1) είναι επιλύσιµη ; Στην ειδική περίπτωση a = 1 και n = φ(m) η
ισοτιµία xφ(m) ≡ 1modm είναι πάντα επιλύσιµη. Μάλιστα, κάθε ακέραιος a πρώτος προς τον m
είναι µια λύση αυτής.

Εποµένως για κάθε ακέραιο a πρώτο προς τον m υπάρχει κάποιος ελάχιστις ϕυσικός αριθµός
s := s(a,m) που εξαρτάται τόσο από το m όσο και από το a τέτοιος ώστε να ισχύει

as ≡ 1modm (5.4.2)

Ορισµός 5.4.2. Αν a ∈ Z, m ∈ N, m ≥ 2 και (a,m) = 1, τότε ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός
s := s(a,m) ≥ 1 µε την ιδιότητα (5.4.2) ϑα λέγεται τάξη του amodm και ϑα τη συµβολίζουµε µε
ordm(a).

Παράδειγµα.

1. Αν m = 5 και a = 2, τότε s = 4.

2. Αν m = 5 και a = 3, τότε s = 4

3. Αν m = 12 και a = 5,7 ή 11 τότε s = 2.

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε µερικές ιδιότητες της έννοιας της τάξης που µόλις ορίσαµε.

Πρόταση 5.4.3. Αν s := ordm(a) και ισχύει

a` ≡ 1modm,

τότε s | `.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα της διαίρεσης µε υπόλοιπο ο ` γράφεται στη µορφή

` = sq + u, 0 ≤ u < s.

Εποµένως
a` = (as)qau ≡ au ≡ 1modm

΄Οµως s είναι ο ελάχιστος µη-µηδενικός ϕυσικός µε αυτή την ιδιότητα. Συνεπώς v = 0, δηλαδή
s | `. �

Παρατήρηση 5.4.4. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 5.4.3 και του ϑεωρήµατος 4.2.7 του Euler
είναι ότι πάντοτε ισχύει s := ordma | φ(m). Μάλιστα, αν ο m = p πρώτος αριθµός, τότε s | (p − 1).

Πρόταση 5.4.5. Αν s := ordm(a), τότε οι παρακάτω προτάσεις είναι µεταξύ τους ισοδύναµες :

1. ak ≡ a`modm

2. k ≡ `mods
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Απόδειξη. 1 ⇒ 2. Υποθέτουµε ότι ak ≡ a`modm. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να
υποθέσουµε ότι ` < k. Σύµφωνα µε την πρόταση 1.5.5 (a`, m) = 1 αφού (a,m) = 1. Εποµένως a
είναι αντιστρέψιµο και ak−` ≡ 1modm. Η πρόταση 5.4.3 δίνει s | (k − `), δηλαδή

k ≡ `mods

2⇒ 1. Υποθέτουµε ότι k ≡ `mods. Εποµένως υπάρχει ακέραιος t ώστε k = ` + t · s. Συνεπώς

ak = a`+ts = a`(as)t ≡ a`modm.

�

Πρόταση 5.4.6. • Αν s := ordm(a) τότε s′ := ordm(a`) = s
d , όπου d = (`, s).

• Αν s1 := ordm(a), s2 := ordm(b) και (s1, s2) = 1, τότε s := ordm(ab) = s1s2.

Απόδειξη. • Από τον ορισµό της τάξης έπεται ότι as ≡ 1modm. Εποµένως (as)`/d = (a`)s/d ≡
1modm. Λόγω της πρότασης 5.4.3

ordm(a`) |
s

d
, s′ |

s

d
.

Επίσης (a`)s
′

≡ 1modm, δηλαδή
a`s

′

≡ 1modm

Εποµένως, η πρόταση 5.4.3, s | `s′, δηλαδή s
d |

`
ds
′. ΄Οµως

(
s
d ,

`
d

)
= 1, αφού (s, `) = d. Η

1.5.5 δίνει s
d | s

′. Συνεπώς s′ = s
d .

• Από τον ορισµό της τάξης, έπεται ότι

as1 ≡ 1modm
bs2 ≡ 1modm

(ab)s ≡ 1modm

΄Αρα
bss1 = 1bss1 ≡ (as1)sbss1 ≡ (ab)ss1 ≡ 1modm

Συνεπώς, η πρόταση 5.4.3 s2 | ss1. Επειδή (s1, s2) = 1 1.5.5 έχουµε s2 | s. Ανάλογα
αποδεικνύεται ότι s1 | s. Συνεπώς s1s2 | s.

Βέβαια
(ab)s1s2 = (as1)s2(bs2)s1 ≡ 1 · 1 ≡ 1modm

και λόγω της πρότασης 5.4.3 s | s1s2, συνεπώς s = s1s2.
�

Παρατήρηση 5.4.7. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 5.4.6.1 είναι ότι αν η τάξη του amodm,
ordm(a) = st, τότε η τάξη του asmodm είναι t, αφού (s, st) = s.

Επίσης, άµεση συνέπεια της πρότασης 5.4.6.2 είναι ότι αν s := ordm(a) τότε

ordm(a`) = s⇔ (`, s) = 1.
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Ορισµός 5.4.8. ΄Εστω a ∈ Z και m ∈ N, m ≥ 2 µε (a,m) = 1. Ο a ϑα λέγεται αρχική ϱίζα ή
γεννήτορας modm όταν ordm(a) = φ(m).

Από την παρακάτω πρόταση ϕαίνεται η χρησιµότητα της έννοιας.

Πρόταση 5.4.9. Ο a είναι αρχική ϱίζα modm ακριβώς τότε όταν οι δυνάµεις

a, a2, . . . , aφ(m)

αποτελούν ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων υπολοίπων modm.

Σηµείωση: ΄Οταν λέµε ότι ο a είναι αρχική ϱίζα ϑα υπονοούµε πάντοτε και την υπόθεση (a,m) =

1.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το a είναι αρχική ϱίζα modm. Είναι ϕανερό ότι (a i , m) = 1 για κάθε
i = 1,2, . . . , φ(m) αφού (a,m) = 1, πρόταση 1.5.5.6. Επειδή το πλήθος των δυνάµεων του a είναι
φ(m), αρκεί να αποδείξουµε ότι οι δυνάµεις αυτές είναι ανά δύο διαφορετικές modm. Πράγµατι,
αν ak ≡ a`modm 1 ≤ k < ` ≤ φ(m) τότε (πρόταση 5.4.5) k ≡ `modφ(m), δηλαδή φ(m) | k − `,
άτοπο. Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι το σύνολο {a, a2, . . . , aφ(m)} αποτελεί ένα πλήρες σύστηµα
αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων υπολοίπων modm. Αυτό σηµαίνει ότι aφ(m) ≡ 1modm, ενώ
a` . 1modm για κάθε `, 1 ≤ ` < φ(m), δηλαδή ότι ο a είναι αρχική ϱίζα modm. �

Παράδειγµα. Να ϐρεθεί αν υπάρχει µια αρχική ϱίζα mod43.
Για όλους τους ακέραιους a ∈ Z, πρώτους προς το 43 ισχύει ord43(a) ∈ {1,2,3,6,7,14,21,42}.

Ο a είναι αρχική ϱίζα mod43 αν και µόνο αν ord43(a) = 42.
Ας πάρουµε a = 2, 27 ≡ −1mod43, άρα 214 ≡ 1mod43. Συνεπώς ο a = 2 δεν είναι αρχική

ϱίζα mod43. Ας δοκιµάσουµε το a = 3.

37 ≡ −6mod43
314 ≡ 36mod43
321 ≡ −1mod43
342 ≡ 1mod43

Εποµένως ο a = 3 είναι αρχική ϱίζα mod43.
Παράδειγµα. Να ϐρεθεί, αν υπάρχει, µία αρχική ϱίζα mod47.

Αν a = 2,

212 ≡ 4096 ≡ 7mod47
224 ≡ 2mod47
223 ≡ 1mod47

και ο 2 δεν είναι αρχική ϱίζα mod47.
Επίσης για a = −1, (−1)2 ≡ 1mod47. Εποµένως ord47(2) = 23 και ord47(−1) = 2.
Από την πρόταση 5.4.6.3 προκύπτει ότι ord47(−2) = 2 · 23 = 46. Συνεπώς ο 45 είναι αρχική

ϱίζα mod47.
Θεωρούµε αυτονόητα τα ακόλουθα ερωτήµατα:

1. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια αρχική ϱίζα modm. Υπάρχουν και άλλες ; Πόσες είναι και πώς
ϑα τις ϐρούµε ;
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2. Υπάρχει πάντοτε µια αρχική ϱίζα modm για κάθε m; Εδώ η απάντηση είναι αρνητική. Για
παράδειγµα δεν υπάρχει αρχική ϱίζα mod12. Το ερώτηµα τροποποιείται εποµένως ως εξής :

3. Για ποιους m ∈ Z, m ≥ 2 υπάρχει αρχική ϱίζα modm;

4. ∆ίνεται ο a ∈ Z. Για ποιους m ∈ Z είναι ο a αρχική ϱίζα modm;

΄Αµεση απάντηση στο πρώτο από το ερωτήµατα µας δίνει το ακόλουθο πόρισµα της πρότασης
5.4.9:

Πόρισµα 5.4.10. Αν υπάρχει αρχική ϱίζα modm, τότε το πλήθος των αρχικών ϱιζών modm είναι
φ(φ(m)).

Απόδειξη. ΄Εστω a µια αρχική ϱίζα modm. Σύµφωνα µε την πρόταση 5.4.9 κάθε άλλη αρχική
ϱίζα περιέχεται στο σύνολο {a, a2, . . . , aφ(m)}. Τα στοιχεία του συνόλου αυτού που έχουν τάξη
φ(m) είναι οι δυνάµεις του a, a` µε ordm(a`) = φ(m). Αυτό όµως ισχύει ακριβώς τότε όταν
(`, φ(m)) = 1. Το πλήθος των `, 1 ≤ ` ≤ φ(m) µε (`, φ(m)) = 1 είναι φ(φ(m)). �

Παράδειγµα. Για m = 43, φ(m) = 43 − 1 = 42 και την αρχική ϱίζα a = 3 έχουµε τις αρχικές
ϱίζες mod43.

a = 3,35,311,313,317,319,323,325,329,331,337,341mod43

Το πλήθος τους είναι φ(42) = φ(2 · 3 · 7) = 12 και είναι οι

a = 3,5,12,18,19,20,26,28,29,30,33,34mod43

Παρατήρηση 5.4.11. Εδώ υποθέσαµε ότι γνωρίζαµε ήδη την ύπαρξη της αρχικής ϱίζας a = 3.
Αυτή την υπολογίσαµε πιο πριν εύκολα αλλά γενικά η εύρεσή της δεν είναι ένα εύκολο πρόβληµα.

Στη συνέχεια ϑα περάσουµε στο (3) ερώτηµα. Στο πρώτο µας ϐήµα ϑα αποδείξουµε ότι
υπάρχουν αρχικές ϱίζες modp για κάθε περιττό πρώτο αριθµό p. Η απόδειξη ϑα στηριχθεί στο
ακόλουθο:

Λήµµα 5.4.12. Αν p περιττός πρώτος, ` ϑετικός ακέραιος και q πρώτος τέτοιος ώστε

q` | (p − 1)

τότε υπάρχει ακέραιος a του οποίου η τάξη modp να είναι q`, ordp(a) = q`.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Lagrange 4.7.4 η ισοτιµία

x
p−1
q ≡ 1modp

έχει το πολύ s =
p−1
q ≤

p−1
2 < p − 1 λύσεις.

Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα b ∈ {1,2, . . . , p − 1} για το οποίο ισχύει

b
p−1
q . 1modp, (b, p) = 1

Θα αποδείξουµε ότι η τάξη του στοιχείου a := b
p−1
q` είναι ακριβώς q`.

Πράγµατι aq
`

= bp−1 ≡ 1modp που σηµαίνει ότι (πρόταση 5.4.3), t := ordp(a) | q`.
Αν t = ordp(a) < q` ϑα είχαµε t | q`−1, οπότε

b
q−1
q = aq

`−1
≡ 1modp,

άτοπο. Σνεπώς t = q`. �
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Πρόταση 5.4.13. Για κάθε πρώτο αριθµό p υπάρχει µία τουλάχιστον αρχική ϱίζα modp.

Απόδειξη. Για p = 2 το a = 1 είναι αρχική ϱίζα mod2.
Υποθέτουµε τώρα ότι ο p είναι περιττός πρώτος και έστω

p − 1 =

r∏
i=1

p`ii

η ανάλυση του p−1 σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Σύµφωνα µε το λήµµα 5.4.12 για κάθε i =

1,2, . . . , r υπάρχουν ακέραιοι ai οι οποίοι να έχουν τάξη ordp(ai) = p`ii . Ο ακέραιος a :=
∏r
i=1 ai

έχει τάξη (πρόταση 5.4.6.2)

ordp(a) =

r∏
i=1

ordp(ai) =

r∏
i=1

p`ii = p − 1.

Εποµένως ο a είναι αρχική ϱίζα modp. �

Παρατήρηση 5.4.14. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 5.4.13 και του πορίσµατος 5.4.10 είναι ότι
για κάθε πρώτο p υπάρχουν ακριβώς φ(p − 1) αρχικές ϱίζες.

Αν και δεν συνδέεται άµεσα µε τον προβληµατισµό µας ϑα αποδείξουµε κάτι ισχυρότερο, ότι
δηλαδή για κάθε διαιρέτη d | (p−1) υπάρχουν ακριβώς φ(d) ανισότιµοι modp ακέραιοι οι οποίοι
έχουν τάξη modp ίση µε d. Πρώτα απ΄ όλα όµως ϑα αποδείξουµε µια ϐοηθητική για µας πρόταση.

Πρόταση 5.4.15. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 1, ισχύει

n =
∑
d|n

φ(d)

Στο παραπάνω άθροισµα το d διατρέχει τους ϑετικούς διαιρέτες του n.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

Sd := {m ∈ N : 1 ≤ m ≤ n και (m, n) = d}.

Είναι γνωστό, πρόταση 1.5.5 ότι

(m, n) = d ⇔
(m
d
,
n

d

)
= 1.

Εποµένως το πλήθος των στοιχείων του συνόλου Sd είναι ίσο µε το πλήθος των ϑετικών ακέραιων
≤ n

d οι οποίοι είναι πρώτοι προς τον n
d , δηλαδή φ(n/d). Τα σύνολα Sd αποτελούν µια διαµέριση

του συνόλου {1,2, . . . , n}, άρα n =
∑
d|n φ(n/d).

΄Οταν το d διατρέχει όλους τους ϑετικούς διαιρέτες του n, το ίδιο κάνει και το n/d δηλαδή∑
d|n

φ
(n
d

)
=

∑
d|n

φ(n),

συνεπώς
n =

∑
d|n

φ(d).

�
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Πρόταση 5.4.16. Αν p πρώτος αριθµός και d ένας ϑετικός διαιρέτης του p − 1. Υπάρχουν φ(d)
ανισότιµοι modp ακέραιοι οι οποίοι έχουν τάξη modp ίση µε d.

Απόδειξη. Αν το σύνολο S περιέχει ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων
υπολοίπων modp, τότε για κάθε a ∈ S, ordp(a) | (p − 1).

Για κάθε ϑετικό διαιρέτη d του p − 1 ορίζουµε

ψ(d) = #{a ∈ S : ordp(a) = d}.

Είναι ϕανερό ότι ∑
d|(p−1)

ψ(d) = p − 1.

Για το ψ(d) έχουµε δύο δυνατότητες :

ψ(d) = 0 ή ψ(d) , 0.

Αν ψ(d) = 0, τότε ψ(d) ≤ φ(d).
Αν ψ(d) , 0, τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον a ∈ S µε ordp(a) = d. Στην περίπτωση αυτή οι

αριθµοί a, a2, . . . , ad είναι ανά δύο ανισότιµοι modp και όλοι τους είναι λύσεις της ισοτιµίας

xd − 1 ≡ 0modp

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Lagrange 4.7.4 αυτές είναι όλες οι λύσεις της ισοτιµίας. Εποµένως,
κάθε λύση της ισοτιµίας είναι ισότιµη µε ακριβώς µία δύναµη του a, a`modp, ` = 1,2, . . . , d.
Ιδιαίτερα αυτό ϑα ισχύει και για κάθε στοιχείο τάξης d. Αλλά τα στοιχεία τάξης d είναι ακριβώς τα
a` µε (`, d) = 1, δηλαδή έχουν πλήθος φ(d).

Συνεπώς, αν ψ(d) , 0, τότε ψ(d) = φ(d). Τελικά, για κάθε ϑετικό διαιρέτη του p − 1 ισχύει

ψ(d) ≤ φ(d).

Σε συνδυασµό µε την πρόταση 5.4.15 προκύπτει

p − 1 =
∑

d|(p−1)

ψ(d) ≤
∑

d|(p−1)

φ(d) = p − 1,

από το οποίο συνάγεται ότι ψ(d) = φ(d) για κάθε ϑετικό διαιρέτη d του p − 1. �

Επιστρέφουµε στο ερώτηµα (3).

Πρόταση 5.4.17. Αν m, n ∈ Z µε (m, n) = 1, m, n > 2 τότε δεν υπάρχει αρχική ϱίζα modmn.

Απόδειξη. Αν a ∈ Z µε (a,mn) = 1 τότε 1.5.5, (a,m) = (a, n) = 1. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του
Euler

aφ(m) ≡ 1modm

Επειδή n > 2, έπεται ότι ο φ(n) είναι άρτιος. Εποµένως

a
φ(m)φ(n)

2 ≡ 1modm

Οµοίως
a
φ(m)φ(n)

2 ≡ 1modn

Το ϑεώρηµα του Euler και η πρόταση 1.5.5, µας δίνουν

a
φ(mn)

2 ≡ 1modmn

Αυτό σηµαίνει ότι ordmn(a) < φ(mn) και συνεπώς ο a δεν είναι αρχική ϱίζα modmn. �
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Παρατήρηση 5.4.18. Αν ο m διαιρείται από το γινόµενο δύο περιττών ακέραιων ή από το 4 και
κάποιο περιττό ακέραιο, τότε δεν υπάρχει αρχική ϱίζα modm. Εποµένως, αν υπάρχει αρχική ϱίζα
modm, τότε ο m ϑα είναι της µορφής m = 2`pa , a, ` ∈ N, ` ∈ {0,1}.

Θα εξετάσουµε την περίπτωση m = 2`, (a = 0). Για m = 2 και m = 4 έχουµε αρχικές ϱίζες a = 1
και a = 3 αντίστοιχα. Για m = 23 = 8 οι πρώτες κλάσεις υπολοίπων mod8 είναι 1,3,5 και 7.
΄Ολες έχουν τάξη ≤ 2, ενώ φ(8) = 4, δηλαδή δεν υπάρχει αρχική ϱίζα mod8.

Πρόταση 5.4.19. Για κάθε ` ≥ 3 δεν υπάρχουν αρχικές ϱίζες mod2`.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε επαγωγικά ότι για κάθε περιττό ακέραιο a ισχύει

a2`−2
≡ 1mod2`

Για ` = 3 ισχύει. Υποθέτουµε ότι η ισοτιµία ισχύει για ` ≥ 3 και ϑα αποδείξουµε ότι ισχύει και
για ` + 1. Εξ υποθέσεως λοιπόν έχουµε

a2`−2
= 1 + 2`t, t ∈ Z.

Εποµένως,
a2`−1

= (a2`−1
)2 = (1 + 2`t)2 = 1 + t2`+1 + t222`.

Επειδή ` ≥ 3, έπεται ότι 2` ≥ ` + 1. ΄Αρα

a2`−1
≡ 1mod2`+1.

Αποδείξαµε ότι

a
φ(2`)

2 ≡ 1mod2m

για κάθε ` ≥ 3, δηλαδη ord2(a) < φ(2`). Αυτό σηµαίνει ότι ο a δεν είναι αρχική ϱίζα mod2`. �

Παρατήρηση 5.4.20. Συνοψίζοντας τα µέχρι στιγµής αποτελέσµατα:
Αν για κάποιο m ∈ Z, m ≥ 2 υπάρχει αρχική ϱίζα modm τότε m ∈ {2,4, p`,2p`}. Αποµένει ο

έλεγχος των περιπτώσεων p` και 2p`.

Πρόταση 5.4.21. Αν p περιττός πρώτος τότε υπάρχει αρχική ϱίζα modp` για κάθε ` ≥ 1.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει ότι υπάρχει αρχική ϱίζα modp, πρόταση 5.4.13.
΄Εστω λοιπόν a µια αρχική ϱίζα modp. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Fermat

ap−1 ≡ 1modp

΄Αρα υπάρχει t ∈ Z τέτοιος ώστε ap−1 − 1 = tp. Ορίζουµε τον ακέραιο b,

b :=

a αν p - t
a + p αν p | t

.

Θα αποδείξουµε ότι ο b είναι µια αρχική ϱίζα modp` για κάθε ` ≥ 2.
Αν p | t τότε ap−1 ≡ 1modp2 οπότε

bp−1 = (a + p)p−1 ≡ ap−1 + (p − 1)pap−2 ≡ 1 + (p − 1)pap−2modp2
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Συνεπώς bp−1 = 1 + pm µε p - m. Το ίδιο ισχύει και όταν p - t,

bp−1 = ap−1 = 1 + pt.

Αποδείξαµε ότι
bp−1 = 1 + pt1 µε p - t1.

Αυτό σηµαίνει ότι bp−1 . 1modp2, δηλαδή ότι ordps(p) = p(p − 1) = φ(p2) και συνεπώς το b είναι
αρχική ϱίζα modp2.

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι για κάθε ` ≥ 1 ισχύει

b(p−1)p` = 1 + p`t`, µε p - t`,

δηλαδή ότι
b(p−1)p`−1

. 1modp`+1.

Αν s` := ordp`(b) τότε s` | φ(p`) = p`(p − 1).
Επειδή bs` ≡ 1modp` έπεται ότι και bs` ≡ 1modp, συνεπώς (p − 1) | s`.
Αποδείξαµε ότι το s` ϑα εχει κατ΄ ανάγκη τη µορφή

s` = (p − 1)pd , 0 ≤ d ≤ ` − 1.

Αν s` , (p − 1)p`−1, τότε s` | (p − 1)p`−2 και εποµένως ϑα ίσχυε η ισοτιµία

b(p−1)p`−2
≡ 1modp`

΄Οµως
b(p−1)p`−2

= 1 + p`−1t`−1

µε p - t`−1. Αυτό σηµαίνει ότι
b(p−1)p`−2

. 1modp`

Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε d < `− 1. Συνεπώς, d = `− 1, s` = (p − 1)p`−1 = φ(p`) και
εποµένως το b είναι αρχική ϱίζα modp`.

Απόδειξη της µαθηµατικής επαγωγής:
Για ` = 1 ισχύει. Υποθέτουµε ότι ισχύει για ` ≥ 1. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για ` + 1.

Ισχύει για `:
b(p−1)p`−1

= 1 + p`t` µε p - t`.

Υψώνουµε τα µέλη της τελευταίας ισότητας στην p-στη δύναµε και έχουµε

b(p−1)p` ≡ 1 + pp`t`modp`+2

Εποµένως
b(p−1)p6` = 1 + p`+1t`+1 µε p - t`+1.

�

Η απόδειξη για το 2p` στηρίζεται στην πρόταση 5.4.21.

Πρόταση 5.4.22. Για κάθε περιττό πρώτο p και κάθε ακέραιο ` ≥ 1 υπάρχει αρχική ϱίζα mod2p`.
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Απόδειξη. ΄Εστω b µια αρχική ϱίζα modp` και

c :=

b αν b περιττός
b + p` αν b άρτιος

Και το b + p` είναι αρχική ϱίζα modp`. Από τον ορισµό του c προκύπτει αµέσως ότι (c,2p`) = 1.
Αν s` := ord2p`(c) τότε

s` | φ(2p`) = φ(2)φ(p`).

Επειδή cs` ≡ 1mod2p` ϑα ισχύει και
cs` ≡ 1modp`

και συνεπώς φ(p`) | s`. ΄Αρα s` = φ(2p`). �

Συνοψίζουµε τα µέχρι τώρα αποτελέσµατα:

Θεώρηµα 5.4.23. Αν m ακέραιος m > 1 τότε υπάρχει αρχική ϱίζα modm ακριβώς τότε όταν ο m
έχει τη µορφή 2,4, p`,2p` για ` ≥ 1.

Το πλήθος των αρχικών ϱιζών modm είναι φ(φ(m)). Αν a είναι µια αρχική ϱίζα modm τότε
όλες οι αρχικές ϱίζες δίνονται από τις δυνάµεις του at , µε 1 ≤ t < φ(m) και (t, φ(m)) = 1.

Αν ο a είναι αρχική ϱίζα modp και ap−1 − 1 = pt τότε ο

b :=

a όταν p - t

a + p όταν p | t

είναι αρχική ϱίζα modp` για κάθε ` ≥ 1 και

c :=

b αν b περιττός

b + p` αν b άρτιος

είναι αρχική ϱίζα mod2p`.

Παρατήρηση 5.4.24. Το ϑεώρηµα 5.4.23 δίνει πλήρη απάντηση στο ερώτηµα (3). Απαραίτητη
προϋπόθεση ϕυσικά είναι η εύρεση µιας αρχικής ϱίζας modp, p περιττός πρώτος. ΄Ενας τρόπος
είναι να ξεκινήσουµε να ελέγχουµε διαδοχικά τους ακέραιους

a = 2,3,5,6, . . .

µε την ελπίδα να ϐρούµε σύντοµα µια αρχική ϱίζα modp. ∆εν εξετάζουµε τους ακέραιους που
είναι τέλειες δυνάµεις γιατί αν ο b = a` είναι αρχική ϱίζα τότε είναι και ο a και έχει ήδη εξεταστεί.

Το ερώτηµα είναι πόσο µακριά πρέπει να πάµε για να ϐρούµε αρχική ϱίζα. Υπάρχει ένα
αποτέλεσµα του Shoup, [30] σύµφωνα µε το οποίο ο a ϕράσσεται από τον (log p)6 επί κάποια
σταθερά. ∆υστυχώς το αποτέλεσµα στηρίζεται σε µία αναπόδεικτη µέχρι σήµερα εικασία τη Γενι-
κευµένη εικασία του Riemann.

Επίσης είναι γνωστή µια εικασία του E. Bach σύµφωνα µε την οποία η ελάχιστη αρχική ϱίζα
modp είναι log p log log p επί µία σταθερά [12]

Για να ελέγξουµε τώρα αν ο a που πήραµε είναι αρχική ϱίζα ϑα πρέπει να παραγοντοποιήσουµε
τον αριθµό p − 1 και να ελέγχουµε διαδοχικά αν

a
p−1
q . 1modp
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για κάθε πρώτο διαιρέτη q του p − 1. Αν σε κάποιο ϐήµα ϐρούµε a
p−1
q ≡ 1modq τότε επιλέγουµε

ένα άλλο a.
Ιστορικά 5.4.1

Ο πρώτος πίνακας αρχικών ϱιζών modp για p < 1000 δόθηκε από τον C.G. Jacobi το 1839
στο Canon Arithmeticus. Επανεκδόθηκε από τον εκδοτικό οίκο Akademie-Verlag Berlin
το 1956.
Και ο R. Osborn στο ‘‘Tables of all primitive roots of odd primes less than 1000’’ Austin
1961 έκανε το ίδιο [3]. Οι A.E. Western και J.C.P. Miller [8] επεξέτειναν τους πίνακες για
p ≤ 50021.

Επιστρέφουµε στο ερώτηµα (4). Ας πάρουµε a = 2 και m = p πρώτος αριθµός. Για ποιους
πρώτους p ο 2 είναι αρχική ϱίζα modp; Από τους πίνακες για 4000 αυτό συµβαίνει για τους
πρώτους

p = 3,5,19,29,37,53,59,61,67,83,101,107,131,139,149,163173,179,181,197,

211,227,269,293,317,347,349,373,379,389,419,421,443,461,467,491,509,

523,547,557,563,587,613,619,653,659,661,677,701,709,757,773,

787,797,821,827,829,853,859,877,883,907,941,947.

Μήπως υπάρχει κάποιος κανόνας ; ΄Αγνωστο. Ούτε ο Artin κατάφερε να ϐρει. Υπάρχουν 129
πρώτοι µικρότεροι του 1000. Από αυτούς, οι 67 έχουν ως αρχική ϱίζα το 2. Με ϐάση παρόµοια
δεδοµένα ο Artin διατύπωσε την οµώνυµη εικασία :

Εικασία του Artin (1920) Υπάρχουν άπειροι πρώτοι p για τους οποίους ο 2 είναι αρχική
ϱίζα modp.

Σύντοµα µάλιστα τη γενίκευσε, αφού διαπίστωσε ότι το a = 2 δεν παίζει σηµαντικό ϱόλο. Αυτό
έγινε σε κάποιο γράµµα του προς τον Hasse µε ηµεροµηνία 27 Σεπτεµβρίου του 1927:

Γενικευµένη εικασία του Artin :
Κάθε ακέραιος a, a , −1,0 και a όχι τέλειο τετράγωνο είναι αρχική ϱίζα modp για άπειρο

πλήθος πρώτων p.
Τι γνωρίζουµε µέχρι σήµερα για την εικασία του Artin;
Στα 1967 ο C. Holley απέδειξε ότι είναι αληθής [6] υπό την προϋπόθεση ότι ισχύει η γενικευ-

µένη εικασία του Riemann.
Οι R. Gupta και M. Ram Murty [28] απέδειξαν, χωρίς τη χρήση καµµιάς υπόθεσης ότι η

εικασία του Artin είναι αληθής για άπειρο πλήθος a. Λίγο αργότερα ο R. Heath- Brown [29]
απέδειξε απέδειξε ότι υπάρχουν το πολύ δύο πρώτοι αριθµοί για τους οποίους η εικασία δεν
ισχύει. ∆υστυχώς από την απόδειξη δεν προκύπτει ποιοι είναι αυτοί. ΄Ετσι γνωρίζουµε ότι από
τους πρώτους 2,3,5 για έναν τουλάχιστον ισχύει αλλά δεν γνωρίζουµε αν είναι για παράδειγµα ο
2.

Τέλος, ο Pieter Morre, [26] απέδειξε ότι για δοσµένο a υπάρχουνε άπειροι πρώτοι p για τους
οποίος η τάξη ordp(a) είναι διαιρετή από τον µεγαλύτερο πρώτο παράγοντα του p − 1.

5.4.1 n-στα υπόλοιπα

Μπορούµε τώρα να επιστρέψουµε στα n-στα υπόλοιπα modm. Αν a ∈ Z, m ∈ N, m > 1 και
(a,m) = 1, τότε :
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Πότε είναι η ισοτιµία
xn ≡ amodm

επιλύσιµη για n ≥ 2; Αν είναι επιλύσιµη πόσες λύσεις έχει ; Πώς ϑα µπορούσαµε να τις ϐρούµε ;
Προς το παρόν ϑα περιοριστούµε στην περίπτωση που ο m είναι ένας περιττός πρώτος. Θα τον

συµβολίζουµε µε p. Αν n = 2, ένας χαρακτηρισµός ύπαρξης λύσεων δίνεται µέσω του κριτηρίου
του Euler:

Η ισοτιµία x2 ≡ amodp είναι επιλύσιµη ακριβώς τότε όταν a
p−1

2 ≡ 1modp.
Παρατηρούµε ότι 2 = (p − 1,2). Αν υποθέσουµε ότι η

xn ≡ amodp

έχει λύση, έστω bmodp τότε είναι ϕανερό ότι και (b, p) = 1. Αν d := (n, p − 1) τότε

a
p−1
d ≡ b

p−1
d ·n ≡ (bp−1)

n
d ≡ 1modp

Βλέπουµε δηλαδή αµέσως ότι η µία κατεύθυνση του κριτηρίου του Euler ισχύει γενικά για κάθε
n, n ≥ 2. Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο. Σε πρώτο ϐήµα ϑα αποδείξουµε το
ακόλουθο κριτήριο :

Πρόταση 5.4.25. Υποθέτουµε ότι ο p είναι ένας περιττός πρώτος, a ∈ Z, p - a και g µια αρχική
ϱίζα modp. Η ισοτιµία

xn ≡ amodp

είναι επιλύσιµη ακριβώς τότε όταν a = gkdmodp, όπου k ∈ Z και d = (p − 1, n).

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την πρόταση 5.4.9 οι δυνάµεις

g, g2, . . . , gp−1

αποτελούν ένα πλήρες σύστηµα των πρώτων κλάσεων υπολοίπων modp. Αφού p - a έπεται ότι

a ≡ g`modp, 1 ≤ ` ≤ p − 1.

Αν b ∈ Z λύση της ισοτιµίας, τότε και p - b και συνεπώς το b ≡ gsmodp κάποιο 1 ≤ s ≤ p − 1.
Εποµένως η ισοτιµία έχει λύση ακριβώς τότε όταν υπάρχει s ∈ N έτσι ώστε να ισχύει

gsn ≡ g`modp

Η ισοτιµία αυτή είναι ισοδύναµη (πρόταση 5.4.5) προς την

sn ≡ `mod(p − 1) (5.4.3)

Η τελευταία ισοτιµία έχει λύση τότε και µόνο τότε όταν d = (p − 1, n) | `, δηλαδή όταν ` = d · k
για κάποιο k ∈ Z. Μάλιστα η (5.4.3) έχει ακριβώς d λύσεις και συνεπώς και η αρχική,

xn ≡ amodp

�
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Πρόταση 5.4.26 (Γενικευµένο κριτήριο Euler). Ισχύουν οι προϋποθέσεις της πρότασης 5.4.25. Η
ισοτιµία

xn ≡ amodp

είναι επιλύσιµη ακριβώς τότε όταν

a
p−1
d ≡ 1modp, όπου d := (p − 1, n).

Απόδειξη. Η κατεύθυνση ”⇒ ” έχει ήδη αποδειχθεί.
Για το αντίστροφο, υποθέτουµε ότι

a
p−1
d ≡ 1modp d := (p − 1, n).

Αφού p - a, υπάρχει t ∈ Z τέτοιος ώστε

a ≡ gtmodp, g µια αρχική ϱίζα modp

Εποµένως
g
t(p−1)
d ≡ a

p−1
d ≡ 1modp

Το g είναι µια πρωταρχική ϱίζα modp. Εποµένως

ordp(g) = (p − 1) | (p − 1)
t

d
.

Αυτό σηµαίνει ότι t
d είναι ακέραιος δηλαδή ότι t = kd, k ∈ Z. Τότε όµως

a ≡ gkdmodp

και συνεπώς (πρόταση 5.4.25) η xn ≡ amodp είναι επιλύσιµη. �

Εφαρµογή: Η ισοτιµία
x8 ≡ 16modp

έχει λύση για κάθε πρώτο αριθµό p.

Απόδειξη. Αν p = 2 η λύση x0 = 0 είναι προφανής. ΄Εστω p , 2. Αν p . 1mod8 τότε ο
d = (p − 1, n) = (p − 1,8) < 8. Συνεπώς d ∈ {1,2,4} και

a
p−1
d = 16

p−1
d = 2(p−1)k ≡ 1modp

όπου k = 4,2,1 για d = 1,2,4 αντίστοιχα.
Σύµφωνα µε το γενικευµένο κριτήριο του Euler (πρόταση 5.4.26) η x8 ≡ 16modp έχει λύση.
Αν τέλος p ≡ 1mod8, τότε το 2 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp και αν y0 µια λύση της

ισοτιµίας y2 ≡ 2modp, τότε µια λύση της x8 ≡ 16modp είναι η x0 = y4
0. �

Παρατήρηση 5.4.27. Η εξίσωση x8 = 16 δεν έχει ακέραια λύση. Συνεπώς δεν ισχύει το τοπικό-
γενικό αξίωµα.

Η επόµενη πρόταση αφόρα το σύνολο λύσεων της ισοτιµίας

Πρόταση 5.4.28. Υποθέτουµε ότι ο p είναι ένας περιττός πρώτος, g µια αρχική ϱίζα modp, n ∈ Z,
n ≥ 2 και d := (n, p − 1). Τα n-στα υπόλοιπα modp της ισοτιµίας είναι

gd , g2d , . . . , g
d(p−1)
d
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Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 5.4.25 είναι ότι τα

gd , g2d , . . . , g
d(p−1)
d

είναι n-στα υπόλοιπα modp. Θα αποδείξουµε ότι ανά δύο είναι µη-ισόδυναµα modp. ΄Εστω ότι

gid ≡ qjdmodp για 1 ≤ j < i ≤
p − 1
d

.

Αυτό σηµαίνει (πρόταση 5.4.5) ότι κατ΄ ανάγκη

id ≡ jdmod(p − 1).

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι αυτές είναι όλες οι λύσεις της ισοτιµίας. ΄Εστω λοιπόν b ένα
n-στο υπόλοιπο modp. Σύµφωνα µε την πρόταση 5.4.25

b ≡ gkdmodp

για κάποιο k ∈ Z. ΄Εστω t := p−1
d . Γράφουµε το k στη µορφή k = st + r, όπου 0 < r ≤ t. Εποµένως,

b ≡ gkd ≡ g(st+r)d ≡ g
(
s p−1

d +r
)
d

≡ g(p−1)sgrd ≡ grdmodp

Ο b είναι ισότιµος µε έναν αριθµό της µορφής grd. �

Στην απόδειξη των προτάσεων 5.4.26 και 5.4.28 δεν χρησηµοποιήθηκε πουθενά ότι το µέτρο ήταν
πρώτος αριθµός, παρά µόνο η ύπαρξη αρχικής ϱίζας.

Στηριζόµενοι στο ϑεώρηµα 5.4.23, σε συνδυασµό µε τις προτάσεις 5.4.26 και 5.4.28 έχουµε

Θεώρηµα 5.4.29. Υποθέτουµε ότι m = 2,4, p` ή 2p`, a ∈ Z και (a,m) = 1.
Η ισοτιµία

xn ≡ amodm

έχει λύση ακριβώς τότε όταν

a
φ(m)
d ≡ 1modm,

όπου d = (n, φ(m)). Αν η ισοτιµία έχει λύση, τότε το πλήθος των λύσεων είναι d και τα n-στα
υπόλοιπα modm είναι ακριβώς οι δυνάµεις

gd , g2d , . . . , gd
φ(m)
d ,

όπου g µια αρχική ϱίζα modm.

Στη συνέχεια ϑα ϑεωρήσουµε έναν ϕυσικό αριθµό m, m ≥ 2. Υποθέτουµε ότι η ανάλυση του
m σε γινόµενο πρώτων αριθµών είναι η

m = 2`p`11 p
`2
2 · · · p

`s
s ,

pi i = 1,2, . . . s είναι περιττοί πρώτοι, `, `i > 0. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα το Κινέζου, η ισοτιµία

xn ≡ amodm
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είναι επιλύσιµη ακριβώς τότε όταν το σύστηµα

xn ≡ amod2`

xn ≡ amodp`11
· · · · · ·

xn ≡ amodp`ss

έχει λύση.
Επειδή για τις περιττές δυνάµεις πρώτων ισχύει το ϑεώρηµα 5.4.29 έχουµε ένα κριτήριο

ελέγχου της επιλυσιµότητας των ισοτιµιών modp`ii .
΄Οπως έχουµε δει όµως (πρόταση 5.4.19, δεν υπάρχουν αρχικές ϱίζες mod2` για ` ≥ 3.
Η σηµασία της ύπαρξης αρχικών ϱιζών modulo m εγκείται στο γεγονός ότι αν a µία αρχική

ϱίζα modulom και b οποιοσδήποτε ακέραιος µε (b,m) = 1, υπάρχει ένας µονοσήµαντα ορισµένος
modulo φ(m) ακέραιος k τέτοιος ώστε

b = akmodm

Για m = 2n, n ≥ 3 δεν υπάρχει αρχική ϱίζα modulo m.
Θα µας ϐοηθούσε πολύ αν υπήρχε και εδώ ένα πλήρες σύστηµα των πρώτων κλάσεων υπολοί-

πων mod2` το οποίο να έχει ως αντιπροσώπους δυνάµεις ακέραιων. Θα δούµε αµέσως ότι αυτό
ισχύει και ότι ένας τέτοιος αντιπρόσωπος µπορεί να είναι ο a = 5.

Πρόταση 5.4.30. Αν a περιττός ακέραιος, τότε οι ακόλουθες δύο προτάσεις είναι µεταξύ τους
ισοδύναµες.

1. ord2`(a) = 2`−2 για κάθε ` ≥ 3,

2. a ≡ ±3mod8

Απόδειξη. (1) ⇒ (2) Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει η (2) και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Επειδή ο a
είναι περιττός ϑα έχουµε a ≡ ±1mod8. ΄Αρα a2 ≡ 1mod16 και επαγωγικά a2`−3

≡ 1mod2` για
όλα τα ` ≥ 4. Συνεπώς ord2` | 2`−3, ord2`(a) < 2`−2, άτοπο.

(2)⇒ (1) Υποθέτουµε ότι ισχύει a ≡ ±3mod8. Θα αποδείξουµε επαγωγικά, ότι για κάθε k ≥ 1
ισχύει

a2k − 1 = 2k+2 · b, (b περιττός).

Πράγµατι για k = 1, 8||a2 − 1, δηλαδή ισχύει.
Υποθέτουµε ότι ισχύει για k ≥ 1. Γράφουµε

a2k + 1 =
(
2k+2b + 1

)
+ 1 = 2k+2b + 2 = 2(1 + 2k+1b).

Ο 1 + 2k+1b είναι περιττός. Εποµένως

a2k+1
− 1 =

(
a2k − 1

) (
a2k + 1

)
= 2k+2b · 2

(
1 + 2k+1

)
= 2k+3b′,

όπου b′ περιττός. Σύµφωνα µε την απόδειξη της πρότασης 5.2.26 ισχύει

a2`−2
≡ 1mod2`

για κάθε ` ≥ 3. Εποµένως ord2`(a) = 2t µε t ≤ ` − 2 και αυτό ισχύει για όλα τα ` ≥ 3.
Αυτό σηµαίνει ότι a2t ≡ 1mod2`, δηλαδή ότι 2` | a2t − 1. ΄Οµως a2t − 1 = 2t+2 · s, όπου s

περιττός. Εποµένως ` ≤ t + 2, ` − 2 ≤ t. Επειδή a2`−2
≡ 1mod2` έπεται ότι t = ` − 2, ` ≥ 3. �
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Πρόταση 5.4.31. Για κάθε ακέραιο ` ≥ 3 και a ≡ ±3mod8, το σύνολο

{a, a2, . . . , a2`−2
,−a,−a2, . . . ,−a2`−2

},

αποτελεί ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων υπολοίπων mod2`.

Απόδειξη. Το σύνολο αυτό αποτελείται από φ(2`) = 2`−1 το πλήθος ακέραιων πρώτων προς τον 2`.
Εποµένως αρκεί να αποδείξουµε ότι είναι ανά δύο ανισοϋπόλοιποι mod2`. Σύµφωνα µε την

πρόταση 5.4.30, οι πρώτοι 2`−2 είναι ανά δύο ανισοϋπόλοιποι mod2`. Θα αποδείξουµε ότι και
οποιοσδήποτε από τους πρώτους 2`−2 είναι ανισοϋπόλοιπος µε κάθε έναν από τους δεύτερους.
Πράγµατι, αν

a i ≡ −a jmod2`

για κάποια 1 ≤ i, j ≤ 2`−2 και υποθέσουµε ότι j ≤ i, έχουµε

a i−j ≡ −1mod2`.

Εποµένως
a2(i−j) ≡ 1mod2`+1.

΄Οµως (πρόταση 5.4.30), έχουµε ord2`+1(a) = 2`−1. ΄Αρα 2`−1 | 2(i − j), δηλαδή 2`−2 | (i − j). Επειδή
0 ≤ i − j < 2`−2 ϑα πρέπει i = j. Τότε όµως ϑα είχαµε

a i ≡ −a imod2`

και επειδή (a i ,2`) = 1 έχουµε 1 ≡ −1mod2`, το οποίο δεν ισχύει αφού ` ≥ 3. �

Πόρισµα 5.4.32. ΄Οταν δοθεί οποιοσδήποτε ακέραιος `, ` ≥ 3 και οποιοσδήποτε ακέραιος a,
a ≡ ±3mod8, τότε για κάθε περιττό ακέραιο b, υπάρχουν δύο ϑετικοί ακέραιοι s, t ορισµένοι mod2
και mod2`−2 αντίστοιχα τέτοιοι ώστε να ισχύει :

b ≡ (−1)satmod2`

Παρατήρηση 5.4.33. Συνήθως επιλέγουµε a = 5. Είναι ϕανερό ότι αν b ≡ 1mod4 τότε b ≡
5tmod2`, για κάποιο t ∈ {0,1, . . . ,2`−2 − 1}, ενώ αν b ≡ 3mod4, τότε b ≡ −5tmod2`, για κάποιο
t ∈ {0,1, . . . ,2`−2 − 1}.

Είµαστε πλέον σε ϑέση να µελετήσουµε n-στά υπόλοιπα mod2`, ` ≥ 3, αφού έχουµε ήδη στα
χέρια µας κάτι «ανάλογο» των αρχικών ϱιζών.

Πρόταση 5.4.34. Υποθέτουµε ότι ο ` ≥ 3 και ο a περιττός. Αν ο n είναι περιττός ϕυσικός αριθµός
τότε η ισοτιµία

xn ≡ amod2`

έχει πάντοτε λύση η οποία είναι µοναδική. Αν ο n είναι άρτιος ϕυσικός αριθµός τότε η ισοτιµία

xn ≡ amod2`

είναι επιλύσιµη ακριβώς τότε όταν
a ≡ 1mod2k+2

όπου το k ορίζεται από τη σχέση 2k = (n,2`). Μάλιστα, όταν είναι επιλύσιµη, το πλήθος των λύσεων
είναι 2k+1.
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Απόδειξη. Σύµφωνα µε το πόρισµα 5.4.32 υπάρχουν ακέραιοι s, t τέτοιοι ώστε

a ≡ (−1)s5tmod2`

Αν x λύση της ισοτιµίας xn ≡ amod2`, τότε ο x είναι περιττός. Εποµένως, πάλι σύµφωνα µε το
πόρισµα 5.4.32 ισχύει

x ≡ (−1)u5vmod2`

Η ισοτιµία παίρνει την ακόλουθη µορφή

(−1)nu5nv ≡ (−1)s5tmod2`.

Παρατηρούµε ότι η τελευταία ισοτιµία είναι ισοδύναµη προς την nu ≡ smod2 και nv ≡ tmod2`−2.
Αν ο n είναι περιττός, τότε η ισοτιµία nu ≡ smod2 έχει ως προς u, µοναδική mod2 λύση

καθώς και η nv ≡ tmod2`−2 έχει επίσης µοναδική mod2`−2 λύση. Εποµένως υπάρχει ακριβώς
µία λύση της αρχικής ισοτιµίας.

Αν τώρα ο n είναι άρτιος και s ≡ 0mod2 η ισοτιµία nu ≡ smod2 έχει δύο λύσεις. Αν
s . 0mod2, τότε δεν έχει καµµία. Αν τώρα t ≡ 0mod2k , η ισοτιµία nv ≡ tmod2`−2 έχει ακριβώς
2k λύσεις, αφού (n,2`−2) = 2k |t. Αλλιώς δεν έχει καµµία λύση.

Εποµένως η ισοτιµία, έχει ακριβώς 2k λύσεις όταν

a ≡ 5tmod2`

t ≡ 0mod2k

και καµία αν δεν ισχύουν οι παραπάνω ισοτιµίες.
Από την πρόταση 5.4.31 προκύπτει το ord2k+2(5) = 2k. Εποµένως 5t ≡ 1mod2k+2 αν και µόνο

αν 2k | t. Επειδή 2k+2 | 2` η συνθήκη επιλυσιµότητας είναι a ≡ 1mod2k+2
. �

5.4.2 ∆είκτες

Υποθέτουµε ότι για τον ϕυσικό m, m ≥ 2, υπάρχει αρχική ϱίζα gmodm. Αν a ∈ Z µε (a,m) = 1,
τότε υπάρχει µοναδικός ακέραιος ` (0 ≤ ` < φ(m)) ώστε

a = g`.

Ορισµός 5.4.35. Ο εκθέτης ` ϑα λέγεται δείκτης του a ως προς τη ϐάση gmodm και ϑα συµβο-
λίζεται µε Ig(a). ΄Οταν αναφερόµαστε ϱητά σε συγκεκριµένη αρχική ϱίζα g, τότε γράφουµε απλά
I(a).

Από τον ορισµό προκύπτει αµέσως

a ≡ gIg(a)modm

Παράδειγµα. Ας πάρουµε m = 19. Από τον παρακάτω πίνακα ϕαίνεται ότι g = 2 είναι αρχική
ϱίζα mod19.

• Το I(3) = 13 αφού 213 ≡ 3mod19

• I(4) = 2 αφού 22 ≡ 4mod19
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• I(5) = 16 αφού 216 ≡ 5mod19

• I(7) = 6 αφού 26 ≡ 7mod19

Είναι προτιµότερο να ϕτιάξουµε δύο πίνακες

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
I(a) 18 1 13 2 16 14 6 3 8 17 12 15 5 7 11 4 10 9

και

I(a) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
a 2 4 8 16 13 7 14 9 18 17 15 11 3 6 12 5 10 1

΄Ετσι τώρα είναι εύκολο να ϐρούµε τον δείκτη I(8) = 3, I(14) = 7 ή αν µας δοθεί ο δείκτης να
ϐρούµε το a. Αν I(a) = 12, τότε

a = 212 ≡ 11mod19

΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι ότι

I(1) = 0 I(g) = 1.

Επίσης αν a, b ∈ Z µε (a,m) = (b,m) = 1 τότε

a ≡ bmodm ⇔ gI(a) = gI(b)modm

και σύµφωνα µε την πρόταση 5.4.5 το τελευταίο είναι ισοδύναµο µε

I(a) ≡ I(b)modφ(m)⇔ I(a) = I(b).

Η τελευταία ισοδυναµία ισχύει διότι 0 ≤ I(a), I(b) ≤ φ(m) − 1. Βλέπουµε δηλαδή ότι ο δείκτης
I(a) είναι αναλλοίωτος της πρώτης κλάσης υπολοίπων amodm και όχι του ακέραιου a.

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε σε µερικές ιδιότητες του δείκτη. Είναι ανάλογες µε αυτές
των λογαρίθµων µε µόνη διαφορά ότι στους δείκτες η ισότητα έχει αντικατασταθεί από ισοτιµία
modφ(m).

Πρόταση 5.4.36. Αν g µία αρχική ϱίζα modm, a, b ∈ Z µε (a,m) = (b,m) = 1 και n ∈ Z, n ≥ 1,
τότε

1. I(ab) ≡ I(a) + I(b)modφ(m) (κανόνας του γινοµένου)

2. I(an) ≡ nI(a)modφ(m) (κανόνας της δύναµης)

3. Αν g′ επίσης αρχική ϱίζα modm, τότε (κανόνας αλλαγής ϐάσης)

Ig(a) ≡ Ig(g′)Ig′(a)modφ(m)

4. I(−1) =
φ(m)

2 , για m > 2.

Απόδειξη. Για το πρώτο : a ≡ gI(a)modm, b ≡ gI(b)modm και

ab ≡ gI(a)+I(b)modm

Επίσης ab ≡ gI(ab)modm.
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Εποµένως
gI(ab) ≡ gI(a)+I(b)modm,

και η πρόταση 5.4.5 είναι ισοδύναµη µε την

I(ab) ≡ I(a) + I(b)modφ(m)

Σηµείωση: Το (1) γενικεύεται επαγωγικά για πεπερασµένο πλήθος προσθετέων.
Το (2) µπορεί να αποδειχτεί µε επαγωγή από το (1):

I(an) = I(a) + · · · I(a) ≡ nI(a)modφ(m).

Για το (3). Από τον ορισµό του δείκτη έπεται ότι

a ≡ gIg(a)modm, a ≡ g′Ig′ (a)modm

και αφού g′ ≡ gIg(g′)modm έχουµε

Ig(a) ≡ a ≡ gIg(g′)Ig′ (a)modm

Η τελευταία ισοτιµία είναι ισοδύναµη (πρόταση 5.4.5) προς την

Ig(a) ≡ Ig(g′)Ig′(a)modφ(m)

Για το (4) Για m > 2 ο φ(m) είναι άρτιος. Αν m = 4 έχουµε g = 3 και φ(m) = 2. Εποµένως,
I(−1) = I(3) = 1 = φ(4)/2 και ισχύει.

Αν m = p`, p ≥ 3 τότε (
g
φ(m)

2 + 1
) (
g
φ(m)

2 − 1
)

= gφ(m) − 1 ≡ 0modm.

Εποµένως (
g
φ(m)

2 + 1
) (
g
φ(m)

2 − 1
)
≡ 0modp

Ο p δεν µπορεί να διαιρεί και τους δύο παράγοντες, διότι ϑα είχαµε p | 2 και αυτό είναι αδύνατο
αφού p ≥ 3. Εποµένως και το m = p` ϑα διαιρεί ακριβώς έναν από τους δυο. Επειδή g αρχική
ϱίζα modm ϑα έχουµε

g
φ(m)

2 + 1 ≡ 0modm ⇒ g
φ(m)

2 ≡ −1modm

και συνεπώς I(−1) = φ(m)/2.
Τέλος αν m = 2p`, p ≥ 3, τότε ισχύει και πάλι η ισοτιµία(

g
φ(m)

2 + 1
) (
g
φ(m)

2 − 1
)
≡ 0modm.

Αφού ο g είναι περιττός (ισχύει (g,m) = (a,m) = 1), έπεται ότι οι g
φ(m)

2 + 1 και g
φ(m)

2 − 1 είναι
αµφότεροι άρτιοι. ΄Οπως και στην περίπτωση m − p`, ο p` διαιρεί ακριβώς έναν από τους δύο
παράγοντες g

φ(m)
2 + 1 και g

φ(m)
2 − 1. Ο g είναι αρχική ϱίζα modm. ΄Αρα,

g
φ(m)

2 + 1 ≡ 0modm ⇒ g
φ(m)

2 ≡ −1modm

Συνεπώς και στην περίπτωση m = 2p` ισχύει I(−1) = φ(m)/2. �
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Πόρισµα 5.4.37. 1. an ≡ 1modm ⇔ nI(a) ≡ 0modφ(m)

2. Ig(g′)Ig′(g) ≡ 1modφ(m)

3. I(m − a) ≡ I(−a) ≡ φ(m)
2 + I(a)modφ(m)

Απόδειξη. Για το πρώτο. ΄Εχουµε
a ≡ gI(a)modm

εποµένως η an ≡ 1modm είναι ισοδύναµη προς την gnI(a) ≡ g0modm. Σύµφωνα µε την πρόταση
5.4.5 η τελευταία είναι ισοδύναµη προς την

nI(a) ≡ 0modφ(m)

Για το (2) παρατηρούµε ότι το (3) της πρότασης 5.4.36 δίνει αµέσως

Ig(g′)Ig′(g) = Ig(g) ≡ 1modφ(m).

Για το (3) έχουµε m − a ≡ gI(m−a)modm το οποίο µας δίνει ότι (−1)a ≡ gI(m−a)modm δηλαδή

g
φ(m)

2 +I(a) ≡ gI(m−a)modm

από όπου καταλήγουµε ότι

I(m − a) ≡
φ(m)

2
+ I(a)modφ(m)

�

Τώρα ϑα επιστρέψουµε για λίγο στο ϑεώρηµα 5.4.29. Υπάρχει ακόµα µία ισοδύναµη έκφραση
του πρώτου µέρους του. Συγκεκριµένα ισχύει :

Πρόταση 5.4.38. Η ισοτιµία
xn ≡ amodm

είναι επιλύσιµη ακριβώς τότε όταν d | I(a), όπου d = (n, φ(m)).

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα 5.4.29 η ισοτιµία είναι επιλύσιµη αν και µόνο αν

a
φ(m)
d ≡ 1modm

το πόρισµα 5.4.37 µας δίνει ότι

φ(m)
d
· I(a) ≡ 0modφ(m)⇔ φ(m) |

φ(m)I(a)
d

και το τελευταίο ισχύει αν και µόνο αν d | I(a). �

Τέλος επιστρέφουµε στα τετραγωνικά υπόλοιπα και αποδεικνύουµε:

Πρόταση 5.4.39. Αν p περιττός πρώτος και a ∈ Z µε p - a, τότε ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο
modp ακριβώς τότε όταν I(a) ≡ 0mod2.
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Απόδειξη. Αν ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp τότε υπάρχει ακέραιος x0 για τον οποίο ισχύει
x2

0 ≡ amodp. Εποµένως από την πρόταση 5.4.36.2 η παραπάνω ισοτιµία είναι ισοδύναµη προς
την

2I(x0) ≡ I(a)mod(p − 1).

Επειδή ο p − 1 είναι άρτιος, κατάνάγκη και ο I(a) ϑα πρέπει να είναι άρτιος.
Αντιστρόφως υποθέτουµε ότι ο I(a) είναι άρτιος, I(a) = 2s, s ∈ Z. Η ισοτιµία

a = gI(a)modp

γράφεται
(gs)2 ≡ amodp

Συνεπώς ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp, αφού η ισοτιµία x2 ≡ amodp, έχει λύση x0 =

gs. �

Παρατήρηση 5.4.40. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 5.4.39 είναι ότι καµµία αρχική ϱίζα modp
δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modp.

Παρατήρηση 5.4.41. Ανάλογη πρόταση της 5.4.39 για n ≥ 3 δεν ισχύει. Πράγµατι για p = 5
και n = 3 έχουµε δύο µόνο δείκτες οι οποίοι διαιρούνται µε 3 (για αρχική ϱίζα modp πήραµε το
g = 2), ενώ κάθε ένας από τους 1,2,3,4 είναι κυβικό υπόλοιπο mod5, αφού

1 ≡ 1mod5,2 ≡ 33mod5,3 ≡ 23mod5,4 ≡ 43mod5

Εφαρµογές της ϑεωρίας των δεικτών στην εύρεση λύσεων κάποιων κλάσεων ισοτιµιών.

Γραµµικές Ισοτιµίες

Υποθέτουµε ότι το m έχει αρχική ϱίζα και a, b ∈ Z µε (a,m) = (b,m) = 1. Η γραµµική ισοτιµία

ax ≡ bmodm

είναι ισοδύναµη µε την
I(a) + I(x) ≡ I(b)modφ(m)

Εποµένως
I(x) ≡ I(b) − I(a)modφ(m).

Παράδειγµα. Να λυθεί η ισοτιµία
5x ≡ 12mod19

Η ισοτιµία δεικτών είναι η
I(x) ≡ I(12) − I(5)mod18

Υπολογίζουµε ότι I(12) = 15, I(5) = 16, εποµένως I(x) = −1 ≡ 17mod18 και συνεπώς x ≡
10mod19.
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5.4.3 ∆ιωνυµικές ισοτιµίες

Υποθέτουµε ότι ο m έχει αρχική ϱίζα και ότι a, b ∈ Z µε (a,m) = (b,m) = 1. Η ισοτιµία

axn ≡ bmodm

είναι ισοδύναµη προς την
I(a) + nI(x) ≡ I(b)modφ(m)

Εποµένως έχουµε
nI(x) ≡ I(b) − I(a)modφ(m)

Η γραµµική ισοτιµία έχει λύση ακριβώς τότε όταν ο d = (n, φ(m)) | (I(b) − I(a)). Αν πληρούται η
τελευταία συνθήκη, τότε έχουµε ακριβώς d-λύσεις.

5.4.4 Εκθετικές ισοτιµίες

Υποθέτουµε ότι ο m έχει αρχικές ϱίζες a, b ∈ Z και (a,m) = (b,m) = 1. Η ισοτιµία

ax ≡ bmodm

είναι ισοδύναµη µε την ισοτιµία δεικτών

xI(a) ≡ I(b)modφ(m)

Εποµένως ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχει λύση η εκθετική ισοτιµία είναι (I(a), φ(m) |
I(b). Αν η τελευταία συνθήκη ισχύει τότε η εκθετική ισοτιµία έχει ακριβώς (I(a), φ(m)) το πλήθος
λύσεις.

5.4.5 Υπολογισµός της τάξης a mod m, όταν (a,m)=1.

΄Εστω s := ordm(a). ΄Εστω as ≡ 1modm και at . 1modm για κάθε t, 0 < t < s. Από την ισοτιµία

as ≡ 1modm

προκύπτει η ισοδύναµη ισοτιµία δεικτών

sI(a) ≡ 0modφ(m)

Αν d := (I(a), φ(m)), τότε s ≡ 0modφ(m)
d . Εποµένως s =

φ(m)
d , αφού ο s είναι ο µικρότερος

ϕυσικός µε αυτή την ιδιότητα. Μπορούµε να κάνουµε χρήση του πορίσµατος 5.4.37.2 και να
αποδείξουµε ότι δεν έχει σηµασία ποια αρχική ϱίζα modm έχουµε επιλέξει. Είναι ϕανερό λοιπόν
από το πόρισµα ότι

(Ig(g′), φ(m)) = (Ig′(g), φ(m)) = 1.

Εποµένως
(Ig(a), φ(m)) = (Ig(g′)I ′g(a), φ(m)) = (Ig′(a), φ(m)).

Παράδειγµα. Να υπολογιστεί η τάξη του 3mod25. Το g = 2 είναι αρχική ϱίζα mod5. Επειδή
24 − 1 = 15 = 5 · 3 µε 5 - 3. Από το ϑεώρηµα 5.4.23 έπεται ότι το 2 είναι και αρχική ϱίζα mod25.
Το a = 3, I2(3) = 7, d = (I2(3), φ(25)) = (7,40) = 1. Εποµένως s = ord25(3) = 40. Αν a = 7
I2(7) = 5, (5,40) = 8, συνεπώς s = 40/8 = 5.
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Παρατήρηση 5.4.42. Παρά την κάποια πρακτική τους χρησιµότητα οι δείκτες έχουν δύο σοβαρά
µειονεκτήµατα. Το πρώτο είναι ότι «λειτουργεί» µόνο για τα m για τα οποία υπάρχει αρχική ϱίζα
modm.

Το δεύτερο είναι ότι είναι εξαιρετικά δύσκολο για µεγάλα m, να ϐρούµε τον δείκτη του a ως
προς την αρχική ϱίζα g. Το πρόβληµα αυτό ϑα το εξετάσουµε στην επόµενη παράγραφο.

Επιστρέφουµε στην πρόταση 4.8.6 η οποία χαρακτηρίζει τους αριθµούς Carmichael και ϑα
αποδείξουµε την κατεύθυνση που αφήσαµε χωρίς απόδειξη. Για τον σκοπό µας αυτό ϑα ορίσουµε
τη συνάρτηση λ που ορίσθηκε για πρώτη ϕορά από τον Carmichael.

Η συνάρτηση λ ορίζεται για κάθε ακέραιο a ∈ Z, a ≥ 1.

λ(1) = 1,
λ(p`) = φ(p`), όταν p ∈ P, p ≥ 3, ` ≥ 1

λ(2`) =

φ(2`) όταν ` = 1 ή 2
1
2φ(2`), όταν ` ≥ 3

Επιπλέον αν m = 2`p`11 p
`2
2 · · · p

`s
s , τότε

λ(m) = [λ(2`), λ(p`11 ), . . . , λ(p`ss )].

Συχνά λέγεται και universal εκθέτης modulo m. Ο λόγος της ονοµασίας οφείλεται στην ακόλουθη
ιδιότητα :

Πρόταση 5.4.43. Αν m ∈ Z, m ≥ 2, τότε ο λ(m) είναι ο ελάχιστος ϕυσικός ≥ 1 µε την ιδιότητα

aλ(m) ≡ 1modm

για κάθε ακέραιο a πρώτο προς τον m. Επιπλέον, για κάθε m υπάρχει ακέραιος a του οποίου η
τάξη modm είναι λ(m) και αυτή είναι µεγαλύτερη δυνατή τάξη ενός ακέραιου modm.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι m = 2`p`11 p
`2
2 · · · p

`s
s ` ∈ N ` ≥ 1 είναι η κανονική ανάλυση του m σε

γινόµενο πρώτων παραγόντων.
Για κάθε i = 1,2, . . . , s η συνάρτηση λ(p`ii ) είναι εξ ορισµού ίση µε φ(p`ii ). Εποµένως σύµφωνα

µε το ϑεώρηµα του Euler έχουµε
aλ(p`ii ) ≡ 1modp`ii

για κάθε i = 1,2, . . . , s. Επειδή λ(p`ii ) | λ(m), έπεται ότι

aλ(m) ≡ 1modp`ii , (5.4.4)

για κάθε i = 1,2, . . . , s.
Αν τώρα ο m είναι άρτιος, ο a ϑα είναι περιττός αφού (a,m) = 1. Η ισοτιµία a ≡ 1mod2

γράφεται
aλ(2) ≡ 1mod2.

Επίσης, αφού a περιττός έχουµε
a2 ≡ 1mod4

η οποία γράφεται
aλ(4) ≡ 1mod4
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Τέλος, για κάθε ` ≥ 3 ισχύει (απόδειξη της 5.4.19)

aλ(2`) ≡ 1mod2`

Καταλήγουµε ότι
aλ(2`) ≡ 1mod2`

για κάθε ` ≥ 1. Επειδή λ(2`) | λ(m), έπεται ότι

aλ(m) ≡ 1mod2` (5.4.5)

Από τις (5.4.4), (5.4.5) έπεται ότι
aλ(m) ≡ 1modm

για κάθε ακέραιο a πρώτο προς τον m.
Θα αποδείξουµε ότι λ(m) είναι ο ελάχιστος µε αυτή την ιδιότητα. Θα ϐρούµε ακέραιο a του

οποίου κάθε δύναµη µικρότερη του λ(m) είναι . 1modm. Αυτό ϐέβαια σηµαίνει και ότι αρκεί να
δείξουµε

ordm(a) = λ(m)

και έτσι η απόδειξη ϑα έχει τελειώσει.
΄Εστω gi αρχική ϱίζα modp`ii , i = 1,2, . . . , s. Θεωρούµε το σύστηµα

x ≡ 3mod2`

x ≡ g1modp`11
· · · · · ·

x ≡ gsmodp`ss

Το παραπάνω σύστηµα σύµφωνα µε το ϑεώρηµα υπολοίπων του Κινέζου έχει µοναδική λύση
modm. Αν a ∈ Z, λύση του συστήµατος ϑα αποδείξουµε ότι ordm(a) = λ(m).

Αν n ∈ N, n ≥ 1 τέτοιος ώστε
an ≡ 1modm

ϑα έχουµε και
an ≡ 1modp`ii

για i = 1,2, . . . , s καθώς και
an ≡ 1mod2`

΄Οµως ο a είναι λύση του συστήµατος. Εποµένως a ≡ gimodp`ii , για i = 1,2, . . . , s. Από αυτό
έπεται ότι

ordp`ii (a) = ordp`ii (gi) = φ(p`ii ) = λ(p`ii ),

για κάθε i = 1,2, . . . , s. Συνεπώς
λ(p`ii ) | n (5.4.6)

για κάθε i = 1,2, . . . , s. Επίσης, επειδή a ≡ 3mod2` έχουµε

ord2`(a) = ord2`(3) = 2`−2 = φ(2`)/2 = λ(2`).

Για ` = 1, a ≡ 3 ≡ 1mod2 συνεπώς ord2(a) = ord2(5) = 1 = φ(2) = λ(2) και για ` = 2
a2 ≡ 32 ≡ 1mod4 συνεπώς ord4(a) = ord4(3) = 2 = φ(4) = λ(4).
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Εποµένως και
λ(2`) | n. (5.4.7)

Από τις σχέσεις (5.4.6) και (5.4.7) συνεπάγεται ότι

λ(m) = [λ(2`), λ(p`11 ), . . . , λ(p`ss )] | n (5.4.8)

Αν τώρα n := ordm(a) ϑα είχαµε και
n | λ(m). (5.4.9)

Από τις (5.4.8) και (5.4.9) έχουµε ότι λ(m) = ordm(a). �

Είµαστε πλέον σε ϑέση να αποδείξουµε το αντίστροφο της πρότασης 4.8.6.

Πρόταση 5.4.44. Αν ο ϕυσικός αριθµόςm,m > 2 είναι αριθµός Carmichael τότε οm = p1p2 · · · ps,
µε διακεκριµένους µεταξύ τους ανά δύο πρώτους αριθµούς και (pj − 1) | (m − 1) για κάθε j =

1,2, . . . , s.

Απόδειξη. Λόγω του ορισµού του αριθµού Carmichael έχουµε ότι

bm−1 ≡ 1modm,

για κάθε ακέραιο b µε (b,m) = 1. Από την πρόταση 5.4.43 έχουµε ότι, υπάρχει a ∈ Z τέτοιος
ώστε ordm(a) ≡ λ(m). Και για τον ακέραιο αυτόν ισχύει

am−1 ≡ 1modm.

Η πρόταση 5.4.3 µας δίνει λ(m) | (m − 1). Αν ο m ήταν άρτιος, ο m − 1 ϑα ήταν περιττός. Αφού
m > 2 ο λ(m), από τον ορισµό του, είναι άρτιος. Αυτό όµως είναι αδύνατο. Εποµένως ο m
αναλύεται σε γινόµενο περιττών πρώτων. Θα αποδείξουµε ότι αναλύεται σε γινόµενο περιττών
πρώτων διακεκριµένων µεταξύ τους.

Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι υπάρχει περιττός πρώτος p, p` | m, ` ≥ 2, τότε

λ(p`) = φ(p`) = p`(p − 1) | (m − 1).

Αυτό σηµαίνει ότι p | (m − 1), αφού ` ≥ 2. ΄Οµως έχουµε και p | m. ΄Αρα p | 1, άτοπο.
Συνεπώς m = p1p2 . . . ps, pi , 2 για κάθε i = 1,2, . . . , s και pi , pj για κάθε i , j. Τελικά

έχουµε
λ(pi) = φ(pi) = pi − 1 | λ(m) | (m − 1).

�

Πρόταση 5.4.45. Κάθε αριθµός Carmichael m διαιρείται από τουλάχιστον τρεις διακεκριµένους
πρώτους.

Απόδειξη. Εξ ορισµού ο m είναι σύνθετος. Αν ήταν m = pq, p, q ∈ P\{2}, p , q και χωρίς ϐλάβη
της γενικότητας υποθέσουµε ότι p > q τότε

(p − 1) | (m − 1) = pq − 1 = (p − 1)q + (q − 1),

δηλαδή ο (p − 1) | (q − 1), άτοπο αφού p > q. �
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5.4.6 Παρατηρήσεις- Ιστορικά Σχόλια

1 Την ύπαρξη αρχικής ϱίζας modp, για κάθε περιττό πρώτο p (πρόταση 5.4.13 διατύπωσε για
πρώτη ϕορά ο J.H. Lambert στα 1769. Ο Euler έδωσε στα 1773 µια απόδειξη η οποία όµως δεν
ήταν πλήρης. ΄Ηταν ο πρώτος ο οποίος χρησιµοποίησε τον όρο «αρχική ϱίζα modp».

Ο Gauss είναι ο πρώτος ο οποίος δίνει πλήρη απόδειξη στα Disquisitiones Arithmeticae, άρθρο
55. Μάλιστα γράφει

Da der Beweis dieses Satzes keineswegs so auf der Hand liegt, als es auf den ersten
Anblick scheinen könnte, so wollen wir wegen der Bedeutung des Satzes noch einen andern von
dem vorigen etwas verschiedenen Beweis anfügen, zumal die Verschiedenheit der Methoden
gewöhnlich sehr viel zur Erläuterung etwas schwerer verständlicher Dinge beiträgt.

(Η απόδειξη του ϑεωρήµατος αυτού δεν είναι καθόλου προαφανής, όπως ϑα µπορούσε να ϕανεί
µε την πρώτη µατιά. Γιάυτό, λόγω της σηµασίας του ϑεωρήµατος προτιθέµεθα να προσθέσουµε
και µία διαφορετική από την προηγούµενη, απόδειξη µιας που η διαφορετικότητα των µεθόδων
συµβάλλει συνήθως αρκετά στην επεξήγηση δύσκολα κατανοητών εννοιών.)

Στο τέλος της πρότασης 55 καταλήγει :
Der letztere Beweis scheint etwas weitläufiger als der erste, dieser aber dafür weniger direct

zu sein als jener.
(Η τελευταία απόδειξη ϕαίνεται κάπως πιο εκτεταµένη από την πρώτη, η πρώτη όµως λιγότερο

άµεση από την τελευταία).
Το άρθρο 57 έχει τον λατινικό τίτλο
Radics primitivae bases, indices «Αρχικές ϱίζες, ϐάσεις, δείκτες».
Στην πρόταση 52, ορίζει την τάξη ενός στοιχείου
Irgent eine Zahl a welche zum Exponenten d gehört, d.h. deren dte Potenz den Einheit

congruent ist, während alle niedrigeren Potenzen derselben nicht congruent sind
( (Η τάξη στοιχείου) είναι κάποιος ακέραιος a τέτοιος ώστε να αναφέρεται στην d-στη δύναµη µε

την έννοια ότι η d-στή δύναµη αυτού να είναι ισότιµη προς το 1modn ενώ για όλες τις µικρότερες
δυνάµεις του a να µην ισχύει η ισοτιµία).

και στην πρόταση 57 συνεχίζει
Die zum Exponenten p − 1 gehörigen Zahlen werder wir mit Euler primitive Wurtzeln nennen
(Τους αριθµούς των οποίων η τάξη είναι p−1 ϑα τους ονοµάζουµε, σύµφωνα και µε τον Euler

πρωταρχικές ϱίζες).
Στη συνέχεια αναφέρεται στην ιδιότητα των αρχικών ϱιζών που αποδείξαµε στην πρόταση 5.4.9

και συνεχίζει
Deise ausgezeichnete Eigenschaft ist von dem grössten Nutzen und kann die arithmetischen

auf die Congruenzen bezüglichen Operationen sehr erheblich erleichtern, etwa in derselben
Weise, wie die Einführung der Logarithmen die Operationen der gemeinen Arithmetik

(Αυτή η εξαιρετική ιδιότητα είναι µεγάλης χρησιµότητας και µπορεί να διευκολύνει τα µάλα
τις αριθµητικές πράξεις των ισοτιµιών κατά τον ίδιο τρόπο που το έχει κάνει η εισαγωγή των
λογαρίθµων στις πράξεις κοινής αριθµητικής).

Στις προτάσεις 53,54 και 55 δίνει ουσιαστικά την απόδειξη της πρότασης 5.4.16.
Στην πρόταση 73 αναφέρει ότι δεν υπάρχει κάποια µέθοδος εύρεσης αρχικών ϱιζών modp
Die Methoden, die primitiven Wurzeln zu finden, beruhen zum grossen Teil auf Vesuchen
Και ο Euler πίστευε το ίδιο.
Euler gesteht, daß es äusserst schwierig zu sein scheine, solche Zahlen zu finden und daß

ihr eigentliches Wesen zu den tiefsten Geheimnissen der Zahlen zu rechnen sei.
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(Και ο Euler συµφωνεί στο ότι ϕαίνεται ότι είναι εξαιρετικά δύσκολο να υπολογιστούν τέτοιοι
αριθµοί και ότι η πραγµατική τους ουσία λογίζεται στα ϐαθύτερα µυστικά των αριθµών).

συνεχίζει στην ίδια πρότασή του ο Gauss ο οποίος αναφέρεται σε εργασία του Euler του 1783,
στην οποία δίνει ένα πίνακα όλων των αρχικών ϱιζών για κάθε πρώτο p ≤ 41.

Ο Gauss συνεχίζει και στις επόµενες προτάσεις να ασχολείται µε αρχικές ϱίζες modm. Ενδει-
κτικά αναφέρουµε ότι η πρόταση 5.4.19περιέχεται στην πρόταση 90. Στην πρόταση 92 καταλήγει
στην πλήρη απόδειξη του ϑεωρήµατος 5.4.23. Μερικοί το αποκαλούν και ϑεώρηµα του Gauss
[4].

5.4.7 Εφαρµογές

Μια γενίκευση του Θεωρήµατος του Wilson

Πρόταση 5.4.46. Αν Sm είναι ένα ανηγµένο πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων
υπολοίπων modm, m ∈ N, m > 2, τότε ∏

a∈Sm

a ≡ ±1modm

και µάλιστα είναι σε όλες τις περιπτώσεις +1modm εκτός από αυτές µε µέτρο m = 4, p`,2p`, όπου
p ∈ P − {2} και ` ≥ 1, στις οποίες είναι −1modm.

Απόδειξη. Η ιδέα της απόδειξης αποτελεί συνδυασµό της ιδέας απόδειξης του κλασικού ϑεωρή-
µατος του Wilson µε το αποτέλεσµα της πρότασης 5.3.4. ΄Οταν δοθεί κάποιο a ∈ Sm , τότε υπάρχει
πάντοτε (αφού (a,m) = 1) ακριβώς ένα b ∈ Sm τέτοιο ώστε

ab ≡ 1modm

Εποµένως χωρίζουµε το σύνολο Sm σε Ϲευγάρια και ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις. Αν a , b, τότε
µπορούµε να µην τους λάβουµε υπόψη αφού το γινόµενό τους είναι 1modm. Συνεπώς ϑα πρέπει
να µελετήσουµε Ϲευγάρια (a, b) για τα οποία b = a, δηλαδή τις λύσεις της ισοτιµίας

x2 ≡ 1modm

Αν τώρα a µια λύση της ισοτιµίας αυτής, τότε και ο −a είναι επίσης λύση. Συνεπώς

a2 ≡ −1modm

Επειδή m > 2,
a . −amodm

δηλαδή οι λύσεις είναι διαφορετικές modm.
Από τα παραπάνω συνάγουµε ότι το αποτέλεσµα είναι +1modm όταν υπάρχει άρτιο πλήθος

Ϲευγαριών λύσεων (a,−a) της ισοτιµίας, δηλαδή όταν το πλήθος των λύσεων διαιρείται µε 4.
Από την πρόταση 5.3.4 προκύπτει ότι το πλήθος των λύσεων δεν διαιρείται µε 4 παρά µόνο

όταν m = 4, p`,2p`, p ∈ P − {2} και ` ≥ 1. �

Παρατηρήσεις

1. Για m = p ∈ P − {2}, προκύπτει η ισοτιµία (p − 1)! ≡ −1modp, δηλαδή το ϑεώρηµα του
Wilson.
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2. Σύµφωνα µε την πρόταση 5.3.4 (για m = 4, p`,2p`, όπου p περιττός πρώτος) για τις περι-
πτώσεις όπου ∏

a∈Sm

a ≡ −1modm

το πλήθος των λύσεων της ισοτιµίας x2 ≡ 1modm είναι 2 και οι λύσεις είναι οι προφανείς

x ≡ ±1modm

3. Για m = 2 η πρόταση 5.4.46 δεν ϑα είχε νόηµα αφού +1 ≡ −1mod2

4. Η πρόταση 5.4.46 αποτελεί το περιεχόµενο του άρθρου (πρότασης) 78 του Disquisitiones
Arithmeticae του Gauss.

‘‘Man kann aber den Wilson’shen Satz allgemeiner so aussprechen"

5.4.8 Αρχικές ϱίζες

Μερικές ϕορές µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι κάποιοι ακέραιοι είναι αρχικές ϱίζες ως προς
διάφορα µέτρα:

Πρόταση 5.4.47. 1. Αν οι ακέραιοι p και q = 2p + 1 είναι και οι δύο περιττοί πρώτοι, τότε ο

(−1)
p−1

2 2 είναι αρχική ϱίζα modq.

2. Αν p και q = 4p + 1 είναι περιττοί πρώτοι, τότε ο 2 είναι αρχική ϱίζα modq.

3. Αν p περιττός πρώτος, τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι µεταξύ τους ισοδύναµες :

• Κάθε µη-τετραγωνικό υπόλοιπο modp είναι αρχική ϱίζα modp.

• Ο p είναι της µορφής p = 2` + 1, ` ≥ 1.

Απόδειξη. 1. Ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις :

Αν p ≡ 1mod4, επειδή φ(q) = q − 1 = 2p η ordq(2) | 2p. Από το ϑεώρηµα του Euler έχουµε(
2
q

)
≡ 2

q−1
2 ≡ 2pmodq

Το q ≡ 3mod5, δηλαδή
(

2
q

)
= −1. Εποµένως η ordq2 , p. Είναι και διάφορη του 1 και 2 (εδώ

21 ≡ 1modq συνεπώς q | 1, άτοπο ενώ αν 22 ≡ 1modq ϑα είχαµε q | 3 αλλά q ≥ 2 ·3+1 = 7,
πάλι άτοπο ). Εποµένως ordq2 = 2p, το 2 είναι αρχική ϱίζα modq.

Αν p ≡ 3mod4, τότε και πάλι από το ϑεώρηµα του Euler προκύπτει ότι(
−2
q

)
≡ (−2)

q−1
2 ≡ (−2)pmodq.

Επειδή q ≡ 7mod8,
(
−1
q

)
= −1 και

(
2
q

)
= 1. Συνεπώς (−2)p ≡ −1modq, δηλαδή ordq(−2) ,

p. Η τάξη δεν είναι ούτε 1 ούτε 2. (−2 ≡ 1modq συνεπώς q | 3, άτοπο, αν (−2)2 ≡ 1modq
και πάλι q | 3, άτοπο.) Συνεπώς ordq(−2) = 2p, δηλαδή το (−2) είναι αρχική ϱίζα modq.
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2. φ(q) = q − 1 = 4p ΄Αρα ordq(2) ∈ {1,24, p,2p,4p}. Αν 2 ≡ 1modq τότε q | 1, άτοπο.

Αν 22 ≡ 1modq τότε q | 3, άτοπο.

Αν 24 ≡ 1modq τότε q | 15 και άρα q = 3,4, άτοπο.

Ισχύει
(

2
q

)
≡ 2

q−1
2 ≡ 22pmodq.

Το q ≡ 5mod8 άρα
(

2
7

)
= −1. Συνεπώς ordq(2) , 2p και εποµένως ordq(2) , p. Τελικά

ordq(2) = 4p = q − 1, δηλαδή το 2 είναι αρχική ϱίζα modq.

3. Υπάρχουν ακριβώς p−1
2 µη-τετραγωνικό υπόλοιπο modp και φ(p − 1) αρχικές ϱίζες modp.

Εποµένως για να είναι κάθε µη-τετραγωνικό υπόλοιπο modp αρχική ϱίζα modp πρέπει να
ισχύει φ(p−1) =

p−1
2 . Αλλά ισχύει φ(n) = n

2 ακριβώς τότε όταν n = 2`, ` ∈ N, ` ≥ 1. (άσκηση)
Από αυτό συµπεραίνουµε ότι κάθε µη τετραγωνικό υπόλοιπο modp είναι και αρχική ϱίζα
modp, ακριβώς όταν p = 2` + 1, ` ∈ N, ` ≥ 1.

�

5.4.9 Τέστ ελέγχου πρώτων αριθµών

Θα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε διάφορα test ελέγχου πρώτων αριθµών , ακριβή και πιθα-
νοθεωρητικά.

Πρόταση 5.4.48. Αν p περιττός πρώτος, h < p, n = hp + 1 ή n = hp2 + 1 και 2h . 1modn, ενώ
2n−1 ≡ 1modn, τότε ο n είναι πρώτος.

Απόδειξη. Γράφουµε n = hpb + 1, όπου b = 1 ή 2. ΄Εστω s := ordn(2). Λόγω των προτάσεων 5.4.3
και 5.4.5, s - h, ενώ s | n − 1 = hpb. Εποµένως p | s.

Επίσης, αφού s = ordn(2), έπεται ότι s | φ(n) οπότε και p | φ(n).
Αν

n = p`11 p
`2
2 · · · p

`k
k , φ(n) = p`1−1

1 p`2−1
2 · · · p`k−1

k (p1 − 1) · · · (pk − 1).

Αφού p | s | (n − 1), συνεπάγεται ότι p - n. Αυτό σηµαίνει ότι p , pi , (i = 1,2, . . . , k). Εποµένως
p | (pi − 1) για κάποιο i ∈ {1,2, . . . , k} δηλαδή ο n έχει έναν πρώτο παράγοντα q := pi τέτοιο ώστε
q ≡ 1modp. Γράφουµε το n = qm. Επειδή, q ≡ 1modp και n ≡ 1modp, ϑα έχουµε m ≡ 1modp.

Αν m > 1 τότε n = (a1p + 1)(a2p + 1), όπου 1 ≤ a1 ≤ a2. Εποµένως hpb−1 = a1a2p + a1 + a2.
Τώρα, αν b = 1, έχουµε h = a1a2p+a1 +a2. Συνεπώς p ≤ a1a2p < h < p, άτοπο. Στην περίπτωση
αυτή ϑα πρέπει m = 1, δηλαδή ο n είναι πρώτος.

Αν πάλι b = 2, τότε hp = a1a2p + a1 + a2 από την οποία έπεται ότι p | (a1 + a2). Εποµένως
a1 + a2 ≥ p, 2a2 ≥ a1 + a2 ≥ p, συνεπώς a2 ≥

p
2 . ΄Οµως a1a2 < h < p. Συνεπώς (a1a2 ≤ h − 1 και

h − 1 ≤ p − 2) έχουµε ότι

a1a2 ≤ p − 2⇒ a1 ≤
p − 2
a2

≤
2(p − 2)

p
< 2.

Εποµένως a1 = 1 άρα 1 +a2 ≥ p και συνεπώς a2 ≥ p−1 άρα a1a2 ≥ p−1. Καταλήξαµε σε άτοπο,
άρα m = 1 και ο n είναι πρώτος αριθµός. �

Παίρνοντας αφορµή από την πρόταση 5.4.47.1 ϕυσικό είναι να αναρωτηθούµε πότε ο q =

2p+1 είναι πρώτος όταν ο p περιττός πρώτος. Με τη ϐοήθεια της πρότασης 5.4.48 ϑα αποδείξουµε
την
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Πρόταση 5.4.49. Αν ` > 1 και p = 4` + 3 τότε ο q = 2p + 1 είναι πρώτος ακριβώς τότε όταν

2p ≡ 1modq.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο q := 2p+1 είναι πρώτος. Είναι ϕανερό ότι q ≡ 2(4`+3)+1 ≡ 7mod8.
Εποµένως ο 2 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modq. Από το κριτήριο του Euler έπεται ότι

2
q−1

2 = 2p ≡
(
2
q

)
≡ 1modq.

Αντίστροφα, αν 2p ≡ 1modq και ϑέσουµε στην πρόταση 5.4.48 h = 2 και n = 2p + 1, έχουµε
h < p και 2h = 4 . 1modn. Επίσης

2n−1 = 22p ≡ 1modq

Εποµένως από την πρόταση 5.4.48, ο n = 2p + 1 είναι πρώτος. �

Παρατήρηση 5.4.50. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 5.4.49 είναι ότι αν p και q = 2p+1 περιττοί
πρώτοι και p ≡ 3mod4, τότε ο p-στος αριθµός Mersenne Mp = 2p −1, είναι σύνθετος αφού q | Mp,
αρκεί p > 3 αφού

Mp = 2p − 1 > 2p + 1 = q.

Παράδειγµα
23 | M11,47 | M23,167 | M83,263 | M131

359 | M179,383 | M191,479|M239,503 | M251

719 | M359,839 | M419,863 | M431,887 | M447

983 | M491,1319 | M659,1367 | M683,1439 | M719

1487 | M743,1823 | M911,2039 | M1019

Πρώτοι αριθµοί p για τους οποίους και ο 2p + 1 είναι πρώτος ϑα λέγονται πρώτοι αριθµοί της
Sophie Germain.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε δύο ακόµα προτάσεις σχετικές µε τους
διαιρέτες των αριθµών Mersenne.

Πρόταση 5.4.51. Αν p περιττός πρώτος, τότε κάθε διαιρέτης του αριθµού Mersenne Mp = 2p − 1,
είναι της µορφής 2`p + 1, ` ≥ 1.

Απόδειξη. Αν q πρώτος διαιρέτης του Mp ϑα έχουµε την ισοτιµία

2p ≡ 1modq.

Ο q είναι κατ΄ ανάγκη περιττός. Εποµένως (2, q) = 1. ΄Εστω s := ordq(2). Από την πρόταση 5.4.3,
έπεται ότι s | p (Το s > 1, διότι αν s = 1 ϑα είχαµε 2 ≡ 1modq, άτοπο). Εποµένως s = p. Λόγω
του µικρού ϑεωρήµατος του Fermat έχουµε

2q−1 ≡ 1modq.

Και πάλι λόγω της πρότασης 5.4.3, έχουµε s | (q − 1), δηλαδή p | (q − 1). Αυτό σηµαίνει ότι
υπάρχει t ∈ Z για το οποίο q = pt + 1. Ο t ϑα πρέπει να είναι άρτιος, διότι αν ο t ήταν περιττός, ο
qp ϑα ήταν άρτιος διαιρέτης του περιττού Mp = 2p − 1, άτοπο. Αν γράψουµε t = 2`, ` ≥ 1, έχουµε
ότι

q = 2`p + 1.

Τέλος, παρατηρούµε ότι κάθε διαιρέτης του Mp είναι επίσης της ίδιας µορφής. �
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Παρατήρηση 5.4.52. Αρκετά ασθενής συνέπεια της τελευταίας πρότασης είναι ότι κάθε διαιρέτης
n του αριθµού Mersenne Mp, όπου p περιττός πρώτος p, επαληθεύει την ισοτιµία n ≡ 1modp.

Θα αποδείξουµε κάτι περισσότερο

Πρόταση 5.4.53. Αν p περιττός πρώτος, τότε για κάθε διαιρέτη n του αριθµού Mersenne Mp ισχύει
n ≡ ±1mod8.

Απόδειξη. Είναι ϕανερό ότι αρκεί να αποδείξουµε την πρόταση για n = q, πρώτο αριθµό. Ο q
διαιρεί τον Mp, άρα από την πρόταση 5.4.51

q = 2`p + 1, ` ≥ 1 (2p ≡ 1modp)

Εποµένως από το κριτήριο του Euler(
2
q

)
≡ 2

q−1
2 ≡ 2`p ≡

(
2p

)`
≡ 1modq

από το οποίο έπεται ότι q ≡ ±1mod8, σύµφωνα µε γνωστή ιδιότητα του συµβόλου του Legendre.
�

Γνωρίζουµε ήδη ότι οι µεγαλύτεροι γνωστοί πρώτοι αριθµοί είναι οι αριθµοί του Mersenne.
Πώς όµως τους υπολογίζουµε ; Σίγουρα χρειάζεται πολύ δουλειά ο ηλεκτρονικός υπολογιστής.

Πρόταση 5.4.54 (Τέστ των Lucas-Lehmer). Θεωρούµε την αναδροµική ακολουθία

S0 = 4, Sn+1 = S2
n − 2, n ≥ 0.

Ο αριθµός Mersenne Mn = 2n − 1 είναι πρώτος ακριβώς όταν Mn | Sn−2.

Η απόδειξη της πρότασης 5.4.54 ϑα γίνει στο δεύτερο µέρος του ϐιβλίου.
Επιστρέφουµε σε γενικά κριτήρια ελέγχου πρώτων αριθµών. Πρώτα από όλα ένα ανάλογο της

πρότασης 5.4.48.

Πρόταση 5.4.55. ΄Εστω m ≥ 2, h < 2m και n := h2m + 1, ένα τετραγωνικό ανισοϋπόλοιπο modp,
όπου p περιττός πρώτος αριθµός. Ο n είναι πρώτος ακριβώς τότε όταν

p
n−1

2 ≡ −1modp

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι n είναι πρώτος. Επειδή m ≥ 2, έπεται ότι n ≡ 1mod4. Ο n είναι
µη τετραγωνικό υπόλοιπο modp, συνεπώς

(
n
p

)
= −1. Ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής δίνει(

p
n

)
=

(
n
p

)
= −1. Σύµφωνα µε το κριτήριο του Euler

p
n−1

2 ≡

(p
n

)
≡ −1modn.

Υποθέτουµε ότι ισχύει η ισοτιµία και ϑα αποδείξουµε ότι ο n είναι πρώτος αριθµός. ΄Εστω q
κάποιος πρώτος παράγοντας του n και s := ordq(p). Από την ισοτιµία

p
n−1

2 ≡ −1modp,
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έπεται ότι pn−1 ≡ 1modp, ενώ από το ϑεώρηµα του Fermat pq−1 ≡ 1modq. Εποµένως το s - n−1
2 ,

s | (n − 1) και s | (q − 1), δηλαδή s - h2m−1, s | h2m και s | (q − 1).
΄Οπως και στην πρόταση 5.4.48 έχουµε 2m | s | (q − 1). Υπάρχει ακέραιος t, q = t2m + 1 και

q ≡ 1mod2m . Αλλά και n ≡ 1mod2m . ΄Αρα n
q ≡ 1mod2m . Ο n γράφεται στη µορφή

n = (a12m + 1)(a22m + 1) όπου a1 ≥ 1, a2 ≥ 0.

΄Οµως
2ma1a2 < 2ma1a2 + a1 + a2 = h < 2m .

Για να ισχύει η τελευταία ανισότητα ϑα πρέπει a2 = 0, δηλαδή n
q = 1, δηλαδή n = q και

αποδείξαµε ότι ο n είναι πρώτος. �

Πόρισµα 5.4.56 (Το κριτήριο του Pepin). Ο n-οστος αριθµός Fermat Fn = 22n + 1 είναι πρώτος
ακριβώς τότε όταν

3
Fn−1

2 ≡ −1mod3 (5.4.10)

Απόδειξη. Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι Fn ≡ 2mod3, για κάθε n ≥ 1. Εποµένως
(
Fn
3

)
=

(
2
3

)
= −1

δηλαδή ο Fn είναι µη-τετραγωνικό υπόλοιπο mod3.
Σύµφωνα µε την πρόταση 5.4.55, ο Fn είναι πρώτος ακριβώς τότε όταν ισχύει η (5.4.10). �

Παρατήρηση 5.4.57. ΄Αµεση συνέπεια του πορίσµατος είναι ότι όταν ο Fn είναι πρώτος, τότε ο 3
είναι αρχική ϱίζα modFn.

Θα µπορούσε να ϱωτήσει κάποιος αν υπάρχει για τους αριθµούς Fermat πρόταση ανάλογη
της πρότασης 5.4.51 για τους αριθµούς Mersenne. Η απάντηση στο ερώτηµα είναι ϑετική και
ισχύει η ακόλουθη:

Πρόταση 5.4.58. Κάθε πρώτος διαιρέτης του αριθµού Fermat

Fn = 22n + 1, n > 1

είναι της µορφής 2n+2` + 1 µε ` ≥ 1.

Απόδειξη. Αν p πρώτος διαιρέτης του Fn έχουµε

22n ≡ −1modp

από την οποία έπεται
22n+1

≡ 1modp.

΄Εστω s := ordp(2). Εποµένως s | 2n+1. Θα αποδείξουµε ότι s = 2n+1. Αν υποθέσουµε ότι s = 2k

για 1 ≤ k ≤ n, επειδή 2s ≡ 1modp ϑα είχαµε και

22n ≡ 1modp.

Εποµένως ϑα είχαµε 1 ≡ −1modp, δηλαδή p = 2, άτοπο.
Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Fermat

2p−1 ≡ 1modp.

Εποµένως s | φ(s) = p−1, 2n+1 | (p−1). Αυτό σηµαίνει ότι για n ≥ 2, p ≡ 1mod8 δηλαδή
(

2
p

)
= 1.

Σύµφωνα µε το κριτήριο του Euler 2
p−1

2 ≡
(

2
p

)
≡ 1modp. Εποµένως s | p−1

2 , δηλαδή 2n+1 |
p−1

2 .

Οπότε p = `2n+2 + 1, για ` ≥ 1. �
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Η σωστή αντιστροφή του Θεωρήµατος του Fermat είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα του Lucas
(1891).

Πρόταση 5.4.59. Αν υπάρχει κάποιος ακέραιος a για τον οποίο ισχύουν

1. an−1 ≡ 1modn και

2. a
n−1
p . 1modn, για κάθε πρώτο p διαρέτη του n − 1,

τότε ο n είναι πρώτος.

Απόδειξη. Λόγω της 1. και της πρότασης 5.4.3 έχουµε ότι s := ordn(a) | (n − 1). Θα αποδείξουµε
ότι s = n − 1. Υποθέτουµε ότι s , n − 1. Εποµένως, υπάρχει ` ∈ Z, ` > 1 τέτοιος ώστε n − 1 = s · `.
Αν p είναι ένας πρώτος παράγοντας του `, τότε

a
n−1
p = a

s`
p = (as)

`
p ≡ 1modn,

άτοπο, λόγω της 2. Εποµένως s = n − 1. ΄Οµως, επειδή s ≤ φ(n) ≤ n − 1 = s, έπεται ότι
φ(n) = n − 1, και συνεπώς ο n είναι πρώτος. Πράγµατι, αν ο n δεν είναι πρώτος και d κάποιος
γνήσιος διαιρέτης αυτού (1 < d < n), τότε το φ(n) ϑα ήταν κατ΄ ανάγκη φ(n) ≤ n − 2, άτοπο. �

Αν τώρα p περιττός πρώτος και a ακέραιος πρώτος προς τον p τότε ισχύει(
a

p

)
≡ a

p−1
2 modp

Εποµένως, αν n ∈ N, n > 1 και b ∈ Z µε (b, n) = 1, τέτοιος ώστε(b
n

)
. b

p−1
2 modp

συµπεραίνουµε µε ϐεβαιότητα ότι ο n είναι σύνθετος.
Φυσικό και επιθυµητό είναι να ίσχυε και το αντίστροφο του κριτηρίου του Euler. Σε αυτή την

περίπτωση ϑα είχαµε ένα ακριβές κριτήριο ελέγχου πρώτων αριθµών. ∆υστυχώς όµως δεν είναι
αληθινό. Για b = 10 και n = 91 έχουµε(10

91

)
= −1 ≡ 10

91−1
2 mod91

Ορισµός 5.4.60. Αν n περιττός σύνθετος ϕυσικός αριθµός και b ϑετικός ακέραιος µε (b, n) = 1
για τον οποίο ισχύει (b

n

)
≡ b

n−1
2 modn

τότε ο n ϑα λέγεται Euler ψευδο-πρώτος ως προς τη ϐάση b.

Παράδειγµα. n = 1105, b = 2,
b
n−1

2 ≡ 2552 ≡ 1105

και
(

2
1105

)
= 1, αφού 1105 ≡ 1mod8.

Παράδειγµα. ΄Εστω n = 341 και b = 2 υπολογίζουµε το 2170 ≡ 1mod341. Το 341 ≡ −3mod8,
συνεπώς

(
2

341

)
= −1. Εποµένως το 341 .

(
2

341

)
mod341. ΄Αρα ο 341 είναι σύνθετος.
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Πρόταση 5.4.61. Αν ο n είναι Euler ψευδοπρώτος ως προς τη ϐάση b, τότε ο n είναι και ψευδο-
πρώτος ως προς τη ϐάση b.

Απόδειξη. Εξ υποθέσεως ισχύει η ισοτιµία

b
n−1

2 ≡

(b
n

)
modn

εποµένως το

bn−1 ≡

(b
n

)
≡ 1modn

�

Οι παρακάτω προτάσεις αποδεικνύονται στο [20, 454-460].

Παρατήρηση 5.4.62. Το αντίστροφο δεν ισχύει. Ο 341 είναι ψευδοπρώτος ως προς τη ϐάση 2,
ενώ δεν είναι Euler ψευδοπρώτος ως προς αυτή τη ϐάση.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι κάθε ισχυρός ψευδο-πρώτος είναι Euler ψευδο-πρώτος.

Πρόταση 5.4.63. Αν ο ϕυσικός αριθµός n είναι ισχυρός ψευδο-πρώτος ως προς τη ϐάση b τότε
είναι και Euler ψευδο-πρώτος ως προς αυτή τη ϐάση.

Και πάλι δεν ισχύει το αντίστροφο. ∆εν είναι όλοι οι Euler ψευδοπρώτοι ως προς κάποια ϐάση
και ισχυροί ψευδοπρώτοι. ΄Οµως ισχύει :

Πρόταση 5.4.64. Αν n ≡ 3mod4 και ο n είναι Euler ψευδοπρώτος ως προς κάποια ϐάση b τότε ο
n είναι ισχυρός ψευδοπρώτος ως προς τη ϐάση αυτή.

Πρόταση 5.4.65. Αν n είναι Euler ψευδοπρώτος ως προς τη ϐάση b και
(
b
n

)
= −1, τότε το n είναι

ισχυρός ψευδοπρώτος ως προς αυτή τη ϐάση.

Πρόταση 5.4.66. Αν n περιττός, σύνθετος ϕυσικός αριθµός, τότε το πλήθος των ακέραιων b,
1 ≤ b < n µε (b, n) = 1 για τους οποίους ο n είναι Euler ψευδοπρώτος ως προς ϐάση b, είναι ≤ φ

2 .

Πιθανοθεωρητικό κριτήριο ελέγχου πρώτων αριθµών.
∆ίνεται ένας ϑετικός ακέραιος n. Επιλέγουµε τυχαίο t-ακέραιους b1, b2, . . . , bt από το σύνολο

{1,2, . . . , n − 1} για τους οποίους ισχύει (bj, n) = 1 για j = 1, . . . , t. Ελέγχουµε την ισχύ των
ισοτιµιών

b
n−1

2
j ≡

(
bj
n

)
modn

Αν κάποια ισοτιµία δεν ισχύει, τότε ο n είναι (σίγουρα) σύνθετος.
(Αν ο n είναι πρώτος τότε ισχύουν όλες οι ισοτιµίες).
Αν όµως ο n είναι σύνθετος, τότε η πιθανότητα να ισχύουν όλες οι ισοτιµίες είναι µικρότερη

του 1
2t . ∆ηλαδή αν ο n περάσει το τέστ, τότε είναι πολύ πιθανό να είναι πρώτος.
Βέβαια το ερώτηµα παρέµεινε. Είναι δυνατή η εύρεση ενός ντετερµινιστικού αλγορίθµου

ελέγχου πρώτων αριθµών ο οποίος να αποφασίζει σε σχετικά σύντοµο (πολυωνυµικό) χρόνο ;
Το πρόβληµα εθεωρείτο ως ένα από τα πλέον δύσκολα. ΄Ετσι ήταν µια ευχάριστη έκπληξη όταν

κυκλοφόρησε στο διαδίκτυο (δηµοσιεύθηκε στην ιστοσελίδα τους) στις 6 Αυγούστου του 2002 η
εργασία των Maninda Agrawal, Neeraj Kayal και Nitin Saxena «Primes is in P».
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∆ύο µέρες νωρίτερα είχε σταλεί από τους συγγραφείς της σε 15 διάσηµους µαθηµατικούς
ειδικούς της περιοχής. ΄Ετσι, πολύ σύντοµα αποκαταστάθηκε η αξιοπιστία του αποτελέσµατος
και διαλύθηκε η οποιαδήποτε υποψία ύπαρξης λάθους.

Το αποτέλεσµα δεν στηρίχθηκε σε προηγούµενες εργασίες και ο αλγόριθµος τρέχει σε πολυω-
νυµικό χρόνο.

Η κεντρική ιδέα της απόδειξης είναι ο ακόλουθος χαρακτηρισµός των πρώτων αριθµών:
Ο ϕυσικός αριθµός n είναι πρώτος ακριβώς τότε όταν

(1 − x)n ≡ (1 − xn)modn

και σε κάποιο σηµαντικό ϑεώρηµα της ϑεωρίας κοσκίνων ( Sieve theory). Η εργασία δηµοσιεύ-
ϑηκε στο περιοδικό Annals of Mathematics [21]

Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται επίσης στο διαφωτιστικό άρθρο του Folkmar
Bornemann ‘‘Ein Durchbruch für Jedermann’’, DMV-Mitteilungen, 4/2002, ή στην αγγλική
του µετάφραση PRIMES is in P ‘‘Breakthrough for Everyman’’ [15] καθώς και στα ϐιβλία

• Paulo Ribenboim ‘‘Die Welt der Primzahlen, Geheimnisse und Rekorde’’ [25] σελ. 120-122

• Richard Crandall, Carl Pomerance ‘‘Prime Numbers, a computational Perspective’’ [27]
σελ. 200-207

• Martin Dietzfelbinger ‘‘Primality Testing in Polynomial Time from Randomized Algorithms
to Primes in P ’’ [24]

Το τρίτο µάλιστα ϐιβλίο είναι όλο αφιερωµένο στον AKS-αλγόριθµο όπως συνηθίζεται σήµερα να
λέγεται.

Τέλος αξίζει να σηµειωθεί ότι µέχρι σήµερα, ο αλγόριθµός δεν είναι τόσο πρακτικός και
γρήγορος όπως άλλοι κυρίως πιθανοθεωρητικοί αλγόριθµοι.
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Μέχρι τώρα ασχοληθήκαµε κυρίως µε την αριθµητική των ϱητών αριθµών. Στο δεύτερο µέρος του
ϐιβλίου ϑα ασχοληθούµε µε άρρητους αριθµούς. ΄Ενας µιγαδικός αριθµός α ϑα λέγεται άρρητος
αν δεν είναι ϱητός.

Οι αρχαίοι ΄Ελληνες πρώτοι διαπίστωσαν την ύπαρξη άρρητων ποσοτήτων. Αν έχουµε ένα
ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο µε µήκος πλευράς 1, τότε η υποτείνουσά του έχει µήκος

√
2

και ισχύει η

Πρόταση 5.4.67. Ο
√

2 είναι άρρητος αριθµός.

Η αλήθεια της πρότασης διαπιστώθηκε από τον Πυθαγόρα και περιέχεται στον Ευκλείδη
(ϐιβλίο x, πρόταση 117). Η απόδειξη δίνεται µε απαγωγή σε άτοπο. Αν υποθέσουµε ότι ο

√
2

είναι ϱητός, έστω
√

2 = a/b, a, b ∈ N µε (a, b) = 1 ϑα αποδείξουµε ότι ο b είναι συγχρόνως και
άρτιος και περιττός. Από τη σχέση

√
2 = a/b έπεται ότι 2b2 = a2 και εποµένως ο a είναι άρτιος,

a = 2c, c ∈ N. Επειδή (a, b) = 1, έπεται ότι ο b είναι περιττός. ΄Οµως, (2c2) = 2b2, δηλαδή
4c2 = 2b2 άρα b2 = 2c2 και συνεπώς και ο b είναι άρτιος, άτοπο.

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι αν m, n ϕυσικοί αριθµοί m > 1 και n > 1 τότε το n
√
m είναι ϱητός

αν και µόνο αν ο m είναι n-στη δύναµη ακέραιου.
Πράγµατι, αν m = an, τότε ο n

√
m είναι ϱητός. Αν πάλι n

√
m είναι ϱητός, έστω n

√
m = a/b,

όπου a, b ∈ Z. (a, b) = 1. Αν b > 1, τότε υπάρχει πρώτος p, p | b, οπότε η σχέση bnm = an µας
δίνει p | a, δηλαδή (a, b) > p, άτοπο.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιοm η
√
m είναι αριθµός άρρητος,

ακριβώς τότε όταν ο m δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου.
΄Οπως είναι γνωστό, η ανακάλυψη της ύπαρξης αρρήτων ποσοτήτων στην αρχαία Ελλάδα,

αποτέλεσε ένα αρκετά ισχυρό σοκ για τους µαθηµατικούς της εποχής. Στο δεύτερο µέρος του πα-
ϱόντος ϑα ασχοληθούµε µε την αριθµητική αρρήτων ποσοτήτων δευτέρου ϐαθµού. Πρόκειται για
(αλγεβρικούς) αριθµούς, ϱίζες δευτεροβάθµιων εξισώσεων µε ϱητούς συντελεστές και διακρίνουσα
∆, όχι τέλειο τετράγωνο ϱητού. Στο πρώτο Κεφάλαιο ασχολούµαστε µε τους αριθµούς Fibonacci
και Lucas, µελετούµε ϐασικές αριθµοθεωρητικές ιδιότητες αυτών καθώς και τη χρήση τους στον
έλεγχο πιστοποίησης πρώτων αριθµών.

Στο κεφάλαιο 7 µελετούµε τα πεπερασµένα και άπειρα συνεχή κλάσµατα και την έκφραση
ϱητών και αρρήτων ποσοτήτων σε σχέση µε αυτά. Ιδιαίτερη αναφορά γίνεται στα περιοδικά συνεχή

i
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κλάσµατα και στο ϑεώρηµα των Euler-Lagrange, ενώ υπολογίζονται και τα συνεχή κλάσµατα
υπερβατικών ποσοτήτων όπως των e και π.

Το κεφάλαιο 8 είναι αφιερωµένο στην επίλυση της εξίσωσης του Pell η οποία έχει πολλές
εφαρµογές στη Θεωρία Αριθµών αλλά είναι και ϐασικό εργαλείο των κεφαλαίων που ακολουθούν.

Στο κεφάλαιο 9 µελετάται η ϑεωρία των τετραγωνικών µορφών, η παράσταση ακέραιων α-
ϱιθµών µέσω (διωνυµικών) τετραγωνικών µορφών, τα αθροίσµατα δύο τετραγώνων και γίνεται
ταξινόµηση όλων των τετραγωνικών µορφών διακρίνουσας.

Στο κεφάλαιο 10 δίνονται ορισµοί και ιδιότητες των τετραγωνικών σωµάτων αριθµών, και
στοιχεία τα οποία ϕιλοδοξούν να δώσουν µια πρώτη εισαγωγή στην αλγεβρική ϑεωρία των αριθ-
µών. ∆ηλαδή αναπτύσσονται έννοιες όπως ακέραιοι αλγεβρικοί, ϐάση ακεραιότητας, διακρίνουσα
τετραγωνικού σώµατος αριθµών. Μονάδες της περιοχής των ακέραιων αλγεβρικών αριθµών τετρα-
γωνικού σώµατος αριθµών.



6
Αριθµοί Fibonacci

6.1 Αριθµοί Fibonacci

6.1.1 Ορισµός και ϐασικές ιδιότητες

Ο πρώτος µεγάλος µαθηµατικός του δυτικού κόσµου είναι ο Leonardo Pisano (1170-1250), από
την Πίζα, ο οποίος είναι γνωστότερος µε το παρατσούκλι Fibonacci, το οποίο αποτελεί σύνθεση
των λέξεων filius και Bonacci, (γιος της οικογένειας των Bonacci). Είχε επισκεφθεί διάφορες
χώρες όπως την Αίγυπτο, Συρία, Βυζάντιο, Σικελία και είχε έρθει σε επαφή µε τα µαθηµατικά της
Ανατολής. ΄Ηταν ο πρώτος που εισήγαγε στη δύση την ινδική αρίθµηση. Στα 1202 δηµοσίευσε το
ϐιβλίο Liber Abaci, (Βιβλίο των Υπολογισµών). ΄Ενα πρόβληµα του ϐιβλίου του ασχολείται µε τον
πολλαπλασιασµό των κουνελιών.

‘‘Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur.’’
Πόσα Ϲευγάρια κουνέλια προκύπτουν στο τέλος ενός έτους από ένα Ϲευγάρι, αν κάθε Ϲευγάρι

γεννάει κάθε µήνα ένα καινούργιο Ϲευγάρι αρχίζοντας όµως από τον δεύτερο µήνα της Ϲωής του ;
Ουσιαστικά πρόκειται για την (αναδροµική) ακολουθία των επονοµαζόµενων αριθµών Fibonacci

F0 = 0, F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1, για κάθε n ≥ 1.

Πρόκειται για µια αρκετά ενδιαφέρουσα ακολουθία µε πολλές εφαρµογές η οποία ϐρίσκεται
µέχρι σήµερα στο κέντρο της ερευνητικής δραστηριότητας. Μάλιστα έχει ιδρυθεί η Fibonacci As-
sociation η οποία εκδίδει και περιοδικό µε τίτλο The Fibonacci Quarterly. Περισσότερα στοιχεία
για τους αριθµούς αυτούς µπορούµε να ϐρούµε στα [6],[11],[3].

Πρόταση 6.1.1. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 1 ισχύουν :

1. F1 + F2 + ... + Fn = Fn+2 − 1

2. F1 + F3 + ... + F2n−1 = F2n

3. F2 + F4 + ... + F2n = F2n+1 − 1

4. F2
1 + F2

2 + ... + F2
n = FnFn+1

5. Fn+m = Fn−1Fm + FnFm+1

6. F2
n+1 = FnFn+2 + (−1)n (Τύπος του Cassini).
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http://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci
http://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_numbers
http://www.fq.math.ca/
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Σχήµα 6.1.1: Fibonacci, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain), λόγω παρέλευσης
70 ετών από τον ϑάνατο του δηµιουργού.

Απόδειξη. 1. Γράφουµε F1 = F3 − F2, F2 = F4 − F3, ..., Fn = Fn+2 − Fn+1 και προσθέτουµε κατά
µέλη: F1 + F2 + ... + Fn = Fn+2 − F2 = Fn+2 − 1.

2. Γράφουµε F3 = F4 − F2, F5 = F6 − F4, . . . , F2n−1 = F2n − F2n−2 και προσθέτουµε κατά µέλη.
Υπενθυµίζουµε ότι F1 = F2 = 1.

3. Αφαιρούµε την 2. από την 1.( για δείκτη 2n) κατά µέλη.

4. Ισχύει
FkFk+1 − Fk−1Fk = Fk(Fk+1 − Fk−1) = F2

k .

Εφαρµόζουµε την ταυτότητα αυτή διαδοχικά για k = 1,2, . . . , n και έχουµε: F2
1 = F1F2,

F2
2 = F2F3 − F1F2, . . . F2

n = FnFn+1 − Fn−1Fn. Τις προσθέτουµε κατά µέλη και έχουµε το
Ϲητούµενο.

5. Θα την αποδείξουµε επαγωγικά ως προς m. Για m = 0, προφανώς ισχύει. Υποθέτουµε ότι
ισχύει για όλα τα m, m ≤ k + 1. Εποµένως ισχύουν Fn+k = Fn−1Fk + FnFk+1 και Fn+k+1 =

Fn−1Fk+1+FnFk+2. Προσθέτουµε κατά µέλη και έχουµε Fn+k+2 = Fn−1Fk+2+FnFk+3, δηλαδή
ισχύει και για k + 2 και εποµένως για κάθε ϕυσικό αριθµό m.

6. Θα την αποδείξουµε επαγωγικά ως προς n. Για n = 0, προφανώς ισχύει. Υποθέτουµε
ότι ισχύει για κάποιο ϕυσικό k, F2

k+1 = FkFk+2 + (−1)k. Εποµένως F2
k+1 + Fk+1Fk+2 =

FkFk+2 + Fk+1Fk+2 + (−1)k Από τη σχέση αυτή προκύπτει Fk+1Fk+3 = F2
k+2 + (−1)k , και

συνεπώς F2
k+2 = Fk+1Fk+3 + (−1)k+1. ΄Αρα ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό n.

�
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Σχήµα 6.1.2: Jacques Binet, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain). Πηγή: Wi-
kimedia Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jacques_Binet.
jpg

Αυτονόητο ϑεωρείται το ερώτηµα αν υπάρχει «κλειστός» τύπος για τον n-στό όρο της ακολου-
ϑίας Fn. Η απάντηση στο ερώτηµα είναι ϑετική, δόθηκε όµως πολύ αργότερα, στα 1843, από τον
Γάλλο µαθηµατικό Binet µέσω του οµώνυµου τύπου Binet.

Πράγµατι η εξίσωση
x2 − x − 1 = 0

έχει ϱίζες a = 1+
√

5
2 και b = 1−

√
5

2 . Εποµένως ισχύουν

a2 = a + 1 και b2 = b + 1

Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 1,έχουµε

an+1 = an + an−1, και bn+1 = bn + bn−1.

Αφαιρούµε τις δύο αυτές ισότητες κατά µέλη και διαιρούµε συγχρόνως µε (a − b):

an+1 − bn+1

a − b
=
an − bn

a − b
+
an−1 − bn−1

a − b
.

Αν λοιπόν ορίσουµε για κάθε n ∈ N, An := an−bn

a−b , τότε για κάθε n ≥ 1 ισχύει :

An+1 = An + An−1 και επιπλέον A0 = 0, A1 = 1.

΄Αρα η ακολουθία An ταυτίζεται µε αυτήν του Fibonacci, An = Fn για κάθε n ∈ N. Συνεπώς
έχουµε τον παρακάτω τύπο που είναι γνωστός ως τύπος Binet:

Fn =
an − bn

a − b
=

1
√

5


1 +

√
5

2

n − 1 −
√

5
2

n ,
Σηµείωση: Η απόδειξη που δώσαµε είναι εύκολη αλλά προϋποθέτει τη γνώση του τύπου. Για

µιά κάπως διαφορετική απόδειξη δείτε [6], [4, σελ. 62, Satz 34].
Επίσης, οι τύποι του Binet,µπορούν να υπολογιστούν και µε χρήση Γραµµικής ΄Αλγεβρας

(εφαρµογές της διαγωνιοποίησης), όπως και µε τη ϑεωρία των γεννητριών συναρτήσεων.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jacques_Binet.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jacques_Binet.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/Jacques_Philippe_Marie_Binet
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Εφαρµογές 6.1.1

Ο άρρητος αριθµός φ = 1+
√

5
2 ο οποίος ονοµάζεται χρυσή αναλογία ικανοποιεί τη σχέση

1 +
1
φ

= φ.

Η εµφανίζεται στις αναλογίες του ανθρώπινου σώµατος, στην αρχιτεκτονική, στην Ϲωγρα-
ϕική, στον ϕυτικό κόσµο κτλ.

Σχήµα 6.1.3: ΄Ανθος χαµοµηλιού (Anthemis tinctoria), στο οποίο έχουνε σχεδιαστεί 21
µπλε και 13 γαλάζια σπιράλ. Οι διατάξεις αυτές εµπλέκουν διαδοχικούς αριθµούς Fibonacci
και εµφανίζονται πολύ συχνά στη ϕύση. Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public do-
main). Πηγή: Wikimedia Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
FibonacciChamomile.PNG

.

Μία γεωµετρική οφθαλµαπάτη ή (αλλιώς) ένα γεωµετρικό παράδοξο

Σχήµα 6.1.4: Σχήµα τετραγώνων

http://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fibInArt.html#parthenon
http://en.wikipedia.org/wiki/Vitruvian_Man
http://en.wikipedia.org/wiki/Vitruvian_Man
http://jwilson.coe.uga.edu/emat6680/parveen/fib_nature.htm
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:FibonacciChamomile.PNG
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:FibonacciChamomile.PNG
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Σχήµα 6.1.5: Lucas, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα (public domain). Πηγή: Wikimedia
Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Elucas_1.png

Το παράδειγµα αυτό το έχουµε πάρει από το [10, σελ. 135]. Μπορούµε να ϕτιάξουµε ένα
τετράγωνο µήκους πλευράς 8 και να το χωρίσουµε σε 64 τετραγωνάκια. Το κόβουµε και το
ϱάβουµε πάλι και «ϐλέπουµε» ότι σχηµατίστηκε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο διαστάσεων 13 επί
5, το οποίο όµως έχει εµβαδόν 65 και όχι 64 όπως το αρχικό τετράγωνο, κάτι το οποίο είναι
παράδοξο. Πού ϐρίσκεται το λάθος ;
Η απάντηση είναι ότι κάτι που στο σχήµα ϕαίνεται ευθεία γραµµή είναι οφθαλµαπάτη !. Μέσα
στο ορθογώνιο σχηµατίζεται ουσιαστικά ένα πολύ µικρό, µακρόστενο παραλληλόγραµµο µε µία
γωνία θ = 1o31′40′′, εµβαδού περίπου ένα.

Το τέχνασµα δούλεψε επειδή το τετράγωνο ενός ακέραιου υπολείπεται του γινοµένου δύο
ακέραιων κατά ένα. Τέτοιους ακέραιους ϐρίσκουµε στην ακολουθία του Fibonacci. Από τον τύπο
του Cassini, έχουµε

FnFn+2 − F
2
n+1 = (−1)n+1.

Εποµένως για n = 2k − 1 ισχύει :

F2k−1F2k+1 − F
2
2k = 1.

Στο παράδοξο χρησιµοποιήθηκε ο τύπος για k = 3. Θα µπορούσαµε να «αποδείξουµε» κάτι
αντίστοιχο για κάθε k. Για παράδειγµα, για k = 4, έχουµε τετράγωνο πλευράς 21 και το ορθογώνιο
διαστάσεων 34 και 13.

Η επόµενη πρόταση συνδέει τους αριθµούς Fibonacci µε τους διωνυµικούς συντελεστές και
αποδείχθηκε στα 1876 από τον Γάλλο µαθηµατικό Lucas.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Elucas_1.png
http://en.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Lucas
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Σχήµα 6.1.6: Αριθµοί Fibonacci και το τρίγωνο του Pascal, Το παρόν έργο αποτελεί κοινό κτήµα
(public domain). Πηγή: Wikimedia Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:PascalTriangleFibanacci.svg

Πρόταση 6.1.2. Για κάθε m ≥ 0 ισχύει

Fm+1 =

m∑
i=0

(m − i
i

)
,

όπου
(
u
v

)
= 0, όταν u < v.

Απόδειξη. Ας ονοµάσουµε

Am+1 :=
m∑
i=0

(m − i
i

)
.

Για m = 0 έχουµε A1 = 1 και για m = 1 επίσης A2 =
(

1
0

)
+

(
0
1

)
= 1 + 0 = 1. Τώρα για κάθε m ≥ 0

ισχύει

Am+3 =

m+2∑
i=0

(m + 2 − i
i

)
=

m+2∑
i=0

((m + 1 − i
i

)
+

(m + 1 − i
i − 1

))
=

=

m+1∑
i=0

(m + 1 − i
i

)
+

m∑
j=0

(
m − j

j

)
= Am+2 + Am+1.

Συνεπώς για κάθε m ≥ 0 έχουµε Fm+1 = Am+1. �

Είναι σε όλους γνωστό ότι οι διωνυµικοί συντελεστές µπορούν να παρασταθούν από το τρίγωνο
του Pascal. Μία γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος του Lucas είναι ότι το άθροισµα των όρων
του τριγώνου Pascal κατά τη ϐορειοανατολική κατεύθυνση, µας δίνει την ακολουθία των αριθµών
Fibonacci.

6.1.2 Αριθµοθεωρητικές ιδιότητες

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε µερικές αριθµοθεωρητικές ιδιότητες των αριθµών Fibonacci.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PascalTriangleFibanacci.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PascalTriangleFibanacci.svg
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Πρόταση 6.1.3. Για κάθε m, n ∈ N ισχύουν :

1. Αν m |n , τότε Fm |Fn.

2. Μ.Κ.∆.(Fn, Fn+1) = 1.

3. Μ.Κ.∆.(Fn, Fm) = FΜ.Κ.∆.(m,n).

Απόδειξη. 1. Επειδή m |n, έπεται ότι n = mm1 για κάποιο m1 ∈ N. Εφαρµόζουµε µαθηµατική
επαγωγή ως προς m1. Για m1 = 0, έχουµε n = 0, δηλαδή F0 = 0 ο οποίος διαιρείται από
κάθε Fm . (Αν m1 = 1 τότε m = n οπότε και Fm = Fn |Fn.)

Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για τον m1, δηλαδή ότι Fm |Fmm1 . Θα αποδείξουµε ότι
ισχύει και για m1 + 1. Πράγµατι

Fm(m1+1) = Fmm1+m = Fmm1−1Fm + Fmm1Fm+1.

Συνεπώς Fm |Fm(m1+1).

2. Υποθέτουµε ότι (Fn, Fn+1) = d > 1. Εποµένως d|Fn−1 = Fn+1 − Fn. ΄Οµοια συµπεραίνουµε
ότι d|Fn−2 και, συνεχίζοντας επαγωγικά, τελικά καταλήγουµε ότι ϑα πρέπει d|F1 = 1, άτοπο.
΄Αρα d = 1.

3. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι m > n. Εφαρµόζουµε
διαδοχικά τον ευκλείδειο αλγόριθµο:

m = nq0 + r1, όπου 0 ≤ r1 < n,

n = r1q1 + r2, όπου 0 ≤ r2 < r1,

r1 = r2q2 + r3, όπου 0 ≤ r3 < r2,

. . .

rt−2 = rt−1qt−1 + rt , όπου 0 ≤ rt < rt−1

rt−1 = rtqt και rt = (m, n).

Εποµένως για τους αντίστοιχους αριθµούς Fibonacci έχουµε,

(Fm , Fn) = (Fnq0+r1 , Fn) = (Fnq0−1Fr1 + Fnq0Fr1+1, Fn) =

= (Fnq0−1Fr1 , Fn) = (Fr1 , Fn),

διότι, λόγω της 2.,
(Fn, Fnq0−1)|(Fnq0 , Fnq0−1) = 1.

Εντελώς όµοια αποδεικνύεται ότι

(Fr1 , Fn) = (Fr2 , Fn),

(Fr2 , Fr1) = (Fr3 , Fr2),

. . .

(Frt−1 , Frt−2) = (Frt , Frt−1).
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Λόγω της ιδιότητας 1., επειδή Frt |Frt−1 , έπεται ότι (Frt , Frt−1) = Frt .

Συνεπώς
(Fm , Fn) = (Frt , Frt−1) = Frt = F(m,n).

�

Παρατηρήσεις

1. Από την Πρόταση 6.1.3 προκύπτει αµέσως ότι για m, n ∈ N και m ≥ 3 ισχύει

m |n ⇐⇒ Fm |Fn.

Απόδειξη. Η µία κατεύθυνση έχει ήδη αποδειχθεί στην Πρόταση 6.1.3. Θα αποδείξουµε
και την αντίστροφη. Υποθέτουµε ότι Fm |Fn. Εποµένως (Fm , Fn) = Fm . Η 3). της Πρότασης
6.1.3 µας δίνει ότι (Fm , Fn) = F(m,n). Συνεπώς F(m,n) = Fm . Επειδή η ακολουθία των αριθµών
Fibonacci είναι, για m ≥ 3, γνήσια αύξουσα, έπεται ότι m = (m, n), δηλαδή m |n. �

Εποµένως
2|Fn ⇐⇒ 3|n,

3|Fn ⇐⇒ 4|n,

5|Fn ⇐⇒ 5|n,

8|Fn ⇐⇒ 6|n,

κ.λ.π.

2. Συχνά επεκτείνουµε την ακολουθία των αριθµών Fibonacci και για αρνητικούς δείκτες
κάτι που, όπως ϑα δούµε, ϑα µας είναι ιδιαίτερα χρήσιµο στα επόµενα. Εδώ µόνο να
παρατηρήσουµε ότι ισχύει F−n = (−1)n−1Fn και ότι η αλήθεια της πρότασης 6.1.3 ισχύει
για οποιουσδήποτε ακέραιους m και n .

Πρόταση 6.1.4. Αν Fn+1 και Fn+2 (για n > 1) δύο διαδοχικοί όροι της ακολουθίας Fibonacci, τότε
ο ευκλείδειος αλγόριθµος χρειάζεται ακριβώς n ϐήµατα για να πιστοποιήσει ότι (Fn+1, Fn+2) = 1.

Απόδειξη. Απλά αρκεί να παρατηρήσουµε ότι,

Fn+2 = Fn+1 · 1 + Fn και 0 < Fn < Fn+1,

Fn+1 = Fn · 1 + Fn−1 και 0 < Fn−1 < Fn,

. . .

F4 = F3 · 1 + F2 και 0 < F2 < F3,

F3 = F2 · 2 + 0

�

Στη συνέχεια ϑα εκτιµήσουµε το µέγεθος (πλήθος ψηφίων) του αριθµού Fn στο δεκαδικό
σύστηµα αρίθµησης. Συγκεκριµένα ϑα αποδείξουµε την

Πρόταση 6.1.5. Για κάθε ϕυσικό αριθµό m ≥ 1 υπάρχουν τουλάχιστον 4 και το πολύ 5 αριθµοί
Fibonacci µε πλήθος δεκαδικών ψηφίων ίσο µε m.
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Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει επαγωγικά ως προς m. Για m = 1 οι µοναδικοί µονοψήφιοι
αριθµοί Fibonacci είναι οι 1,2,3,5 και 8. Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για κάποιο m. Αν Fn
ο µικρότερος αριθµός Fibonacci µε πλήθος δεκαδικών ψηφίων µεγαλύτερο του m, τότε :

Fn = Fn−1 + Fn−2 < 1 · 10m + 1 · 10m = 2 · 10m ,

Fn+1 = Fn + Fn−1 < 2 · 10m + 1 · 10m = 3 · 10m ,

Fn+2 = Fn+1 + Fn < 3 · 10m + 2 · 10m = 5 · 10m και

Fn+3 = Fn+2 + Fn+1 < 5 · 10m + 3 · 10m = 8 · 10m .

΄Αρα, οι Fn, Fn+1, Fn+2, και Fn+3 έχουν όλοι τους (m + 1)- δεκαδικά ψηφία.
Από την άλλη µεριά, λόγω της ανισότητας 10m ≤ Fn = Fn−1 + Fn−2 < 2Fn−1, προκύπτει ότι
Fn−1 >

1
2 · 10m . Εποµένως

Fn+1 = Fn + Fn−1 > 10m +
1
2
· 10m =

3
2
· 10m ,

Fn+2 = Fn+1 + Fn >
3
2
· 10m + 10m =

5
2
· 10m ,

Fn+3 = Fn+2 + Fn+1 >
5
2
· 10m +

3
2

10m =
8
2
· 10m ,

Fn+4 = Fn+3 + Fn+2 >
8
2
· 10m +

5
2

10m =
13
2
· 10m , και

Fn+5 = Fn+4 + Fn+3 >
13
2
· 10m +

8
2

10m =
21
2
· 10m .

Η τελευταία ανισότητα µας δίνει Fn+5 > 10m+1. Συνεπώς ο Fn+5 έχει τουλάχιστον (m+2) δεκαδικά
ψηφία, δηλαδή υπάρχουν το πολύ πέντε αριθµοί Fibonacci µε πλήθος δεκαδικών ψηφίων (m +

1). �

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 6.1.5 είναι το ακόλουθο

Πόρισµα 6.1.6. Αν ο n-στός αριθµός Fibonacci έχει πλήθος δεκαδικών ψηφίωνm, τότε n ≤ 5m+1.

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς m. Για m = 1 έχουµε F6 = 8 και F7 = 13, δηλαδή ισχύει.
Υποθέτουµε ότι ισχύει για όλους τους ϕυσικούς τους µικρότερους ή ίσους του m. Αν τώρα ο Fn
έχει (m+1)-ψηφία ο Fn−5, σύµφωνα µε την Πρόταση 6.1.5, ϑα έχει το πολύ m-ψηφία οπότε, λόγω
της υπόθεσης της µαθηµατικής επαγωγής, έχουµε n − 5 ≤ 5m + 1, δηλαδή n ≤ 5(m + 1) + 1. �

Οι αριθµοί Fibonacci είναι χρήσιµοι και στην εκτίµηση των ϐηµάτων του ευκλείδειου αλγό-
ϱιθµου για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη δύο ακέραιων. Το επόµενο ϑεώρηµα
αποδείχθηκε από τον Lame, µαθηµατικό του 19ου αιώνα, γνωστού κυρίως από την απόδειξη (στα
1840) της «Εικασίας Fermat» για εκθέτη 7.

Θεώρηµα 6.1.7. Αν a, b ∈ N, a > 0, b > 0 και π(a, b) το πλήθος των διαιρέσεων του ευκλείδειου
αλγορίθµου για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη των a, b , τότε ισχύει π(a, b) ≤ 5ψ(b),
όπου ψ(b) το πλήθος των δεκαδικών ψηφίων του b.
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Απόδειξη. Επειδή η ακολουθία αριθµών Fibonacci τείνει στο άπειρο, έπεται ότι υπάρχει κάποιος
ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε Fn ≤ b < Fn+1. Θα αποδείξουµε, µε µαθηµατική επαγωγή ως
προς b, ότι π(a, b) ≤ n − 1. Αν b = 1, τότε F2 = 1 ≤ b < F3 = 2 ισχύει. Αν τώρα b > 1 και
a = bq + r, µε 0 ≤ r < b τότε π(a, b) = π(b, r) + 1. Στη συνέχεια ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις :
Αν r < Fn τότε, λόγω της υπόθεσης της µαθηµατικής επαγωγής, ισχύει π(b, r) ≤ n − 2, οπότε και
π(a, b) ≤ n−1. Αν πάλι Fn ≤ r < b < Fn+1 τότε, από τη σχέση b = rq1 +s, µε 0 ≤ s < r προκύπτει
ότι s < Fn+1. Πράγµατι, αν ίσχυε s ≥ Fn+1, ϑα είχαµε

Fn+1 > b = q1r + s ≥ r + s ≥ Fn + Fn−1 = Fn+1,

άτοπο. Εποµένως, λόγω της υπόθεσης της µαθηµατικής επαγωγής, έχουµε π(r, s) ≤ n − 3 από
την οποία έπεται ότι

π(a, b) = π(r, s) + 2 ≤ (n − 3) + 2 = n − 1.

Συνεπώς αποδείξαµε ότι αν Fn ≤ b < Fn+1 και ο Fn έχει m δεκαδικά ψηφία τότε, λόγω του
πορίσµατος,

π(a, b) ≤ n − 1 ≤ 5m ≤ 5ψ(b).

�

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε την περιοδικότητα της ακολουθίας των αριθµών Fibonacci ως
προς µέτρο κάποιο ϕυσικό αριθµό m, m , 0.

Πρόταση 6.1.8. Η ακολουθία των αριθµών Fibonacci είναι περιοδική (modm), για κάθε µη-
µηδενικό ϕυσικό αριθµό m. Επίσης υπάρχει τουλάχιστον ένας από τους F1, F2, ..., Fm2 ο οποίος να
είναι διαιρετός µε m.

Απόδειξη. Με k, ϑα συµβολίζουµε τον ελάχιστο ϕυσικό αντιπρόσωπο της κλάσης k(modm) δηλαδή
τον ελάχιστο ϕυσικό για τον οποίο k ≡ k(modm). Σχηµατίζουµε τα Ϲευγάρια

〈F1, F2〉, 〈F2, F3〉, 〈F3, F4〉, ..., 〈Fn, Fn+1〉, ...

Το πλήθος των δυνατών, διαφορετικών µεταξύ τους, Ϲευγαριών είναιm2. ΄Εστω 〈Fk , Fk+1〉 το πρώτο
Ϲευγάρι το οποίο εµφανίζεται στην ακολουθία για δεύτερη ϕορά. Θα αποδείξουµε ότι αυτό είναι
το 〈1,1〉. Αν ήταν κάποιο άλλο Ϲευγάρι, έστω το 〈Fk , Fk+1〉 για κάποιο k > 1 τότε ϑα υπήρχε l > k
τέτοιο ώστε

〈F l , F l+1〉 = 〈Fk , Fk+1〉.

Επειδή Fl−1 = Fl+1 − Fl και Fk−1 = Fk+1 − Fk έπεται ότι F l−1 = Fk−1 δηλαδή

〈F l−1, F l〉 = 〈Fk−1, Fk〉.

το οποίο είναι άτοπο, αφού το 〈Fk , Fk+1〉 είναι το πρώτο Ϲευγάρι το οποίο εµφανίζεται για δεύτερη
ϕορά. Εποµένως το 〈1,1〉 είναι το πρώτο επανεµφανιζόµενο Ϲευγάρι και συνεπώς η ακολουθία
είναι περιοδική.
Από τη σχέση

〈F t , F t+1〉 = 〈1,1〉.

έπεται ότι Ft ≡ 1(modm) και Ft+1 ≡ 1(modm). Συνεπώς Ft−1 = Ft+1 − Ft ≡ 0(modm),δηλαδή
m |Ft−1.

�
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Ορισµός 6.1.9. Ο δείκτης t του µικρότερου (ϑετικού) αριθµού Fibonacci Ft για τον οποίο ισχύει
m |Ft , ϑα λέγεται σηµεία ειόδου (entry point) του αριθµού m.

Στη συνέχεια ϑα περιοριστούµε στην περίπτωση που ο m είναι πρώτος αριθµός.

Πρόταση 6.1.10. Για κάθε πρώτο p > 5 ισχύει p|Fp−1 ή p|Fp+1.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τους τύπους του Binet

Fn =
an − bn

a − b
=

1
√

5
{(

1 +
√

5
2

)n − (
1 −
√

5
2

)n},

Υπολογίζουµε το διωνυµικό ανάπτυγµα των an και bn, όπου a = 1+
√

5
2 και b = 1−

√
5

2 . και
αφαιρούµε. Συνεπώς έχουµε,

Fn =
1

2n
√

5

[
1 +

(
n

1

)
√

5 +

(
n

2

)
√

52 + ... +

(
n

n

)
√

5n
]
+

−
1

2n
√

5

[
1 −

(
n

1

)
√

5 +

(
n

2

)
√

52 − ... + (−1)n
(
n

n

)
√

5n
]
.(∗)

Εφαρµόζουµε τη σχέση (*) για n = p :

Fp =
1

2p−1

[(
p

1

)
+

(
p

3

)
5 +

(
p

5

)
52 + ... +

(
p

p

)
5
p−1

2

]
.

Επειδή, ως γνωστό, ισχύει
(
p
k

)
≡ 0(modp) για κάθε k, 1 ≤ k ≤ p − 1 και, σύµφωνα µε το µικρό

Θεώρηµα του Fermat, 2p−1 ≡ 1(modp) έπεται ότι

Fp ≡ 2p−1Fp ≡

(
p

p

)
5
p−1

2 ≡ 5
p−1

2 (modp).

΄Οµως, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Euler, έχουµε 5
p−1

2 ≡ (5
p ) ≡ ±1(modp), δηλαδή F2

p ≡

1(modp). Στη συνέχεια από τον τύπο του Cassini προκύπτει ότι

F2
p = Fp−1Fp+1 + (−1)p−1 = Fp−1Fp+1 + 1

ο οποίος ως ισοτιµία γράφεται Fp−1Fp+1 ≡ 0(modp), δηλαδή p|Fp−1 είτε p|Fp+1. ∆εν είναι δυνατό
ο p να διαιρεί και τους δύο συγχρόνως, διότι τότε ϑα διαιρούσε και τον (Fp−1, Fp+1) = F(p−1,p+1) =

F2 = 1, άτοπο. �

Παρατήρηση. Βέβαια δεν είναι πάντοτε οι αριθµοί p − 1 ή p + 1 και σηµεία εισόδου του πρώτου
αριθµού p. Για παράδειγµα, ο 13|F14 = 377 αλλά και 13|F7 = 13.

Εντελώς ϕυσικό ϑεωρείται το ερώτηµα. Πότε ισχύει η µία διαιρετότητα και πότε η άλλη ; Είναι
δυνατό να χαρακτηρίσουµε τις δύο περιπτώσεις ; Η απάντηση είναι ϑετική. Εφαρµόζουµε τη
σχέση (*) για n = p + 1 και έχουµε

2pFp+1 =

[(
p + 1

1

)
+

(
p + 1

3

)
5 +

(
p + 1

5

)
52 + ... +

(
p + 1
p

)
5
p−1

2

]
.
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Επειδή, p|
(
p+1
k

)
για κάθε k, 3 ≤ k ≤ p − 1, έχουµε

2pFp+1 ≡ 1 + (
5
p

)(modp).

Από την τελευταία ισοτιµία συµπεραίνουµε ότι,

p|Fp+1 ακριβώς τότε όταν (
5
p

) = −1.

Η παραπάνω πρόταση µπορεί εποµένως να γραφεί στη µορφή:

Πρόταση 6.1.11. Αν p πρώτος, τότε ισχύει η ισοτιµία, Fp−εp ≡ 0(modp), όπου εp := (p5 ).

Απόδειξη. Η αλήθεια της πρότασης είναι άµεση συνέπεια της πρότασης 6.1.8, του σχολίου που
ακολούθησε και της επαλήθευσης ότι ισχύει και για p = 2,3,5. (Το σύµβολο εp = (p5 ) είναι
το σύµβολο Kronecker, για p περιττό ταυτίζεται µε το σύµβολο του Legendre και για p = 2,(

5
2

)
= −1.) �

Το ερώτηµα είναι αν ισχύει και το αντίστροφο. Θα είχαµε ένα, ακόµη, κριτήριο πιστοποίησης
πρώτων αριθµών. Θα ήταν πολύ ωραίο για να είναι αληθινό. ΄Οµως ο αριθµός 323 δεν είναι
πρώτος αλλά επαληθεύει το συµπέρασµα της πρότασης 6.1.11.

Ορισµός 6.1.12. ΄Ενας ϕυσικός αριθµός n ϑα λέγεται ψευδοπρώτος Fibonacci, όταν επαληθεύει
το συµπέρασµα της πρότασης 6.1.11 και είναι σύνθετος.

Το ϑέµα είναι πολύ ενδιαφέρον, αλλά ϑα επανέλθουµε σε επόµενη παράγραφο στην οποία ϑα
το εξετάσουµε στη γενικότητά του.

Θα κλείσουµε την παράγραφο µε µία ακόµη ιδιότητα της ακολουθίας.

Ορισµός 6.1.13. Μία ακολουθία ϑετικών ακέραιων ϑα λέγεται πλήρης όταν κάθε ϑετικός ακέ-
ϱαιος m µπορεί να παρασταθεί ως άθροισµα όρων της ακολουθίας και κάθε όρος της ακολουθίας
µπορεί να χρησιµοποιηθεί το πολύ µία ϕορά στην παράσταση του m.

Πρόταση 6.1.14. Η ακολουθία Fibonacci Fn, (n ≥ 1) είναι πλήρης.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 6.1.1,1. έχουµε

Fn − 1 = F1 + F2 + ... + Fn−2.

Πρώτα απ΄ όλα παρατηρούµε ότι για 3 ≤ n ≤ 6 κάθε ακέραιος m = 1,2,3, ..., Fn − 1 µπορεί να
παρασταθεί ως άθροισµα κάποιων εκ των αριθµών Fibonacci. Πράγµατι για n = 3 έχουµε

Fn = F3 = 2, Fn−1 = F2 = 1, Fn−2 = F1 = 1,

για n = 4 έχουµε
Fn = F4 = 3, Fn−1 = F3 = 2, Fn−2 = F2 = 1,

δηλαδή F1 = 1, F1 + F2 = 2 κ.λ.π.. ΄Οµοια και για n = 5 και n = 6.
Υποθέτουµε τώρα ότι κάθε ακέραιος m = 1,2,3, ..., Fk − 1, (k ≥ 3) µπορεί να παρασταθεί
ως άθροισµα των αριθµών Fibonacci F1, F2, ..., Fk−2. Θα αποδείξουµε ότι κάθε ακέραιος m =
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1,2,3, ..., Fk+1 − 1, µπορεί να παρασταθεί ως άθροισµα κάποιων από τους F1, F2, ...Fk−1, (k ≥ 4).
Αν σε κάθε δοσµένη παράσταση προσθέσουµε το Fk−1 ϑα έχουµε

1 + Fk−1,2 + Fk−1, ..., Fk − 1 + Fk−1 = Fk+1 − 1.

΄Ετσι πετυχαίνουµε την παράσταση των διαδοχικών ϑετικών ακέραιων 1,2,3, ..., Fk − 1 και 1 +

Fk−1,2+Fk−1,3+Fk−1, ..., Fk+1−1. ∆εν υπάρχουν παραλείψεις ανάµεσα στους Fk −1 και 1+Fk−1
διότι για k = 3 έχουµε Fk − 1 = 1 και 1 + Fk−1 = 2, για k = 4 ισχύει Fk − 1 = 2 και 1 + Fk−1 = 3,
ενώ για k ≥ 5 ισχύει Fk − 1 ≥ 1 + Fk−1,αφού Fk − Fk−1 ≥ 2.

�

6.2 Αριθµοί Lucas

Εάν τώρα αλλάξουµε τα αρχικά δεδοµένα της ακολουθίας Fibonacci και ϑέσουµε L0 = 2 και
L1 = 1, προκύπτει µία καινούρια αναδροµική ακολουθία η οποία ορίστηκε και µελετήθηκε
αρχικά από τον Γάλλο µαθηµατικό Francois Edouard Lucas (1842-1891). Μάλιστα πήρε το
όνοµά του.

Ορισµός 6.3.1. Η αναδροµική ακολουθία ακέραιων L0 = 2, L1 = 1 και Ln+2 = Ln+1 + Ln για
κάθε n ∈ N, λέγεται ακολουθία Lucas.

Σηµείωση. Υπενθυµίζουµε ότι ο Lucas ήταν ο πρώτος που ονόµασε την ακολουθία που µόλις
µελετήσαµε, ακολουθία Fibonacci.

Για την ακολουθία Lucas ισχύουν ανάλογες ιδιότητες αυτής των αριθµών Fibonacci. Επεκτεί-
νουµε την ακολουθία και προς τα αριστερά, για εκθέτες αρνητικούς ακέραιους. Θα αναφέρουµε
µερικές ιδιότητες χωρίς απόδειξη. Ισχύουν για κάθε n ∈ Z. Ο πρώτος είναι γνωστός ως τύπος
Binet.

Ln = an + bn =

1 +
√

5
2

n +

1 −
√

5
2

n , (6.3.1)

F2n = FnLn, (6.3.2)
Ln = Fn−1 + Fn+1, (6.3.3)
L−n = (−1)nLn (6.3.4)

(Ln+2 , Ln+1) = 1, (6.3.5)
2 | Ln ⇐⇒ 3 | n, (6.3.6)
L1 +L2 + ... + Ln = Ln+2 − 3, (6.3.7)
L2

1 +L2
2 + ... + L2

n = LnLn+1 − 2, (6.3.8)
L2
n = L2n + 2(−1)n, (6.3.9)

(Fn, Ln) =

{
1, όταν 3 - n
2, όταν 3 | n (6.3.10)

Επίσης αποδεικνύεται ότι η ακολουθία Lucas Ln−1, n ≥ 0 είναι πλήρης.

Πρόταση 6.3.2. Για κάθε ακέραιο n, ισχύει,

L2
n − 5F2

n = (−1)n4. (6.3.11)
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Απόδειξη. Από τους τύπους του Binet Ln = an + bn και Fn = 1√
5

(an − bn) έπεται ότι an = 1
2 (Ln +

Fn
√

5) και bn = 1
2 (Ln − Fn

√
5). Εποµένως 1

4 (L2
n − 5F2

n ) = (ab)n οπότε και L2
n − 5F2

n = 4(−1)n. �

Σηµείωση. Η πρόταση αυτή µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής : Τα Ϲευγάρια

(Ln, Fn), n ∈ Z

είναι λύσεις της διοφαντικής εξίσωσης

X2 − 5Y 2 = 4(−1)n.

Η εξίσωση αυτή λέγεται εξίσωση του Pell, είναι πολύ σηµαντική και ϑα µελετηθεί σε ξεχωριστό
κεφάλαιο του δεύτερου µέρους.
Αργότερα ϑα αποδείξουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή ότι αυτές είναι όλες οι λύσεις της
εξίσωσης αυτής.

Μια εικασία σχετικά µε τους αριθµούς Fibonacci ήταν ότι οι µοναδικοί αριθµοί που είναι
τέλειο τετράγωνο είναι οι 0,1,144. Η εικασία αυτή αποδείχθηκε από τον J.H.E.Cohn [2], [1] στα
1964. Για να την αποδείξουµε χρειαζόµαστε ακόµη µερικές ταυτότητες των αριθµών Fibonacci
και Lucas.

2Fm+n = FmLn + FnLm , (6.3.12)
2Lm+n = 5FmFn + LmLn, (6.3.13)
2 | Lm ⇐⇒ 3 | m, (6.3.14)
3 | Lm ⇐⇒ m ≡ 2(mod4), (6.3.15)

Οι επόµενες ισχύουν υπό τις προϋποθέσεις 2 | k και 3 - k

Lk ≡ 3(mod4), (6.3.16)
Lm+2k ≡ −Lm(modLk), (6.3.17)
Fm+2k ≡ −Fm(modLk), (6.3.18)
Lm+12 ≡ Lm(mod8). (6.3.19)

Απόδειξη. Εδώ ϑα περιγράψουµε τις ιδέες των αποδείξεων των ιδιοτήτων αυτών. Οι πρώτες δύο
αποδεικνύονται µε τη ϐοήθεια των τύπων Binet. Οι επόµενες δύο όπως και οι αντίστοιχες για
τους αριθµούς Fibonacci. Επειδή 3 - k, έπεται ότι 2 - Lk. Εποµένως για 2 | k η (6.3.9) γράφεται
L2
k
2

= Lk + 2(−1)
k
2 , και συνεπώς Lk ≡ 3(mod4). Από την πρώτη σχέση προκύπτει για n = 2k ότι

2Fm+2k = FmL2k + F2kLm = Fm(L2
k + (−1)k−12) + FkLkLm ≡ −2Fm(modLk).

Επειδή 2 - k, έχουµε
Fm+2k ≡ −Fm(modLk).

Ανάλογα αποδεικνύεται και η (6.3.18). Τέλος, η (6.3.19) είναι απλή γενίκευση του γεγονότος ότι
η ακολουθία Lucas είναι περιοδική (mod8) µε µήκος περιόδου 12. �

Πρόταση 6.3.3. 1. Αν ο Ln είναι τέλειο τετράγωνο, τότε κατ΄ ανάγκη n = 1 ή n = 3.

2. Αν ο Ln είναι το διπλάσιο τέλειου τετραγώνου, τότε κατ΄ ανάγκη n = 0 ή n = ±6.
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Απόδειξη. 1. Αν ο n είναι άρτιος τότε η (6.3.9) δίνει

Ln = y2 ± 2 , x2.

Αν n ≡ 1(mod4), τότε L1 = 1, ενώ αν n , 1, τότε γράφουµε n = 1 + 2 · 3r · k και από την
(6.3.17) επεται ότι

Ln ≡ −L1 ≡ −1(modLk),

οπότε για Ln = x2 προκύπτει ότι x2 ≡ −1(modLk), η οποία, λόγω της (6.3.16), δεν έχει
λύση.
Αν τώρα n ≡ 3(mod4), τότε για n = 3 δίνει τη λύση L3 = 22 ενώ για n > 3 γράφουµε
n = 3 + 2 · 3r · k και έχουµε

Ln ≡ −L3 ≡ −4(modLk),

από την οποία προκύπτει, όπως παραπάνω, ότι ο Ln δεν είναι τέλειο τετράγωνο.

2. Αν ο n είναι περιττός και ο Ln άρτιος τότε, λόγω της (6.3.12) , έχουµε n ≡ ±3(mod12). Από
την (6.3.16), σε συνδυασµό µε την (6.3.4), προκύπτει Ln ≡ 4(mod8). ΄Αν ήταν Ln = 2x2 ϑα
είχαµε 2x2 ≡ 4(mod8), δηλαδή x2 ≡ 2(mod4), το οποίο είναι άτοπο.
Αν n ≡ 0 (mod 4), τότε για n = 0 έχουµε τη λύση L0 = 2, ενώ για n , 0 γράφουµε
n = 2 · 3r · k και έχουµε

2Ln ≡ −2L0 ≡ −4 (mod Lk).

Αν τώρα υποθέσουµε ότι Ln = 2x2 τότε ο 2Ln = (2y)2 ϑα ήταν τέλειο τετράγωνο, το οποίο
όµως, λόγω της (1.14), είναι αδύνατο.
Αν n ≡ 6 (mod 8) τότε για n = 0, έχουµε τη λύση L6 = 2 · 32, ενώ για n , 6 γράφουµε
n = 6 + 2 · 3r · k (όπου 4 | k,3 - k) ϐρίσκουµε

2Ln ≡ −2L6 ≡ −36(modLk)

από την οποία προκύπτει, όπως παραπάνω, ότι Ln , 2x2.
Αν τέλος n ≡ 2(mod8) =⇒ n ≡ −6(mod8), τότε από τη σχέση (3), έπεται ότι έχουµε µία
λύση για n = −6 και καµµία άλλη για τις υπόλοιπες τιµές του n.

�

Πρόταση 6.3.4. 1. Αν ο Fn είναι τέλειο τετράγωνο τότε, κατ΄ ανάγκη, n = 0,±1,2 ή 12.

2. Αν Fn = 2x2 τότε , κατ΄ ανάγκη n = 0,±3, ή 6.

Απόδειξη. Για το 1. Αν n ≡ 1 (mod 4), τότε για n = 1 έχουµε τη λύση F1 = 1 ενώ για n , 1
γράφουµε n = 1 + 2 · 3r·k και συνεπώς

Fn ≡ −F1 ≡ −1 (mod 4),

δηλαδή Fn , x2.
Αν n ≡ 3(mod4) από τη σχέση F−n = (−1)n−1Fn προκύπτει ότι −n ≡ 1 (mod 4) και ϐρίσκουµε τη
λύση n = −1.
Αν ο n είναι άρτιος, τότε λόγω της (1.1) Fn = F n

2
L n

2
και η (1.9) για Fn = x2 και 3|n δίνει F n

2
= 2y2

και L n
2

= 2z2. Από την προηγούµενη πρόταση έπεται ότι n
2 = 0,±6, δηλαδή ότι n = 0,±12. Οι

δύο τιµές n = 0,12 δίνουν λύσεις της F n
2

= 2y2 ενώ η n = −12 όχι. Αν τέλος ο n είναι άρτιος
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και 3 δεν διαιρεί το n, τότε η (1.9) δίνει F n
2

= y2 και L n
2

= z2. Από την προηγούµενη πρόταση και
πάλι έχουµε n

2 = 1,3, δηλαδή n = 2,6. Η τιµή n = 2 δίνει λύση της F n
2

= y2, ενώ η n = 6 όχι.
Για το 2. ΄Εστω ότι n ≡ 3(mod4). Αν n = 3 τότε έχουµε τη λύση F3 = 2, ενώ για n , 3 µε

n = 3 + 2 · 3r · k µε 2 | k και 3nok έχουµε

2F2n ≡ −2F3 ≡ −4(modLk).

΄Εχουµε δει προηγουµένως ότι η Fn = 2x2 δεν έχει λύση. Αν τώρα ο n είναι άρτιος, τότε από τη
σχέση (1) Fn = F n

2
L n

2
και την υπόθεση ότι Fn = 2x2 προκύπτει F n

2
= y2 και L n

2
= 2z2. (σύµφωνα

µε το προηγούµενο ϑεώρηµα και το πρώτο µέρος του παρόντος η µοναδική λύση είναι n = 0) ή
F n

2
= 2y2 και L n

2
= z2, οπότε και πάλι λόγω της προηγούµενης πρότασης έχουµε n

2 = 1 ή 3. Για
n = 2 δεν ισχύει F n

2
= 2y2 η οποία ισχύει για n = 6. �

Πρόταση 6.3.5. Οι µοναδικοί αριθµοί Fibonacci της µορφής Fn = c2 + 1 είναι αυτοί µε δείκτη
n = ±1,2,±3,±5.

Το πρόβληµα του προσδιορισµού των τρίγωνων αριθµών οι οποίοι είναι συγχρόνως και αριθµοί
Fibonacci απαντήθηκε. Συγκεκριµένα ισχύει :

Πρόταση 6.3.6. Οι µοναδικοί αριθµοί Fibonacci οι οποίοι είναι και τρίγωνοι αριθµοί, είναι οι
0,1,3,21,55.

Απόδειξη. ∆είτε το άρθρο [5]. �

Στα 1969 ο H.M. Stark διατύπωσε το πρόβληµα: «Να ϐρεθούν όλοι οι αριθµοί Fibonacci της
µορφής Fn = 1

2 (X3 − Y 3).» Ισχυρίστηκε µάλιστα ότι η απάντηση σ΄ αυτό είναι ισοδύναµη µε ένα
σηµαντικό πρόβληµα αλγεβρικής Θεωρίας Αριθµών. Και αυτό το προβληµα είναι ανοιχτό.

6.3.1 Ασκήσεις

1. Αν 2 | Fn, να αποδείξετε ότι 4 | (F2
n+1 − F

2
n−1) και αν 3 | Fn τότε 9 | (F2

n+1 − F
2
n−1)

2. Για κάθε n ≥ 3 ισχύει

F2
n+1 = F2

n + 3F2
n−1 + 2(F2

1 + F2
2 + · · ·F2

n−2).

3. Αν m ≥ 1, n ≥ 1 και (m, n) = 1, τότε FmFn | Fmn.

4. Για κάθε n ≥ 1 ισχύει
2n−1Fn ≡ nmod5.

5. Να αποδείξετε ότι
F2n+2F2n−1 − F2nF2n+1 = 1, για κάθε n ≥ 1.

6. Να αποδείξετε ότι

(αʹ) F2
n+1 − 4FnFn−1 = F2

n−2 για κάθε n ≥ 3

(ϐʹ) Fn+1Fn−1 − Fn+2Fn−2 = 2(−1)n, για κάθε n ≥ 3

(γʹ) F2
n − Fn+2Fn−2 = (−1)n, για κάθε n ≥ 3
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(δʹ) F2
n − Fn+3Fn−3 = 4(−1)n+1, για κάθε n ≥ 4

(εʹ) F2n−1 = F2
n + F2

n−1, για κάθε n ≥ 2

7. Αν p ∈ P, p = 4k + 3 τότε η a2 + b2 ≡ 0modp συνεπάγεται ότι p | a και p | b (Αποδείξτε το ή
δεχτείτε το !). Να αποδείξετε ότι αν p ∈ P, p ≡ 3mod4, τότε για κάθε n ≥ 1 ισχύει p - F2n−1.

8. Να αποδείξετε ότι το γινόµενο F2n−1F2n+5 γράφεται ως άθροισµα δύο τετραγώνων.

9. Θεωρήστε κατάλληλη υπακολουθία της ακολουθίας Fibonacci και αποδείξτε ότι υπάρχουν
άπειροι πρώτοι της µορφής 4k + 1.

10. Να αποδείξετε την ταυτότητα

(FnFn+3)2 + (2Fn+1Fn+2)2 = F2
2n+3.

Στη συνέχεια να υπολογίσετε 5 πρωταρχικές πυθαγόρειες τριάδες. Τέλος να αποδείξετε ότι
ο αριθµός FnFn+1Fn+2Fn+3 είναι πάντοτε εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου.

6.4 Ακολουθίες Lucas.

Στην παράγραφο αυτή ϑα γενικεύσουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατα. Οι τύποι Binet, τόσο των
αριθµών Fibonacci όσο και των αριθµών Lucas, συνδέονται άµεσα µε τους αριθµούς α = 1+

√
5

2 και

� = 1−
√

5
2 , οι οποίοι είναι οι ϱίζες του δευτεροβάθµιου πολυωνύµου x2 − x − 1. Θεωρούµε λοιπόν

δύο ακέραιους αριθµούς a, b διάφορους του µηδενός. Οι ϱίζες του πολυωνύµου x2 − ax + b = 0
είναι α = a+

√
D

2 και � = a−
√
D

2 , όπου D = a2 − 4b η διακρίνουσα του πολυωνύµου. Προκειµένου
να αποφύγουµε την ιδιάζουσα περίπτωση της διπλής ϱίζας, υποθέτουµε ότι η διακρίνουσα D , 0.
Εποµένως, α + � = a, α − � =

√
D και α� = b. Για κάθε n ≥ 0 ορίζουµε δύο ακολουθίες,

Un = Un(α, �)n∈N και Vn = Vn(α, �)n∈N ως εξής :

Un = Un(α, �) =
α
n − �n

α − �
και Vn = Vn(α, �) = α

n + �n

Οι ακολουθίες U = (Un(α, �))n∈N και V = (Vn(α, �))n∈N ϑα λέγονται (πρώτη και δεύτερη
αντίστοιχα) ακολουθίες Lucas ως προς το Ϲευγάρι (α, �).

Είναι ϕανερό ότι, U0(α, �) = 0, V0(α, �) = 2 και U1(α, �) = 1, V1(α, �) = α + �. Επίσης εύκολα
διαπιστώνεται ότι για κάθε n ≥ 2 ισχύουν :

Un(α, �) = aUn−1 − bUn−2, Vn(α, �) = aVn−1 − bVn−2.

Οι συνηθισµένοι αριθµοί Fibonacci και Lucas προκύπτουν ως ειδική περίπτωση (πρώτη και
δεύτερη αντίστοιχα) της ακολουθίας Lucas ως προς το Ϲευγάρι (a, b) = (1,−1).
Επεκτείνουµε τους δείκτες και για αρνητικούς ακέραιους έτσι ώστε οι αναδροµικοί τύποι να
συνεχίσουν να ισχύουν: U−n = − 1

bnUn και V−n = 1
bnVn, για κάθε n ≥ 1.

Ιδιότητες Στη συνέχεια αναφέρουµε, χωρίς αποδείξεις, µερικές ιδιότητες των ακολουθιών
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Lucas, οι οποίες αποτελούν γενικεύσεις αντίστοιχων ιδιοτήτων των αριθµών Fibonacci και Lucas.

V2
n − DU

2
n = 4bn, (6.4.1)

DUn = Vn+1 − bVn−1, (6.4.2)
Vn = Un+1 − bUn−1, (6.4.3)

Um+n = UmVn − b
nUm−n (6.4.4)

Vm+n = VmVn − b
nVm−n, (6.4.5)

2Um+n = UmVn + UnVm , (6.4.6)
2Vm+n = VmVn + DUmUn, (6.4.7)

2bnUm−n = UmVn − UnVm , (6.4.8)
U2n = UnVn, (6.4.9)

V2n = V2
n − 2bn, (6.4.10)

U3n = Un(V2
n − b

n) = Un(DU2
n + 3�n), (6.4.11)

V3n = Vn(V2
n − 3bn), (6.4.12)

Για Um , 1, ισχύει Um | Un ακριβώς τότε όταν m | n. Για Vm , 1, ισχύει Vm | Vn ακριβώς
τότε όταν (m | n και n

m είναι περιττός ακέραιος). Στις επόµενες τέσσερις ιδιότητες, υποθέτουµε ότι
ισχύει (α, �) = 1.

(Um , Un) = Ud , όπου d = (m, n), (6.4.13)

(Vm , Vn) =

Vd , εάν οι md και nd είναι περιττοί
1 ή 2, αλλιώς,

, (6.4.14)

(Um , Vn) =

Vd , εάν ο m
d είναι άρτιος και ο n

d είναι περιττός
1 ή 2, αλλιώς,

, (6.4.15)

όπου d = (m, n).

(Um , Vn) =

Vd , εάν ο m
d είναι άρτιος και ο n

d είναι περιττός
1 ή 2, αλλιώς,

,

όπου d = (m, n).
Αν n ≥ 1, τότε (Un, b) = 1 και (Vn, b) = 1.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε µια πρόταση για τις ακολουθίες Lucas, η οποία γενικεύει τις
προτάσεις 6.3.3, 6.3.4 για τους αριθµούς των Fibonacci και Lucas.

Πρόταση 6.4.1. Υποθέτουµε ότι a ≥ 1, ότι οι αριθµοί a, b είναι περιττοί, (a, b) = 1 και D =

a2 − 4b > 0.

• Αν ο Un είναι τέλειο τετράγωνο τότε, κατ΄ ανάγκη, n = 1,2,3,6, ή 12.

• Αν ο Vn είναι τέλειο τετράγωνο τότε, κατ΄ ανάγκη, n = 1,3 ή 5.

• Αν ο Un είναι το διπλάσιο τέλειου τετραγώνου τότε, κατ΄ ανάγκη n = 3, ή 6.

• Αν ο Vn είναι το διπλάσιο τέλειου τετραγώνου τότε, κατ΄ ανάγκη n = 3, ή 6.

Τέλος, ϑα µελετήσουµε τη διαιρετότητα των ακολουθιών Lucas από πρώτους αριθµούς. Το απο-
τέλεσµα, όπως ϑα δούµε στην επόµενη παράγραφο, έχει εφαρµογή στην πιστοποίηση πρώτων.



6.4. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ LUCAS. 243

Πρόταση 6.4.2. ΄Εστω U = (Un(α, �))n∈N και V = (Vn(α, �))n∈N οι ακολουθίες Lucas ως προς το
Ϲευγάρι (a, b). Αν p ∈ P, τέτοιος ώστε ο p να µην διαιρεί τον 2�D, τότε ισχύει,

Up−εp ≡ 0(modp),

όπου εp := (Dp ).

Η πρόταση αυτή αποτελεί γενίκευση της πρότασης 6.1.11. ϑα την αποδείξουµε σε µία ειδική
περίπτωση. Συγκεκριµένα ϑα αποδείξουµε ότι

Πρόταση 6.4.3. Αν p περιττός πρώτος τέτοιος ώστε (Dp ) = −1, τότε p | Up+1.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όµοια µε την πρόταση 6.1.8. Υπολογίζουµε τον διωνυµικό τύπο για
τις δυνάµεις

α
n =

a +
√
D

2

n = 2−n
n∑
k=0

(
n

k

)
an−k

√
Dk

και

�n =

a − √D2

n = 2−n
n∑
k=0

(
n

k

)
an−k(−1)k

√
Dk.

Από τους τύπους του Binet προκύπτει ότι,

Un =
α
n − �n

α − �
= 2−n+1

∑
0≤k≤n
k≡1mod2

(
n

k

)
an−kD

k−1
2 .

Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε 2n−1 και ϑέτουµε n = p + 1 οπότε παίρνουµε

2pUp+1 =
∑

0≤k≤n
k≡1mod2

(
p + 1
k

)
ap+1−kD

k−1
2 .

Είναι γνωστό ότι
(
p+1
k

)
≡ 0modp για κάθε k, 2 ≤ k ≤ p − 1. Εποµένως, αν το λάβουµε υπόψη και

εφαρµόσουµε το (µικρό) Θεώρηµα Fermat, έχουµε: 2Up+1 ≡ a(1 + D
p−1

2 )modp. Υπενθυµίζουµε
το Θεώρηµα του Euler, και την υπόθεση ότι (Dp ) = −1 από τα οποία προκύπτει ότι p | Up+1. �

Το πιο γενικό αποτέλεσµα είναι το ακόλουθο: Θεωρούµε τις ακολουθίες Lucas U = (Un(α, �))n∈N
καιV = (Vn(α, �))n∈N ως προς το Ϲευγάρι (a, b) και έστω p ένας περιττός πρώτος αριθµός.

Πρόταση 6.4.4. 1. Αν ο p δεν διαιρεί το a και διαιρεί το b, τότε ο p δεν διαιρεί το Un για κάθε
n ≥ 1.

2. Αν ο p διαιρεί το a και δεν διαιρεί το b, τότε ο p διαιρεί το Un ακριβώς τότε όταν ο n είναι
άρτιος.

3. Αν ο p δεν διαιρεί το ab και διαιρεί το D, τότε ο p διαιρεί το Un ακριβώς τότε όταν p | n.

4. Αν ο p δεν διαιρεί το abD, τότε ο p διαιρεί το Up−ε(p).

Σηµείωση. Οι συγγραφείς Crandall, Pomerance [8] και Song Y. Yan [9] ϑεωρούν ότι για την
τελευταία σχέση αρκεί ο περιορισµός ο p να είναι περιττός πρώτος ο οποίος να µη διαιρεί το
γινόµενο bD.
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5.Εφαρµογές

Της πρότασης 6.4.2 δεν ισχύει το αντίστροφο. Υπάρχουν σύνθετοι ϕυσικοί αριθµοί n για τους
οποίους να ισχύει η ισοτιµία

Un−εn ≡ 0mods (6.5.16)

Ορισµός 6.5.5. Ενας σύνθετος ϕυσικός αριθµός n ο οποίος επαληθεύει τη σχέση (6.5.16), ϑα
λέγεται ψευδοπρώτος Lucas ως προς το Ϲευγάρι (a, b).
Οι ψευδοπρώτοι Lucas ως προς το Ϲευγάρι (a, b) = (1,−1) ϑα λέγονται ψευδοπρώτοι Fermat.

Μερικοί ψευδοπρώτοι Fermat είναι οι 323,377,1159,...
∆εν έχει ϐρεθεί µέχρι σήµερα αριθµός ο οποίος να είναι συγχρόνως ψευδοπρώτος Lucas και
αριθµός Carmichael (ή 2-ψευδοπρώτος). Εποµένως έχει νόηµα η
Εικασία : Αν n ϕυσικός αριθµός n > 1 ο οποίος εχει περάσει µε επιτυχία τόσο το test του Lucas
όσο και το ισχυρό test των ψευδοπρώτων, τότε ο n είναι πρώτος.
΄Οποιος αποδείξει την εικασία ή ϐρει κάποιο αντιπαράδειγµα ϑα πάρει 620 δολάρια.

Ορισµός 6.5.6. ∆ίνεται µία ακολουθία Lucas ως προς το Ϲευγάρι (a, b). Αν n ϑετικός ακέραιος
τέτοιος ώστε (n,2bD) = 1,τότε ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος λ(n) := λ(a,b)(n) για τον οποίο ισχύει
Uλ(n) ≡ 0modn, ϑα λέγεται σηµείο εισόδου του n στη (δοθείσα) ακολουθία Lucas.

Σύµφωνα µε την πρόταση 6.4.2, αν p είναι ένας πρώτος αριθµός µε (p,2bD) = 1 τότε λ(p) |
p − εp. Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε ένα test πιστοποίησης πρώτων:

Το test του Lucas. Υποθέτουµε ότι µας δίνεται κάποια ακολουθία Lucas και ένας ϑετικός
ακέραιος n για τον οποίο ισχύουν, (n,2b) = 1 και (Dn ) = −1. Αν s είναι ένας διαιρέτης του n + 1
και για κάθε πρώτο διαιρέτη q του s ισχύουν

Un+1 ≡ 0modn και (U n+1
q
, n) = 1,

τότε για κάθε πρώτο διαιρέτη p του n ισχύει

p ≡

(
D

p

)
mods.

Ιδιαίτερα, αν s >
√
n + 1, τότε ο n είναι πρώτος.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε την ιδιότητα n | Uk ⇐⇒ λ(n) | k. Από την υπόθεση ότι Un+1 ≡ 0(modn)
έπεται λ(n) | n+1. Εποµένως για κάθε πρώτο p διαιρέτη του n έχουµε λ(p) | n+1. Από τη δεύτερη
υπόθεση ότι (U n+1

q
, n) = 1 για κάθε πρώτο διαιρέτη q του s, και επειδή p | n, έπεται ότι, για κάθε

πρώτο διαιρέτη q του s ο p δεν διαιρεί τον Un+1
q . ΄Αρα λ(p) διαιρεί τον n+1

q . ΄Εστω ότι qf ‖s | n + 1.
Από την τελευταία ιδιότητα προκύπτει ότι qf | λ(p). Αυτό ισχύει για κάθε q πρώτο διαιρέτη του s,
συνεπώς και για το γινόµενό τους, δηλαδή s | λ(p).
Λόγω της πρότασης 6.4.2, έχουµε ότι Up−εp(D) ≡ modp. Εποµένως λ(p) | p − εp(D). Από τις
τελευταίες δύο ιδιότητες προκύπτει ότι

s | p − εp(D) = p −

(
D

p

)
,

δηλαδή η ισοτιµία

p ≡

(
D

p

)
mods.
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Αν τώρα s >
√
n + 1 τότε, για κάθε πρώτο διαιρέτη p του n έχουµε

p + 1 ≥ p −
(
D

p

)
≥ s >

√
n + 1,

δηλαδή p >
√
n. Αν ο n ήταν σύνθετος τότε ϑα είχε έναν τουλάχιστον πρώτο παράγοντα p ≤

√
n.

Συνεπώς ο n είναι πρώτος. �

Θα κλείσουµε την παράγραφο µε ένα πολύ πρακτικό και ντετερµινιστικό test πιστοποίησης
πρώτων που αφορά στους αριθµούς Mersenne. Ο Lucas είχε τη ϐασική ιδέα το 1876 και ο
Lehmer απλοποίησε τη µέθοδοτο 1930.

Ορισµός 6.5.7. Η ακολουθία (Sn)n ∈ N η οποία ορίζεται από τον αναδροµικό τύπο S1 = 4 και
Sn+1 = S2

n − 2 ϑα λέγεται ακολουθία των Lucas-Lehmer.

Πρόταση 6.5.8 (Test των Lucas-Lehmer για τους πρώτους αριθµούς Mersenne Mn ). Αν p είναι
ένας περιττός πρώτος, τότε ο

Mp := 2p − 1 είναι πρώτος ακριβώς τότε όταν ο Mp | Sp−1.

Απόδειξη. Η ιδέα της απόδειξης είναι να αναγάγουµε το πρόβληµα στη µελέτη µιας ακολουθίας
Lucas. Το πλεονέκτηµα είναι ότι γνωρίζουµε αρκετές ιδιότητες αυτών των ακολουθιών. Η ακο-
λουθία αυτή ϑα είναι η (Un)n∈N, (Vn)n∈N ως προς το Ϲευγάρι (α, �) = (2,−2). Εποµένως, D = 12,
a = 1 +

√
3 και b = 1 −

√
3. Ισχύει ότι

Up ≡

(
3
p

)
modp

και
Vp ≡ 2modp,

δείτε [7, σελ. 49]. Υποθέτουµε τώρα ότι για p ≥ 3 ο αριθµός Mp = 2p − 1 είναι πρώτος.
Θα αποδείξουµε ότι ο Sp−1 ≡ 0modMp. Επειδή ο Mp είναι περιττός, η τελευταία ισοτιµία είναι
ισοδύναµη προς την

22p−2
Sp−1 ≡ 0modMp.

Για κάθε i ≥ 1 ορίζουµε Ti = 2(2i−1)Si . Συνεπώς,T1 = 220
S1 = 2 · 4 = 8 και

Ti+1 = 2(2(i+1)−1)Si+1 = (22i−1
)2[S2

i − 2] = (22i−1
Si)2 − 2(2i+1) = T2

i − 2(2i+1).

Εποµένως, αρκεί να αποδείξουµε ότι

Tp−1 = 2(2p−2)Sp−1 ≡ 0modMp.

Αλλά Tp = T2
p−1 − 4 · 2(2p−1+1). Επειδή Mp = 2p − 1 ≡ 7mod8) έπεται ότι ( 2

Mp
) = 1. Από το ϑεώρηµα

του Euler προκύπτει ότι

22p−1−1 = 2
Mp−1

2 ≡

(
2
Mp

)
≡ 1modMp.

Εποµένως αρκεί να αποδείξουµε ότι Tp ≡ −4modMp.
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Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι για κάθε i ≥ 1 ισχύει Ti = V2i . Η απόδειξη αυτής της σχέσης
ϑα γίνει επαγωγικά. Πράγµατι για i = 1 έχουµε T1 = 8 = 22 + (−2)2 = V2, δηλαδή ισχύει.
Υποθέτουµε ότι Tk−1 = V2k−1 και ϑα αποδείξουµε τη σχέση Tk = V2k . Πράγµατι,

Tk = T2
k−1 − 2(2k−1+1) = V2

2k−1 − 2(2k−1+1).

Από τη γνωστή ιδιότητα V2
n − 2(−2)n = V2n έπεται ότι Tk = V2

2k−1 + (−2)2k−1+1 = V2·2k−1 = V2k . Από
τη γνωστή σχέση

2Vm+n = VmVn + DUmUn,

έπεται ότι

2Tp = 2V2p = 2V(2p−1)+1 = 2VMp+1 = VMpV1 + 12UMpU1 = 2VMp + 12UMp .

Για κάθε πρώτο p ισχύουν Mp ≡ 1mod3) και Mp ≡ 1mod4. Εποµένως UMp ≡ ( 3
Mp

) ≡ −( 3
Mp

) ≡
−(1

3 ) ≡ −1modMp και VMp ≡ 2modMp. Συνεπώς,

Tp ≡ VMp + 6UMp ≡ 2 − 6 ≡ −4modMp.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε το αντίστροφο. Υποθέτουµε ότι για κάποιο ϕυσικό αριθµό n ισχύει
η ισοτιµία Sn−1 ≡ 0modMn, και ϑα αποδείξουµε ότι ο Mn = 2n −1 είναι πρώτος. Από την υπόθεση
έπεται ότι Mn | Sn−1 και εποµένως και Mn = 2n − 1 | Tn−1 = 2(2n−1−1)Sn−1. ΄Εστω p ένας πρώτος
αριθµός p | 2n − 1 και t := λ(Mn) ο δείκτης εισόδου του p στην ακολουθία Lucas (Un)n∈N.
Εποµένως p | Ut . Από τη γνωστή ιδιότητα U2n = UnVn έπεται ότι U2n = U2n−1V2n−1 = U2n−1Tn−1.
Επειδή 2n−1 | Tn−1, έχουµε 2n − 1 | U2n . ΄Αρα p | U2n και συνεπώς t | 2n. Θα αποδείξουµε ότι
t = 2n. Αν ίσχυε t | 2n−1, ϑα είχαµε p | U2n−1 , οπότε, επειδή ισχύει και p | Tn−1 = V2n−1 ϑα ίσχυε
p | V2

2n−1 − 12U2
2n−1 = (−2)2n−1

+ 2 = ∆ύναµη του 2, άτοπο διότι p ≥ 3.
Αποδείξαµε λοιπόν ότι t := λ(Mn) = 2n. Αλλά, επειδή t := λ(Mn) = 2n ≤ p + 1 ≤ 2n, έπεται ότι
p = 2n−1. �

Θα δώσουµε τώρα µια υλοποίηση του κριτηρίου Lucas-Lehmer για τους πρώτους αριθµούς
Mersenne στο πρόγραµµα sage.

p =11
M = 2^p−1; M
s = 4
for i in range ( p−2):

s = mod( s^2−2,M)
print ( i +1,s )

Η εκτέλεση του παραπάνω προγράµµατος για p = 11 έχει αποτέλεσµα

(1, 14)

(2, 194)

(3, 788)

(4, 701)

(5, 119)

(6, 1877)

(7, 240)

(8, 282)

(9, 1736)

http://www.sagemath.org/
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Το οποίο σηµαίνει ότι ο M11 = 211 − 1 = 2047 δεν είναι πρώτος. Πράγµατι 2047 = 23 × 89. Για
p = 13 έχουµε

(1, 14)

(2, 194)

(3, 4870)

(4, 3953)

(5, 5970)

(6, 1857)

(7, 36)

(8, 1294)

(9, 3470)

(10, 128)

(11, 0)

Το οποίο σηµαίνει ότι ο M13 = 8191 είναι πρώτος.
Παρατηρήσεις:

• ΄Ολοι οι πρώτοι αριθµοί Mersenne έχουν υπολογιστεί σύµφωνα µε το παραπάνω κριτήριο.
Πρώτος ο Lucas απέδειξε στα 1876 ότι ο M127 είναι πρώτος, ενώ ο M67 είναι σύνθετος. Λίγο
αργότερα ο Perwuschin, απέδειξε ότι ο M61 είναι πρώτος, ενώ ο Lehmer στα 1932 απέδειξε
ότι ο M257 είναι σύνθετος. Η εικασία του Mersenne ήταν ότι είναι πρώτος.

• Η διαδικασία που εφαρµόζεται είναι η εξής : Επιλέγουµε τυχαία έναν πρώτο αριθµό q και
στη συνέχεια ελέγχουµε µε ϐάση το κριτήριο αν ο αντίστοιχος αριθµός MersenneMq = 2q−1
είναι πρώτος. Φυσικά µπορούµε να εργασθούµε πιο συστηµατικά και να πάρουµε όλους
τους πρώτους τους µικρότερους από κάποια συγκεκριµένη τιµή. Πριν από την εποχή των
ηλεκτρονικών υπολογιστών αυτό είχε γίνει µέχρι το ≤ 127. Σήµερα, το αποτέλεσµα αυτό
είναι γνωστό, τουλάχιστον για 12830000. Φυσικά αν συµβεί για κάποιο πρώτο q να ισχύει
p := 2q + 1, τότε, ως γνωστό, ισχύει p | Mq, δηλαδή ο Mq είναι σύνθετος.

Το Project ‘‘The GIMPS’’, Great Mersenne Prime Search είναι ένα πρόγραµµα κατα-
νεµηµένου υπολογισµού που χρησιµοποιεί την υπολογιστική των υπολογιστών εθε-
λοντών προκειµένου να αναζητήσει πρώτους αριθµούς του Mersenne.

Παραδείγµατα :

• Για q = 7. υπολογίζουµε την ακολουθία Si για i = 1,2, ..., q − 1 = 6 και έχουµε: S1 = 4,
S2 ≡ 14mod127, S3 ≡ 67mod127, S4 ≡ 42mod127 S5 ≡ 11mod127, S6 ≡ 0mod127.
Εποµένως ο M7 είναι πρώτος.

• Για q = 11 έχουµε M11 = 2047. Υπολογίζουµε S10 ≡ 1736(mod2047) και συµπεραίνουµε
ότι ο M11 δεν είναι πρώτος.

• Για q = 13. Επειδή οι αριθµοί µεγαλώνουν είναι πιο εύκολο να εργαζόµαστε στο δυαδικό
σύστηµα. Εδώ αποδεικνύεται ότι S12 ≡ 0modM13) ή ότι ο αριθµός M13 είναι πρώτος.

Σηµείωση: Σύµφωνα µε το δελτίο τύπου της Γερµανικής Μαθηµατικής Εταιρείας της
µε ηµεροµηνία 27/9/2008, στα πλαίσια του προγράµµατος (GIMPS), έχουν ϐρεθεί

http://www.mersenne.org/
http://en.wikipedia.org/wiki/Distributed_computing
http://en.wikipedia.org/wiki/Distributed_computing


248 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΡΙΘΜΟΙ FIBONACCI

άλλοι δύο πρώτοι αριθµοί. Ο µεγαλύτερος αριθµός είναι ο 243112609 −1 και έχει πλή-
ϑος ψηφίων σχεδόν 13 εκατοµµύρια και επιβεβαιώθηκε στις 6 Αυγούστου. ∆ικαιούται
να πάρει το ϐραβείο των 100.000 δολαρίων από την Electronic Frontier Foundation,
αφού είναι ο πρώτος που ϐρέθηκε µε πλήθος ψηφίων πάνω από 10 εκατοµµύρια. Ο
δεύτερος, λίγο µικρότερος από τον πρώτο µε περισσότερα από 11 εκατοµύρια ψηφία,
ανακοινώθηκε στις Σεπτεµβρίου http://primzahlen.de.

http://primzahlen.de
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6.6 Ασκήσεις

1. Να αποδείξετε τις ιδιότητες από (6.3.1) µέχρι (6.3.9)

2. Οµοίως από (6.3.12) µέχρι (6.3.15)

3. Οµοίως για τις (6.3.16) µε (6.3.19)

4. Να αποδείξετε ότι για κάθε n ≥ 2 ισχύει η ισοτιµία

L2n ≡ 7mod10

5. Να αποδειχτεί ότι για κάθε n ≥ 1
2nLn ≡ 2mod10

6. Να αποδείξετε ότι Ln+1 + Ln−1 = 5Fn για n ≥ 2. Συµπεράνετε ότι 5 - Ln για n ≥ 1.

7. Αν m = n13 − n και n > 1 να αποδείξετε ότι 30290 | Fm . (Υπόδειξη : Να αποδείξετε πρώτα
ότι a13 ≡ amod2730).

8. Για κάθε n ≥ 1 να αποδείξετε ότι 18 | Fn+11 + Fn+7 + 8Fn+5 + Fn+3 + 2Fn.
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7
Συνεχή κλάσµατα

Μια διαφορετική παράσταση των πραγµατικών αριθµών.

7.1 Συνεχή κλάσµατα ϱητών αριθµών

Ας είναι a = 543 και b = 314 δύο ακέραιοι αριθµοί. Εφαρµόζουµε τον Ευκλείδιο αλγόριθµο:

543 = 314 + 229 543
314 = 1 + 229

314

314 = 229 + 85 314
229 = 1 + 85

229

229 = 2 · 85 + 59 229
85 = 2 + 59

85

85 = 59 + 26 85
59 = 1 + 26

59

59 = 2 · 26 + 7 59
26 = 2 + 7

26

26 = 3 · 7 + 5 26
7 = 3 + 5

7

7 = 5 + 2 7
5 = 1 + 2

5

5 = 2 · 2 + 1 5
2 = 2 + 1

2

Εποµένως, ο ϱητός αριθµός 543
314 µπορεί να γραφεί ως εξής :

543
314

= 1 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

2 +
1

3 +
1

1 +
1

2 +
1
2
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Η παράσταση αυτή λέγεται συνεχές κλάσµα του 543
314 . Μάλιστα για λόγους συντοµίας γράφεται :

543
314

= [1; 1,2,1,2,3,1,2,2].

Ορισµός 7.1.1. ΄Ενα πεπερασµένο συνεχές κλάσµα είναι ένας πραγµατικός αριθµός της µορφής

[a0;a1, a2, . . . , an] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

· · · +
1

an−1 +
1
an

όπου οι ai , i = 0,1,2, . . . , n είναι πραγµατικοί αριθµοί µε ai > 0, για i ≥ 1. Οι πραγµατικοί
αριθµοί a1, a2, . . . , an λέγονται µερικά υπόλοιπα του συνεχούς κλάσµατος. Το κλάσµα λέγεται
απλό όταν οι αριθµοί a0, a1, a2, . . . , an είναι όλοι τους ακέραιοι.

Πρόταση 7.1.2. Κάθε ϱητός αριθµός µπορεί να γραφεί ως ένα πεπερασµένο απλό συνεχές κλάσµα.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη στους όρους του κλάσµατος όπως ακριβώς
στο παράδειγµα. �

Παρατήρηση 7.1.3. Είναι ϕανερό ότι ισχύει

[a0;a1, a2, . . . , an] = [a0;a1, . . . , an−1, an − 1,1].

Αυτό σηµαίνει ότι η παράσταση ενός ϱητού σε συνεχές κλάσµα δεν είναι µονοσήµαντη.

Στο παράδειγµά µας το τελευταίο µερικό υπόλοιπο, το 2, µπορούσε να είχε γραφεί 1+ 1
1 οπότε

ϑα είχαµε και
543
314

= [1; 1,2,1,2,3,1,2,1,1].

Αυτό σηµαίνει ότι το µήκος ενός απλού συνεχούς κλάσµατος µπορεί να ληφθεί κατά ϐούληση ως
άρτιο ή περιττό.

Παρατήρηση 7.1.4.
[a0;a1, a2, . . . , an] = [a0, [a1;a2, . . . , an]]

Της πρότασης 7.1.2 ισχύει και το αντίστροφο:

Πρόταση 7.1.5. Κάθε απλό πεπερασµένο συνεχές κλάσµα παριστά έναν ϱητό αριθµό

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς n.
Αν n = 1 τότε

[a0;a1] = a0 +
1
a1

=
a0a1 + a1

a1
∈ Q,

δηλαδή ισχύει.



7.1. ΣΥΝΕΧΗ ΚΛΑΣΜΑΤΑ ΡΗΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 255

΄Εστω ότι ισχύει για n = k, δηλαδή ότι

[a0;a1, a2, . . . , ak] ∈ Q.

Το
[a0;a1, a2, . . . , ak+1] = a0 +

1
[a1;a2, . . . , ak+1]

.

΄Οµως το πεπερασµένο απλό συνεχές κλάσµα

[a1;a2, . . . , ak+1] =:
r

s
∈ Q,

από την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής. Εποµένως

[a0;a1, a2, . . . , ak+1] = a0 +
1
r/s

=
a0s + r

r
∈ Q.

�

Παράδειγµα. Το πεπερασµένο απλό συνεχές κλάσµα [1; 2,3,4,5,6] παριστά τον ϱητό αριθµό
1393
972 .

Ορισµός 7.1.6. Αν ο ϱητός αριθµός x παρίσταται από το πεπερασµένο απλό συνεχές κλάσµα

[a0;a1, a2, . . . , an],

τότε ο ϱητός αριθµός
ck := [a0;a1, . . . , ak],

για 0 ≤ k ≤ n ϑα λέγεται k-στός συγκλίνων του x.

Παράδειγµα. Το συνεχές κλάσµα του ϱητού

F8

F7
=

21
13

= [1; 1,1,1,1,1,1].

Οι συγκλίνοντες αυτού είναι οι

c0 = [1] = 1

c1 = [1; 1] = 1 +
1
1

= 2

c2 = [1; 1,1] = 1 +
1

1 + 1
1

=
3
2

= 1,5

c3 = [1; 1,1,1,1] =
5
3
∼ 1,66

c4 = [1; 1,1,1,1,1] =
8
5

= 1,60

c5 = [1; 1,1,1,1,1,1] =
13
8

= 1,625

c6 = [1; 1,1,1,1,1,1,1] =
21
13

= 1,6153846154
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Πρόταση 7.1.7. Αν οι ακέραιοι pk , qk , για 0 ≤ k ≤ n, ορισθούν ως

p0 := a0, q0 := 1

p1 = a1a0 + 1, q1 := a1

και
pk = akpk−1 + pk−2 qk = akqk−1 + qk−2

για κάθε k, 2 ≤ k ≤ n, τότε ισχύει ck =
pk
qk
, για 0 ≤ k ≤ n.

Απόδειξη. Για k = 0, p0
q0

=
a0
1 = [a0] = c0.

Για k = 1,
p1

q1
=
a1a0 + 1
a1

= a0 +
1
a1

= [a0;a1] = c1.

Υποθέτουµε ότι ισχύει για κάποιον k, 2 ≤ k < n,

ck = [a0;a1, a2, . . . , ak] =
pk
qk

=
akpk−1 + pk−2

akqk−1 + qk−2
.

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για k + 1. ΄Ισχύει

ck+1 = [a0;a1, a2, . . . , ak , ak+1] = [a0;a1, a2, . . . , ak−1, ak +
1

ak+1
],

οπότε από την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής, προκύπτει

ck+1 =

(
ak + 1

ak+1

)
pk−1 + pk−2(

ak + 1
ak+1

)
qk−1 + qk−2

=

=
ak+1(akpk−1 + pk−2) + pk−1

ak+1(akqk−1 + qk−2) + qk−1
=

=
ak+1pk + pk−1

ak+1qk + qk−1
=
pk+1

qk+1
.

�

Παράδειγµα. Το συνεχές κλάσµα του x = 52
23 είναι [2; 3,1,5]. Σχηµατίζουµε τον πίνακα:

k 0 1 2 3
ak 2 3 1 5
pk 2 7 9 52
qk 1 3 4 23

Από τον ορισµό του συνεχούς κλάσµατος

[a0;a1, a2, . . . , an]

έχουµε ότι ai ∈ R, i = 0,1,2, . . . , και ai > 0 για i = 1,2, . . . , n. Εποµένως qn > 0 για κάθε n ≥ 1.

Πόρισµα 7.1.8. ΄Εστω ai ∈ R για i = 0,1,2, . . . , n και ai > 0 για κάθε i = 1,2, . . . , n. Αν k ∈ N,
1 ≤ k ≤ n και rk := [ak , ak+1, . . . , an] τότε ισχύει

[a0;a1, . . . , an] = [a0, a1, . . . , ak−1, rk] =
rkpk−1 + pk−2

rkqk−1 + qk−2
.
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Πόρισµα 7.1.9. Υποθέτουµε ότι ai , bi ∈ R, i = 0,1,2, . . . , n και ότι ai ≥ 1, bi ≥ 1 για i =

0,1,2, . . . , n − 1. Αν ai , bi ∈ Z, για i = 0,1,2, . . . , (n − 1), και

[a0;a1, . . . , an] = [b0; b1, . . . , bn],

τότε ai = bi , για κάθε i = 0,1,2, . . . , n.

Απόδειξη. Ας ονοµάσουµε

r1 := [a1, a2, . . . , an] = a1 +
1

[a2, a3, . . . , an]
.

Το r1 ≥ 1. Οµοίως αν
s1 = [b1, b2, . . . , bn]

τότε και s1 ≥ 1. Από την υπόθεση έπεται ότι

a0 +
1
r1

= b0 +
1
s1
.

Αν r1 = 1 τότε a0 + 1
r1
∈ Z συνεπώς b0 + 1

s1
∈ Z άρα s1 = 1 οπότε και a0 = b0.

Αν r1 > 1 τότε a0 + 1
r1
< Z, συνεπώς, b0 + 1

s1
< Z. ΄Αρα s1 > 1. Και πάλι a0 = b0 διότι και οι δύο

είναι οι µεγαλύτεροι ακέραιοι ≤ [a0;a1, . . . , an]. Εποµένως σε κάθε περίπτωση ισχύει a0 = b0 και
r1 = s1.

Συνεχίζουµε επαγωγικά ως προς n. Αν n = 1 τότε a0 = b0 και r1 = a1 = s1 = b1. ΄Εστω ότι
ισχύει για (n − 1).

Από την υπόθεση
[a0;a1, . . . , an] = [b0; b1, . . . , bn]

έπεται ότι
[a0, [a1, a2, . . . , an]] = [b0, [b1, b2, . . . , bn]]

και εποµένως a0 = b0 και [a1, a2, . . . , an] = [b1; b2, . . . , bn]. Από την υπόθεση της µαθηµατικής
επαγωγής ισχύει ότι ai = bi για κάθε i = 1,2, . . . , n. �

Παρατήρηση 7.1.10. Το πόρισµα 7.1.9 µας δίνει τη µοναδικότητα της παράστασης ενός πραγ-
µατικού αριθµού, σε άπειρο απλό συνεχές κλάσµα, όταν πληρούνται οι προϋποθέσεις αυτού. Το
πόρισµα ϑα χρησιµοποιηθεί σε επόµενη παράγραφο. Στα επόµενα εδάφια ϑα χρησιµοποιουµε
τον συµβολίσµό της πρότασης 7.1.7.

7.2 Ιδιότητες των συγκλινόντων

Για λόγους οµοιοµορφίας των παραστάσεων ϑέτουµε p−1 := 1 και q−1 := 0.

Πρόταση 7.2.1. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 0, ισχύει

qnpn−1 − pnqn−1 = (−1)n.

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς n. Η πρόταση ισχύει για n = 0, αφού

q0p−1 − p0q−1 = 1.
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Από την πρόταση 7.1.7 προκύπτει ότι

qn−1pn = qn−1(anpn−1 + pn−2) = anpn−1qn−1 + qn−1pn−2

και
pn−1qn = pn−1(anqn−1 + qn−2) = anpn−1qn−1 + pn−1qn−2.

Αφαιρούµε κατά µέλη και έχουµε

qnpn−1 − pnqn−1 = −(qn−1pn−2 − pn−1qn−2).

Από την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής έπεται ότι

qn−1pn−2 − pn−1qn−2 = (−1)n−1.

Εποµένως,
qnpn−1 − pnqn−1 = (−1)n.

�

Πόρισµα 7.2.2. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 0, ισχύει

pn−1

qn−1
−
pn
qn

=
(−1)n

qnqn−1
.

Στη συνέχεια ϑα υποθέσουµε ότι το συνεχές κλάσµα [a0;a1, a2, . . . , an] είναι απλό, δηλαδή ότι
ai ∈ Z, για κάθε i = 0,1,2, . . . , n.

Πόρισµα 7.2.3. 1. Για κάθε ϕυσικό n ≥ 0, ισχύει (pn, qn) = 1.

2. Η ακολουθία (qn)n∈N είναι γνησίως αύξουσα.

Απόδειξη.

1. Προφανώς pn, qn ∈ Z, για κάθε n ∈ N. Το συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια της πρότασης
7.2.1.

2. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 7.1.7.

�

Πόρισµα 7.2.4. Αν α = [a0;a1, a2, . . . , an+2], τότε

qn+1α − pn+1 =
(−1)n+1

an+2qn+1 + qn
.

Απόδειξη. Από την πρόταση 7.2.1 έπεται ότι

qn+2pn+1 − pn+2qn+1 = (−1)n+2.

Εποµένως
pn+2qn+1 − qn+2pn+1 = (−1)n+1.

∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη µε qn+2 > 0

pn+2

qn+2
qn+1 − pn+1 =

(−1)n+1

qn+2
.

΄Οµως, pn+2
qn+2

= α και qn+2 = an+2qn+1 + qn. Συνεπώς έχουµε το αποδεικτέο. �
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Πόρισµα 7.2.5. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 1, ισχύει

qnpn−2 − pnqn−2 = (−1)n−1an.

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς n. Για n = 1,

q1p−1 − p1q−1 = a1 · 1 − p1 · 0 = (−1)0a1,

το οποίο ισχύει.
΄Εστω ότι ισχύει για n = k, δηλαδή ότι

qkpk−2 − pkqk−2 = (−1)k−1ak.

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για n = k + 1, δηλαδή ότι

qk+1pk−1 − pk+1qk−1 = (−1)kak+1.

Το pk+1 = ak+1pk + pk−1 και το qk+1 = ak+1pk + pk−1. Εποµένως

qk+1pk−1 − pk+1qk−1 = (ak+1qk + qk−1)pk−1 − (ak+1pk + pk−1)qk−1 =

= ak+1(qkpk−1 − pkqk−1).

Από την πρόταση 7.2.1 έχουµε
qkpk−1 − pkqk−1 = (−1)k ,

δηλαδή το πόρισµα ισχύει και για k + 1. �

Πόρισµα 7.2.6. Για κάθε ϕυσικό n, n ≥ 2, ισχύει

pn−2

qn−2
−
pn
qn

=
(−1)n−1an
qnqn−2

Πόρισµα 7.2.7. Αν οι a1, a2, . . . , είναι ϑετικοί αριθµοί, τότε η ακολουθία
{
p2k
q2k

}
k∈N

είναι γνησί-

ως αύξουσα, ενώ η ακολουθία
{
p2k+1
q2k+1

}
k∈N

είναι γνησίως ϕθίνουσα. Τέλος, από το πόρισµα 7.2.2

προκύπτει ότι p2k
q2k

< p2`+1
q2`+1

, για κάθε k, `.

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια του πορίσµατος 7.2.6. �

Πόρισµα 7.2.8. Αν α = [a0;a1, a2, . . . , an+2] τότε ισχύει

qnα − pn =
(−1)nan+2

an+2qn+1 + qn
.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε ότι

qnα − pn = qn
pn+2

qn+2
− pn =

qnpn+2 − pnqn+2

qn+2
.

Ο αριθµητής είναι (από το πόρισµα 7.2.5)

qnpn+2 − pnqn+2 = −(pnqn+2 − qnpn+2) = −(−1)n+1an+2 = (−1)nan+2.

Τέλος,
qn+2 = an+2qn+1 + qn

και συνεπώς το πόρισµα αποδείχθηκε. �



260 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΣΥΝΕΧΗ ΚΛΑΣΜΑΤΑ

Πρόταση 7.2.9. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 1, ισχύει

qn
qn−1

= [an;an−1, . . . , a1].

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς το n.
Για n = 1, q0 = 1, q1 = a1, εποµένως

q1
q0

= a1 = [a1].
΄Εστω n > 1. Υποθετουµε ότι ισχύει για (n − 1), δηλαδή ότι

qn−1

qn−2
= [an−1; . . . , a1].

Το qn = anqn−1 + qn−2. Εποµένως

qn
qn−1

= an +
qn−2

qn−1
= an +

1
[an−1;an−2, . . . , a1]

= [an;an−1, . . . , a1].

�

7.3 Γραµµικές διοφαντικές εξισώσεις και συνεχή κλάσµατα

Υπενθυµίζουµε την

Πρόταση 7.3.1. Αν a, b, c ∈ Z, η διοφαντική εξίσωση

ax + by = c έχει λύση ⇔ d := (a, b) | c.

Αν έχει λύση, τότε έχει άπειρες λύσεις. Ιδιαίτερα αν (x0, y0) είναι µια λύση, τότε όλες οι λύσεις
δίνονται παραµετρικά από τους τύπους :

(xk = x0 +
b

d
t, yk = y0 −

a

d
t) t ∈ Z.

Με την ϐοήθεια των συνεχών κλασµάτων µπορούµε εύκολα να ϐρούµε µία λύση.
Θεωρούµε τη διοφαντική εξίσωση

aX + bY = 1,

όπου b > 0 και (a, b) = 1.
Ο a

b ∈ Q. ΄Εστω [a0;a1, a2, . . . , an] το συνεχές κλάσµα αυτού. Γνωρίζουµε ότι

pn
qn

=
a

b
⇒ pnb = aqn.

Το a | pnb και (a, b) = 1 συνεπώς a | pn. Οµοίως το b | aqn και (a, b) = 1 συνεπώς b | qn.
Σύµφωνα µε το πόρισµα 7.2.3 ισχύει και (pn, qn) = 1, οπότε pn | a και qn | b.

Από τα παραπάνω έχουµε pn = ±a, qn = ±b. Επειδή b > 0 και qn > 0 έπεται ότι qn = b και
συνεπώς και pn = a.

Από τη σχέση pnqn−1 − qnpn−1 = (−1)n−1, προκύπτει ότι aqn−1 − bpn−1 = (−1)n−1. Εποµένως :

• Αν ο n είναι περιττός, τότε µια λύση της aX + bY = 1 είναι (x0, y0) = (qn−1,−pn−1).

• Αν ο n είναι άρτιος, τότε −aqn−1 + bpn−1 = 1 και συνεπώς µια λύση της aX + bY = 1 είναι
(x0, y0) = (−qn−1, pn−1).
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Θεωρούµε τώρα την aX + bY = c. Μια λύση αυτής είναι η (cx0, cy0), όπου (x0, y0) λύση της
aX + bY = 1.
Παράδειγµα. Να υπολογιστεί µια λύση της διοφαντικής εξίσωσης

63x − 23y = −7.

Γράφουµε την εξίσωση −63x + 23y = 7, ώστε το b = 23 > 0. Το συνεχές κλάσµα του −63/23
είναι το −63/23 = [−3; 3,1,5]. Το p2/q2 = −11/4. Εποµένως p2 = −11 και q2 = 4. Επίσης,
p3/q3 = −63/23, άρα p3 = −63, q3 = 23.

p3q2 − q3p2 = (−1)3−1 ⇒ (−63) · 4 + 23 · 11 = 1.

Μια λύση της (−63)x + 23 · y = 1 είναι η (x0, y0) = (4,11). ΄Αρα µια λύση της αρχικής είναι η
(x1, y1) = (28,77).

Στο sage µπορούµε να κάνουµε πράξεις µε συνεχή κλάσµατα ως εξής :

sage : a=continued_fraction (31/35)
sage : a
[0 ; 1 , 7 , 1 , 3]
a . convergents ( )
[0 , 1 , 7/8, 8/9, 31/35]

Η πρώτη εντολή υπολογίζει το συνεχές κλάσµα του ϱητού αριθµού 31/35, ενώ η δεύτερη εντολή
υπολογίζει τους συγκλίνοντες.

7.4 Το συνεχές κλάσµα ενός πραγµατικού αριθµού

Αν α είναι ένας ϱητός αριθµός, τότε έχουµε ήδη δείξει ότι το συνεχές κλάσµα αυτού είναι πεπε-
ϱασµένο.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι ο α ∈ R\Q. Μπορούµε να γράψουµε α = a0 + 1
α1
, όπου a0 = [α] και

α1 > 1. Συνεχίζοντας επαγωγικά έχουµε

αn = an +
1

αn+1
,

όπου an = [αn] και αn+1 > 1. Ο α < Q, άρα η ακολουθία των a1, a2, . . . δεν είναι πεπερασµένη.
Εποµένως, για κάθε n ≥ 0, µπορούµε να γράψουµε

α = [a0;a1, a2, . . . , an,αn+1]

ή και
α = [a0;a1, a2, . . .]

Οι συγκλίνοντες pn, qn αποτελούν µια ακολουθία ακέραιων, µε (pn, qn) = 1 και qn ≥ 1. Το πηλίκο
pn
qn

λέγεται n-στή κύρια σύγκλιση του α και ο αn n-στο µερικό υπόλοιπο του α.
Λόγω των πορισµάτων (7.2.8), (7.2.9) και του (7.2.5) προκύπτει ότι

an < αn < an + 1

και ότι an ≥ 1 για κάθε n ≥ 1. Επίσης ισχύει

0 < q1 < q2 < · · · < qn < qn+1 < · · ·
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Πρόταση 7.4.1. Για τις άρτιες τιµές του n οι n-στές κύριες συγκλίσεις του α αποτελούν γνήσια
αύξουσα ακολουθία η οποία συγκλίνει στο α.

Για τις περιττές τιµές του n, οι n-στές συγκλίσεις αποτελούν µια γνήσια ϕθίνουσα ακολουθία η
οποία συγκλίνει στο α. Επιπλέον ισχύει

1
2qn+1

<
1

qn+1 + qn
< |qnα − pn | <

1
qn+1

.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει ότι η ακολουθία
{
p2n
q2n

}
n∈N

είναι γνήσια αύξουσα και ότι η ακο-

λουθία
{
p2n+1
q2n+1

}
n∈N

γνήσια ϕθίνουσα και ότι

p2k

q2k
≤
p2`+1

q2`+1
,

για όλους τους ϑετικούς ακέραιους k, `.
Μάλιστα, οι ακολουθίες

{
p2n
q2n

}
n∈N

και
{
p2n+1
q2n+1

}
n∈N

ϕράσσονται από πάνω και από κάτω αντίστοιχα
από τον πραγµατικό αριθµό α. Εποµένως συγκλίνουν.

΄Εστω ότι
lim
n→∞

p2n

q2n
= � ≤ α

και
lim
n→∞

p2n+1

q2n+1
= γ ≥ α.

Θα αποδείξουµε ότι � = α = γ. Ως γνωστό,

p2n+1

q2n+1
−
p2n

q2n
=

(−1)(2n+1)−1

q2n+1q2n
<

1
q2n+1q2n

<
1
q2

2n
→ 0.

Συνεπώς
� = lim

n→∞

p2n+1

q2n+1
= lim
n→∞

p2n

q2n
= γ.

Στη συνέχεια έχουµε

|qn − αpn | =
1

αn+1qn + qn−1
.

Το
αn+1qn + qn−1 > [αn+1]qn + qn−1 = an+1qn + qn−1 = qn+1.

Συνεπώς

|qn − αpn | <
1
qn+1

.

Ισχύει ∣∣∣∣∣α − pnqn
∣∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∣pn+2

qn+2
−
pn
qn

∣∣∣∣∣ =
an+2

qn+2qn
=

an+2

(an+2qn+1 + qn)qn
.

Το an+2 = [αn+2] ≥ 1. Εποµένως,

|αqn − pn | >
1

qn+1 + 1
an+2

qn
>

1
qn+1 + qn

>
1

2qn+1
,

αφού qn+1 > qn. �
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Παρατήρηση 7.4.2. Προφανώς ισχύει

|qnα − pn | <
1
qn
, αφού qn+1 > qn.

Πόρισµα 7.4.3. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n, n ≥ 2 ισχύουν οι σχέσεις

|qn−1α − pn−1| = an |qnα − pn | + |qn+1α − pn+1|,

|qnα − pn | < |qn−1α − pn−1|

και

an =

[
|qn−1α − pn−1|

|qnα − pn |

]
Απόδειξη. Το

qn+1α − pn+1 = (an+1qn + qn−1)α − (an+1pn + pn−1) = an+1(qnα − pn) + (qn−1α − pn−1).

Εποµένως
(qn−1α − pn−1) = (qn+1α − pn+1) − an+1(qnα − pn).

Από το πόρισµα 7.2.4 προκύπτει ότι τα (qn+1α−pn+1) και an+1(qnα−pn) έχουν αντίθετα πρόσηµα.
΄Αρα,

|qn−1α − pn−1| = |qn+1α − pn+1| + an+1|qnα − pn |.

Από την πρόταση 7.4.1 προκύπτει ότι

0 <
∣∣∣∣∣qn+1α − pn+1

qnα − pn

∣∣∣∣∣ < 1/qn+2

1/(qn+1 + qn)
=
qn+1 + qn
qn+2

=
qn+1 + qn

an+2qn+1 + qn
≤ 1,

αφού an+2 ≥ 1. Συνεπώς

an =

[
|qn+1α − pn−1|

|qnα − pn |

]
.

�

Παρατήρηση 7.4.4. Το όριο των συγκλινόντων ενός απείρου (απλού) συνεχούς κλάσµατος λέγεται
τιµή αυτού.

Αν για παράδειγµα α = [1; 1,1,1, . . .], τότε

α = 1 +
1

[1; 1,1,1, . . .]
= 1 +

1
α
,

οπότε

α =
1 +
√

5
2

.

Οι συγκλίνοντες pn
qn

είναι το πηλίκο των αριθµών Fibonacci Fn+2
Fn+1

.

Πράγµατι, για n = 0, p0
q0

=
a0
1 = 1

1 =
F2
F1
.

Υποθέτουµε ότι ισχύει για k και για k − 1, δηλαδή,

pk
qk

=
Fk+2

Fk+1
και

pk−1

qk−1
=
Fk+1

Fk
.
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Σχήµα 7.4.1: Συγκλίνοντες στην χρυσή αναλογία.

Επειδή (pk , qk) = 1 και (Fk+2, Fk+1) = 1, έπεται ότι pk = Fk+2 και qk = Fk+1 καθώς και pk−1 = Fk+1
και qk = Fk. Εποµένως,

pk+1

qk+1
=
ak+1pk + pk−1

ak+1qk + qk−1
=
Fk+2 + Fk+1

Fk+1 + Fk
=
F(k+1)+2

F(k+1)+1
,

ισχύει και για (k + 1), άρα για κάθε ϕυσικό αριθµό n. Το όριο

lim
n→∞

Fn+2

Fn+1
=

1 +
√

5
2

,

Στο πρόγραµµα sage παρακάτω υπολογίζουµε το συνεχές κλάσµα του αριθµού 1+
√

5
2 και στη

συνέχεια υπολογίζουµε την ακουλουθία των συγκλινόντων την οποία και Ϲωγραφίζουµε.

c=continued_fraction ( (1+ sqrt (5 ) ) /2 )
v = [ ( i , c . convergent ( i ) ) for i in range ( 10 ) ]
P = point ( v , rgbcolor =(0 ,0 ,1) , pointsize=40)
L = l ine ( v , rgbcolor =(0.5 ,0.5 ,0.5) )
L2 = l ine ( [ ( 0 , c . value ( ) ) , (10 −1 , c . value ( ) ) ] , \
thickness=0.5 , rgbcolor =(0.7 ,0 ,0) )
( L+L2+P ) . show(xmin=0,ymin=1)

Πρόταση 7.4.5. Κάθε άπειρο απλό συνεχές κλάσµα συγκλίνει σε έναν άρρητο (πραγµατικό) αριθ-
µό.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε απαγωγή στο άτοπο.
΄Εστω α = [a0;a1, a2, . . . , an, . . .], ai ∈ Z και ai ≥ 1, για i ≥ 1. Ο α είναι το όριο της ακολουθίας

των συγκλινόντων. Από την πρόταση 7.4.1 προκύπτει ότι

0 <
∣∣∣∣∣α − pnqn

∣∣∣∣∣ < 1
qn+1qn

.

Αν ο α ήταν ϱητός, α = b
c , b, c ∈ Z, (b, c) = 1 τότε ϑα είχαµε

0 < |bqn − cpn | <
c

qn+1qn
.
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Επειδή η {qn}n∈N είναι γνήσια αύξουσα ακολουθία ακέραιων, υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε c <
qn+1qn, δηλαδή 0 < |bqn − cpn | < 1, άτοπο. �

Παρατήρηση 7.4.6. Από το πόρισµα 7.1.9 προκύπτει και η µοναδικότητα της παράστασης.

Παράδειγµα. Το συνεχές κλάσµα του
√

3 = [1; 1,2,1,2,1,2, . . .] = [1; 1,2].

Σε επόµενη παράγραφο ϑα υπολογίσουµε το συνεχές κλάσµα του e. Συγκεκριµένα ϑα αποδεί-
ξουµε ότι

e = [2; 1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, . . .]

δηλαδή ότι a0 = 2 και για κάθε m ≥ 1, a3m = a3m−2 = 1 ενώ a3m+1 = 2m.

Πρόταση 7.4.7 (Dirichlet). Αν α ∈ R\Q, τότε υπάρχουν άπειροι ϱητοί αριθµοί p/q τέτοιοι ώστε∣∣∣∣∣α − pq
∣∣∣∣∣ < 1

q2 .

Απόδειξη. Από την παρατήρηση 7.4.2 προκύπτει ότι για όλους τους κύριους συγκλίνοντες
{
pn
qn

}
ισχύει η σχέση. �

7.5 Η ϐέλτιστη προσέγγιση

Η ϑεωρία των συνεχών κλασµάτων αποτελεί µια εξαιρετική µέθοδο προσέγγισης πραγµατικών
αριθµών µε ϱητούς. Το γενικό πρόβληµα είναι το περιεχόµενο ενός κλάδου της ϑεωρίας αριθµών
που λέγεται ∆ιοφαντική προσέγγιση ( Diophantine Approximation).

Η κλασική ϑεωρία της διοφαντικής προσέγγισης χρησιµοποιεί εκτός της ϑεωρίας των συνεχών
κλασµάτων και αυτές των σειρών Farey καθώς και το αξίωµα του Dirichlet ή αλλιώς το «αξίωµα
του περιστερώνα».

Ορισµός 7.5.1. Το κλάσµα p
q (q > 0) λέγεται µία καλή προσέγγιση του α ∈ R, όταν για κάθε q′,

1 ≤ q′ < q και οποιοδήποτε p′, ισχύει :

|q′α − p′| > |qα − p|.

Παρατήρηση 7.5.2. Αν το p/q είναι µια καλή προσέγγιση του α τότε το p/q είναι ανάγωγο.

Απόδειξη. Αν d := (p, q) > 1 και p = dp′, q = dq′ τότε 1 < q′ < q και

|q′α − p′| < |qα − p| = d|q′α − p′|

άτοπο, αφού d > 1. �

Πρόταση 7.5.3. Οι καλές προσεγγίσεις του α ∈ R\Q είναι οι συγκλίνοντες
{
pn
qn

}
n∈N

του άπειρου
απλού συνεχούς κλάσµατος αυτού.

Αυτό σηµαίνει ότι, για κάθε n ≥ 1, αν ισχύει

|bα − a| < |qnα − pn |,

τότε κατάνάγκη b ≥ qn+1.
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Απόδειξη. Στο πρώτο ϐήµα ϑα αποδείξουµε ότι µια καλή προσέγγιση του α είναι κατ΄ ανάγκη µια
κύρια σύγκλιση του α.

΄Εστω λοιπόν ότι a
b ανάγωγο κλάσµα (a, b ∈ Z) µε b > 0 το οποίο είναι µια καλή προσέγγιση

του α. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει n ∈ N τέτοιος ώστε

a

b
=
pn
qn
.

Αν υποθέσουµε ότι ab <
p0
q0

= a0, τότε

|α − a0| <
∣∣∣∣∣α − ab

∣∣∣∣∣⇒ |q0α − p0| < |bα − a|,

και εποµένως ο a
b δεν είναι καλή προσέγγιση του α.

΄Εστω τώρα ότι ab >
p1
q1
. Εποµένως∣∣∣∣∣ab − α

∣∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∣ab − p1

q1

∣∣∣∣∣ ≥ 1
bq1
⇒ |bα − a| >

1
q1
.

Το
p1

q1
= [a0;a1] = a0 +

1
a1
⇒

1
a1

=
p1

q1
− a0 =

p1

q1
−
p0

q0
=
p1q0 − p0q1

q0q1
=

1
q0q1

.

Ο α γράφεται

α = a0 +
1

a1 + 1
α2

.

΄Αρα

|bα − a| >
1
q1
≥

1
a1
≥ |α − a0|,

άτοπο. Αν πάλι
pn−1

qn−1
<
a

b
<
pn
qn
,

τότε
1

bqn−1
≤

∣∣∣∣∣ab − pn−1

qn−1

∣∣∣∣∣ < ∣∣∣∣∣pnqn − pn−1

qn−1

∣∣∣∣∣ =
1

qnqn−1
.

Εποµένως, b > qn. Επίσης,

1
bqn+1

≤

∣∣∣∣∣pn+1

qn+1
−
a

b

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣α − ab
∣∣∣∣∣⇒ |qnα − pn | < 1

qn+1
≤ |bα − a|,

και πάλι άτοπο.
Αποδείξαµε ότι κάθε καλή προσέγγιση του α ϑα πρέπει να είναι µια κύρια συγκλίνουσα αυτού.

Το αντίστροφο ϑα το αποδείξουµε επαγωγικά.
Για n = 0, p0

q0
= a0 ∈ Z και το q0 = 1, δηλαδή δεν υπάρχει q, 1 ≤ q < q0. Συνεπώς η πρόταση

είναι αληθής για n = 0.
Υποθέτουµε ότι είναι αληθής, για κάποιο n ≥ 0, δηλαδή ότι ο pn

qn
είναι µια καλή προσέγγιση.

Θα αποδείξουµε το ίδιο για τον pn+1
qn+1

. ΄Εστω q ο ελάχιστος ακέραιος > qn τέτοιος ώστε, για κάποιο
p, να ισχύει

|qα − p| < |qnα − pn |.

Αν τώρα 1 < q′ < q διακρίνουµε δύο περιπτώσεις.
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Αν q′ < qn, τότε σύµφωνα µε την υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής υπάρχει p′, τέτοιο ώστε
|q′α − p′| > |qα − p|. Αν πάλι qn ≤ q′ < q, τότε |q′α − p′| ≥ |qnα − pn | > |qα − p|.

Αυτό σηµαίνει ότι το p
q είναι επίσης µια καλή συγκλίνουσα. Σύµφωνα µε το πρώτο µέρος της

απόδειξης ϑα πρέπει το p
q να συµπίπτει µε µια κύρια συγκλίνουσα. Εξ ορισµού του q, έπεται ότι

q = qn+1 και τελικά p
q =

pn+1
qn+1

. �

Πόρισµα 7.5.4. Αν p
q είναι µια κύρια σύγκλιση του α ∈ R\Q και m ∈ Z, 1 ≤ m < q, τότε

1
2q

< |mα −m′|,

για κάποιο m′ ∈ Z.

Απόδειξη. ΄Εστω q = qn. Είναι γνωστό από την πρόταση 7.4.1 ότι

1
2qn

< |qn−1α − pn−1|.

Από την πρόταση 7.5.3, έχουµε ότι ο pn−1
qn−1

είναι µια καλή προσέγγιση του α. Επειδή 1 ≤ m < qn,
έπεται ότι

|qn−1α − pn−1| < |mα −m′|,

για κάποιο m′ ∈ Z. �

Πόρισµα 7.5.5. Αν a
b είναι ένα ανάγωγο κλάσµα, b > 0 και τέτοιο ώστε∣∣∣∣∣α − ab

∣∣∣∣∣ < 1
2b2 ,

τότε το a
b είναι µια κύρια σύγκλιση του α.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την πρόταση 7.5.3 αρκεί να αποδείξουµε ότι ab είναι µια καλή προσέγγιση
του α. ΄Εστω c

d κλάσµα, d > 0, cd ,
a
b τέτοιο ώστε

|dα − c| ≤ |bα − a| <
1
2b
.

Το
1
bd
≤

∣∣∣∣∣ cd − ab
∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣α − cd

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣α − ab
∣∣∣∣∣ < 1

2bd
+

1
2b2 =

b + d

2b2d
.

΄Αρα,
1
bd

<
b + d

2b2d
⇒ b < d,

δηλαδή ο a
b είναι µια καλή προσέγγιση του α. �

Η επόµενη πρόταση µας δίνει ακριβέστερο ϕράγµα της ϱητής προσέγγισης ενός πραγµατικού
(άρρητου) αριθµού α, ϕυσικά ως προς το µέγεθος του παρονοµαστή του κλάσµατος. Συγκεκριµένα
ισχύει το :

Πρόταση 7.5.6 (Hurwitz). Αν α ∈ R\Q, υπάρχουν άπειροι ϱητοί αριθµοί ab τέτοιοι ώστε να ισχύει∣∣∣∣∣α − ab
∣∣∣∣∣ < 1

b2
√

5
.
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Απόδειξη. Αυτό που ϑα αποδείξουµε είναι ότι από τρεις, οποιουσδήποτε συγκλίνοντες του πραγ-
µατικού αριθµού α, τουλάχιστον ένας από αυτούς επαληθεύει την ανισότητα. ΄Εστω

`n :=
qn
qn−1

.

Αν η προς απόδειξη ανισότητα δεν ισχύει για τους συγκλίνοντες pn−1
qn−1

και pn
qn

ϑα αποδείξουµε ότι,
σε ένα πρώτο ϐήµα, τότε κατ΄ ανάγκην

`n + `−1
n <

√
5.

Αφού για τους συγκλίνοντες pn−1
qn−1

και pnqn δεν ισχύει η ανισότητα, έχουµε:∣∣∣∣∣α − pn−1

qn−1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣α − pnqn
∣∣∣∣∣ ≥ 1

q2
n−1

√
5

+
1

q2
n

√
5
.

Ο α, ως γνωστόν ϐρίσκεται ανάµεσα στις τιµές pn−1
qn−1

και pnqn . Εποµένως∣∣∣∣∣α − pn−1

qn−1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣α − pnqn
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣pn−1

qn−1
−
pn
qn

∣∣∣∣∣ =
1

qn−1qn
.

Συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις έχουµε:

1
qn−1qn

≥
1

q2
n−1

√
5

+
1

q2
n

√
5
,

από την οποία προκύπτει
qn
qn−1

+
qn−1

qn
≤
√

5.

Το αριστερό µέλος της ανισότητας είναι ένας ϱητός αριθµός, ενώ το δεξιό άρρητος. Εποµένως

`n + `−1
n <

√
5.

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η προς απόδειξη ανισότητα δεν ισχύει για τρεις διαδοχικούς συγκλί-
νοντες

pn−1

qn−1
,
pn
qn
,
pn+1

qn+1

και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.
Σύµφωνα µε το πρώτο µέρος της απόδειξης έχουµε

`n + `−1
n <

√
5 και `n+1 + `−1

n+1 <
√

5.

Επειδή `n > 1 για κάθε n, από τις τελευταίες ανισότητες προκύπτει ότι

`−1
n >

1
2

(
√

5 − 1) και `n+1 <
1
2

(
√

5 + 1).

΄Οµως, το
`n+1 =

qn+1

qn
=
an+1qn + qn−1

qn
= an+1 + `−1

n .

Τελικά,

1
2

(
√

5 + 1) > `n+1 = an+1 + `−1
n > an+1 +

1
2

(
√

5 − 1) ≥ 1 +
1
2

(
√

5 − 1) =
1
2

(
√

5 + 1),

άτοπο. �
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Πρόταση 7.5.7. Η σταθερά
√

5 είναι η ϐέλτιστη δυνατή.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει κάποιος πραγµατικός αριθµός για τον οποίο η
√

5 δεν
µπορεί να αντικατασταθεί από οποιαδήποτε µεγαλύτερη τιµή. Πράγµατι, έστω α = 1

2 (
√

5 + 1).
Το συνεχές κλάσµα του α είναι [1; 1,1,1,1 . . .]. Για κάθε n ≥ 0, αποδεικνύεται επαγωγικά ότι αν
α = [1; 1, . . . ,1,αn], τότε αn =

√
5+1
2 . Παρατηρήστε ότι

αn+1 = (αn − an)−1 =

 √5 + 1
2

− 1
−1

=
1
2

(
√

5 + 1).

Το p0 = q0 = q1 = 1 και p1 = q2 = 2. Επίσης

pn = pn−1 + pn−2 και qn = qn−1 + qn−2.

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι για κάθε n ≥ 1 ισχύει qn = pn−1. Εποµένως,

lim
n→∞

qn−1

qn
= lim
n→∞

qn−1

pn−1
=

1
α

=

√
5 − 1
2

και

lim
n→∞

(
αn+1 +

qn−1

qn

)
=

√
5 + 1
2

+

√
5 − 1
2

=
√

5.

Αν τώρα c είναι µια οποιαδήποτε σταθερά, c >
√

5, τότε η ανισότητα

αn+1 +
qn−1

qn
> c,

ισχύει για πεπερασµένο (το πολύ) πλήθος τιµών του n. Εποµένως, σύµφωνα µε το πόρισµα 7.1.9

α −
pn
qn

=
αn+1pn + pn−1

αn+1qn + qn−1
−
pn
qn

= −
−(qnpn−1 − pn−1qn)
qn(αn+1qn + qn−1)

=
(−1)n+1

qn(αn+1qn + qn−1)

οπότε η ∣∣∣∣∣α − pnqn
∣∣∣∣∣ =

1

q2
(
αn+1 +

qn−1
qn

) < 1
cq2
n

ισχύει για πεπερασµένο πλήθος n.
Συνεπώς υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους ϱητοί ab οι οποίοι επαληθεύουν την ανισότητα∣∣∣∣∣α − ab

∣∣∣∣∣ < 1
cb2 .

Αφού 1
cb2 <

1
2b2 και σύµφωνα µε το πόρισµα 7.1.9, το κλάσµα a

b συµπίπτει µε κάποιον συγκλί-
νοντα pn

qn
του α. �

Παρατήρηση 7.5.8. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Hurwitz η διοφαντική ανισότητα∣∣∣∣∣α − xy
∣∣∣∣∣ < c

yn

έχει άπειρο πλήθος λύσεων αν ο α ∈ R\Q, n = 2 και c = 1√
5
. Τι γίνεται όµως αν n > 2; Το

ερώτηµα αυτό ϑα µας οδηγήσει σε επόµενο κεφάλαιο στη µελέτη των υπερβατικών αριθµών και
την αποδειξη του πεπερασµένου των λύσεων κλάσεων διοφαντικών εξισώσεων.
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7.6 Ισοδύναµοι αριθµοί

Θεωρούµε το σύνολο των πινάκων

M =

{
σ =

(
a b
c d

)
µε a, b, c, d ∈ Z, det σ = ±1

}
.

Το M µε πράξη τον πολλαπλασιασµό πινάκων αποτελεί οµάδα. Αν α ∈ R\Q και σ :=
(
a b
c d

)
∈ M

ορίζουµε

σα =
aα + b

cα + d
.

Αν σ =

(
a2 b2
c2 d2

)
και τ =

(
a1 b1
c1 d1

)
τότε

σ(τ(α)) = σ

(
a1α + b1

c1α + d1

)
=

a2
a1α+b1
c1α+d1

+ b2

c2
a1α+b1
c1α+d1

+ d2

=
(a2a1 + b2c1)α + (a2b1 + b2d1)
(c2a1 + c1d2)α + (c2b1 + d2d1)

= (στ)(α)

και

Iα = α, όπου I =

(
1 0
0 1

)
.

Ορισµός 7.6.1. ΄Εστω α ∈ R\Q και � ∈ R\Q. Θα λέµε ότι οι α, � είναι ισοδύναµοι αριθµοί αν και
µόνο αν υπάρχει σ ∈ M ώστε σα = �. Προφανώς η παραπάνω σχέση είναι σχέση ισοδυναµίας.

Παράδειγµα. ΄Εστω α ∈ R\Q. Ο α γράφεται

α = [a0;a1, . . . , an−1,αn].

΄Εχουµε ότι

α =
pn−1αn + pn−2

qn−1αn + qn−2
.

΄Εστω

σn−1 :=
(
pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

)
.

Ο σn−1 ϑα καλείται ο (n − 1)-στος συνεχής µετασχηµατισµός του α. ΄Ωστε

α = σn−1αn.

Το σn−1 ∈ M. ΄Αρα ο α είναι ισοδύναµος προς τον αn, για n ≥ 1, και οι αn είναι ισοδύναµοι µεταξύ
τους. ΄Εστω

An :=
(
an 1
1 0

)
µε detAn = −1.
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Ισχύει

σn =

(
pn pn−1
qn qn−1

)
=

(
anpn−1 + pn−2 pn−1
anqn−1 + qn−2 qn−1

)
=

(
pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

) (
an 1
1 0

)
= σn−1An.

∆ηλαδή
σn = A0A1 · · ·An.

Θεώρηµα 7.6.2. ΄Εστω α, � ∈ R\Q και σ =

(
a b
c d

)
∈ M,

α = σ� =
a� + b

c� + d
.

Υποθέτουµε ακόµη ότι � > 1 και c > d > 0. Τότε b/a και a/c είναι δύο διαδοχικές κύριες συγκλίσεις
του α, έστω οι pn−2

qn−2
, pn−1
qn−1

και � = αn.

Απόδειξη. Αφού σ ∈ M, έχουµε ότι det σ = ±1 συνεπώς ad − bc = ±1. ΄Αρα (a, c) = 1. Γράφουµε
τον ϱητό αριθµό a/c ως συνεχές κλάσµα.

a

c
= [a0;a1, . . . , an−1] =

pn−1

qn−1
,

δηλαδή a = pn−1 και c = qn−1, αφού a/c ανάγωγο.
Στο συνεχές κλάσµα του a

c µπορούµε να επιλέξουµε έτσι το n (αφού το µήκος ενός συνεχούς
κλάσµατος µπορεί να µεγαλώσει ή να µικραίνει κατά ένα, ανάλογα µε τις επιθυµίες µας) ώστε

pn−1qn−2 − pn−2qn−1 = ε,

όπου ad − bc = ε, ε = ±1.
΄Αρα από τη σχέση ad −bc = pn−1d −qn−1b = ε έχουµε pn−1(d −qn−2) = qn−1(b−pn−2). Αφού,

ως γνωστόν, (pn−1, qn−1) = 1 έπεται ότι qn−1 | (d − qn−2).
Αλλά qn−2 ≤ qn−1 και εξ υποθέσεως d < qn−1 = c. ∆ηλαδή

|d − qn−2| < qn−1 ⇒ d − qn−2 = 0⇒ d = qn−2

και ακολούθως b = pn−2. Με ϐάση τα παραπάνω έχουµε

α =
a� + b

c� + d
=
pn−1� + pn−1

qn−1� + qn−2

που σηµαίνει ότι το α µπορεί να γραφεί ως εξής :

α = [a0;a1, . . . , an−1, �].

Αφού από την υπόθεση � > 1 συνεπώς η παραπάνω έκφραση είναι το συνεχές κλάσµα του α,
δηλαδή � = αn και a/c και b/d είναι δύο διαδοχικές κύριες συγκλίσεις του α. �



272 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΣΥΝΕΧΗ ΚΛΑΣΜΑΤΑ

Θεώρηµα 7.6.3 (Serret). ΄Εστω α, � άρρητοι αριθµοί. Ο α είναι ισοδύναµος µε τον � εάν και µόνο
αν αn = �m για κάποιο Ϲευγάρι ακέραιων n,m ≥ 1, ή ισοδύναµα για τα συνεχή κλάσµατά τους

α = [a0;a1, a2, . . .], � = [b0; b1, b2, . . .]

ισχύει an = bn+` για κάποιο ` και όλα τα αρκούντως µεγάλα n.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχουν ακέραιοι k, ` ≥ 1 τέτοιοι ώστε αk = �` δηλαδή

α = [a0, a1, . . . , ak−1,αk]

� = [b0, b1, . . . , b`−1, �`],

αk = �`. Αφού α ∼ αk και � ∼ �` έπεται ότι α ∼ �.
Αντιστρόφα. ΄Εστω α ∼ �, δηλαδή

� = σα =
aα + b

cα + d
, όπου σ :=

(
a b
c d

)
∈ M.

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι cα + d > 0, σε διαφορετική

περίπτωση παίρνουµε ως σ =

(
−a −b
−c −d

)
. Λόγω της σχέσης α = σn−1αn, σn−1 =

(
pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

)
έπεται ότι � = σσn−1αn και

σσn−1 =

(
a b
c d

) (
pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

)
=

=

(
∗ ∗

cpn−1 + dqn−1 cpn−2 + dqn−2

)
=

(
a′ b′

c′ d′

)
.

Εποµένως

cpn−1 + dqn−1 = qn−1

(
c
pn−1

qn−1
+ d

)
= c′

και

cpn−2 + dqn−2 = qn−2

(
c
pn−2

qn−2
+ d

)
= d′.

Παίρνουµε n αρκετά µεγάλο, ώστε pn−1
qn−1

και pn−2
qn−2

να πλησιάζουν πολύ κοντά στο α.
Αφού cα + d > 0 συνεπάγεται, για αρκετά µεγάλο n, ότι c′ > 0 και d′ > 0. Εξ υποθέσεως

(αn είναι ο n-στός όρος στο συνεχές κλάσµα του αρρήτου α) έχουµε ότι αn > 1. Τελικά µπορούµε
να ϑεωρήσουµε τον n άρτιο ή περιττό, έτσι ώστε c′ > d′. Από το ϑεώρηµα 7.6.2 έχουµε αn =

�m , για κάποιο m. Από την παραπάνω απόδειξη προκύπτει αµέσως το δεύτερο ισοδύναµο της
πρότασης. �

Παράδειγµα. ΄Εστω α = [a0;a1, a2, . . .]. Προφανώς

α =
(−1)(−α) + 0

0(−α) + 1
⇒ α ∼ (−α)

Πράγµατι, εύκολα µπορεί να επαληθευθεί ότι

−α =

[(−a0 − 1); 1, a1 − 1, a2, a3, . . .] αν α1 > 1
[(−a0 − 1);a2 + 1, a3, a4, . . .] αν α1 = 1

.
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Επίσης

α =
01
α

+ 1

11
α

+ 0
⇒ α ∼

1
α

Πράγµατι,
1
α

=

[0;a0, a1, . . . , ] αν α > 1
[a1;a2, a3, . . . , ] αν 0 < α < 1

Στα 1879 ο A. Markoff δηµοσίευσε ένα σηµαντικό ϑεώρηµα στην περιοχή των συνεχών κλα-
σµάτων [1], [2].

΄Εστω α ∈ R\Q και α όχι ισοδύναµος προς τον θ1 = 1+
√

5
2 , δηλαδή α / θ1.

Υπάρχουν άπειροι ϱητοί pq , τέτοιοι ώστε∣∣∣∣∣α − pq
∣∣∣∣∣ < 1
√

8q2

και η σταθερά 1√
8

είναι η ϐέλτιστη δυνατή αν ο α είναι ισοδύναµος προς τον θ2 = 1 +
√

2. Αν ο
a /, θ1, θ2, τότε υπάρχουν άπειροι ϱητοί pq τέτοιοι ώστε∣∣∣∣∣α − pq

∣∣∣∣∣ < 5
√

221q2

και η σταθερά 5√
221

είναι η ϐέλτιση δυνατή αν ο α είναι ισοδύναµος προς τον θ3 := 9+
√

221
10 .

Συγκεκριµένα ισχύει το ακόλουθο ϑεώρηµα του Markoff (1879):

Θεώρηµα 7.6.4. Υπάρχει µια ακολουθία ακέραιων (λέγεται ακολουθία Markoff )

1,2,5,13,29,34, . . .

και µια αντίστοιχη ακολουθία τετραγωνικών αρρήτων θi οι οποίοι ανήκουν στα τετραγωνικά σώµατα

Q(
√
Di) = {a + b

√
Di |a, b ∈ Q},

όπου Di := 9m2
i − 4 και mi ο i-στός όρος της ακολουθίας Markoff µε την ακόλουθη ιδιότητα :

Αν α ∈ R\Q,α / θi , για mi < mj,

τότε υπάρχουν άπειροι ϱητοί pq τέτοιοι ώστε να ισχύει∣∣∣∣∣α − pq
∣∣∣∣∣ < mj√

Djq2
.

Η σταθερά
mj√
Dj

είναι η ϐέλτιστη δυνατή τότε και µόνο τότε όταν α ∼ θh , για κάποιο h τέτοιο ώστε

mh = mj.
Τα Ϲεύγη (mi , θi) αντιστοιχούν αµφιµονοσήµατνα στις κλάσεις ϑετικών τριάδων ακέραιων

(p, q, r), κατά προσέγγιση µεταθέσεων, οι οποίες τριάδες επαληθεύουν τη διοφαντική εξίσωση

p2 + q2 + r2 = 3pqr.
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΄Ενα καλά ορισµένο σύνολο αντιπροσώπων ορίζεται ως εξής : Ξεκινούµε από τις τριάδες

(1,1,1), (1,1,2), (2,1,5)

και συνεχίζουµε από την τριάδα (p, q, r) στις τριάδες (r, q,3rq − p) και (p, r,3rp− q). Η ακολουθία
του Markoff είναι η διατεταγµένη ακολουθία των αριθµών r. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος ξεπερνά
τους στόχους του παρόντος ϐιβλίου. Παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στο [6].

7.7 Περιοδικά συνεχή κλάσµατα

Θεωρούµε τον πραγµατικό αριθµό α = 29+
√

15
7 . Υπολογίζουµε το άπειρο συνεχές κλάσµα αυτού:

α = [4; 1,2,3,2,3,2,3, . . .].

Παρατηρούµε ότι υπάρχει µια επανάληψη των ψηφίων 2,3, δηλαδή µια περιοδικότητα αυτών.
Επίσης το συνεχές κλάσµα του

α = 1 +
√

2 = [2; 2,2,2, . . .].

Είναι, λοιπόν, αυτονόητο να δοδεί ο ακόλουθος

Ορισµός 7.7.1. ΄Ενα άπειρο απλό συνεχές κλάσµα [a0;a1, a2, . . . , ] λέγεται περιοδικό συνεχές
κλάσµα, όταν υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι n και k τέτοιοι ώστε

am = am+k για κάθε m ≥ n.

Χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό

[a0;a1, a1, . . . , an−1, an, an+1, . . . , an+k−1].

Το συνεχές κλάσµα του α = 29+
√

15
7 γράφεται

α = [4; 1,2,3].

Θα λέµε ότι το συνεχές κλάσµα του α είναι καθαρά περιοδικό όταν υπάρχει κάποιος ϕυσικός k
τέτοιος ώστε an+k = an για όλα τα n, δηλαδή όταν

α = [a0;a1, a2, . . . , ak−1].

Το συνεχές κλάσµα του α = 1 +
√

2 είναι καθαρά περιοδικό και α = [2]. Τέλος, το k λέγεται
πρωταρχική περίοδος, αν είναι ο µικρότερος ακέραιος µε αυτή την ιδιότητα.

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε πότε το συνεχές κλάσµα ενός αρρήτου πραγµατικού αριθµού
είναι περιοδικό ή καθαρά περιοδικό.

Ορισµός 7.7.2. Ο πραγµατικός αριθµός α λέγεται άρρητη ποσότητα δευτέρου ϐαθµού όταν είναι
άρρητος και ϱίζα ενός πολυωνύµου δευτέρου ϐαθµού

Ax2 + Bx + C,

µε ακέραιους συντελεστές (A, B, C) = 1 και A > 0.
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Το α = 29+
√

15
7 είναι ϱίζα του πολυωνύµου

49x2 − 406x + 826.

Επειδή οι ϱίζες του πολυωνύµου Ax2 + Bx + C δεν είναι ϱητοί αριθµοί έπεται ότι η διακρίνουσα
του α

D(α) = B2 − 4AC > 0

και D(α) όχι τέλειο τετράγωνο. Συνεπώς D(α) = f 2d , όπου d > 1 ελεύθερος τετραγώνου και ο α

γράφεται στη µορφή α = a + b
√
d, µε a, b ∈ Q. Η δεύτερη ϱίζα του πολυωνύµου ϑα είναι η

α
′ = a − b

√
d

και ϑα λέγεται συζυγής του α.
Το σύνολο

K = Q(
√
d) = {a + b

√
d|a, b ∈ Q}

µε πράξεις τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών είναι
σώµα.

Ορισµός 7.7.3. Αν ο α είναι άρρητη ποσότητα δευτέρου ϐαθµού, ο α ϑα λέγεται ανάγωγος (
reduced) όταν α > 1 και −1 < α

′ < 0.

Παρατήρηση 7.7.4. Αν ο α είναι ανάγωγος, τότε και ο − 1
α′

είναι επίσης ανάγωγος.

Πρόταση 7.7.5. Αν D ϑετικός ακέραιος D = f 2d και d όχι τέλειο τετράγωνο, υπάρχουν πεπερα-
σµένου πλήθους ανάγωγα στοιχεία στο σώµα K = Q(

√
d) διακρίνουσας D.

Απόδειξη. ΄Εστω α ∈ K ανάγωγος. Ο α είναι λύση της εξίσωσης

Ax2 + Bx + C = 0,

και D(a) = B2 − 4AC = D. Εποµένως

α =
−B + ε

√
D

2A
> 1

και

−1 <
−B − ε

√
D

2A
< 0,

όπου ε = ±1. Αν ήταν ε = −1 ϑα είχαµε −B −
√
D > 0 και −B +

√
D < 0, άτοπο. Εποµένως ε = 1,

οπότε
−B +

√
D > 2A > B +

√
D.

΄Ετσι −2B > 0 άρα B < 0 και −B−
√
D

2A < 0 συνεπώς 0 < −B <
√
D. Αυτό σηµαίνει ότι για το |B|

έχουµε πεπερασµένου πλήθους δυνατότητες, οπότε και για το A ισχύει το ίδιο.
Τέλος, από τη σχέση D = B2 − 4AC το ίδιο ισχύει για το C. �

Πρόταση 7.7.6. Αν το α έχει διακρίνουσα D(α) = D > 0 και ο � είναι ισοδύναµος προς τον α

τότε και ο � έχει την ίδια διακρίνουσα. Επίσης, αν m ∈ Z και � = α + m, τότε και πάλι ισχύει
D(�) = D(α) = D.
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Απόδειξη. Η απόδειξη είναι απλή και αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. �

Θεώρηµα 7.7.7. Υποθέτουµε ότι α είναι ένας πραγµατικός τετραγωνικός και άρρητος αριθµός.
Ισχύουν τα ακόλουθα:

• Στο συνεχές κλάσµα του α

α = [a0;a1, a2, . . . , an−1,αn]

ο αn έχει την ίδια διακρίνουσα µε τον α για κάθε n ≥ 1.

• Αν ο α είναι ανάγωγος, τότε και ο αn είναι ανάγωγος για κάθε n ≥ 1.

• Αν ο α δεν είναι ανάγωγος τότε υπάρχει n0 ∈ N τέτοιος ώστε για κάθε n ≥ n0 ο αn να είναι
ανάγωγος.

Απόδειξη. (1) Γνωρίζουµε ήδη ότι α ∼ αn για κάθε n ≥ 1. Το συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια
της πρότασης 7.7.6.

(2) Γνωρίζουµε ότι, για κάθε n ≥ 1, ισχύει αn > 1.Ο α είναι εξ υποθέσεως ανάγωγος. Εποµένως
α > 1 και −1 < −α′ < 0. Από α > 1 έπεται ότι a0 = [α] ≥ 1. Αν α = a0 + 1

α1
, προκύπτει ότι α1 > 1

και − 1
α
′
1

= a0−α
′ = a0 + (−α′) > 1. Εποµένως και ο α1 είναι ανάγωγος. Επαγωγικά αποδεικνύεται

ότι ο αn είναι ανάγωγος για κάθε n ≥ 1.
(3) Ο

α =
pn−1αn + pn−2

qn−1αn + qn−2
.

Λύνουµε ως προς αn

αn =
pn−2 − αqn−2

αqn−1 − pn−1
= −

αqn−2 − pn−2

αqn−2 − pn−1
.

Εποµένως,

α
′
n = −

α
′qn−2 − pn−2

α′qn−2 − pn−1
= −

qn−2

qn−1

α′ − pn−2
qn−2

α′ −
pn−1
qn−1

 .
Για αρκετά µεγάλο n, τα κλάσµατα pn−2

qn−2
και pn−1

qn−1
παριστούν µια πολύ καλή προσέγγιση του α και

συνεπώς η παραπάνω παράσταση συγκλίνει στο α
′−α

α′−α
, οπότε έχουµε α

′
n < 0. Υπενθυµίζουµε ότι

qn > 0 για κάθε n.
Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι α′n > −1.

α
′
n = −

qn−2α
′ − pn−2

qn−1α′ − pn−1
= −

qn−1(qn−2α
′ − pn−2)

qn−1(qn−1α′ − pn−1)
=

= −
qn−1qn−2α

′ − qn−1pn−2

qn−1(qn−1α′ − pn−1)
= −

qn−1qn−2α
′ − pn−1qn−2 − (−1)n−1

qn−1(qn−1α′ − pn−1)
=

= −
qn−2(qn−1α

′ − pn−1) − (−1)n−1

qn−1(qn−1α′ − pn−1)
= −

qn−2

qn−1
−

(−1)n−1

qn−1(qn−1α′ − pn−1)
=

=
1
qn−1

(
−qn−2 −

(−1)n−1

qn−1α′ − pn−1

)
=

=
1

qn−1
(
−qn−1 −

(−1)n−1

qn−1

(
α′ −

pn−1
qn−2

)) =
1
qn−1

.
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Εποµένως

α
′
n + 1 =

1
qn−1

qn−1 + qn−2 −
(−1)n−1

qn−1
(
α′ −

pn−1
qn−1

)
Για αρκετά µεγάλο n, ο όρος 1

qn−1
(
α′−

pn−1
qn−1

) είναι ο µικρός. Εποµένως α′n + 1 > 0. �

Πρόταση 7.7.8. ΄Εστω ότι ο α είναι ανάγωγος και a ∈ Z τέτοιος ώστε α = a + 1
α1
. Οι παρακάτω

προτάσεις είναι µεταξύ τους ισοδύναµες :

1. Ο α1 είναι ανάγωγος.

2. Ο a = [α].

Απόδειξη. 2⇒ 1 Αν a = [α] τότε a < α < a + 1 συνεπώς 0 < α− a < 1 και 1 < 1
α−a = α1. Επίσης,

ο a ≥ 1 και α′ < 0. ΄Αρα

α
′
1 =

1
α′ − a

< 0.

Από τη σχέση α
′ − a < −1, έπεται ότι

−1 <
1

α′ − a
= α

′
1,

δηλαδή ο α1 είναι ανάγωγος.
1⇒ 2. Αν ήταν α < a ϑα είχαµε

1
α1

= α − a < 0⇒ α1 < 0,

άτοπο. Αν πάλι a + 1 < α τότε 1
α1

= α − a > 1 και τελικά α1 > 1, άτοπο.
Εποµένως a < α < a + 1, δηλαδή α = [a]. �

Παρατήρηση 7.7.9. Στην πρόταση 7.7.8 τα α, α1 καθορίζονται µονοσήµαντα το ένα από το άλλο.

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί είναι το σηµαντικότερο του κεφαλαίου. Η µια κατεύθυνση απο-
δείχθηκε από τον Euler το 1737 και η άλλη από τον Lagrange το 1770, και ονοµάζεται

Θεώρηµα 7.7.10 (Euler-Lagrange). ΄Εστω α ∈ R\Q. Το άπειρο απλό συνεχές κλάσµα του α

είναι περιοδικό τότε και µόνο τότε όταν ο α είναι τετραγωνικός, δηλαδή άρρητη ποσότητα δευτέρου
ϐαθµού.

Υποθέτουµε τώρα ότι ο α είναι τετραγωνικός. Ο α είναι ανάγωγος τότε και µόνο τότε όταν ο α

είναι καθαρά περιοδικός.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι α είναι τετραγωνικός (άρρητη ποσότητα δευτέρου ϐαθµού). Σύµφωνα
µε το ϑεώρηµα 7.7.7 υπάρχει n0 ∈ N τέτοιος ώστε, για κάθε n ≥ n0, ο αn είναι ανάγωγος. Από την
πρόταση 7.7.5 έπεται ότι υπάρχουν το πολύ πεπερασµένου πλήθους τιµές για το αn. Εποµένως,
για κάποιο n ∈ N και k > 1, ισχύει αn = αn+k , δηλαδή το συνεχές κλάσµα του α είναι περιοδικό.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι ο α είναι ανάγωγος και έστω αm ο πρώτος όρος του συνεχούς κλά-
σµατος του α ο οποίος συµπίπτει µε κάποιο επόµενο όρο της ακολουθίας του αm+k , δηλαδή

αm = αm+k µε m > 0 και k ≥ 1.
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Από την πρόταση 7.7.8 και την παρατήρηση 7.7.9, προκύπτει ότι ο αm−1 ορίζεται µονοσήµαντα
από τον αm . Εποµένως αm−1 = αm+k−1, άτοπο λόγω του ορισµού του m.

Εποµένως m = 0 και το συνεχές κλάσµα του α είναι καθαρά περιοδικό. Αντίστροφα, αν το
συνεχές κλάσµα του α είναι καθαρά περιοδικό, µπορούµε να γράψουµε

α = [a0;a1, . . . , am] = [a0;a1, . . . , am ,α].

Από τη γνωστή σχέση α = σmα προκύπτει ότι ο α είναι τετραγωνικός. Συγκεκριµένα, από τη σχέση

α =
pm−1α + pm−2

qm−1α + qm−2
,

έπεται ότι
qm−1α

2 − (pm−1 − qm−2)α − pm−2 = 0.

Η διακρίνουσα
D(α) = (pm−1 − qm−2)2 + 4pm−2qm−2 > 0.

Εποµένως ο α είναι άρρητη ποσότητα δευτέρου ϐαθµού. Επίσης ισχύει (ϑεώρηµα 7.7.7) ότι α = αn

και για αρκετά µεγάλο n ο αn είναι ανάγωγος οπότε και ο α.
Αν τώρα το το συνεχές κλάσµα του α είναι απλά περιοδικό, δηλαδή

α = [a0;a1, . . . , ar , ar+1, . . . , ar+k],

τότε ο
αr+1 = [ar+1, . . . , ar+k]

είναι καθαρά περιοδικός δηλαδή και τετραγωνικός. Τώρα ο α = σr+1αr+1, δηλαδή α ∼ αr+1
συνεπώς και ο α τετραγωνικός. �

Πρόταση 7.7.11. Υποθέτουµε ότι ο α ∈ R\Q είναι τετραγωνικός ανάγωγος. Αν

α = [a0;a1, a2, . . . , an−1],

τότε

−
1
α′

= [an−1;an−2, . . . , a1, a0]

Απόδειξη. ΄Εστω � = [an−1;an−2, . . . , a1, a0] και
{
pn
qn

}
n∈N

,
{
p′n
q′n

}
n∈N

, οι συγκλίνοντες των α και �,
αντίστοιχα.

Εξ ορισµού της περιοδικότητας έχουµε

α = [a0;a1, a2, . . . , an−1,α]

και
� = [an−1; . . . , a1, a0, �].

Εποµένως,
α =

αpn−1 + pn−2

αqn−1 + qn−2

και

� =
�p′n−1 + p′n−2

�q′n−1 + q′n−2
.
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Τα α, � είναι λύσεις των εξισώσεων δευτέρου ϐαθµού,

qn−1X
2 + (qn−2 − pn−1)X − pn−2 = 0

και
q′n−1X

2 + (q′n−2 − p
′
n−1)X − p′n−2 = 0,

αντίστοιχα. Από τη δεύτερη προκύπτει ότι,

p′n−2

(
−1
�

)2

+ (q′n−2 − p
′
n−1)

(
−1
�

)
− q′n−1 = 0.

Οι εκφράσεις των α, � µπορούν να γραφούν ως εξής : Υπάρχουν κ, λ ∈ R, κ · λ , 0, τέτοιοι ώστε

κ

(
α

1

)
=

(
αpn−1 + pn−2
αqn−1 + qn−2

)
=

(
pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

) (
α

1

)
και

λ

(
�
1

)
=

(
�p′n−1 + p′n−2
�q′n−1 + q′n−2

) (
p′n−1 p′n−2
q′n−1 q′n−2

) (
�
1

)
.

΄Οµως (
pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

)
=

(
a0 1
1 0

) (
a1 1
1 0

)
· · ·

(
an−1 1

1 1

)
και (

p′n−1 q′n−1
p′n−2 q′n−2

) (
an−1 1

1 0

) (
an−2 1

1 0

)
· · ·

(
a0 1
1 0

)
.

Εποµένως, (
pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

)
=

(
p′n−1 p′n−2
q′n−1 q′n−2

)t
οπότε,

pn−1 = p′n−1, pn−2 = q′n−1, qn−1 = p′n−2 και qn−2 = q′n−2.

Αυτό σηµαίνει ότι ο α και ο −1
� είναι λύσεις της ίδιας τετραγωνικής εξίσωσης. Οι ϱίζες αυτής

είναι τα α και α′. Ο −1
� λοιπόν ϑα είναι είτε ο α είτε ο α

′. Το συνεχές κλάσµα του α είναι καθαρά
περιοδικό. Εποµένως ο a0 = an ≥ 1 από το οποίο προκύπτει ότι α, � > 0 και −1

� < 0. Τελικά,
α
′ = −1

� , δηλαδή � = − 1
α′
. �

Πρόταση 7.7.12. Υποθέτουµε ότι D ∈ N, δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου. Το συνεχές κλάσµα
του
√
D είναι, √

D = [a0;a1, a2, . . . , an−1,2α0]

και an−i = ai για i = 1,2, . . . , n − 1.

Απόδειξη. Ο a0 = [
√
D]. Θεωρούµε τον αριθµό α = a0 +

√
D. Το συνεχές κλάσµα του

√
D και του

α διαφέρουν µόνο ως προς τον πρώτο όρο. Ο πρώτος όρος του
√
D είναι a0 ενώ του α = a0 +

√
D

είναι [a0 +
√
D] = 2a0.

Ο α είναι ανάγωγος, αφού α > 1, και

−1 < α
′ = a0 −

√
D < 0.
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Εποµένως το συνεχές κλάσµα του α είναι καθαρά περιοδικό

α = [2a0;a1, a2, . . . , an−1].

Από αυτή την έκφραση προκύπτει αµέσως ότι

γ :=
1

α − 2a0
= [a1, a2, . . . , an−1,2a0]

Εφαρµόζουµε την πρόταση 7.7.11:

[2a0;an−1, . . . , a2, a1] = −
1
γ′

= −(α − 2a0)′ =

= −(α′ − 2a0) = −α′ + 2a0 = −a0 +
√
D + 2a0 = a0 +

√
D = α

από την οποία προκύπτει ότι ai = an−i για κάθε i = 1,2, . . . , n − 1. �

Παράδειγµα. (1) Από τα προηγούµενα προκύπτουν οι :
√

19 = [4; 2,1,3,1,2,8]
√

73 = [8; 1,1,5,5,1,1,16]
√

94 = [9; 1,2,3,1,1,5,1,8,1,5,1,1,3,2,1,18]

(2) Να αποδείχθεί ότι το απλό συνεχές κλάσµα της
√
D, όπου D ϑετικός ακέραιος, έχει περίοδο 1

τότε και µόνο τότε όταν D = a2 + 1 όπου ο a είναι κάποιος ϑετικός ακέραιος.

Απόδειξη. Πράγµατι, αν το συνεχές κλάσµα του
√
D έχει περίοδο 1, ϑα έχει τη µορφή [a0; 2a0].

Εποµένως
√
D = a0 +

1

2a0 +
1

2a0 +
1
· · ·

Αν ονοµάσουµε

φ := 2a0 +
1

2a0 +
1

2a0 + · · ·

,

τότε έχουµε

φ = 2a0 +
1
φ
⇒ φ2 − 2a0φ + 1 = 0.

Οι ϱίζες της εξίσωσης αυτής είναι

φ1,2 =
2a0 ±

√
4a2

0 + 4

2
= a0 ±

√
a2

0 + 1.

Επειδή ο φ > 0, έπεται ότι φ = a0 +

√
a2

0 + 1. Εποµένως

1
φ

=
a0 −

√
a2

0 + 1

a2
0 − (a2

0 + 1)
=

√
a2

0 + 1 − a0,
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οπότε
√
D = a0 +

1
φ

= a0 +

√
a2

0 + 1 − a0 =

√
a2

0 + 1,

και a0 = [
√
D] ≥ 1.

Αντίστροφα, αν D = a2 + 1, τότε
√
D = a + (

√
a2 + 1 − a) =

= a +
1

√
a2 + 1 − a

=

= a +
1

2a + (
√
a2 + 1 − a)

= a +
1

2a +
1

2a + · · ·
.

΄Ετσι
√

2 = [1,2],
√

5 = [2,4],
√

10 = [3,6],
√

50 = [7,14]. �

(3) Αν a, b, c ∈ N, τότε

α = [a, b, c] = a + φ = a +
1

b +
1

c + φ

.

Εποµένως,

φ =
1

b +
1

c + φ

=
c + φ

bc + bφ + 1

συνεπώς
bφ2 + bcφ − c = 0.

Οι ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι

φ1,2 = −
c

2
±

√( c
2

)2
+
c

b
.

Συνεπώς,

α = a −
c

2
+

√( c
2

)2
+
c

b
.

Ειδικότερα αν c = 2a, τότε α = [a, b,2a]. Αν επιπλέον, b = 1,2 ή a τότε έχουµε

α =
√
a2 + 2a = [a; 1,2a],

α =
√
a2 + a = [a; 2,2a],

α =
√
a2 + 2 = [a;a,2a],

αντίστοιχα.
΄Εχουµε υπολογίσει γενικούς τύπους για το συνεχές κλάσµα διαφόρων κλάσεων αρρήτων

ποσοτήτων δευτέροτ ϐαθµού. Για παράδειγµα αν α =
√

63, τότε α = [7; 1,14], αν α =
√

132 τότε
α = [11; 2,22] και αν α =

√
225, τότε α = [15; 15,30].
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7.8 Συνεχή κλάσµατα και παραγοντοποίηση

Υπενθυµίζουµε ότι µπορούµε να παραγοντοποιήσουµε έναν ϑετικό ακέραιο n µε τη µέθοδο του
Fermat, αν υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι x, y τέτοιοι ώστε

x2 − y2 = n και x − y , 1.

Είναι πιθανό, όµως, να µπορέσουµε να παραγοντοποιήσουµε τον n αν υπάρχουν x, y ϑετικοί
ακέραιοι οι οποίοι ικανοποιούν την ασθενέστερη συνθήκη:

x2 ≡ y2modm,0 < y < x < n και x + y , n. (7.8.1)

Πράγµατι, αν ισχύει η συνθήκη (7.8.1) τότε το

n | (x + y)(x − y) = x2 − y2,

ενώ το n δεν διαιρεί ούτε το x −y ούτε το x +y, αφού x +y , n και x +y < 2n. ΄Αρα n - (x +y), ενώ
y < x και x − y < n συνεπάγεται n - (x − y). Εποµένως, (n, (x − y)) και (n, x + y) είναι διαιρέτες
του n διάφοροι του 1 και n. Τους διαιρέτες αυτούς τους ϐρίσκουµε εύκολα χρησιµοποιώντας τον
Ευκλείδειο Αλγόριθµο.
Παράδειγµα. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι

12542 ≡ 4202mod4309.

Υπολογίζουµε τους (1254 − 420,4309) = 31 και (1254 + 420,4309) = 139. Εποµένως 4309 =

31 · 139. Αλλά, όταν µας δοθεί ο n, πώς ϑα ψάξουµε να ϐρούµε ϑετικούς ακέραιους x, y τέτοιους
ώστε x2 ≡ y2modn;

Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο των συνεχών κλασµάτων. Για τον σκοπό αυτό χρειαζόµαστε την
ακόλουθη:

Πρόταση 7.8.1. Υποθέτουµε ότι n είναι κάποιος ϑετικός ακέραιος, όχι τέλειο τετράγωνο. Ορίζουµε

αk :=
Pk +

√
n

Qk
,

για k = 0,1,2, . . . , ak = [αk],
Pk+1 = akQk − Pk

και

Qk+1 =
n − P2

k+1

Qk

για k = 0,1,2, . . . , όπου α0 :=
√
n.

Αν pk
qk

είναι ο k-στός συγκλίνων του απλού συνεχούς κλάσµατος της
√
n, τότε ισχύει

p2
k − nq

2
k = (−1)k−1Qk+1.

Απόδειξη. Το
α0 =

√
n = [a0;a1, a2, . . . , ak ,αk+1].

Επίσης, από το πόρισµα 7.1.8,
√
n =

αk+1pk + pk−1

αk+1qk + qk−1
.
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Αντικαθιστούµε το αk+1 =
Pk+1+

√
n

Qk+1
και έχουµε

√
n =

Pk+1+
√
n

Qk+1
pk + pk−1

Pk+1+
√
n

Qk+1
qk + qk−1

από την οποία προκύπτει ότι

nqk + (Pk+1qk + Qk+1qk−1)
√
n = Pk+1pk + Qk+1pk−1 + pk

√
n.

Ο n δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου. Εποµένως{
nqk = Pk+1pk + Qk+1pk−1

Pk+1qk + Qk+1qk−1 = pk

}
⇒

nq2
k = Pk+1pkqk + Qk+1pk−1qk

p2
k = Pk+1pkqk + Qk+1pkqk−1


από όπου καταλήγουµε στο

p2
k − nq

2
k = Qk+1(pkqk−1 − pk−1qk) = (−1)k−1Qk+1.

�

7.8.1 Αλγόριθµος συνεχών κλασµάτων για την παραγοντοποίηση ενός ακέραιου
n.

Σύµφωνα µε τους παραπάνω συµβολισµούς από την πρόταση 7.8.1 προκύπτει ότι, για κάθε
ακέραιο k, k ≥ 0, ισχύει

p2
k ≡ (−1)k−1Qkmodn.

Υποθέτουµε ότι ο k είναι περιττός και ότι το Qk+1 είναι τέλειο τετράγωνο δηλαδή Qk+1 = s2, s ≥ 1.
Εποµένως η ισοδυναµία γράφεται

p2
k ≡ s

2modn.

Η ισοδυναµία αυτή µπορεί να µας οδηγήσει στην παραγοντοποίηση του n.

Παρατήρηση 7.8.2. Τα ak για k = 0,1,2, . . . είναι οι όροι του συνεχούς κλάσµατος της
√
n.

Πράγµατι, για k = 0, έχουµε α0 =
√
n. ΄Αρα α0 =

0+
√
n

1 µε P0 = 0, Q0 = 1 και a0 = [α0] = [
√
n].

Υποθέτουµε ότι ισχύει για k, δηλαδή ότι

ak = [αk] =

[
Pk +

√
n

Qk

]
= [xk].

Τότε

αk+1 =
Pk+1 +

√
n

Qk+1
=
Pk+1 +

√
n

n−P2
k+1

Qk

=

=
Qk

√
n − Pk+1

=
Qk

√
n − akQk + Pk

=
1

√
n+Pk
Qk
− ak

= xk+1.

Συνεπώς
ak+1 = [αk+1] = [xk+1].

Σηµείωση: Εδώ µε xk συµβολίζουµε, κατ΄ εξαίρεση, τους διαδοχικούς όρους του συνεχούς κλά-
σµατος της

√
n.
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Παράδειγµα. (1) ΄Εστω n = 7729. Θα προσπαθήσουµε να τον παραγοντοποιήσουµε µε τη µέθοδο
των συνεχών κλασµάτων. Το συνεχές κλάσµα του

√
n =

√
7729 = [87; 1,1,0,1,2,1,2,21, . . .],

α0 =
0 +
√

7729
1

, P0 = 0, Q0 = 1, a0 = [α0] = 87

P1 = a0Q0 − P0 = 87, Q1 =
7729 − P2

1

Q0
= 7729 − 7569 = 160.

Το

α1 =
P1 +

√
7729

160
.

Εποµένως a1 = [α1] = 1,
P2 = a1Q1 − P1 = 1 · 160 − 87 = 73,

ενώ το

Q2 =
7729 − P2

2

Q1
=

7729 − 732

160
=

7729 − 5329
160

= 15.

∆υστυχώς το Q2 δεν είναι τέλειο τετράγωνο.

α2 =
P2 +

√
7729

Q2
=

73 +
√

7729
15

, a2 = [α2] = 10.

P3 = a2Q2 − P2 = 10 · 15 − 73 = 77, Q3 =
7729 − P2

3

Q2
=

7729 − 772

15
= 120.

α3 =
P3 +

√
7729

Q3
=

77 +
√

7729
120

,

άρα a3 = [α3] = 1.

P4 = a3Q3 − P3 = 1 · 120 − 77 = 43, Q4 =
7729 − P2

4

Q3
=

7729 − 432

120
= 49.

Εδώ το Q4 έχει άρτιο δείκτη και είναι τέλειο τετράγωνο. Εξετάζουµε την ισοδυναµία

P2
3 ≡ (−1)3−1Q4mod7729

και υπολογίζουµε το p3,

p0 = a0 = 87
p1 = a0a1 + 1 = 87 · 1 + 1 = 88
p2 = a2p1 + p0 = 10 · 88 + 87 = 880 + 87 = 967
p3 = a3p2 + p1 = 1 · 967 + 88 = 1055

Εποµένως, έχουµε 10552 ≡ 72mod7729. Με τη ϐοήθεια του Ευκλείδειου αλγορίθµου υπολογί-
Ϲουµε (1048,7729) = 131. Εποµένως 7729 = 59 · 131.
Παράδειγµα. (2) Εργαζόµαστε όπως παραπάνω και αποδεικνύουµε ότι 1000009 = 293 · 3413.
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Παρατήρηση 7.8.3. Ενδέχεται να µην δουλέψει ο αλγόριθµος. Αν, για παράδειγµα, ϑεωρήσουµε
τον n = 731 και υπολογίσουµε τα Qk για k = 0,1,2 ϐρίσκουµε 1,2,1 αντίστοιχα. Επειδή το απλό
συνεχές κλάσµα του

√
n υπολογίζεται

√
n = [27; 27,54]

ποτέ δεν ϑα µπορέσουµε να ϐρούµε κάποιο Qk µε άρτιο δείκτη το οποίο να είναι τέλειο τετράγωνο.
Σε αυτές τις περιπτώσεις ϑεωρούµε τον αριθµό

√
mn, µε κατάλληλα επιλεγµένο m (συνήθως ένα

γινόµενο από µερικούς πρώτους αποφεύγοντας να δηµιουργηθούν τετράγωνα µέσα στη ϱίζα).
Αν καταφέρουµε για κάποιο άρτιο k να πάρουµε Qk = s2, s ≥ 1, όπου το Qk αφορά στο

ανάπτυγµα του συνεχούς κλάσµατος του
√
mn, τότε ισχύει

p2
k −mnq

2
k = (−1)k−1Qk+1.

Εδώ τα pk/qk είναι οι συγκλίνοντες του απλού συνεχούς κλάσµατος της
√
mn. Από την ισοδυναµία

τώρα
p2
k ≡ (−1)k−1Qk+1modmn

ϑα µπορούσαµε, ίσως, να παραγοντοποιήσουµε το n, αν για παράδειγµα ϐρίσκαµε ότι (pk −
s,mn) > 1. ΄Ετσι στο προηγούµενο παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε τον m = 6,

√
mn =

√
6 · 731 =

√
4386

και υπολογίζουµε Q2 = 72 και p1 = 265. Εποµένως έχουµε

2652 ≡ 72mod4386

και
(265 − 7,4386) = 6 · 43.

Συνεπώς 43 | 731 οπότε 731 = 17 · 43.

Τέλος επιθυµούµε να προσθέσουµε ότι η µέθοδος αυτή έχει χρησιµοποιηθεί από τους M.
A. Morrison και John Brillahart [9] προκειµένου να παραγοντοποιήσουν τον έβδοµο αριθµό
Fermat, F7 = 227

+ 1. Για τον σκοπό τους αυτό υπολόγισαν τον 13300000 · Qk από το απλό
συνεχές κλάσµα του αριθµού

√
127F7. Το αποτέλεσµα της εργασίας τους ήταν :

F7 = 227
+ 1 = 59649589127497217 · 5704689200685129054721.

7.9 Το συνεχές κλάσµα του e

Στην παράγραφο αυτή ϑα µελετήσουµε το συνεχές κλάσµα της ϐάσης των νεπέριων λογαρίθµων
του υπερβατικού αριθµού e. Ο λόγος είναι ότι παρουσιάζει µια ενδιαφέρουσα κανονικότητα.

Θεώρηµα 7.9.1. Το συνεχές κλάσµα του e είναι το

e = [2; 1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1, . . .]

µε a0 = 2 και a3m = a3m−2 = 1, a3m−1 = 2m, για κάθε m ≥ 1.
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Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι το ανάπτυγµα Taylor του ex είναι

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+ · · ·

Επίσης

e−x = 1 −
x

1!
+
x2

2!
−
x3

3!
+
x4

4!
−
x5

5!
+ · · ·

΄Αρα

ex − e−x = 2x +
2x3

3!
+

2x5

5!
+ · · · =

= 2x
(
1 +

x2

3!
+
x4

5!
+ · · ·

)
=

= 2x
∞∑
n=0

x2n

(2n + 1)!

και

1
(2n + 1)!

=
1

3 · 5 · · · (2n + 1) · 2 · (2 · 2) · (2 · 3) · · · (2n)
=

=
1

3 · 5 · · · (2n + 1)n!2n
=

=
1

3·5···(2n+1)
2n n!4n

=

=
1

3
2

(
3
2 + 1

) (
3
2 + 2

) (
3
2 + 3

)
· · ·

(
3
2 + n − 1

)
n!4n

.

΄Αρα

ex − e−x = 2xf
(
3
2
,
x2

4

)
,

όπου

f (c, x) = 1 +
x

c
+

1
c(c + 1)

·
x2

2!
+ · · · +

1
c(c + 1) · · · (c + n − 1)

xn

n!
+ · · · =

= 1 +

∞∑
n=1

1
c(c + 1) · · · (c + n − 1)

xn

n!
,

µε c ∈ R\{0,−1,−2, . . .}. ΄Οµοια υπολογίζουµε ότι

ex + e−x = 2f
(
1
2
,
x2

4

)
,

οπότε συνολικά
ew − e−w

ew + e−w
= w

f
(

3
2 ,

w2

4

)
f
(

1
2 ,

w2

4

) . (7.9.1)

Τώρα,

f (c, x) − f (c + 1, x) = 1 +
x

c
+

1
c(c + 1)

x2

2!
+ · · · +

1
c(c + 1) · · · (c + n − 1)

xn

n!
+ · · ·
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−1 −
x

c + 1
−

1
(c + 1)(c + 2)

x2

2!
− · · · −

1
(c + 1) · · · (c + n − 1)(c + n)

xn

n!
− · · ·

=
x

c(c + 1)
+

2
c(c + 1)(c + 2)

x2

2!
+ · · · +

n

c(c + 1) · · · (c + n − 1)(c + n)
xn

n!
+ · · · =

=
x

c(c + 1)

(
1 +

x

c + 2
+

1
(c + 2)(c + 3)

x2

2!
+ · · · +

1
(c + 1) · · · (c + n)

xn−1

(n − 1)!
+ · · ·

)
=

x

c(c + 1)
f (c + 2, x).

΄Αρα
f (c, x) − f (c + 1, x) =

x

c(c + 1)
f (c + 2, x),

οπότε
f (c, x)

f (c + 1, x)
−
f (c + 1, x)
f (c + 1, x)

=
x

c(c + 1)
f (c + 2, x)
f (c + 1, x)

.

Εποµένως
f (c + 1, x)
f (c, x)

= 1 +
x

c(c + 1)
f (c + 2, x)
f (c + 1, x)

και τελικά
f (c + 1, x)
f (c, x)

=
1

1 + x
c(c+1)

f (c+2,x)
f (c+1,x)

.

Για x = z2 έχουµε
z

c

f (c + 1, z2)
f (c, z2)

=
1

c
z + z

c+1
f (c+2,z2)
f (c+1,z2)

συνεπώς
z

c

f (c + 1, z2)
f (c, z2)

=
1

c
z + 1

c+1
z

f (c+1,z2)
f (c+2,z2)

και επαγωγικά προκύπτει

z

c

f (c + 1, z2)
f (c, z2)

=

[
0;
c

z
,
c + 1
z

, . . . ,
c + n

z
,αn+2

]
,

όπου

αn+2 =
c + n + 1

z

f (c + n + 1, z2)
f (c + n + 2, z2)

.

Πράγµατι, για n = 0, ισχύει από την παραπάνω σχέση. ΄Εστω ότι ισχύει µέχρι το n − 1, δηλαδή

z

c

f (c + 1, z2)
f (c, z2)

= [0,
c

z
,
c + 1
z

, . . . ,
c + n + 1

z
,αn+1].

Τότε
1

αn+1
=

1
c+n
z

f (c+n,z2)
f (c+n+1,z2)

=
z

c + n

f (c + n + 1, z2)
f (c + n, z2)

=

=
1

c+n
z + z

c+n+1 ·
f (c+n+2,z2)
f (c+n+1,z2)

=
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=
1

c+n
z + 1

c+n+1
z ·

f (c+n+1,z2)
f (c+n+2,z2)

.

άρα ισχύει και για το n. Συνεπώς µπορούµε να πάρουµε το συνεχές κλάσµα του αριστερού µέλους
της παραπάνω ισότητας αν δώσουµε ειδικές τιµές στο c και z έτσι ώστε ο αριθµός c+n

z να είναι
ακέραιος ≥ 1, και ο τελευταίος όρος αn+2 να είναι ≥ 1, για κάθε n ≥ 0. Επιλέγουµε, λοιπόν, c = 1

2
και z = 1

2y , όπου y ακέραιος ≥ 1.
Θέτουµε στη σχέση (7.9.1) w = 1

y και ϐρίσκουµε ότι το ανάπτυγµα του ew−e−w

ew+e−w σε συνεχές
κλάσµα είναι

e
1
y − e−

1
y

e
1
y + e−

1
y

=
ew − e−w

ew + e−w
= w

f
(

3
2 ,

w2

4

)
f
(

1
2 ,

w2

4

)
=

1
y

f

(
3
2 ,

1
y2

4

)
f

(
1
2 ,

1
y2

4

) =

1
2y
1
2

f
(

3
2 ,

(
1
2y

)2)
f
(

1
2 ,

(
1
2y

)2)
=

0;
1
2
1
2y

,
1
2 + 1

1
2y

,
1
2 + 2

1
2y

, . . .

 = [0; y,3y,5y, . . .]

Ειδικά για y = 2 έχουµε
e

1
2 − e−

1
2

e
1
2 + e−

1
2

= [0,2,6,10, . . .].

Συνεπώς
√
e − 1√

e
√
e + 1√

e

= [0; 2,6,10, . . .]

και έτσι προκύπτει ότι
e − 1
e + 1

= [0; 2,6,10, . . .].

Εποµένως το συνεχές κλάσµα του αντιστρόφου είναι
√
e + 1√

e
√
e − 1√

e

= [2; 6,10, . . .]

Αν α = e+1
e−1 τότε

eα − α = e + 1⇔ e =
α + 1
α − 1

.

΄Εστω
ξ := [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1 . . .]

και έστω pn
qn

οι κύριες συγκλίσεις του ξ και rn/sn οι κύριες συγκλίσεις του α.
Θα αποδείξουµε ότι, για κάθε n ≥ 0, ισχύουν :

p3n+1 = rn + sn και q3n+1 = rn − sn (7.9.2)

Για n = 0, προφανώς r0 = 2 και s0 = 1. Ενώ p3·0+1 = p1 = a0a1 + 1 = 2 · 1 + 1 = 3 και
q3·0+1 = q1 = a1 = 1 άρα p1 = 3 = 2 + 1 = r0 + s0 και q1 = 1 = 2 − 1 = r0 − s0.
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΄Εστω ότι οι σχέσεις (7.9.2) είναι αληθείς για όλους τους ϕυσικούς ≤ n. Θα δείξουµε ότι είναι
αληθείς και για το n + 1.

΄Οµως, εξ ορισµού rn = anrn−1 + rn−2 ή rn = 2(2n + 1)rn−1 + rn−2 και ανάλογα sn = 2(2n +

1)sn−1 + sn−2.
Τώρα για τα pn γράφουµε τους αναδροµικούς τύπους, πολλαπλασιάζουµε µε τον αντίστοιχο

συντελεστή και προσθέτουµε

p3n−3 = 1 · p3n−4 + p3n−5 +1
p3n−2 = 1 · p3n−3 + p3n−4 −1
p3n−1 2n · p3n−2 + p3n−3 +2
p3n = 1 · p3n−1 + p3n−2 +1
p3n+1 1 · p3n + p3n−1 +1
p3n+1 = 2(2n + 1)p3n−2 + p3n−5

Επιπλέον

p3(n+1)+1 = 2(2(n + 1) + 1)p3(n+1)−2 + p3(n+1)−5

= 2(2(n + 1) + 1)p3n+1 + p3n−2 (υπόθεση µαθηµατικής επαγωγής)
= 2(2(n + 1) + 1)(rn + sn) + rn−1 + sn−1

= 2(2(n + 1) + 1)rn + rn−1 + 2(2(n + 1) + 1)sn + sn−1 =

= rn+1 + sn+1.

Οµοίως, για τα qn, έχουµε
q3n+1 = 2(2n + 1)q3n−2 + q3n−5

και

q3(n+1) = 2(2(n + 1) + 1)q3(n+1)−2 + q3(n+1)−5

= 2(2(n + 1) + 1)q3n+1 + q3n−2

= 2(2(n + 1) + 1)(rn − sn) + rn−1 − sn−1

= 2(2(n + 1) + 1)rn + rn−1 − 2(2(n + 1) + 1)sn − sn−1

= rn+1 − sn+1.

΄Αρα οι σχέσεις (7.9.2) ισχύουν, οπότε

ξ = lim
n→∞

p3n+1

q3n+1
= lim
n→∞

rn + sn
rn − sn

= lim
n→∞

rn
sn

+ 1
rn
sn
− 1

=
α − 1
α + 1

= e.

�

Η απόδειξη που παρουσιάσαµε ακολουθεί αυτή του Lang [10]. Για µια διαφορετική απόδειξη
παραπεµπουµε στο [7].

Στη συνέχεια καταγράφουµε µερικούς όρους του αναπτύγµατος του π σε απλό συνεχές κλά-
σµα.

π = [3; 7,15,1,292, . . .]

Μέχρι σήµερα δεν είναι γνωστή η ύπαρξη οποιασδήποτε κανονικότητας για το απλό συνεχές
κλάσµα του π.

Στο πρόγραµµα sage µπορούµε να υπολογίσουµε όσο µεγάλο κοµµάτι του συνεχούς κλάσµατος
του e ϑέλουµε:
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continued_fraction_l ist ( e , bits =70)
[2 , 1 , 2 , 1 , 1 , 4 , 1 , 1 , 6 , 1 , 1 , 8 , 1 , 1 , 10, 1 , 1 , 12, \
1, 1 , 14, 1 , 1 , 16, 2]

7.10 Ιστορικά στοιχεία

Ο αλγόριθµος του Ευκλείδη για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη αποτελεί ουσια-
στικά µετατροπή ενός κλάσµατος σε συνεχές κλάσµα. Αυτό ήταν ίσως και το πρώτο ϐήµα (∼ 300
π.Χ.) προς την κατεύθυνση της ανάπτυξης της ιδέας των συνεχών κλασµάτων.

Αναφορά στα συνεχή κλάσµατα ϐρίσκει κανείς στα ινδικά Μαθηµατικά και ιδιαίτερα στο έργο
των Aryabhata (6ος αιώνας µ.Χ.) και Bhaskara (12ος αιώνας µ.Χ.). Και οι δύο χρησιµοποιούν τα
συνεχή κλάσµατα για την επίλυση γραµµικών εξισώσεων.

Η µοντέρνα ϑεωρία των συνεχών κλασµάτων αρχίζει µε τις εργασίες του Rafaell Bombelli
(γεννήθηκε γύρω στα 1530). Ο Bombelli χρησιµοποιήσε τα συνεχή κλάσµατα για να προσεγγίσει
τετραγωνικές ϱίζες, κάτι που έκανε και ο Cataldi (1548-1626) πριν από αυτόν. Ο Bombelli
υπολογίζει, στην «΄Αλγεβρα» που εξέδωσε στα 1572, το συνεχές κλάσµα της

√
13 = [3; 4,6].

Φαίνεται ότι γνώριζε το ανάπτυγµα του συνεχούς κλάσµατος αριθµών της µορφής
√
a2 + b = [a; b,2a].

Ο Cataldi (1548-1626) υπολογίζει στα 1613 το συνεχές κλάσµα του
√

18 = [4; 2,8].

Ο όρος «συνεχές κλάσµα» χρησιµοποιείται για πρώτη ϕορά στα 1653 από τον John Wallis στο
έργο του ‘‘Arithmetica infinitorum’’.

Μοναδικό έργο του Christian Huygens στο οποίο «πλησίασε» τη Θεωρία Αριθµών ήταν το
‘‘Descriptio Automati Planetarii’’. Το έργο του αυτό ϑα πρέπει να το είχε ετοιµάσει µεταξύ των
ετών 1680 και 1687, αλλά όσο Ϲούσε δεν το δηµοσίευσε ποτέ. ∆ηµοσιεύτηκε το έτος 1703 µετά
τον ϑάνατό του. Στο έργο του αυτό αναπτύσσει τη ϑεωρία της ϐέλτιστης προσέγγισης ενός ϱητού
από ένα κλάσµα, στηριζόµενος στον αλγόριθµο των συνεχών κλασµάτων.

Η κλασική ϑεωρία, όπως είναι σήµερα, αναπτύχθηκε από τους µεγάλους µαθηµατικούς Euler
(1707-1783) και Lagrange (1736-1813). Στα 1737, ο Euler αποδεικνύει ότι ένα άπειρο απλό
περιοδικό συνεχές κλάσµα ορίζει πάντοντε έναν τετραγωνικό άρρητο πραγµατικό αριθµό. Στα
1770, ο Lagrange αποδεικνύει και το αντίστροφο, ότι όλοι οι τετραγωνικοί άρρητοι αριθµοί έχουν
περιοδικό απλό άπειρο συνεχές κλάσµα.

Ουσιαστικά αυτά είναι που γνωρίζουµε µέχρι σήµερα. ∆εν είναι γνωστός κανείς χαρακτη-
ϱισµός άρρητων ποσοτήτων ϐαθµού 3 µέσω ιδιοτήτων των συνεχών κλασµάτων. Ούτε καν του

3√2.
Ακόµη κανείς δεν γνωρίζει για κανέναν αλγεβρικό αριθµό α ∈ R ϐαθµού ≥ 3 το συνεχές

κλάσµα αυτού.
Η σύνδεση της σχέσης του αλγόριθµου των συνεχών κλασµάτων µε τις εξισώσεις του Pell (η

ϑεωρία ϑα αναπτυχθεί στο επόµενο κεφάλαιο) καταγράφεται για πρώτη ϕορά από τον Euler το
1759. Η εργασία του αυτή πρωτοδηµοσιεύεται το 1767.

Σε όλο το κεφάλαιο έχουµε ασχοληθεί µε απλά συνεχή κλάσµατα. Είναι ϐέβαια ϕυσικό να
οριστεί η έννοια του συνεχούς κλάσµατος γενικότερα.
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Ορισµός 7.10.1. ΄Ενα άπειρο συνεχές κλάσµα είναι µια έκφραση της µορφής

a0 +
b1

a1 +
b2

a2 +
b3

a3 +
b4

· · ·

,

όπου ai , bj ∈ R.

΄Ετσι, σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό, ο William Brouncker µετέτρεψε τον τότε γνωστό τύπο
του Wallis

4
π

=
3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · · ·
2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · · ·

σε συνεχές κλάσµα
4
π

= 1 +
12

2 +
32

2 +
52

2 +
72

2 + · · ·
Ο Gauss στο ηµερολόγιό του (24 Μαΐου του 1796), µετέτρεψε τη σειρά

1 − 2 + 8 − 64 + · · ·

σε συνεχές κλάσµα
1

1 +
2

1 +
2

1 +
8

1 +
12

1 +
32

1 +
56
· · ·

Ο Carl Lindemann χρησιµοποίησε τον αλγόριθµο των συνεχών κλασµάτων για να αποδείξει ότι ο
π είναι υπερβατικός.

Ο S. Ramanujan (1887-1920) έχει υπολογίσει πλειάδα συνεχών κλασµάτων. ΄Ισως το πιο
εντυπωσιακό είναι το

e
2π
5


√

5 +
√

5

2
−

1 +
√

5
2

 =
1

1 +
e−2π

1 +
e−4π

1 +
e−6π

1 + · · ·

΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε σύντοµα τα συνεχή κλάσµατα παίζουν έναν σηµαντικό ϱόλο στα Μαθη-
µατικά γενικά και στη Θεωρία Αριθµών ειδικότερα. Τα ιστορικά στοιχεία έχουν αντληθεί από τα
[3], [5], [4], [8].
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8
Η εξίσωση του Pell

8.1 Εισαγωγή

Στην παράγραφο αυτή ϑα µελετήσουµε τις λύσεις µιας συγκεκριµένης κλάσεως διοφαντικών
εξισώσεων, των εξισώσεων του Pell. Αυτό γίνεται όχι µόνο για ιστορικούς λόγους, αλλά και λόγω
της χρησιµότητας τους στα επόµενα.

Ας ξεκινήσουµε µε δύο απλά παραδείγµατα. Παρατηρούµε ότι 10 − 1 = 32 και 10
2 − 1 = 22.

Υπάρχουν άλλοι αριθµοί οι οποίοι να έχουν ανάλογη ιδιότητα ;
Ο αµέσως επόµενος είναι ο 290. Πράγµατι, 290 − 1 = 172 και 290

2 − 1 = 122. Μπορούµε να
τους ϐρούµε όλους ; Είναι πεπερασµένου πλήθους ή άπειρου ;

Αν α είναι κάποιος τέτοιος ακέραιος, τότε ϑα πρέπει να υπάρχουν ακέραιοι x, y τέτοιοι ώστε

α − 1 = x2 και
α

2
− 1 = y2.

Συνεπώς τα x, y ϑα πρέπει να αποτελούν λύση της διοφαντικής εξίσωσης

X2 − 2Y 2 = 1.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα το ακόλουθο πρόβληµα:
Να υπολογιστούν όλες οι ϑετικές και ακέραιες λύσεις του συστήµατος

2uv − xy = 16
xv − uy = 12

Λύνουµε το σύστηµα ως προς x και u και έχουµε

x =
24v + 16y
2v2 − y2 , u =

16v + 12y
2v2 − y2 .

Προφανώς το 2v2 − y2 είναι ϑετικό, αφού x > 0, u > 0 και οι αριθµητές είναι επίσης ϑετικοί.
Υπολογίζουµε το

2(xv − uy)2 − (2uv − xy)2 = (x2 − 2u2)(2v2 − y2).

Εποµένως
(x2 − 2u2)(2v2 − y2) = 2 · 122 − 162 = 32.

295
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Συνεπώς το (2v2 − y2) | 32, οπότε έχουµε

2v2 − y2 = 2s, 0 ≤ s ≤ 5.

Αν τώρα s περιττός, s := 2k + 1, τότε από την εξίσωση

2v2 − y2 = 22k+1

εφαρµόζοντας διαδοχικά τη διαίρεση µε 2, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι

v = 2kv0, y = 2k+1y0 και v2
0 − 2y2

0 = 1.

Αν ο s είναι άρτιος, s := 2k, τότε ανάλογα προκύπτει ότι

y2
0 − 2v2

0 = −1.

8.2 Η εξίσωση του Pell

Ορισµός 8.2.1. Αν d ∈ N\{0}, η διοφαντική εξίσωση

X2 − dY 2 = 1

λέγεται εξίσωση του Pell.

Παρατήρηση 8.2.2. Αργότερα ϑα µελετήσουµε τις κάπως γενικότερες εξισώσεις της µορφής

X2 − dY 2 = N, όπου N ∈ Z.

Συχνά και αυτές εµφανίζονται στη ϐιβλιογραφία µε το ίδιο όνοµα. Ούτως ή άλλως ιδιαίτερο
ενδιαφέρον ϑα δούµε ότι παρουσιάζει η εξίσωση

X2 − dY 2 = −1.

Παρατήρηση 8.2.3. Αν το d = t2, t > 0 τότε η εξίσωση γράφεται

(X − tY )(X + tY ) = 1

η οποία έχει λύσεις
(x, y) = (1,0), (−1,0). (8.2.1)

Στη συνέχεια ϑα υποθέτουµε ότι ο d είναι ελεύθερος τετραγώνου.
Οι λύσεις (8.2.1) ϑα λέγονται τετριµµένες λύσεις της εξίσωσης του Pell.

Πρόταση 8.2.4. Αν η εξίσωση του Pell

X2 − dY 2 = 1,

έχει µη-τετριµµένη λύση, έστω (p, q), τότε ο p
q είναι κάποιος κύριος συγκλίνων του συνεχούς κλά-

σµατος του αριθµού
√
d.
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Απόδειξη. Από τη σχέση p2 − dq2 = 1 προκύπτει ότι p > q
√
d και

(p −
√
dq)(p +

√
dq) = 1.

Εποµένως

0 <
p

q
−
√
d =

1
q(p + q

√
d)

<
1

q(q
√
d + q

√
d)

<

√
d

q(q
√
d + q

√
d)

=
1

2q2 .

Το συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια της πρότασης 7.5.5 της σελίδας 267. �

Παρατήρηση 8.2.5. ∆εν είναι όλοι οι συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού
√
d,

λύσεις της εξίσωσης του Pell
X2 − dY 2 = 1.

Για παράδειγµα, ο ϱητός 11
3 είναι ένας συγκλίνων του συνεχούς κλάσµατος του

√
13, αλλά δεν

είναι λύση της εξίσωσης του Pell X2 − 13Y 2 = 1, αφού 112 − 13 · 32 = 4. Ο συγκλίνων 649
180 είναι

λύση της εξίσωσης.

Εντελώς ϕυσιολογικά προκύπτει το ερώτηµα. Για κάποιον συγκλίνοντα pn
qn

του συνεχούς κλάσµα-
τος του αριθµού

√
d, ποιο είναι το µέγεθος του αριθµού (pn − dqn);

Πρόταση 8.2.6. Αν p/q συγκλίνων του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού
√
d, τότε το (p, q) είναι

λύση της εξίσωσης του Pell
X2 − dY 2 = N,

όπου |N | < 1 + 2
√
d.

Απόδειξη. Αφού p
q συγκλίνων του

√
d, έπεται ότι∣∣∣∣∣pq − √d

∣∣∣∣∣ < 1
q2 .

Εποµένως |p − q
√
d| < 1

q . Στη συνέχεια υπολογιζουµε

|p + q
√
d| = |(p − q

√
d) + 2q

√
d| ≤ |p − q

√
d| + |2q

√
d| <

1
q

+ 2q
√
d ≤ (1 + 2

√
d)q.

Τελικά προκύπτει ότι

|p2 − dq2| = |p − q
√
d||p + q

√
d| ≤

1
q

(1 + 2
√
d)q = 1 + 2

√
d,

δηλαδή ότι p2 − dq2 = N µε |N | < 1 + 2
√
d. �

Παράδειγµα. Το συνεχές κλάσµα του αριθµού
√

13 είναι το

√
13 = [3; 1,1,1,1,6].
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Υπολογίζουµε τους συγκλίνοντες και την αντίστοιχη τιµή της X2 − 13Y 2.

p0 = 3, q0 = 1, 32 − 13 · 12 = −4
p1 = 4, q1 = 1, 42 − 13 · 1 = 3
p2 = 7 q2 = 2, 72 − 13 · 22 = −3
p3 = 11 q3 = 3, 112 − 13 · 32 = 4
p4 = 18, q4 = 5, 182 − 13 · 52 = −1
p5 = 119, q5 = 33, 1192 − 13 · 332 = 4
p6 = 137, q6 = 38, 1372 − 13 · 382 = −3
p7 = 256, q7 = 71, 2562 − 13 · 712 = 3
p8 = 393, q8 = 109, 3932 − 13 · 1092 = −4
p9 = 649, q9 = 180, 6492 − 13 · 1802 = 1.

Από την πρόταση 7.7.12 προκύπτει ότι το συνεχές κλάσµα της
√
d είναι όχι µόνο απλά περιοδικό

αλλά της µορφής
√
d = [a0;a1, a2, . . . , an−1,2a0].

Για d < 100 ο αριθµός
√

94 έχει το µέγιστο µήκος περιόδου που είναι 16. Θα εκµεταλευτούµε
την περιοδικότητα του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού

√
d για να συµπεράνουµε την ύπαρξη

µιας και στη συνέχεια άπειρου πλήθους λύσεων της εξίσωσης του Pell.

Πρόταση 8.2.7. Αν pk
qk

οι συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού
√
d και n το µήκος

της περιόδου αυτού τότε ισχύει :
p2
kn−1 − dqkn−1 = (−1)kn,

για κάθε k = 1,2,3, . . .

Απόδειξη. Για κάθε k ≥ 1, γράφουµε το συνεχές κλάσµα του αριθµού
√
d στη µορφή

√
d = [a0;a1, a2, . . . , akn−1, rkn],

όπου
rkn := [2a0;a1, a2, . . . , akn−1,2a0] = a0 +

√
d.

Από το πόρισµα 7.1.8 έπεται ότι
√
d =

rknpkn−1 + pkn−2

rknqkn−1 + qkn−2
.

Αντικαθιστούµε την τιµή του rkn και έχουµε
√
d(a0qkn−1 + qkn−2 − pkn−1) = a0pkn−1 + pkn−2 − dqkn−1.

Συνεπώς

a0qkn−1 + qkn−2 = pkn−1

a0pkn−1 + pkn−2 = dqkn−1

Πολλαπλασιάζουµε τις δύο σχέσεις µε pkn−1 και qkn−1 αντίστοιχα και προσθέτουµε

p2
kn−1 − dq

2
kn−1 = pkn−1qkn−2 − qkn−1pkn−2.

΄Αλλα, πρόταση 7.2.1,

pkn−1qkn−2 − qkn−1pkn−2 = (−1)kn−2 = (−1)kn,

δηλαδή προκείπτει ο ισχυρισµός της πρότασης. �
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Θεώρηµα 8.2.8. Αν pk
qk

οι συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού
√
d και n το µήκος

της περιόδου αυτού, τότε ισχύουν :

1. Αν n άρτιος, τότε όλες οι ϑετικές λύσεις της εξίσωσης του Pell

X2 − dY 2 = 1,

δίνονται από τις σχέσεις

x = pkn−1, y = qkn−1, k = 1,2,3, . . .

2. Αν n περιττός, τότε όλες οι ϑετικές λύσεις τις εξίσωσης του Pell δίνονται από τις σχέσεις

x = p2kn−1, y = q2kn−1, k = 1,2,3, . . .

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την πρόταση 8.2.4, όλες οι λύσεις της εξίσωσης του Pell είναι κάποιοι από
τους συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού

√
d. Λόγω της πρότασης 8.2.7 έχουµε:

1. Αν ο n είναι άρτιος, τότε όλες οι ϑετικές λύσεις της εξίσωσης του Pell δίνονται από τους
τύπους :

x = pkn−1, y = qkn−1, k = 1,2,3, . . .

2. Αν ο n είναι περιττός τότε οι λύσεις είναι οι :

x = p2kn−1, y = q2kn−1, k = 1,2,3, . . . ,

�

Παρατήρηση 8.2.9. Είναι ϕανερό ότι στη δεύτερη περίπτωση του ϑεωρήµατος οι συγκλίνοντες
της µορφής

x = p(2k+1)n−1 και y = q(2k+1)n−1, k = 0,1,2,3, . . .

είναι οι λύσεις της X2 − dY 2 = −1. (Στην πρώτη περίπτωση η X2 − dY 2 = −1 δεν έχει ακέραια
λύση).

Παρατήρηση 8.2.10. Στο παράδειγµα µε d =
√

13 η περίοδος του συνεχούς κλάσµατος είναι
n = 5. Εποµένως όλες οι ϑετικές λύσεις της εξίσωσης του Pell

X2 − dY 2 = 13

είναι
x = p10k−1, y = q10k−1, k = 1,2,3, . . .

΄Οπως έχουµε ήδη διαπιστώσει, για k = 1 έχουµε τη λύση x = p9 = 649, y = q9 = 180.

Παρατήρηση 8.2.11. Αν 4 | d ή p | d και p ∈ P, p ≡ 3mod4, τότε η X2 − dY 2 = −1 δεν έχει
ακέραια λύση. Πράγµατι, αν ήταν (x, y) µια ακέραια λύση αυτής, τότε ϑα είχαµε x2 ≡ −1mod4
ή x2 ≡ −1modp αντίστοιχα. Οι ισοτιµίες όµως αυτές δεν είναι επιλύσιµες. Αυτό σηµαίνει ότι το
µήκος της περιόδου του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού

√
d είναι κατ΄ ανάγκην άρτιο.

Ορισµός 8.2.12. Η µικρότερη ϑετική λύση (x1, y1) της εξίσωσης του Pell X2−dY 2 = 1 ϑα λέγεται
ϑεµελιώδης λύση αυτής. (Εδώ µικρότερη εννοούµε ότι x1 < x και y1 < y για κάθε άλλη λύση
(x, y) αυτής.)
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Παρατήρηση 8.2.13. Αν ο n είναι άρτιος, η ϑεµελιώδης λύση είναι x1 = pn−1, y1 = qn−1. Αν ο
n είναι περιττός, τότε αυτή είναι x1 = p2n−1, y1 = q2n−1. (Το n είναι το µήκος της περιόδου του
συνεχούς κλάσµατος της

√
d.)

Πρόταση 8.2.14. Αν (x1, y1) είναι η ϑεµελιώσης λύση της X2−dY 2 = 1, τότε κάθε Ϲευγάρι (xn, yn)
το οποίο δίνεται από την ισότητα

xn + yn
√
d = (x1 + y1

√
d)n, n ∈ N

είναι επίσης λύση αυτής.

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι, για κάθε n ∈ N, ισχύει

xn − yn
√
d = (x1 − y1

√
d)n.

Επίσης οι xn, yn είναι ϑετικοί ακέραιοι, αφού οι x1, y1 είναι ϑετικοί ακέραιοι. Η (x1, y1) είναι µια
λύση της X2 − dY 2 = 1. Εποµένως,

x2
n − dy

2
n = (xn +

√
dyn)(xn −

√
dyn) =

= (x1 + y1
√
d)n(x1 − y1

√
d)n =

= (x2
1 − dy

2
1)n = 1n = 1.

�

Παράδειγµα. Το συνεχές κλάσµα της
√

2 = [1; 2]. Το n = 1. Συνεπώς η ϑεµελιώδης λύση της
εξίσωσης του Pell X2−2Y 2 = 1 είναι x1 = p3 = 3, y1 = q3 = 2. ΄Αρα και η (x2, y2) όπου x2+y2

√
2 =

(3 + 2
√

2)2 είναι επίσης λύση. Οµοίως και η (x3, y3) όπου x3 + y3
√

2 = (3 + 2
√

2)3 = 99 + 70
√

2.
Στην επόµενη πρόταση ϑα αποδείξουµε ότι οι λύσεις της πρότασης 8.2.14 είναι όλες οι λύσεις

της εξίσωσης του Pell
X2 − dY 2 = 1.

Πρόταση 8.2.15. ΄Εστω (x1, y1) η ϑεµελιώδης λύση της εξίσωσης του Pell X2 − dY 2 = 1. ΄Ολες
οι λύσεις αυτής δίνονται από τη σχέση

xn + yn
√
d = (x1 + y1

√
d)n, n ∈ N.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια λύση (u, v) της εξίσωσης του Pell η οποία δεν προκύπτει
από την παραπάνω σχέση και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.

Επειδή τα x1 και y1 είναι ϑετικοί, οι δυνάµεις (x1 + y1
√
d)n → ∞ για n → ∞. Εποµένως,

υπάρχει ένας ϕυσικός αριθµός n0, τέτοιος ώστε

(x1 + y1
√
d)n0 < u + v

√
d < (x1 + y1

√
d)n0+1,

δηλαδή
xn0 + yn0

√
d < u + v

√
d < (xn0 + yn0

√
d)(x1 + y1

√
d).

Προφανώς ισχύουν xn0 − yn0

√
d > 0 και x2

n0
− dy2

n0
= 1. Εποµένως έχουµε

1 < (xn0 − yn0

√
d)(u + v

√
d) < x1 + y1

√
d.



8.3. Η ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ PELL 301

΄Οµως,
(xn0 − yn0

√
d)(u + v

√
d) = (xn0u − yn0vd) + (xn0v − yn0u)

√
d.

Αν a := xn0u − yn0vd και b := xn0v − yn0u, τότε

a2 − db2 = (x2
n0
− dy2

n0
)(u2 − dv2) = 1.

Αυτό σηµαίνει ότι το Ϲεύγος (a, b) είναι λύση της εξίσωσης του Pell X2 − dY 2 = 1. ΄Οµως 1 <
a + b

√
d < x1 + y1

√
d. Θα αποδείξουµε ότι οι a, b είναι ϑετικοί ακέραιοι. Από τις σχέσεις

1 < a + b
√
d και

a2 − b2d = (a − b
√
d)(a + b

√
d) = 1

έπεται ότι
0 < a − b

√
b < 1.

Εποµένως,
2a = (a + b

√
d) + (a − b

√
d) > 1 + 0 > 0

και 2b
√
d = (a + b

√
d) − (a − b

√
d) > 1 − 1 = 0. Τελικά αποδείξαµε ότι το (a, b) είναι µια ϑετική

ακέραια λύση µε a < x1 και b < y1, άτοπο. Αυτό αποδεικνύει την αλήθεια της πρότασης. �

Παρατήρηση 8.2.16. Από το παραπάνω γίνεται ϕανερό ότι το σηµαντικό είναι ο υπολογισµός
µιας ϑεµελιώδους λύσης της εξίσωσης του Pell. Αυτό επιτυγχάνεται, όπως έχουµε ήδη δει, µέσω
του υπολογισµού των συγκλινόντων του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού

√
d. Ισχύει και το εξής :

Αν (x, y) ϑετική ακέραια λύση της εξίσωσης του Pell X2 − dY 2 = 1 και x > y2

2 − 1, τότε η (x, y)
είναι ϑεµελιώδης. Παραδείγµατος χάρη, για d = 2, η (3,2) είναι ϑεµελιώδης.

8.3 Η γενικευµένη εξίσωση του Pell

Ο d είναι, όπως και στην προηγούµενη παράγραφο, ϑετικός ακέραιος όχι τέλειο τετράγωνο. Είναι
προφανές ότι η εξίσωση

X2 − 3Y 2 = −1,

δεν έχει ακέραια λύση αφού
(
−1
3

)
= −1. Οµοίως η X2 − 5Y 2 = 2 επίσης δεν έχει ακέραια λύση,

αφού
(

2
5

)
= −1.

Παρατήρηση 8.3.1. Αν η εξίσωση X2 − dY 2 = N έχει µια ακέραια λύση, έστω (a, b), και (x, y)
είναι µια µη-τετριµµένη λύση της εξίσωσης του Pell X2 − dY 2 = 1, τότε έχουµε

N = N · 1 = (a2 − b2d)(x2 − y2d) = (xa − dyb)2 − d(xb − ay)2.

Αυτό σηµαίνει ότι (r, s) όπου r := xa − dyb και s := xb − ay είναι επίσης λύση της X2 − dY 2 = N.
Επειδή δε η X2 − dY 2 = 1, έχει άπειρες λύσεις και η αρχική έχει επίσης άπειρο πλήθος λύσεων.

Πρόταση 8.3.2. Η εξίσωση X2 − dY 2 = N δεν έχει ακέραια λύση ή έχει άπειρες λύσεις.

Πρόταση 8.3.3. Αν pn/qn οι συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος της
√
d και N ακέραιος τέτοιος

ώστε |N | <
√
d τότε κάθε ϑετική λύση (x, y) της X2 − dY 2 = N µε (x, y) = 1 ικανοποιεί τη σχέση

x = pn και y = qn, για κάποιο n ∈ N, n , 0.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι N > 0. Από τη σχέση

(x + y
√
d)(x − y

√
d) = n

έπεται ότι x − y
√
d > 0, δηλαδή x > y

√
d. Εποµένως x

y −
√
d > 0. Η υπόθεση ότι 0 < N < d µας

δίνει
x

y
−
√
d =

(x − y
√
d)

y
=

x2 − dy2

y(x + y
√
d)

<
N

y(2y
√
d)

<
d

2y2
√
d

=
1

2y2 .

Εποµένως,

0 <
x

y
−
√
d <

1
2y2 ,

οπότε πρόταση 7.5.5 τα x, y πρέπει να είναι συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού
√
d.

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι N < 0. ∆ιαιρούµε τα µέλη της x2 − dy2 = N µε −d και έχουµε

y2 −
1
d
x2 =

−N

d
.

Εργαζόµαστε ανάλογα µε την περίπτωση που το N ήταν ϑετικό και συµπεραίνουµε ότι τα x, y είναι
συγλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού 1√

d
. ΄Οµως, αν το συνεχές κλάσµα του άρρητου

αριθµού a είναι το
α = [a0;a1, a2, . . .],

τότε το συνεχές κλάσµα του 1
α
είναι το

1
a

= [0;a0, a1, a2, . . . , ].

Αυτό σηµαίνει ότι ο n-στός συγκλίνων του 1/α ταυτίζεται µε τον αντίστροφο του (n − 1)-στού
συγκλίνοντα του α.

Τελικά, έχουµε ότι ο x
y = 1

y/x είναι συγκλίνων του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού 1
1√
d

=
√
d. �

Παρατήρηση 8.3.4. Από την προηγούµενη πρόταση ϐλέπουµε ότι για σχετικά µικρά N πιθανές
λύσεις προσδιορίζονται από τους συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού

√
d.

Επίσης έχουµε δει ότι αν (a, b) λύση της X2−Y 2b = N και (x, y) λύση της X2−dY 2 = 132 = 1,
τότε η u + v

√
d = (a + b

√
d)(x + y

√
d) είναι επίσης λύση της X2 − dY 2 = N.

Ορισµός 8.3.5. Λύσεις της εξίσωσης

X2 − dY 2 = N,

οι οποίες προκύπτουν από µία λύση αυτής (a, b) µε πολλαπλασιασµό µε µια λύση της X2−dY 2 =

1 λέγονται συνεταιρικές ή συσχετιζόµενες µεταξύ τους.
Το σύνολο όλων αυτών των λύσεων δηµιουργεί µια άπειρη κλάση λύσεων.

Παρατήρηση 8.3.6. Προφανώς δύο λύσεις u1 + v1
√
d και u2 + v2

√
d της

X2 − dY 2 = N

ανήκουν στην ίδια κλάση ακριβώς όταν οι αριθµοί
u1u2 − v1v2d

N
,
v1u2 − u1v2

N
,

είναι αµφότεροι ακέραιοι.
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Χωρίς απόδειξη αναφέρουµε ότι

Πρόταση 8.3.7. Αν N ϑετικός ακέραιος, τότε το σύνολο των κλάσεων των λύσεων της εξίσωσης
X2 − dY 2 = N είναι πεπερασµένο.

Θα επανέλθουµε σε σχετικά ϑέµατα στο µεθεπόµενο κεφάλαιο στο οποίο ϑα µελετήσουµε
τετραγωνικά αλγεβρικά σώµατα αριθµών.

Παρατήρηση 8.3.8. Για µικρά d είναι δυνατόν η ϑεµελιώδης λύση να είναι αρκετά µεγάλη. Για
παράδειγµα η εξίσωση του Pell

X2 − 991Y 2 = 1

έχει ϑεµελιώδη λύση
x = 379516400906811930638014896080,

y = 12055735790331359497442538767

Μάλιστα της εξίσωσης
X2 − 1000099Y 2 = 1

η ϑεµελιώδης λύση έχει 1118-ψηφία. Το µήκος της περιόδου είναι 2174.

Παρατήρηση 8.3.9. Ελαφρά µεταβολή του d αλλάζει άρδην τα δεδοµένα. ΄Ετσι για παράδειγµα
αν d = 60, η ϑεµελιώδης λύση είναι x = 31, y = 4. Αν d = 61 η ϑεµελιώδης λύση είναι
x = 1766319049, y = 226153980. Αν d = 62 η ϑεµελιώδης λύση είναι x = 63, y = 8, ενώ για
d = 1621 η συντεταγµένη x της ϑεµελιώδους λύσης έχει 76-ψηφία.

Αφορµή από το συγκεκριµένο παράδειγµα πήραν οι M.J. Jacobson και H.C. Williams [8] οι
οποίοι ϑεώρησαν τη ϑεµελιώδη λύση (x0, y0) της εξίσωσης του Pell X2 − (d − 1)Y 2 = 1 και τη
ϑεµελιώδη λύση (x1, y1) της X2 − dY 2 = 1, όρισαν

ρ(d) :=
log(x1)
log(x0)

και απέδειξαν ότι ο λόγος µπορεί να γίνει οσοδήποτε µεγάλος.

8.4 Ιστορικά στοιχεία

8.4.1 Το Βοεικό πρόβληµα του Αρχιµήδη

Το 1773 ο Γερµανός ποιητής G.E. Lessing ανακάλυψε ένα ϐυζαντινό χειρόγραφο του 14ου αιώνα
µε 4 άγνωστα ποιήµατα της Παλατινής Ανθολογίας. ΄Ενα από αυτά είχε τίτλο στον οποίο δήλωνε
ότι επρόκειτο για αριθµητικό πρόβληµα το οποίο πρότεινε µε επιστολή του ο Αρχιµήδης στον
Ερατοσθένη.

«ὅπερ Ἀρχιµήδης ἐν ἐπιγράµµασιν εὑρών τοῖς ἐν Ἀλεξανδρείᾳ περί ταῦτα πραγµατευοµένοις
Ϲητεῖν ἀπέστειλεν ἐν τῃ̃ προς ᾿Ερατοσθένη τον Κυρηναῖον ἐπιστολῃ̃.»

Στο πρόβληµα αυτό Ϲητείται να υπολογισθεί το πλήθος των ϐοοειδών του Θεού ΄Ηλιου και
αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία ως «Βοεικό πρόβληµα του Αρχιµήδη».

Αναφέρεται στον υπολογισµό των ταύρων και αγελάδων που Ϲούσαν στο νησί του Θεού ΄Ηλιου.
΄Εχουν 4 χρώµατα (λευκό, µαύρο, ξανθό και ποικιλόχρωµο).
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Αν W,X, Y, Z είναι το πλήθος των λευκών, µαύρων, ξανθών και ποικιλόχρωµων ταύρων αντί-
στοιχα και w, x, y, z το χρώµα των αντίστοιχων αγελάδων. Τότε σύµφωνα µε το επίγραµµα, οι
παραπάνω µεταβλητές ϑα πρέπει να επαληθεύουν το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων.

W =

(1
2

+
1
3

)
X + Z

X =

(1
4

+
1
5

)
Y + Z

Y =

(1
6

+
1
7

)
W + Z

w =

(1
3

+
1
4

)
(X + x)

x =

(1
4

+
1
5

)
(Y + z)

y =

(1
5

+
1
6

)
(Z + z)

z =

(1
6

+
1
7

)
(W +w)

W + X = �

Y + Z = ∆

Σηµείωση: Οι τελευταίοι δύο συµβολισµοί σηµαίνουν ότι ο αριθµόςW +X είναι τέλειο τετράγωνο
και ότι ο Y + Z είναι τρίγωνος αριθµός.

Η λύση του συστήµατος αυτού ανάγεται στην επίλυση µιας εξίσωσης του Pell, της

T2 − dU2 = 1,

όπου d = 410286423278424. Φυσικά ϑα µπορούσαµε να λύσουµε την εξίσωση αυτή του Pell
υπολογίζοντας τους συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού

√
d, αλλά το µήκος της

περιόδου είναι 203254 [5].
Ο A. Amthor [1] παρατήρησε ότι ο d = (9314)24729494 και ανήγαγε την αρχική εξίσωση στη

µορφή
T2 − d0U

2 = 1,

όπου τώρα το d0 = 4729494 και η περίοδος του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού
√
d0, είναι

µόνο 92. Η ϑεµελιώδης λύση της τελευταίας εξίσωσης είναι

t = 109931986732829734979866232821433543901088049

και
u = 50549485234315033074477819735540408986340.

Βέβαια, εµείς ενδιαφερόµαστε για τη ϑεµελιώδη λύση της αρχικής. Αν (x1, y1) η ϑεµελιώδης λύση
της αρχικής τότε ο A. Amthor απέδειξε ότι

x1 + y1
√
d = (t + u

√
d0)2329.

Του ήταν όµως αδύνατο να λύσει το ϐοεικό πρόβληµα του Αρχιµήδη επειδή η τιµή του y1 είναι
αρκετά µεγάλη, προσεγγιστικά περίπου

1,83 × 10103265.
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Ο συνολικός αριθµός των Ϲώων υπολογίστηκε τελικά το 1965 από τους H.C. Williams, R.A.
German και C. R. Zarnke προφανώς και µε χρήση υπολογιστή [3].

Αργότερα, ο αριθµός δηµοσιεύτηκε από τον H.L. Nelson [4] και καταλαµβάνει 12 τυπωµένες
σελίδες.

Περισσότερα σχετικά στοιχεία µπορεί να ϐρει ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης στα άρθρα [6],
[5].

Εξαιρετικό ενδιαφέρον παρουσιάζει και το ιστορικό - ϕιλοσοφικό άρθρο του Μιχάλη Λάµπρου
[10].

8.4.2 Σύντοµη ιστορική αναδροµή

Φαίνεται ότι η πρώτη αναφορά στις εξισώσεις του Pell γίνεται στο έργο του Θέωνα του Σµυρναίου.
Ακολούθησαν σχετικές παρατηρήσεις στο ϑέµα από τον Πρόκλο. Ουσιαστικά χρησιµοποιήθηκαν
οι συγκλίνοντες του συνεχούς κλάσµατος του αριθµού

√
2 για να τον προσεγγίσουν.

Στο έργο του «Κύκλου Μέτρησις» ο Αρχιµήδης προσεγγίζει, χωρίς επεξήγηση, τον αριθµό
√

3
ως εξής :

265
153

<
√

3 <
1350
780

.

Ας σηµειωθεί ότι οι 265
153 και 1350

780 είναι οι 8ος και 11ος συγκλίνοντες του αριθµού
√

3.
Το 628 ο Brahmagupta ήταν ο πρώτος που ανακάλυψε την ταυτότητα:

Αν X2
1 − dY

2
1 = a και X2

2 − dY
2
2 = b

τότε ισχύει
(X1X2 + dY1Y2)2 − d(X1Y2 + Y1X2)2 = ab.

Κάνοντας χρήση της παραπάνω ταυτότητας, ανακάλυψε µια ad hoc µέθοδο επίλυσης της εξίσωσης
του Pell:

X2 − 92Y 2 = 1.

Παρατήρησε ότι 102−92 = 8 και συνθέτοντας αυτή τη λύση µε τον εαυτό της, όπως στην ταυτότητα
παραπάνω, ϐρήκε ότι

1922 − 92 · 202 = 64.

Εποµένως 242 − 92 ·
(

5
2

)2
= 1 και συνθέτοντας και πάλι µε τον εαυτό της υπολόγισε ότι

11512 − 92 · 1202 = 1.

Η σηµαντικότερη συµβολή των Ινδικών µαθηµατικών όσον αφορά στην εξίσωση του Pell είναι η
ανακάλυψη της κυκλικής µεθόδου κατά τον 12ο αιώνα [2], [7].

Ακολούθησε ένα µεγάλο χρονικό διάστηµα και η Θεωρία Αριθµών ξαναγεννήθηκε για δεύτερη
ϕορά - όπως ο Ιανός κατά τον A. Weil.

Ο P. de Fermat, το 1657 σε επιστολή του προς τον Frenicle, ϑέτει προς απόδειξη το ακόλουθο
πρόβληµα:

«∆ίδεται κάποιος (ϑετικός) ακέραιος d ο οποίος δεν είναι τέλειο τετράγωνο. Υπάρχει άπειρο
πλήθος ακέραιων των οποίων αν στο τετράγωνο αυτού πολλαπλασιασµένο µε το d προσθέσουµε
και µια µονάδα ϐρίσκουµε τέλειο τετράγωνο ακέραιου.»

Στη συνέχεια απαιτεί την εύρεση ενός γενικού κανόνα επίλυσης του προβλήµατος και ερωτά
για τις ειδικές περιπτώσεις d = 109,149,433.

Οι ειδικές αυτές περιπτώσεις έχουν επιλυθεί από τους Brounker και Wallis [2], [9].
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Παρά ταύτα, ούτε ο Brouncker, ούτε ο Wallis, ούτε ο Frénicle κατάφεραν να αποδείξουν ότι
η εξίσωση του Pell έχει πάντοτε µη-τετριµµένες λύσεις για κάθε ϑετικό ακέραιο ο οποίος δεν είναι
τέλειο τετράγωνο.

Η µέθοδος του Brouncker τροποποίηθηκε και επεκτάθηκε από τον Euler, ο οποίος παρα-
τήρησε ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί η ϑεωρία των συνεχών κλασµάτων και να µας δώσει έναν
αποτελεσµατικό αλγόριθµο επίλυσης της εξίσωσης του Pell.

Σηµαντική ήταν και η συνεισφορά του Lagrange.
Η εξίσωση ϕέρει το όνοµα του ΄Αγγλου µαθηµατικού John Pell (1611-1685), ο οποίος όµως

είχε ελάχιστη σχέση µε το πρόβληµα. Το λάθος οφείλεται στον Euler. «Ηθικό δίδαγµα»! Μπορεί
κανείς να περάσει στην Ιστορία ακόµα και αν δεν έχει κάνει κάτι σχετικό.
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9
Τετραγωνικές µορφές

9.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε τις δυαδικές τετραγωνικές µορφές (binary quadratic forms).
Η όλη ϑεωρία ϑα συνδυαστεί στο επόµενο κεφάλαιο µε αυτή των τετραγωνικών σωµάτων αριθµών.

Ορισµός 9.1.1. ∆υαδική τετραγωνική µορφή λέγεται κάθε οµογενές πολυώνυµο δευτέρου ϐαθ-
µού, δύο µεταβλητών µε συντελεστές ακέραιους :

f (X, Y ) = aX2 + bXY + cY 2.

Θα ασχοληθούµε µε δύο ϐασικά ερωτήµατα:
Ερώτηµα 1οΝα υπολογιστούν οι ακέραιοι n οι οποίοι παρίστανται µέσω της τετραγωνικής µορφής
f (X, Y ), δηλαδή οι ϕυσικοί αριθµοί n, για τους οποίους υπάρχουν ακέραιοι x, y τέτοιοι ώστε

f (x, y) = n.

Ερώτηµα 2ο Αν ο ακέραιος n παρίσταται από την τετραγωνική µορφή f (X, Y ), τότε κατά πόσους
διαφορετικούς τρόπους µπορεί να παρασταθεί ;

Για λόγους ευκολίας ϑα συµβολίζουµε την τετραγωνική µορφή

f (X, Y ) = aX2 + bXY + cY 2 ως εξής : f = [a, b, c].

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε, κατ΄ αρχήν, µε το πρώτο ερώτηµα. Επειδή ασχολούµαστε αποκλει-
στικά µε δυαδικές τετραγωνικές µορφές, στα επόµενα ϑα παραλείπουµε το επίθετο «δυαδικές».

Ορισµός 9.1.2. ∆ιακρίνουσα της τετραγωνικής µορφής [a, b, c], λέγεται ο ακέραιος αριθµός
D := b2 − 4ac.

Παρατήρηση 9.1.3. Συχνά στη ϐιβλιογραφία η διακρίνουσα ορίζεται και ως D = 4ac − b2.

Παρατήρηση 9.1.4. Προφανώς D ≡ 0mod4 αν b άρτιος και D ≡ 1mod4 αν b περιττός.

Παρατήρηση 9.1.5. Αν η διακρίνουσα D είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου, τότε η τετραγωνι-
κή µορφή αναλύεται σε γινόµενο δύο γραµµικών πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές. Αν η
διακρίνουσα D δεν είναι τέλειο τετράγωνο, τότε η τετραγωνική µορφή δεν αναλύεται σε γινόµε-
νο γραµµικών πολυωνύµων, όχι µόνο µε συντελεστές ακέραιους, αλλά ούτε και µε συντελεστές
ϱητούς.
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Πρόταση 9.1.6. Αν η τετραγωνική µορφή

f (X, Y ) = aX2 + bXY + cY 2,

έχει διακρίνουσα D = b2 − 4ac , 0 η οποία δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου, τότε a , 0, c , 0
και η µοναδική λύση της εξίσωσης f (X, Y ) = 0 είναι η (x, y) = (0,0).

Απόδειξη. Αν ήταν a = 0 είτε c = 0 τότε η διακρίνουσα D ϑα ήταν τέλειο τετράγωνο D = b2.
΄Εστω (x, y) µια λύση της f (X, Y ) = 0. Αν y = 0 τότε ax2 = 0 και επειδή a , 0, έπεται ότι

x = 0. Αν x = 0, οµοίως έπεται ότι και y = 0.
Αν x , 0 και y , 0 τότε γράφουµε

4af (x, y) = (2ax + by)2 − Dy2.

Από τη σχέση αυτή προκύπτει αµέσως ότι ο D είναι τέλειο τετράγωνο αφού Dy2 , 0, άτοπο. �

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι D , 0. Ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις :
1η Περίπτωση: Αν D < 0, τότε κατ΄ ανάγκη ισχύει a · c > 0, δηλαδή a > 0 και c > 0 ή a < 0

και c < 0.

Ορισµός 9.1.7. Αν για την τετραγωνική µορφή [a, b, c] ισχύουν

D = b2 − 4ac < 0 και a > 0,

τότε η τετραγωνική µορφή λέγεται ϑετικά ορισµένη.
Αν ισχύουν D < 0 και a < 0, τότε λέγεται αρνητικά ορισµένη.

Παρατήρηση 9.1.8. Είναι αυτονόητο ότι όταν η [a, b, c] είναι ϑετικά ορισµένη, τότε µπορεί
να παραστήσει µόνο µη-αρνητικούς ακέραιους, ενώ αν είναι αρνητικά ορισµένη τότε µπορεί να
παραστήσει ακέραιους ≤ 0.

Παρατήρηση 9.1.9. Είναι ϕανερό ότι αν η [a, b, c] είναι ϑετικά ορισµένη τότε η [−a,−b,−c] είναι
αρνητικά ορισµένη. Εποµένως δεν χάνουµε κάτι αν περιοριστούµε στην περίπτωση D < 0, και
ϑετικά ορισµένες τετραγωνικές µορφές.

Παρακάτω ϑα περιοριστούµε σε τετραγωνικές µορφές µε D < 0 η οποία δεν είναι τέλειο
τετράγωνο.
2η Περίπτωση: Στην περίπτωση που D > 0, η τετραγωνική µορφή παριστά και ϑετικούς αλλά και
αρνητικούς ακέραιους και ϑα λέγεται απροσδιόριστη (indefinite). ∆εν ϑα ασχοληθούµε µε την
περίπτωση αυτή.

9.2 Ισοδύναµες τετραγωνικές µορφές

Θα ξεκινήσουµε µε ένα παράδειγµα:
Παράδειγµα: Ας ϑεωρήσουµε τις τετραγωνικές µορφές

f (X, Y ) = 2X2 + 5XY + 3Y 2

και
g(X ′, Y ′) = 21(X ′)2 + 29X ′Y ′ + 10(Y ′)2.
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Παρατηρούµε ότι, για (x, y) = (1,1), η f (X, Y ) παριστά τον αριθµό 10. Επίσης, και η g(X ′, Y ′)
για (x ′, y′) = (0,1) παριστά τον αριθµό 10. Επίσης, για (x ′, y′) = (1,1), η g(X ′, Y ′) παριστά τον
αριθµό 60 και η f (X, Y ), για (x, y) = (3,2), παριστά επίσης τον αριθµό 60.

Ακριβέστερα και οι δύο τετραγωνικές µορφές παριστούν τους ίδιους ακέραιους αριθµούς. Ο
λόγος είναι ότι αν κάποιος ακέραιος n παρίσταται από την f (X, Y ) για (x, y) ∈ Z × Z, τότε ο ίδιος
ακέραιος παρίσταται από την g(X ′, Y ′) για (x ′, y′) ∈ Z × Z όπου(

x ′

y′

)
=

(
x − y
−x + 2y

)
=

(
1 −1
−1 2

) (
x
y

)
και αντίστροφα, αν ο n παρίσταται από την g(X ′, Y ′) για τις τιµές (x ′, y′) τότε ο n παρίσταται και
από την f (X, Y ) για (

x
y

)
=

(
2x ′ + y′

x ′ + y′

)
=

(
2 1
1 1

) (
x ′

y′

)
.

Είναι λοιπόν ϕυσικό να ορίσουµε:

Ορισµός 9.2.1. ∆ύο τετραγωνικές µορφές f (X, Y ) και g(X ′, Y ′) λέγονται ισοδύναµες ακριβώς όταν
η

g(X ′, Y ′) = f (aX + bY, cX + dY ),

και

M :=
(
a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ Z µε detM = 1.

Είναι ϕανερό ότι η σχέση του ορισµού 9.2.1 είναι σχέση ισοδυναµίας (άσκηση). Η σχέση
ισοδυναµίας συχνά γράφεται ως εξής :

g(X ′, Y ′) = f |M (X, Y ) = f

((
a b
c d

) (
X
Y

))
Το σύνολο των πινάκων

SL2(Z) :=
{(
a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ Z, det

(
a b
c d

)
= 1

}
αποτελεί πολλαπλασιαστική οµάδα.

Αν M,N ∈ SL2(Z) και f (X, Y ), g(X ′, Y ′) είναι τετραγωνικές µορφές, τότε

f |MN

(
X
Y

)
= (f |M ) |N

(
X
Y

)
.

Πρόταση 9.2.2. Αν η f (X, Y ) είναι τετραγωνική µορφή και M ∈ SL2(Z), τότε το σύνολο των
ακέραιων που παρίσταται από την f (X, Y ) συµπίπτει µε το σύνολο των ακέραιων που παρίσταται από
την f |M (X, Y ).

Απόδειξη. Αν f (x, y) = n, επειδή M−1 ∈ SL2(Z), έχουµε

M−1
(
x
y

)
∈ Z × Z,

οπότε

f |M

(
M−1

(
x
y

))
= f

(
MM−1

(
x
y

))
= f

(
x
y

)
= n.

Αντίστροφα, αν f |M

(
x
y

)
= n, τότε f

(
M

(
x
y

))
= n, δηλαδή η f (X, Y ) παριστά τον n. �
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Παράδειγµα. Η τετραγωνική µορφή

f (X, Y ) = 65X2 + 224XY + 193Y 2,

παριστά ακριβώς τους ακέραιους οι οποίοι γράφονται ως άθροισµα δύο τετραγώνων. Πράγµατι,
αν

g(X, Y ) = X2 + Y 2,

η

f (X, Y ) = g|M

(
X
Y

)
, όπου M =

(
7 12
4 7

)
.

Παρατήρηση 9.2.3. Οι διακρίνουσες των τετραγωνικών µορφών του αρχικού παραδείγµατος
είναι 1. Επίσης, οι διακρίνουσες των τετραγωνικών µορφών του δευτέρου παραδείγµατος είναι
−4.

Πρόταση 9.2.4. Αν f (X, Y ), g(X ′, Y ′) είναι ισοδύναµες τετραγωνικές µορφές, τότε οι διακρίνουσες
των f, g είναι ίσες, D(f ) = D(g).

Απόδειξη. Αν M ∈ SL2(Z), τότε ισχύει

D(f |M ) = D(f ) · (detM)2 = D(f ).

Αν τώρα f ∼ g, υπάρχει M ∈ SL2(Z) τέτοιο ώστε g = f |M και συνεπώς η πρόταση ισχύει. �

Προσοχή ! Το αντίστροφο της πρότασης δεν ισχύει. Οι τετραγωνικές µορφές

X2 + 10Y 2 και 2X2 + 5Y 2

έχουν και οι δύο διακρίνουσα −40. ∆εν είναι όµως ισοδύναµες, αφού η πρώτη παριστά τον
ακέραιο 1 και η δεύτερη όχι.

Πρόταση 9.2.5. Το σύνολο όλων των διακρινουσών τετραγωνικών µορφών είναι όλοι οι ακέραιοι
D, µε D ≡ 0 ή 1mod4.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη παρατηρήσει ότι κάθε διακρίνουσα τετραγωνικής µορφής είναι ένας αριθ-
µός της µορφής αυτής.

Αντίστροφα αν D είναι ένας ακέραιος D ≡ 0 ή 1mod4 και ϑέσουµε

C :=

−D4 , αν D ≡ 0mod4
−D−1

4 αν D ≡ 1mod4

τότε η τετραγωνική µορφή [1,0, C] στην πρώτη περίπτωση και η [1,1, C] στη δεύτερη περίπτωση
έχει διακρίνουσα ίση µε D. �

Ορισµός 9.2.6. Η τετραγωνική µορφή

X2 −
D

4
Y 2, όταν D ≡ 0mod4

και
X2 + XY +

1 − D
4

Y 2, όταν D ≡ 1mod4

λέγεται ϑεµελιώδης τετραγωνική µορφή διακρίνουσας D.
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Εντελώς ϕυσιολογικά τίθεται το ερώτηµα: ∆ίνεται καποιος ακέραιος D ≡ 0,1mod4, D όχι τέλειο
τετράγωνο.

Πόσο είναι το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας τετραγωνικών µορφών διακρίνουσας D;

Πρόταση 9.2.7. ΄Εστω D ∈ Z και D όχι τέλειο τετράγωνο. Υπάρχει το πολύ πεπερασµένο πλήθος
κλάσεων τετραγωνικών µορφών δοσµένης διακρίνουσας D.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι κάθε τετραγωνική µορφή

f (X, Y ) = aX2 + bXY + cY 2

διακρίνουσας D είναι ισοδύναµη προς µία τετραγωνική µορφή

a′X2 + b′XY + c′Y 2

τέτοια ώστε |b′| ≤ |a′| ≤ |c′|.
Αν το αποδείξουµε, αµέσως έχουµε το πεπερασµένο του αριθµού κλάσεων αφού

|D| = |(b′)2 − 4a′c′| ≥
∣∣∣|b′|2 − 4|a′||c′|

∣∣∣ ≥ 4|a′||c′| − |b′|2 ≥ 4|a′|2 − |b′|2,

όπου για την αλήθεια της τελευταίας ανισότητας χρησιµοποιήσαµε ότι |c′| ≥ |a′|. Τώρα, αφού
|b′| ≤ |a′|, έχουµε

4|a′|2 − |b′|2 ≥ 4|a′|2 − |a′|2 = 3|a′|2.

Εποµένως,

|a′| ≤

√
|D|

3
, |b′| ≤ |a′|, |c′| =

(b′)2 − D

4a′

δηλαδή υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους κλάσεις τετραγωνικών µορφών.

Αν S =

(
0 −1
1 0

)
και f = [a, b, c], τότε f |S = [c,−b, a]. Επίσης αν m ∈ Z και Tm =

(
1 m
0 1

)
, τότε

f |TM = [a, b + 2md, c +mb +m2a]. Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο:
Ξεκινούµε από την τετραγωνική µορφή f = [a, b, c].
1. Αν |a| < |b|, επιλέγουµε ένα m ∈ Z τέτοιοι ώστε −|a| < b + 2ma ≤ |a| και εφαρµόζουµε τον

Tm στην f ,
f |Tm = [a, b′ = b + 2ma, c′].

Εποµένως, |b′| ≤ |a|.
2. Αν |a| > |c′|, εφαρµόζουµε την S στην τετραγωνική µορφή [a, b′, c′] και ϐρίσκουµε

f |S = [c′,−b′, a].

Τώρα έχουµε |c′| < |a| και επιστρέφουµε στο ϐήµα 1.
3. Αν |a| ≤ |c′|, σταµατούµε, αφού έχουµε ήδη µια τετραγωνική µορφή [a, b′, c′] για την

οποία ισχύει
|b′| ≤ |a| ≤ |c′|.

�

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η f = [a, b, c] είναι µια ϑετικά ορισµένη τετραγωνική µορφή διακρί-
νουσας D < 0, (D όχι τέλειο τετράγωνο.) Αυτό σηµαίνει, ότι a > 0 και c > 0.
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Ορισµός 9.2.8. Μια ϑετικά ορισµένη τετραγωνική µορφή f = [a, b, c] ϑα λέγεται ανηγµένη
τετραγωνική µορφµή (reduced), όταν |b| ≤ a ≤ c και επιπλέον όταν ισχύει µία από τις δύο
ανισότητες, δηλαδή όταν |b| = a ή a = c, τότε επιλέγουµε b ≥ 0.

Πρόταση 9.2.9. Σε κάθε κλάση ισοδυναµίας µιας ϑετικά ορισµένης τετραγωνικής µορφής διακρί-
νουσας D ανήκει ακριβώς µια ανηγµένη.

Απόδειξη. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στο ϑεώρηµα 47 του [9]. �

Παράδειγµα. ΄Εστω D = −12. ΄Εχουµε |D| ≥ 3a2, άρα a = 1 ή a = 2.
Αν a = 1, τότε |b| ≤ 1, άρα b = 1 ή b = 0. Για b = 1, c < Z. Αν b = 0, τότε c = 3.
΄Αρα µια είναι η [1,0,3]. ΄Εστω τώρα a = 2, οπότε |b| ≤ 2. Αν b = 0,±1, το c < Z. Αν b = 2,

τότε c = 2. Εποµένως, µια δεύτερη είναι η [2,2,2].

Παρατήρηση 9.2.10. Αν δύο τετραγωνικές µορφές παριστούν ακριβώς το ίδιο σύνολο ακέραιων,
δεν είναι κατ΄ ανάγκην ισοδύναµες.

Αντιπαράδειγµα: Οι τετραγωνικές µορφές [2,1,3] και [2,−1,3] παριστούν ακριβώς τους ί-
διους ακέραιους αλλά δεν είναι ισοδύναµες.

Ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο
(
1 0
0 −1

)
, του οποίου η ορίζουσα είναι −1.

Ας σηµειωθεί ότι οι δύο τετραγωνικές µορφές έχουν την ίδια διακρίνουσα −23.

Παρατήρηση 9.2.11. ΄Εστω f (X, Y ) = aX2 + bXY + cY 2 µια τετραγωνική µορφή διακρίνουσας
D. (Επειδή πάντοτε υποθέτουµε ότι η D δεν είναι τέλειο τετράγωνο, έπεται ότι a , 0).

Μπορούµε να ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο

Pf (z) = az2 + bz + c.

Οι ϱίζες του πολυωνύµου είναι

r1 =
−b +

√
D

2a
και r2 =

−b −
√
D

2a
.

Υποθέτουµε ότι η f (X, Y ) είναι ϑετικά ορισµένη. Εποµένως D < 0 και η r2 είναι η µιγαδική
συζυγής της r1.

Το a > 0, άρα Im(r1) =
√
|D|

2a > 0.
Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η f (X, Y ) είναι ανηγµένη. Από τη σχέση |b| ≤ a έπεται ότι

−
1
2
≤ Rer1 ≤

1
2
.

Αν |b| = a παίρνουµε µόνο τη λύση για b ≥ 0, οπότε Rer1 = −1
2 , δηλαδή

−
1
2
≤ Rer1 <

1
2
.

Είναι ϕανερό ότι

|r1|
2 = r1r1 =

b2 − D

4a2 =
4ac
4a2 =

c

a
.

Από τη σχέση a ≤ c προκύπτει c
a ≥ 1, δηλαδή |r1| ≥ 1 και αν c = a, τότε b ≥ 0 οπότε |r1| = 1 και

Rer1 ≤ 0.
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-1  1-1/2  1/2

Σχήµα 9.2.1: Θεµελιώδης περιοχή

Εποµένως, η τετραγωνική µορφή είναι ανηγµένη ακριβώς τότε όταν η ϱίζα r1 του Pf (z), (Imr1 >
0) ανήκει στο χωρίο

D =

{
z ∈ C : −

1
2
≤ Rez <

1
2

και |z| > 1 ή |z| = 1 και Re(z) ≤ 0
}
.

Αν f (X, Y ) = aX2 +bXY + cY 2 είναι µια τετραγωνική µορφή διακρίνουσας D και (a, b, c) =: d,
τότε η f (X, Y ) γράφεται ως

f (X, Y ) = dg(X, Y ),

όπου
g(X, Y ) = a′X2 + b′XY + c′Y 2

µε (a′, b′, c′) = 1 και διακρίνουσα D′ = D
d2 .

Εποµένως µπορούµε να περιοριστούµε σε τετραγωνικές µορφές f = [a, b, c] µε (a, b, c) = 1,
τις οποίες ϑα ονοµάζουµε πρωταρχικές (primitive).

Ορισµός 9.2.12. Αν D ∈ Z είναι µια διακρίνουσα, τότε ο αριθµός κλάσεων h(D) της D ορίζεται να
είναι το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας πρωταρχικών τετραγωνικών µορφών διακρίνουσας D,
όταν D > 0 ή το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας ϑετικά ορισµένων πρωταρχικών τετραγωνικών
µορφών διακρίνουσας D, όταν D < 0.

Παρατήρηση 9.2.13. ΄Οταν D < 0, τότε σύµφωνα µε τα προηγούµενα ο υπολογισµός του αριθµού
κλάσεων h(D) είναι εύκολος. Αν για παράδειγµα D = −23, εύκολα υπολογίζουµε ότι υπάρχουν
ακριβώς τρεις ϑετικά ορισµένες ανηγµένες τετραγωνικές µορφές, δηλαδή ότι h(−23) = 3.

Παρατήρηση 9.2.14. ΄Οταν D > 0, υπάρχει αντίστοιχη ϑεωρία αναγωγής, εξίσου ενδιαφέρουσα,
αλλά όχι τόσο «ϕυσιολογική» όσο αυτή των ϑετικά ορισµένων τετραγωνικών µορφών και ως εκ
τούτου παραλείπεται.
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9.3 Παράσταση ακέραιων από τετραγωνικές µορφές και τετραγω-
νικά υπόλοιπα.

Ορισµός 9.3.1. Θα λέµε ότι ο ακέραιος n παρίσταται γνήσια (properly) από την τετραγωνική
µορφή f = [a, b, c], όταν υπάρχουν ακέραιοι x, y ώστε (x, y) = 1 και f (x, y) = n.

Παρατήρηση 9.3.2. Αν ο n παρίσταται από την f = [a, b, c] και f (x, y) = n για κάποιους
ακέραιους x, y µε (x, y) := d, τότε (x/d, y/d) = 1, d2 | n και ο n2/d παρίσταται γνήσια από την
f = [a, b, c].

Εποµένως, αν P είναι το σύνολο των ακέραιων οι οποίοι παρίστανται γνήσια από την f , τότε το
σύνολο όλων των ακέραιων που παρίστανται από την f είναι το

A := {`d2 | ` ∈ P και d ∈ Z}.

Είναι ϕανερό ότι αν ο ακέραιος n παρίσταται από την f , τότε ϑα παρίσταται και από κάθε
ισοδύναµή της.

Παρατήρηση 9.3.3. Αν f = [a, b, c] ∼ g = [n, k, `] και g = f |M , µε M =

(
a b
c d

)
και det(M) = 1,

τότε n = f (a, c) και η παράσταση είναι γνήσια αφού (a, c) = 1.

Παρατήρηση 9.3.4. Αν ο n παρίσταται γνήσια από την f , έστω n = f (a, c) µε (a, c) = 1, τότε

υπάρχουν ακέραιοι b, d ώστε ad−bc = 1. Εποµένως, η τετραγωνική µορφή f |M , όπουM =

(
a b
c d

)
είναι ισοδύναµη της f και παριστά τον n.

Από τα παραπάνω προκύπτει η επόµενη πρόταση:

Πρόταση 9.3.5. Το σύνολο των ακέραιων οι οποίοι παρίστανται γνήσια από την f ταυτίζεται µε
το σύνολο των ακέραιων οι οποίοι εµφανίζονται ως συντελεστές του X2 για όλες τις τετραγωνικές
µορφές που είναι ισοδύναµες προς την f .

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε ένα κριτήριο του πότε κάποιος ϕυσικός αριθµός n παρίσταται από µια
τετραγωνική µορφή f µέσω τετραγωνικών ισοτιµιών. Συγκεκριµένα ισχύει η

Πρόταση 9.3.6. 1. Αν ο n παρίσταται γνήσια από την τετραγωνική µορφή f = [a, b, c] διακρί-
νουσας D, τότε ο D είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod4|n|.

2. Αν η διακρίνουσα D της τετραγωνικής µορφής f = [a, b, c] είναι τετραγωνικό υπόλοιπο
mod4|n|, τότε ο n παρίσταται από κάποια τετραγωνική µορφή ισοδύναµη της f .

Απόδειξη. 1. Σύµφωνα µε την πρόταση 9.3.5 αν ο n παρίσταται γνήσια από την τετραγωνική
µορφή f = [a, b, c] διακρίνουσας D, τότε υπάρχει µια τετραγωνική µορφή

g = [n, k, `] ∼ f = [a, b, c].

Αλλά ισοδύναµες τετραγωνικές µορφές έχουν την ίδια διακρίνουσα σύµφωνα µε την πρόταση
9.2.4. Εποµένως

k2 − 4n` = D,

δηλαδή ο D είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod4|n|.
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2. Από την υπόθεση έπεται ότι υπάρχει κάποιος ακέραιος ` τέτοιος ώστε,

`2 ≡ Dmod4|n|,

δηλαδή ότι υπάρχει κάποιος ακέραιος k τέτοιος ώστε,

D = `2 − 4|n|k.

Αλλά τότε η τετραγωνική µορφή

g(X, Y ) = nX2 + `XY + kY 2,

έχει διακρίνουσα D και παριστά γνήσια τον ακέραιο n αφού g(1,0) = n. �

Πόρισµα 9.3.7. Αν όλες οι τετραγωνικές µορφές διακρίνουσας D είναι µεταξύ τους ισοδύναµες,
τότε η ύπαρξη λύσης της ισοτιµίας

x2 ≡ Dmod4|n|

είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε ο n να µπορεί να παρασταθεί από την εν λόγω µορφή.

Παράδειγµα. ΄Αθροισµα δύο τετραγώνων. Θεωρούµε την τετραγωνική µορφή

f (X, Y ) = X2 + Y 2

η οποία έχει διακρίνουσα D = −4.

Πρόταση 9.3.8. Κάθε πρώτος p ≡ 1mod4 µπορεί να παρασταθεί ως άθροισµα δύο τετραγώνων.

Απόδειξη. Πράγµατι, αν υπάρχει κάποια παράσταση του

p = x2 + y2, µε x, y ∈ Z,

αυτή ϑα είναι κατ΄ ανάγκη γνήσια αφού αλλιώς ϑα είχαµε ότι d2 | p, όπου d := (x, y), άτοπο.
Είναι γνωστό ότι h(−4) = 1, άρα ισχύει η υπόθεση του πορίσµατος 9.3.7.
Επειδή p ≡ 1mod4, έπεται ότι η ισοτιµία X2 ≡ −1modp είναι επιλύσιµη, συνεπώς και η

Y 2 ≡ −4mod4p. �

Στη συνέχεια ϑα χαρακτηρίσουµε όλους τους ϑετικούς ακέραιους οι οποίοι µπορούν να πα-
ϱασταθούν ως άθροισµα δύο τετραγώνων ακέραιων αριθµών.

Πρόταση 9.3.9. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος, n = a2 · b και b ελέυθερος τετραγώνου. Ο n γράφεται
ως άθροισµα δύο τετραγώνων, ακριβώς τότε όταν δεν υπάρχει πρώτος p ≡ 3mod4, ο οποίος να
διαιρεί τον b.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι κάποιος πρώτος αριθµός p ≡ 3mod4, διαιρεί τον n και ότι ο n γράφεται
n = x2 + y2. Εποµένως, x2 ≡ −y2modp.

Αν y . 0modp, τότε (xy−1)2 ≡ −1modp, άτοπο αφού η ισοτιµία x2 ≡ −1modp δεν έχει λύση.
Εποµένως p | y οπότε από την x2 ≡ −y2modp έπεται ότι και p | x δηλαδή p2 | n και

n

p2 =

(
x

p

)2

+

(
y

p

)2

.
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Αν τώρα p | n
p2 εφαρµόζουµε και πάλι την παραπάνω διαδικασία. Τελικά προκύπτει ότι άρτια

δύναµη του p είναι η µεγαλύτερη δύναµη που διαιρεί τον n, δηλαδή p - b.
Υποθέτουµε τώρα ότι δεν υπάρχει πρώτος p, p ≡ 3mod4 ο οποίος να διαιρεί τον b.
Από τη γνωστή ταυτότητα

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac − bd)2 + (ad + bc)2

προκύπτει ότι αν δύο ακέραιοι µπορούν να παρασταθούν ως άθροισµα δύο τετραγώνων το ίδιο
ισχύει και για το γινόµενό τους. ΄Εστω

n = 2rq2s1
1 · · · q2sk

k p1p2 · · · pm

η ανάλυση του n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, όπου pi ≡ 1mod4 για κάθε i = 1,2, . . . , m,
και pi , pj, για i , j. Ο 2 = 12 + 12, συνεπώς και ο 2r είναι άθροισµα δυο τετραγώνων. Επίσης

q2si
i =

(
qsii

)2
+ 0 για κάθε i = 1,2, . . . , k.

Τέλος, κάθε pi είναι άθροισµα δύο τετραγώνων δηλαδή τελικά και ο n είναι άθροισµα δύο τετρα-
γώνων. �

΄Ασκηση Να αποδειχτεί ότι ο πρώτος αριθµός p µπορεί να παρασταθεί από την τετραγωνική
µορφή X2 + 2Y 2 ακριβώς τότε όταν p ≡ 1 ή 3mod8.

9.4 Το πλήθος των παραστάσεων

Θα µελετήσουµε το πλήθος των παραστάσεων δοθέντος ϕυσικού αριθµού n από δοθείσα τετραγω-
νική µορφή f = [a, b, c]. Θα περιοριστούµε σε τετραγωνικές µορφές των οποίων η διακρίνουσα
είναι ϑεµελιώδης.

Ορισµός 9.4.1. Μία διακρίνουσα λέγεται ϑεµελιώδης διακρίνουσα όταν

1. Αν D ≡ 1mod4, τότε ο D είναι ελεύθερος τετραγώνου.

2. Αν D ≡ 0mod4, τότε ο αριθµός D
4 είναι ελεύθερος τετραγώνου και επιπλέον D

4 ≡ 2 ή 3mod4.

Ορισµός 9.4.2. Ξαρακτήρας του Dirichlet modN , N ∈ N, N ≥ 2, είναι µια συνάρτηση

χ : Z→ C

για την οποία ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες

1. χ(n) = 0 αν και µόνο αν (n, N) > 1.

2. Η απεικόνιση χ είναι πλήρως πολλαπλασιασική, δηλαδή ισχύει

χ(mn) = χ(m)χ(n)

για όλα τα m, n ∈ Z.

3. Η τιµή χ(n) εξαρτάται µόνο από την κλάση nmodN .
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Αν N1 | N , N1 < N και ψ ένας χαρακτήρας Dirichlet modN1, τότε η σύνθεση(
Z
NZ

)∗ //

χ

88
(
Z
N1Z

)∗ ψ // C∗,

επάγει ένα χαρακτήρα του Dirichlet modN . Στο παραπάνω διάγραµµα η πρώτη απεικόνιση είναι
η αναγωγή modN1.

Χαρακτήρες του Dirichlet οι οποίοι δεν προκύπτουν µε αυτό τον τρόπο λέγονται πρωταρχικοί
( primitive) χαρακτήρες modN .

Στη συνέχεια, αν D είναι ϑεµελιώδης διακρίνουσα, ορίζουµε τη συνάρτηση

χD : N→ Z

ως εξής :

1. Αν p ∈ P, p , 2, τότε χD(p) =
(
D
p

)
,

2. χ(2) =


0 όταν D ≡ 0mod4
1 όταν D ≡ 1mod8
−1 όταν D ≡ 5mod8

3. χD(pa1
1 p

a2
2 · · · p

as
s ) = χD(pa1

1 )χD(pa2
2 ) · · · χD(pass ).

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση αυτή είναι περιοδική mod|D| και ότι ορίζει έναν πρωταρχικό
χαρακτήρα modulo |D|, για τον οποίο επιπλέον ισχύει :

χD(−1) =

1, όταν D > 0
−1, όταν D < 0

΄Ενας χαρακτήρας Dirichlet modN λέγεται πραγµατικός, όταν οι µοναδικές τιµές που παίρνει
είναι οι 0,1,−1. Επιπλέον ισχύει ότι κάθε πραγµατικός χαρακτήρας του Dirichlet είναι κάποιος
από τους χαρακτήρες χD, ϐλέπε το [5, σελ. 33-40].

Αν τώρα f (X, Y ) τετραγωνική µορφή διακρίνουσας D και M =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) είναι δυνατόν

f |M = f . Σε αυτή την περίπτωση κάθε λύση της f (x, y) = n µας δίνει, µέσω του µετασχηµατισµού(
X ′

Y ′

)
= M

(
X
Y

)
µια επιπλέον λύση της f (X, Y ) = n.

Ορισµός 9.4.3. Τους πίνακες αυτούς ϑα τους ονοµάζουµε αυτοµορφισµούς της f .

Είναι προφανές ότι το σύνολο

Uf :=
{
M =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) : f |M = f

}
αποτελεί υποοµάδα της SL2(Z).
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Αν η f (X, U ) είναι πρωταρχική τετραγωνική µορφή διακρίνουσας D, D όχι τέλειο τετράγωνο,
τότε αποδεικνύεται [5, σελ. 63] ότι, αν D > 0, τότε Uf = Z × Z/2 και ότι, αν D < 0, τότε Uf είναι
κυκλική οµάδα τάξεως

w =


6 όταν D = −3
4 όταν D = −4
2 όταν D < −4

.

Με R(n, f ) συµβολίζουµε το πλήθος των παραστάσεων του n από την τετραγωνική µορφή f (X, Y )
οι οποίες δεν είναι ισοδύναµες κάτω από τη δράση της οµάδας Uf . Με R(n) συµβολίζουµε το
πλήθος των παραστάσεων του n από τετραγωνικές µορφές διακρίνουσας D.

Ισχύει το ακόλουθο:

Θεώρηµα 9.4.4. Αν D είναι ϑεµελιώδης διακρίνουσα (D όχι τέλειο τετράγωνο) τότε, για n ∈ Z\{0}
ο αριθµός R(n) των παραστάσεων του n από πρωταρχικές τετραγωνικές µορφές διακρίνουσας D
είναι :

R(n) =
∑
m |n

χD(m).

Απόδειξη. Βλέπε το [5, Θεώρηµα 3, σελ. 65]. �

Στον παραπάνω τύπο το m διατρέχει όλους τους ϑετικούς διαιρέτες του n και χD είναι ο χαρακτή-
ϱας που έχουµε ορίσει.

9.4.1 Ειδική περίπτωση

΄Εστω f (X, Y ) = X2 + Y 2. Γνωρίζουµε ότι D = −4 και h(−4) = 1. Εποµένως

R(n) = R(m, f ) =
∑
m |n

χD(m).

Επειδή, για m άρτιο, ισχύει εξ΄ ορισµού του χD ότι χD(m) = 0, έπεται ότι

R(n) =
∑
m |n
2-m

χ−4(m) =
∑
m |n
2-m

(
−4
m

)
=

=
∑
m |n
2-m

(
−1
m

)
=

∑
m |n
2-m

(−1)
m−1

2 =

=
∑
m |n

m≡1mod4

1 −
∑
m |n

m≡3mod4

1 =

= r(1, n) − r(3, n),

όπου r(k, n) συµβολίζει το πλήθος των ϑετικών διαιρετών του ϕυσικού αριθµού n οι οποίοι είναι
ισότιµοι προς τον kmodn. Επειδή w(f ) = 4, ο συνολικός αριθµός παραστάσεων του ϕυσικού
αριθµού n σε άθροισµα δύο τετραγώνων είναι

4{r(1, n) − r(3, n)}.

Παρατήρηση 9.4.5. Απόδειξη του γενικού τύπου στην ειδική περίπτωση του αθροίσµατος δύο
τετραγώνων µπορεί να ϐρει ο αναγνώστης στο [4, σελ 312-318] [7, σελ. 163-176].

Παρατήρηση 9.4.6. ∆ιαφορετική απόδειξη της ειδικής περίπτωσης έδωσε ο G.J. Jacobi, ο οποίος
χρησιµοποίησε τη ϑεωρία των ελλειπτικών συναρτήσεων.
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9.5 Ιστορικά στοιχεία

Ο Fermat ήταν ο πρώτος που µελέτησε την παράσταση ακέραιων από τετραγωνικές µορφές.
Συγκεκριµένα, σε επιστολή του προς τον Mersenne, τα Χριστούγεννα του 1640, διατυπώνει την
πρόταση ότι κάθε πρώτος p ≡ 1mod4 παρίσταται ως άθροισµα δύο τετραγώνων ϑετικών ακέραιων
κατά µονοσήµαντο τρόπο.

Μια ιδέα της µεθόδου του (που ονοµάζεται «µέθοδος της καθόδου») µας έδωσε αργότερα στα
1659 στην αλληλογραφία του µε τον Huygens. Ανάµεσα στα 1742 και 1747 ο Euler έδωσε µια
απόδειξη της οποίας η ιδέα ήταν όµοια της ιδέας του Fermat.

Οι περιπτώσεις της παράστασης πρώτων αριθµών από τις τετραγωνικές µορφές X2 + 2Y 2 και
X2 + 3Y 2 εµφανίστηκαν αργότερα, το 1659 σε επιστολές του Fermat προς τον Pascal.

Ο Euler στη συνέχεια µελετά και άλλα σχετικά παραδείγµατα και διατυπώνει εικασίες όπως
ότι για p , 5 ισχύει

p = x2 + 5y2 ⇔ p = 1,9mod20

ή ότι
p = x2 + 27y2 ⇔

{
p ≡ 1mod3 και ότι η ισοτιµία z3 ≡ 2modp έχει λύση

}
.

΄Αλλα πρώτος ο Lagrange στο έργο του Recherches d’ arithmetique (1773) αναπτύσσει τη γενική
ϑεωρία των τετραγωνικών µορφών από την οποία προκύπτουν ως ειδικές περιπτώσεις τα αποτε-
λέσµατα του Fermat για την παράσταση πρώτων αριθµών από τις τετραγωνικές µορφές X2 + 2Y 2

και X2 + 3Y 2.
Τέλος, πλήρης ϑεωρία περιέχεται στο µνηµειώδες έργο του Gauss, [2].
Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε στα έργα [10], [3], [6], [8], [1].
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10
Τετραγωνικά σώµατα αριθµών

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε την αριθµητική των αρρήτων ποσοτήτων δευτέρου ϐαθµού
σε οργανικά σύνολα, σώµατα, καθώς και την αντιστοιχία τους προς τις (διωνυµικές) τετραγωνικές
µορφές. Η ύλη του παρόντος κεφαλαίου προοδευτικά ϑα απαιτεί ϐασικές γνώσεις από το µάθηµα
της ΄Αλγεβρας.

Επιθυµούµε να δώσουµε, καταρχήν, µια διαφορετική απόδειξη του Θεωρήµατος 9.3.8 το
οποίο αποφαίνεται ποιοι ϕυσικοί αριθµοί παρίστανται ως άθροισµα δύο τετραγώνων.

Αν ο n ∈ N, γράφεται ως άθροισµα δύο τετραγώνων, δηλαδή υπάρχουν ακέραιοι x, y τέτοιοι
ώστε x2 + y2 = n, τότε έχουµε

(x + iy)(x − iy) = n.

Εποµένως το πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση µιγαδικών αριθµών της µορφής a + ib µε a, b ∈ Z,
τέτοιους ώστε

(a + ib)(a − ib) = n.

Θεωρούµε το σύνολο
Z[i] := {x + iy µε x, y ∈ Z}.

Ορισµός 10.0.1. Το σύνολο Z[i] ϑα λέγεται σύνολο των ακέραιων του Gauss.

Είναι ϕανερό ότι το σύνολο αυτό εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλα-
πλασιασµού µιγαδικών αριθµών (Z[i],+, ·) αποτελεί ακέραια περιοχή. Εποµένως, ακριβέστερα το
σύνολο Z[i] λέγεται περιοχή του Gauss.

10.1 Η αριθµητική της περιοχής του Gauss

Αν α = x + iy οποιοσδήποτε µιγαδικός, ο συζυγής του ϑα είναι ο α
′ = x − iy. Ορίζουµε τη νόρµα

(norm) του α, N(α) = α·α′.
Ισχύουν :

(i) Η N(α) είναι µη-αρνητικός πραγµατικός αριθµός.

(ii) N(α) = 0 τότε και µόνο τότε όταν α = 0.

(iii) Ισχύει N(α�) = N(α)N(�), για κάθε α, � ∈ Z[i].

325
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(iv) Αν α ∈ Z[i] τότε N(α) ∈ Z.

(v) Αν α ∈ Z[i] τότε ο α είναι µονάδα του Z[i], αν και µόνο αν N(α) = 1.

(vi) Η οµάδα των µονάδων του Z[i] είναι E(Z[i]) = {±1,±i} (άσκηση).

Θα προσπαθήσουµε τώρα να κατασκευάσουµε µια ϑεωρία διαιρετότητας και µονοσήµαντης ανά-
λυσης στην περιοχή του Gauss, εντελώς ανάλογης µ΄ εκείνη των ακέραιων.

΄Εστω α, � ∈ Z[i]. Λέµε ότι ο α διαιρεί τον � (α|�), αν και µόνο αν υπάρχει γ ∈ Z[i] τέτοιος ώστε
� = αγ, αλλιώς λέµε ότι ο α δεν διαιρεί τον � (α - �), π.χ. 2 + i |7 + i.

Το µέγεθος ενός ακέραιου του Gauss µετριέται µέσω της νόρµας του. Το ανάλογο του αλγό-
ϱιθµου της διαίρεσης µε υπόλοιπο είναι :

Πρόταση 10.1.1. ΄Εστω α, � ∈ Z[i], � , 0. Υπάρχουν γ, δ ∈ Z[i] τέτοιοι ώστε

α = �γ + δ, και 0 ≤ N(δ) < N(�).

Απόδειξη : ΄Εχουµε α = a + bi, � = c + di, όπου a, b, c, d ∈ Z.

α

�
=
a + bi

c + di

c − di

c − di
=
ac + bd

c2 + d2 +
bc − ad

c2 + d2 i = e + fi

όπου e, f ∈ Q

e =
ac + bd

c2 + d2 , f =
bc − ad

c2 + d2 .

Υπάρχουν g, h ∈ Z τέτοια ώστε |g − e| ≤ 1
2 , |h − f | ≤

1
2 . Θέτουµε γ = g + hi και ϐρίσκουµε

α

�
= γ + (e − g) + (f − h)i =⇒ α = �γ + {(e − g) + (f − h)i}�.

΄Εστω δ := {(e − g) + (f − h)i}�. Τότε α = �γ + δ. Επειδή γ ∈ Z[i], έχουµε δ = α − �γ ∈ Z[i]. Τώρα:

N(δ) = N((e − g) + (f − h)i)N(�) = N(�) · {(e − g)2 + (f − h)2}

≤ N(�{
1
4

+
1
4
} =

1
2
N(�) < N(�)

διότι N(�) , 0 καθ΄ όσον � , 0. �
Ορίζουµε τώρα, εντελώς ανάλογα, τον µέγιστο κοινό διαιρέτη των ακέραιων του Gauss α και

� ως εξής : γ = (α, �) αν και µόνο αν

• γ |α και γ |�

• Αν δ ∈ Z[i], και δ|α, δ|� τότε δ|γ.

Η διαφορά µε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη των ακέραιων είναι ότι Ϲητούµε ο µέγιστος κοινός
διαιρέτης στο Z να είναι ϑετικός. Αυτό δεν µπορούµε να το κάνουµε στο Z[i] και αυτό έχει ως
συνέπεια ο µέγιστος κοινός διαιρέτης στο Z[i] να µην είναι µοναδικός.

∆ύο ακέραιοι του Gauss α, � λέγονται συνεταιρικοί αν και µόνο εάν υπάρχει ε ∈ E(Z[i]) έτσι
ώστε α = ε�, δηλαδή ο α και ο � είναι συνεταιρικοί συνεπώς αν και µόνο αν ο α είναι κάποιος
από τους �,−�, i�,−i�.

Συµβολισµός: Αν οι α και � είναι συνεταιρικοί συχνά χρησιµοποιούµε τον συµβολισµο α � �.
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Πρόταση 10.1.2. Αν πάλι α, � ∈ Z[i], α� , 0, τότε οποιοιδήποτε µέγιστοι κοινοί διαιρέτες των α, �
είναι µεταξύ τους συνεταιρικοί.

Απόδειξη : ΄Εστω α , 0 και γ1, γ2 δύο µέγιστοι κοινοί διαιρέτες των α και �. Εξ ορισµού του
µέγιστου κοινού διαιρέτη έχουµε

γ1|α, γ1|�, γ2|α, γ2|�

καθώς και γ1|γ2, γ2|γ1. Επειδή α , 0, έχουµε

γ1 , 0, γ2 = hγ1, γ1 = λγ2, h, λ ∈ Z[i].

Συνεπώς γ1 = hλγ1, δηλαδή hλ = 1 ⇒ λ =
1
h
∈ Z[i]. Εποµένως λ, h, ∈ E(Z[i]), δηλαδή τα γ1, γ2

είναι συνεταιρικά. �
Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε την ύπαρξη του µέγιστου κοινού διαιρέτη.
΄Εστω α, � ∈ Z[i], α, � , 0 και

S = {αλ + �h | λ, h ∈ Z[i]}.

Επειδή α = α · 1 + � · 0 και � = α · 0 + � · 1 ∈ S, έπεται ότι το S περιέχει µη-µηδενικούς αριθµούς.
∆ιαλέγουµε γ ∈ S τέτοιο ώστε N(γ) να είναι ο ελάχιστος ϕυσικός (γιατί µπορούµε να ϐρούµε τον
γ;). Ισχυρίζοµαι ότι ο γ είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των α και �.

Πράγµατι, το γεγονός ότι γ ∈ S, συνεπάγεται ότι υπάρχουν λ0, ν0 ∈ Z[i] τέτοιοι ώστε γ =

aλ0 + �ν0.
Αν λοιπόν δ|α και δ|�, έχουµε α = δθ, � = γζ, οπότε γ = δ(θλ0 + ζν0), συνεπώς δ|γ.
Θα δείξουµε τώρα ότι κάθε στοιχείο του S (και συνεπώς και τα α, �) είναι πολλαπλάσιο του γ.

Καταρχάς παρατηρούµε ότι αν ε, ρ ∈ S και θ ∈ Z[i] τότε ε − θρ ∈ S.
Πράγµατι : ΄Εστω ε = αλ1 + �ν1, ρ = αλ2 + �ν2. Τότε

ε − θρ = α(λ1 − θλ2) + �(ν1 − θν2) ∈ S.

΄Εστω τώρα ω τυχαίο στοιχείο του S. Γράφουµε ω = γζ + ρ, ζ, ρ ∈ Z[i], 0 ≤ N(ρ) < N(γ). Επειδή ω
και γ ∈ S, έπεται ότιω − γζ ∈ S, δηλαδή ρ ∈ S οπότε, λόγω της εκλογής του γ, N(ρ) = 0 συνεπώς
ρ = 0. ΄Αρα ω = γζ, το οποίο σηµαίνει (εξ ορισµού) ότι γ |ω.

΄Αµεση συνέπεια των παραπάνω είναι ότι αν α, � ∈ Z[i], α� , 0 και γ ένας µέγιστος κοινός
διαιρέτης των α και �, υπάρχουν ν και λ ∈ Z[i] τέτοιοι ώστε

γ = αν + �λ.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε πρώτους αριθµούς στην περιοχή του Gauss. Καταρχήν παρατηρούµε
ότι κάθε ακέραιος του Gauss γ διαιρείται από τις µονάδες ±1,±i και τους συνεταιρικούς του
±γ,±iγ.

• ΄Ενας ακέραιος του Gauss π λέγεται πρώτος, αν και µόνο αν δεν είναι µονάδα και οι µόνοι
διαιρέτες του είναι οι µονάδες του δακτυλίου Z[i] και οι συνεταιρικοί του π.

• ΄Εστω π ακέραιος του Gauss τέτοιος ώστε N(π) = p, όπου p πρώτος αριθµός. Εύκολα
ϕαίνεται ότι ο π είναι πρώτος.

Πράγµατι, έστω δ|π. Τότε π = δγ, όπου γ ∈ Z[i]. Συνεπώς

N(π) = N(δ)N(γ) =⇒ p = N(δ)N(γ) =⇒ N(γ) = 1, ή N(δ) = 1.

Εποµένως το γ ή το δ είναι µονάδα, δηλαδή δ = ±π,±iπ,±1,±i.
Τώρα ϑα δείξουµε ότι :
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Πρόταση 10.1.3. Αν ο π είναι πρώτος του Z[i] και α, � είναι ακέραιοι του Gauss τότε

(π|α� =⇒ π|a ή π|�).

Απόδειξη. Πράγµατι, έστω ότι π|α�, αλλά π - �. Θα δείξουµε ότι π|α. Οι µόνοι διαιρέτες του π
είναι ±1,±i,±π και ±iπ. Επειδή π - �, έπεται ότι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης (π, �) είναι µια
µονάδα του Z[i], δηλαδή ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης (π, �) = 1, οπότε υπάρχουν ν, λ ∈ Z[i]
τέτοιοι ώστε 1 = πν + �λ, δηλαδή α = π(να) + (α�)λ. Επειδή π|α�, έπεται ότι π|α. �

Ας προσπαθήσουµε τώρα να παραγοντοποιήσουµε ακέραιους του Gauss σε γινόµενο πρώτων.
΄Οπως δεν παραγοντοποιούµε το 0,±1 στο Z έτσι δεν παραγοντοποιούµε 0,±1,±i στον Z[i]. Θα
αποδείξουµε ότι

Πρόταση 10.1.4. Κάθε ακέραιος του Gauss γ , 0,±1,±i αναλύεται σε γινόµενο πρώτων παρα-
γόντων.

Απόδειξη. Πράγµατι, ϑα το αποδείξουµε επαγωγικά ως προς τη N(γ). Προφανώς N(γ) ≥ 2. Αν
N(γ) = 2 τότε (σύµφωνα µε την προηγούµενη παρατήρηση) ο γ είναι πρώτος.

Υποθέτουµε τώρα ότι N(γ) > 2 και ότι κάθε ακέραιος του Gauss που έχει νόρµα µικρότερη
της νόρµας του γ, αναλύεται σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Αν ο γ είναι πρώτος, τελειώσαµε.
΄Εστω ότι ο γ δεν είναι πρώτος. Τότε υπάρχουν α, � ∈ Z[i] όχι µονάδες τέτοιοι ώστε γ = α�. Τότε
1 < N(α), N(�) < N(γ) και, λόγω της υπόθεσης της µαθηµατικής επαγωγής,

α = π1π2 · · · πs, � = ν1ν2 · · · νt ,

όπου πi , νj πρώτοι του Z[i]. Συνεπώς

γ = α� = π1π2 · · · πsν1ν2 · · · πt .

�

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε αν η ανάλυση αυτή είναι µονοσήµαντη (µοναδική). Βέβαια, αν
έχουµε µια ανάλυση, µπορούµε να ϐάλουµε µονάδες µέσα στο γινόµενο, αλλά αυτήν την ανάλυση
δεν ϑα τη ϑεωρούµε διαφορετική. Επίσης, δεν Ϲητούµε η σειρά των πρώτων παραγόντων να είναι
η ίδια. Θα αποδείξουµε λοιπόν ότι :

Πρόταση 10.1.5. ΄Εστω γ ακέραιος του Gauss διαφορετικός των 0,±1,±i. Ο γ γράφεται ως
γινόµενο πρώτων. Αν

γ = π1π2 · · · πs = ν1ν2 · · · νt

είναι δύο αναλύσεις του γ σε γινόµενο πρώτων, τότε s = t και, αλλάζοντας ίσως τη σειρά των
ν1, ν2, · · · , νs, έχουµε ότι π1, ν1 είναι συνεταιρικοί, π2, ν2 είναι συνεταιρικοί, · · · , πs, νs είναι συναι-
τερικοί.

Απόδειξη. Επαγωγή ως προς την N(γ). ΄Εστω γ , 0,±1,±i. Τότε N(γ) ≥ 2. Αν N(γ) = 2 τότε ο
γ είναι πρώτος οπότε γ = π1 = ν1, ισχύει. Υποθέτουµε ότι N(γ) > 2 και ότι η πρόταση είναι
αληθής για όλους τους ακέραιους του Gauss µε norm µικρότερη της N(γ). Χωρίς περιορισµό
της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι s > 1. Τότε π1|π1π2 · · · πs ⇒ π1|ν1ν2 · · · νt , δηλαδή
π1|νj για κάποιο j. Ας το ονοµάσουµε αυτό ν1, δηλαδή π1|ν1. Επειδή ν1 πρώτος συνεπάγεται ότι
ν1 = π1ε, ε µονάδα του Z[i], δηλαδή π1, ν1 είναι συνεταιρικά. Η σχέση γ = π1π2 · · · πs = ν1ν2 · · · νt
γράφεται

π2π3 · · · πs = (εν2)ν3 · · · νt .
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Επειδή N(π1) ≥ 2 και s > 1 έπεται

1 < N(π2π3 · · · πs) < N(π1π2 · · · πs) = N(γ).

Λόγω της υπόθεσης της µαθηµατικής επαγωγής έχουµε s − 1 = t − 1 και, αλλάζοντας ίσως τη
ϑέση, (π2, ν2), . . . , (πs, νs) συνεταιρικά. �

Θα δώσουµε τώρα µια καινούργια απόδειξη του προβλήµατος, ποιοι ϕυσικοί µπορούν να
γραφούν ως άθροισµα δύο τετραγώνων ακέραιων αριθµών.

΄Εστω x2 + y2 = n. Τότε (x + iy)(x − iy) = n, οπότε το πρόβληµα γίνεται :

Να ϐρεθούν όλοι οι ακέραιοι του Gauss µε

N(x + iy) = x2 + y2 = n.

Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα ϑα πρέπει να περιγράψουµε επακριβώς όλους τους πρώτους
του Z[i]. Επειδή κάθε συνεταιρικός πρώτου είναι επίσης πρώτος, ϑα µελετήσουµε τους πρώτους
κατά προσέγγιση συνεταιρικών.

Πρόταση 10.1.6. ΄Εστω π πρώτος του Z[i]. Τότε υπάρχει ακριβώς ένας πρώτος p του Z, τέτοιος
ώστε π|p.

Απόδειξη. ΄Εχουµε N(π) ∈ Z, συνεπώς N(π) = p1p2 · · · pt , pi ∈ Z, πρώτοι. Επειδή N(π) = ππ′,
έπεται π|p1p2 · · · pt δηλαδή π|pi για κάποιο i. ∆εν µπορεί να διαιρεί κανέναν άλλο, διότι αν π|p

και π|q µε p , q, τότε 1 = px + qy συνεπώς π|px + qy = 1, εποµένως πν = 1 άρα ν =
1
π

είναι
ακέραιος του Gauss, που σηµαίνει ότι ο π είναι µονάδα, άτοπο. �

Αρκεί λοιπόν να παραγοντοποιήσουµε όλους τους ακέραιους στον Z[i]. Αν p = 2 τότε 2 =

−i(1 + i)2 και ο 1 + i είναι πρώτος του Z[i], διότι N(1 + i) = 2. ∆ηλαδή όλοι οι πρώτοι του Z[i], π|2
είναι συνεταιρικοί του 1 + i.
΄Εστω τώρα p περιττός πρώτος και έστω π = x + iy|p, δηλαδή ο p γράφεται p = πν, ν ∈ Z[i].
Εποµένως

p2 = N(p) = N(π)N(ν) =⇒ N(π) = p ή p2.

Επειδή x2 + y2 ≡ 0,1,2 (mod p), δεν µπορεί να ισχύει x2 + y2 = p, όταν p ≡ 3 (mod 4). Σ΄ αυτή
την περίπτωση ϑα πρέπει να ισχύει x2 + y2 = p2, εποµένως

p2 = N(p) = N(π)N(ν) = p2N(ν) =⇒ N(ν) = 1,

δηλαδή ν µονάδα του Z[i]. Εποµένως, αν p ≡ 3 (mod 4) τότε οι π και p είναι συνεταιρικοί.
΄Εστω τώρα p ≡ 1 (mod 4). Η ισοδυναµία z2 ≡ −1 (mod p) (1) έχει λύση. ΄Εστω z0 µια λύση

της (1). Τότε
p|z2

0 + 1⇒ π|z2
0 + 1⇒ π|(z0 − i)(z0 + i)⇒ π|z0 − i ή π|z0 + i.

Σηµειώνουµε τώρα ότι p - (z − i) και p - (z + i), διότι
1
p
z ±

1
p
i < Z[i]. Αυτό σηµαίνει ότι στην

περίπτωση p ≡ 1 (mod 4), οι π και p δεν είναι συνεταιρικοί. Εποµένως N(π) , N(p) = p2, δηλαδή
N(π) = p, άρα ππ′ = p και συνεπώς ο p διαιρείται από τους π και π′. Για να προσδιορίσουµε
πλήρως όλους τους πρώτους του Z[i], ϑα πρέπει να δούµε πότε οι π και π′ είναι συνεταιρικοί.
΄Εστω λοιπόν π = x + iy τέτοιος ώστε N(π) = x2 + y2 = p. Υποθέτουµε ότι οι π και π′ είναι
συνεταιρικοί, δηλαδή π = επ′, ε = ±1,±i, π′ = x − iy.
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Αν ε = 1 τότε x + iy = x − iy, δηλαδή y = 0 τότε x2 = p, άτοπο. ΄Οµοια αν ε = −1, x = 0 και
y2 = p, άτοπο.
Αν ε = i τότε x + iy = i(x − iy) = y + ix, δηλαδή x = y και p = x2 + x2 = 2x2, άτοπο. Αν ε = −i,
τότε x = −y, οπότε 2x2 = p, άτοπο.

Αποδείξαµε λοιπόν το εξής :

Θεώρηµα 10.1.7. ΄Εστω p πρώτος αριθµός. Η ανάλυση του p στην περιοχή του Gauss είναι :

• Αν p = 2, τότε p = −iπ2, όπου π πρώτος του Z[i] και N(π) = 2.

• Αν p ≡ 3 (mod 4), τότε p = π είναι πρώτος και N(π) = p2.

• Αν p ≡ 1 (mod 4), τότε p = ππ′, όπου π και π′ πρώτοι µη-συνεταιρικοί και N(π) = N(π′) = p.

Ξαναγυρίζουµε τώρα στο πρόβληµα του καθορισµού των ϑετικών ακέραιων αριθµών που εί-
ναι νόρµα ακέραιων του δακτυλίου του Gauss. ΄Εστω α , 0,±1,±i. Αναλύουµε τον α σε γινό-
µενο πρώτων στοιχείων του Z[i]. ΄Εστω α = π1π2 · · · πs, όπου πi πρώτοι του Z[i]. Τότε N(α) =

N(π1)N(π2) · · ·N(πs). Υποθέτουµε ότι πi |pi , i = 1,2, · · · , s, pi πρώτος ακέραιος. Τότε N(α) =

pa1
1 p

a2
2 · · · p

as
s , όπου {

ai = 2, αν pi ≡ 3 (mod 4)
ai = 1, αν pi = 2 ή pi ≡ 1 (mod 4)

}
Βλέπουµε λοιπόν ότι N(α) = m2q1q2 · · · qt , m ∈ Z και q1, q2, · · · , qt πρώτοι αριθµοί διακεκριµένοι
µεταξύ τους και ίσοι µε 2 ή ισοδύναµοι µε 1 (mod 4).

Ισχύει και το αντίστροφο, ότι δηλαδή κάθε τέτοιος ϕυσικός αριθµός γράφεται ως άθροισµα
δυο τετραγώνων. ∆ώσαµε εποµένως µια άλλη απόδειξη του ϑεωρήµατος 9.3.8 εκµεταλλευόµενοι
την αριθµητική της περιοχής του Gauss.

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε ένα ακόµα παράδειγµα. Επιθυµούµε να λύσουµε τη διοφαντική
εξίσωση

Y 3 = X2 + 1.

Υποθέτουµε ότι έχει µια λύση (x, y) ∈ Z × Z ώστε

y3 = x2 + 1.

Παραγοντοποιούµε το δεξιό µέλος και έχουµε

y3 = (x + i)(x − i), x ± i ∈ Z[i].

Η περιοχή Z[i] είναι ευκλείδεια και συνεπώς και περιοχή κυρίων ιδεωδών καθώς και περιοχή
µονοσήµαντης ανάλυσης. Εποµένως ορίζεται ο µέγιστος κοινός διαιρέτης δύο στοιχείων αυτής.

Αποδεικνύεται ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (x + i, x − i) � 1. Εποµένως, x + i � ξ3, για
κάποιο στοιχείο ξ ∈ Z[i], οπότε x + i = εξ3, όπου ε µία µονάδα του Z[i]. Η οµάδα των µονάδων
του Z[i] είναι η E(Z) = {±1,±i}. Η απεικόνιση

φ :
{
E(Z[i]) −→ E(Z[i])
ε 7−→ ε3

}
είναι ένας αυτοµορφισµός της E(Z[i]).

Εποµένως µπορούµε να αντικαταστήσουµε τη µονάδα ε µε κάποια u3, u ∈ E(Z[i]), οπότε
προκύπτει

x + i = (uξ )3 = η3, όπου η = a + bi, a, b ∈ Z.
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Από τα παραπάνω προκύπτει ότι

x + i = (a3 − 3ab2) + i(3a2b − b3),

συνεπώς
x = a3 − 3ab2 και 1 = 3a2b − b3 = b(3a2 − b2).

Από τη δεύτερη ισότητα έχουµε b = −1 και a = 0. Εποµένως η εξίσωση επιδέχεται µοναδική λύση
x = a3 − 3ab2 = 0, y = 1.

Παρατήρηση 10.1.8. Αποφασιστικά στοιχεία για την απόδειξη ήταν :

1. Η ιδιότητα της περιοχής Z[i] να είναι ευκλείδεια περιοχή και συνεπώς περιοχή µονοσήµα-
ντης ανάλυσης.

2. Η δοµή της οµάδας των µονάδων της περιοχής Z[i].

Ας προσπαθήσουµε τώρα να λύσουµε τη διοφαντική εξίσωση

2Y 3 = X2 + 5.

΄Εστω (x, y) ∈ Z × Z µια λύση αυτής,
2y3 = x2 + 5.

Παραγοντοποιούµε και πάλι το δεξιό µέλος αυτής.

2y3 = (x +
√
−5)(x −

√
−5).

Σε αυτή την περίπτωση ϑα πρέπει να εργαστούµε στο σύνολο

Z[
√
−5] = {a + b

√
−5|a, b ∈ Z},

το οποίο και πάλι αποτελεί ακέραια περιοχή. Η οµάδα των µονάδων του δακτυλίου Z[
√
−5]

είναι E(Z[
√
−5]) = {±1}. Το 2 είναι ανάγωγο στοιχείο του Z[

√
−5]. Πράγµατι, αν 2 = a · b µε

a, b ∈ Z[
√
−5] όχι µονάδες, τότε N(a)N(b) = 4, οπότε N(a) = N(b) = ±2. Αυτό όµως είναι

αδύνατο αφού αν
a = κ + λ

√
−5, κ, λ ∈ Z, N(a) = κ2 + 5λ2 , 2.

«Εποµένως»
2 | (x +

√
−5) είτε 2 | (x −

√
−5)

που σηµαίνει ότι ο
x +
√
−5

2
=
x

2
+

1
2

√
−5 ∈ Z[

√
−5]

και
x −
√
−5

2
=
x

2
−

1
2

√
−5 ∈ Z[

√
−5],

το οποίο είναι άτοπο.
Καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι η διοφαντική εξίσωση

2Y 3 = X2 + 5

δεν έχει ακέραια λύση.
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Και «όµως κινείται» που ϑα έλεγε και ο Γαλιλαίος ! Η εξίσωση έχει τουλάχιστον µια λύση, τη
(x, y) = (±7,3). Πού είναι το λάθος ;
Απάντηση: Το 2 είναι ανάγωγο στοιχείο του Z[

√
−5] αλλά όχι πρώτο στοιχείο αυτού. Αυτό σε

αντίθεση προς την περιοχή του Gauss.
Γιατί συµβαίνει αυτό ;

Απάντηση: Η περιοχή Z[
√
−5] δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. Αποτελεί εύκολη

άσκηση η απόδειξη ότι ο
6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5)

έχει δύο διαφορετικές µεταξύ τους γνήσιες αναλύσεις σε γινόµενα αναγώγων στοιχείων του Z[
√
−5].

Υπενθυµίζουµε εδώ την εικασία του Fermat που είδαµε στην παράγραφο 2.3.1 η οποία απο-
δείχθηκε από τον A. Wiles.

Η διοφαντική εξίσωση
Xn + Y n = Zn

για n ≥ 3, δεν έχει µη-τετριµµένες ακέραιες λύσεις. Εύκολα διαπιστώνεται ότι αρκεί να αποδειχθεί
η εικασία για n = 4 και για κάθε περιττό πρώτο αριθµό p. ΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει για n = 4
αποδείχθηκε από τον ίδιο τον Fermat.

Για p = 3 αποδείχθηκε από τον Euler κατά τα έτη µεταξύ 1753 και 1770, ενώ δηµοσιεύθηκε
το 1770. Κάποιο µικρό κενό που υπήρχε στην απόδειξη καλύφθηκε από τον Legendre στα 1830.

Την περίπτωση p = 5 απέδειξαν κατά τα έτη 1825 και 1828 οι Dirichlet και Legendre,
ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο.

Στα 1837 ο E. E. Kummer ϑεωρεί για κάποιο πρώτο p > 5 την πρωταρχική p-ϱίζα της µονάδας
ζp = e2πi/p και παραγοντοποιεί το δεξιό µέλος της εξίσωσης

Zp = Xp + Y p =

p−1∏
ν=0

(X + ζ νp Y ).

Εργάζεται στην ακέραια περιοχή

Z[ζp] := Z + ζpZ + · · · ζ p−2
p Z

την οποία ϑεωρεί περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης και «αποδεικνύει»! την εικασία του Fermat.
Στα 1843 υποβάλλει την εργασία του στον Dirichlet ο οποίος παρατηρεί ότι για τις περιοχές Z[ζp]
δεν ισχύει για όλους τους πρώτους p η µονοσήµαντη ανάλυση. Ο πιο µικρός πρώτος για τον οποίο
δεν ισχύει είναι ο p = 23.

Στην προσπάθειά του να διορθώσει το λάθος του ο Kummer εισάγει την έννοια των «ιδεωδών
αριθµών» και καταφέρνει να αποδείξει την εικασία του Fermat για τους λεγόµενους οµαλούς
(regular) πρώτους. Ας σηµειωθεί ότι για p < 100 οι µόνοι πρώτοι που δεν είναι οµαλοί είναι οι
37,59 και 67.

Ακολουθεί η δουλειά του Dedekind (1831-1916), ο οποίος εισάγει δύο έννοιες ϑεµελιώδους
σηµασίας για τη Θεωρία των Αριθµών, την ΄Αλγεβρα και τα Μαθηµατικά γενικότερα. Αυτές είναι
η έννοια του ιδεώδους και του module.

Στη συνέχεια ϑα δούµε πώς η αριθµητική των αριθµών ϑα πρέπει να αντικατασταθεί από την
αριθµητική των ιδεωδών.

Στην προσπάθεια λοιπόν επίλυσης της εικασίας του Fermat αναπτύχθηκε η λεγόµενη Αλγε-
ϐρική Θεωρία Αριθµών, µια ειδική περίπτωση της οποίας ϑα εξετάσουµε στα επόµενα.



10.2. ΑΚΕΡΑΙΟΙ ΑΛΓΕΒΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 333

10.2 Ακέραιοι αλγεβρικοί αριθµοί

Υπενθυµίζουµε ότι ένας µιγαδικός αριθµός α λέγεται αλγεβρικός αριθµός όταν είναι ϱίζα ενός
πολυωνύµου f (x) ∈ Q[x].

Ορισµός 10.2.1. Ο αλγεβρικός αριθµός α λέγεται ακέραιος αλγεβρικός τότε και µόνο τότε όταν
ο α είναι ϱίζα ενός πολυωνύµου

f (x) = xn + bn−1x
n−1 + · · · + b0 ∈ Z[x], f (x) , 0.

Είναι ϕανερό ότι κάθε ϱητός αριθµός α είναι αλγεβρικός, αφού είναι ϱίζα του πολυωνύµου
f (x) = x − α ∈ Q[x].

Παρατήρηση 10.2.2. ΄Ενας ϱητός αριθµός α είναι ακέραιος αλγεβρικός τότε και µόνο τότε όταν
ο α ∈ Z. Πράγµατι, κάθε ακέραιος αριθµός α είναι ακέραιος αλγεβρικός αφού είναι ϱίζα του
πολυωνύµου f (x) = x − α ∈ Z[x].

Αντίστροφα, έστω α ∈ Q\Z και α = a
b , a, b ∈ Z, (a, b) = 1 και b > 1. Υποθέσαµε ότι ο α είναι

ακέραιος αλγεβρικός. Εποµένως υπάρχει ένα πολυώνυµο

f (x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 ∈ Z[x]

το οποίο να έχει τον α ως ϱίζα. ∆ηλαδή

α
n + an−1α

n−1 + · · · + a0 = 0.

Πολλαπλασιάζουµε µε bn και έχουµε

an + ban−1a
n−1 + · · · bna0 = 0,

δηλαδή b | an, άτοπο, αφού (a, b) = 1.

Πρόταση 10.2.3. Το σύνολο

Q̃ = {α ∈ C όπου α αλγεβρικός αριθµός}

είναι υπόσωµα του σώµατος των µιγαδικών αριθµών.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι α, � ∈ Q̃. Από τη σχέση

[Q(α, �) : Q] = [Q(α, �) : Q(α)] · [Q(α) : Q]

έχουµε: Ο α είναι αλγεβρικός εποµένως [Q(α) : Q] < ∞. Ο � είναι αλγεβρικός άρα είναι αλγε-
ϐρικός και υπέρ το Q(α), συνεπώς [Q(α, �) : Q(α)] < ∞. Εποµένως [Q(α, �) : Q] < ∞, δηλαδή η
επέκταση Q(α, �)/Q είναι αλγεβρική.

Αυτό σηµαίνει ότι τα α ± �,α�, και για � , 0, α/� είναι αλγεβρικοί αριθµοί. Συνεπώς το Q̃
είναι σώµα. �

Παρατήρηση 10.2.4. Για µια πιο στοιχειώδη απόδειξη παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [4] του Κ.
Λάκκη, Θεωρία Αριθµών.



334 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΑ ΣΩΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΩΝ

Στη συνέχεια ϑεωρούµε το σύνολο

A := {α ∈ Q̃ | α ακέραιος αλγεβρικός}

Θα αποδείξουµε ότι το σύνολο A αποτελεί ακέραια περιοχή, υποδακτύλιο του Q̃. Για να το
πετύχουµε, χρειαζόµαστε µια ϐοηθητική:

Πρόταση 10.2.5. Ο µιγαδικός αριθµός α είναι αλγεβρικός ακέραιος αν και µόνο αν η προσθετική
οµάδα η οποία παράγεται από όλες τις δυνάµεις του α,

1,α,α2, . . .

είναι πεπερασµένα παραγόµενη.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι αν ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός ικανοποιεί µια εξίσωση της µορφής

f (x) := xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 = 0,

µε συντελεστές ακέραιους αριθµούς. Ας ϑεωρήσουµε µια οποιαδήποτε πολυωνυµική έκφραση
του α, F (α), όπου F (x) ∈ Z[x]. ΄Εχουµε

F (x) = π(x)f (x) + u(x),

όπου το u(x) είναι ή µηδενικό πολυώνυµο ή deg(u) < n. Συνεπώς F (α) = u(α), και αρκούν οι
δυνάµεις 1,α, . . . ,αn−1 για να παράξουν τη Ϲητούµενη οµάδα.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι τα στοιχεία z1, . . . , zn παράγουν την προσθετική οµάδα Z[α].
Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε 1 ≤ i ≤ n − 1 υπάρχουν λij ∈ Z ώστε

αzi =

n−1∑
ν=0

λν,izi .

Με άλλα λόγια το σύστηµα (
αIn − λi,j

) 
x1
...
xn


επιδέχεται εκτός της µηδενικής λύσης και την (z1, . . . , zn)t . ΄Αρα det(In − (λ)i,j) = 0 η οποία είναι
µια ορίζουσα της µορφής

xn + b1x
n−1 + · · · + b1x + b0 = 0, bi ∈ Z

που ικανοποιείται από το α, άρα ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός.
�

Θα αποδείξουµε τώρα ότι ο A είναι υποδακτύλιος του Q̃.
΄Εστω α, � ∈ A. Θα πρέπει να αποδείξουµε ότι α + � και α · � είναι στοιχεία του A.
Σύµφωνα µε την πρόταση 10.2.5, το α ανήκει σε µια πεπερασµένα παραγόµενη προσθετική

οµάδα Gα, υποοµάδα του C. Οµοίως και το � ανήκει σε µια πεπερασµένα παραγόµενα προσθετική
οµάδα G�.

Επόµενως τα α + � και α� είναι ακέραιοι γραµµικοί συνδυασµοί των στοιχείων α
i�j, τα οποία

ανήκουν στην οµάδα GαG� η οποία είναι ϕανερό ότι είναι πεπερασµένα παραγόµενη.
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Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι και όλες οι δυνάµεις των α + � και α� ανήκουν σε
µια πεπερασµένα παραγόµενη προσθετική υποοµάδα του C. Από την προηγούµενη πρόταση
προκύπτει ότι α + � και α · � ∈ A, εποµένως A υποδακτύλιος του Q̃.

Ουσιαστικά το κύριο αντικείµενο της αλγεβρικής ϑεωρίας αριθµών είναι η µελέτη της αριθµη-
τικής του σώµατος Q̃. Επειδή, όµως, αυτό είναι αρκετά δύσκολο ϑα περιορίσουµε τις ... ϕιλοδοξίες
µας !

Ορισµός 10.2.6. ΄Ενα σώµα K υπόσωµα του C ϑα λέγεται αλγεβρικό σώµα αριθµών ακριβώς τότε
όταν η επέκταση K/Q είναι πεπερασµένη.

Αφού K/Q είναι πεπερασµένη, έπεται ότι είναι αλγεβρική, δηλαδή το K είναι υπόσωµα του Q̃.

Σηµείωση 10.2.7. Η επέκταση Q̃/Q είναι άπειρη αλγεβρική.

Η επέκταση K/Q είναι πεπερασµένη και διαχωρίσιµη. Εποµένως είναι απλή, δηλαδή υπάρχει
ένα θ ∈ K τέτοιο ώστε K = Q(θ).

Παρατήρηση 10.2.8. Αν α ∈ Q̃, τότε υπάρχει ακέραιος m τέτοιος ώστε mα ∈ A.
Πράγµατι, α ∈ Q̃ σηµαίνει ότι υπάρχει ένα πολυώνυµο

f (X ) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 ∈ Q[X ],

τέτοιο ώστε f (α) = 0. Επιλέγουµε έναν ακέραιοm, τέτοιον ώστεmai ∈ Z, για κάθε i = 0,1,2, . . . , m−
1. Εποµένως έχουµε

(mα)n +man−1(mα)n−1 + · · · +mna0 = 0,

δηλαδή ότι mα ∈ A.

΄Αµεση συνέπεια της παρατήρησης αυτής είναι ότι αν K είναι αλγεβρικό σώµα αριθµών, τότε
υπάρχει θ ∈ A τέτοιο ώστε K = Q(θ).

Πράγµατι, K = Q(h) µε h ∈ Q̃. ΄Εστω m ∈ Z ώστε θ := mh ∈ A. Είναι ϕανερό ότι K = Q(h) =

Q(θ).
Η περιοχή των ακέραιων αλγεβρικών αριθµών του K είναι R := K ∩A ≤ K.
Στη συνέχεια ϑα περιοριστούµε στα τετραγωνικά σώµατα αριθµών, δηλαδή αλγεβρικά σώµατα

αριθµών K µε [K : Q] = 2.
Αποτελούν, µετά το Q, την απλούστερη περίπτωση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών. ΄Εχουν όµως

το πλεονέκτηµα ότι όλες οι ϐασικές ιδιότητες των αλγεβρικών σωµάτων αριθµών εµφανίζονται ήδη
στα τετραγωνικά σώµατα αριθµών και ϑα διατυπώσουµε τις γενικές προτάσεις χωρίς απόδειξη.

΄Εστω θ αλγεβρικός αριθµός του τετραγωνικού σώµατος αριθµών K, τέτοιος ώστε K = Q(θ).
Αφού [K,Q] = 2 ϑα πρέπει ο ϐαθµός του αναγώγου πολυωνύµου Irr(θ,Q) να είναι δύο, δηλαδή
το ανάγωγο πολυώνυµο του θ υπέρ το Q να έχει τη µορφή

Irr(θ,Q) = X2 − aX − b.

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι a = 0, διότι αλλιώς παίρνουµε
τον αριθµό θ∗ = θ − a

2 ο οποίος είναι ϱίζα του πολυωνύµου

X2 − b′,

όπου b′ = a2

4 +b και K = Q(θ∗). Ο ϱητός b′ δεν είναι τέλειο τετράγωνο στο Q, διότι το X2 −b′ είναι
ανάγωγο στο Q[X ].
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Γράφουµε το b′ = mr2, r ∈ Q όπου m ∈ Z ο οποίος δεν διαιρείται µε το τετράγωνο πρώτου
αριθµού. Προφανώς m , 1, διότι αλλιώς ϑα είχαµε b′ = r2. Αν r , 1 τότε ϑεωρούµε τον αριθµό

θ′′ :=
θ′

r
∈ K

ο οποίος είναι ϱίζα του πολυωνύµου
X2 −m.

Αποδείξαµε το

Θεώρηµα 10.2.9. Κάθε τετραγωνικό σώµα αριθµών K προκύπτει από το Q µε επισύναψη της
τετραγωνικής ϱίζας ενός ακέραιου αριθµού m , 1 ελευθέρου τετραγώνου.

Γνωρίζουµε από την ΄Αλγεβρα ότι

K = Q(
√
m) = Q[

√
m] = {a + b

√
m, a, b ∈ Q}.

Αν m > 0, τότε K = Q(
√
m) ⊆ R και το K λέγεται πραγµατικό τετραγωνικό σώµα αριθµών. Αν,

όµως, m < 0, τότε κάθε στοιχείο του K που δεν είναι ϱητός είναι µιγαδικός και το σώµα λέγεται
µιγαδικό σώµα αριθµών.

Το K είναι σώµα αναλύσεως του διαχωρίσιµου πολυωνύµου X2−m. Συνεπώς η επέκταση K/Q
είναι επέκταση του Galois. Η οµάδα Galois της επέκτασης αυτής είναι η

G = Gal(K/Q) = {1, σ},

όπου σ(a + b
√
m) = a − b

√
m για a, b ∈ Q.

Κάθε στοιχείο α = a + b
√
m έχει ίχνος

SK (α) = α + σ(α) = 2a

και νόρµα
NK (α) = α · σ(α) = a2 −mb2.

Προφανώς το ανάγωγο πολυώνυµο του α = a + b
√
m υπέρ το Q είναι το

(X − α)(X − σ(α)) = X2 − SK (α)X + NK (α). (10.2.1)

Παρατήρηση: Τα SK (α), NK (α) στην περίπτωση του τετραγωνικού σώµατος αριθµών ϑα µπορού-
σαν να οριστούν και από το ανάγωγο ποολυώνυµο του a + b

√
m, από την εξίσωση (10.2.1).

΄Ωστε :

Θεώρηµα 10.2.10. ΄Εστω α ∈ Q(
√
m).Ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός ακριβώς τότε όταν SK (α) ∈ Z

και NK (α) ∈ Z.

Γράφουµε α = a + b
√
m και ϑέτουµε 2a = γ, 2b = δ, οπότε το ίχνος είναι ακέραιος τότε και µόνο

τότε ο γ είναι ακέραιος και η νόρµα του α είναι ακέραιος. Η τελευταία συνθήκη γράφεται

a2 −mb2 =
γ2

4
−m

δ2

4
=
γ2 −mδ2

4
.

Εποµένως ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός αν και µόνο αν

γ, δ ∈ Z και γ2 ≡ mδ2mod4.
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Αν m ≡ 2,3mod4, επειδή για κάθε x ∈ Z έχουµε x2 ≡ 0,1mod4 για να έχει η γ2 ≡ mδ2mod4
λύση ϑα έπρεπε γ ≡ δ ≡ 0mod2, δηλαδή α, � ∈ Z.

Αν m ≡ 1mod4, τότε για να έχει η ισοτιµία γ2 ≡ mδ2mod4 λύση, ϑα πρέπει

γ ≡ δmod2

οπότε ο γ−δ
2 ∈ Z και

α = a + b
√
m =

γ

2
+
δ

2
√
m =

γ − δ

2
+ δ

1 +
√
m

2
.

Παράδειγµα. Αν K = Q(i), τότε η περιοχή των ακέραιων αλγεβρικών αριθµών του K είναι RK =

Z[i]. Αν K = Q(
√
−5), τότε η περιοχή των ακέραιων αλγεβρικών είναι RK = Z[

√
−5].

10.3 Βάση και διακρίνουσα

Ορισµός 10.3.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και (ω1, ω2, . . . , ωn) µια n-άδα στοιχείων αυτού. Η
n-άδα αυτή ϑα λέγεται ϐάση ακεραιότητας του δακτυλίου R όταν κάθε στοιχείο α ∈ R γράφεται
µονοσήµαντα στη µορφή:

α = a1ω1 + a2ω2 + · · · + anωn

και ai ∈ Z για i = 1,2, . . . , n.

Φυσικά δεν έχει κάθε δακτύλιος µια ϐάση ακεραιότητας. Ούτε, αν έχει ο R µια ϐάση ακε-
ϱαιότητας είναι µοναδική.

΄Εστω τώρα K = Q(
√
m) ένα τετραγωνικό σώµα αριθµών και

ωm =

1
2 (1 +

√
m) όταν m ≡ 1mod4

√
m όταν m ≡ 2,3mod4

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα της παραγράφου 10.2 προκύπτει αµέσως η αλήθεια της επόµενης
πρότασης.

Πρόταση 10.3.2. Μια ϐάση ακεραιότητας του RK είναι το σύνολο {1, ωm}.

Παρατήρηση 10.3.3. Αντίστοιχη πρόταση ισχύει και στη γενική περίπτωση σωµάτων αριθµών.

Πρόταση 10.3.4. ΄Εστω K αλγεβρικό σώµα αριθµών, [K : Q] = n και RK η περιοχή των ακέραιων
αλγεβρικών αριθµών του K. Η RK έχει µια ϐάση ακεραιότητας «διάστασης» n.

Φυσικά δεν είναι τόσο εύκολος ο υπολογισµός της, όπως στα τετραγωνικά σώµατα αριθµών.

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι K = Q(
√
m) είναι ένα τετραγωνικό σώµα αριθµών και {1, ωm} η

ϐάση ακεραιότητας της πρότασης 10.3.2.

Ορισµός 10.3.5. ∆ιακρίνουσα DK του τετραγωνικού αλγεβρικού σώµατος αριθµών K = Q(
√
m)

λέγεται η ορίζουσα

DK =

(
det

(
1 1
ωm ω̄m

))2

=

m αν m ≡ 1mod4
4m αν m ≡ 2,3mod4

.
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Παρατήρηση 10.3.6. Αποδεικνύεται ότι η διακρίνουσα είναι ανεξάρτητη της επιλογής της ϐάσης
του δακτυλίου των ακέραιων αλγεβρικών.

Ο λόγος είναι ότι αν έχουµε δύο ϐάσεις ακεραιότητας του RK τότε η µία προκύπτει από
την άλλη δια πολλαπλασισµού µε έναν ορθµοναδιαίο (unimodular) πίνακα, δηλαδή πίνακα µε
στοιχεία ακέραιους αριθµούς και ορίζουσα ±1 (άσκηση).

Παρατήρηση 10.3.7. Είναι ϕανερό ότι στα τετραγωνικά σώµατα αριθµών η διακρίνουσα ορίζεται
µονοσήµαντα από το σώµα K = Q(

√
m).

Παρατήρηση 10.3.8. Η διακρίνουσα ορίζεται σε κάθε αλγεβρικό σώµα αριθµών. Αποδεικνύε-
ται ότι υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους αλγεβρικά σώµατα αριθµών µε διακρίνουσα δοσµένο
ακέραιο αριθµό.

10.4 Η οµάδα των µονάδων

΄Εστω K = Q(
√
m) τετραγωνικό αλγεβρικό σώµα αριθµών και RK η περιοχή των ακέραιων αλγε-

ϐρικών αριθµών. Θα µελετήσουµε την οµάδα των µονάδων του RK .
Ως γνωστό το στοιχείο ε ∈ RK είναι µονάδα της περιοχής RK ακριβώς τότε όταν η norm

NK/Q(ε) = εε′ = ±1, όπου ε′ είναι το συζυγές του ε.
΄Ωστε το στοιχείο ε = a + bωm είναι µονάδα του δακτυλίου RK ακριβώς τότε όταν

a2 − b2m = ±1 για m ≡ 2,3mod4

και
a2 + ab +

1 −m
4

b2 = ±1 για m ≡ 1mod4.

Ξεχωρίζουµε τώρα δύο περιπτώσεις :
Περίπτωση Ι m < 0 δηλαδή το K = Q(

√
m) είναι µιγαδικό τετραγωνικό σώµα αριθµών. ΄Εστω

πάλι m ≡ 2 ή 3mod4. Αφού a2 − b2m > 0 αρκεί να εξετάσουµε µόνο την περίπτωση

a2 + |m |b2 = 1.

Αν |m | > 1, τότε για να ισχύει η ισότητα ϑα πρέπει b = 0, οπότε a = ±1 και τελικά ε = ±1.
Αν m = −1 έχουµε

a2 + b2 = 1,

δηλαδή τις τέσσερις λύσεις a = ±1, b = 0 και a = 0, b = ±1, δηλαδή ε = ±1,±i.
΄Εστω τώρα ότι m ≡ 1mod4. Αφού

a2 + ab +
1 −m

4
b2 = (a + b/2)2 +

|m |

4
b2 ≥ 0

αρκεί να ϑεωρήσουµε την

a2 + ab +
1 −m

4
b2 = (a + b/2)2 +

|m |

4
b2 = 1.

Αν |m | > 4 τότε b = 0, δηλαδή και πάλι a = ±1 άρα ε = ±1. Αν |m | ≤ 4 αφού m ≡ 1mod4, η
µοναδική προς εξέταση τιµή του m είναι η m = −3. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε

a2 + ab +
1 −m

4
b2 = (a + b/2)2 +

3
4
b2 = 1.
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Για |b| ≥ 2 δεν υπάρχουν λύσεις. Για b = 1 καταλήγουµε στην a2 + a + 1 = 1, η οποία έχει τις
λύσεις a = 0 ή a = 1.

Για b = 0 οι λύσεις είναι a = ±1 και για b = −1 έχουµε a = 0. ΄Αρα οι µονάδες είναι οι

±1,
1 +
√
−3

2
,
1 −
√
−3

2
,
−1 +

√
−3

2
,
−1 −

√
−3

2
.

Εποµένως έχουµε αποδείξει το

Θεώρηµα 10.4.1. ΄Εστω K = Q(
√
m) µιγαδικό τετραγωνικό σώµα αριθµών. Η οµάδα των µονάδων

της περιοχής RK είναι η

E(RK ) =


{±1} αν m < −4
{±1,±i} αν m = −4

{±1, ±1±
√
−3

2 } αν m = −3

Περίπτωση ΙΙ ΄Εστω ότι m > 0, δηλαδή το K είναι ένα πραγµατικό σώµα αριθµών. Η περίπτωση
αυτή είναι πολύ πιο δύσκολη από την προηγούµενη.

Στον RK υπάρχουν άπειρες το πλήθος µονάδες και αυτό είναι συνέπεια του ότι η εξίσωση του
Pell

X2 −mY 2 = 1

έχει άπειρες λύσεις, και της απλούστατης παρατήρησης ότι κάθε αριθµός του K της µορφής
x + y

√
m, x, y ∈ Z είναι ακέραιος αλγεβρικός.

Λήµµα 10.4.2. ΄Εστω B ∈ R. Υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους µονάδες του RK για τις οποίες
ισχύει 1 < ε < B.

Απόδειξη. ΄Εστω ε µια ϱίζα του πολυωνύµου

X2 − SK (ε)X ± 1.

Τώρα ε > 1 και NK (ε) = ±1, συνεπώς αν ε′ είναι η άλλη ϱίζα του παραπάνω πολυωνύµου
|ε′| = ε−1 < 1, οπότε

|SK (ε)| = |ε + ε′| ≤ |ε| + |ε′| < B + 1.

∆ηλαδή ο ε είναι ϱίζα ένος πολυωνύµου της µορφής

X2 + λX ± 1,

όπου λ ∈ Z και |λ| ≤ B + 1. Υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους τέτοια πολυώνυµα και κάθε ένα
από αυτά έχει δύο ϱίζες, άρα καταλήγουµε σε πεπερασµένου πλήθους επιλογές για το ε. �

΄Εστω ε ∈ E(RK )\{±1}. Τότε κάποια από τις ε,−ε, ε−1,−ε−1 ϑα είναι µεγαλύτερη του 1.
Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι ε ∈ E(RK ) µε ε > 1. Παρατηρούµε ότι ανάµεσα στο 1 και στο ε

υπάρχουν πεπερασµένες το πλήθος µονάδες του RK , ϑα υπάρχει και µια ελάχιστη, έστω η ε0, µε
1 < ε0 ≤ ε.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι

Θεώρηµα 10.4.3. Η οµάδα των µονάδων δίνεται από

E(RK ) =
{
±εn0 : n ∈ Z

}
.
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Απόδειξη. ΄Εστω ε ≥ 1 µια µονάδα του RK . Αφού ε0 > 1 έπεται ότι εn0 → ∞ για n → ∞. ΄Αρα
υπάρχει ϕυσικός n, ώστε

εn0 ≤ ε < ε
n+1
0 .

Οπότε 1 ≤ ε−n0 ε < ε0 και αφού ε0 η ελάχιστη µεγαλύτερη του 1 µονάδα, έχουµε ότι εε−n0 = 1,
συνεπώς ε = εn0 .

Αν ε τυχαία µονάδα του RK , µια από τις ±ε,±ε−1 ϑα είναι µεγαλύτερη της µονάδας και τελικά
η ε ϑα είναι της µορφής ±εn0 µε n ∈ Z. �

Το ερώτηµα είναι γιατί τα τετραγωνικά σώµατα αριθµών έχουν πεπερασµένο πλήθος µονάδων
και τα τετραγωνικά πραγµατικά άπειρο πλήθος ; Τι γίνεται στη γενική περίπτωση ;

΄Εστω K αλγεβρικό σώµα αριθµών, [K : Q] = n, K = Q(θ). Αν f (X ) είναι το ανάγωγο πολυώνυµο
του θ υπέρ το Q τότε deg f (X ) = n και

f (X ) = (X − θ(1))(X − θ(2)) · · · (X − θ(n)),

θ(1) = θ. Υποθέτουµε ότι r1 είναι το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών του f (X ) και 2r2 είναι το πλήθος
των µιγαδικών. Οι µιγαδικές ϱίζες έχουν άρτιο πλήθος γιατί αν ένα πολυώνυµο µε συντελεστές
πραγµατικούς αριθµούς έχει µια µιγαδική ϱίζα τότε έχει και τη συζυγή της. Εποµένως r1+2r2 = n.

Θεώρηµα 10.4.4 (Θεώρηµα µονάδων του Dirichlet). Υπάρχουν r := r1 + r2 − 1 µονάδες
ε1, ε2, . . . , εr µονάδες της οµάδας E(RK ) έτσι ώστε κάθε µονάδα του RK να έχει µονοσήµαντη παρά-
σταση της µορφής

ε = ζεs1
1 ε

s2
2 · · · ε

sr
r ,

όπου si ∈ Z για i ∈ 1,2, . . . , r και ζ είναι µια ϱίζα της µονάδας.

Εφαρµογή: Αν K = Q(
√
m) είναι τετραγωνικό µιγαδικό σώµα αριθµών, το f (X ) = X2 − m έχει

δύο µιγαδικές ϱίζες και συνεπώς r1 = 0 και r2 = 1. ΄Αρα r = r1 + r2 − 1 = 0.
Αν πάλι K = Q(

√
m) τετραγωνικό πραγµατικό σώµα αριθµών, τότε r1 = 2 και r2 = 0, συνεπώς

r = r1 + r2 − 1 = 1.
Πρόβληµα: Πώς ϑα ϐρούµε µια ϑεµελιώδη µονάδα ενός πραγµατικού τετραγωνικού σώµατος
αριθµών ;

Η ϑεωρία των συνεχών κλασµάτων είναι και πάλι χρήσιµη. Προκειµένου να διατυπώσου-
µε το ϑεώρηµα, χρειαζόµαστε να «οµογενοποιήσουµε» τη ϐάση ακεραιότητας του RK , όπου K
τετραγωνικό σώµα αριθµών, έτσι ώστε να µην υπάρχει ανάγκη να ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις.

Πρόταση 10.4.5. ΄Εστω K τετραγωνικό σώµα αριθµών διακρίνουσας D. Τότε K = Q(
√
D) και

RK = Z
[
D+
√
D

2

]
Απόδειξη. Αν K = Q(

√
m), τότε D ∈ {m,4m}. Εποµένως K = Q(

√
m) = Q(

√
D). Υπολογίζουµε ότι

D +
√
D

2
=

4m+
√

4m
2 = 2m +

√
m, αν m ≡ 2,3mod4

m+
√
m

2 = m−1
2 +

1+
√
m

2 , αν m ≡ 1mod4

το οποίο modulo Z είναι ισοδύναµο µε
√
m και 1+

√
m

2 , αντίστοιχα. �
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Θεώρηµα 10.4.6. ΄ΕστωK πραγµατικό τετραγωνικό σώµα αριθµών διακρίνουσαςD και RK = Z[ω],
µε ω = D+

√
D

2 , η περιοχή των ακέραιων αλγεβρικών αριθµών αυτού.
΄Εστω ακόµη θ := 1

ω−[ω] . Ο αριθµός θ είναι ανάγωγος (reduced) και συνεπώς απλά περιοδικός.
Υποθέτουµε ότι θ = [a0, a1, . . . , ar−1] µε την ελάχιστη περίοδο.
Ο αριθµός ε0 := qr−1θ + qr−2 είναι η ϑεµελιώδης µονάδα του RK . Τα qk είναι οι αριθµοί που

ορίστηκαν στα συνεχή κλάσµατα.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µακροσκελής και ως εκ τούτου παραλείπεται. Τον ενδιαφερόµενο
αναγνώστη παραπέµπουµε στο [2]. �

10.5 Νόµος Ανάλυσης στα τετραγωνικά σώµατα αριθµών

10.5.1 Περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης

΄Εστω τώρα K = Q(
√
m), και RK δακτύλιος µονοσήµαντης ανάλυσης. Ας ϱίξουµε µια µατιά στα

ανάγωγα στοιχεία (πρώτα), χωρίς ϕυσικά να κάνουµε διάκριση µεταξύ συνεταιρικών, δηλαδή
στοιχεία που διαφέρουν κατά µονάδα.

Αν π, λοιπόν, ανάγωγο στοιχείο του K, τότε υπάρχει τουλάχιστο ένας ϕυσικός αριθµός n, η
νόρµα του π, N(π) = ππ′, ο οποίος διαιρείται µε π, δηλαδή υπάρχει (ϱητός) πρώτος p ώστε π | p.
Προφανώς ο p είναι ο µοναδικός πρώτος που διαιρείται µε π.

Ορισµός 10.5.1. Αν π | p λέµε ότι ο p είναι ϱητός πρώτος που ανήκει στο π ή αλλιώς ο π είναι
ένας πρώτος διαιρέτης του p στο σώµα K.

Η σχέση π | p δίνει N(π) | p2, εποµένως N(π) � p ή p2.
Αν N(π) � p, τότε p � ππ′, µε π′ πρώτο στοιχείο του K. Ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις. Την

π � π′ και π � π′.
Αν πάλι N(π) � p2, τότε p2 = ππ′ και λόγω του µονοσηµάντου της ανάλυσης p � π � π′.
΄Οταν λοιπόν το p διατρέχει όλους τους ϱητούς πρώτους τότε οι πρώτοι π, π′ (εξαιρούµε ένα

από τους δύο αν π � π′) διατρέχουν ένα σύστηµα πρώτων του K.
Εντελώς ϕυσιολογικά τώρα τίθεται το ερώτηµα της εύρεσης ενός κανόνα που να µας δίνει ποια

από τις τρεις περιπτώσεις
p � ππ′, µε N(π) = N(π′) � p
p � π2, µε N(π) = N(π′) � p
p � π, µε N(π) = N(π′) = p2,

ισχύει. ΄Ενας τέτοιος κανόνας λέγεται νόµος ανάλυσεως για το K = Q(
√
m) και η εύρεσή του

είναι ένα από τα πιο ϐασικά και σπουδαία προβλήµατα της ϑεωρίας των τετραγωνικών σωµάτων
αριθµών.

Προτού διατυπώσουµε τον νόµο αναλύσεως, παρατηρούµε ότι κάθε ακέραιος αλγεβρικός α-
ϱιθµός του K γράφεται στη µορφή

α =
a + b

√
D

2
,

µε a, b ∈ Z και
a ≡ Dbmod2,

όπου D είναι η διακρίνουσα του σώµατος.
Επιπλέον χρειαζόµαστε µια γενίκευση του συµβόλου του Legendre.
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Ορισµός 10.5.2. Αν D είναι διακρίνουσα τετραγωνικού σώµατος αριθµών, τότε το σύµβολο του
Kronecker

(
D
p

)
, για κάθε πρώτο αριθµό p, ορίζεται ως :

• Αν p , 2 και p - D, τότε το
(
D
p

)
ταυτίζεται µε το σύµβολο του Legendre.

• Αν p | D τότε
(
D
p

)
= 0.

• Αν D ≡ 1mod4, τότε
(
D
2

)
=

(
2
D

)
= σύµβολο του Jacobi δηλαδή

(D
2

)
=

1 αν D ≡ 1mod8
−1 αν D ≡ 5mod8

Θεώρηµα 10.5.3 (Νόµος ανάλυσης στο K). ΄Εστω K = Q(
√
m), τετραγωνικό σώµα αριθµών µε RK

δακτύλιος µονοσήµαντης ανάλυσης. Οι τρεις περιπτώσεις

p � ππ′, p � π2, p � π

αντιστοιχούν στις τιµές του συµβόλου του Kronecker(
D

p

)
= 1,

(
D

p

)
= 0,

(
D

p

)
= −1.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι

1. p � π2 αν και µόνο αν
(
D
p

)
= 0 και

2. p � ππ′ αν και µόνο αν
(
D
p

)
= 1

Για το 1. Θα αποδείξουµε ότι αν
(
D
p

)
= 0, τότε p � π2. ΄Εστω p | D. Υποθέτουµε καταρχάς ότι

p � π, δηλαδή ότι ο p παραµένει στο K και πάλι πρώτος. Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις, εκτός της
p = 2 και m ≡ 3mod4, έχουµε p |

√
m και καταλήγουµε στο ότι p2 | m, άτοπο, αφού ο m είναι

ελεύθερος τετραγώνου.
Αν p = 2 και m ≡ 3mod4 τότε

2 | 1 −m = (1 −
√
m)(1 +

√
m),

συνεπώς 2 | (1 −
√
m) ή 2 | (1 +

√
m). ΄Αρα 4 | (1 −m) και m ≡ 1mod4, άτοπο.

Εποµένως p � ππ′ και αρκεί να δείξουµε ότι π � π′. Γράφουµε το

π =
a + b

√
D

2
, a, b ∈ Z, a ≡ bDmod2

και

π′ =
a − b

√
D

2
, a, b ∈ Z, a ≡ bDmod2,

άρα
π − π′ = b

√
D.

Τώρα π | p | D =
√
D
√
D, συνεπώς π |

√
D και έχουµε π | (π − π′), άρα π | π′ και καταλήγουµε

στο π � π′, δηλαδή p � π2.
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Αντιστρόφως έστω ότι p � π2 άρα π′ � π, συνεπώς π | π′ και π | (π−π′) οπότε π | (π−π′) | b
√
D

και τελικά p | b2D.
Θα δείξουµε ότι p - b. Αν p , 2 και p | b τότε αφού

p �
a2 − b2D

4
⇒ p | a ⇒ p2 |

a2 − b2D

4
� p,

άτοπο.
Αν πάλι p = 2 και p | b τότε η

2 �
a2 − Db2

4
δίνει για D ≡ 0mod4

2 ≡
(a
2

)2
mod4

το οποίο είναι άτοπο, ενώ για D ≡ 1mod4 δίνει

2 �
(a
2

)2
−

(b
2

)2
mod4

το οποίο είναι και πάλι άτοπο. ∆ηλαδή p - b άρα p | D το οποίο εξ ορισµού δίνει
(
D
p

)
= 0.

Θα αποδείξουµε τώρα το 2.
΄Εστω

(
D
p

)
= 1. Αν p , 2, τότε η ισοδυναµία

x2 ≡ Dmodp,

έχει λύση. Για έναν πρώτο διαιρέτη π | p στο K, ισχύει

(x −
√
D)(x +

√
D) ≡ 0modπ

και, χωρίς περιορισµό της γενικότητας, υποθέτουµε ότι

x −
√
D ≡ 0modπ.

Η τελευταία όµως ισοδυναµία δεν ισχύει για το p διότι

x −
√
D

p
< RK ,

οπότε p � π, δηλαδή p � ππ′. Αν ήταν π � π′, τότε λόγω του 1. ϑα είχαµε p | D, το οποίο είναι
άτοπο.

Αν τώρα p = 2, τότε
(
D
p

)
= 1 δίνει εξ ορισµού D ≡ 1mod8, συνεπώς1 − 1 +

√
D

2

 1 − 1 −
√
D

2

 =
1 − D

4
≡ 0mod2,

οπότε, για κάποιον πρώτο διαιρέτη π του 2 στο K, ϑα έχουµε

1 −
1 +
√
D

2
≡ 0modπ,

ενώ, όπως παραπάνω, 2 -
(
1 − 1+

√
D

2

)
στο K , δηλαδή 2 � ππ′ µε π � π′.
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Αντιστρόφως, έστω p � ππ′ µε π � π′,

π =
a + b

√
D

2
π′ =

a − b
√
D

2
.

Στην απόδειξη του 1. δείξαµε ότι p - b.

p �
a2 − Db2

4
⇒

a2 − Db2

4
≡ 0modp στο K,

οπότε για p , 2 έχουµε

a2 ≡ Db2modp ⇒
(
Db2

p

)
=

(
D

p

)
= 1,

αφού p - b. Τέλος για p = 2

a2 ≡ Db2mod8⇒ D ≡ 1mod8⇒
(D
2

)
= 1.

�

Παρατήρηση 10.5.4. Αφού λόγω της υποθέσεως ότι ο RK είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης
το κύριο ιδεώδες που παράγεται από τον πρώτο αριθµό π, (π) = πRK , είναι πρώτο ιδεώδες ϑα
µπορούσαµε να γράψουµε το ϑεώρηµα 10.5.3 και για πρώτα ιδεώδη. Το παραπάνω ϑεώρηµα
ισχύει για κάθε δακτύλιο RKακόµη και αν δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

10.6 Ιδεώδη και αριθµός κλάσεων

Ορισµός 10.6.1. ΄Ενα υποσύνολο A του K λέγεται ιδεώδες του K αν και µόνο αν ισχύουν τα
παρακάτω:

1. Για κάθε a1, a2 ∈ A η διαφορά a1 − a2 ∈ A

2. Για κάθε λ ∈ RK και για κάθε a ∈ A το λa ∈ A

3. A , (0)

4. Υπάρχει RK 3 δ , 0, ώστε δA ⊆ RK .

Αν A ⊆ RK λέγεται ακέραιο ιδεώδες, αλλιώς λέγεται κλασµατικό.

Σηµαντική παρατήρηση: ΄Εχουµε ήδη διαπιστώσει ότι ο δακτύλιος των ακέραιων αλγεβρικών
αριθµών RK , ενός αλγεβρικού σώµατος αριθµών K δεν είναι, εν γένει, περιοχή µονοσήµαντης
ανάλυσης. Ισχύει όµως το

Θεώρηµα 10.6.2. Αν K αλγεβρικό σώµα αριθµών και RK η περιοχή των ακέραιων αλγεβρικών
αριθµών αυτού, τότε κάθε ακέραιο ιδεώδες A του K αναλύεται µονοσήµαντα σε γινόµενο πρώτων
ιδεωδών, δηλαδή

A = Pα1
1 P

α2
2 · · · Ps

αs ,

µε Pi πρώτα ιδεώδη του RK και αi ∈ N για i = 1,2, . . . , s.
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Αυτό είναι άµεση συνέπεια της ιδιότητας της περιοχής RK να είναι περιοχή του Dedekind. Η
απόδειξη του ϑεωρήµατος αυτού ξεφεύγει από τον σκοπό του παρόντος συγγράµµατος.

Μπορούµε λοιπόν να ϱωτήσουµε το εξής : Αν pZ είναι ένα κύριο πρώτο ιδεώδες του Z και
ϑεωρήσουµε το κύριο ιδεώδες pRK του δακτυλίου RK , τότε αυτό είναι κατάνάγκη πρώτο ; Ο νόµος
ανάλυσης σε τετραγωνικά σώµατα αριθµών απαντά ακριβώς αυτό το ερώτηµα:

Θεώρηµα 10.6.3 (Νόµος ανάλυσης, στα τετραγωνικά σώµατα αριθµών, γενική περίπτωση). Το
ιδεώδες pRK στον δακτύλιο ακέραιων του τετραγωνικού σώµατος αριθµών Q(

√
m) γράφεται ως

γινόµενο πρώτων ιδεωδών του RK ως εξής :

pRK = Q2, N(Q) = p αν
(
DK
p

)
= 0

pRK = Q,N(Q) = p2 αν
(
DK
p

)
= −1

pRK = Q1Q2, N(Q1) = N(Q2) = p αν
(
DK
p

)
= 1

Απόδειξη. Η απόδειξη απαιτεί αρκετά στοιχεία αλγεβρικής ϑεωρίας αριθµών. Η ιδέα είναι ότι
γενικά (p , 2) η ανάλυση σε πρώτα ιδεώδη καταλήγει στην ανάλυση σε ανάγωγους παράγοντες
του X2 − m η οποία ελέγχεται από το σύµβολο του Legendre. Η περίπτωση p = 2 απαιτεί λίγο
περισσότερη προσοχή. Για µια απόδειξη παραπέµπουµε στις σηµείωσεις Αλγεβρικής Θεωρίας
Αριθµών του πρώτου συγγραφέα [3]. �

10.6.1 Αριθµός Κλάσεων Ιδεωδών

Στο σύνολο όλων των ιδεωδών (κλασµατικών και ακέραιων) ορίζουµε ισοδυναµία ιδεωδών:

A ∼ B αν και µόνο αν υπάρχει K 3 ξ , 0, A = (ξ ) · B

και ισοδυναµία ιδεωδών µε στενή έννοια :

A ∼σ B αν και µόνο αν υπάρχει K 3 ξ, N(ξ ) > 0, A = (ξ ) · B

Ορισµός 10.6.4. Ο αριθµός κλάσεων h(D) (αντίστοιχα ο αριθµός κλάσεων µε τη στενή έννοια
hσ(D)) ορίζεται να είναι το πλήθος των κλάσεων σε κάθε µια από τις παραπάνω κλάσεις ισοδυνα-
µίας.

Χωρίς απόδειξη αναφέρουµε το

Θεώρηµα 10.6.5. Για κάθε αλγεβρικό σώµα αριθµών K το σύνολο κλάσεων ιδεωδών του K
αποτελεί πεπερασµένη οµάδα.

Το σύνολο όλων των ιδεωδών (ακέραιων και κλασµατικών) IK ενός αλγεβρικού σώµατος αριθµών K
αποτελεί αβελιανή οµάδα. Το σύνολο των κύριων ιδεωδών αυτού αποτελεί αβελιανή υποοµάδα της
IKτ την οποία συµβολίζουµε µε HK . Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας είναι η οµάδα πηλίκο

RK =
IK
HK

,

και λέγεται οµάδα κλάσεων ιδεωδών.
Ανάλογες ιδιότητες ισχύουν και για την οµάδα κλάσεων ιδεωδών µε τη στενή έννοια.
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΄Ενα σηµαντικότατο πρόβληµα της Αλγεβρικής Θεωρίας Αριθµών είναι, δοθέντος σώµατος K,
ο προσδιορισµός του αριθµού κλάσεων ιδεωδών αυτού.

Στην περίπτωση που το K είναι µιγαδικό τετραγωνικό σώµα αριθµών, διακρίνουσας D, αυτό
είναι εύκολο, αφού οι κλάσεις ιδεωδών του K αντιστοιχούν αµφιµονοσήµαντα στις κλάσεις ισοδυ-
ναµίας (ϑετικά ορισµένων) τετραγωνικών µορφών διακρίνουσας D, σύµφωνα µε το ακόλουθο:

Θεώρηµα 10.6.6. ΄Εστω K = Q(
√
m) µιγαδικό τετραγωνικό σώµα αριθµών διακρίνουσας D. Υ-

πάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία ανάµεσα στις κλάσεις ισοδυναµίας (ϑετικά ορισµένων)
τετραγωνικών µορφών διακρίνουσας D και στις κλάσεις ισοδυναµίας µε στενή έννοια ιδεωδών του
K.

Η αντιστοιχία αυτή δίνεται ως εξής : Στο ιδεώδες A = Zα + Z� µε α
′�−α�′
√
D

> 0 αντιστοιχεί η

τετραγωνική µορφή
f (X, Y ) = aX2 + bXY + cY 2,

όπου

a =
αα
′

N(A)
, b =

α�′ + α
′�

N(A)
, c =

��′

N(A)
.

Αντιστρόφως στην τετραγωνική µορφή

f (X, Y ) = ax2 + bXY + cY 2,

αντιστοιχεί το κλασµατικό ιδεώδες

Zλ + Z
b +
√
D

2a
λ,

όπου λ ∈ K και διαλέχτηκε ώστε N(λ)a > 0.

Απόδειξη. ∆είτε στο [1]. �

Παρατήρηση 10.6.7. Αξίζει να σηµειωθεί ότι για µιγαδικά τετραγωνικά σώµατα αριθµών οι
έννοιες ισοδυναµία ιδεωδών και ισοδυναµία ιδεωδών µε τη στενή έννοια συµπίπτουν, αφού κάθε
στοιχέιο του σώµατος K έχει ϑετική νόρµα.

∆εδοµένου λοιπόν ότι η τάξη h της αβελιανής οµάδας RK = IK/HK των κλάσεων ιδεωδών του
K είναι πεπερασµένη, έπεται ότι αν A ιδεώδες του RK τότε το Ah είναι κύριο ιδεώδες.

Πρόταση 10.6.8. Αν τώρα Aµ κύριο ιδεώδες του K και (µ, hK ) = 1, τότε A είναι κύριο ιδεώδες του
K

Απόδειξη. Γράφουµε 1 = xµ + yh, για κατάλληλα x, y ∈ Z. Στη συνέχεια υπολογίζουµε ότι :

A = Axµ+yh = (Aµ)x (Ah)y ∈ HK .

�

10.7 Εφαρµογή στις ∆ιοφαντικές Εξισώσεις

Επιστρέφουµε στη διοφαντική εξίσωση:

2Y 2 = X2 + 5, (10.7.1)
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που λύσαµε µε λανθασµένο τρόπο προηγουµένως.
Ισχυριζόµαστε ότι (x, y) = (±7,3) είναι οι µοναδικές λύσεις της (10.7.1). Καταρχήν χρειαζό-

µαστε από τον νόµο ανάλυσης στο K = Q(
√
−5), RK = Z + Z

√
−5 ότι

2RK = P2
2 όπου P2 = (2,1 +

√
−5)

5RK = P2
3 όπου P3 = (

√
−5)

και ότι hQ(
√
−5) = 2. ΄Εστω (x0, y0) ∈ Z × Z µια λύση της (10.7.1), δηλαδή

2y3
0 = (x0 +

√
−5)(x0 −

√
−5).

Περνάµε στα ιδεώδη
(2)(y0)2 =

(
(x0 +

√
−5)

)(
(x0 −

√
−5)

)
Ισχυριζόµαστε ότι ο(

(x0 +
√
−5), (x0 −

√
−5)

)
= (x0 +

√
−5)R + (x0 −

√
−5)R = P2.

Συνεπώς
P2

2 (y0)3 = (P2A)(P2Ā),

όπου
(A, Ā) = A + Ā = RK

πρώτα µεταξύ τους και καταλήγουµε στο (y0)3 = AĀ. Λόγω µονοσήµαντης ανάλυσης στα πρώτα
ιδεώδη υπάρχει ακέραιο ιδεώδες A του RK , µε A = B3. Τότε Ā = B̄3,

(2)(x0 +
√
−5) = P2

2P2A = (P2B)3,

δηλαδή το P2B είναι κύριο ίσο µε λRK , λ ∈ Z[
√
−5]. ΄Ετσι

(2)(x0 +
√
−5) = (λ)3

δηλαδή
2(x0 +

√
−5) = ελ3,

ε ∈ E(Z[
√
−5]) = {±1}.

Η µονάδα µπορεί να ενσωµατωθεί στο λ′ = a + b
√
−5, a, b ∈ Z. ΄Αρα καταλήγουµε στη σχέση

2(x0 +
√
−5) = a(a2 − 15b2) + b(3a2 − 5b2)

√
−5,

από όπου έχουµε

2x0 = a(a2 − 15b2) 2 = b(3a2 − 5b2)⇒ b | 2⇒ ±1,±2.

Η λυση b = −1 δίνει τον ακέραιο a = ±1, η οποία οδηγεί στο x0 = ±7, y0 = 3. ∆ηλαδή

(x0, y0) = (±7,3)

είναι η µοναδική λύση.
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Παράρτηµα Α

11.1 Εισαγωγή

΄Οπως έχει αναφερθεί ήδη προοδευτικά στο δεύτερο µέρος του παρόντος συγγράµµατος χρησιµο-
ποιούνται ϐασικές έννοιες άλγεβρας. Θεωρούµε ότι οι έννοιες αυτές είναι ήδη γνωστές από τη
διδασκαλία ενός ϐασικού εισαγωγικού µαθήµατος άλγεβρας. Προκειµένου όµως να στηρίξουµε,
κατά κάποιο τρόπο, την αυτοτέλεια του κειµένου ϑα αναφερθούµε εν συντοµία στις έννοιες αυτές
καθώς και στις ϐασικές τους ιδιότητες. Ο αναγνώστης που επιθυµεί να αναζητήσει περισσότερες
πληροφορίες µπορεί να ανατρέξει σε γενικά ϐιβλία ΄Αλγεβρας όπως τα [5], [4], [3], [2], [1].

11.2 Οµάδες

Ορισµός 11.2.1. ΄Ενα µη-κενό σύνολο G εφοδιασµένο µε µια διµελή πράξη

◦

{
G × G → G

(x, y) 7→ x ◦ y

}
λέγεται οµάδα όταν επαληθεύει τα ακόλουθα αξιώµατα:

G1 Για όλα τα στοιχεία x, y, z του συνόλου G ισχύει (αξίωµα προσεταιριστικότητας):

(x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z).

G2 Υπάρχει ένα στοιχείο e ∈ G τέτοιο ώστε για όλα τα στοιχεία g ∈ G να ισχύει (αξίωµα ύπαρξης
µοναδιαίου):

e ◦ g = g ◦ e = g.

G3 Αν g ∈ G τότε υπάρχει ένα στοιχείο g∗ ∈ G τέτοιο ώστε να ισχύει (αξίωµα ύπαρξης αντιστρό-
ϕου):

g ◦ g∗ = e = g∗ ◦ g

Παρατήρηση 11.2.2. Εύκολα αποδεικνύεται ότι σε µια οµάδα (G, ◦), το µοναδιαίο στοιχείο είναι
µοναδικό καθώς και ότι για κάθε g ∈ G υπάρχει ακριβώς ένα αντίστροφο αυτού g∗. Στη συνέχεια
αντί του συµβολισµού g∗ ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό g−1.
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Ορισµός 11.2.3. Η οµάδα (G, ◦) λέγεται αβελιανή οµάδα όταν για όλα τα στοιχεία x, y της G
ισχύει

x ◦ y = y ◦ x.

Ορισµός 11.2.4. Μια οµάδα (G, ◦) λέγεται πεπερασµένη οµάδα όταν το σύνολο G είναι ένα
πεπερασµένο σύνολο. Αν το σύνολο G είναι απειροσύνολο, τότε η οµάδα (G, ◦) λέγεται άπειρη
οµάδα .

Παραδείγµατα οµάδων

1. Το σύνολο των ακέραιων αριθµών Z µε πράξη τη (συνήθη) πρόσθεση αποτελεί άπειρη αβε-
λιανή οµάδα. Το ίδιο ισχύει και για τα σύνολα (Q,+), (R,+), (C,+).

2. Το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων modulo n, n ∈ N, n > 1:

Zn = {ā := amodn|a ∈ Z}

µε (καλά ορισµένη) πράξη την πρόσθεση κλάσεων

⊕

{
Zn × Zn → Zn
(ā, b̄) 7→ ā ⊕ b̄

}
αποτελεί πεπερασµένη, αβελιανή, οµάδα.

3. Το σύνολο Mn(R) των τετραγωνικών n × n πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς και
πράξη την πρόσθεση πινάκων αποτελεί άπειρη αβελιανή οµάδα.

4. ΄Εστω ω := e
2πi
n . Το σύνολο

{1, ω, ω2, . . . , ωn−1}

µε πράξη τον πολλαπλασιασµό µιγαδικών αριθµών, αποτελεί πεπερασµένη αβελιανή οµάδα.
Η οµάδα αυτή λέγεται οµάδα των n-ϱιζών της µονάδας.

5. Το σύνολο των πρώτων κλάσεων υπολοίπων modn, n ∈ N, n > 1

Z∗n = {ā := amodn|a ∈ Z, (a, n) = 1}

µε πράξη τον (καλά ορισµένο) πολλαπλασιασµό κλάσεων

�

{
Z∗n × Z

∗
n → Z∗n

(ā, b̄) 7→ ā � b̄

}
αποτελεί πεπερασµένη, αβελιανή οµάδα.

6. Τα σύνολα Q∗,R∗,C∗ των µη-µηδενικών στοιχείων των Q,R και C µε πράξη τον συνήθη
πολλαπλασιασµό αποτελούν άπειρη, αβελιανή οµάδα.

7. Το σύνολο Mn(R) των n × n πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς και πράξη τον
πολλαπλασισµό πινάκων δεν αποτελεί οµάδα, αφού υπάρχουν n × n πίνακες µε στοιχεία
πραγµατικούς οι οποίοι δεν έχουν αντίστροφο. Αν ϑεωρήσουµε το υποσύνολο του Mn(R)

GLn(R) := {A ∈ Mn(R)| det(A) , 0},

τότε αυτό µε πράξη τον πολλαπλασιασµό πινάκων αποτελεί άπειρη οµάδα. Η οµάδα αυτή,
αν n > 1, δεν είναι αβελιανή επειδή δεν ισχύει εν γένει A · B = B · A.
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11.2.1 Υποοµάδες και παραδείγµατα

Ορισµός 11.2.5. Αν (G, ◦) οµάδα και H ένα µη κενό υποσύνολο της G, τότε το H λέγεται υποο-
µάδα της G, όταν το (H, ◦), εφοδιασµένο µε την επαγόµενη πράξη από το G, είναι οµάδα.

Συµβολίζουµε το ότι H υποοµάδα της G µε H ≤ G.

Ισχύει η ακόλουθη

Πρόταση 11.2.6. Αν H είναι ένα υποσύνολο της οµάδας (G, ◦), τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι
µεταξύ τους ισοδύναµες :

1. Η (H, ◦) είναι υποοµάδα της (G, ◦).

2. Το υποσύνολο H ⊆ G πληροί τις ακόλουθες συνθήκες :

(αʹ) Το µοναδιαίο e της G ανήκει στο σύνολο H.

(ϐʹ) Αν x, y ∈ H, τότε και x ◦ y ∈ H.

(γʹ) Αν x ∈ H, τότε και x−1 ∈ H

3. Το σύνολο H πληροί τις ακόλουθες συνθήκες :

(αʹ) Το µοναδιαίο e της G ανήκει στο σύνολο H

(ϐʹ) Αν a, b ∈ H, τότε και ab−1 ∈ H.

Παραδείγµατα υποοµάδων:

1. Προφανώς Z ≤ Q ≤ R ≤ C καθώς και Q∗ ≤ R∗ ≤ C∗.

2. Το σύνολο
SLn(R) := {A ∈ GLn(R)| det(A) = 1}

είναι υποοµάδα της GLn(R).

11.2.2 Κυκλικές οµάδες

Ορισµός 11.2.7. Μια οµάδα (G, ◦) λέγεται κυκλική οµάδα όταν υπάρχει κάποιο στοιχείο αυτής
x ∈ G, τέτοιο ώστε όλα τα στοιχεία της G να γράφονται ως δυνάµεις του x.

Κάθε τέτοιο στοιχείο σε µια κυκλική οµάδα λέγεται γεννήτορας αυτής.

Σηµείωση: Αν g ∈ G και n ∈ Z, τότε η δύναµη gn ορίζεται ως εξής :

gn =



g ◦ g ◦ · · · ◦ g︸           ︷︷           ︸
n ϕορές

όταν n ≥ 1

e όταν n = 0
g−1 ◦ g−n ◦ · · · ◦ g−1︸                    ︷︷                    ︸

−n ϕορές

όταν n < 0

Συµβολισµός Αν G είναι κυκλική µε γεννήτορα g, τότε γράφουµε G = 〈g〉.
Παραδείγµατα: Οι οµάδες των παραδειγµάτων 4 και 5 είναι κυκλικές.

Ορισµός 11.2.8. Το πλήθος των στοιχείων µιας πεπερασµένης οµάδας, λέγεται τάξη αυτής.

Πρόταση 11.2.9. Αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη και κυκλική τάξης n, G = 〈g〉, τότε οι γεννή-
τορες αυτής είναι τα στοιχεία της µορφής gd µε (d, n) = 1.
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11.2.3 Το ϑεώρηµα του Lagrange

Υποθέτουµε ότι (G, ◦) είναι µια οµάδα και H ≤ G είναι µια υποοµάδα αυτής. Στο σύνολο G × G
ορίζουµε τη σχέση: a, b ∈ G,

a ∼ b ⇔ a−1b ∈ H.

Η σχέση αυτή είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Η κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου a είναι το σύνολο
aH := {ah |h ∈ H}.

Ορισµός 11.2.10. Το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας της H στην G, λέγεται δείκτης της H
στην G και συµβολίζεται µε [G : H]. Η τάξη µιας οµάδας (G, ◦) συµβολίζεται µε |G|.

Το παρακάτω είναι γνωστό ως ϑεώρηµα του Lagrange .

Θεώρηµα 11.2.11 (Lagrange). Υποθέτουµε ότι η G είναι µια πεπερασµένη οµάδα και H ≤ G.
Ισχύει |G| = [G : H] · |H |. Εποµένως, η τάξη µιας υποοµάδας µιας πεπερασµένης οµάδας διαιρεί την
τάξη της οµάδας.

11.2.4 Οµάδα πηλίκου

΄Εστω G µια οµάδα και H ≤ G µια υποοµάδα αυτής. Στο σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας που
ορίσαµε παραπάνω, έχουµε τις κλάσεις {aH |a ∈ G}. Θα ϑέλαµε να ορίσουµε ένα πολλαπλασιασµό
στο σύνολο κλάσεων ώστε να αποκτήσει δοµή οµάδας, την οποία ονοµάζουµε οµάδα πηλίκου.
Αυτό όµως δεν είναι πάντοτε δυνατό.

Ορισµός 11.2.12. ΄Εστω G µια οµάδα και H ≤ G. Η H λέγεται κανονική υποοµάδα της G όταν
ισχύει aH = Ha για κάθε a ∈ G, όπου Ha = {ha|h ∈ H}.

Αν τώρα G είναι οµάδα και H κανονική υποοµάδα της G, τότε το σύνολο

G/H := {aH |a ∈ G}

µε πράξη τον (καλά ορισµένο) πολλαπλασιασµό

(aH)(bH) = ab(H),

αποτελεί οµάδα.
΄Αµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος του Lagrange είναι ότι η τάξη της οµάδας G/H είναι ίση µε

|G|/|H |.
Αν τώρα G είναι αβελιανή, τότε κάθε υποοµάδα αυτής H είναι κανονική και συνεπώς πάντοτε

ορίζεται η οµάδα πηλίκου G/H.

11.3 ∆ακτύλιοι

11.3.1 Ορισµοί και παραδείγµατα

Ορισµός 11.3.1. ΄Ενα µη-κενό σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο (διµελής) πράξεις, πρόσθεσης

+

{
R × R → R

(a, b) 7→ a + b

}
και πολλαπλασίασµου

·

{
R × R → R

(a, b) 7→ a · b

}
λέγεται δακτύλιος, όταν επαληθεύει τα ακόλουθα αξιώµατα:
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R1 Ο (R,+) αποτελεί αβελιανή οµάδα.

R2 Για όλα τα στοιχεία x, y, z ∈ R ισχύει (αξίωµα προσεταιριστικότητας)

(x · y) · z = x · (y · z).

R3 Για όλα τα στοιχεία x, y, z ∈ R ισχύουν (αξιώµατα επιµεριστικότητας)

x · (y + z) = x · y + x · z

(x + y) · z = x · z + y · z.

Αν επιπλέον ισχύει το αξίωµα ύπαρξης µοναδιαίου

R4 Υπάρχει ένα στοιχείο 1R ∈ R, 1R , 0, τέτοιο ώστε για όλα τα στοιχεία x ∈ R να ισχύει

1R · x = x · 1R,

τότε ο δακτύλιος R λέγεται δακτύλιος µε µοναδιαίο.

Αν για τον R ισχύει επιπλέον το αξίωµα της αντιµετάθεσης

R5 Για όλα τα στοιχεία x, y ∈ R ισχύει :
x · y = y · x,

τότε ο δακτύλιος R λέγεται αντιµεταθετικός δακτύλιος.
Τέλος αν ισχύουν τα αξιώµατα (R4) και (R5) συγχρόνως τότε ο R λέγεται αντιµεταθετικός

δακτύλιος µε µοναδιαίο.

Παραδείγµατα:

1. Το σύνολο των ακέραιων Z µε πράξεις τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασια-
σµού είναι ένας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο.

2. Για κάθε m ∈ N, m > 1, το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων modm, Zm , µε πράξεις τις (καλά
ορισµένες) πράξεις πρόσθεσης κλάσεων

⊕

{
Zn × Zn → Zn
(ā, b̄) 7→ ā ⊕ b̄

}
και πολλαπλασιασµού κλάσεων

�

{
Zn × Zn → Z∗n
(ā, b̄) 7→ ā � b̄

}
αποτελεί επίσης αντιµεταθετικό δακτύλιο µε µοναδιαίο.

3. Το σύνολο των ακέραιων του Gauss

Z[i] = {a + bi |a, b ∈ Z}

µε πράξεις τις συνήθεις πράξεις µιγαδικών αποτελεί επίσης αντιµεταθετικό δακτύλιο µε
µοναδιαίο.
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Ορισµός 11.3.2. ΄Εστω R κάποιος αντιµεταθετικός δακτύλιος. ΄Ενα στοιχείο x ∈ R, x , 0, λέγεται
διαιρέτης του µηδενός αν και µόνο αν υπάρχει y ∈ R, y , 0 µε x · y = 0.

Ορισµός 11.3.3. ΄Ενας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο λέγεται ακέραια περιο-
χή, όταν δεν έχει διαιρέτες του µηδενός.

Παραδείγµατα:

1. Ο δακτύλιος (Z,+, ·) είναι ακέραια περιοχή.

2. Οι δακτύλιοι (Zm ,+, ·) είναι ακέραιες περιοχές αν και µόνο αν ο m είναι πρώτος.

3. Ο δακτύλιος Z[i] είναι επίσης ακέραια περιοχή.

Ορισµός 11.3.4. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο R1 του αντιµεταθετικού δακτυλίου R λέγεται υποδα-
κτύλιος του R όταν είναι δακτύλιος ως προς τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού του
R.

Ισχύει :

Πρόταση 11.3.5. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο R1 του αντιµεταθετικού δακτυλίου R, είναι υποδακτύ-
λιος του R ακριβώς τότε όταν για όλα τα στοιχεία x, y ∈ R1 ισχύει

x − y ∈ R1 και x · y ∈ R1.

11.3.2 Ιδεώδη ενός αντιµεταθετικού δακτυλίου

Ορισµός 11.3.6. ΄Εστω R ένας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο και I ένα µη-
κενό υποσύνολο του R.

Το I λέγεται ιδεώδες όταν ισχύουν τα αξιώµατα:

Ι1 Το I αποτελεί οµάδα ως προς την πρόσθεση,

Ι2 Για κάθε r ∈ R και x ∈ I ισχύει rx ∈ I.

Ορισµός 11.3.7. Αν α ∈ R, τότε το κύριο ιδεώδες του R το οποίο παράγεται από το στοιχείο α,
ορίζεται

〈α〉 := {rα|r ∈ R}.

Αν ο R είναι ακέραια περιοχή και όλα τα ιδεώδη του R είναι κύρια, τότε ο R λέγεται περιοχή
κυρίων ιδεωδών.

Παράδειγµα: Η ακέραια περιοχή των ακέραιων αριθµών (Z,+, ·) όπως και ο δακτύλιος του
Gauss είναι περιοχές κυρίων ιδεωδών.

Ορισµός 11.3.8. Αν R ακέραια περιοχή, το στοιχείο p ∈ R λέγεται ανάγωγο, όταν δεν είναι µο-
νάδα του R, δηλαδή δεν είναι πολλαπλασιαστικό αντίστροφο του R, και δεν αναλύεται σε γινόµενο
µη τετριµµένων παραγόντων, δηλαδή, αν p = a · b, τότε ένα από τα a, b είναι µονάδα του R.

Ορισµός 11.3.9. Μια ακέραια περιοχή R λέγεται περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, όταν κάθε
στοιχείο a , 0 αυτής είναι µονάδα ή ανάγωγο στοιχείο του R ή γινόµενο αναγώγων στοιχείων του
R και επιπλέον η παράσταση αυτή είναι (ουσιαστικά) µονοσήµαντη.
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Ισχύει η

Πρόταση 11.3.10. Κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι και περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Παρατήρηση 11.3.11. ∆εν είναι κάθε ακέραια περιοχή, περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. Για
παράδειγµα στην ακέραια περιοχή

Z[
√
−5] = {a + b

√
−5|a, b ∈ Z}

ο αριθµός 6 έχει δύο, διαφορετικές µεταξύ τους, γνήσιες αναλύσεις σε γινόµενο αναγώγων στοι-
χείων :

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5).

11.4 Σώµατα

11.4.1 Ορισµός και παραδείγµατα

Ορισµός 11.4.1. ΄Ενας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο στον οποίο κάθε µη-
µηδενικό στοιχείο είναι αντιστρέψιµο, λέγεται σώµα.

Παραδείγµατα σωµάτων

1. Οι αντιµεταθετικοί δακτύλιο µε µοναδιαίο (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·) είναι σώµατα.

2. Αν p πρώτος αριθµός, τότε ο δακτύλιος (Zp,⊕,�) είναι σώµα.

3. Αν d ∈ Z\{0,1} ελεύθερος τετραγώνου, τότε ο δακτύλιος

K = Q(
√
d) = {a + b

√
d|a, b ∈ Q},

είναι σώµα.

4. Αν K σώµα και x ανεξάρτητη µεταβλητή, τότε το σύνολο

K(x) =

{
f (x)
g(x)
|f (x), g(x) ∈ K[x], g(x) , 0

}
είναι επίσης σώµα και λέγεται το σώµα των ϱητών συναρτήσεων υπεράνω του K.

Κάθε σώµα K περιέχει (ισόµορφα) το σώµα των ϱητών αριθµών Q ή ένα σώµα Zp για κάποιο
πρώτο αριθµό p. Στην πρώτη περίπτωση λέµε ότι το σώµα είναι χαρακτηριστικής µηδέν ενώ στην
δεύτερη ότι το σώµα είναι χαρακτηριστικής p.

11.4.2 Επεκτάσεις σωµάτων

Ορισµός 11.4.2. Αν ένα σώµα L περιέχει ως υπόσωµα το σώµα K, τότε λέµε ότι το L είναι
επέκταση του K και την επέκταση τη συµβολίζουµε µε L/K.

Παρατήρηση 11.4.3. Αν L/K επέκταση σωµάτων, τότε το σώµα L µπορεί να ϑεωρηθεί ως K-
διανυσµατικός χώρος.
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Ορισµός 11.4.4. Βαθµός της επέκτασης σωµάτων L/K λέγεται η διάσταση του L ως K-διανυσµατικού
χώρου και συµβολίζεται µε [L : K].

Η επέκταση λέγεται πεπερασµένη όταν [L : K] < ∞, αλλιώς λέγεται άπειρη.
Αν L/K επέκταση σωµάτων και α ∈ L, το α λέγεται αλγεβρικό ως προς το σώµα K όταν υπάρχει

ένα, µη-µηδενικό, πολυώνυµο f (x) ∈ K[x], τέτοιο ώστε να έχει το α ως ϱίζα του.
Η επέκταση L/K λέγεται αλγεβρική όταν κάθε στοιχείο του L είναι αλγεβρικό ως προς το σώµα

K.

Ισχύει η

Πρόταση 11.4.5. Κάθε πεπερασµένη επέκταση L/K είναι κατ΄ ανάγκη αλγεβρική.

Παρατήρηση 11.4.6. Το αντίστροφο δεν ισχύει. Υπάρχουν και άπειρες αλγεβρικές επεκτάσεις.

11.4.3 Επισύναψη

Ορισµός 11.4.7. Αν L/K επέκταση σωµάτων και a1, a2, . . . , an ∈ L, µε K(a1, a2, . . . , an) συµβο-
λίζουµε το ελάχιστο υπόσωµα του L το οποίο περιέχει το σώµα K και τα στοιχεία a1, a2, . . . , an.
Το σώµα αυτό λέµε ότι είναι το σώµα που προκύπτει από το K µε επισύναψη των a1, a2, . . . , an.

Παρατήρηση 11.4.8. Αν τα στοιχεία a1, a2, . . . , an του L είναι αλγεβρικά στοιχεία ως προς του
K τότε το

K(a1, a2, . . . , an) = {f (a1, . . . , an)|f (x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn]}.

Παρατήρηση 11.4.9. Αν L/K επέκταση σωµάτων και α ∈ L, αλγεβρικό στοιχείο ως προς το
σώµα K, τότε ισχύει [K(α) : K] = deg Irr(α, K), όπου Irr(α, K) συµβολίζει το ανάγωγο (ελάχιστο)
πολυώνυµο του α ως προς το K.

11.4.4 Σώµα ανάλυσης

Ορισµός 11.4.10. Αν L/K επέκταση σωµάτων, το L λέγεται σώµα ανάλυσης του πολυωνύµου
f (x) ∈ K[x] ως προς το K, όταν το f (x) αναλύεται πλήρως στον δακτύλιο L[x], δηλαδή ότι

f (x) = α(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn),

και επιπλέον L = K(α1, . . . ,αn).

Πρόταση 11.4.11. Για κάθε πολυώνυµο f (x) µε συντελεστές από ένα σώµα K υπάρχει ένα σώµα
ανάλυσης αυτου Lf και µάλιστα είναι µοναδικό κατά προσέγγιση ισοµορφίας.

11.4.5 Επεκτάσεις Galois

Ορισµός 11.4.12. ΄Ενα πολυώνυµο f (x) ∈ K[x] λέγεται διαωρίσιµο πολυώνυµο ως προς το K, όταν
υπάρχει µια επέκταση L/K τέτοια ώστε κάθε ανάγωγος παράγοντας του f (x) στον δακτύλιο K[x]
αναλύεται στον δακτύλιο L[x] σε γινόµενο διαφόρων µεταξύ τους παραγόντων πρώτου ϐαθµού.

Το στοιχείο α ∈ L λέγεται διαχωρίσιµο ως προς το K, όταν υπάρχει ένα διαχωρίσιµο ως προς
το K πολυώνυµο f (x) ∈ K[x] του οποίου το α είναι ϱίζα.

Η επέκταση L/K λέγεται διαχωρίσιµη επέκταση όταν κάθε στοιχείο α ∈ L είναι διαχωρίσιµο ως
προς το K.
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Πρόταση 11.4.13. Κάθε αλγεβρική επέκταση L του σώµατος K χαρακτηριστικής µηδέν είναι
διαχωρίσιµη ως προς το K.

Ορισµός 11.4.14. Η επέκταση σωµάτων L/K λέγεται επέκταση Galois , ακριβώς τότε όταν το
σώµα L είναι σώµα ανάλυσης ενός διαχωρισίµου ως προς το K πολυωνύµου f (x) ∈ K[x].

Αν ϑεωρήσουµε την οµάδα των K-αυτοµορφισµών του σώµατος L, τότε στην περίπτωση που η
επέκταση L/K είναι Galois, υπάρχι µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία ανάµεσα στις υποοµάδες
της οµάδας Galois και στα ενδιάµεσα σώµατα της επέκτασης L/K.

Ορισµός 11.4.15. ΄Ενας K-αυτοµορφισµός του σώµατος L, K ≤ L είναι ένας αυτοµορφισµός του
L ο οποίος αφήνει όλα τα στοιχεία του K σταθερά.

Ορισµός 11.4.16. Μια επέκταση L/K λέγεται απλή επέκταση όταν υπάρχει στοιχείο θ ∈ L τέτοιο
ώστε L = K(θ). Αν το θ είναι αλγεβρικό ως προς το σώµα K, τότε η L/K λέγεται απλή αλγεβρική.

Πρόταση 11.4.17. Κάθε πεπερασµένη και διαχωρίσιµη επέκταση L/K είναι απλή αλγεβρική.

Πόρισµα 11.4.18. Αν η L είναι πεπερασµένη επέκταση ενός σώµατος K χαρακτηριστικής µηδέν,
τότε η επέκταση L/K είναι απλή αλγεβρική.
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Παράρτηµα Β, χρήση Sage

Το πρόγραµµα Sage1 είναι ένα ελεύθερο ανοιχτού κώδικα σύστηµα λογισµικού, το οποίο ϐα-
σίστηκε στον συνδυασµό πολλών υπαρχόντων συστηµάτων για υπολογιστικά µαθηµατικά και ο
σκοπός του είναι να αποτελέσει µια ανοιχτού λογισµικού εναλλακτική λύση για πακέτα όπως το
Magma2, Maple3, Mathematica 4 και Matlab5.

Ας δούµε µερικά παραδείγµατα:

sage : 2 + 2
4
factor (−2015)
−1 ∗ 5 ∗ 13 ∗ 31

Μπορούµε να πάρουµε πρώτους αριθµούς

prime_range (100)
[2 , 3 , 5 , 7 , 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97]

ή να µετρήσουµε το πλήθος των πρώτων που είναι µικρότεροι του 106.

prime_pi (10^6)
78498

Το πρόγραµµα µπορεί επίσης να χειριστεί έννοιες από τον απειροστικό λογισµό, όπως αόριστα
και ορισµένα ολοκληρώµατα:

integrate (1 + x + x^2, x )
1/3∗x^3 + 1/2∗x^2 + x
numerical_integral (1 + x + x^2, 0 , 3 ) [0 ]
16.500000000000004

1http://www.sagemath.org/
2http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/
3 http://www.maplesoft.com/
4 http://www.wolfram.com/mathematica/
5 http://www.mathworks.com/products/matlab/
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Και να κάνει γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων και όχι µόνο.
Το πρόγραµµα σαγε αποτελεί µια πλήρη γλώσσα προγραµµατισµού µε δοµή όπως η python6.

Μπορούµε να εκτελέσουµε ϐρόγχους (λοοπς) πάνω στα αντικείµενά του. ΄Ετσι µπορούµε να
υπολογίσουµε τα τετράγωνα όλων των πρώτων που είναι µικρότεροι του 1000 µε τον παρακάτω
κώδικα:

sum=0
for i in prime_range (1000):

sum=sum+ i^2
print sum

49345379

Ας δούµε πως µπορούµε να χειριστούµε πολυώνυµα µε το sage. Θα πρέπει να ορίσουµε
πρώτα τον πολυωνυµικό δακτύλιο Q[t]

sage : R = PolynomialRing (QQ, ’ t ’ )
sage : R
Univariate Polynomial Ring in t over Rational Field

Οι παραπάνω εντολές δηλώνουν στο σαγε ότι η αλφαριθµητική µεταβλητή (στρινγ) `τ΄ συµβολίζει
την µεταβλητή του δακτυλίου στην εµφάνιση στην οθόνη. Αυτό δεν ορίζει το σύµβολο t για χρήση
στο Σαγε, δηλαδή δεν µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε για να εισαγάγουµε ένα πολυώνυµο
όπως το t2 + 2t + 1.

Θα µπορούσαµε εναλλακτικά να δώσουµε

sage : S = QQ[ ’ t ’ ]
sage : S == R
True

Στον παραπάνω ορισµό ορίσαµε τον δακτύλιο S και ϱωτήσαµε (η έκφραση µε τα δύο == έχει
την έννοια της ερώτησης) αν οι δακτύλιοι S, R ταυτίζονται, και πήραµε ϑετική (τρυε) απάντηση.
Και αυτός ο τρόπος ορισµού έχει το ίδιο πρόβληµα στη χρήση της µεταβλητής τ.

΄Ενας πολύ ϐολικότερος τρόπος είναι να δώσουµε

sage : R.< t> = PolynomialRing (QQ)

ή

sage : R.< t> = QQ[ ’ t ’ ]
<div>

ή

sage : R.< t> = QQ[ ]

Οι παραπάνω ορισµοί ορίζουν τη µεταβλητή να είναι η µεταβλητή του πολυωνυµικού δακτυ-
λίου, οπότε µπορούµε εύκολα να ορίσουµε στοιχεία του δακτυλίου:

sage : poly = ( t +1) ∗ ( t +2) ; poly
t^2 + 3∗ t + 2
sage : poly in R
True

6https://www.python.org/

https://www.python.org/
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Στο παραπάνω ο τελεστής ὶν΄ έδωσε ϑετική απάντηση (τρυε), αφού πράγµατι το πολυώνυµο
είναι στοιχείο του δακτυλίου R.

Σε κάθε περίπτωση ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε τον γεννήτορα του πολυωνυµικού δακτυλίου
ως εξής :

sage : R = PolynomialRing (QQ, ’ t ’ )
sage : t = R.0
sage : t in R
True

Οι πραγµατικοί και οι µιγαδικοί αριθµοί είναι δοµές κινητής υποδιαστολής και οι πράξεις δεν
γίνονται µε ακριβή τρόπο. Ιδιαίτερα οι µιγαδικοί αριθµοί ϑεωρούνται ότι παράγονται πάνω από
τους πραγµατικούς µε το σύµβολο i

sage : CC
Complex Field with 53 bits of precision
sage : CC.0 # 0th generator of CC
1.00000000000000∗ I

Ας κάνουµε µερικά παραδείγµατα στον δακτύλιο Q[t]

sage : R, t = QQ[ ’ t ’ ] . objgen ( )
sage : f = 2∗ t^7 + 3∗ t^2 − 15/19
sage : f^2
4∗ t^14 + 12∗ t^9 − 60/19∗t^7 + 9∗ t^4 − 90/19∗t^2 + 225/361
sage : cyclo = R. cyclotomic_polynomial ( 7 ) ; cyclo
t^6 + t^5 + t^4 + t^3 + t^2 + t + 1
sage : g = 7 ∗ cyclo ∗ t^5 ∗ ( t^5 + 10∗ t + 2)
sage : g
7∗ t^16 + 7∗ t^15 + 7∗ t^14 + 7∗ t^13 + 77∗ t^12 + 91∗ t^11 +
91∗ t^10 + 84∗ t^9+ 84∗ t^8 + 84∗ t^7 + 84∗ t^6 + 14∗ t^5
sage : F = factor ( g ) ; F
(7 ) ∗ t^5 ∗ ( t^5 + 10∗ t + 2) ∗
( t^6 + t^5 + t^4 + t^3 + t^2 + t + 1)
sage : F. unit ( )
7
sage : l i s t (F )
[ ( t , 5) , ( t^5 + 10∗ t + 2, 1) , ( t^6 + t^5 + t^4 + t^3 + t^2
+ t + 1, 1 ) ]

Παρατηρούµε ότι η παραγοντοποίηση καταγράφει και τη µονάδα του δακτυλίου.
Η διαίρεση δύο πολυωνύµων δίνει αποτέλεσµα στον δακτύλιο πηλίκων, τον οποίο το σαγε

ορίζει αυτόµατα:

sage : x = QQ[ ’ x ’ ] .0
sage : f = x^3 + 1; g = x^2 − 17
sage : h = f/g ; h
( x^3 + 1)/(x^2 − 17)
sage : h. parent ( )
Fraction Field of Univariate Polynomial Ring in x over
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Rational Field

Αν ορίσουµε τη µεταβλητή µε διαφορετικό όνοµα έχουµε έναν διαφορετικό πολυωνυµικό
δακτύλιο για το σαγε

sage : R.<x> = PolynomialRing (QQ)
sage : S.<y> = PolynomialRing (QQ)
sage : x == y
False
sage : R == S
False
sage : R( y )
x
sage : R( y^2 − 17)
x^2 − 17

Ο δακτύλιος προσδιορίζεται από τη µεταβλητή. Ορίζοντας έναν δακτύλιο µε άλλο όνοµα αλλά
την ίδια µεταβλητή δεν καταλήγουµε σε διαφορετικούς δακτυλίους.

sage : R = PolynomialRing (QQ, "x" )
sage : T = PolynomialRing (QQ, "x" )
sage : R == T
True
sage : R is T
True
sage : R.0 == T.0
True

Μπορούµε να ορίσουµε πολυωνυµικούς δακτυλίους πάνω από οποιονδήποτε δακτύλιο ϐάσης.

sage : R.<T> =PolynomialRing (GF( 7 ) ) ; R
Univariate Polynomial Ring in T over Finite Field of s ize 7

Ας δούµε ένα παράδειγµα ενός αθροίσµατος όπου κάθε όρος έχει και διαφορετικό όνοµα:

sage : f = sum(1/var ( ’n%s ’%i )^ i for i in range ( 10 ) )
1/n1 + 1/n2^2 + 1/n3^3 + 1/n4^4 + 1/n5^5 + 1/n6^6 +
1/n7^7 + 1/n8^8 + 1/n9^9 + 1
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