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1.1 Τι είναι οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί; 

Στο ∆ηµοτικό έχουµε συναντήσει µετασχηµατισµούς σχηµάτων, όπως η 

συµµετρία ως προς άξονα, η συµµετρία ως προς κέντρο και η στροφή. Επίσης, τέτοιοι 

µετασχηµατισµοί είναι πολύ συνηθισµένοι στη φύση και στην τέχνη.  

Μπορείτε να ονοµάσετε και να περιγράψετε τους µετασχηµατισµούς που 

φαίνονται στις εικόνες;∗ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Μπορείτε να 

βρείτε
∗ κι άλλα 

παραδείγµατα παρόµοιων 

µετασχηµατισµών από τη φύση, την τέχνη ή την καθηµερινή ζωή;  

Όταν έχουµε ένα σχήµα, µπορούµε να το αντιγράψουµε στο διαφανές χαρτί και να 

το µεταφέρουµε σε άλλη θέση, µπορούµε να το µεγαλώσουµε ή να το µικρύνουµε. Σε 

κάθε περίπτωση, από ένα αρχικό σχήµα παίρνουµε ένα τελικό σχήµα. Γενικά, το 

τελικό σχήµα µπορεί να είναι ίδιο µε το αρχικό, µεγαλύτερο ή µικρότερο από το 

αρχικό, ακόµα και να έχει διαφορετική µορφή από το αρχικό. 

Μια τέτοια διαδικασία λέγεται γεωµετρικός µετασχηµατισµός. Η διαδικασία 

αυτή "µετασχηµατίζει" κάθε σηµείο του αρχικού σχήµατος σε ένα σηµείο του τελικού 

σχήµατος. ∆ηλαδή, γεωµετρικός µετασχηµατισµός λέγεται µια διαδικασία κατά την 

                                                 
∗ η εικόνα   σηµαίνει: συζητήστε µεταξύ σας, πρώτα στην οµάδα σας και µετά σε όλη την τάξη. 

   η εικόνα   σηµαίνει: γράψτε ή σχεδιάστε ή υπολογίστε ή … (κάντε κάτι εσείς οι ίδιοι) 

 

 
 



οποία από ένα αρχικό σχήµα, ακολουθώντας ένα κανόνα, παίρνουµε ένα τελικό 

σχήµα. Το τελικό σχήµα λέγεται και εικόνα του αρχικού. 

 

1.2 Εφαρµόζουµε µετασχηµατισµούς σε σχήµα 

Μπορείτε κι εσείς να κατασκευάσετε ένα σχήµα και να το 

µετασχηµατίσετε όπως τα τρία προηγούµενα. Κατασκευάστε 

ένα καλούπι, κόβοντας ένα χαρτόνι ή χοντρό χαρτί σε όποιο 

σχήµα θέλετε (για παράδειγµα, δείτε την εικόνα δίπλα). 

Χρησιµοποιήστε το καλούπι για να φτιάξετε το αρχικό 

σας σχήµα. Μετά χρησιµοποιήστε το για να κάνετε:  

α) παράλληλη µεταφορά του αρχικού σχήµατός σας, 

β) ανάκλαση του αρχικού σχήµατός σας ως προς κάποια ευθεία, 

γ) στροφή του αρχικού σχήµατός σας ως προς κάποιο σηµείο. 

Περιγράψτε κάθε µετασχηµατισµό που κάνατε. Από τι εξαρτάται η θέση του 

τελικού σχήµατος σε κάθε περίπτωση; Τι σχέση νοµίζετε ότι έχει το αρχικό 

σχήµα συγκρινόµενο µε την εικόνα του;  

Προσπαθήστε να διατυπώσετε τι θα λέµε παράλληλη µετατόπιση ή µεταφορά, 

τι ανάκλαση και τι στροφή ενός σχήµατος. 

1.3 ∆ιατυπώνουµε ορισµούς και τους συζητάµε 

Η παράλληλη µετατόπιση (ή 

παράλληλη µεταφορά, ή απλώς 

µεταφορά) µεταφέρει το αρχικό 

σχήµα (µπλε) σε µια άλλη θέση, 

σε ορισµένη απόσταση και 

κατεύθυνση από την αρχική του θέση. 

Έτσι, η παράλληλη µετατόπιση 

καθορίζεται από ένα διάνυσµα. Στο 

διπλανό σχήµα το ΑΒΓ∆ΕΖΗ 

µετατοπίστηκε κατά το διάνυσµα 
→

ΚΛ  και δηµιουργήθηκε η εικόνα του, το σχήµα 

Α΄Β΄Γ΄∆΄Ε΄Ζ΄Η΄ (µπορείτε να χρησιµοποιήσετε το αρχείο metafora1.ggb). 



Η ανάκλαση ως προς 

ευθεία (ή συµµετρία ως προς 

άξονα) ανακλά το αρχικό 

σχήµα (µπλε) µε 

καθρέφτη την ευθεία. 

∆ηλαδή, µπορούµε να 

φανταστούµε την ευθεία σαν 

καθρέφτη, και το αρχικό και το 

τελικό σχήµα σαν το 

αντικείµενο και το είδωλό του. 

Αν διπλώναµε το χαρτί κατά 

µήκος της ευθείας, το αρχικό 

και το τελικό σχήµα θα 

συνέπιπταν. Έτσι, η ανάκλαση καθορίζεται από την ευθεία ως προς την οποία 

ανακλάται το σχήµα µας (µπορείτε να χρησιµοποιήσετε το αρχείο anaklasi1.ggb). 

Η στροφή ως προς σηµείο, 

περιστρέφει το αρχικό σχήµα 

(µπλε) γύρω από ένα 

συγκεκριµένο σηµείο (το κέντρο) κατά 

µια συγκεκριµένη γωνία. Συνήθως, 

µετράµε τις γωνίες µε φορά αντίθετη 

από εκείνη των δεικτών του ρολογιού. 

Στη στροφή, το αρχικό και το τελικό σηµείο ισαπέχουν από το κέντρο. Έτσι, η 

στροφή ως προς σηµείο καθορίζεται από το σηµείο και το µέτρο της γωνίας (µπορείτε 

να χρησιµοποιήσετε το αρχείο strofi1.ggb). 

Η συµµετρία ως προς σηµείο είναι µια ειδική περίπτωση στροφής. Πιο 

συγκεκριµένα, είναι η στροφή γύρω από σηµείο κατά γωνία 180°. 
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2.1 Ποιο είναι το σωστό; 

 Στο διπλανό σχήµα, βρείτε ποιο από τα 

τετράπλευρα είναι η µετατόπιση του 

τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ κατά το διάνυσµα 

ΚΛ. ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας. Το άλλο 

τετράπλευρο πως µπορεί να προκύψει από το ΑΒΓ∆; 

 

2.2 Σχεδίαση σε τετραγωνισµένο χαρτί 

Στο παρακάτω σχήµα, να σχεδιάσετε το σχήµα που προκύπτει από τη µετατόπιση 

του τριγώνου ΑΒΓ,  α) κατά το διάνυσµα
→

ΚΛ ,  β) κατά το 
→

AB ,  γ) κατά το 
→

ΓB . 

Σε καθεµία περίπτωση συγκρίνετε τις πλευρές και τις γωνίες του αρχικού 

σχήµατος µε τις αντίστοιχες πλευρές και γωνίες του τελικού σχήµατος. 

Αφού κάνετε την κατασκευή µε το χέρι, κάντε την και µε λογισµικό: ανοίξτε 

το αρχείο metafora5.ggb του Geogebra. 

 



2.3 Μετατόπιση και ισότητα σχηµάτων 

Έχουµε ένα αρχικό σχήµα και 

εκείνο που προκύπτει από την 

παράλληλη µεταφορά του κατά 

ένα διάνυσµα. Ποια σχέση 

νοµίζετε ότι υπάρχει ανάµεσα 

στο αρχικό και το τελικό σχήµα; Είναι 

ίσα ή όχι; Μπορείτε να 

ξεκινήσετε τη διερεύνησή σας µε 

ευθύγραµµα τµήµατα: ένα 

ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και η εικόνα του Α΄Β΄ µέσω µιας µεταφοράς κατά το 

διάνυσµα 
→

ΚΛ  είναι ίσα; Γιατί; Επίσης, συγκρίνετε µια γωνία µε την εικόνα της µέσω 

µιας µετατόπισης. Στη διερεύνηση αυτή, ίσως µπορέσετε να εξηγήσετε και τη 

λέξη "παράλληλη" που χρησιµοποιούµε στο όνοµα αυτού του µετασχηµατισµού. 

Κατά την παράλληλη µετατόπιση ενός σχήµατος, το τελικό σχήµα είναι ίσο µε το 

αρχικό. Ειδικότερα, τα αντίστοιχα ευθύγραµµα τµήµατα έχουν ίσα µήκη και οι 

αντίστοιχες γωνίες έχουν ίσα µέτρα. 

 

2.4 Παράλληλη µετατόπιση σε σύστηµα συντεταγµένων 

α) Σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων παίρνουµε τα σηµεία Α(1,2), 

Β(2,3), Γ(4,–1) και ∆(1,–2). Βρείτε το τρίγωνο Β΄Γ΄∆΄ που προκύπτει από τη 

µετατόπιση του τριγώνου ΒΓ∆ κατά το διάνυσµα 
→

OA . Συγκρίνετε τις πλευρές 

ΒΓ και Β'Γ' και τις γωνίες B̂  και 'B̂ . 

β) Το διάνυσµα 
→

OA  δηλώνει µετατόπιση κατά 1 µονάδα δεξιά και 2 µονάδες 

πάνω. Πώς φαίνεται αυτό στις συντεταγµένες των σηµείων Β΄, Γ΄, ∆΄. Αν 

έχουµε ένα οποιοδήποτε σηµείο Μ, ποια θα είναι η µετατόπισή του κατά το 

διάνυσµα 
→

OA  και πως θα εκφραστεί στις συντεταγµένες του; 

γ) Θα µπορούσαµε να περιγράψουµε την προηγούµενη µετατόπιση µε το 

συµβολισµό: )2y,1x()y,x( ++→ , δηλαδή το σηµείο µε συντεταγµένες (x,y) 



µετατοπίστηκε στο σηµείο µε συντεταγµένες (x+1,y+2). Σε τετραγωνισµένο χαρτί 

σχεδιάστε το τετράπλευρο ΚΛΜΝ που έχει κορυφές τα σηµεία Κ(1,–2), Λ(0,2), 

Μ(3,2), Ν(5,0). Βρείτε την εικόνα του µετά τον µετασχηµατισµό 

)1y,5x()y,x( −+→ . Ο µετασχηµατισµός αυτός είναι παράλληλη 

µετατόπιση; Αν είναι, ως προς ποιο διάνυσµα; 

δ) Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων έχουµε το τρίγωνο ΡΣΤ που έχει κορυφές τα 

σηµεία Ρ(1,1), Σ(0,2), Μ(–2,0). Σε µια παράλληλη µετατόπιση η εικόνα του 

σηµείου Ρ είναι το σηµείο Ο(0,0). Ποιες είναι οι εικόνες των άλλων κορυφών 

του ΡΣΤ;  

ε) Αντιγράψτε σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων το διπλανό τετράπλευρο 

και βρείτε την εικόνα του µετά από τη µετατόπιση: 

i) 4 µονάδες δεξιά και 1 κάτω 

ii) 3 µονάδες αριστερά και 2 πάνω 

iii) )2y,2x()y,x( ++→  

iv) )1y,2x()y,x( +−→  

v) )3y,x()y,x( +→  
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3.1 Ποιο είναι το σωστό; 

Σε ποια από τις δύο εικόνες το κόκκινο σχήµα είναι η ανάκλαση του µπλε 

σχήµατος ως προς την ευθεία; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας. Στην άλλη 

εικόνα, πως µπορεί να προκύψει το κόκκινο σχήµα από το µπλε; 

  

 



3.2 Βρίσκοντας το συµµετρικό ως προς ευθεία 

Σε ένα φύλλο χαρτί σχεδιάστε ένα οποιοδήποτε σχήµα και µια ευθεία. Βρείτε την 

εικόνα του σχήµατός σας µέσω της ανάκλασής του ως προς την ευθεία (ή 

απλούστερα, το συµµετρικό του σχήµατός σας ως προς την ευθεία). 

Κάντε το ίδιο µε λογισµικό: στο αρχείο anaklasi10.ggb του Geogebra βρείτε το 

συµµετρικό του τριγώνου ΑΒΓ ως προς την ευθεία ∆Ε. Πειραµατιστείτε 

µετακινώντας το σηµείο ∆ ή Ε για να δείτε πως µεταβάλλεται το συµµετρικό 

του ΑΒΓ. Κάνετε το ίδιο µετακινώντας τις κορυφές Α ή Β ή Γ. Υπάρχει περίπτωση το 

συµµετρικό του Α να ταυτίζεται µε το Α; 

 

3.3 Σχήµατα µε άξονα συµµετρίας 

Η λέξη "συµµετρία" στην καθηµερινή χρήση 

της, δηλώνει κάτι που "έχει αρµονία", κάτι που 

είναι "σωστά ζυγισµένο" ή "έχει ισορροπία 

γύρω από µια ευθεία". Έτσι, το ανθρώπινο 

σώµα ή πρόσωπο είναι συµµετρικά ως προς µια 

κατακόρυφη ευθεία. Πολλές εικόνες της φύσης 

(από ζώα και φυτά) αλλά και ανθρώπινες 

κατασκευές (έργα τέχνης, οικήµατα, 

καθηµερινά αντικείµενα) έχουν το χαρακτηριστικό της συµµετρίας ως προς άξονα. 

Μπορείτε να βρείτε κι άλλα αντικείµενα συµµετρικά ως προς 

µια ευθεία; 

Ένα σχήµα λέµε ότι είναι συµµετρικό ως προς άξονα, 

όταν το συµµετρικό του ως προς αυτόν τον άξονα είναι το 

ίδιο το σχήµα.  

Πόσους άξονες συµµετρίας µπορεί να έχει ένα σχήµα; ∆ώστε παραδείγµατα 

σχηµάτων µε ένα, δύο, τρεις ή περισσότερους άξονες συµµετρίας.  

Ταξινοµήστε τα κεφαλαία γράµµατα του ελληνικού 

αλφάβητου µε κριτήριο τον αριθµό των αξόνων συµµετρίας τους. 

Για παράδειγµα, το Α έχει έναν άξονα συµµετρίας, το Χ έχει δύο, κλπ 

 



Βρείτε τους άξονες συµµετρίας που έχει ένα κανονικό 

πολύγωνο µε 3, 4, 5, 6 πλευρές. Συµπληρώστε έναν 

πίνακα µε δύο γραµµές: µία για τον αριθµό των 

πλευρών και µία για τον αριθµό των αξόνων συµµετρίας. 

Προσπαθήστε να γενικεύσετε για το πλήθος των 

αξόνων συµµετρίας που έχει ένα κανονικό πολύγωνο 

µε ν πλευρές; Ποιοι είναι οι άξονες συµµετρίας του;  

 

3.4 Που πήγε ο άξονας συµµετρίας; 

Η Μαρία κι ο Γιάννης 

συζητούσαν αν στο διπλανό 

σχήµα τα τετράπλευρα 

ΑΒΓ∆ και Α΄Β΄Γ΄∆΄ είναι 

συµµετρικά. Για να 

σιγουρευτούν, αποφάσισαν 

να βρουν τον άξονα 

συµµετρίας. Μπορείτε 

να τους βοηθήσετε; Μεταφέρετε το σχήµα σε ένα φύλλο χαρτί και 

προσπαθήστε να βρείτε τον άξονα συµµετρίας, αν είναι δυνατόν µε 

περισσότερους από ένα τρόπους. 

 

3.5 Μια ιδιότητα της ανάκλασης 

Στην προηγούµενη εργασία, σχεδιάστε τα τµήµατα ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, ∆∆΄. Τι 

σχέση έχει ο άξονας συµµετρίας µε αυτά τα ευθύγραµµα τµήµατα; 

Μήπως αυτό µας δίνει άλλον ένα τρόπο 

κατασκευής του συµµετρικού ενός σχήµατος 

ως προς άξονα (εκτός από τη δίπλωση του 

χαρτιού); Χρησιµοποιήστε αυτόν τον τρόπο για να 

κατασκευάσετε το συµµετρικό ως προς µια 

ευθεία α) ενός σηµείου, β) ενός ευθύγραµµου 

τµήµατος, γ) µιας γωνίας, δ) ενός κύκλου. 



Αν το Μ΄ είναι το συµµετρικό του Μ ως προς την ευθεία ε, τότε η ευθεία ε είναι η 

µεσοκάθετος του ευθύγραµµου τµήµατος ΜΜ΄. 

 

 3.6 Ανάκλαση και ισότητα σχηµάτων 

Έχουµε ένα αρχικό σχήµα και το συµµετρικό του ως προς µια ευθεία. Ποια σχέση 

νοµίζετε ότι υπάρχει ανάµεσα στο 

αρχικό και το τελικό σχήµα; Είναι 

ίσα ή όχι; ∆ικαιολογήστε την 

απάντησή σας. Μπορείτε να 

ξεκινήσετε τη διερεύνησή σας µε 

ευθύγραµµα τµήµατα: ένα 

ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και το 

συµµετρικό του Α΄Β΄ ως προς την 

ευθεία ε είναι ίσα; Γιατί; Κάντε το 

ίδιο µε µια γωνία και τη συµµετρική της. 

Κατά την ανάκλαση (συµµετρία ως προς άξονα) ενός σχήµατος, το τελικό σχήµα 

είναι ίσο µε το αρχικό. Ειδικότερα, τα συµµετρικά ευθύγραµµα τµήµατα έχουν ίσα 

µήκη και οι συµµετρικές γωνίες έχουν ίσα µέτρα. 

 

3.7 Ανάκλαση σε σύστηµα συντεταγµένων 

α) Σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων παίρνουµε τα σηµεία Α(1,2), 

Β(3,0) και Γ(0,4). Σχεδιάστε και βρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων που 

είναι συµµετρικά των Α, Β, Γ  ως προς  α) τον άξονα x΄x,  β) τον άξονα y΄y. 

β) Μπορείτε να διατυπώσετε ένα κανόνα για να βρίσκουµε τις συντεταγµένες του 

συµµετρικού οποιουδήποτε σηµείου ως προς τους δύο άξονες; Στη µεταφορά είχαµε 

χρησιµοποιήσει συµβολισµό όπως ο )2y,1x()y,x( ++→ , για να δείξουµε τη  

µετατροπή των συντεταγµένων. Πως µπορούµε να κάνουµε κάτι αντίστοιχο για 

την ανάκλαση ως προς τον άξονα των x ή των y; 

γ) Σε σύστηµα συντεταγµένων σχεδιάστε ένα οποιοδήποτε τρίγωνο ΑΒΓ. Βρείτε 

το συµµετρικό του ΑΒΓ ως προς τον x΄x και ονοµάστε το Α1Β1Γ1. Βρείτε το 

συµµετρικό του Α1Β1Γ1 ως προς τον y΄y και ονοµάστε το Α2Β2Γ2. Βρείτε το 



συµµετρικό του Α2Β2Γ2 ως προς τον x΄x και ονοµάστε το Α3Β3Γ3. Ποιο είναι το 

συµµετρικό του Α3Β3Γ3 ως προς τον y΄y; Γιατί νοµίζετε ότι συµβαίνει αυτό; 

δ) Στο διπλανό σχήµα, βρείτε το συµµετρικό 

του τριγώνου ΑΒΓ ως προς την ευθεία ε. 

Μπορείτε να προβλέψετε τις 

συντεταγµένες του συµµετρικού του 

σηµείου Κ(–2,5), χωρίς να το σχεδιάσετε; 

 

 

 

 

 

 

Ο Μ. Κ. Έσερ (Maurits Cornelis Escher) 

(1898 – 1972) ήταν Ολλανδός ζωγράφος 

γνωστός για τα έργα του (πίνακες 

ζωγραφικής, λιθογραφίες και ξυλογραφίες) 

στα οποία κεντρικό ρόλο έχει η γεωµετρία, οι 

συµµετρίες και τα παράδοξα. Ο ίδιος έλεγε: "∆ιασχίζω 

συνεχώς το σύνορο µεταξύ µαθηµατικών και τέχνης".  

Αναζητήστε στοιχεία 

για τον Έσερ και το έργο 

του. 

   
 
 
 


