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Μέθοδος Jackknife Εισαγωγή

Η µέθοδος Jackknife αναπτύχθηκε για τον περιορισµό της µεροληψίας

ορισµένων εκτιµητριών. Επίσης η µέθοδος αυτή ϐρίσκει εφαρµογή σε

περιπτώσεις σύνθετων εκτιµητριών για τις οποίες ο ϑεωρητικός

υπολογισµός του τυπικού σφάλµατος είναι αρκετά πολύπλοκος.

Συγκεκριµένα η µέθοδος Jackknife προσφέρει:

1 Εκτιµήτριες συναρτήσεις µε µικρότερη µεροληψία σε απόλυτη τιµή

2 Εύκολο υπολογισµό του τυπικού σφάλµατος εκτιµήτριας.



Συµβολισµός

Πριν προχωρήσουµε στην ανάπτυξη της µεθόδου χρειάζεται να

κάνουµε µία εισαγωγή στον συµβολισµό τον οποίο ϑα

χρησιµοποιήσουµε και ο οποίος έχει µια ιδιαιτερότητα :

΄Εστω ένα τυχαίο δείγµα X1, X2, ..., Xn µεγέθους n και µια εκτιµήτρια

συνάρτηση θ̂ της πραγµατικής παραµέτρου θ του πληθυσµού η οποία

είναι µια συνάρτηση του δείγµατος (θ̂ = T(X1, X2, ..., Xn)).

Ορίζουµε ως θ̂(i) την τιµή της εκτιµήτριας που προκείπτει αν

αφαιρέσουµε την i παρατήρηση από το δείγµα µας. ∆ηλαδή

θ̂(i) = T(X1, X2, ..., Xi−1, Xi+1, ..., Xn)



Η Jackknife εκτιµήτρια

Η Jackknife εκτιµήτρια θ̂J της απλής εκτιµήτριας θ̂ υπολογίζεται ως

θ̂J = nθ̂ − (n − 1)¯̂
θ(•) ,

όπου
¯̂θ(•) = 1

n

n∑
i=1

θ̂(i)



∆ιαδικασία :

Για να υπολογίσουµε λοιπον την Jackknife εκτιµήτρια αρχικά

αφαιρούµε την πρώτη παρατήρηση X1 και υπολογίζουµε την

εκτιµήτρια θ̂(1). Μετά επιστρέφουµε στο δείγµα την πρώτη

παρατήρηση και αφαιρούµε τη δεύτερη X2 και ούτω καθεξής µέχρι

να αφαιρέσουµε και την τελευταία παρατήρηση. Σε κάθε

επανάληψη της διαδικασίας το πλήθος των παρατηρήσεων είναι

n − 1.

Αφαιρώντας παρατηρήσεις από το αρχικό δείγµα και εκτιµώντας

ξανά την παράµετρο που µας ενδιαφέρει, παίρνουµε πληροφορία

σχετικά µε τη σταθερότητα, και άρα τη µεταβλητότητα, της

εκτιµήτριας. Εποµένως αν αφαιρούµε κάθε ϕορά µια

παρατήρηση εξετάζοντας πόσο αλλάζουν οι τιµές της εκτιµήτριας

παίρνουµε µια εικόνα σχετικά µε τη διακύµανση της εκτιµήτριας.

Η Jackknife εκτιµήτρια κάνει διόρθωση της εκτιµήτριας από το

συνολικό δείγµα µε τη χρήση των εκτιµητριών από τα δείγµατα

όπου έχουµε αφαιρέσει µια τιµή.



Ψευδοτιµές

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος µε τον οποίο µπορεί να υπολογιστεί η

Jackknife εκτιµήτρια είναι µε τη χρήση ψευδοτιµών. Συγκεκριµένα

ορίζονται οι ψευδοτιµές pi ως :

pi = nθ̂ − (n − 1)θ̂(i)

Και η εκτιµήτρια Jackknife δίνεται από τη σχέση :

θ̂J =
1

n

n∑
i=1

pi

.



Παράδειγµα Ι

΄Εστω οι εξής 6 παρατηρήσεις που αφορούν το χρόνο αναµονής σε

λεπτά σε µια στάση λεωφορείου : 4 ,3 ,7 ,6 ,5 ,9. Να υπολογιστούν οι

εκτιµήτριες jackknife για τη µέση τιµή και τη διάµεσο του πληθυσµού.



∆ιάφορες Jackknife εκτιµήτριες: Μέση τιµή

΄Εστω ότι η εκτιµήτρια η οποία µας ενδιαφέρει είναι η µέση τιµή.

∆ηλαδή: θ̂ = x̄ . Οι ψευδοτιµές υπολογίζονται ως :

pi = nθ̂ − (n − 1)θ̂(i) = nθ̂ − (n − 1)

n∑
j=1

Xj−Xi

n−1
=

= nθ̂ − (n − 1) nθ̂−Xi

n−1
= Xi

Η εκτιµήτρια jackknife εποµένως ϑα είναι : θ̂J = 1

n

n∑
i=1

pi = x̄ .



Γενίκευση :

Για οποιαδήποτε εκτιµήτρια της µορφής

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

h(Xi)

η Jackknife εκτιµήτρια ταυτίζεται µε την απλή εκτιµήτρια.



∆ιάφορες Jackknife εκτιµήτριες: ∆ιάµεσος

Αν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι άρτιος αριθµός τότε η Jackknife

εκτιµήτρια της διαµέσου ταυτίζεται µε τη δειγµατική διάµεσο αν όµως

είναι περιττός αριθµός κάτι τέτοιο δεν ισχύει.

Για άρτιο µέγεθος δείγµατος έχουµε :

θ̂(i) =

{
Xn/2 i ≥ n

2
+ 1

X n

2
+1 i < n

2
+ 1

και
¯̂
θ(·) = 1

n

n

2

(
Xn/2 + X n

2
+1

)
= 1

2

(
Xn/2 + X n

2
+1

)



∆ιάφορες Jackknife εκτιµήτριες: ∆ιάµεσος (συνέχεια)

Για περιττό µέγεθος δείγµατος έχουµε :

¯̂
θ(·) =

1

2n

(
n − 1

2
+ 1

)(
X n+1

2
+1

+ X n+1

2
−1

)
+

1

2n
(n − 1)X n+1

2

και

θ̂J =

[
n − 1

2n
(n − 1)2

]
X n+1

2

−(n−1)
1

2n

(
n − 1

2
+ 1

)(
X n+1

2
+1

+ X n+1

2
−1

)
.



∆ιάφορες Jackknife εκτιµήτριες: ∆ιακύµανση

΄Οταν έχουµε κανονικό πληθυσµό η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφάνειας

της παραµέτρου σ2 είναι η δειγµατική διακύµανση

θ̂ = s2 = 1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 για την οποία ξέρουµε πως είναι µεροληπτική

(για κανονικούς πληθυσµούς). Μπορεί να αποδειχτεί πως :

Η Jackknife εκτιµήτρια της διακύµανσης είναι :

θ̂J =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

που είναι αµερόληπτη.



∆ιάφορες Jackknife εκτιµήτριες: Ποσοστά

΄Εστω ότι έχουµε ένα τυχαίο δείγµα X1, X2, ..., Xn δοκιµών Bernoulli.

∆ηλαδή κάθε Xi παίρνει την τιµή 1 µε πιθανότητα p και 0 µε πιθανότητα

1 − p. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να εκτιµήσουµε την ποσότητα p2. Θα

δείξουµε ότι η εκτιµήτρια jackknife ϐελτιώνει τη µεροληψία της

εκτιµήτριας µεγίστης πιθανοφάνειας.



∆ιάφορες Jackknife εκτιµήτριες: Ποσοστά (συνέχεια)

Ορίζουµε ως R =
n∑

i=1

Xi τον αριθµό των επιτυχιών (των µονάδων

δηλαδή) στις n δοκιµές. Η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφάνειας για το p

είναι R/n. Εποµένως από τις ιδιότητες της µεθόδου µεγίστης

πιθανοφάνειας η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφάνειας θ̂ της παραµέτρου

θ = p2 ϑα είναι

θ̂ =

(
R

n

)2

.

ϑ.δ.ο.

E(θ̂) =
p(1 − p)

n
+ p

2

∆ηλαδή η εκτιµήτρια είναι µεροληπτική.



∆ιάφορες Jackknife εκτιµήτριες: Ποσοστά (συνέχεια)

ϑ.δ.ο. η εκτιµήτρια jackknife είναι :

θ̂J =
R(R − 1)

n(n − 1)

για την οποία ισχύει :

E(θ̂J) = p
2

και εποµένως η jackknife εκτιµήτρια είναι αµερόληπτη.



Τυπικά σφάλµατα

Από τον ορισµό της εκτιµήτριας jackknife µε τη χρήση των ψευδοτιµών

προκύπτει ότι :

Var(θ̂J) =

n∑
i=1

Var(pi)

n2
=

Var(p1)

n
,

όµως επειδή τα pi έχουν όλα την ίδια διακύµανση για αυτό µπορούµε

να χρησιµοποιούµε, έστω, την τιµή p1.

Μια αµερόληπτη εκτίµηση για τη διακύµανση των ψευδοτιµών είναι η :

s
2
p =

1

n − 1

n∑
i=1

(pi − p̄)2

και εποµένως µπορούµε να εκτιµήσουµε τη διακύµανση της jackknife

εκτιµήτριας ως

s
2

θ̂j

=
1

n(n − 1)

n∑
i=1

(pi − p̄)2

=
n − 1

n

n∑
i=1

(θ̂(i) −
¯̂
θ(•))

2



Τυπικά σφάλµατα (συνέχεια)

Για µια µεγάλη οµάδα εκτιµητριών η εκτιµήτρια jackknife ταυτίζεται µε

την απλή εκτιµήτρια και εποµένως µπορούµε να εκτιµήσουµε το τυπικό

σφάλµα της απλής εκτιµήτριας χρησιµοποιώντας αυτό της jackknife που

είναι πιο εύκολο. Η διακύµανση της jackknife εκτιµήτριας ϑα είναι

περίπου ίση µε τη διακύµανση της αρχικής εκτιµήτριας. Από τον ορισµό

της jackknife εκτιµήτριας έχουµε ότι :

Var(θ̂J) = n
2
Var(θ̂) + (n − 1)2

Var(¯̂
θ(•)) − 2n(n − 1)Cov(θ̂, ¯̂

θ(•))

΄Οµως η διακύµανση των θ̂ και
¯̂θ(•) να είναι περίπου ίδια, ενώ η

συνδιακύµανση τους ϑα είναι περίπου ίδια µε την κοινή τους

διακύµανση. Εποµένως προκύπτει ότι :

Var(θ̂J) ≈ Var(θ̂)



Εφαρµογές

Η µέθοδος jackknife ϐρίσκει πολλές εφαρµογές στη δειγµατοληψία.

∆ύο ενδεικτικά παραδείγµατα είναι τα εξής :

Η εκτιµήτρια λόγου Z = X̄/Ȳ για να εκτιµήσουµε το λόγο των

µέσων τιµών στον πληθυσµό. Η εκτιµήτρια αυτή είναι µεροληπτική.

Χρησιµοποιώντας jackknife εκτιµήτριες καταφέρνουµε όχι µόνο να

µειώσουµε τη µεροληψία αλλά να πάρουµε και µια εκτίµηση της

διακύµανσης της ποσότητας που µας ενδιαφέρει κάτι που δεν

είναι εύκολο µε τη χρήση ασυµπτωτικών αποτελεσµάτων.

Σε ένα δειγµατοληπτικό σχέδιο δειγµατοληψίας σε οµάδες

(cluster sampling) µπορούµε να κάνουµε jackknife αφαιρώντας

κάθε ϕορά µια οµάδα. ΄Ετσι ακόµα και σε ιδιαίτερα πολύπλοκα

δειγµατοληπτικά σχέδια (τα οποία όµως είναι αρκετά διαδεδοµένα

σε µεγάλες έρευνες στην πράξη) η jackknife αποτελεί πολύτιµο

εργαλείο.



Συµπεράσµαρα

Οι εκτιµήτριες jackknife µειώνουν την µεροληψία σε σχέση µε τις

απλές εκτιµήτριες και µπορούµε σχετικά εύκολα να υπολογίσουµε

τα τυπικά τους σφάλµατα.

Αν η απλή εκτιµήτρια είναι γραµµική συνάρτηση των δεδοµένων,

τότε η jackknife εκτιµήτρια ταυτίζεται µε αυτή και άρα µπορούµε να

ϐρούµε µια εκτίµηση του τυπικού της σφάλµατος απλά

υπολογίζοντας το τυπικό σφάλµα της jackknife εκτιµήτριας

Αν η µορφή της εκτιµήτριας όµως είναι διαφορετική (π.χ.

διάµεσος, µέγιστη τιµή) τότε η µέθοδος jackknife δεν είναι

ικανοποιητική και πρέπει να χρησιµοποιείται µε προσοχή! Σε αυτές

τις περιπτώσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια γενίκευση

της µεθόδου όπου αφαιρούµε όχι µόνο µια παρατήρηση τη ϕορά

αλλά περισσότερες.

Η µέθοδος jackknife είναι ξεκάθαρα µια µη παραµετρική µέθοδος

που δεν ϐασίζεται σε καµιά παραµετρική υπόθεση σχετικά µε τον

πληθυσµό. Εποµένως τα αποτελέσµατα της δεν εξαρτώνται από

καµιά υπόθεση.


