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Εισαγωγή

Η εξέλιξη της τεχνολογίας και η κατασκευή υπολογιστών µε µεγάλη

υπολογιστική ισχή δίνει τη δυνατότητα ανάπτυξης νέων µεθολογιών στη

Στατιστική επιστήµη αλλά και την εφαρµογή και ϐελτίωση µεθοδογιών

που είναι ήδη γνωστές. Σε τι χρησιµεύουν αυτές οι νέες

µεθοδολογίες ; Ενδεικτικά µπορούµε να αναφέρουµε :

Στην εκτίµηση των παραµέτρων κάποιου µοντέλου. Σε πολλές

περιπτώσεις οι εκτιµήτριες δεν γράφονται σε κλειστή µορφή,

δηλαδή δεν υπάρχει ένας τύπος που τις υπολογίζει. Σάυτές τις

περιπτώσεις χρησιµοποιούµε αριθµητικές µεθόδους υπολογισµού

των παραµέτρων.

Σε περιπτώσεις που δεν ικανοποιούνται οι υποθέσεις περί

κανονικότητας του πληθυσµού. Τί γινεται στην περίπτωση που ο

πληθυσµός ακολουθεί την εκθετική κατανοµή και ϑέλουµε να

κάνουµε στατιστική συµπερασµατολογία για τον δειγµατικό

συντελεστή συσχέτισης µεταξύ δύο µεταβλητών ;

Σε περιπτώσεις που ϑεωρητικά αποτελέσµατα είναι δύσκολο να

προκύψουν.



Προσοµοίωση

Προσοµοίωση = Μέθοδοι Monte Carlo

Στις µεθόδους Monte Carlo ανήκει µία ευρεία συλλογή υπολογιστικών

αλγορίθµων που ϐασίζονται σε επαναλαµβανόµενη τυχαία

δειγµατοληψία προκειµένου να προκύψουν αριθµητικά αποτελέσµατα.

Συχνά χρησιµοποιούνται όταν όταν είναι δύσκολη (ή αδύνατη) η χρήση

άλλων µαθηµατικών µεθόδων. Το κλειδί των µεθόδων αυτών είναι η

γένεση τυχαίων µεταβλητών µε συγκεκριµένες ιδιότητες ώστε να

µιµούνται πραγµατικές διαδικασίες.



Μεθοδολογίες που ϑα εξετάσουµε :

Ελέγχους Monte Carlo

Μέθοδο jackknife

Μέθοδο cross-validation

Μέθοδο bootstrap

Αριθµητικές µεθόδους υπολογισµού

Αλγόριθµο ΕΜ



Μέτρα σύγκρισης εκτιµητών

Από την Εκτιµητική υπάρχουν κάποιες ποσότητες που χρησιµεύουν για

την αξιολόγηση εκτιµητριών. Αυτές ήταν η µεροληψία (Bias), η

διακύµανση (Variance) και το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (Mean

Squared Error, MSE).

Πιο συγκεκριµένα για µια εκτιµήτρια θ̂ µιας άγνωστης παραµέτρου θ
ορίζουµε τις εξής ποσότητες :

Bias(θ̂) = E(θ̂)− θ

Var(θ̂) = E

[
(θ̂ − E(θ̂))2

]
MSE(θ̂) = E

[
(θ̂ − θ)2

]



Μέτρα σύγκρισης εκτιµητών

Μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει τη σχέση που συνδέει το MSE µε τη

µεροληψία και τη διακύµανση. Συγκεκριµένα

MSE(θ̂) = E

[
(θ̂ − θ)2

]
= E

[
θ̂2 − 2θθ̂ + θ2

]
= E[θ̂2]− 2θE[θ̂] + θ2

΄Οµως

[Bias(θ̂)]2 + Var(θ̂)] =
[
E(θ̂)− θ

]2

+ E

[
(θ̂ − E(θ̂))2

]
= [E(θ̂)]2 − 2θE(θ̂) + θ2 + E(θ̂2)− [E(θ̂)]2

= E[θ̂2]− 2θE[θ̂] + θ2



Σχέση που συνδέει τα µέτρα σύγκρισης εκτιµητών

Οπότε προκύπτει ότι :

MSE(θ̂) = [Bias(θ̂)]2 + Var(θ̂)]



Ερµηνεία των µέτρων σύγκρισης εκτιµητών

Η µεροληψία µας δείχνει αν κατά µέσο όρο η εκτιµήτρια είναι η ίδια µε

την πραγµατική τιµή (αµερόληπτη) ή αν διαφέρουν (µεροληπτική).

Η διακύµανση µας δείχνει πόση µεταβλητότητα έχει η εκτιµήτρια.

Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα προσπαθεί να ισορροπήσει ανάµεσα

στις δύο αυτές ποσότητες (καθώς µείωση της µεροληψίας πολλές

ϕορές οδηγεί σε αύξηση της διακύµανσης και το αντίθετο).



΄Ελεγχοι υποθέσεων

Η µηδενική και η εναλλακτική υπόθεση : Η µηδενική συνήθως

περιέχει µια υπόθεση που ϑέλουµε να δούµε αν ισχύει. Η

εναλλακτική είναι η υπόθεση προς την οποία πρέπει να κινηθούµε

αν δούµε ότι η µηδενική υπόθεση δεν ισχύει.

Η ελεγχοσυνάρτηση που ϑα χρησιµοποιήσουµε για να κάνουµε

τον έλεγχο : πρέπει να έχει την ικανότητα να διακρίνει ανάµεσα

στις δύο υποθέσεις.

Το επίπεδο στατιστικής σηµαντικότητας a το οποίο είναι η

πιθανότητα να απορρίψουµε εσφαλµένα την µηδενική υπόθεση.

Συνήθως διαλέγουµε α = 5%.

Μια κριτική τιµή από την κατανοµή που ακολουθεί η

ελεγχοσυνάρτηση και η οποία είναι συνάρτηση και του επιπέδου

στατιστικής σηµαντικότητας. Συγκρίνουµε την κριτική τιµή και µε την

παρατηρούµενη τιµή της ελεγχοσυνάρτησης ώστε να

καταλήξουµε για το αν ϑα απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση.



΄Ελεγχοι σηµαντικότητας

΄Οταν µιλάµε για έλεγχο σηµαντικότητας (significance testing) δεν

καταλήγουµε σε µια απόφαση (απορρίπτω ή δεν απορρίπτω τη

µηδενική υπόθεση) αλλά απαντούµε µε µια πιθανότητα, το p − value,

που είναι η πιθανότητα να πάρει η ελεγχοσυνάρτησή µας µια τιµή τόσο

ακραία ή και περισσότερο ακραία από την παρατηρούµενη. Ουσιαστικά

το p − value µας δείχνει πόσο ισχυρή είναι η µηδενική υπόθεση.



Σχέση µεταξύ ελέγχων υποθέσεων και ελέγχων

σηµαντικότητας

Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση σε επίπεδο στατιστικής

σηµαντικότητας α αν το p − value είναι µικρότερο από α. Για

παράδειγµα αν α = 5% και το p − value που ϐρήκαµε είναι 0.10 δεν

απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση.



΄Ελεγχοι τυχαιοποίησης

Οι έλεγχοι τυχαιοποίησης αποτελούν µια οµάδα ελέγχων για τους

οποίους δεν απαιτούνται σχεδόν καθόλου υποθέσεις. Εποµένως

µπορούν να χρησιµοποιηθούν εκεί που άλλοι κλασικοί έλεγχοι

αποτυγχάνουν.



Παράδειγµα

5 ασθενείς υποβλήθηκαν σε δυο διαφορετικές ϑεραπείες Α και Β. Στην

συνέχεια οι γιατροί µε ϐάση κάποια ιατρική κλίµακα ϐαθµολόγησαν την

πρόοδο των ασθενών. Τα δεδοµένα είναι τα εξής :

Θεραπεία Α (2 ασθενείς): 1 , 2

Θεραπεία Β (3 ασθενείς): 3 , 5 , 9

Υπάρχει διαφορά ανάµεσα στις δύο ϑεραπείες ;



Το πρόβληµα :

Το πρόβληµα έχει να κάνει µε το αν δύο µέσες τιµές διαφέρουν ή όχι,

δηλαδή:

H0 : µA = µB έναντι της εναλλακτικής

H1 : µA 6= µB
Η ελεγχοσυνάρτηση : T = |ā − b̄|



Ο έλεγχος τυχαιοποίησης :

Ο έλεγχος τυχαιοποίησης ϐασίζεται στο γεγονός πως αν πάρουµε

όλους τους δυνατούς τρόπους ώστε να µοιράσουµε τους 5 ασθενείς

σε 2 οµάδες τότε ϐρίσκοντας για όλους αυτούς τους συνδυασµούς την

τιµή της ελεγχοσυνάρτησης µπορούµε να κρίνουµε αν η τιµή που

πήραµε είναι πραγµατικά µεγάλη ή απλά οφείλεται στην τύχη.



΄Ολοι οι δυνατοί συνδυασµοί ασθενών σε 2 οµάδες και η τιµή

της ελεγχοσυνάρτησης για καθένα από αυτούς.

Θεραπεία Α Θεραπεία Β ā b̄ Τ

1,3 2,5,9 2 5.33 3.33

1,5 2,3,9 3 4.67 1.67

1,9 2,3,5 5 3.33 1.67

1,2 3,5,9 1.5 5.67 4.17

2,3 1,5,9 2.5 5 2.5

2,5 1,3,9 3.5 4.33 0.83

2,9 1,3,5 5.5 3 2.5

3,5 1,2,9 4 4 0

3,9 1,2,5 6 2.67 3.33

5,9 1,,2,3 7 2 5



Ακριβής ΄Ελεγχος Τυχαιοποίησης

Βήµα 1ο : Θέσε τη µηδενική υπόθεση που δείχνει ότι δεν υπάρχει

διαφορά (δεν υπάρχει κάποια δοµή στα δεδοµένα).

Βήµα 2ο : ∆ιάλεξε την ελεγχοσυνάρτηση, υπολόγισε την τιµή της

tobs για τα δεδοµένα που έχεις.

Βήµα 3ο : ∆ηµιούργησε όλους τους δυνατούς συνδυασµούς

δεδοµένων και υπολόγισε την τιµή της ελεγχοσυνάρτησης για

καθέναν από αυτούς.

Βήµα 4ο : Υπολόγισε το p − value ως

p − value =
αριθµός συνδυασµών µε T ≥ tobs

συνολικός αριθµός συνδυασµών



Γιατί ακριβής ΄Ελεγχος Τυχαιοποίησης ;

Ακριβής : Παίρνουµε όλους τους δυνατούς συνδυασµούς που

µπορούν να προκύψουν από τα δεδοµένα µας

΄Ελεγχος τυχαιοποίησης : µοιράσαµε τυχαία τις παρατηρήσεις στις

οµάδες.

Παρατήρηση : Στον έλεγχο τυχαιοποίησης δεν µας ενδιαφέρει να

ϐρούµε την κατανοµή της ελεγχοσυνάρτησης ϑεωρητικά. Στην πράξη

την κατασκευάζουµε εµείς. Στον πίνακα έχουµε όλες τις δυνατές τιµές

της ελεγχοσυνάρτησης για τα δεδοµένα µας. ∆εν είναι πάντα εύκολο

να δηµιουργήσουµε όλα τα δυνατά δείγµατα που προκύπτουν από την

αναδιάταξη των δεδοµένων.



Παράδειγµα ΙΙ

Α 3,4,4.3,4.5,4.8,5,6,5,7,8,9,10,12,13,14,15,16,17,22,23

Β 20,24,26,28,29,31,32,34,34,35

΄Εστω ότι έχουµε 2 οµάδες και ϑέλουµε να ελέγξουµε αν οι δύο µέσοι

είναι ίσοι (µηδενική υπόθεση) έναντι της εναλλακτικής ότι η οµάδα Β

έχει µεγαλύτερη µέση τιµή.

Ελεγχοσυνάρτηση :

T =
10∑

i=1

X
B
i



Από τον ακριβή έλεγχο τυχαιοποίησης στον προσεγγιστικό

Σε περιπτώσεις στις οποίες ο πλήρης υπολογισµός όλων των

συνδυασµών δεν είναι εφικτός, µια λύση είναι να δηµιουργήσουµε όχι

όλους αλλά έναν αριθµό από τους δυνατούς συνδυασµούς µε τυχαίο

τρόπο και να χρησιµοποιήσουµε αυτές τις τιµές της ελεγχοσυνάρτησης

ως µια εκτίµηση, πλέον, της κατανοµής της ελεγχοσυνάρτησης για να

κάνουµε τον έλεγχο.

Ο προσεγγιστικός έλεγχος τυχαιοποίησης διαφέρει από τον ακριβή στο

ότι αντί να πάρουµε όλους τους συνδυασµούς παίρνουµε ένα τυχαίο

δείγµα από αυτούς.



Προσεγγιστικός έλεγχος τυχαιοποίησης

Βήµα 1ο : Θέσε τη µηδενική υπόθεση

Βήµα 2ο : ∆ιάλεξε την ελεγχοσυνάρτηση, υπολόγισε την τιµή της

tobs για τα δεδοµένα που έχεις.

Βήµα 3ο : ∆ηµιούργησε k συνδυασµούς δεδοµένων (αντί για

όλους τους δυνατούς) και υπολόγισε την τιµή της

ελεγχοσυνάρτησης για καθέναν από αυτούς

Βήµα 4ο : Εκτίµησε το p − value ως

p − value =
m + 1

κ + 1
,

όπου m = αριθµός συνδυασµών µε Τ ≥ tobs



Ερµηνεία για τον τρόπο υπολογίσµού του p − value

Παρονοµαστής : Από τα k δείγµατα παίρνουµε k τιµές από την

κατανοµή της ελεγχοσυνάρτησης. ΄Οµως και η παρατηρηθήσα τιµή

ανήκει στην κατανοµή της ελεγχοσυνάρτησης. Εποµένως έχουµε

διαθέσιµες k + 1 τιµές.

Αριθµητής : Η παρατηρηθήσα τιµή (η k + 1) είναι σίγουρα ίση µε την τιµή

της ελεγχοσυνάρτησης. ΄Αρα έχουµε m τιµές που προκύπτουν από τα k

δείγµατα και την παρατηρηθήσα.



Πως διαλλέγουµε το k ;

Αν το p − value που παίρνουµε είναι κοντά στο επίπεδο στατιστικής

σηµαντικότητας, πρέπει να αυξήσουµε το k µέχρι το 95% διάστηµα

εµπιστοσύνης ώστε να είναι ξεκάθαρη η απόφαση που ϑα πάρουµε,

δηλαδή να µην περιέχει την τιµή του επιπέδου στατιστικής

σηµαντικότητας.

Αν το k είναι πολύ µικρό (πχ 20) τότε η ελεγχοσυνάρτηση µας έχει

µεγάλη µεταβλητότητα και αυξάνει η πιθανότητα σφάλµατος.

Αν το k είναι σχετικά µεγάλο µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εκτίµηση του

p − value ο λόγος m/k .



Τι συµβαίνει για µεγάλο k ;

Για µεγάλο k µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εκτίµηση του p − value ο

λόγος m/k .

΄Οµως τι συµβαίνει µε το m; Το m είναι τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί

τη διωνυµική κατανοµή για k επαναλήψεις και πιθανότητα επιτυχίας ptrue,

οπότε E(m) = kptrue.

΄Οµως για µεγάλο k η διωνυµική κατανοµή προσεγγίζει ακρετά

γρήγορα την κανονική κατανοµή. Οπότε ένα προσεγγιστικό 95

p̂ ± 1.96
√

p̂(1− p̂)/k.



Τι συµβαίνει για µεγάλο k ; Παρατηρήσεις :

Η προσέγγιση της διωνυµικής από την κανονική δεν είναι σωστή αν

το p − value είναι πολύ κοντα στο 0.

Στην περίπτωση όµως που το p− value είναι πολύ κοντα στο 0 τότε

σχεδόν ϐέβαια απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση.

Τα διαστήµατα εµπιστοσύνης είναι χρήσιµα όταν είµαστε κοντά στο

επίπεδο σηµαντικότητας και ϑέλουµε να δούµε αν δεχόµαστε ή

απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση.



Παράδειγµα ΙΙΙ

20 ϕοιτητές και 20 ϕοιτήτριες έγραψαν ένα διαγώνισµα στα

Μαθηµατικά και ϐαθµολογήθηκαν µε άριστα το 60. Υπάρχει διαφορά

στους µέσους όρους των δύο ϕύλων· Οι ϐαθµολογίες :

Αγόρια 39, 44, 43, 47, 39, 46, 43, 43, 47, 41,

53, 60, 46, 45, 47, 53, 53, 57, 50, 46

Κορίτσια 53, 40, 53, 33, 52, 60, 49, 51, 44, 36,

44, 49, 39, 53, 51, 37, 48, 47, 42, 37

Η ελεγχοσυνάρτηση : T = |x̄A − x̄K |



Οι τιµές της ελεγχοσυνάρτησης για το παράδειγµα :

0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.05, 0.05, 0.05, 0.10, 0.10, 0.15, 0.15,

0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25,

0.25, 0.30, 0.30, 0.30, 0.35, 0.35, 0.35, 0.35, 0.35, 0.40, 0.40,

0.40, 0.40, 0.45, 0.45, 0.45, 0.55, 0.55, 0.55, 0.60, 0.65, 0.70,

0.70, 0.70, 0.70, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.85,

0.85, 0.85, 0.85, 0.85, 0.90, 0.90, 0.90, 0.95, 0.95, 0.95, 0.95,

1.00, 1.05, 1.05, 1.05, 1.10, 1.10, 1.15, 1.15, 1.15, 1.25, 1.30,

1.30, 1.35, 1.35, 1.35, 1.40, 1.45, 1.45, 1.50, 1.50, 1.50, 1.55,

1.55, 1.70, 1.95, 2.00, 2.00, 2.00, 2.05, 2.05, 2.05, 2.15, 2.55



Συµπεράσµατα

Η επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης πρέπει να είναι τέτοια που να

διακρίνει ανάµεση στην H0 και την H1.

∆εν χρειάζεται να κάνουµε καµία υπόθεση σχετικά µε τον

µηχανισµό που δηµιούργησε τα δεδοµένα. Η µόνη υπόθεση που

κάνουµε είναι ότι µπορούµε να αλλάζουµε ¨ταµπέλες¨ στις

παρατηρήσεις µας.

Η µηδενική υπόθεση δηλώνει ουσιαστικά απουσία δοµής στα

δεδοµένα.

Σε πολλές περιπτώσεις οι έλεγχοι τυχαιοποίησης έχουν την ίδια ή

µεγαλύτερη ισχή από υπάρχοντες παραµετρικούς ελέγχους.


