
Ðñüëïãïò

Ç áíÜðôõîç ôùí õðïëïãéóôþí êáé ç åîÜðëùóç ôïõò ùò åñãáëåßá óôá ÷Ýñéá
óôáôéóôéêþí Ý÷åé ïäçãÞóåé óôçí ïëïÝíá áõîáíüìåíç ÷ñÞóç ôïõò ôüóï ãéá ôçí åöáñ-
ìïãÞ ðáñáäïóéáêþí ìåèüäùí üóï êáé ãéá ôçí áíÜðôõîç íÝùí ìåèüäùí ðïõ ÷ñçóéìï-
ðïéïýí ôçí õðïëïãéóôéêÞ éó÷ý. ÓõíÜìá, ïé õðïëïãéóôÝò ðñïóöÝñïõí ôç äõíáôüôçôá
ãéá ôç äçìéïõñãßá åîáéñåôéêþí ãñáöçìÜôùí ãéá ôçí ïðôéêÞ ðáñïõóßáóç êáé ìåëÝôç
ôùí äåäïìÝíùí.

Ïé óçìåéþóåéò ðïõ êñáôÜôå óôá ÷Ýñéá óáò áðïôåëïýí ìéá óýíôïìÞ åéóáãùãÞ óå
óôáôéóôéêÝò ìåèüäïõò ïé ïðïßåò âáóßæïíôáé óôçí åõñåßá ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ. Åßíáé
åîáéñåôéêÜ åíäéáöÝñïí ðùò áí êáé êÜðïéåò áðü áõôÝò ôéò ìåèüäïõò áíáðôý÷èçêáí
ðïëëÜ ÷ñüíéá ðñéí, Ýãéíáí åñãáëåßá óôá ÷Ýñéá ôùí óôáôéóôéêþí ìüëéò ôá ôåëåõôáßá
÷ñüíéá. Åßíáé åðßóçò ðïëý óçìáíôéêü íá áíáöåñèåß ðùò ïé ìÝèïäïé ðïõ èá ðåñé-
ãñáöïýí óôç óõíÝ÷åéá áðïôåëïýí ìåñéêÜ áðü ôá óýã÷ñïíá èÝìáôá åðéóôçìïíéêÞò
Ýñåõíáò êáé ïé åîåëßîåéò óôá áíôéêåßìåíá áõôÜ åßíáé ñáãäáßåò.

Ôá èÝìáôá ðïõ áíáðôýóóïíôáé óôéò óçìåéþóåéò áõôÝò åßíáé ïñãáíùìÝíá óå
îå÷ùñéóôÜ êåöÜëáéá êáé ðñáãìáôåýïíôáé äéáöïñåôéêÜ èÝìáôá ìå êïéíü ðáñïíïìáóôÞ
ôçí áíÜãêç ÷ñÞóçò õðïëïãéóôÞ. Óôï ðñþôï êåöÜëáéï áíáðôýóóåôáé ç åêôßìçóç
óõíáñôÞóåùí ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí kernels. Åðßóçò õðÜñ÷åé
åêôåíÞò óõæÞôçóç ãéá ôç ÷ñÞóç ôïõ éóôïãñÜììáôïò, ôïõ ðéï äéáäåäïìÝíïõ ãñáöÞ-
ìáôïò ãéá áðåéêüíéóç äåäïìÝíùí, êáèþò êáé ôùí ìåéïíåêôçìÜôùí ôïõ. Ôï äåýôåñï
êåöÜëáéï áöïñÜ åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò. Åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïí ðùò áí êáé ïé
Ýëåã÷ïé áõôïß åßíáé ãíùóôïß áðü ôïí Fisher óôç äåêáåôßá ôïõ 30, ìüëéò ðñüóöáôá
Ý÷ïõí åíóùìáôùèåß óôá óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá. Ôï ôñßôï êåöÜëáéï ðåñéÝ÷åé õëéêü
ó÷åôéêÜ ìå åëÝã÷ïõò Monte Carlo. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èÝìáôá ðïõ áöïñïýí
ôçí ðñïóïìïßùóç èåùñïýíôáé ãíùóôÜ êáé åðïìÝíùò ï áíáãíþóôçò äåí èá âñåé
ëåðôïìÝñåéåò ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðñïóïìïßùóç. Ôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï áöïñÜ ôç ìÝèïäï
jackknife êáé ôç ìÝèïäï cross-validation. Ç ìÝèïäïò jackknife åßíáé ãíùóôÞ áðü ôá
ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1940 ùò ìÝèïäïò ðïõ ìåéþíåé ôç ìåñïëçøßá ôùí åêôéìçôþí.
Ç ìÝèïäïò cross-validation Ý÷åé ãßíåé ðïëýôéìï åñãáëåßï ãéá åðéëïãÞ ìïíôÝëùí ü÷é
áðáñáßôçôá ãñáììéêþí. Ôï ðÝìðôï êåöÜëáéï áðïôåëåß ìéá åéóáãùãÞ óå Ýíá ðïëý
èåñìü èÝìá ôùí ôåëåõôáßùí ÷ñüíùí, ôç ìÝèïäï bootstrap.

ÁõôÞ ç Ýêäïóç ôùí óçìåéþóåùí ðåñéÝ÷åé êé Ýíá íÝï êåöÜëáéï ó÷åôéêÜ ìå ôïí ÅÌ
áëãüñéèìï. Ï áëãüñéèìïò áõôüò Ý÷åé âïçèÞóåé áñêåôÜ ôçí åêôßìçóç ðáñáìÝôñùí óå
ðïëýðëïêá ðñïâëÞìáôá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò. Åðßóçò
ïé ïìïéüôçôåò ôïõ ìå Üëëåò ìåèüäïõò ôïí êÜíåé Ýíá ðïëý ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá
ôç óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá. Ôï Ýêôï êåöÜëáéï ðåñéÝ÷åé ìéá åéóáãùãÞ óôïí
áëãüñéèìï áõôü.

Óå üëá ôá êåöÜëáéá ç ðñïóÝããéóç åßíáé êõñßùò ïé åöáñìïãÝò êáé ü÷é ç èåùñßá
ðïõ õðÜñ÷åé. Óå áñêåôÜ óçìåßá üìùò ðáñïõóéÜæåôáé êáé ç èåùñßá ðïõ áðïôåëåß
ôï âáóéêü óôïé÷åßï êáôáíüçóçò ôùí ìåèüäùí. Óôçí Ýêäïóç áõôÞ Ý÷ïõí ðñïóôåèåß
áóêÞóåéò óôï ôÝëïò êÜèå êåöáëáßïõ.

Äõóôõ÷þò ðñïò ôï ðáñüí äåí õðÜñ÷åé åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá óôá èÝìáôá ôá
ïðïßá êÜëõðôïõí áõôÝò ïé óçìåéþóåéò åðïìÝíùò ïé åíäéáöåñüìåíïé èá ðñÝðåé íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõí îåíüãëùóóç (êõñßùò áããëéêÞ) âéâëéïãñáößá. ÌåôÜ áðü êÜèå
êåöÜëáéï áêïëïõèåß ìéá ëßóôá ìå âéâëßá ó÷åôéêÜ ìå ôï èÝìá ìå Ýíá ìéêñü ó÷ïëéáóìü



ìå ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõò êáé ôï âáèìü äõóêïëßáò ôïõò. Ç ëßóôá ðåñéÝ÷åé ìüíï êÜðïéá
âáóéêÜ âéâëßá êáé Üñèñá êáé óå êáìéÜ ðåñßðôùóç äåí åßíáé ðëÞñçò.

×ñåéÜóôçêáí 4 ÷ñüíéá ãéá íá ðÜñïõí ïé óçìåéþóåéò ìéá ïëïêëçñùìÝíç ìïñöÞ
êáé íá äéïñèùèïýí ðïëëÜ áðü ôá ôõðïãñáöéêÜ ëÜèç ôùí ðñïçãïýìåíùí åêäüóåùí
þóôå íá ðñïêýøåé ç ðñþôç åêäïóç áõôþí ôùí óçìåéþóåùí ôï ÄåêÝìâñç ôïõ 2004.
Óõíåðþò èá ðñÝðåé íá åõ÷áñéóôÞóù ôïõò öïéôçôÝò ôïõ ôìÞìáôïò ÓôáôéóôéêÞò (ðñï-
ðôõ÷éáêïýò êáé ìåôáðôõ÷éáêïýò) ðïõ ìå ðïéêßëá ó÷üëéá âïÞèçóáí ôç äéáìüñöùóç
ôùí óçìåéþóåùí áõôþí. ÈåñìÝò åõ÷áñéóôßåò óôïõò óõíáäÝëöïõò ìïõ ãéá ôçí ðïëýôéìç
âïÞèåéá ôïõò üëá áõôÜ ôá ÷ñüíéá áëëÜ êáé ðïëëÜ ó÷üëéá ðïõ ðéóôåýù ðùò âåëôßùóáí
ôçí ðáñïõóßáóç.

Ç 2ç åêäïóç ðïõ êñáôÜôå óôá ÷Ýñéá óáò ðåñéÝ÷åé êÜðïéá ðåñéóóüôåñá ðñÜ-
ãìáôá óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ìå âÜóç ó÷üëéá êáé ðáñáôçñÞóåéò öïéôçôþí
üëá áõôÜ ôá ÷ñüíéá. ÁñêåôÜ áðü ôá ôõðïãñáöéêÜ ëÜèç Ý÷ïõí äéïñèùèÝé êé åëðßæù
áõôÜ ðïõ ðáñáìÝíïõí íá åéíáé åëÜ÷éóôá êáé íá áðïêáëõöèïýí óõíôïìá áðü ôïõò
áíáãíþóôåò. ÐáñÜ ôçí ðñïóðÜèåéá åßíáé âÝâáéï ðùò õðÜñ÷ïõí áêüìá êÜðïéá
ôõðïãñáöéêÜ ëÜèç. Èá âïçèÞóåé óçìáíôéêÜ, üðïéïò âñåé ôÝôïéá ëÜèç íá ìå åíçìå-
ñþóåé óôÝëíïíôáò Ýíá email óôç äéåýèõíóç karlis@aueb.gr þóôå óå åðüìåíç
Ýêäïóç íá áðáëåéöèïýí üóá ëÜèç ðáñáìÝíïõí.

ÁèÞíá, ÓåðôÝìâñéïò 2008

ÄçìÞôñçò ÊáñëÞò
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Eêôßìçóç Ðõêíüôçôáò
Ðéèáíüôçôáò

1.1 ÅéóáãùãÞ
Ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá ìå ôçí åêñçêôéêÞ äéÜäïóç ôùí çëåêôñïíéêþí õðïëïãéóôþí êáé
ìå ôç êáôáóêåõÞ õðïëïãéóôþí ìå ôåñÜóôéåò äõíáôüôçôåò õðïëïãéóìþí, ç óôáôéóôéêÞ
åðéóôÞìç âñÞêå ìéá äéÝîïäï ãéá íá áíáðôýîåé êáéíïýñéåò ìåèïäïëïãßåò áëëÜ êáé
íá õðïóôçñßîåé êáé íá âåëôéþóåé Þäç õðÜñ÷ïõóåò. Áõôü åß÷å óáí áðïôÝëåóìá,
ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ðñïçãïýìåíùí ãåíåþí íá öáßíïíôáé ôþñá ðéá áðëÝò áóêÞóåéò
ãéá êÜðïéï ðñïðôõ÷éáêü ìÜèçìá, áëëÜ êáé ðñïâëÞìáôá ðïõ äåí ìðïñïýóáí íá
áíôéìåôùðéóôïýí ðáñÜ ìüíï ìÝóá áðü áðëïðïéÞóåéò ôùí áñ÷éêþí õðïèÝóåùí êáé
ðñïóåããéóôéêÝò ìåèüäïõò íá ìðïñïýí ôþñá ðéá íá åðéëõèïýí åýêïëá, ãñÞãïñá êáé
ìå áêñéâÞ áðïôåëÝóìáôá.

ÊÜðïéá ôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá åßíáé ôá åîÞò:

• ’Åíá ìåãÜëï êïììÜôé ôçò óôáôéóôéêÞò åðéóôÞìçò Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí åêôßìçóç
ôùí ðáñáìÝôñùí êÜðïéïõ ìïíôÝëïõ. ’Åóôù üôé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ìÝèïäïò
ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò äåí ìðïñïýìå íá âñïýìå
ôéò åêôéìÞôñéåò óå êëåéóôÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ íá ãñÜøïõìå Ýíáí ôýðï ðïõ ôéò
õðïëïãßæåé êáé Üñá áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí. Öá-
íôáóôåßôå ëïéðüí Ýíá ìïíôÝëï ìå ðïëëÝò ðáñáìÝôñïõò. Åßíáé óáöÝò üôé
ãéá íá åßíáé åöéêôÞ ç ÷ñÞóç áñéèìçôéêþí ìåèüäùí ÷ñåéÜæåôáé Ýíáò äõíáôüò
õðïëïãéóôÞò ãéá íá öÝñåé óå ðÝñáò ôïí ôåñÜóôéï üãêï õðïëïãéóìþí ðïõ
áðáéôïýíôáé.

• Ç ðåñéãñáöéêÞ óôáôéóôéêÞ áðïôåëåß ôï ðéï âáóéêü êïììÜôé êÜèå óôáôéóôéêÞò
Ýñåõíáò êáé êÜèå áíÜëõóçò, êáèþò ìáò åðéôñÝðåé íá áðïêïìßóïõìå ìéá
ðñþôç åéêüíá ôùí äåäïìÝíùí êáé íá áíáêáëýøïõìå áöåíüò ôçí ýðáñîç
êÜðïéùí ó÷Ýóåùí ðïõ ðñÝðåé íá åñåõíçèïýí óôç óõíÝ÷åéá áëëÜ êáé íá äïýìå
ðïéåò ìÝèïäïé ôáéñéÜæïõí êáé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí. Ôï íá ðñï-
óðáèÞóåé êÜðïéïò íá äçìéïõñãÞóåé Ýóôù êáé Ýíá áðëü éóôüãñáììá ãéá Ýíá
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ìåãÜëï óåô äåäïìÝíùí ìå ÷éëéÜäåò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé éäéáßôåñá åðßðïíï êáé
÷ñïíïâüñï, ðüóï ìÜëëïí íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êÜðïéá Üëëç ìÝèïäï åêôßìçóçò
ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ ðëçèõóìïý ðïõ Ý÷åé ìåãáëýôåñç
áêñßâåéá áðü üôé Ýíá éóôüãñáììá.

• Ç ðñïóïìïßùóç áðïôåëåß ðéá Ýíá æùôéêü êïììÜôé ôçò óôáôéóôéêÞò åðéóôÞìçò
êõñßùò ãéáôß ìáò åðéôñÝðåé ðïëý åýêïëá êáé ìå ÷áìçëü êüóôïò (óå ÷ñüíï,
ìíÞìç ê.ï.ê) íá áíáðáñÜãïõìå êÜðïéåò äéáäéêáóßåò äçìéïõñãßáò ôùí äåäï-
ìÝíùí êáé åðïìÝíùò íá åîåôÜóïõìå ðïéêßëá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõò. Éäßùò óå
ðåñéðôþóåéò ðïõ ôá èåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åßíáé äýóêïëï íá ðñïêýøïõí,
ç ðñïóïìïßùóç áðïôåëåß Ýíá ðïëýôéìï âÝëïò óôç öáñÝôñá ôïõ óôáôéóôéêïý.

• Ïé ðåñéóóüôåñåò óôáôéóôéêÝò äéáäéêáóßåò îåêéíïýí êáé âáóßæïíôáé ãéá ôçí
áêñßâåéá ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõò óå êÜðïéåò õðïèÝóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá
ãéá ðïëëÜ ÷ñüíéá üëç ó÷åäüí ç óôáôéóôéêÞ Þôáí âáóéóìÝíç óå õðïèÝóåéò
ðåñß êáíïíéêüôçôáò ôïõ ðëçèõóìïý. Ôé ìðïñåß üìùò íá ðåé êÜðïéïò ãéá Ýíá
äåéãìáôéêü óõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò ìåôáîý äýï ìåôáâëçôþí, üôáí ï ðëçèõóìüò
îÝñïõìå ðùò äåí åßíáé êáíïíéêüò áëëÜ áêïëïõèåß ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ;
ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá ëýíïíôáé ðéá ó÷åôéêÜ åýêïëá ìå ôç ÷ñÞóç õðïëïãéóôÞ êáé
ìåèüäùí Monte Carlo Þ bootstrap ãéá ôéò ïðïßåò èá ìéëÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá.

Ôá ðáñáðÜíù áðïôåëïýí ëßãá ìüíï áðü ôá ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá ÷ñÞóçò ôùí
õðïëïãéóôþí ãéá ôçí åðßëõóç óôáôéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí. Ç ãåíéêåõìÝíç ÷ñÞóç
åý÷ñçóôùí êáé åõÝëéêôùí óôáôéóôéêþí ðáêÝôùí åßíáé Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá ãéá íá
êáôáëÜâåé êáíåßò ôç ìåãÜëç åîÜñôçóç ôçò óôáôéóôéêÞò åðéóôÞìçò áðü ôïõò õðïëï-
ãéóôÝò.

Ïé ìÝèïäïé ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá âáóßæïíôáé êáé ÷ñåéÜæïíôáé
ôç ÷ñÞóç õðïëïãéóôþí, êõñßùò ãéá íá ìðïñÝóåé êÜðïéïò íá áíôåðåîÝëèåé óôïí
ìåãÜëï üãêï õðïëïãéóìþí ðïõ áðáéôïýíôáé. Åßíáé åðßóçò ðïëý åíäéáöÝñïí íá
áíáöÝñïõìå ðùò ç èåùñçôéêÞ áíÜðôõîç ôùí ìåèüäùí áõôþí åßíáé áñêåôÜ ðáëéÜ.
Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç kernels áíáðôý÷èçêå óôá ôÝëç ôçò äå-
êáåôßáò ôïõ ’50, áëëÜ Üñ÷éóå íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò óôá ìÝóá ôçò äåêáåôßáò
ôïõ ’80 üôáí ç ÷ñÞóç õðïëïãéóôþí Üñ÷éóå íá ãåíéêåýåôáé. Ç ìÝèïäïò jackknife
áíáðôý÷èçêå óôá ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ ’40, ïé ìÝèïäïé cross-validation êáé boot-
strap óôç äåêáåôßá ôïõ ’70, åíþ ïé Ýëåã÷ïé ôõ÷áéïðïßçóçò åìöáíßóôçêáí ôï 1935 áðü
ôïí Fisher êáé ôïí áêñéâÞ ôïõ Ýëåã÷ï ãéá ðßíáêåò óõíÜöåéáò êáé óôçí ðñïóåããéóôéêÞ
ôïõò ìïñöÞ óôá ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ ’60. Ãßíåôáé Üìåóá áíôéëçðôü ðùò Ý÷åé Þäç
óõóóùñåõôåß Ýíáò ìåãÜëïò üãêïò ðëçñïöïñéþí ãéá ôéò ìåèüäïõò áõôÝò ïé ïðïßåò
ïëïÝíá êáé ðåñéóóüôåñï ðñïóöÝñïíôáé áðü óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá ðïõ êõêëïöïñïýí
óôï åìðüñéï.

1.2 Åêôßìçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôç-
ôáò

’Åíá áðü ôá ðéï óõíçèéóìÝíá ðñïâëÞìáôá ðïõ êáëåßôáé íá áíôéìåôùðßóåé Ýíáò
óôáôéóôéêüò åßíáé íá åêôéìÞóåé êÜðïéá ðïóüôçôá ôïõ ðëçèõóìïý áðü Ýíá äåßãìá
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ðïõ Ý÷åé óôá ÷Ýñéá ôïõ. ÌÝ÷ñé ôþñá åß÷áôå áíôéìåôùðßóåé ôçí åêôßìçóç ìÝóùí
ôéìþí, äéáêõìÜíóåùí, ðïóïóôþí êáé äéáöüñùí Üëëùí ðïóïôÞôùí. ÐïëëÝò öïñÝò
ôï åíäéáöÝñïí åóôéÜæåôáé óôçí åêôßìçóç ôçò ßäéáò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðé-
èáíüôçôáò (Þ óõíÜñôçóçò ðéèáíüôçôáò óôç äéáêñéôÞ ðåñßðôùóç) ôïõ ðëçèõóìïý.
Óôï ðñþôï ëïéðüí ìÝñïò èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé áõôü áêñéâþò ôï ðñüâëçìá. Ïé
ìåèïäïëïãßåò ðïõ Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß êáé èá óõæçôçèïýí óôéò óçìåéþóåéò áõôÝò
áðáéôïýí áñêåôïýò õðïëïãéóìïýò êáé åðïìÝíùò ç ÷ñÞóç õðïëïãéóôÞ êñßíåôáé áðá-
ñáßôçôç. Áðü ôçí Üëëç Üðïøç, äåäïìÝíïõ üôé ðïëëÝò öïñÝò áõôÝò ïé ìÝèïäïé Ý÷ïõí
óáí óêïðü íá ïðôéêïðïéÞóïõí ôçí åêôßìçóç áõôÞ, êáôáóêåõÜæïíôáò ôï ãñÜöçìá, ç
÷ñÞóç õðïëïãéóôþí åßíáé åðéâåâëçìÝíç.

’Åóôù üôé èÝëïõìå ëïéðüí íá åêôéìÞóïõìå ìéá óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíü-
ôçôáò:

Ìéá ðñþôç ðñïóÝããéóç èá Þôáí íá õðïèÝóïõìå êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç ìïñöÞ
ãéá ôçí õðü åîÝôáóç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé óôç óõíÝ÷åéá íá
åêôéìÞóïõìå ôéò Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí õðïèÝóïõìå ðùò ç
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ åßíáé ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý ðñÝðåé íá åêôéìÞóïõìå ôç
ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáêýìáíóç. ÕðïèÝôïíôáò üìùò ìéá óõãêåêñéìÝíç ìïñöÞ áõôü
áõôüìáôá èÝôåé êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò. ÕðïèÝôïíôáò äçëáäÞ üôé ï ðëçèõóìüò
åßíáé êáíïíéêüò õðïèÝôïõìå ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé óõììåôñéêÞ.

Ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç åßíáé íá ìçí óôçñé÷èïýìå óå óõãêåêñéìÝíåò
õðïèÝóåéò ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. Áðü áõôÞ ôçí Üðïøç, ç ðñïóÝããéóç
áõôÞ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìç-ðáñáìåôñéêÞ ìÝèïäïò. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá õðÜñ÷åé
ìéá ðëåéÜäá ôÝôïéùí ìåèüäùí ïé ïðïßåò ðÜíôùò Ý÷ïõí êÜðïéá êïéíÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ.
Ïé ðéï äéáäåäïìÝíåò ôÝôïéåò ìÝèïäïé åßíáé

• Ôï éóôüãñáììá

• Ôï ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí

• Ï áðëïúêüò åêôéìçôÞò

• ÅêôéìçôÝò ìå ôç ÷ñÞóç kernels

Åêôüò áðü áõôÝò ôéò ìåèüäïõò ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí óôç óõíå÷åßá õðÜñ÷ïõí
êáé Üëëåò ìÝèïäïé üðùò ç ÷ñÞóç splines, ïñèïãþíéùí óåéñþí, ç ÷ñÞóç ðïëõùíýìùí
êáé Üëëåò ðïõ äåí èá áíáëõèïýí åäþ.

1.3 ÌÝôñá óýãêñéóçò åêôéìçôþí
Óôç óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óõìâïëéóìü f̂(x) ãéá ôçí åêôßìçóç ôçò ðñáã-
ìáôéêÞò (êáé Üãíùóôçò) óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ ðëçèõóìïý. ÅðåéäÞ
ç ðïóüôçôá f̂(x) åßíáé ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ èá èÝëáìå íá åîåôÜóïõìå ôéò éäéüôçôÝò
ôçò. Åßíáé åõíüçôï üôé áí ðÜñïõìå äéáöïñåôéêÜ äåßãìáôá áðü ôïí ßäéï ðëçèõóìü ç
ôéìÞ ðïõ èá ðÜñïõìå ãéá ôçí f̂(x) èá äéáöÝñåé. ÅðïìÝíùò ãéá íá áîéïëïãÞóïõìå
ôï ðüóï êáëÞ åêôéìÞôñéá åßíáé ùò ðñïò ôçí ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ f(x) ôïõ ðëçèõóìïý
÷ñåéáæüìáóôå êÜðïéá ìÝôñá ðïõ íá ìáò äåß÷íïõí ôï ðüóï êïíôÜ åßíáé ç f̂(x) óôçí
ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ f(x) áëëÜ êáé ôç ìåôáâëçôüôçôá ôçò. Áðü ôçí ÅêôéìçôéêÞ õðÜñ÷ïõí
êÜðïéåò ðïóüôçôåò ðïõ ÷ñçóéìåýïõí ãéá ôçí áîéïëüãçóç åêôéìçôñéþí. ÁõôÝò Þôáí
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ç ìåñïëçøßá (Bias), ç äéáêýìáíóç (Variance) êáé ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá
(Mean Squared Error, MSE).

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ìéá åêôéìÞôñéá θ̂ ìéáò Üãíùóôçò ðáñáìÝôñïõ θ ïñßæïõìå
ôéò åîÞò ðïóüôçôåò:

Bias(θ̂) = E(θ̂)− θ

V ar(θ̂) = E
[
(θ̂ − E(θ̂))2

]

MSE(θ̂) = E
[
(θ̂ − theta)2

]

Ìðïñåß êáíåßò íá åðéâåâáéþóåé ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôï MSE ìå ôç ìåñïëçøßá
êáé ôç äéáêýìáíóç. ÓõãêåêñéìÝíá

MSE(θ̂) = E
[
(θ̂ − θ)2

]

= E
[
θ̂2 − 2θθ̂ + θ2

]

= E[θ̂2]− 2θE[θ̂] + θ2

¼ìùò

[Bias(θ̂)]2 + V ar(θ̂) =
[
E(θ̂)− θ

]2

+ E
[
(θ̂ − E(θ̂))2

]

= [E(θ̂)]2 − 2θE(θ̂) + θ2 + E(θ̂2)− [E(θ̂)]2

= E[θ̂2]− 2θE[θ̂] + θ2

êé åðïìÝíùò ç ó÷Ýóç éó÷ýåé
Ç ìåñïëçøßá ìáò Ýäåé÷íå áí êáôÜ ìÝóï üñï ç åêôéìÞôñéá åßíáé ç ßäéá ìå ôçí

ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ (áìåñüëçðôç) Þ áí äéáöÝñïõí (ìåñïëçðôéêÞ). Åßíáé áõôïíüçôï ðùò
ðñïôéìïýíôáé åêôéìÞôñéåò ìå üóï ãßíåôáé ìéêñüôåñç ìåñïëçøßá óå áðüëõôç ôéìÞ.

Ç äéáêýìáíóç ìáò Ýäåé÷íå ðüóç ìåôáâëçôüôçôá Ý÷åé ç åêôéìÞôñéá êáé ìáò
åíäéáöÝñåé íá Ý÷åé üóï ãßíåôáé ìéêñüôåñç.

ÅðåéäÞ üìùò ôï íá ìéêñýíåé êáíåßò ôç ìåñïëçøßá ðïëëÝò öïñÝò ïäçãåß óå
áýîçóç ôçò äéáêýìáíóçò êáé ôï áíôßèåôï, ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá ðñïóðáèåß
íá éóïññïðÞóåé áíÜìåóá óôéò äýï áõôÝò ðïóüôçôåò.

Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò åêôßìçóçò ìßáò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
Ý÷ïõìå ðùò

Bias
[
f̂(x)

]
= E

[
f̂(x)

]
− f(x)

V ar
[
f̂(x)

]
= E

[{
f̂(x)− E

[
f̂(x)

]}2
]

MSE
[
f̂(x)

]
=

{
Bias

[
f̂(x)

]}2

+ V ar
[
f̂(x)

]

ÅðåéäÞ üìùò ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá áöïñÜ ìéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ôïõ x,
ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá áîéïëïãÞóïõìå ìéá åêôéìÞôñéá f̂(x) åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôï
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ðüóï êáëÞ åßíáé óå üëïí ôïí Üîïíá, Üñá êáé ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ x. Ãéá áõôü ÷ñçóé-
ìïðïéïýìå ôï ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá (Mean Integrated Squared
Error) ôï ïðïßï õðïëïãßæåôáé ùò

MISE
[
f̂(x)

]
= E

[
+∞∫
−∞

{
f̂(x)− f(x)

}2

dx

]
=

=
+∞∫
−∞

E
{

f̂(x)− f(x)
}2

dx =
+∞∫
−∞

MSE
[
f̂(x)

]
dx

ÄçëáäÞ, ôï ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá, õðïëïãßæåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ
x ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá êáé ïëïêëçñþíïíôáò ùò ðñïò üëåò ôéò äõíáôÝò ôéìÝò
ôïõ x õðïëïãßæåé ìéá ãåíéêÞ ðïóüôçôá.

’Ïëåò ïé áíáìåíüìåíåò ôéìÝò õðïëïãßæïíôáé ìå áíáöïñÜ ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜ-
ñôçóç ðéèáíüôçôáò f(x), äçëáäÞ ãéá ðáñÜäåéãìá

E
[
f̂(x)

]
=

+∞∫

−∞
f̂(x)f(x)dx

’Ïðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò, óõíÞèùò äåí åßíáé åýêïëï íá õðïëïãéóôïýí áõôÜ ôá
ïëïêëçñþìáôá.

Ôá ìÝôñá ðïõ ïñßóôçêáí ðáñáðÜíù, åßíáé áõôÜ ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óå
áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò ãéá íá åîåôáóôïýí êÜðïéåò áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí åêôéìçôñéþí
ìéáò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò. Åðßóçò ôá ìÝôñá áõôÜ èá áðïôåëïýí êáé
êñéôÞñéá ãéá íá åêôéìÞóåé êáíåßò êÜðïéåò ðïóüôçôåò ðïõ üðùò èá äïýìå áðáéôïýíôáé.
Óå êÜèå ðåñßðôùóç, õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ Üëëá ìÝôñá áîéïëüãçóçò åêôéìçôñéþí ãéá ôá
ïðïßá äåí èá ìéëÞóïõìå.

1.4 Åêôßìçóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôïãñÜììáôïò
Ôï éóôüãñáììá áðïôåëåß ôçí ðéï áðëÞ êáé ãíùóôÞ ìÝèïäï åêôßìçóçò ìéáò óõíÜñôç-
óçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, Þ êáëýôåñá åßíáé ãíùóôü ùò Ýíá ó÷åôéêÜ áðëü ãñÜ-
öçìá ðïõ åðéôñÝðåé óôïí åñåõíçôÞ íá áðïêôÞóåé ìéá ðñþôç åéêüíá ó÷åôéêÜ ìå ôá
äåäïìÝíá ôïõ êáé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.

’Ïðùò åßíáé ãíùóôü áðü ôçí ÐåñéãñáöéêÞ ÓôáôéóôéêÞ ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå
Ýíá éóôüãñáììá âñßóêïõìå ôïí áñéèìü ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ áíÞêïõí óôï êÜèå
êåëß êáé ãéá êÜèå êåëß öôéÜ÷íïõìå ìéá ñÜâäï ìå ýøïò ßóï ìå ôç óõ÷íüôçôá ôùí ôéìþí
ìÝóá óå áõôü. Ðáñ’ üëç ôçí áðëüôçôÜ ôïõ, ðñÝðåé êÜðïéïò íá åßíáé åíçìåñùìÝíïò
ãéá ôïí êßíäõíï íá áðïêôÞóåé ìéá åóöáëìÝíç åéêüíá ãéá ôá äåäïìÝíá áðëÜ êáé
ìüíï åðåéäÞ ôï éóôüãñáììá ðïõ Ýöôéáîå (óõíÞèùò áõôüìáôá ìå ôç ÷ñÞóç êÜðïéïõ
óôáôéóôéêïý ðáêÝôïõ) äåí åßíáé áðü êáìéÜ Üðïøç ôï êáëýôåñï.

Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá éóôüãñáììá ÷ñåéÜæåôáé íá ãíùñßæïõìå

• Ôï ðëÜôïò êÜèå êåëéïý

• Ôïí áñéèìü ôùí êåëéþí (äçëáäÞ óå ðüóá äéáóôÞìáôá, ü÷é áðáñáßôçôá éóïìÞêç,
áí êáé áõôÞ åßíáé ç óõíçèéóìÝíç ðñáêôéêÞ, èá ÷ùñßóïõìå ôá äåäïìÝíá ìáò)
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• Ôçí áñéóôåñÞ Üêñç ôïõ ðñþôïõ êåëéïý.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá äåí ÷ñåéÜæåôáé íá ïñßóïõìå üëá ôá ðáñáðÜíù êáèþò áí
îÝñïõìå ôï ðëÜôïò ôïõ êåëéïý êáé ôçí áñ÷Þ ìðïñïýìå åýêïëá íá âñïýìå ðüóá êåëéÜ
÷ñåéáæüìáóôå ãéá ôï åýñïò ôùí ðáñáôçñÞóåùí ìáò êáé ïýôù êáèåîÞò.

ÌÝ÷ñé ôþñá ôï éóôüãñáììá ÷ñçóéìïðïéüôáí áðëÜ óáí ìéá ãñáöéêÞ áðåéêüíéóç
ôùí äåäïìÝíùí. Áò äïýìå ëïéðüí ðùò ìðïñïýìå íá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá
åêôéìÞóïõìå ìéá óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.

Ç åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò óôï óçìåßï x , äçëáäÞ ç
f̂(x) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôïãñÜììáôïò äßíåôáé ùò

f̂(x) =
1
n

#ðáñáôçñÞóåùí óôï ßäéï êåëß ìå ôï x

ðëÜôïò êåëéïý ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï x

ÐáñÜäåéãìá 1.1 : ’Åóôù üôé Ý÷ïõìå 10 ðáñáôçñÞóåéò ìå ôéìÝò 2, 6, 8, 11, 14, 3, 5,
13, 19, 5 êáé ðùò ôá êåëéÜ ìáò åßíáé ôá [0, 5), [5, 10), [10, 15) êáé [15, 20). ’Å÷ïõìå
äçëáäÞ åðéëÝîåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå 4 êåëéÜ. Ôüôå ïé óõ÷íüôçôåò êÜèå êåëéïý
åßíáé 2, 4, 3 êáé 1 áíôßóôïé÷á êáé óõíåðþò ç åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò åßíáé ç

f̂(x) =





0.04 , x ∈ [0,5)
0.08 , x ∈ [5,10)
0.06 , x ∈ [10,15)
0.02 , x ∈ [15,20)
0 , x < 0, x ≥ 20

’Åôóé Ý÷ïõìå ðùò f̂(3) = 0.04, f̂(10) = 0.06, f̂(14.3) = 0.06, êëð. Óôï ãñÜ-
öçìá 1.1 ìðïñåß êÜðïéïò íá äåé ôçí åêôßìçóç áõôÞ êáé íá ðáñáôçñÞóåé ôá ’’ðçäçìá-
ôÜêéá’’ ðïõ ðáñïõóéÜæåé. Ç åéêüíá áõôÞ äåí åßíáé ôï éóôüãñáììá áëëÜ ç áðåéêüíéóç
ôçò åêôéìÞôñéáò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôïãñÜììáôïò

Ôá ðåñéóóüôåñá óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá êáôáóêåõÜæïõí ôï éóôüãñáììá ìå Ýíáí
óõãêåêñéìÝíï ôñüðï (äçëáäÞ ìå óõãêåêñéìÝíï áñéèìü êåëéþí Þ ìå ôç ÷ñÞóç êÜðïéïõ
áëãïñßèìïõ ðïõ áðïöáóßæåé áõôüìáôá). Ï ÷ñÞóôçò, âÝâáéá, ìðïñåß íá åðÝìâåé êáé
íá áëëÜîåé ôüóï ôïí áñéèìü ôùí êåëéþí üóï êáé ôï ðëÜôïò ôïõò Þ ôçí áñ÷Þ ôïõò.

Ôï ðëÜôïò ôïõ êåëéïý åßíáé âÝëôéóôï ìå ôçí Ýííïéá ðùò åëá÷éóôïðïéåß ôï ïëï-
êëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá, êáé åðïìÝíùò áí êÜðïéïò ÷ñçóéìïðïéÞóåé
êÜðïéï Üëëï êñéôÞñéï óáöþò êáé èá êáôáëÞîåé óå êÜðïéï Üëëï âÝëôéóôï ðëÜôïò
êåëéïý.

Áõôü ðïõ ðñÝðåé íá ãßíåé óáöÝò åßíáé ðùò áíÜëïãá ìå ôï ðëÜôïò ôùí êåëéþí
ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ðïëý ìåãÜëåò äéáöïñÝò óôçí åéêüíá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá äå-
äïìÝíá êé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ïäçãçèïýìå óå ëáíèáóìÝíá óõìðåñÜóìáôá ãéá
áõôÜ.

ÐáñÜäåéãìá 1.2: Ôá äåäïìÝíá, ôá ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí áñêåôÝò öïñÝò
óå áõôü ôï êåöÜëáéï, áöïñïýí ðñáãìáôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò áðü Ýíá ðåßñáìá üðïõ
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ÃñÜöçìá 1.1: Ç åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ãéá ôá äåäïìÝíá
ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 1.1 ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ éóôïãñÜììáôïò

300 ãéáïýñôéá åîåôÜóôçêáí ãéá ôçí ýðáñîç Þ ü÷é êÜðïéùí ìéêñïïñãáíéóìþí. Ïé
2 ìåôáâëçôÝò ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí åßíáé ôï PH êáé ç õãñáóßá. Áõôü ðïõ
åßíáé åíäéáöÝñïí åßíáé ðùò îÝñïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí ðùò êáèþò õðÜñ÷ïõí äýï
åßäç ãéáïõñôéþí ìÝóá óôï äåßãìá (áãåëáäéíÜ êáé ðñüâåéá) ç ìïñöÞ ôçò êáôáíïìÞò
ðñÝðåé, áðü ôç èåùñßá, íá åßíáé Ýíá ìåßãìá 2 êáôáíïìþí êáé Üñá åßôå ìéá äßêïñöç
êáôáíïìÞ åßôå ìéá êáôáíïìÞ ìå ìåãÜëç äåîéÜ ïõñÜ. ÊÜôé ôÝôïéï üðùò èá äïýìå óôç
óõíÝ÷åéá ìÜëëïí åðéâåâáéþíåôáé.

Ôá ãñáöÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýí áöïñïýí ôá äåäïìÝíá áõôÜ. Óôï ãñÜöçìá
1.2 õðÜñ÷ïõí 6 äéáöïñåôéêÜ éóôïãñÜììáôá ãéá ôá ßäéá äåäïìÝíá, ìå äéáöïñåôéêü
áñéèìü êåëéþí óå êÜèå éóôüãñáììá. Óôï ãñÜöçìá 1.3 áõôü ðïõ äéáöÝñåé åßíáé ç
áñ÷Þ ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Óôï ãñÜöçìá 1.2 ðáñáôçñåßóôå ôï ðüóï áëëÜæåé ç åéêüíá áíÜëïãá ìå ôïí áñéèìü
ôùí êåëéþí. Óôçí 3ç åéêüíá ìå 5 ìüíï êåëéÜ ç åéêüíá åßíáé ðïëý ãåíéêÞ êáé ôá åéäéêÜ
÷áñáêôçñéóôéêÜ Ý÷ïõí ÷áèåß. Óôçí 1ç åéêüíá ìå 30 êåëéÜ ç êáôáíïìÞ öáßíåôáé íá
Ý÷åé ðïëëÝò êïñõöÝò. Áðü üëá áõôÜ ôá ãñáöÞìáôá êáíåßò ìðïñåß íá áðïêôÞóåé
ìéá ðïëý ãåíéêÞ Üðïøç ðùò áðëÜ ç êáôáíïìÞ åßíáé áóýììåôñç êáé áðü åêåß êáé
ðÝñá ôá õðüëïéðá åîáñôþíôáé áðü ôïí ôñüðï ðïõ êáíåßò èá äéáëÝîåé ôïí áñéèìü
ôùí êåëéþí.

Óôï ãñÜöçìá 1.3, âëÝðïõìå 4 äéáöïñåôéêÜ éóôïãñÜììáôá ìå äéáöïñåôéêÞ áñ÷Þ.
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ÃñÜöçìá 1.2: ÄéÜöïñá éóôïãñÜììáôá ìå äéáöïñåôéêü ðëÞèïò êåëéþí ãéá ôá ßäéá
äåäïìÝíá.
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ÃñÜöçìá 1.3: ÄéÜöïñá éóôïãñÜììáôá ìå äéáöïñåôéêÞ áñ÷Þ êáé ßäéï ðëÞèïò êåëéþí.
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Óôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá, åðåéäÞ ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé áñêåôÜ
ìåãÜëï, ïé äéáöïñïðïéÞóåéò óôçí åéêüíá äåí åßíáé éäéáßôåñá ìåãÜëåò. Óå ìéêñÜ
üìùò äåßãìáôá ç åðéëïãÞ ôçò áñ÷Þò ìðïñåß íá åßíáé ðïëý êñßóéìç êáé Üñá ÷ñåéÜæåôáé
éäéáßôåñç ðñïóï÷Þ.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå ôéò éäéüôçôåò ôïõ éóôïãñÜììáôïò ìå óêïðü íá êáèïñßóïõìå
ìéá åðéëïãÞ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ Ýôóé þóôå íá áðïêïìßóïõìå ìéá üóï ôï äõíáôüí
ðéï áíôéêåéìåíéêÞ åéêüíá áðü ôá äåäïìÝíá ìáò. Ãéá íá ãßíåé áõôü ÷ñåéÜæåôáé
íá ïñßóïõìå êÜðïéåò ðïóüôçôåò. ’Åóôù ëïéðüí ðùò ç áñ÷Þ ôùí êåëéþí, äçëáäÞ
ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ ðñþôïõ êåëéïý óõìâïëßæåôáé ìå b0 åíþ ôï j êåëß åßíáé ôï
[bj−1, bj). Ç óõ÷íüôçôá ôïõ j êåëéïý åßíáé nj êáé h = bj − bj−1 åßíáé ôï ðëÜôïò
ôïõ êåëéïý ðïõ ðïëëÝò öïñÝò ôï ïíïìÜæïõìå êáé ðáñÜèõñï. ÔÝëïò õðïèÝôïõìå
ðùò Ý÷ïõìå k êåëéÜ, åðïìÝíùò ôï äåîéü Üêñï ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé ôï bk. Ìå
áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí åêôéìÞôñéá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
éóôïãñÜììáôïò ùò

f̂(x) =
1
n

nj

h
, x ∈ [bj−1, bj) (1.1)

Ï óõìâïëéóìüò áõôüò ðñïóöÝñåé åõêïëßá óôçí áðüäåéîç ôùí éäéïôÞôùí ôïõ éóôï-
ãñÜììáôïò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå áìÝóùò ôþñá.

1.4.1 Éäéüôçôåò éóôïãñÜììáôïò
×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí óõìâïëéóìü (1.1) ìðïñåß êÜðïéïò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò ìüíï
ç ðïóüôçôá nj åßíáé ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ. ÅðïìÝíùò

E(f̂(x)) = E
( nj

nh

)
=

1
nh

E(nj) =
n [F (bj)− F (bj−1)]

nh
=

[F (bj)− F (bj−1)]
h

,

üðïõ F (x) åßíáé ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý (éó÷ýåé äçëáäÞ F (x) =

P (X ≤ x) =
x∫

−∞
f(u)du). ÅðïìÝíùò ï áñéèìçôÞò óôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ äåí

åßíáé ðáñÜ ç ðéèáíüôçôá íá ðÜñïõìå ìéá ðáñáôÞñçóç ìÝóá óôï óõãêåêñéìÝíï
êåëß óôï ïðïßï áíÞêåé ôï x óýìöùíá ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò ôïõ ðëçèõóìïý. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ x ìÝóá óôï
êåëß ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ åßíáé ç ßäéá. Ðáñáôçñïýìå åðïìÝíùò ðùò ç åêôéìÞôñéá
ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé ìåñïëçðôéêÞ êáèþò ãåíéêÜ äéáöÝñåé áðü ôçí f(x). Ç
ìåñïëçøßá ôçò åßíáé ðåñßðïõ ßóç ìå

Bias
[
f̂(x)

]
≈ 1

2
f ′(x) [h− 2(x− bj−1)] ,

üðïõ ‘ðåñßðïõ ßóç’ óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé ìéá áêüìá ðïëý ìéêñÞ áìåëçôÝá ðïóüôçôá
ôçí ïðïßá äåí áíáöÝñïõìå ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå ôï óõìâïëéóìü. Êáëü åßíáé íá
Ý÷åôå óôï ìõáëü óáò ðùò áõôü óçìáßíåé üôé ôá áðïôåëÝóìáôá åßíáé ðñïóåããéóôéêÜ,
äçëáäÞ äåí éó÷ýåé áõóôçñÜ ç éóüôçôá áëëÜ õðÜñ÷åé êáé ìéá ðïëý ìéêñÞ ðïóüôçôá
ðïõ ãéá ëüãïõò åõêïëßáò ôçí áãíïïýìå. Áõôü ðïõ âëÝðïõìå ëïéðüí áðü ôç ìåñï-
ëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé ðùò:

• èá ðñÝðåé f ′(x) = 0, þóôå íá åßíáé áìåñüëçðôç ç åêôéìÞôñéá. Áõôü óçìáßíåé
ðùò ç f(x) ðñÝðåé íá åßíáé óôáèåñÞ óôï äéÜóôçìá ðïõ ìåëåôÜìå (ð.÷. ç
ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ).
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• ç ìåñïëçøßá äåí åîáñôÜôáé Üìåóá áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò êáé Üñá
áêüìá êáé ãéá ðïëý ìåãÜëá ìåãÝèç äåßãìáôïò óõíå÷ßæåé íá åßíáé ìåñïëçðôéêÞ
ç åêôéìÞôñéá ìáò.

Åðßóçò ìðïñåß íá äåé÷èåß ðùò

V ar
[
f̂(x)

]
≈ f(x)

nh
,

êáé åðïìÝíùò óõíäõÜæïíôáò ôç äéáêýìáíóç ìå ôç ìåñïëçøßá ðáßñíïõìå ðùò

MSE
[
f̂(x)

]
≈ 1

4
[f ′(x)]2 [h− 2(x− bj−1)]

2 +
f(x)
nh

.

Áõôü ðïõ ìðïñåß íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò åßíáé ðùò üóï ìåãáëþíåé ç ôéìÞ ôïõ h,
ìéêñáßíåé ç äéáêýìáíóç áëëÜ ìåãáëþíåé ç ìåñïëçøßá. ÅðïìÝíùò áí êÜðïéïò èÝëåé
íá âñåé êÜðïéï âÝëôéóôï h ðñÝðåé íá ôï êÜíåé ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå íá éóïññïðÞóåé
áíÜìåóá óôç ìåßùóç ôçò äéáêýìáíóçò êáé ôçí áýîçóç ôçò ìåñïëçøßáò.

1.4.2 Åýñåóç âÝëôéóôïõ ðëÜôïõò êåëéïý
ÄåäïìÝíïõ, üôé ìáò åíäéáöÝñåé üëïò ï Üîïíáò ôùí x êáé ü÷é êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç
ôéìÞ, ìéá ìÝèïäïò ãéá íá âñïýìå Ýíá âÝëôéóôï h åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï
ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá êáé íá äéáëÝîïõìå ôçí ôéìÞ ôïõ h ðïõ ôï
åëá÷éóôïðïéåß. Ôï ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

MISE
[
f̂(x)

]
≈ R(f ′)h2

12
+

1
nh

,

üðïõ R(f ′) =
∫

[f ′(u)]2 du.
Ðáßñíïíôáò ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ôïõ MISE ùò ðñïò h êáé åîéóþíïíôáò ôçí ìå

0 âñßóêïõìå ðùò ôï âÝëôéóôï ðëÜôïò êåëéïý h, ðïõ óõìâïëßæïõìå ìå hopt , åßíáé ôï

hopt =
[

6
R(f ′)

]1/3

n−1/3.

Ç ðïóüôçôá R(f ′) ðïõ åìöáíßæåôáé óôïí ðáñïíïìáóôÞ Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôç
ìïñöÞ ôçò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, äçëáäÞ ðüóï ëåßá
åßíáé Þ áí Ý÷åé ìåãáëýôåñá ‘óêáìðáíåâÜóìáôá’. Óôï ãñÜöçìá 1.4 ðïõ áêïëïõèåß
ìðïñåß íá äåé êáíåßò 3 äéáöïñåôéêÜ ãñáöÞìáôá ìå äéÜöïñåò óõíáñôÞóåéò f .

’Ïðùò âëÝðåé êáíåßò áðü ðÜíù ðñïò ôá êÜôù ç ìïñöÞ ôçò f ãßíåôáé ïëïÝíá êáé
ëéãüôåñï ëåßá. Ãéá ôçí ìïñöÞ ôçò f ðïõ åßíáé ðÜíù óôï ãñÜöçìá 1.4, ç ôéìÞ ôçò
R(f ′) åßíáé ç ìéêñüôåñç. ’Áñá ôï âÝëôéóôï ðëÜôïò êåëéïý, ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôçí
ôéìÞ áõôÞ, èá åßíáé ìåãáëýôåñï ó÷åôéêÜ ìå ôá Üëëá. Óôá äýï åðüìåíá ãñáöÞìáôá
âëÝðïõìå ðùò ç R(f ′) åßíáé ìåãáëýôåñç, Üñá êáé ôá óêáìðáíåâÜóìáôá ôçò ðñáã-
ìáôéêÞò f åßíáé ìåãáëýôåñá, ïðüôå ÷ñåéáæüìáóôå ìéêñüôåñï ðëÜôïò êåëéïý, þóôå íá
ìðïñÝóïõìå íá ‘äïýìå’ êáëýôåñá ôá óêáìðáíåâÜóìáôá ôçò. ÄçëáäÞ üôáí ç f åßíáé
ëåßá (ð÷ ìéá ìïíïêüñõöç êáôáíïìÞ) äåí ÷ñåéÜæåôáé íá ðÜñïõìå ìéêñü ðáñÜèõñï
áöïý ç ãåíéêÞ åéêüíá ôçò ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ìå ðáñÜèõñï ìåãáëýôåñïõ
ìåãÝèïõò.
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ÃñÜöçìá 1.4: ÄéÜöïñåò äõíáôÝò ìïñöÝò ôçò f(x) . ’Ïóï ðéï ëåßá åßíáé ç ìïñöÞ
ôçò ôüóï ìéêñüôåñç åßíáé ç ôéìÞ ôçò R(f ′)

Óôçí ðñÜîç äïõëåýïõìå ùò åîÞò:
Áí îÝñïõìå ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé ç êáíïíéêÞ, êÜíïíôáò ôéò

ðñÜîåéò âñßóêïõìå ðùò ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï åßíáé

hopt = 3.491σ n−1/3,

üðïõ σ åßíáé ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôïõ ðëçèõóìïý. ’Áñá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ îÝñïõìå
ðùò ï ðëçèõóìüò åßíáé êáíïíéêüò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí äåéãìáôéêÞ
ôõðéêÞ áðüêëéóç s êáé íá âñïýìå ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï ùò

hopt = 3.491sn−1/3.

ÅðåéäÞ ãéá äåäïìÝíá áðü êáíïíéêü ðëçèõóìü éó÷ýåé ðùò

IQR = 1.345s,

üðïõ IQR åßíáé ôï åíäïôåôáñôçìïñéáêü åýñïò, äçëáäÞ ç äéáöïñÜ ôïõ ôñßôïõ ôå-
ôáñôçìïñßïõ áðü ôï ðñþôï, ìðïñïýìå åíáëëáêôéêÜ íá åêôéìÞóïõìå ôï âÝëôéóôï
ðáñÜèõñï ùò

hopt = 3.491
IQR

1.345
n−1/3 = 2.595IQRn−1/3.

Ç ÷ñÞóç ôïõ åíäïôåôáñôçìïñéáêïý åýñïõò Ý÷åé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé åðåéäÞ åßíáé
ðéï áíèåêôéêÞ (robust) óå áðïêëßóåéò áðü ôçí êáíïíéêüôçôá ìðïñåß íá äþóåé ìéá
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êáëýôåñç åêôßìçóç óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç õðüèåóç ðùò ï ðëçèõóìüò åßíáé êáíïíéêüò
äåí éó÷ýåé.

Ìéá óõìâéâáóôéêÞ ëýóç ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ï ðëçèõóìüò äåí åßíáé êáíïíéêüò
áëëÜ ç áðüêëéóç äåí åßíáé êáé ðïëý ìåãÜëç (ð÷ ç êáôáíïìÞ t-student åßíáé ìéá
óõììåôñéêÞ óôï 0 êáôáíïìÞ, üðùò êáé ç êáíïíéêÞ, áëëÜ ìå êÜðùò ðá÷ýôåñåò ïõñÝò,
åðïìÝíùò ìðïñåß êÜðïéïò íá éó÷õñéóôåß ðùò ìïéÜæåé êáé åßíáé êïíôÜ óôçí êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ) åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò

s̄ = min
(

IQR

1.345
, s

)
,

ïðüôå ôï âÝëôéóôï ðëÜôïò êåëéïý åßíáé ôï

hopt = 3.491s̄n−1/3.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ìïñöÞ ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý äåí ìïéÜæåé êáèüëïõ
ìå ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, ìéá ëýóç åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéá f ðïõ
íá ìïéÜæåé ìå ôçí êáôáíïìÞ áõôÞ, íá âñïýìå ôçí R(f ′) êáé íá õðïëïãßóïõìå ôï
âÝëôéóôï h. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôá äåäïìÝíá öáßíåôáé íá Ý÷ïõí ìéá J-êëßóç ôüôå ç
åêèåôéêÞ ìïéÜæåé ìéá åðéëïãÞ åíþ áí ôá äåäïìÝíá åßíáé äßêïñöá ìðïñåß êÜðïéïò íá
÷ñçóéìïðïéÞóåé ìåßãìáôá ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò. Åßíáé îåêÜèáñï üôé ÷ñåéÜæåôáé
áñêåôÞ ðåßñá ãéá íá áðïöáóßóåé êÜðïéïò ðïéá êáôáíïìÞ èá ìðïñïýóå íá ìïéÜæåé
ìå ôá äåäïìÝíá.

Ç ðñïóÝããéóÞ ìáò óôçñß÷ôçêå óôçí åýñåóç ôçò âÝëôéóôçò ôéìÞò ôïõ ðëÜôïõò
ôïõ êåëéïý. ÊÜðïéåò Üëëåò ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí õðïëïãßóåé üôé ãéá ôçí ðåñßðôùóç
êáíïíéêïý ðëçèõóìïý ï âÝëôéóôïò áñéèìüò êåëéþí ãéá ôï éóôüãñáììá ðñÝðåé íá
åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü (2n)1/3 ôï ïðïßï áíôéóôïé÷åß óå âÝëôéóôï ðáñÜèõñï hopt ≤
3.55σn−1/3 äçëáäÞ ðïëý êïíôÜ óôï âÝëôéóôï ðëÜôïò ôïõ êåëéïý ðïõ âñÞêáìå åëá-
÷éóôïðïéþíôáò ôï ìÝóï ïëïêëçñùìÝíï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá.

1.4.3 Åýñåóç âÝëôéóôçò áñ÷Þò ãéá ôï éóôüãñáììá
Ç åðéëïãÞ ôçò áñ÷Þò ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé êñßóéìç ìüíï üôáí ôï ìÝãåèïò ôïõ
äåßãìáôïò åßíáé ìéêñü. Åðßóçò åðåéäÞ Ý÷åé äåé÷ôåß üôé äåí åßíáé ôüóï óçìáíôéêÞ ç
åðéëïãÞ ôïõ ùò ðñïò ôï ìÝóï ïëïêëçñùìÝíï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá ìéá åìðåéñéêÞ
åðéëïãÞ åßíáé íá îåêéíÞóïõìå íá öôéÜ÷íïõìå ôá êåëéÜ ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå áðü ôï
min(xi)− h/2.

’Åôóé ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç ìéêñüôåñç ðáñáôÞñçóç åßíáé 10, ç ìåãáëýôåñç åßíáé
200 êáé ôï âÝëôéóôï ðëÜôïò êåëéïý åßíáé ôï 10, ôüôå ôï ðñþôï äéÜóôçìá åßíáé ôï
(5, 15] êáé áêïëïýèùò ôá êåëéÜ èá åßíáé (15, 25], (25, 35], . . . , (185, 195] êáé ôï
ôåëåõôáßï (195, 205].

’Ïðùò èá äïýìå óå ëßãï, ìå óêïðü íá ðåñéïñßóïõìå ôçí üðïéá åðßäñáóç ôçò
åðéëïãÞò ôçò áñ÷Þò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò ùò áñ÷Þ
ôïõ éóôïãñÜììáôïò êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ðÜñïõìå ôï ìÝóï üñï ôïõò ùò åêôéìÞôñéá.
Ìå áõôü ôïí ôñüðï ç åêôéìÞôñéá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ðéï ëåßá.

1.4.4 H ìÝèïäïò averaging Histograms
’Åíáò ôñüðïò ãéá íá îåðåñÜóïõìå ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ äçìéïõñãåß ç åðéëïãÞ ôçò
áñ÷Þò ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé íá îåêéíÞóïõìå, êñáôþíôáò ôï ßäéï ðëÜôïò êåëéïý,
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áðü äéáöïñåôéêÝò áñ÷Ýò êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ùò åêôéìÞôñéá ôç
ìÝóç ôéìÞ ðïõ èá ðÜñïõìå áðü ôéò äéáöïñåôéêÝò åêôéìÞóåéò ìå êÜèå áñ÷Þ. Ìå áõôü
ôïí ôñüðï åîáöáíßæïõìå ôçí ïðïéáäÞðïôå åðßäñáóç áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò áñ÷Þò êáé
óõã÷ñüíùò êáôáëÞãïõìå óå ìéá ðéï ëåßá ìïñöÞ ôçò åêôéìÞôñéáò ìå ôï éóôüãñáììá.
Ãéá íá ãßíåé áõôü êáôáíïçôü äçìéïõñãÞóáìå ôéò åêôéìÞôñéåò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôï-
ãñÜììáôïò ãéá ôá äåäïìÝíá ìå ôá ãéáïýñôéá. ÓõãêåêñéìÝíá èåùñÞóáìå óôáèåñü ôï
ðëÜôïò ôùí êåëéþí êáé ßóï ìå 0.10 áëëÜ ç áñ÷Þ ôÝèçêå äéáäï÷éêÜ 3.80, 3.82, 3.84
êáé 3.86. Ôá 4 ðñþôá éóôïãñÜììáôá ôïõ ãñáöÞìáôïò 1.5 áíôéêáôïðôñßæïõí ôçí
åéêüíá áõôÞ. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ìåôáîý ôïõò ðáñïõóéÜæïõí ïðôéêÝò äéáöïñÝò ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óå äéáöïñåôéêÝò åêôéìÞóåéò áëëÜ êáé óå äéáöïñåôéêÞ åéêüíá ðïõ
ðáßñíïõìå êÜèå öïñÜ. Óôç óõíÝ÷åéá (êÜôù áñéóôåñÜ) ðÞñáìå ôç ìÝóç ôéìÞ áõôþí
ôùí ôåóóÜñùí åêôéìÞóåùí. Ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðùò ç åéêüíá åßíáé áñêåôÜ ðéï
êáèáñÞ ðéá, áëëÜ áêüìá õðÜñ÷ïõí ðçäçìáôÜêéá ôçò åêôéìÞôñéáò. Åßíáé îåêÜèáñç
ðéá ç ýðáñîç äýï êïñõöþí êÜôé ðïõ ìå êÜðïéåò åðéëïãÝò áñ÷Þò ôïõ éóôïãñÜì-
ìáôïò äåí Þôáí ðñïöáíÝò. Óôï ôåëåõôáßï ãñÜöçìá êÜôù äåîéÜ Ý÷ïõìå ðÜñåé ôç
ìÝóç ôéìÞ 15 äéáöïñåôéêþí éóôïãñáììÜôùí ìå ßäéï ðáñÜèõñï áëëÜ äéáöïñåôéêÝò
áñ÷Ýò. Ç åéêüíá åßíáé áêüìá ðéï ëåßá êáé ôåëéêÜ åîáöáíßæåé äõï áðü ôá ðñïâëÞ-
ìáôá ôïõ éóôïãñÜììáôïò, áõôü ôçò åðéëïãÞò ðáñáèýñïõ áëëÜ êáé áõôü ôçò ü÷é ëåßáò
åêôéìÞôñéáò.

Ç ìÝèïäïò áõôÞ ïíïìÜæåôáé óôç âéâëéïãñáößá ùò averaging histograms êáé åêôüò
áðü ôéò ðñïöáíåßò éäéüôçôÝò ôçò ðïõ óõæçôÞóáìå ìåéþíåé ôç ìåñïëçøßá êáé ôç äéá-
êýìáíóç ôçò åêôéìÞôñéáò.

ÃñÜöçìá 1.5: Éóôüãñáììá ìå äéáöïñåôéêÞ áñ÷Þ êáé ßäéï ðëÜôïò êåëéþí êáé óôçí
êÜôù óåéñÜ average éóôüãñáììá.
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1.4.5 ÓõìðåñÜóìáôá
Óõíïøßæïíôáò, ôá ðëåïíåêôÞìáôá ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé

• Äåí ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå êáìéÜ óïâáñÞ õðüèåóç ãéá íá ôï êáôáóêåõÜ-
óïõìå, ðáñÜ ìüíï íá Ý÷ïõìå ìéá ãåíéêÞ åéêüíá ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò

• Åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï êáé äåí ÷ñåéÜæåôáé åéäéêÜ ðñïãñÜììáôá ãéá íá ôï êá-
ôáóêåõÜóïõìå. ’Ïëá ôá óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá ôï êáôáóêåõÜæïõí ðïëý åýêïëá
êáé ãñÞãïñá êáé ìðïñåß êÜðïéïò ðïëý åýêïëá íá ôï ðåñéãñÜøåé êáé íá ôï
åîçãÞóåé ÷ùñßò áðáñáßôçôá íá Ý÷åé ìåãÜëåò ãíþóåéò óôáôéóôéêÞò.

• Ôá ðáñáðÜíù ó÷üëéá áöïñïýí êõñßùò ôï ðåñéãñáöéêü ìÝñïò ôïõ éóôïãñÜì-
ìáôïò ùò ìéá åéêüíá ðïõ ìáò ðåñéãñÜöåé ôá äåäïìÝíá.

Áðü ôçí Üëëç êÜðïéá óçìáíôéêÜ ìåéïíåêôÞìáôá ôïõ åßíáé ðùò

• Äåí äßíåé ìéá ëåßá åéêüíá êáèþò ìÝóá óå êÜèå êåëß ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôá åßíáé ç ßäéá êáé ãåíéêÜ ç åéêüíá ðïõ ðáßñíïõìå Ý÷åé ‘ðçäçìá-
ôÜêéá’. ÅðåéäÞ ëïéðüí óêïðüò ôçò åêôßìçóçò ìéáò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðáñÜãùãü ôçò ç ìÝèïäïò ôïõ éóôïãñÜììáôïò
áðïôõã÷Üíåé

• Äýóêïëá ãåíéêåýåôáé óå ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá äéáóôÜóåéò

• Ðáñáôçñåßóôå ðùò ôá ìåéïíåêôÞìáôá Ý÷ïõí íá êÜíïõí êõñßùò ìå ôç óôáôéóôéêÞ
÷ñÞóç ôïõ éóôïãñÜììáôïò ðÝñá áðü ôçí áðëÞ ðåñéãñáöÞ ôùí äåäïìÝíùí.

1.5 Åêôßìçóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ðïëõãþíïõ
Ôï ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí ðñïêýðôåé áí åíþóïõìå ìå ìéá åõèåßá ãñáììÞ ôéò êïñõöÝò
ôùí ñÜâäùí ôïõ éóôïãñÜììáôïò áêñéâþò óôï ìÝóï ôïõ êÜèå êåëéïý. Óôï ãñÜöçìá
1.6 ðïõ áêïëïõèåß ìðïñåßôå íá äåßôå ðñþôá Ýíá éóôüãñáììá ìáæß ìå ôï ðïëýãùíï
óõ÷íïôÞôùí êáé äßðëá ìüíï ôï ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñá-
äåßãìáôïò 1.2 ðïõ áöïñïýí ôá ãéáïýñôéá.

Ôï ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí åßíáé ãíùóôü êõñßùò ùò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò íá ðÜñåé
êáíåßò êÜðïéá åéêüíá áðü ôá äåäïìÝíá ôïõ, áëëÜ ç ÷ñÞóç ôïõ åßíáé ðåñéïñéóìÝíç.

Ç åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ðïëõãþíïõ
åßíáé ç

f̃(x) =
1

nh2
[nj−1cj − njcj−1 + (nj − nj−1)x] , x ∈ [cj−1, cj ] (1.2)

üðïõ cj åßíáé ôï êåíôñéêü óçìåßïõ ôïõ êåëéïý j. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå ðùò
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ÃñÜöçìá 1.6: Ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí ãéá ôá äåäïìÝíá ðïõ áöïñïýí ôá ãéáïýñôéá.

ÄéÜóôçìá Óõ÷íüôçôá Êåíôñéêü óçìåßï êåëéïý
1ï êåëß (b0, b1] n1 c1

2ï êåëß (b1, b2] n2 c2

. . . . . . . . .
j êåëß (bj−1, bj ] nj cj

. . . . . . . . .
k êåëß (ôåëåõôáßï êåëß) (bk−1, bk] nk ck
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Ìðïñåß êÜðïéïò íá äåé ðùò

nj−1cj − njcj−1 + (nj − nj−1)x
h

åßíáé ç åîßóùóç åõèåßáò ðïõ óõíäÝåé ôá óçìåßá cj−1 êáé cj . Ó÷çìáôéêÜ áõôü
ðåñéãñÜöåôáé óôï ãñÜöçìá 1.7 ðïõ áêïëïõèåß

ÃñÜöçìá 1.7: Ó÷çìáôéêÞ áðåéêüíéóç ôçò åêôßìçóçò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ðïëõãþíïõ.
Ç åêôéìÞôñéá åßíáé áðëÜ ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò ðïõ åíþíåé ôá äýï óçìåßá.

Ìå üìïéï ôñüðï üðùò êáé ãéá ôï éóôüãñáììá ìðïñïýìå íá åîåôÜóïõìå ôéò
éäéüôçôåò êáé áõôïý ôïõ åêôéìçôÞ. ÊÜôé ôÝôïéï üìùò äåí èá ðåñéãñáöåß åäþ. Áõôü
ðïõ åßíáé ÷ñÞóéìï åßíáé ðùò åëá÷éóôïðïéþíôáò ôï ìÝóï ïëïêëçñùìÝíï ôåôñáãùíéêü
óöÜëìá ìðïñåß íá äåé÷ôåß ðùò ôï âÝëôéóôï ìÞêïò êåëéïý åßíáé ôï

hopt = 2
[

15
49R(f ′′)

]1/5

n−1/5

×ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí õðüèåóç üôé ï ðëçèõóìüò åßíáé êáíïíéêüò ôï âÝëôéóôï
ìÞêïò êåëéïý åßíáé ôï hopt = 2.15σn−1/5 êáé åðåéäÞ ç äéáêýìáíóç ôïõ ðëçèõóìïý
åßíáé Üãíùóôç ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç äåéãìáôéêÞ ôõðéêÞ áðüêëéóç s Þ ôï åíäïôåôáñôç-
ìïñéáêü åýñïò êáôÜëëçëá ðïëëáðëáóéáóìÝíï. ’Åôóé,

áí ç êáôáíïìÞ åßíáé êáíïíéêÞ, õðïëïãßæïõìå hopt = 2.15 s n−1/5 åíþ

áí áðïêëßíåé áðü ôçí êáíïíéêÞ ðáßñíïõìå hopt = 2.15 s̄ n−1/5 üðïõ s̄ = min
(

IQR
1.345 , s

)
.
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ÓõìðåñáóìáôéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå ãéá ôï ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí üôé

• Ç åêôßìçóç ìéáò ðõêíüôçôáò ìå ôï ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí áí êáé áðëÞ ìðïñåß
íá äþóåé ìéá ðïëý ãåíéêÞ åéêüíá ãéá ôá äåäïìÝíá

• ’Å÷åé áðïäåé÷èåß èåùñçôéêÜ üôé, üóï ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò áõîÜíåé ôï
ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí åßíáé ðñïôéìüôåñï ôïõ éóôïãñÜììáôïò (ìå êñéôÞñéï ôï
ãåãïíüò üôé ôï ìÝóï ïëïêëçñùìÝíï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá åßíáé ìéêñüôåñï).
Ãéá ìéêñüôåñá äåßãìáôá êáé ïé äýï ìÝèïäïé äßíïõí ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá

• ÅðïìÝíùò ôï ðïëýãùíï óõ÷íïôÞôùí óå êáìéÜ ðåñßðôùóç äåí õðïëåßðåôáé ôïõ
éóôïãñÜììáôïò ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðïëý ðåñéóóüôåñï óôçí ðñÜîç

• Äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ðïëýãùíï ãéá íá âñïýìå ôçí êïñõöÞ
Þ ôéò êïñõöÝò ôùí äåäïìÝíùí ìáò.

• Êáé ðÜëé (üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ éóôïãñÜììáôïò) ç áñ÷Þ áðü üðïõ èá
îåêéíÜ ôï ðñþôï êåëß åßíáé óçìáíôéêÞ ìüíï ãéá ìéêñÜ äåßãìáôá.

1.6 Áðëïúêüò ÅêôéìçôÞò
Áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ùò ôï üñéï ôçò óõíÜñôçóçò
êáôáíïìÞò ðñïêýðôåé ðùò

f(x) = lim
h→0

P (x− h < X < x + h)
2h

.

ÅðïìÝíùò öáßíåôáé ëïãéêü íá åêôéìÞóïõìå ìéá óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï äåéãìáôéêü áíÜëïãï, äçëáäÞ íá ïñßóïõìå Ýíá ìéêñü äéÜóôçìá
êáé íá ìåôñÞóïõìå ôïí áñéèìü ôùí ðáñáôçñÞóåùí ìÝóá óå áõôü. ’Åôóé Ýíáò ëïãéêüò
åêôéìçôÞò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò åßíáé ï

f̂(x) =
1
n

#ðáñáôçñÞóåùí óôï äéÜóôçìá (x− h, x + h)
2h

üðïõ h åßíáé Ýíá ðáñÜèõñï ðïõ êáèïñßæåé ðüóï ìéêñü Þ ìåãÜëï åßíáé ôï äéÜóôçìá
áõôü.

Ï åêôéìçôÞò áõôüò ïíïìÜæåôáé áðëïúêüò (naive) åðåéäÞ ðñïêýðôåé áðü áõôÞ
ôçí áðëÞ ìåôÜâáóç áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò óôï
äåéãìáôéêü áíôßóôïé÷ü ôçò.

Óôï ÃñÜöçìá 1.8 ðáñáôçñåßóôå ôçí åðßäñáóç êáé ôç óðïõäáéüôçôá ôçò åðéëïãÞò
ôïõ ðáñáèýñïõ óôï ïðôéêü áðïôÝëåóìá. BëÝðïõìå ëïéðüí 4 äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò
ðáñáèýñïõ h ãéá ôïí áðëïúêü åêôéìçôÞ. Ôá äåäïìÝíá ðïõ ðåñéãñÜöïõí åßíáé ðÜëé
ôá äåäïìÝíá ðïõ áöïñïýí ôá ãéáïýñôéá. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç h = 1 êáé ç åéêüíá
åßíáé ìéá ó÷åäüí ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óå üëï ôï äéÜóôçìá. Ôï ðáñÜèõñï Þôáí
ðïëý ìåãÜëï ïðüôå ó÷åäüí üëåò ïé ðáñáôçñÞóåéò Ýðåöôáí ìÝóá óôï ðáñÜèõñï.
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ÃñÜöçìá 1.8: Åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
áðëïúêïý åêôéìçôÞ ãéá 4 äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò ôïõ h.

Óôçí åéêüíá 3 ìå ôï ìéêñüôåñï ðáñÜèõñï h = 0.01 Ý÷ïõìå ìéá ðïëý ‘ôñåìïõëéáóôÞ’
åéêüíá ìå ðïëëÜ ôïðéêÜ áêñüôáôá. Áí áíáëïãéóôåß êáíåßò ðùò ôá äåäïìÝíá ìáò
åß÷áí ìüíï 2 äåêáäéêÜ øçößá êáôáëáâáßíåé êáíåßò ãéáôß ç åéêüíá Ý÷åé áõôÞ ôç
ìïñöÞ. Óôçí åéêüíá 4 Ý÷ïõìå êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ôçí ðéï êáèáñÞ åéêüíá ãéá ôá
äåäïìÝíá ìáò.

Ç äéáöïñÜ áðü ôï éóôüãñáììá åßíáé ðùò ôþñá ðéá äåí Ý÷ïõìå óõãêåêñéìÝíá
êåëéÜ êáé ìåôñÜìå ðüóåò ðáñáôçñÞóåéò ðÝöôïõí ìÝóá óå áõôÜ áëëÜ ìåôñÜìå ðüóåò
ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ìÝóá óå óõãêåêñéìÝíç áðüóôáóç áðü ôçí ôéìÞ ìáò. ÄçëáäÞ
ôïðïèåôïýìå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï ìÞêïõò 2h ìå êÝíôñï êÜèå ôéìÞ x êáé ìåôñÜìå
ðüóåò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ìÝóá óå áõôü ôï ðáñáëëçëüãñáììï.

ÅíáëëáêôéêÜ ï áðëïúêüò åêôéìçôÞò ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò åîÞò: âÜæïõìå óå
êÜèå ìéá ðáñáôÞñçóç Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï ìå ðëÜôïò 2h êáé ãéá êÜèå ôéìÞ x
ìåôñÜìå ðüóá ðáñáëëçëüãñáììá öôÜíïõí ìÝ÷ñé áõôÞ.

Áõôü ìðïñïýìå íá ôï åêöñÜóïõìå ìáèçìáôéêÜ ùò åîÞò

f̂(x) =
1
n

n∑

i=1

1
h

w

(
x− xi

h

)
(1.3)

üðïõ

w(x) =
{

1/2
0

áí |x| < 1
áëëïý

Ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò ç w(x) åßíáé ç ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï
äéÜóôçìá (-1,1) ãéá áõôü êáé ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí üñï êïõôÜêéá (ç óõíÜñôçóç
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò ïìïéüìïñöçò êáôáíïìÞò ìïéÜæåé ìå êïõôÜêé).
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Ï áðëïúêüò åêôéìçôÞò Ý÷åé ôï ìåéïíÝêôçìá ðùò ç åêôßìçóç ðïõ äßíåé Ý÷åé ðç-
äçìáôÜêéá, üðùò êáé óôï éóôüãñáììá, êÜôé ðïõ óçìáßíåé ðùò äåí õðÜñ÷ïõí ïé
ðáñÜãùãïé óå üëá ôá óçìåßá. ÁõôÜ ôá ðçäçìáôÜêéá ïöåßëïíôáé óôç êïñõöÞ ôçò
w(x) êáé åðïìÝíùò áí äéáëÝîïõìå ìéá Üëëç ìïñöÞ ìðïñïýìå íá ôá îåðåñÜóïõìå.
Ç áíÜãêç äçëáäÞ íá ãåíéêåýóïõìå åßíáé ðñïöáíÞò. Áõôü áðïôåëåß êáé ôç âÜóç
ãéá ôç ÷ñÞóç ôùí kernels ðïõ èá äïýìå áìÝóùò.

1.7 Åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç Kernel

1.7.1 ÅéóáãùãÞ

Ç êáêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ áðëïúêïý åêôéìçôÞ ïöåßëåôáé êõñßùò óôçí åðéëïãÞ ôçò
ïìïéüìïñöçò êáôáíïìÞò. Ç ìïñöÞ ôçò ïìïéüìïñöçò åßíáé Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï.
Áí ëïéðüí äéáëÝîïõìå ìéá Üëëç ìïñöÞ ãéá ôç óõíÜñôçóç w(x) ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå
ìéá ðïëý êáëýôåñç åéêüíá. Ç ìÝèïäïò ôùí kernels ÷ñçóéìïðïéåß Ýíá kernel K(x)
ìå üìïéï ôñüðï üðùò ÷ñçóéìïðïéïýóå ï áðëïúêüò åêôéìçôÞò ôç óõíÜñôçóç w(x).
ÅðïìÝíùò ç åêôßìçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
kernel K(x) äßíåôáé ùò

f̂(x) =
1
n

n∑

i=1

1
h

K

(
x− xi

h

)
(1.4)

üðïõ K(x) åßíáé ìéá óõíÜñôçóç (óõíÞèùò óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò) ãéá
ôçí ïðïßá éó÷ýåé

1. K(x) ≥ 0,

2.
+∞∫
−∞

K(x)dx = 1 ,

3.
+∞∫
−∞

xK(x)dx = 0 êáé

4. 0 <
+∞∫
−∞

x2K(x)dx < ∞ .

×ùñßò íá åßíáé áðáñáßôçôï, åßíáé üìùò ÷ñÞóéìï, ç óõíÜñôçóç K(x) åßíáé
óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôï 0.

Ìðïñåß åýêïëá êÜðïéïò íá äåé ðùò, ìå âÜóç ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, ç åêôßìçóç
ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò åßíáé üíôùò ìéá óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.
Áõôü ãéáôß

• åßíáé óßãïõñá ìç áñíçôéêÞ áöïý üëåò ïé ðïóüôçôåò åßíáé èåôéêÝò êáé
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• éó÷ýåé ðùò

+∞∫

−∞
f̂(x)dx =

+∞∫

−∞

1
n

n∑

i=1

1
h

K

(
x− xi

h

)
dx

=
1
n

1
h

n∑

i=1

+∞∫

−∞
K

(
x− xi

h

)
dx

êáé áíôéêáèéóôþíôáò u = x−xi

h , ðñïêýðôåé ðùò

+∞∫

−∞
f̂(x)dx =

1
n

1
h

n∑

i=1

h

+∞∫

−∞
K (u)du =

n

n
= 1

x

K(
u)

-2 -1 0 1 2

0.
0

0.
2

0.
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ÃñÜöçìá 1.9: ÄéÜöïñá kernels. 1- Êáíïíéêü, 2 -Epanenchnikov, 3-Biweight, 4-
Triweight. Ðáñáôçñåßóôå üôé ôåëéêÜ ïé äéáöïñÝò åßíáé áñêåôÜ µåãÜëåò, üðùò åðßóçò
êáé ðùò ôï êáíïíéêü kernel Ý÷åé ðïëý µåãáëýôåñåò ïõñÝò

Óôï ãñÜöçìá 1.9 ìðïñåß íá äåé êáíåßò ìåñéêÝò áðü ôéò ðéèáíÝò åðéëïãÝò kernel.
Ðáñáôçñåßóôå ðùò ïé äéáöïñÝò äåí åßíáé áìåëçôÝåò êáé Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôçí
êýñôùóç. Óôïí ðßíáêá 1.1 ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôïí ìáèçìáôéêü ïñéóìü áõôþí
ôùí kernels. Ôï êáíïíéêü (Gaussian) kernel åßíáé ôï ìüíï ðïõ äßíåé èåôéêü âÜñïò
Ýîù áðü ôï äéÜóôçìá (−1, 1), Ý÷åé äçëáäÞ ìåãáëýôåñåò ïõñÝò. Áíáãíùñßæåé êáíåßò
ðùò ðñüêåéôáé áðëÜ ãéá ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò ôõðïðïéçìÝíçò
êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò.
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Kernel K(u)
Epanenchnikov 3

4 (1− u2), |u| ≤ 1
Biweight 15

16 (1− u2)2, |u| ≤ 1
Triweight 35

32 (1− u2)3, |u| ≤ 1
Gaussian 1√

2π
exp

(
−u2

2

)
, u ∈ <

Uniform 1
2 |u| ≤ 1

Ðßíáêáò 1.1: ÌåñéêÜ áðü ôá ðéï äéáäåäïìÝíá kernels êáé ç ìïñöÞ ôïõò

Êáôáëáâáßíåé êáíåßò ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò åêôßìçóçò ìå kernels, õðÜñ÷ïõí
äýï óçìåßá åðéëïãÞò ôïõ åñåõíçôÞ:

Ôï ðñþôï áöïñÜ ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðáñáèýñïõ. ÄéáëÝãïíôáò ìåãÜëï ðáñÜèõñï
h êáôáëÞãïõìå óôï íá ðÜñïõìå ìéá ðïëý ëåßá åêôßìçóç åíþ áí ôï ðáñÜèõñï h åßíáé
ìéêñü ç åéêüíá ôçò åêôßìçóçò åßíáé üëï "ðçäçìáôÜêéá". ÅðïìÝíùò êáíåßò ðñÝðåé
íá âñåé Ýíá âÝëôéóôï ðáñÜèõñï ôï ïðïßï íá éóïññïðÞóåé áõôÝò ôéò äýï áêñáßåò
ðåñéðôþóåéò, äçëáäÞ íá åßíáé ìéêñü áëëÜ ü÷é ðïëý ìéêñü.

Ôï äåýôåñï áöïñÜ ôçí åðéëïãÞ ôïõ kernel. ’Ïðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, ç
åðéëïãÞ ôïõ kernel äåí åßíáé ôüóï êáèïñéóôéêÞ êáèþò ó÷åäüí üëá äßíïõí ðáñüìïéá
åéêüíá (åêôüò ßóùò áðü êÜðïéåò åîáéñÝóåéò) äåäïìÝíïõ üôé ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá
âÝëôéóôï êÜèå öïñÜ ðáñÜèõñï.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ëïéðüí ìå ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ êáé ðñéí äïýìå ôéò éäéüôçôåò
ôçò åêôéìÞôñéáò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí kernel, áò ñßîïõìå ìéá ìáôéÜ ðùò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
÷ñçóéìïðïéïýìå ôá kernel.

Óå êÜèå ðáñáôÞñçóç ðïõ Ý÷ïõìå óôï äåßãìá ôïðïèåôïýìå Ýíá kernel ìå êÝíôñï
ôçí ðáñáôÞñçóç áõôÞ. Tá äåäïìÝíá ìáò áöïñïýí 10 ìüíï ðáñáôçñÞóåéò. Óôï
ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï êáíïíéêü kernel áëëÜ ðñïöáíþò ç åñìçíåßá åßíáé ç
ßäéá êáé ãéá ôá õðüëïéðá kernels. ÄåäïìÝíïõ ðùò êÜèå kernel åßíáé óõììåôñéêü êáé
Ý÷åé êïñõöÞ óôï 0 (áí êáé üðùò åßðáìå êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé áíáãêáßï, áëëÜ óå êÜèå
ðåñßðôùóç åßíáé ëïãéêü) áõôü óçìáßíåé ðùò äßíïõìå ìåãáëýôåñï âÜñïò áêñéâþò
óå áõôü ôï óçìåßï êáé óõììåôñéêÜ üóï áðïìáêñõíüìáóôå áðü êÜèå ðáñáôÞñçóç
ëéãüôåñï âÜñïò óôá ãåéôïíéêÜ óçìåßá. ÁðïìáêñõóìÝíá óçìåßá äåí Ý÷ïõí êáèüëïõ
Þ Ý÷ïõí áìåëçôÝï âÜñïò. Ç åêôßìçóç ëïéðüí óå êÜèå óçìåßï åßíáé ôï Üèñïéóìá
áõôþí ôùí âáñþí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí "ôïðïèÝôçóç" ôùí kernels ìå êÝíôñï ôéò
ðáñáôçñÞóåéò. Áõôü ìðïñåßôå íá ôï äåßôå óôï ãñÜöçìá 1.10 üðïõ õðÜñ÷åé áöåíüò
ç åêôéìÞôñéá áëëÜ êáé ïé åðéìÝñïõò üñïé ôïõ áèñïßóìáôïò.

1.7.2 Éäéüôçôåò ôçò åêôéìÞôñéáò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí kernels
Ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò åêôéìÞôñéáò äßíåôáé áðü

E
[
f̂(x)

]
= E

[
1
n

n∑
i=1

1
hK

(
x−xi

h

)]
=

= 1
n

n∑
i=1

1
hE

[
K

(
x−xi

h

)]
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x

f(x
)
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ÃñÜöçìá 1.10: Ó÷çìáôéêÞ áðåéêüíéóç ôçò ìåèüäïõ ôùí kernels

ÅðåéäÞ üìùò üëá ôá Xi åßíáé éóüíïìåò êáé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò (Ý÷ïõí ôçí
ßäéá ìÝóç ôéìÞ) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ãéá üëá ôá xi ôï óõìâïëéóìü y âñßóêïõìå ðùò

E
[
f̂(x)

]
=

1
h

E

[
K

(
x− x1

h

)]
=

1
h

+∞∫

−∞
K

(
x− y

h

)
f(y)dy

ÊÜíïíôáò áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò x−y
h = u ìðïñåß íá âñåèåß ðùò

E
[
f̂(x)

]
=

+∞∫

−∞
K(u)f(x + hu)du

Áõôü ëïéðüí ðïõ âëÝðïõìå åßíáé ðùò:

• ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ åßíáé ìéá ïìáëïðïéçìÝíç (smoothed) Ýêäïóç ôçò f êáé
ü÷é ãåíéêÜ ç ßäéá ç f . Áõôü óçìáßíåé ðùò ç åêôéìÞôñéá ìå ôç ÷ñÞóç kernels
åßíáé ìåñïëçðôéêÞ.

• ç ìåñïëçøßá äåí åîáñôÜôáé áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò (ðáñáôçñåßóôå ðùò
ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò äåí õðÜñ÷åé ðïõèåíÜ óôïí ôýðï ôçò áíáìåíüìåíçò
ôéìÞò). ÄçëáäÞ áêüìá êáé ãéá ðïëý ìåãÜëá äåßãìáôá ìðïñåß íá õðÜñ÷åé
ìåñïëçøßá.
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×ñçóéìïðïéþíôáò ðñïóåããéóôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ìðïñåß íá äåé÷ôåß ðùò

Bias
[
f̂(x)

]
≈ 1

2h2f ′′(x)σ2
k

V ar
[
f̂(x)

]
≈ f(x)R(K)

nh

üðïõ σ2
k åßíáé ç äéáêýìáíóç ôïõ kernel ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé f(x) åßíáé ç ðñáã-

ìáôéêÞ óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçí ïðïßá óõíÞèùò äåí ãíùñßæïõìå.
Áõôü ðïõ åßíáé ðïëý óçìáíôéêü íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò åßíáé ðùò üóï ìåãáëþ-

íåé ôï ðáñÜèõñï h ôüóï ç ìåí ìåñïëçøßá ìåãáëþíåé áëëÜ ç äéáêýìáíóç ìéêñáßíåé.
Åðßóçò éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï äçëáäÞ áí ìéêñýíïõìå ôï ðáñÜèõñï ôüôå ìåãá-
ëþíåé ç äéáêýìáíóç áëëÜ ìéêñáßíåé ç ìåñïëçøßá.

ÅðïìÝíùò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ðñÝðåé íá äéáëÝîåé êáíåßò Ýíá ìéêñü ðáñÜèõñï
áëëÜ ü÷é ðïëý ìéêñü. Ãéá ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðáñáèýñïõ èá ìéëÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá.

Åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï íá äïýìå ðùò ç åêôéìÞôñéá ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels åßíáé
ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò Z = X + Y , üðïõ ç
ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ X åßíáé ìéá äéáêñéôÞ êáôáíïìÞ ìå ðéèáíüôçôá 1/n óå êáèÝíá áðü
ôá óçìåßá Xi êáé ìçäÝí óå êÜèå Üëëï óçìåßï åíþ ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Y áêïëïõèåß
ôçí êáôáíïìÞ K(y), äçëáäÞ ôçí êáôáíïìÞ ôïõ kernel êáé X, Y åßíáé áíåîÜñôçôåò
ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò.

ÐáñÜäåéãìá: Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ãéá íá êáôáíïÞóïõìå êáëýôåñá ôç
ìåñïëçøßá ôçò f̂(x). ’Ïðùò åßäáìå ðñéí ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

E
[
f̂(x)

]
=

+∞∫

−∞

1
h

K

(
x− u

h

)
f(u)du

Áò õðïèÝóïõìå ðùò ãíùñßæïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý, äçëáäÞ ôçí f êáé ðùò
áõôÞ åßíáé ç ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ. Ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò óå áõôÞ
ôçí ðåñßðôùóç ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ åßíáé ç êáôáíïìÞ ôïõ áèñïßóìáôïò (convolution)
äýï ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí, ç ðñþôç áêïëïõèåß ôçí fåíþ ç äåýôåñç áêïëïõèåß ôçí êá-
ôáíïìÞ ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò Y = hu üðïõ u åßíáé ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ áðü ôçí
êáôáíïìÞ ôïõ kernel. Áò õðïèÝóïõìå ãéá åõêïëßá ðùò ôï kernel åßíáé ôï êáíïíéêü,
åðïìÝíùò ìå üôé åßäáìå ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ èá áêïëïõèåß ìéá N(0, h2) êáôá-
íïìÞ. Óõíåðþò ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ èá åßíáé ôï Üèñïéóìá äýï êáíïíéêþí ôõ÷áßùí
ìåôáâëçôþí, åê ôùí ïðïßùí ç ìéá åßíáé ôõðïðïéçìÝíç êáé ç Üëëç áêïëïõèåß ôçí
N(0, h2)êáôáíïìÞ. ’Ïðùò îÝñïõìå ç êáôáíïìÞ áõôïý ôïõ áèñïßóìáôïò åßíáé ç
N(0, h2 + 1) êáôáíïìÞ êáé åðïìÝíùò ãéá áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç

E
[
f̂(x)

]
=

1√
2π
√

h2 + 1
exp

(
− x2

h2 + 1

)

êáé åðïìÝíùò áí ìå φ(x) óõìâïëßóïõìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò
ôõðïðïéçìÝíçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò ç ìåñïëçøßá èá åßíáé

Bias
[
f̂(x)

]
=

1√
h2 + 1

φ

(
x√

h2 + 1

)
− φ(x)
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Áí ç ôéìÞ ôïõ h åßíáé 0, ôüôå ç åêôéìÞôñéá åßíáé áìåñüëçðôç áëëÜ ìçäåíéêÞ ôéìÞ
õðïíïåß ðùò èá ðÜñïõìå ùò åêôßìçóç ôçí åìðåéñéêÞ ó÷åôéêÞ óõ÷íüôçôá, ðïõ äåí
åßíáé ÷ñÞóéìç áöïý èá äßíåé ðéèáíüôçôá ìüíï óôá óçìåßá ðïõ Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò.

Ôï ãñÜöçìá 1.11 áíáðáñéóôÜ ôç ìåñïëçøßá ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò ãéá ôñåéò
äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò ðáñáèýñïõ, h=0.2, 0.4 êáé 0.6.

x

bi
as

-4 -2 0 2 4

-0
.1

0
-0

.0
5

0.
0

0.
05

h=0.6

h=0.4

h=0.2

ÃñÜöçìá 1.11: Ç ìåñïëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò ìå kernels ãéá 3 äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò
ðáñáèýñïõ. Ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé ç ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ
êáé ôï kernel ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åßíáé ôï êáíïíéêü kernel.

Áðü ôï ãñÜöçìá 1.11 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðùò ç ìåñïëçøßá ìåãáëþíåé ãýñù
áðü ôï 0, ãýñù áðü ôçí êïñõöÞ ôçò êáôáíïìÞò. Åðßóçò ðáñáôçñåßóôå ðùò Ý÷ïõìå
êáé óçìåßá ìå èåôéêÞ áëëÜ êáé ìå áñíçôéêÞ ìåñïëçøßá, êáé ðùò ôï ðáñÜèõñï ðáßæåé
óçìáíôéêü ñüëï ùò ðñïò ôç ìåñïëçøßá. ÏõóéáóôéêÜ áõôü ôï ïðïßï äåßîáìå åßíáé
ðùò ãéá íá ðÜñïõìå áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá èá ðñÝðåé ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý
íá åßíáé ôÝôïéá þóôå ç óõíÝëéîç ôçò (convolution) ìå êÜðïéá Üëëç êáôáíïìÞ (kernel)
íá åßíáé ç ßäéá ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý, êÜôé ðïõ äåí ìðïñåß íá óõìâåß åêôüò áðü
ðïëý åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò. ÐáñáôçñÞóôå åðßóçò ðùò ãéá ìåãáëýôåñï h ç ìåñïëçøßá
(óå áðüëõôç ôéìÞ) åßíáé ìåãáëýôåñç óå êÜèå ðåñßðôùóç.

1.7.3 ÑïðÝò êáé Üëëá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò åêôéìÞôñéáò

Áò äïýìå ðïéÜ åéíáé ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ E(X) êáé ç äéáêýìáíóç V ar(X) ôçò ôì
X ðïõ áêïëïõèåß ôçí f̂(x) , äçëáäÞ ôçí åêôéìÞôñéá ôçò óðð áðü Ýíá äåßãìá.
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Èá éó÷ýåé ðùò

E(X) =
∫ ∞

−∞
xf̂(x)dx

V ar(X) = E(X2)− E(X)2

Áò âñïýìå ðñþôá ôçí E(X). Èá éó÷ýåé ðùò

E(X) =
∫ ∞

−∞
xf̂(x)dx =

∫ ∞

−∞
x

1
n

n∑

i=1

1
h

K

(
x− xi

h

)
dx

ÁëëÜæïíôáò ôç óåéñÜ ïëïêëçñþìáôïò êáé áèñïßóìáôïò

E(X) =
1
n

n∑

i=1

∫ ∞

−∞
x

1
h

K

(
x− xi

h

)
dx

ÈÝôïíôáò u = x−xi

h ðñïêýðôåé ðùò dx 1
h = du êáé óõíåðþò ôï ïëïêëÞñùìá ðáßñíåé

ôç ìïñöÞ

E(X) =
1
n

n∑

i=1

∫ ∞

−∞
(xi + uh)K(u)du =

1
n

n∑

i=1

(∫ ∞

−∞
xiK(u)du +

∫ ∞

−∞
uhK(u)du

)

åðåéäÞ üìùò åî’ ïñéóìïý ôï kernel Ý÷åé áíáìåíüìåíç ôéìÞ 0, ðñïêýðôåé ðùò

E(X) =
1
n

n∑

i=1

xi

äçëáäÞ ôáõôßæåôáé ìå ôç ìÝóç ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò.
Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò äéáêýìáíóçò åßíáé ðéï áðëü íá âñïýìå ðñþôá ôç äåýôåñç

ñïðÞ. ×ñçóéìïðïéþíôáò ðáñüìïéá âÞìáôá ðñïêýðôåé ðùò

E(X2) =
∫ ∞

−∞
x2f̂(x)dx =

∫ ∞

−∞
x2 1

n

n∑

i=1

1
h

K

(
x− xi

h

)
dx

=
1
n

n∑

i=1

∫ ∞

−∞
x2 1

h
K

(
x− xi

h

)
dx

=
1
n

n∑

i=1

∫ ∞

−∞
(xi + uh)2K(u)du

=
1
n

n∑

i=1

∫ ∞

−∞
(x2

i + 2uhxi + u2h2)K(u)du

=
1
n

n∑

i=1

(∫ ∞

−∞
x2

i K(u)du + 2hxi

∫ ∞

−∞
uK(u)du + h2

∫ ∞

−∞
u2K(u)du

)
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¼ìùò
∫∞
−∞ u2hK(u)du åßíáé ç äéáêýìáíóç σ2

K ôïõ Kernel (åðåéäÞ E(u) = 0) êáé
óõíåðþò

E(X2) =
1
n

n∑

i=1

x2
i + h2σ2

K

Êé åðïìÝíùò ãéá ôç äéáêýìáíóç âñßóêïõìå ðùò

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 =
1
n

n∑

i=1

x2
i + h2σ2

K − x̄2 = s2 + h2σ2
K

êáé Üñá ç äéáêýìáíóç äåí ôáõôßæåôáé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç äåéãìáôéêÞ áëëÜ åßíáé ìå-
ãáëýôåñç. Áõôü ìðïñåß íá ôï äåß êáíåßò åýêïëá êáèþò ðñïóôßèåôáé Ýíáò üñïò
ðïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï kernel êé Ý÷åé ôçí åñìçíåßá üôé óôá ðñáãìáôéêÜ äåäïìÝíá
ðñïóèÝôïõìå êÜðïéï èüñõâï - áâåâáéüôçôá ìå ôç ÷ñÞóç ôùí kernels, ìå áðïôÝëåóìá
íá ìåãáëþíåé ç äéáêýìáíóç.

Åðßóçò åíäéáöÝñïí åéíáé íá äïýìå ðïéÜ åßíáé ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ðïõ
ðñïêýðôåé áðü ôçí åêôéìçèåßóá óðð. Ó÷åôéêÜ ìå ôçí óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ìðïñåß
êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé ôá åîÞò:

Èá éó÷ýåé ðùò

F̂ (x) =
∫ x

−∞
f̂(y)dy

=
∫ x

−∞

1
n

n∑

i=1

1
h

K

(
y − xi

h

)
dy

=
1
n

n∑

i=1

∫ x

−∞

1
h

K

(
y − xi

h

)
dy

Êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí ßäéá áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò èÝôïíôáò u = y−xi

h ðñïêýðôåé
ðùò

F̂ (x) =
1
n

n∑

i=1

∫ (
x−xi

h )

−∞
K(u)du

Ìðïñåß üìùò íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò üôé ç ðïóüôçôá

∫ (
x−xi

h )

−∞
K(u)du

åßíáé áðëÜ ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôïõ kernel, Ýóôù K̃(u) =
∫ u

−∞K(t)dt êáé
óõíåðþò âñßóêïõìå ðùò

F̂ (x) =
1
n

n∑

i=1

K̃

(
x− xi

h

)
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äçëáäÞ áñêåôÞ áíáëïãßá ó÷åôéêÜ ìå ôçí åêôéìÞôñéá óðð áðëÜ ôþñá ìÝóá óôï
Üèñïéóìá õðÜñ÷åé ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôïõ kernel.

Ï ðáñáðÜíù ôýðïò Ý÷åé åíäéáöÝñïõóá åñìçíåßá. ÐáñáôçñÞóåéò ðïõ åßíáé
ìéêñüôåñåò áðü ôï x ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé èá Ý÷ïõí óõíåéóöïñÜ ìåãÜëç êïíôÜ
óôï 1 åéäéêÜ áí åßíáé êáôÜ ðïëý ìéêñüôåñåò. Áíôßèåôá ðáñáôçñÞóåéò ìåãáëýôåñåò
èá Ý÷ïõí óõíåéóöïñÜ ìéêñÞ êïíôÜ óôï 0. Ç åêôéìÞôñéá áõôÞ èõìßæåé áñêåôÜ ôçí
åìðåéñéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò üðïõ

S(x) =

n∑
i=1

I(xi ≤ x)

n

äçëáäÞ ç ó÷åôéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ åßíáé ìéêñüôåñåò áðü ôï x.
Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò üôáí h → 0 ôüôå ç F̂ (x) èá ôåßíåé óôçí S(x) áöïý üëåò ïé
ìéêñüôåñåò ðáñáôçñÞóåéò èá Ý÷ïõí óõíåéóöïñÜ 1 êáé üëåò ïé ìåãáëýôåñåò 0.

1.7.4 ÅðéëïãÞ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ
Ãéá íá äïýìå êáëýôåñá ëïéðüí ôéò éäéüôçôåò ÷ñåéáæüìáóôå ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü
óöÜëìá êáé ôï ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá ðïõ äßíïíôáé ùò

MSE
[
f̂(x)

]
≈ f(x)R(K)

nh + 1
4h4 [f ′′(x)]2 σ4

k,

MISE
[
f̂(x)

]
≈ R(K)

nh + 1
4h4R(f ′′)σ4

k

ÅðïìÝíùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ùò êñéôÞñéï ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ ìÝóïõ ïëïêëçñù-
ìÝíïõ ôåôñáãùíéêïý óöÜëìáôïò ðñïêýðôåé ðùò ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï åîáñôÜôáé
áðü ôï kernel ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé åßíáé ßóï ìå

hopt =
[

R(K)
σ4

kR(f ′′)

]1/5

n−1/5.

Ãéá ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï, ôï åëá÷éóôïðïéçìÝíï ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü
óöÜëìá åßíáé

MISEopt =
5
4

[σKR(K)]4/5 [R(f ′′)]1/5
n−4/5.

Ï üñïò R(f ′′) åðåéäÞ åîáñôÜôáé áðü ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðïõ

åßíáé Üãíùóôç óôïí åñåõíçôÞ, äåí ìðïñåß íá áíôéìåôùðéóôåß. ’Ïìùò ï üñïò [σKR(K)]4/5

åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï kernel êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ôï êáôÜëëçëï
kernel .

Ôï kernel ëïéðüí ðïõ åëá÷éóôïðïéåß ôï ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá
åßíáé ôï Epanechnikov kernel (äåò ðßíáêá 1.1). ÅðåéäÞ ãéá ôï kernel áõôü åßíáé
σKR(K) = 3/

(
5
√

5
)

ç ðïóüôçôá σKR(K)

3/(5
√

5) åßíáé Ýíá ìÝôñï ôïõ êáôÜ ðüóï ç åðéëïãÞ

åíüò Üëëoõ kernel áõîÜíåé ôï ïëïêëçñùìÝíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá êáé ôçí
ïíïìÜæïõìå áíáðïôåëåóìáôéêüôçôá (inefficiency).

’Ïðùò âëÝðåôå óôïí ðßíáêá 1.2 ðïõ áêïëïõèåß, ç áíáðïôåëåóìáôéêüôçôá åßíáé
ðïëý ìéêñÞ áêüìá êáé ãéá ôçí åðéëïãÞ ôïõ ïìïéüìïñöïõ kernel ãéá ôï ïðïßï ôï
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óöÜëìá áõîÜíåôáé ìüëéò 7%. (Èõìçèåßôå ðùò ç ÷ñÞóç ïìïéüìïñöïõ kernel áíôé-
óôïé÷åß óôïí áðëïúêü åêôéìçôÞ ðïõ üðùò åßðáìå Ý÷åé êáêÝò éäéüôçôåò). Óõìðåñáßíïõìå
ëïéðüí ðùò

• Ôï Epanenchnikov kernel åßíáé ôï êáëýôåñï áëëÜ

• Ç åðéëïãÞ ôïõ kernel äåí åßíáé êáèüëïõ óçìáíôéêÞ. Óå ëßãï èá äïýìå êÜðïéá
ãñáöÞìáôá ðïõ ìáñôõñïýí ðùò üðïéï kernel êáé íá ðÜñåé êáíåßò ç äéáöïñÜ
åßíáé áìåëçôÝá.

Kernel Áíáðïôåëåóìáôéêüôçôá
Epanenchnikov 1

Biweight 1.0061
Triweight 1.0135
Gaussian 1.0513
Uniform 1.0758

Ðßíáêáò 1.2: Ç áíáðïôåëåóìáôéêüôçôá äéáöüñùí kernels

Áò äïýìå ôþñá ðùò ìðïñåß êáíåßò ðñáêôéêÜ íá õðïëïãßóåé ôçí ôéìÞ ôïõ âÝëôéóôïõ
ðáñáèýñïõ. Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôçí õðüèåóç ðùò ôï kernel åßíáé êáíïíéêü. Áí ôï kernel äåí åßíáé êáíïíéêü ðñÝðåé
êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êÜðïéïõò ðïëëáðëáóéáóôÝò (äßíïíôáé óôïí ðßíáêá 1.3)
þóôå íá âñåé ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï kernel.

Kernel ÐïëëáðëáóéáóôÞò ci

Epanenchnikov 2.214
Biweight 2.623
Triweight 2.978
Gaussian 1
Uniform 1.740

Ðßíáêáò 1.3: Ïé ðïëëáðëáóéáóôÝò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí åýñåóç ôùí âÝëôéóôùí
ðáñáèýñùí ãéá äéáöüñá kernels

’Åôóé õðïèÝôïíôáò üôé ç ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò åßíáé ç
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìðïñåß íá äåé÷ôåß ðùò ãéá êáíïíéêü kernel ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï
åßíáé ôï

h = 1.059σn−1/5.

Óôçí ðñÜîç ÷ñåéáæüìáóôå êÜðïéá åêôßìçóç ôçò ôõðéêÞò áðüêëéóçò ôïõ ðëçèõóìïý
ðïõ äåí ôçí îÝñïõìå êáé ìéá ëýóç åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò äåéãìáôéêÞò ôõðéêÞò áðüêëéóçò
Þ êÜðïéáò áíèåêôéêÞò (robust) åíáëëáêôéêÞò åêôßìçóÞò ôçò (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá
ôï åíäïôåôáñôçìïñéáêü åýñïò êáôÜëëçëá ðïëëáðëáóéáóìÝíï).
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×ñÞóç êáíïíéêïý kernel ×ñÞóç Üëëïõ kernel
(åêôüò ôïõ êáíïíéêïý)

Ï ðëçèõóìüò
åßíáé
êáíïíéêüò

h = 1.059sn−1/5

÷ñçóéìïðïéþ ôç äåéãìáôéêÞ
ôõðéêÞ áðüêëéóç s

h = c1.059sn−1/5

üðïõ c åßíáé Ýíáò
ðïëëáðëáóéáóôÞò ðïõ
åîáñôÜôáé áðü ôï kernel
ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóù.

Ï ðëçèõóìüò
åßíáé ðåñßðïõ
êáíïíéêüò

h = 1.059s̄n−1/5

áëëÜ ÷ñçóéìïðïéþ

s̄ = min
(

IQR
1.345 , s

)

åðåéäÞ ðéá ôï s äåí åßíáé áðü
ìüíï ôïõ ìéá êáëÞ åêôßìçóç

h = c 1.059s̄n−1/5

×ñçóéìïðïéþ ðÜëé ôïí
ðïëëáðëáóéáóôÞ ìáæß ìå
ôï
s̄ = min

(
IQR
1.345 , s

)

Ï ðëçèõóìüò
äåí ìïéÜæåé
íá åßíáé
êáèüëïõ
êáíïíéêüò

hopt =
[

R(K)
σ4

kR(f ′′)

]1/5

n−1/5

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìïñöÞ ôçò
f . ÅðåéäÞ ãéá ôï êáíïíéêü ker-
nel R(K)

σ4
k

= 1
2
√

π
, ÷ñåéÜæåôáé íá

õðïëïãßóïõìå ìüíï ôï R(f ′′).
ÁíÜëïãá ìå ìéá ðñþôç ìáôéÜ
ôùí äåäïìÝíùí äéáëÝãïõìå
ìéá ìïñöÞ ãéá ôçí fðïõ íá
ôáéñéÜæåé.

h = chopt

üðïõ c åßíáé Ýíáò
ðïëëáðëáóéáóôÞò ðïõ
åîáñôÜôáé áðü ôï kernel
ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóù êáé
hopt åßíáé ôï ðáñÜèõñï ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôï êáíïíéêü ker-
nel êáé õðïëïãßæåôáé áêñéâþò
óôï äéðëáíü êåëß

Ðßíáêáò 1.4: Õðïëïãéóìüò âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ óôçí ðñÜîç

ÅðïìÝíùò ãéá íá âñïýìå ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï ãéá ôï Epanechnikov kernel
ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ìå ôïí êáôÜëëçëï ðïëëáðëáóéáóôÞ ci (äåò ðßíáêá
1.3) êáé âñßóêïõìå ðùò

h = 2.214× 1.059σn−1/5 = 2.344σn−1/5.

Ïìïßùò ìðïñïýìå íá äïõëÝøïõìå êáé ãéá ôá õðüëïéðá kernels.
’Åíáò ãåíéêüò ïäçãüò åðéëïãÞò ôïõ êáôÜëëçëïõ kernel äßíåôáé óôïí ðßíáêá 1.4.
Óôï ãñÜöçìá 1.12 ðïõ áêïëïõèåß ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôçí åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç

äéÜöïñùí kernels ãéá ôá äåäïìÝíá ìå ôá ãéáïýñôéá. Ãéá êÜèå kernel Ý÷ïõìå ÷ñç-
óéìïðïéÞóåé ôï áíôßóôïé÷ï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï. Ìðïñåßôå íá ðáñáôçñÞóåôå ðùò ïé
åêôéìÞóåéò åßíáé ðïëý üìïéåò êáé ó÷åäüí äåí ìðïñåß êÜðïéïò íá ôéò îå÷ùñßóåé, åêôüò
áðü ôçí ðåñßðôùóç ôïõ ïìïéüìïñöïõ kernel üðïõ åîáéôßáò ôçò "Üãñéáò" ìïñöÞò ôçò
åßíáé åýêïëá áíáãíùñßóéìç. Óôçí ðÜíù äåîéÜ åéêüíá Ý÷ïõìå âÜëåé óôï ßäéï ãñÜ-
öçìá êáé ôéò 5 åêôéìÞôñéåò. Ìðïñåß ëïéðüí íá óõìðåñÜíåé êáíåßò ðùò ç åðéëïãÞ
ôïõ kernel äåí åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ.

Äåí óõìâáßíåé üìùò ôï ßäéï êáé ìå ôï ðáñÜèõñï. Ç ôéìÞ ôïõ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñoõ
ãéá ôï êáíïíéêü kernel âñÝèçêå íá åßíáé 0.0862. Óôï ãñÜöçìá 1.13 ìðïñåß êáíåßò
íá äåé ôçí åêôßìçóç ìå ôï êáíïíéêü kernel êáé ìå 3 äéáöïñåôéêÜ ðáñÜèõñá 0.04,
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0.0862 (ôï âÝëôéóôï) êáé 0.15. Ôï âÝëôéóôï åßíáé óôçí êïñõöÞ (h=0.0862). Óôá Üëëá
äýï ãñáöÞìáôá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé h=0.04 êáé h=0.10 áíôßóôïé÷á. Ðáñáôç-
ñåßóôå ðùò üôáí ìéêñýíïõìå ôï ðáñÜèõñï ç êáôáíïìÞ åìöáíßæåé 4 êïñõöÝò, åíþ
ìå ìåãÜëï ðáñÜèõñï âëÝðïõìå ðùò ç äåîéÜ êïñõöÞ ôåßíåé íá áðáëåéöèåß. Åßíáé
ðñïöáíÝò ðùò ç åðéëïãÞ ôïõ ðáñáèýñïõ åßíáé éäéáßôåñá êñßóéìç ãéá íá ðÜñïõìå ìéá
áíôéêåéìåíéêÞ åéêüíá. ÅðïìÝíùò áõôü ðïõ óõìðåñáßíåé êáíåßò åßíáé ðùò ç åðéëïãÞ
ôïõ ðáñáèýñïõ åßíáé ç êñßóéìç ðáñÜìåôñïò ç ïðïßá ðñÝðåé íá áíôéìåôùðéóôåß ìå
ðñïóï÷Þ.

all

ph

f(x
)

4.0 4.5 5.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

Normal

ph

f(x
)
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0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

Epaneshnikov

ph

f(x
)
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0

0.
5

1.
0

1.
5

Biweight

ph

f(x
)
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0
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5

1.
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5

Triweight

ph

f(x
)
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0
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5
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0

1.
5

Uniform (Naive)

ph

f(x
)

4.0 4.5 5.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

ÃñÜöçìá 1.12: Åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç äéÜöïñùí kernels ãéá ôá äåäïìÝíá ðïõ
áöïñïýí ôá ãéáïýñôéá. ÊÜèå ãñÜöçìá Ý÷åé óôïí y Üîïíá ôçí ïíïìáóßá ôïõ kernel
ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå. ÐÜíù äåîéÜ ðáñïõóéÜæïíôáé êáé ïé 5 åêôéìÞóåéò.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óå Üëëåò äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò ôçò ôéìÞò ôïõ ðáñáèýñïõ
áò óôáèïýìå ëßãï óôçí åðéëïãÞ ôçò ìïñöÞò ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý f . Áðü
ôïí ôýðï ôïõ õðïëïãéóìïý ôïõ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ åßíáé óáöÝò ðùò âáóéêÜ ìáò
åíäéáöÝñåé ðåñéóóüôåñï ç f ′′ êáé ü÷é ç ßäéá ç f . ’Ïðùò åßðáìå êáé ðñéí ç äåýôåñç
ðáñÜãùãïò êáèïñßæåé ôç ìïñöÞ ôçò êáôáíïìÞò, äçëáäÞ áí Ý÷åé ìéá Þ ðåñéóóüôåñåò
êïñõöÝò, ðüóï ëåßá åßíáé êëð. Óôç óõíÝ÷åéá õøþíïõìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï
óôï ôåôñÜãùíï ãéáôß äåí ìáò åíäéáöÝñåé ôï ðñüóçìï áëëÜ ðüóï ëåßá åßíáé êáé
ïëïêëçñþíïõìå ðéá ôçí R(f ′′) ãéá íá Ý÷ïõìå Ýíá óõíïëéêü ìÝôñï óå üëï ôïí Üîïíá
ôùí x. ÅðïìÝíùò áõôü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé ç f ′′. Ãéá íá ðÜñïõìå ìéá åéêüíá
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h=0.082

ph

f(x
)

4.0 4.5 5.0
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f(x
)
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0
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f(x
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ÃñÜöçìá 1.13: Åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç êáíïíéêïý kernel ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò ìå ôç
÷ñÞóç 3 äéáöïñåôéêþí ðáñáèýñùí.

óõãêñßíáìå äýï êáôáíïìÝò, ôçí ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ êáé ôçí êáôá-
íïìÞ t−student. Ãíùñßæïõìå ðùò êáé ïé äýï êáôáíïìÝò åßíáé óõììåôñéêÝò áëëÜ
ç êáôáíïìÞ t Ý÷åé ìåãáëýôåñåò ïõñÝò. ÖõóéêÜ åßíáé ãíùóôü ðùò ç êáíïíéêÞ êá-
ôáíïìÞ ðñïóåããßæåé ðïëý êáëÜ ôçí êáôáíïìÞ t ãéá ìåãÜëïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò.
ÓõãêåêñéìÝíá ïé óõíáñôÞóåéò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé ïé äåýôåñåò ðáñÜãùãïé
ôïõò åßíáé:

ÊáíïíéêÞ êáôáíïìÞ t-êáôáíïìÞ

f(x) = 1
σ
√

2π
exp

(
− 1

2

(
x−µ

σ

)2
)

,

ó2>0, −∞ < x, µ < +∞
f(x) =

Γ( r+1
2 )

Γ( r
2 )
√

rπ

(
1 + x2

r

)− r+1
2

,

r > 0−∞ < x < +∞
f ′′(x) = f(x)

(
(x−µ)2

σ4 − 1
σ2

)
, f ′′(x) = f(x)

(
r+1
r+x2

)(
(r+3)x2

r+x2 − 1
)

Óôï ãñÜöçìá 1.14 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò ãéá ôçí êá-
ôáíïìÞ t ìå 3, 10 êáé 20 âáèìïýò åëåõèåñßáò êáèþò êáé ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï
ôçò ôõðïðïéçìÝíçò êáíïíéêÞò. Ïé äéáöïñÝò åßíáé ðïëý ìéêñÝò. Ìüíï ãéá ôçí t
ìå 3 âáèìïýò åëåõèåñßáò ìðïñïýìå íá äéáêñßíïõìå äéáöïñÝò êáèþò ïé õðüëïéðåò
ó÷åäüí ôáõôßæïíôáé êáé åðïìÝíùò ôá âÝëôéóôá ðáñÜèõñá èá åßíáé ó÷åäüí ôá ßäéá.
BëÝðåé ëïéðüí êáíåßò ðùò áí áðëÜ ãíùñßæïõìå ìéá ãåíéêÞ ìïñöÞ ôçò êáôáíï-
ìÞò áñêåß ãéá íá âñïýìå ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï êáé óå êáìéÜ ðåñßðôùóç äåí
÷ñåéáæüìáóôå ðëÞñç ãíþóç ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé áíôß ãéá ôçí f ′′ ôçí f̂ ′′.
ÄçëáäÞ íá ðÜñåé ìéá áñ÷éêÞ åêôßìçóç õðïèÝôïíôáò áõèáßñåôá êáíïíéêüôçôá ôïõ
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x

f ’
(x

)

-4 -2 0 2 4

-0
.4

-0
.2

0.
0

0.
2

t(3)

ÃñÜöçìá 1.14: Ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò
ôõðïðïéçìÝíçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò êáé ôçò êáôáíïìÞò t ìå âáèìïýò åëåõèåñßáò
3,10,20. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ìüíï ãéá 3 âáèìïýò åëåõèåñßáò Ý÷ïõìå äéáöïñÝò êïíôÜ
óôï 0.

ðëçèõóìïý êáé óôç óõíÝ÷åéá íá âñåé ôçí f̂ ′′. Ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá äåé êáíåßò
ðùò

f̂ ′′(x) =
1
n

n∑

i=1

1
h

K ′′
(

x− xi

h

)

’Åôóé áí êáíåßò Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáíïíéêü kernel ðñïêýðôåé ðùò

f̂ ′′(x) =
1

nh

n∑

i=1

(
x2

h2
-

1
h

)
K

(
x− xi

h

)

Ìå ôç ÷ñÞóç áõôÞò ôçò ðáñáãþãïõ ìðïñåß êáíåßò íá âñåé ôï R(f̂ ′′) êáé íá ðñï÷ùñÞóåé
óôïõò õðüëïéðïõò õðïëïãéóìïýò. BÝâáéá áõôÞ ç ïëïêëÞñùóç äåí ìðïñåß íá ãßíåé
åýêïëá êáé ÷ñåéÜæïíôáé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé.

1.7.5 ’Áëëåò åðéëïãÝò âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ
Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé üëç ç óõæÞôçóç ðïõ ðñïçãÞèçêå, ó÷åôéêÜ ìå ôçí åðéëïãÞ
ôïõ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ, âáóßóôçêå óôï êñéôÞñéï ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ôïõ ìÝóïõ
ïëïêëçñùìÝíïõ ôåôñáãùíéêïý óöÜëìáôïò. ÁíÜëïãá ëïéðüí ìå ôï êñéôÞñéï ðïõ
÷ñçóéìïðïéåß êáíåßò ìðïñåß íá âñåé Ýíá Üëëï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï. Ôá êñéôÞñéá
ëïéðüí åðéëïãÞò åßíáé ðÜñá ðïëëÜ êáé åßíáé áëÞèåéá ðùò áõôü ðïõ ðåñéãñÜøáìå
åßíáé áðëÜ ìüíï Ýíá áðü ôá ðïëëÜ åíáëëáêôéêÜ ìåôáîý ôùí ïðïßùí ìðïñåß êáíåßò
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íá äéáëÝîåé. Åðßóçò ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé Ý÷ïõí ðñïôáèåß óôç âéâëéïãñáößá Üëëåò
ìÝèïäïé ðñïóäéïñéóìïý ôïõ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ ðïõ Ý÷ïõí êáëýôåñåò éäéüôçôåò.

’Åôóé ãéá íá äéáëÝîåé êáíåßò ôï ðáñÜèõñï ìðïñåß íá óôçñé÷ôåß óå

• ÕðïêåéìåíéêÜ êñéôÞñéá ó÷åôéêÜ ìå ôï ðüóï åîïìÜëõíóç èÝëåé óôá äåäïìÝíá
ôïõ. Áí ãéá ðáñÜäåéãìá ï åñåõíçôÞò èåùñåß êáé ðéóôåýåé üôé ç êáôáíïìÞ ôïõ
Ý÷åé 2 êïñõöÝò ìðïñåß íá åðéëÝîåé Ýíá ðáñÜèõñï ðïõ ïäçãåß óå ìéá åêôßìçóç
ìå äýï êïñõöÝò

• ÊÜðïéï êñéôÞñéï âåëôéóôïðïßçóçò üðùò áõôü ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá ôï MISE Ý÷åé ôï ìåéïíÝêôçìá ðùò åðåéäÞ õøþíïõìå óôï ôåôñÜãùíï
ôçí áðüóôáóç áíÜìåóá óôçí ðñáãìáôéêÞ êáé ôçí åêôéìçèåßóá ðõêíüôçôá,
êÜðïéåò áêñáßåò ôéìÝò ìðïñïýí íá ìáò ïäçãÞóïõí óå ëÜèïò áðïôåëÝóìáôá
êáèþò ç äéáöïñÜ óå åêåßíá ôá óçìåßá ãßíåôáé ðéï Ýíôïíç õøþíïíôáò óôï
ôåôñÜãùíï. Ãéá áõôü ôï óêïðü ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé Üëëá êñéôÞñéá.
’Åíá ôÝôïéï êñéôÞñéï åßíáé ôï ÌIÁÅ (mean integrated absolute error) ðïõ Ý÷åé
ôç ìïñöÞ

MIAE
[
f̂(x)

]
= E




+∞∫

−∞

∣∣∣f̂(x)− f(x)
∣∣∣ dx


 =

+∞∫

−∞
E

[∣∣∣f̂(x)− f(x)
∣∣∣
]
dx

êáé ôï ïðïßï åðåéäÞ ÷ñçóéìïðïéåß ôéò áðüëõôåò äéáöïñÝò Ý÷åé êáëýôåñåò
éäéüôçôåò óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ õðÜñ÷ïõí áêñáßåò ôéìÝò. BÝâáéá ãéá íá
âñïýìå ôï ðáñÜèõñï ðïõ ôï âåëôéóôïðïéåß åßíáé ðïëý ðéï äýóêïëï.

• Ìåèüäïõò cross-validation êáé (Þ) bootstrap. ÁõôÝò ïé ìÝèïäïé ÷ñçóéìïðïéïýí
õðïëïãéóôéêÝò ôå÷íéêÝò ãéá ôéò ïðïßåò èá ìéëÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá êáé åßíáé
éäéáßôåñá äçìïöéëåßò óôç óýã÷ñïíç óôáôéóôéêÞ åðéóôÞìç.

• Måèüäïõò ìå ôç ÷ñÞóç ðéèáíïöÜíåéáò Þ ðéèáíïöÜíåéáò ìå ðïéíÞ (penalized
likelihood). ÁõôÝò ïé ìÝèïäïé ÷ñçóéìïðïéïýí ìéá ðïéíÞ þóôå íá áðïöåýãåôáé
ç ÷ñÞóç ðïëý ìéêñïý ðáñáèýñïõ.

• ÃñáöéêÝò ìåèüäïõò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðåñéãñÜøïõìå ôç ìÝèïäï cross-validation ãéá íá Ý÷åé ï áíáãíþóôçò
ìéá äéáöïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç óôï ðñüâëçìá åðéëïãÞò ðáñáèýñïõ.

1.7.6 Ç ìÝèïäïò cross-validation
Ìéá Üëëç éäÝá ãéá íá âñïýìå ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ìåèüäïõò ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò. Ãíùñßæïõìå ðùò áí äþóïõìå óå êÜèå ðáñáôÞ-
ñçóç ðéèáíüôçôá 1/n áõôÞ åßíáé ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò êáé åðïìÝ-
íùò ç ìÝèïäïò áõôÞ êáèåáõôÞ äåí ðñüêåéôáé íá äïõëÝøåé. Áíôß áõôÞò ìðïñïýìå íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ óôçí ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéçèåß åðßóçò ç
éäÝá ôïõ cross-validation.

Ç ìÝèïäïò cross-validation ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðïëý óôçí óôáôéóôéêÞ óå ðñïâëÞ-
ìáôá ðïõ èÝëïõìå íá åîåôÜóïõìå ôï ðüóï êáëü åßíáé Ýíá óôáôéóôéêü ìïíôÝëï.
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Ç éäÝá åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÞ áí êáé óõíÞèùò ÷ñåéÜæïíôáé áõîçìÝíåò õðïëïãéóôéêÝò
áðáéôÞóåéò. ’Åôóé ëïéðüí ðñïêåéìÝíïõ íá åîåôÜóïõìå áí Ýíá óôáôéóôéêü ìïíôÝëï
åßíáé êáëü, áöÞíïõìå ìéá ðáñáôÞñçóç Ýîù, ðñïóáñìüæïõìå ôï ìïíôÝëï óôéò õðüëïéðåò
ðáñáôçñÞóåéò êáé óôç óõíÝ÷åéá ôóåêÜñïõìå ðüóï êáëÜ äïõëåýåé ôï ìïíôÝëï ãéá ôçí
ðáñáôÞñçóç ðïõ áöÞóáìå Ýîù. Áí åðáíáëÜâïõìå ôçí ßäéá ðñïóÝããéóç áöÞíïíôáò
Ýîù êÜèå öïñÜ ìéá äéáöïñåôéêÞ ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå Ýíá
óõíïëéêü óêïñ ãéá ôï ðüóï êáëü Þôáí ôï ìïíôÝëï êáé åðïìÝíùò íá äéáëÝîïõìå
áíÜìåóá óå äéáöïñåôéêÜ ìïíôÝëá.

Óôçí ðåñßðôùóç ôçò åêôßìçóçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels ïõóéáóôéêÜ ôá äéáöï-
ñåôéêÜ ìïíôÝëá åßíáé ïé äéáöïñåôéêÝò åêôéìÞóåéò ìå äéáöïñåôéêÜ ðáñÜèõñá. Ãéá
Ýíá óõãêåêñéìÝíï äåßãìá êáé ãéá äïèÝí ðáñÜèõñï h ç ðéèáíïöÜíåéá ôïõ äåßãìáôïò

äßíåôáé áðü ôï ãéíüìåíï L(h) =
n∏

i=1

f̂h(xi). ’Ïðùò åßðáìå ðñéí ç óõíÜñôçóç L(h)

ìåãéóôïðïéåßôáé ãéá h = 0. Áò óõìâïëßóïõìå ìå f̂h,i(x) ôçí åêôéìÞôñéá óôï óçìåßï x
áí áöáéñÝóïõìå ôçí i ðáñáôÞñçóç. Ôüôå ç cross-validated ðéèáíïöÜíåéá èá äßíåôáé
áðü ôïí ôýðï

L(h, i) =
n∏

i=1

f̂h,i(xi)

ÄçëáäÞ ç éäÝá åßíáé íá áãíïÞóïõìå ôçí i ðáñáôÞñçóç, êáé íá åêôéìÞóïõìå ôçí
ðõêíüôçôá óôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ áöÞóáìå Ýîù. ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞ ôç äéá-
äéêáóßá ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç åêôéìÜìå ãéá äïèÝí ðáñÜèõñï ôçí ðéèáíïöÜíåéá. Ç
ôéìÞ ôïõ h ðïõ ìåãéóôïðïéåß ôçí L(h, i) åßíáé ç åðéëïãÞ ìáò ãéá ôï ðáñÜèõñï. Ç
ìÝèïäïò áõôÞ ïíïìÜæåôáé Maximum Likelihood Cross-Validation êáé Ý÷åé áðïäåé÷èåß
óôçí ðñÜîç ðùò Ý÷åé êáëÝò éäéüôçôåò. ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñåß êáíåßò áíôß íá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóåé ùò êñéôÞñéï ôç ìåãéóôïðïßçóç ìéáò ðéèáíïöÜíåéáò, íá åëá÷éóôïðïéÞóåé
êÜðïéï Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí Þ êÜðïéá Üëëç óõíÜñôçóç.

Óôï ãñÜöçìá 1.15 ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôçí cross-validated ëïãáñéèìéêÞ ðé-
èáíïöÜíåéá ãéá ôá äåäïìÝíá ìå ôá ãéáïýñôéá. Ôï ìÝãéóôï ðáñáôçñåßôáé óôçí
ôéìÞ 0.0377 êáé áõôÞ ç ôéìÞ åßíáé ç åðéëïãÞ ôïõ âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ ìå áõôü
ôï êñéôÞñéï. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï åßíáé ðïëý ìéêñüôåñï áðü
áõôÜ ðïõ åß÷áìå âñåé ìÝ÷ñé ôþñá. H ôéìÞ ôçò cross-validated ëïãáñéèìéêÞò ðé-
èáíïöÜíåéáò óå áõôü ôï óçìåßï åßíáé 42.9565. Óôçí ðñÜîç áõôü ðïõ êÜíïõìå
åßíáé ðùò äéáëÝãïõìå ðïëëÝò ôéìÝò ôïõ h óå êÜðïéï äéÜóôçìá ðïõ ðéóôåýïõìå ðùò
õðÜñ÷åé ôï ìÝãéóôï êáé åðáíáëìâÜíïõìå ôç äéáäéêáóßá ãéá üëåò áõôÝò ôéò ôéìÝò. Óôï
ðáñÜäåéãìÜ ìáò äéáëÝîáìå 400 ôéìÝò ôïõ h óôï äéÜóôçìá 0.02, 0.12. Ôï âÝëôéóôï
ðáñÜèõñï ðïõ âñÞêáìå åßíáé áñêåôÜ ìéêñüôåñï áðü áõôü ðïõ åß÷áìå ÷ñçóéìï-
ðïéÞóåé ðñïçãïõìÝíùò ìå áðïôÝëåóìá ç êáôáíïìÞ ôþñá íá ðáñïõóéÜæåé ðïëëÝò
êïñõöÝò.

1.7.7 ÄéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
’Ïðùò ôïíßóáìå êáé óôçí áñ÷Þ, óêïðüò ìáò åßíáé ç åêôßìçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ðõ-
êíüôçôáò ðéèáíüôçôáò. ÅðïìÝíùò ãéá ôç f̂(x), ç ïðïßá åßíáé ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ìðï-
ñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò. Áí ôþñá êáôáóêåõÜóïõìå
ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x, ðáßñíïõìå ìéá æþíç ìÝóá óôçí
ïðïßá ðåñéìÝíïõìå ðùò êéíåßôáé ç ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.
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ÃñÜöçìá 1.15: Ç cross-validated ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá êáé ç åêôéµÞôñéá µå ôç
÷ñÞóç ôïõ ðáñáèýñïõ ðïõ ôçí µåãéóôïðïéåß ãéá ôá äåäïµÝíá µå ôá ãéáïýñôéá

Ðñïóï÷Þ üìùò óôï ãåãïíüò üôé áí êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôï-
óýíçò ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x ôüôå ç óõíïëéêÞ æþíç Ý÷åé ðïëý ìéêñüôåñç óôáôéóôéêÞ
áêñßâåéá êáé ãéá áõôü äåí ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå ðùò åßíáé ìéá 95% æþíç.
ÓõíÞèùò ç äçìéïõñãßá ìéáò æþíçò åìðéóôïóýíçò ÷ñçóéìåýåé ãéá íá äïýìå ïðôéêÜ
ôï ðüóï ìåôáâëçôüôçôá Ý÷åé ç åêôßìçóç.

Ãéá êÜèå óçìåßï x îå÷ùñéóôÜ ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá äéÜóôçìá
åìðéóôïóýíçò ùò åîÞò. ÓõíÞèùò ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò åßíáé ôçò ìïñöÞò
(θ̂− z1−a/2sθ, θ̂ + z1−a/2sθ) , üðïõ θ̂, sθ åßíáé ç åêôßìçóç ãéá ôçí ðáñÜìåôñï θ êáé
ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò áíôßóôïé÷á êáé za åßíáé êÜðïéï ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò êáôá-
íïìÞò ðïõ ç åêôéìÞôñéá îÝñïõìå ðùò áêïëïõèåß (êáé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ìðïñåß
íá äåé÷ôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðùò åßíáé ç êáíïíéêÞ êá-
ôáíïìÞ).

Óôçí ðåñßðôùóç ôçò f̂(x), åíþ Ý÷åé äåé÷ôåß üôé ç êáíïíéêüôçôá åßíáé óõíÞèùò ìéá
ëïãéêÞ õðüèåóç, õðÜñ÷åé ðñüâëçìá ëüãù ôçò ìåñïëçøßáò ôçò åêôéìÞôñéáò. Ëüãù
ôçò ìåñïëçøßáò áõôÞò ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò äåí èá åßíáé óõììåôñéêÜ. Ãéá
áõôü Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí f̂(x) åßíáé ôï
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Ìðïñåß êÜðïéïò íá ðáñáôçñÞóåé üôé Ý÷ïõìå áöáéñÝóåé ôçí ìåñïëçøßá (ï äåýôåñïò
üñïò ôçò ðáñÝíèåóçò) åíþ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï 97.5% ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò êá-
íïíéêÞò êáôáíïìÞò (1.96) áöïý Ý÷åé äåé÷ôåß ðùò ç åêôéìÞôñéá åßíáé áóõìðôùôéêÜ
êáíïíéêÞ. ÔÝëïò ï ôåëåõôáßïò üñïò åßíáé ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôçò f̂(x). Ôï ðáñáðÜíù
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äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äåí åßíáé ôï êáëýôåñï áëëÜ åßíáé ìéá ðñþôç ðñïóÝããéóç.
’Åíá êáëýôåñï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åßíáé ôï

(
f̂(x)− c2f ′′(x)σ2

K

2n2/5
+ da

)
,

(
f̂(x)− c2f ′′(x)σ2

K

2n2/5
− da

)
,

üðïõ da = z1−a/2

√
1
cf(x)R(K) êáé c = R(K)

R(f ′′)σ4
k

.

Åðßóçò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç f(x) åßíáé Üãíùóôç ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïé-
Þóïõìå óôç èÝóç ôçò ôçí f̂(x), áõôÞ äçëáäÞ ðïõ åêôéìÞóáìå. Áí êáé Ýíá ôÝôïéï
äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åßíáé ìÜëëïí áðëïúêü ìðïñåß íá ìáò äþóåé ôçí åéêüíá ðïõ
èÝëïõìå êáé ôåëéêÜ åíäéáöåñüìáóôå íá ðÜñïõìå ó÷åôéêÜ ìå ôçí ìåôáâëçôüôçôá ôçò
åêôßìçóÞò ìáò.

Óôï ãñÜöçìá 1.16 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ìéá æþíç 95% ãéá ôçí åêôßìçóç ôçò
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ãéá ôá äåäïìÝíá ìå ôá ãéáïýñôéá. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ç
æþíç åßíáé ðéï ðëáôéÜ êïíôÜ óôéò êïñõöÝò åðåéäÞ õðÜñ÷åé áâåâáéüôçôá ó÷åôéêÜ ìå
ôçí ðñáãìáôéêÞ èÝóç ôïõò. Åðßóçò ðáñáôçñåßóôå ðùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç æþíç
åìðéóôïóýíçò ç êïñõöÞ óôá äåîéÜ ìðïñåß íá áðáëåéöèåß, äåß÷íïíôáò äçëáäÞ ôçí
áâåâáéüôçôá ãéá ôï áí ðñáãìáôéêÜ ç êáôáíïìÞ åßíáé äßêïñöç Þ ü÷é.

ÃñÜöçìá 1.16: Æþíç åìðéóôïóýíçò ãýñù áðü ôçí åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõ-
êíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ãéá ôá äåäïìÝíá ìå ôá ãéáïýñôéá (êáíïíéêü kernel, ÷ñÞóç
âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ).

1.7.8 ÄéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ìå ôç ìÝèïäï bootstrap
’Åíáò Üëëïò ôñüðïò êáôáóêåõÞò äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò ãéá ìéá óõíÜñôçóç ðõ-
êíüôçôáò ðéèáíüôçôáò åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ bootstrap. Áí êáé ãéá ôç ìÝèïäï
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êáé ôç ÷ñÞóç ôçò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò èá ìéëÞóïõìå áñãü-
ôåñá áò äïýìå ìå óõíôïìßá ðùò ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá æþíç åìðéóôï-
óýíçò ãéá ôçí åêôéìÞôñéá ìáò.

Ç ìÝèïäïò bootstrap óôçñßæåôáé óôç äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç áðü ôï äåßãìá
ðïõ Ý÷ïõìå óôá ÷Ýñéá ìáò. Ç äéáäéêáóßá áðáéôåß íá äçìéïõñãÞóïõìå ðïëëÜ äåßãìáôá
áðü ôï áñ÷éêü ìáò äåßãìá Ýôóé þóôå ç ìåôáâëçôüôçôá ðïõ õðÜñ÷åé óôï äåßãìá ìáò
íá ìåëåôçèåß ìÝóá áðü ôá ðïëëÜ äåßãìáôá ðïõ èá äçìéïõñãÞóïõìå. Óôï ãñÜöçìá
1.17 ìðïñåß êáíåßò íá äåé 50 äéáöïñåôéêÝò åêôéìÞóåéò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôç-
ôáò ðéèáíüôçôáò ðïõ áöïñïýí 50 äåßãìáôá bootstrap. Óôçí ðñÜîç ç äçìéïõñãßá
äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò åßíáé áñêåôÜ ðéï ðåñßðëïêç áëëÜ áõôÞ èá ðåñéãñáöåß
óå åðüìåíï êåöÜëáéï. Áõôü ðïõ Ý÷åé óçìáóßá åßíáé ðùò áðü ôï ãñÜöçìá ìðïñåß
êáíåßò íá äåé îåêÜèáñá ôá óçìåßá ôçò åêôéìÞôñéáò üðïõ õðÜñ÷åé ìåãáëýôåñç ìå-
ôáâëçôüôçôá êáé åéäéêÜ ôï óçìåßï óôç äåîéÜ ðëåõñÜ üðïõ óôçí ðëåéïøçößá ôùí
ðåñéðôþóåùí äåí õðÜñ÷åé äåýôåñç êïñõöÞ. Ðåñéóóüôåñá ãéá áõôÞ ôç ìÝèïäï êá-
ôáóêåõÞò æþíçò åìðéóôïóýíçò èá äïýìå óôï êåöÜëáéï 5.

ÃñÜöçìá 1.17: 50 åðáíáëÞøåéò ôçò åêôßìçóçò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíü-
ôçôáò óå Bootstrap äåßãìáôá. Ôï ðÜ÷ïò ôçò ãñáììÞò óå êÜèå óçìåßï ìáò äßíåé ìéá
åéêüíá ôçò ìåôáâëçôüôçôáò óôï óçìåßï áõôü.

1.7.9 Êernel ìå ìåôáâëçôü ðáñÜèõñï
ÌÝ÷ñé ôþñá ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ãéá üëá ôá óçìåßá ðïõ åß÷áìå ôï ßäéï ðáñÜèõñï.
Áõôü üìùò ïäçãïýóå óôï íá ïìáëïðïéïýìå ôï ßäéï üëá ôá óçìåßá åíþ åßíáé ðéèáíüí
óå êÜðïéá óçìåßá íá õðÜñ÷åé ðåñéóóüôåñç äïìÞ. Èõìçèåßôå ðùò ãéá êáôáíïìÝò ü÷é
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éäéáßôåñá ëåßåò ôï ðáñÜèõñï ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå åßíáé ìéêñü, åíþ ãéá êáôáíïìÝò
ìå ìÜëëïí ëåßá óõìðåñéöïñÜ ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ìåãáëýôåñï ðáñÜèõñï. ÅðïìÝ-
íùò åßíáé ðïëëÝò öïñÝò ëïãéêü íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óå êÜèå óçìåßï äéáöïñåôéêü
ðáñÜèõñï áíÜëïãá ìå ôçí ðõêíüôçôá ôùí ðáñáôçñÞóåùí óå åêåßíï ôï óçìåßï.

Áí åß÷áìå áðïìáêñõóìÝíåò ôéìÝò, áõôÝò êáôÝëçãáí íá äçìéïõñãïýí Ýíá ëïöÜêé
(bump) óôçí Üêñçò ôçò êáôáíïìÞò, äßíïíôáò ìéá åðéðëÝïí êïñõöÞ ç ïðïßá äåí
õðÜñ÷åé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá êáé áðëÜ ç ðñáãìáôéêÞ êáôáíïìÞ Ý÷åé ìåãÜëç ïõñÜ.

Áðü ôá ðáñáðÜíù öáßíåôáé ç áíÜãêç íá ðÜñïõìå åêôéìÞôñéåò ìå ìåôáâëçôü
ðáñÜèõñï, äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò

f̂(x) =
1
n

n∑

i=1

1
h(xi)

K

(
x− xi

h(xi)

)

BëÝðïõìå ëïéðüí ðùò ôþñá ðéá ôï ðáñÜèõñï åßíáé óõíÜñôçóç ôùí ðáñáôçñÞóåùí
êáé äéáöÝñåé áðü ðáñáôÞñçóç óå ðáñáôÞñçóç.

Óôï ãñÜöçìá 1.18 ðïõ áêïëïõèåß äåßôå ôç âáóéêÞ éäÝá. Óå êÜèå ðáñáôÞñçóç
âÜæïõìå Ýíá kernel áíÜëïãá ìå ôçí ðõêíüôçôá óå áõôü ôï óçìåßï. Óôçí åéêüíá
äåîéÜ Ý÷ïõìå ôï ßäéï ðáñÜèõñï ãéá üëá ôá óçìåßá åíþ áñéóôåñÜ ç áðïìáêñõóìÝíç
ðáñáôÞñçóç Ý÷åé Ýíá kernel ìå ìåãáëýôåñç äéáóðïñÜ êáé ãéá áõôü áëëÜæåé êáé ç
åéêüíá ðïõ ðáßñíïõìå ãéá ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.

Ìéá óýãêñéóç ôùí äýï åêôéìçôñéþí ðïõ ðñïêýðôïõí ìðïñåß íá äåé êáíåßò óôï
ãñÜöçìá 1.19. Ç ðëÞñçò ãñáììÞ áöïñÜ ôçí åêôéìÞôñéá ìå ìåôáâëçôü ðáñÜèõñï
åíþ ç äéáêåêïììÝíç ôçí åêôéìÞôñéá ìå óôáèåñü ðáñÜèõñï. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
óôáèåñïý ðáñáèýñïõ ç êáôáíïìÞ ðáñïõóéÜæåé Ýíá óáìáñÜêé (bump) óôç äåîéÜ
ïõñÜ ðïõ ïöåßëåôáé óôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ áðÝ÷åé áñêåôÜ áðü ôéò Üëëåò. ÊÜôé
ôÝôïéï åîáöáíßæåôáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ìåôáâëçôïý ðáñáèýñïõ, üðïõ üìùò ïé
ïõñÝò ôçò êáôáíïìÞò åßíáé ðá÷ýôåñåò.

ÊÜðïéåò åðéëïãÝò ãéá ôç ìïñöÞ ôïõ ìåôáâëçôïý ðáñáèýñïõ åßíáé ïé

• h(xi) = h√
f(xi)

üðïõ f(x) åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé

• h(xi) = dij , dijåßíáé ç áðüóôáóç ôçò ôéìÞò xi áðü ôçí ðéï êïíôéíÞ ôçò.

ÅðïìÝíùò üðïõ ç áðüóôáóç åßíáé ìéêñÞ, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ óçìåßá ìáæåìÝíá,
äåí ÷ñåéáæüìáóôå ìåãÜëç ôéìÞ ôïõ ðáñáèýñïõ, åíþ óå áðïìáêñõóìÝíåò ôéìÝò óõìâáßíåé
ôï áíôßèåôï. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ç f(x) óõíÞèùò åßíáé Üãíùóôç. Óå áõôÞ ôçí ðå-
ñßðôùóç ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óå ðñþôï óôÜäéï ìéá áðëÞ åêôéìÞôñéá ìå
êÜðïéï óôáèåñü ðáñÜèõñï êáé óå äåýôåñï óôÜäéï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìåôáâëçôü
ðáñÜèõñï. ÁëãïñéèìéêÜ, èá äïõëÝøïõìå ùò åîÞò

• BÞìá 1o: Bñåò ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï h ãéá ôçí ðåñßðôùóç óôáèåñïý ðáñáèýñïõ

• BÞìá 2o : Bñåò ôçí f̂(x) ìå ôï óôáèåñü ðáñÜèõñï
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x

f(x
)

-2 0 2 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

x

f(x
)

-2 0 2 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

ÃñÜöçìá 1.18: Kernel ìå óôáèåñü (äåîéÜ) êáé ìåôáâëçôü ðáñÜèõñï (áñéóôåñÜ).
Ðáñáôçñåßóôå ãéá ôçí ìåãáëýôåñç ðáñáôÞñçóç ðüóï äéáöïñåôéêü åßíáé ôï kernel
ðïõ Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé (áñéóôåñÞ åéêüíá)

x

f(x
)

-2 0 2 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

ÃñÜöçìá 1.19: Ïé äýï åêôéìÞôñéåò ðïõ ðñïêýðôïõí ìå ìåôáâëçôü ðáñÜèõñï
(ðëÞñçò ãñáììÞ) êáé ìå óôáèåñü ðáñÜèõñï (äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ).



40

• BÞìá 3o : Bñåò ôá ìåôáâëçôÜ ðáñÜèõñá ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç áðü ôïí ôýðï

h(xi) =
h√

f̂(xi)

• BÞìá 4o : ×ñçóéìïðïßçóå áõôÜ ôá ðáñÜèõñá ãéá íá åêôéìÞóåéò ìå ôç ìÝèïäï
ôùí kernels áëëÜ ìå ìåôáâëçôü ðéá ðáñÜèõñï.

’Åíáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò íá âñïýìå ôá ìåôáâëçôÜ ðáñÜèõñá åßíáé ï åîÞò

• BÞìá 1o: Åêôßìçóå ôçí f̂(x) ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôáèåñü ðáñÜèõñï h óôá
óçìåßá xi ðïõ Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò

• BÞìá 2o: Bñåò ôï ãåùìåôñéêü ìÝóï ôùí f̂(xi), äçëáäÞ G =
(

n∏
i=1

f̂(xi)
)1/n

.

• BÞìá 3o: Õðïëüãéóå ôá λi =
√

G
f̂(xi)

• BÞìá 4o: Õðïëüãéóå ôá ìåôáâëçôÜ ðáñÜèõñá hi = hλi, i = 1, ..., n

Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç åðéëïãÞ ôïõ ðáñáèýñïõ, óôï ðñþôï âÞìá, äåí åßíáé
éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ áöïý ôï ìåôáâëçôü ðáñÜèõñï êáèïñßæåôáé ðåñéóóüôåñï áðü
ôá äåäïìÝíá.

1.7.10 Ìåôáó÷çìáôéóìïß
ÐïëëÝò öïñÝò ôï åíäéáöÝñïí äåí åßíáé íá âñïýìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèá-
íüôçôáò ôïõ x áëëÜ ìéáò óõíÜñôçóçò ôïõ x, Ýóôù ôçò g(x). Ìéá ðñþôç ðñïóÝããéóç
èá Þôáí íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôá äåäïìÝíá êáé íá äïõëÝøïõìå ìå áõôÜ. ÐïëëÝò
öïñÝò üìùò óõìöÝñåé íá äïõëÝøïõìå ìå ôéò ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò êáé íá êÜíïõìå
áñãüôåñá ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü.

Áðü ôç èåùñßá ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò ìåôáâëçôÞò Y = g(X)
ðñïêýðôåé ùò (ïé õðïäåßêôåò äåß÷íïõí ôçí ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ)

fX(x) = fY [g(x)] |g′(x)|
êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá áíÜëïãç ó÷Ýóç ùò

f̂X(x) =
|g′(x)|
nhY

n∑

i=1

K

(
g(x)− g(xi)

hY

)

üðïõ ôï ðáñÜèõñï hY Ý÷åé õðïëïãéóôåß áðü ôéò ôéìÝò ôçò y. ÄçëáäÞ óôçí ïõóßá
âñßóêïõìå ìéá åêôßìçóç ãéá ôçí fY (x) ôçí ïðïßá óôç óõíå÷åßá ìåôáó÷çìáôßæïõìå.
ÔÝôïéïé ìåôáó÷çìáôéóìïß åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìïé üôáí ôá äåäïìÝíá åßíáé ïñéóìÝíá
óå Ýíá ðåñéïñéóìÝíï äéÜóôçìá (ð÷ óôï (0, +∞)) Þ üôáí ôá äåäïìÝíá Ý÷ïõí ìåãÜëåò
ïõñÝò ïðüôå ï ëïãáñéèìéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ìðïñåß íá ìéêñýíåé êÜðùò ôçí ïõñÜ.

ÐáñÜäåéãìá: Áí õðïèÝóïõìå ðùò Y = log X ôüôå Ý÷ïõìå ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôçò
üôé

f̂X(x) =
1

nxhY

n∑

i=1

K

(
log(x)− log(xi)

hY

)
.
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1.8 ÄåäïìÝíá ïñéóìÝíá óå äéáóôÞìáôá
ÌÝ÷ñé ôþñá, áó÷ïëçèÞêáìå ìå äåäïìÝíá ïñéóìÝíá óå üëï ôïí Üîïíá ôùí ðñáãìáôéêþí
áñéèìþí êé åðïìÝíùò äåí õðÞñ÷å êáíÝíáò ðåñéïñéóìüò ãéá ôéò ðåñéï÷Ýò óôéò ïðïßåò
ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò åßíáé ìçäåíéêÞ Þ äåí ïñßæåôáé. ÐïëëÝò öïñÝò
üìùò äåí óõìâáßíåé áõôü. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ åîåôÜæïõìå
áíôéðñïóùðåýåé ôï ÷ñüíï åðéâßùóçò, áõôÞ ç ìåôáâëçôÞ èá ðñÝðåé áíáãêáóôéêÜ íá
åßíáé èåôéêÞ, äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò äåí ìðïñåß íá åßíáé
áñíçôéêÞ. Êáôáëáâáßíåé êáíåßò üôé åðåéäÞ ôá kernels åßíáé óõììåôñéêÜ, ãéá ôéìÝò
ðïëý êïíôÜ óôï 0, êÜðïéï ìéêñü Ýóôù êïììÜôé ìðïñåß íá ðåñÜóåé óôïõò áñíçôéêïýò
áñéèìïýò êé Ýôóé íá ðÜñïõìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá óå áñíçôéêÞ ôéìÞ ðïõ åßíáé
ëÜèïò.

’Å÷åé åðßóçò áðïäåé÷ôåß üôé óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò õðÜñ÷åé óçìáíôéêÞ ìåñï-
ëçøßá ãéá ôéò ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êïíôÜ óôï üñéï (ôï 0
óôçí óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç).

Ãéá íá åðéôý÷ïõìå ëïéðüí ç åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðéèáíüôçôáò íá åßíáé ìÝóá
óôá åðéôñåðôÜ ðëáßóéá õðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò ðñïóåããßóåéò. ÁõôÝò åßíáé:

1. Íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéï ìåôáó÷çìáôéóìü ôùí äåäïìÝíùí, üðùò ðåñé-
ãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò, ïýôùò þóôå ôá íÝá äåäïìÝíá íá ïñßæïíôáé óå üëç
ôçí åõèåßá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, íá åêôéìÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíü-
ôçôáò ðéèáíüôçôáò ãéá áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç êáé óôç óõíå÷åßá ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ
áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý íá åðéóôñÝøïõìå óôçí åêôßìçóç ôçò óõíÜñôç-
óçò ðéèáíüôçôáò ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé.

2. Íá åêôéìÞóïõìå êáíïíéêÜ ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, áëëÜ óôéò
áñíçôéêÝò ôéìÝò íá ôéò áíôáíáêëÜóïõìå óôéò áíôßóôïé÷åò èåôéêÝò, ðñïóèÝôïíôáò
ôï ìÝñïò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ðïõ Ý÷ïõìå óôïõò áñíçôéêïýò
áñéèìïýò.

3. Íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôÜëëçëá kernels ðïõ äåí ìáò åðéôñÝðïõí íá ðåñÜ-
óïõìå ôï óõãêåêñéìÝíï üñéï. Äõóôõ÷þò óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ìåñïëçøßá
êïíôÜ óôï üñéï ðáñáìÝíåé.

4. Íá äéðëáóéÜóïõìå ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò äçìéïõñãþíôáò Üëëï Ýíá äåßãìá
ìå ôéò ßäéåò ðáñáôçñÞóåéò áëëÜ áëëÜæïíôáò ôï ðñüóçìï. Óôç óõíÝ÷åéá ðñï-
÷ùñÜìå êáíïíéêÜ óå åêôßìçóç ìå kernels êáé áðëÜ êñáôÜìå ôï êïììÜôé ðïõ
åßíáé óôï èåôéêü ìÝñïò.

ÐáñÜäåéãìá 1.3. 150 ìç÷áíÝò óõììåôåß÷áí óå Ýíá ðåßñáìá êáé ï ÷ñüíïò óå
åâäïìÜäåò ìÝ÷ñé íá ðáñïõóéÜóïõí êÜðïéá âëÜâç êáôáãñÜöçêå. Íá åêôéìÞóåôå ôç
óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ ÷ñüíïõ ëåéôïõñãßáò.

ÅðåéäÞ ôá äåäïìÝíá áöïñïýí äéÜñêåéá æùÞò åßíáé áðáñáßôçôá èåôéêÜ. Ìéá
ëïãéêÞ õðüèåóç åßíáé íá õðïèÝóïõìå üôé ç ðñáãìáôéêÞ êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý
åßíáé ç åêèåôéêÞ, êÜôé ðïõ åðéâåâáéþèçêå áðü ôç J ìïñöÞ ðïõ åß÷áí ôá äåäïìÝíá.
Ãéá íá âñåé êáíåßò ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï ãéá Epanechnikov kernel áñêåß íá ðáñáôç-

ñÞóåé ðùò ãéá áõôü éó÷ýïõí R(K) = 3σ−1
K

5
√

5
êáé ãéá ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ R(f ′′) =
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θ5

2 . ÅðïìÝíùò ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï åßíáé ôï hopt =
[

R(K)
σ4

kR(f ′′)

]1/5

n−1/5 =
[
30
n

]1/5
θ êáé åðåéäÞ ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôçò ðáñáìÝôñïõ åßíáé ç

θ̂ = x̄ âñßóêïõìå ðùò hopt =
[
30
n

]1/5
x̄. Ôï ãñÜöçìá 1.20 äåß÷íåé ôçí åêôßìçóç.

ÅðåéäÞ üìùò Ýíá ìåãÜëï ìÝñïò ôçò ðåñíÜåé ôï ìçäÝí ðñïò ôç ìåñéÜ ôùí áñíçôéêþí
áñéèìþí, ðïõ äåí åßíáé ëïãéêü íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, óôï ãñÜöçìá 1.20 Ý÷ïõìå
áíôéóôñÝøåé üëï ôï ìÝñïò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ðïõ Þôáí óôïõò
áñíçôéêïýò áñéèìïýò óôïõò áíôßóôïé÷ïõò èåôéêïýò. Ôþñá ç åéêüíá ìïéÜæåé ðïëý
ðåñéóóüôåñï ìå ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ.

x

pd
f

-0.5 0.0 0.5 1.0

0
1

2
3

ÃñÜöçìá 1.20: Ç åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ ÷ñüíïõ
ëåéôïõñãßáò. Ç åêôßìçóç ìå ôçí åöáñìïãÞ ôçò êëáóéêÞò ìåèüäïõ ôùí kernels êáé
ç åêôßìçóç áöïý êáèñåðôßóáìå ôçí åêôßìçóç óôïõò áñíçôéêïýò áñéèìïýò óôïõò
áíôßóôïé÷ïõò èåôéêïýò

1.9 Åêôßìçóç ðïëõìåôáâëçôÞò áðü êïéíïý óõíÜñôçóçò
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

ÌÝ÷ñé ôþñá áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôçí åêôßìçóç óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
óôç ìïíïìåôáâëçôÞ ðåñßðôùóç. Ç ìåèïäïëïãßá ìðïñåß íá åðåêôáèåß êáé óôçí
ðïëõìåôáâëçôÞ ðåñßðôùóç, üðïõ Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá ìåôáâëçôÝò. Ìéëþíôáò
ãåíéêÜ áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå d ìåôáâëçôÝò, åðïìÝíùò ìéëÜìå ãéá åêôßìçóç ôçò
d-ìåôáâëçôÞò áðü êïéíïý óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.
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Êáé ðÜëé ç ðéï áðëÞ ðåñßðôùóç åßíáé ôï éóôüãñáììá. Ôþñá ôá êåëéÜ äåí åßíáé
äéáóôÞìáôá áëëÜ ðïëõåðßðåäá, äçëáäÞ ðáñáëëçëüãñáììá ãéá ôç äéìåôáâëçôÞ ðå-
ñßðôùóç êëð. ×ñçóéìïðïéþíôáò êáé ðÜëé ôç ëÝîç êåëß ãéá êÜèå ôÝôïéá ðåñéï÷Þ, êáé
õðïèÝôïíôáò üôé Ý÷ïõìå k êåëéÜ ç åêôéìÞôñéá ôçò áðü êïéíïý óõíÜñôçóçò ðõêíüôç-
ôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé

f̂(x1, x2,..., xd) = f̂(x) =
nk

nh1h2...hd
, x ∈ k êåëß

üðïõ h1, h2, ..., hd åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ êåëéïý ùò ðñïò ôçí i ìåôáâëçôÞ.
Ãéá íá ãßíåé ðéï êáôáíïçôü Ýóôù üôé Ý÷ïõìå äýï ìåôáâëçôÝò x êáé y. Êáé Ýóôù

üôé Ý÷ïõìå ÷ùñßóåé üëï ôï ÷þñï óå êåëéÜ, ôá ïðïßá äåí ðñÝðåé íá åßíáé áíáãêáóôéêÜ
ôåôñÜãùíá, áëëÜ Ý÷ïõí äéáóôÜóåéò hx×hy üðïõ hx, hy åßíáé ôá ìÞêç ôùí êåëéþí ùò
ðñïò ôçí ìåôáâëçôÞ x êáé y áíôßóôïé÷á. Ôüôå ç åêôßìçóç ôçò áðü êïéíïý óõíÜñôçóçò
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé ç

f̂(x, y) =
nk

nhxhy
, x ∈ k êåëß

Ç åðéëïãÞ ôùí ðáñáèýñùí ìðïñåß íá ãßíåé êáé ðÜëé ìå âÜóç êÜðïéá êñéôÞñéá áëëÜ
êÜôé ôÝôïéï äåí èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óå áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò.

ÊáôÜ áíôéóôïé÷ßá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáé íá âñïýìå ôçí åêôéìÞôñéá ôçò áðü
êïéíïý óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels ÷ñçóé-
ìïðïéþíôáò ôþñá ðïëõìåôáâëçôÜ kernel. H åêôéìÞôñéá èá åßíáé ç

f̂(x1, x2,..., xd) = f̂(x) =
1

n |H|
n∑

i=1

Kd

[
H−1(x− xi)

]
,

üðïõ ôþñá xi åßíáé ïé ðáñáôçñÞóåéò ìáò ðïõ åßíáé äéáíýóìáôá êáé H åßíáé ï
ðßíáêáò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ðáñÜèõñá ðñïò üëåò ôéò äéáóôÜóåéò (ìåôáâëçôÝò) ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýìå. ’Ïðùò êáôáëáâáßíåôå ï ðáñáðÜíù ôýðïò åßíáé óå ìéá ðïëý ãåíéêÞ
ìïñöÞ. ÁõôÜ ðïõ ðñÝðåé íá êáèïñßóïõìå åßíáé ï ðßíáêáò H êáé ç ìïñöÞ ôïõ kernel.

Ùò ðñïò ôïí ðßíáêá H ìðïñïýìå íá óçìåéþóïõìå ôá åîÞò:
×ñçóéìïðïéïýìå ðßíáêá, áíôß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéï ðáñÜèõñï ðñïò

êÜèå êáôåýèõíóç, ãéá íá Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá êáèïñßóïõìå ôçí ïìáëïðïßçóç
(smoothing) ôüóï ðñïò êÜèå äéÜóôáóç ÷ùñéóôÜ áëëÜ êáé áðü êïéíïý (êáôÜ áíáëïãßá
ìå ôç óõíäéáêýìáíóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå óå ðïëõìåôáâëçôÜ äåäïìÝíá). ÅðïìÝíùò
ìåñéêÝò åéäéêÝò ìïñöÝò åßíáé ïé åîÞò

• H =




h 0 ... 0
0 h ... 0
... ... ... ...
0 0 ... h


 , ï ðßíáêáò åßíáé äéáãþíéïò êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå

óå üëåò ôéò äéáóôÜóåéò ôï ßäéï ðáñÜèõñï

• H =




h1 0 ... 0
0 h2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... hd


 , ï ðßíáêáò åßíáé äéáãþíéïò áëëÜ ãéá êÜèå äéÜóôáóç

÷ñçóéìïðïéïýìå äéáöïñåôéêü ðáñÜèõñï. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç |H| =
h1h2...hd . ÔÝëïò
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• H =




h11 h21 ... hd1

h21 h2 ... hd2

... ... ... ...
hd1 hd2 ... hdd


 üðïõ ðëÝïí ï ðßíáêáò åßíáé óõììåôñéêüò êáé

ëáìâÜíïõìå õðüøç ðáñÜèõñá ìå ìéá áßóèçóç óõíäéáêõìÜíóçò, äçëáäÞ ôï
ðüóï èá êÜíïõìå ïìáëïðïßçóç óå êÜèå äéÜóôáóç åîáñôÜôáé êáé áðü ôéò
õðüëïéðåò äéáóôÜóåéò.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç åðéëïãÞ ôùí kernels ìðïñåß íá óôçñé÷ôåß åßôå óå ãéíüìåíï
áíåîÜñôçôùí ðñïò êÜèå äéÜóôáóç kernels Þ óå êáôÜëëçëá ïñéóìÝíá óôéò d äéáóôÜóåéò
kernels. Ôá ðéï äéáäåäïìÝíá kernels åßíáé ìéá ãåíßêåõóç ôïõ Epanechnikov ìå
ìïñöÞ

Kd(x) =





[
d(d+2)

4

]
Γ(d/2)π−d/2(1− x′x) x′x ≤ 1

0 áëëïý

êáèþò êáé ìéá ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (êáôÜ áíôéóôïé÷ßá ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò áðëÞò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò ãéá ìïíïäéÜóôáôá äåäïìÝíá).

Êáé ðÜëé ç åðéëïãÞ ôùí âÝëôéóôùí ðáñáèýñùí óôçñßæåôáé óå âåëôéóôïðïßçóç
êÜðïéùí êñéôçñßùí ôá ïðïßá åßíáé ðéá éäéáßôåñá ðïëýðëïêá êáé äåí èá ìáò áðá-
ó÷ïëÞóïõí.

ÐáñÜäåéãìá 1.2 (óõíÝ÷åéá). Óôï ðáñÜäåéãìá ìå ôá ãéáïýñôéá èá ÷ñçóéìïðïé-
Þóïõìå ôþñá ìéá äåýôåñç ìåôáâëçôÞ ôçí õãñáóßá (humidity). Áðü ôï äéÜãñáììá
íÝöïõò óçìåßùí (ãñÜöçìá 1.21) ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðùò êáôáíÝìïíôáé óôï ÷þñï ôá
óçìåßá. Óôç óõíÝ÷åéá Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé Ýíá äéìåôáâëçôü éóôüãñáììá êáèþò êáé
ìéá åêôßìçóç ôçò áðü êïéíïý óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ÷ñÞóç åíüò
äéìåôáâëçôïý Åpanechnikov kernel (ãñÜöçìáôá 1.22 êáé 1.23). Áíôéêáèéóôþíôáò
d = 2 ìðïñåß êáíåßò íá ãñÜøåé ðùò ôï äéìåôáâëçôü Åpanechnikov kernel Ý÷åé ôç
ìïñöÞ

K2(x, y) =





3
π (1− (x2 + y2)) x2 + y2 ≤ 1

0 áëëïý

Óôá ãñáöÞìáôá ðïõ âëÝðåôå äåí Ý÷åé ãßíåé ðñïóðÜèåéá íá âåëôéóôïðïéçèïýí
ôá ðáñÜèõñá. Ãéá ôçí åêôßìçóç ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels ÷ñçóéìïðïéÞèçêå Ýíáò
äéáãþíéïò ðßíáêáò êáé ôá ðáñÜèõñá õðïëïãßóôçêáí ùò ôá âÝëôéóôá óôç ìïíïìåôá-
âëçôÞ ðåñßðôùóç. Åßíáé îåêÜèáñï üôé ôá kernels äßíïõí ìéá êáôÜ ðïëý ðéï üìïñöç
åéêüíá áðü üôé ôï éóôüãñáììá
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ÃñÜöçìá 1.21: ÄéÜãñáììá íÝöïõò óçìåßùí ãéá ôçí õãñáóßá êáé ôï PH. Ðáñáôç-
ñåßóôå ðùò õðÜñ÷ïõí óçìåßá üðïõ ìáæåýïíôáé ðåñéóóüôåñá óçìåßá

ÃñÜöçìá 1.22: Äéìåôáâëçôü éóôüãñáììá ãéá ôá äåäïìÝíá
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ÃñÜöçìá 1.23: ÄéìåôáâëçôÞ åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëùí kernels.

1.10 ÊáôçãïñéêÜ äåäïìÝíá
ÌÝ÷ñé ôþñá ìéëÞóáìå ìüíï ãéá óõíå÷Þ äåäïìÝíá. Ðáñüìïéåò ìÝèïäïé åêôßìçóçò
óõíÜñôçóçò ðéèáíüôçôáò (ôþñá ðéá äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá ìéëÜìå ãéá óõíÜñôçóç
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò üðùò óôç óõíå÷Þ ðåñßðôùóç) Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß êáé ãéá
êáôçãïñéêÜ Þ äéáêñéôÜ äåäïìÝíá. Èá ðñÝðåé íá ôïíéóèåß üôé ç áíÜãêç ãéá ðáñüìïéåò
ìåèüäïõò óå êáôçãïñéêÜ Þ äéáêñéôÜ äåäïìÝíá äåí åßíáé ôüóï ìåãÜëç êáèþò ïé
ó÷åôéêÝò óõ÷íüôçôåò åßíáé áìåñüëçðôåò åêôéìÞôñéåò ôùí ðñáãìáôéêþí ðéèáíïôÞôùí
ôïõ ðëçèõóìïý êáé åðïìÝíùò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åõñýôáôá. Ç áíÜãêç ðñïêýðôåé
êõñßùò üôáí Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå ìéêñÜ óåô äåäïìÝíùí êáé êõñßùò üôáí êÜðïéåò
êáôçãïñßåò Ý÷ïõí ìéêñÞ ðéèáíüôçôá åìöÜíéóçò êáé åðïìÝíùò óå ìéêñÜ äåßãìáôá
ôåßíïõìå íá åêôéìÜìå ôçí ðéèáíüôçôá áõôþí ôùí êáôçãïñéþí ùò ìçäåíéêÞ.

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ìéëÜìå ãéá ïíïìáóôéêÜ êáôçãïñéêÜ äåäïìÝíá (äçëáäÞ ïé
ðáñáôçñÞóåéò ìáò åßíáé óå ïíïìáóôéêÞ (nominal) êëßìáêá, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá,
ôï ÷ñþìá ôùí ìáôéþí, ôï êüììá ðïõ èá øçößóåé êÜðïéïò êëð).

’Åóôù ðùò Ý÷ïõìå k êáôçãïñßåò êáé Ýóôù ðùò áðü Ýíá óõíïëéêü äåßãìá ìåãÝ-
èïõò n, ç óõ÷íüôçôá êÜèå êáôçãïñßáò åßíáé nj , j = 1, ..., k.. ’Ïðùò åßíáé ãíùóôü
ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò ðéèáíüôçôáò óôïí ðëçèõóìü åßíáé ç pj = nj/n.

ÅðåéäÞ üìùò áõôÞ ç åêôéìÞôñéá ôåßíåé íá ìçí åßíáé éäéáßôåñá ëåßá (smooth) ãéá
ìéêñÜ äåßãìáôá êáé êáôçãïñßåò ìå ìéêñÞ ó÷åôéêÜ ðéèáíüôçôá (ìéëþíôáò óôáôéóôéêÜ,
Ý÷åé ìåãÜëï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá) Ý÷åé ðñïôáèåß ç ÷ñÞóç ôçò åêôéìÞôñéáò

p̂j =
nj + α

n + αk

Ôï α ðáßæåé ôï ñüëï ìéáò ðáñáìÝôñïõ åîïìÜëõíóçò ðïõ ïäçãåß óå ìç ìçäåíéêÝò
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åêôéìÞóåéò áêüìá êáé ãéá êáôçãïñßåò ðïõ åß÷áí ìçäåíéêÞ óõ÷íüôçôá óôï äåßãìá.
Áðü ôçí Üëëç ãéá ðïëý ìåãÜëá ìåãÝèç äåßãìáôïò ôï α (ðïõ üðùò èá äïýìå äåí
ìðïñåß íá îåðåñÜóåé ôçí ôéìÞ 1) ðáßæåé ìéêñü ñüëï êáé Üñá ïé ó÷åôéêÝò óõ÷íüôçôåò
ôåßíïõí íá êáèïñßæïõí ôçí åêôßìçóç.

Ç ôéìÞ ôïõ α Ý÷åé ðñïôáèåß íá êáèïñßæåôáé ùò

α =





z−1

1

z ≥ 1

z < 1

üðïõ

z =
1
k

k∑

j=1

(
nj − n

k

)2

n
k

.

Ç ðïóüôçôá z ìðïñåß íá áíáãíùñéóôåß ùò ç ôéìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò χ2

ôïõ Pearson ãéá Ýëåã÷ï ôçò õðüèåóçò üôé üëåò ïé êáôçãïñßåò åßíáé éóïðßèáíåò,
äéáéñåìÝíçò ìå ôï ðëÞèïò ôùí êáôçãïñéþí. ÅðïìÝíùò ìåãÜëç ôéìÞ ôçò óçìáßíåé
ðùò ç õðüèåóç üôé ïé êáôçãïñßåò åßíáé éóïðßèáíåò åßíáé åóöáëìÝíç. Ðáñáôçñåßóôå
ðùò üôáí ôï α ðÜñåé ìéêñÞ ôéìÞ ôüôå êáé ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôïí åêôéìçôÞ p̂j êáé
pj èá åßíáé ìéêñÞ. ’Ïìùò ìéêñÞ ôéìÞ ôïõ α óçìáßíåé ðùò ôá äåäïìÝíá äåí äåß÷íïõí
íá åßíáé éóïðßèáíá (ìåãÜëç ôéìÞ ôïõ z).

Ìðïñåß åðßóçò íá äåé÷ôåß üôé ï ðáñáðÜíù åêôéìçôÞò ãñÜöåôáé ùò

p̂j =
ε

k
+ (1− ε)

nj

n
,

üðïõ

ε =
αk

n + αk

Ìðïñåß êÜðïéïò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò êáèþò 1/k åßíáé ç ðéèáíüôçôá êÜèå
êáôçãïñßáò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ üëåò ïé êáôçãïñßåò åßíáé éóïðßèáíåò ï åêôéìçôÞò
áõôüò åßíáé Ýíáò óôáèìéêüò ìÝóïò ôùí ó÷åôéêþí óõ÷íïôÞôùí êáé ôçò ðåñßðôùóçò
éóïðßèáíùí åíäå÷ïìÝíùí ìå âÜñç (1 − ε) êáé ε áíôßóôïé÷á. ’Ïôáí ç ôéìÞ ôïõ α
åßíáé ìéêñÞ, êÜôé ðïõ áðü ôïí ôñüðï õðïëïãéóìïý ôïõ α óçìáßíåé ðùò ôá äåäïìÝíá
äåí ìïéÜæåé íá åßíáé éóïðßèáíá, ôï âÜñïò ôïõ ðñþôïõ üñïõ åßíáé ìéêñü êáé Üñá ïé
ó÷åôéêÝò óõ÷íüôçôåò êáèïñßæïõí ôçí åêôßìçóç.

Ôï ðéï åíäéáöÝñïí åßíáé ðùò ï åêôéìçôÞò áõôüò ìðïñåß íá óõíäåèåß åýêïëá êáé
ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels, êáèþò ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

p̂i =
k∑

j=1

nj

n
Wj(i, λ)

üðïõ ôï W ðáßæåé ôï ñüëï ôïõ kernel êáé ïñßæåôáé ùò

Wj(i, λ) =





λ

1−λ
k−1

j = i

j 6= i
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Óôçí ïõóßá ôï kernel ìáò ëÝåé ðùò áí Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé ôçí ôéìÞ j ôüôå ç
ðéèáíüôçôá íá åßíáé óùóôÞ ç ôéìÞ (óùóôÞ ìå ôçí Ýííïéá üôé ìáò ðáñÝ÷åé ðëçñïöïñßá
ãéá ôçí ôéìÞ áõôÞ) åßíáé λ åíþ üëåò ïé Üëëåò êáôçãïñßåò Ý÷ïõí ìéá ðéèáíüôçôá 1−λ

k−1
ç êáèåìßá. Ôï λ óõíäÝåôáé ìå ôá α êáé ε ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðñïçãïõìÝíùò ùò
åîÞò: ε = k(1−λ)

k−1 êáé Üñá ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå êáé ôç ó÷Ýóç ôïõ α ìå ôï λ.

ÐáñÜäåéãìá 1.4 Óå ìéá Ýñåõíá Ýíá ìéêñü äåßãìá 50 áôüìùí äÞëùóå ðïéï êüììá
èá øçößóåé óôéò åêëïãÝò. Ïé óõ÷íüôçôåò ãéá ôá 5 êüììáôá (Á,B,Ã,Ä,Å) Þôáí 20, 18,
7, 5, 0 áíôßóôïé÷á. Íá åêôéìÞóåôå ôçí ðéèáíüôçôá ôïõ êüììáôïò Å.

Áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò ó÷åôéêÝò óõ÷íüôçôåò ðáßñíïõìå ðùò ôï êüììá Å Ý÷åé
ìçäåíéêü ðïóïóôü óôïí ðëçèõóìü êÜôé ðïõ äåí åßíáé ñåáëéóôéêü. ×ñçóéìïðïéþíôáò
ôïí åîïìáëõóìÝíï åêôéìçôÞ âñßóêïõìå

z =
1
5

[(
20− 50

5

10

)2

+ ... +
(

0− 50
5

10

)2
]

= 5.96

êé åðïìÝíùò α = 1/5.96 = 0.167785.

Êüììá nj pj p̂j

Á 20 0.40 0.3967
B 18 0.36 0.3573
Ã 7 0.14 0.1410
Ä 5 0.10 0.1016
Å 0 0 0.0033

Ðßíáêáò 1.5: Åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ kernel åêôéìçôÞ

×ñçóéìïðïéþíôáò áõôÞ ôçí ôéìÞ åêôéìÜìå ôéò ðéèáíüôçôåò ðïõ âëÝðåôå óôïí
ðßíáêá 1.5. Ôþñá ðéá ôï êüììá Å Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá. Ðáñáôçñåßóôå ðùò
ïé áëëáãÝò åßíáé ðïëý ìéêñÝò óôá õðüëïéðá êüììáôá êõñßùò ãéáôß ç õðüèåóç ôùí
éóïðßèáíùí êáôçãïñéþí äåí åßíáé éäéáßôåñá éó÷õñÞ. Ìðïñåß êÜðïéïò íá õðïëïãßóåé
ðùò ε = 0.0165 êáé λ = 0.9868.

1.11 ÄéáêñéôÜ ÄåäïìÝíá
Áò äïýìå ôþñá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá äåäïìÝíá ìáò áöïñïýí äéáêñéôÜ äåäïìÝíá
üðïõ õðÜñ÷åé êÜðïéá ó÷Ýóç êáôÜôáîçò (ordinal data). ÔÝôïéåò ðåñéðôþóåéò åßíáé
ãéá ðáñÜäåéãìá ï áñéèìüò ôùí áôõ÷çìÜôùí ðïõ óõíÝâçóáí óå Ýíá Üôïìï, ï áñéèìüò
ôùí ãêïë ðïõ óêüñáñå êÜðïéá ïìÜäá êáé ðïëëÜ Üëëá ðáñáäåßãìáôá.

Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ÷ñÞóç ôçò ãåíéêÞò ìåèüäïõ ãéá êáôçãïñéêÜ äåäïìÝíá,
áí êáé ìðïñåß íá åöáñìïóèåß, äåí åßíáé éäéáßôåñá óùóôÞ êáèþò ç êáôáíïìÞ ôÝôïéùí
äåäïìÝíùí óõíÞèùò Ý÷åé èåôéêÞ áóõììåôñßá êáé ïé ìéêñüôåñåò ôéìÝò êïíôÜ óôï ìçäÝí
åßíáé ðéï ðéèáíÝò áðü ôéò ðéï áðïìáêñõóìÝíåò. Ãéá áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá ëßãï
ôñïðïðïéçìÝíï kernel ôçò ìïñöÞò
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Wj(i, λ) =





λ áí j = i

1−λ
2|i−j|+1 áí 0 < |i− j| ≤ j

1−λ
2|i−j| áí |i− j| > j

Ç åðéëïãÞ ôïõ λ ìðïñåß êáé ðÜëé íá ãßíåé ìå ôç ÷ñÞóç äéáöüñùí êñéôçñßùí êáé
äåí èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé.

ÐáñÜäåéãìá 1.5: Ôá äåäïìÝíá ðïõ áêïëïõèïýí áöïñïýí ôïí áñéèìü ôùí ãêïë
ðïõ ðÝôõ÷å ìéá ïìÜäá óôá ôåëåõôáßá 20 ðáé÷íßäéá. Áí Ýíá ðáßêôçò ôïõ Óôïé÷Þìáôïò
èÝëåé íá õðïëïãßóåé êÜðïéåò ðéèáíüôçôåò ãéá íá ðáßîåé óôïß÷çìá (ãéáôß èÝëåé íá
ðáßîåé Ýîõðíá êáé ü÷é ìå âÜóç Üëëåò åìðåéñéêÝò êáé áìößâïëåò ëïãéêÝò), åðéèõìåß
íá äåé ðùò ðåñßðïõ åßíáé ç êáôáíïìÞ ôùí ãêïë ôçò ïìÜäáò.

Áí ÷ñçóéìïðïéÞóåé áðëÜ ôéò ðáñáôçñçèåßóåò óõ÷íüôçôåò, áöåíüò èá Ý÷åé ßóùò
êÜðïéá êåíÜ (üðùò óôçí ôéìÞ 2 óôï ðáñÜäåéãìá ìáò üðïõ ç óõ÷íüôçôá åßíáé 0),
áöåôÝñïõ äåí Ý÷åé êáôÜëëçëç ðëçñïöïñßá ãéá ôï ôé ãßíåôáé óôçí ïõñÜ ôçò êáôáíïìÞò
(áöïý ðïôÝ äåí Ý÷åé ðåôý÷åé ç ïìÜäá ôïõ ðÜíù áðü 3 ãêïë).

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí kernels ç åéêüíá ðïõ ðáßñíåé åßíáé ðéï ïìáëÞ êáé Üñá ðéï
áîéüðéóôç ãéá íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóåé ãéá ðñüâëåøç. Óôïí ðßíáêá 1.6 Ý÷ïõìå ÷ñç-
óéìïðïéÞóåé 4 äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò ãéá ôï λ. Ðáñáôçñåßóôå ðùò üóï áõîÜíåé ôï λ
ôüóï ç êáôáíïìÞ ôùí ãêïë ðëçóéÜæåé ôçí ðáñáôçñçèåßóá óõ÷íüôçôá áëëÜ óå êÜèå
ðåñßðôùóç åßíáé ðéï ïìáëÞ êáé äßíåé ìç ìçäåíéêÝò ðéèáíüôçôåò óôá åíäå÷üìåíá íá
åðéôý÷åé ç ïìÜäá ðåñéóóüôåñá áðü 3 ãêïë.

Ó÷åôéêÞ Åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç kernel
x Óõ÷íüôçôá óõ÷íüôçôá λ = 0.25 λ = 0.45 λ = 0.65 λ = 0.85
0 8 0.4 0.205 0.257 0.309 0.361
1 11 0.55 0.292 0.361 0.430 0.498
2 0 0 0.188 0.138 0.088 0.038
3 1 0.05 0.153 0.126 0.098 0.071
4 0 0 0.080 0.058 0.037 0.016
5 0 0 0.040 0.029 0.019 0.008
6 0 0 0.020 0.015 0.009 0.004
7 0 0 0.011 0.008 0.005 0.002
8 0 0 0.006 0.004 0.003 0.001
9 0 0 0.003 0.002 0.001 0.001
10 0 0 0.001 0.001 0.001 0.000
11 0 0 0.001 0.001 0.000 0.000

Ðßíáêáò 1.6: Åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç äéáêñéôïý kernel
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1.12 ÅöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôùí kernels
Óôï êåöÜëáéï áõôü ìéëÞóáìå ãéá åêôßìçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôç-
ôáò. Ç ìÝèïäïò ôùí kernels åßíáé áõôÞ ðïõ Ý÷åé ôéò êáëýôåñåò éäéüôçôåò êáé ðïõ
÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí ðñÜîç ãéá äéÜöïñåò åöáñìïãÝò ðÝñáí ôçò áðëÞò êáôáóêåõÞò
åíüò ðëçñïöïñéáêïý ãñáöÞìáôïò. ÌåñéêÝò áðü ôéò åöáñìïãÝò ôçò åßíáé:

• Ðáñïõóßáóç ÄåäïìÝíùí. ÐïëëÝò öïñÝò üôáí ôá äåäïìÝíá ðñÝðåé íá ðáñïõ-
óéáóôïýí ìå êÜðïéïí ôñüðï ç ÷ñÞóç ôïõ éóôïãñÜììáôïò äåí åßíáé áñêåôÜ êáëÞ
êáé ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ëáíèáóìÝíç åêôßìçóç ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ êáôá-
íïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. ÐáñïõóéÜæïíôáò ìéá åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç ôùí kernels
ç åéêüíá ðáñÝ÷åé ìåãáëýôåñç ðëçñïöïñßá åéäéêÜ áí Ý÷åé âåëôéóôïðïéçèåß
êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ìå ôç ÷ñÞóç âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôç
óýã÷ñïíç óôáôéóôéêÞ ìåèïäïëïãßá êáé éäßùò óôçí ÌðåõæéáíÞ ðñïóÝããéóç,
ïëïÝíá êáé ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç éäÝá ðùò äåí ÷ñåéÜæåôáé êáíåßò
íá ãíùñßæåé ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìéáò êáôáíïìÞò áñêåß íá
ìðïñåß íá ðñïóïìïéþóåé ôéìÝò áðü áõôÞí. Áí Ý÷ïõìå Ýíá áñêåôÜ ìåãÜëï
äåßãìá ôéìþí áðü ìéá êáôáíïìÞ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ìéá åéêüíá ôçò áðëÜ
æùãñáößæïíôáò ôçí åêôéìÞôñéá ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels.

• ÐåñéãñáöÞ ôùí äåäïìÝíùí. Óå óõíÝ÷åéá ôçò ðáñïõóßáóçò ôùí äåäïìÝíùí
ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ ìðïñåß íá âãÜëåé êáíåßò åßíáé ðïëý ðéï áîéüðéóôá ãéá
êÜðïéá ðåñéãñáöéêÜ ìÝôñá. ’Åôóé ç óõììåôñßá Þ ü÷é ôçò êáôáíïìÞò ìðïñåß
ðéï åýêïëá íá áíé÷íåõôåß, üðùò êáé ç êïñõöÞ, ç ýðáñîç Þ ü÷é äýï êïñõöþí
êáé Üëëá ôÝôïéá ðåñéãñáöéêÜ óõìðåñÜóìáôá.

• Ìç ðáñáìåôñéêÝò ôå÷íéêÝò. Ìéá áðü ôéò ðéï óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò ôùí
kernels åßíáé óôç óõìðåñáóìáôïëïãßá ÷ùñßò ÷ñÞóç êÜðïéïõ ðáñáìåôñéêïý
ìïíôÝëïõ. ÄçëáäÞ åíþ ðïëëÝò óôáôéóôéêÝò ôå÷íéêÝò åßíáé âáóéóìÝíåò ðÜíù
óôçí õðüèåóç ðùò ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç êá-
ôáíïìÞ (óõíÞèùò ôçí êáíïíéêÞ), ìðïñåß êáíåßò íá ðñï÷ùñÞóåé óôçí áíÜëõóç
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ðïõ åêôßìçóå ìå
ôá kernels. Ìéá ôÝôïéá ðñïóÝããéóç åßíáé ìç ðáñáìåôñéêÞ êáé åðïìÝíùò äåí
÷ñåéáæüìáóôå õðïèÝóåéò. ÔÝôïéåò ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß ãéá ìéá
óåéñÜ áðü óôáôéóôéêÝò ôå÷íéêÝò ãíùóôÝò óôïõò ðåñéóóüôåñïõò, ïé ïðïßåò âá-
óßæïíôáé óôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò. Áãíïþíôáò ëïéðüí ôçí õðüèåóç
ôçò êáíïíéêüôçôáò êáé ðñï÷ùñþíôáò ìå ôçí åêôéìçèåßóá óõíÜñôçóç ðõêíü-
ôçôáò ðéèáíüôçôáò ìðïñåß êáíåßò íá ìéëÞóåé ãéá:

1. Ìç ðáñáìåôñéêÞ äéáêñéôéêÞ áíÜëõóç (ôå÷íéêÞ ðïõ ðñïóðáèåß íá âñåé
êáíüíåò ìå ôïõò ïðïßïõò íá äéáêñßíåé áíÜìåóá óå äéáöïñåôéêïýò ðëç-
èõóìïýò)

2. Ìç ðáñáìåôñéêÞ áíÜëõóç êáôÜ óõóôÜäåò (ôå÷íéêÞ ðïõ ðñïóðáèåß íá
âñåé óõóôÜäåò ðáñáôçñÞóåùí ìå üìïéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ãéá íá äçìéïõñ-
ãÞóåé ïìïéïãåíåßò ïìÜäåò)

3. Ìç ðáñáìåôñéêÞ ðáëéíäñüìçóç. ÃåíéêÜ ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï óôçñßæåôáé
ðÜíù óå õðïèÝóåéò ðåñß êáíïíéêüôçôáò ôùí óöáëìÜôùí, áëëÜ êáé ðÜíù
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óôçí ýðáñîç ìéáò ãñáììéêÞò ó÷Ýóçò. Ç ìç ðáñáìåôñéêÞ ðáëéíäñüìçóç
äåí åßíáé áðáñáßôçôá ãñáììéêÞ (Þ êáëýôåñá ðïôÝ äåí åßíáé) êáé äåí
âáóßæåôáé óå õðïèÝóåéò ðåñß êáíïíéêüôçôáò. Èá ðåñéãñÜøïõìå óôçí
åðüìåíç åíüôçôá ôç ìÝèïäï áõôÞ.

• ÔÝëïò êÜðïéåò Üëëåò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ èá ðåñéãñáöïýí óôç óõíÝ÷åéá.
ÁõôÝò åßíáé ç åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò üôáí ôá äåäï-
ìÝíá äåí åßíáé ðñïúüí áðëÞò ôõ÷áßáò äåéãìáôïëçøßáò êáèþò êáé ç ðåñßðôùóç
åêôßìçóçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí áðïóôÜóåùí. Ôï åíäéáöÝñïí óôçí
ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç åßíáé ðùò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels ü÷é ãéá
êáèáñÜ ðñáêôéêïýò óêïðïýò áëëÜ ãéá ôç èåùñçôéêÞ áíÜðôõîç óôáôéóôéêþí
åííïéþí êáé ìåèüäùí ìå áðþôåñï óêïðü ôçí ðñáêôéêÞ ôïõò åöáñìïãÞ.

1.13 Ìç ÐáñáìåôñéêÞ Ðáëéíäñüìçóç

1.13.1 Åêôßìçóç ôïõ ìïíôÝëïõ

Ç ìÝèïäïò ôùí kernels âñßóêåé åöáñìïãÞ óôç ìÝèïäï ôçò ìç ðáñáìåôñéêÞò ðáëéí-
äñüìçóçò. Ç ëÝîç ìç ðáñáìåôñéêÞ ðáëéíäñüìçóç ðñïäéáèÝôåé ãéá ìéá ìåèïäïëïãßá
üðïõ äåí ãßíåôáé êáìéÜ õðüèåóç ó÷åôéêÜ ìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý áðü üðïõ
ðñïÞëèáí ôá äåäïìÝíá áëëÜ üðùò èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá, ôåëéêÜ áöïñÜ Ýíá áêüìá
ðéï åõÝëéêôï ìïíôÝëï üðïõ äåí õðÜñ÷åé êáé êáìéÜ õðüèåóç ó÷åôéêÜ ìå ôç ó÷Ýóç
áíÜìåóá óôéò äýï ìåôáâëçôÝò.

Áí îåêéíÞóïõìå áðü ôï êëáóóéêü ìïíôÝëï ôçò áðëÞò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò,
óôçí ïõóßá îåêéíÜìå áðü ôçí õðüèåóç üôé ç äåóìåõìÝíç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò ôì
Y ãéá äïèåßóá ôéìÞ ôçò ôì X = x åßíáé ãñáììéêÞ äçëáäÞ ðùò

m(x) = E(Y | X = x) = α + βx

ÃåíéêÜ óôç óôáôéóôéêÞ üôáí áíáöåñüìáóôå óôçí ðáëéíäñüìçóç ôçò ôì Y ùò ðñïò ôçí
ôì X åííïïýìå ôç äåóìåõìÝíç áíáìåíüìåíç ôéìÞ. Ôï ìïíôÝëï ôçò áðëÞò ãñáììéêÞò
ðáëéíäñüìçóçò åêôüò áðü ôçí õðüèåóç ðùò ç ðáëéíäñüìçóç åßíáé ãñáììéêÞ ÷ñç-
óéìïðïéåß êáé äéÜöïñåò Üëëåò õðïèÝóåéò, üðùò ïìïóêåäáóôéêüôçôá, êáíïíéêüôçôá
ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý êëð.

’Åóôù äýï ôì X êáé Y ìå áðü êïéíïý êáôáíïìÞ f(x, y). Ôüôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò
áðëÝò éäéüôçôåò áðü ôéò ðéèáíüôçôåò ðñïêýðôåé ðùò

m(x) = E(Y | X = x) =
∫

yf(y | x)dy

=
∫

y
f(x, y)
fx(x)

dy

’Åóôù ðùò Ý÷ïõìå äýï åêôéìÞôñéåò ôçò áðü êïéíïý êáôáíïìÞò êáé ôçò ðåñéèþñéáò
êáôáíïìÞò ôïõ X ÷ñçóéìïðïéþíôáò åêôéìÞôñéåò ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels. Ïé åêôé-



52

ìÞôñéåò áíôßóôïé÷á åßíáé

f̂(x, y) =
1

nhxhy

n∑

i=1

Kx

(
x− xi

hx

)
Ky

(
y − yi

hy

)

f̂x(x) =
1

nhx

n∑

i=1

Kx

(
x− xi

hx

)

üðïõ ï äåßêôçò åßôå óôï kernel åßôå óôï ðáñÜèõñï áíáöÝñåôáé óôç ìåôáâëçôÞ ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýìå. Ðáñáôçñåßóôå ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò áðü êïéíïý ìåôáâëçôÞò
Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï ãéíüìåíï äýï áíåîáñôÞôùí kernels, Ýíá ãéá êÜèå ìå-
ôáâëçôÞ. Èá ìðïñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðéï ðïëýðëïêá kernels áëëÜ ìå
êüóôïò íá ãßíåé ðéï ðïëýðëïêç ç êáôÜóôáóç.

Áíôéêáèéóôþíôáò ëïéðüí óôç äåóìåõìÝíç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ðñïêýðôåé ðùò

m̂(x) =
∫

y

f̂x(x)

1
nhxhy

n∑

i=1

Kx

(
x− xi

hx

)
Ky

(
y − yi

hy

)
dy =

=
1

f̂x(x)

n∑

i=1

1
nhx

Kx

(
x− xi

hx

) ∫
y

hy
Ky

(
y − yi

hy

)
dy =

=
1

f̂x(x)

n∑

i=1

1
nhx

Kx

(
x− xi

hx

) ∫
[uhy + yi] Ky (u)du

êáé ðáñáôçñþíôáò ðùò áðü ôïí ïñéóìü ôùí kernels
∫

K(u)du = 1 êáé
∫

uK(u)du = 0
ðñïêýðôåé ðùò

m̂NW (x) =
n∑

i=1

1
nhx

Kx

(
x−xi

hx

)
yi

f̂x(x)
=

n∑

i=1

wiyi

Ï ðáñáðÜíù åêôéìçôÞò ïíïìÜæåôáé Nadaraya-Watson åêôéìçôÞò. ÐñÝðåé íá
óçìåéùèïýí ôá åîÞò:

Ðñïöáíþò ôá ðáñáðÜíù éó÷ýïõí ãéá ïðïéáäÞðïôå åðéëïãÞ kernel.
Ï ðáñáðÜíù åêôéìçôÞò óôçí ïõóßá åêôéìÜ ôçí ðáëéíäñüìçóç ãéá êÜèå äïèÝí

ôéìÞ x ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá äåäïìÝíá. Äåí Ý÷ïõìå õðïèÝóåé êáìéÜ ìïñöÞ ãéá ôçí
ðáëéíäñüìçóç êáé ãéá áõôü, üðùò èá äïýìå êáé ðáñáêÜôù, ç ìïñöÞ ôçò åßíáé
åëåýèåñç ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. Óôçí ïõóßá äåí Ý÷ïõìå êÜíåé êáìéÜ õðüèåóç ïýôå
ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý áëëÜ ïýôå êáé ãéá ôç ìïñöÞ ôçò ðáëéíäñüìçóçò

Êáé ðÜëé ôï ðáñÜèõñï êáèïñßæåé ôï ðüóï ëåßá Þ ü÷é èá åßíáé ç åêôéìÞôñéá ðïõ
èá ðÜñïõìå. ÊñéôÞñéá åðéëïãÞò âÝëôéóôïõ ðáñáèýñïõ õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ. Áí ç ôéìÞ
ôïõ ðáñáèýñïõ ôåßíåé óôï 0, ôüôå ç åêôéìÞôñéá èá åßíáé 0 ãéá óçìåßá üðïõ äåí
Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò êáé èá ôáõôßæåôáé ìå ôçí ðáñáôÞñçóç óôá õðüëïéðá óçìåßá.
Áðü ôçí Üëëç áí ôï ðáñÜèõñï åßíáé ìåãÜëï, èá ðÜñïõìå ùò åêôßìçóç ìéá åõèåßá
óôáèåñÞ óôç ìÝóç ôéìÞ ôùí y.

Êáôáëáâáßíåé êáíåßò ðùò ãéá íá âñïýìå ôçí ðáëéíäñüìçóç ãéá äïèÝí x ëáìâÜ-
íïõìå õðüøç ìáò ìüíï ôá ãåéôïíéêÜ óçìåßá, üðùò ôï åýñïò ôïõ ðáñáèýñïõ ïñßæåé,
äßíïíôáò ðåñéóóüôåñï âÜñïò óå ðáñáôçñÞóåéò êïíôÜ óôï x.
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Åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïí íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò ç åêôéìÞôñéá ìðïñåß íá
ãñáöôåß ùò Ýíáò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí yi ìå âÜñç wi, üðïõ

wi =
1

nhx

Kx

(
x−xi

hx

)

f̂x(x)

Óôçí áðëÞ ðáëéíäñüìçóç õðÜñ÷åé ìéá ïõóéþäçò õðüèåóç ôçí ïðïßá óõíÞèùò îå÷íïýìå
ãéá ëüãïõò ðñáêôéêüôçôáò. Õðïôßèåôáé äçëáäÞ ðùò ôá Xi åßíáé óôáèåñÜ êáé ðñï-
åðéëåãìÝíá ìå êÜðïéá êñéôÞñéá. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç äåí åßíáé ðéá ôõ÷áßåò
ìåôáâëçôÝò üðùò ç åêôéìÞôñéá Nadaraya-Watson õðïèÝôåé êáé åßíáé ëïãéêü íá áíôé-
êáôáóôÞóïõìå ôçí åêôéìÞôñéá ôïõò f̂x(x) ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò fx(x). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç åêôéìÞôñéá ãßíåôáé

wi =
1

nh

Kx

(
x−xi

hx

)

fx(x)

ÔÝëïò óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò ïé ôéìÝò ôùí Xi åßíáé óõãêåêñéìÝíïé áñéèìïß ðïõ
éóáðÝ÷ïõí ìåôáîý ôïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá Ýóôù üôé êÜðïéïò Ý÷åé ìåôñÞóåéò áíÜ
ôáêôéêÜ ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá êáé èÝëåé íá äåé ðùò åîåëßóóåôáé ôï öáéíüìåíï ùò
ðñïò ôï ÷ñüíï. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç êáôáíïìÞ ôïõ x ìðïñåß íá åêôéìçèåß ùò

f̂(x) =
1

n(xi − xi−1)

êáé ç åêôéìÞôñéá ôçò ðáëéíäñüìçóçò èá ðñïêýøåé ìå áíôßóôïé÷ç áíôéêáôÜóôáóç óôá
âÜñç wi. ÅðïìÝíùò ç åêôéìÞôñéá ôçò ðáëéíäñüìçóçò èá åßíáé

m̂(x) = h−1
n∑

i=1

(xi − xi−1)Kx

(
x− xi

h

)
yi

1.13.2 Åñìçíåßá ôçò ìç ðáñáìåôñéêÞò ðáëéíäñüìçóçò
Ìéá ðïëý åíäéáöÝñïõóá åñìçíåßá ôçò ìç ðáñáìåôñéêÞò ðáëéíäñüìçóçò åßíáé ðùò
åëá÷éóôïðïéåß ôçí ðáñáêÜôù óõíÜñôçóç

n∑

i=1

(yi − b0)2K
(

x− xi

h

)

ç ïðïßá ìðïñåß åýêïëá íá áíáãíùñéóôåß óáí Ýíá óôáèìéóìÝíï Üèñïéóìá ôåôñáãùíéêþí
êáôáëïßðùí, üðïõ ïé óôáèìßóåéò äßíïíôáé áðü ôá K

(
x−xi

h

)
, äçëáäÞ ôéò ôéìÝò ôùí

kernels. Óôçí ïõóßá ï ôýðïò áõôüò ìáò ëÝåé ðùò åêôéìÜìå ôçí ðáëéíäñüìçóç
ôïðéêÜ ùò ìéá óôáèåñÞ óõíÜñôçóç. Ôï åðüìåíï âÞìá èá Þôáí íá åêôéìÞóïõìå
ôçí ðáëéíäñüìçóç ôïðéêÜ ùò Ýíá ðïëõþíõìï ùò ðñïò x êáèþò áõôü èá ìáò Ýäéíå
ìåãáëýôåñç åõåëéîßá, äçëáäÞ íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ìéá ðïóüôçôá üðùò ç

n∑

i=1

[yi − b0 − b1(x− xi)− ...− bp(x− xi)p]2 K

(
x− xi

h

)

Ç ìÝèïäïò áõôÞ ïíïìÜæåôáé local polynomial regression estimation êáé üðùò ìðïñåß
íá äåé êáíåßò Ý÷åé êáëýôåñåò éäéüôçôåò (êáé ìåãáëýôåñç üìùò ðïëõðëïêüôçôá) áðü
ôçí áðëÞ ìÝèïäï ðïõ åßäáìå.
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1.13.3 ÄéÜöïñá èÝìáôá êáé ðáñáäåßãìáôá

Êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìç ðáñáìåôñéêÞò ðáëéíäñüìçóçò ç åðéëïãÞ ôçò ôéìÞò ôïõ
ðáñáèýñïõ åßíáé óçìáíôéêÞ ãéá ôï ðüóï ðïëý èá åîïìáëýíïõìå Þ ü÷é ôá äåäïìÝíá
ìáò. Ïé ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ðñéí óôçí ðåñßðôùóç ðïõ óêïðüò Þôáí ç
åêôßìçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò áí êáé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìï-
ðïéçèïýí äåí åßíáé ðéá ïé êáëýôåñïé êáèþò ï óêïðüò åßíáé äéáöïñåôéêüò. Ãéá íá
âñåèåß ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ìÝèïäïé ðïõ åëá÷éóôïðïéïýí êÜðïéï
êñéôÞñéï, üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, êáèþò êáé ìÝèïäïé ðïõ åéóÜãïõí êÜðïéá ðïéíÞ
(penalty) ùò ðñïò ôï ðüóï ëåßá åßíáé ç åêôéìÞôñéá ðïõ ðáßñíïõìå (penalized meth-
ods). ÔÝëïò êáé ðÜëé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ìÝèïäïé cross-validation. Äåí
èá åðåêôáèïýìå ðåñéóóüôåñï óôç âÝëôéóôç åðéëïãÞ ðáñáèýñïõ.

ÐïëëÝò öïñÝò åßíáé åíäéáöÝñïí ü÷é áðëÜ íá åêôéìÞóåé êáíåßò ôçí ðáëéíäñüìçóç
áëëÜ êáé íá åêôéìÞóåé ôç ìåôáâëçôüôçôá ãýñù áðü áõôÞ. ÅðïìÝíùò ìðïñåß êáíåßò íá
êáôáóêåõÜóåé äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãýñù áðü ôçí åêôéìçèåßóá ðáëéíäñüìçóç,
åßôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá, åßôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï
bootstrap.

Ìðïñåß êáíåßò åýêïëá íá äåé ðùò ç éäÝá ôçò ìç ðáñáìåôñéêÞò ðáëéíäñüìç-
óçò ìðïñåß íá åöáñìïóôåß êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé åðåîçãçìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò
åßíáé ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ðñÝðåé êáíåßò íá åêôéìÞóåé
ðïëõìåôáâëçôÝò áðü êïéíïý óõíáñôÞóåéò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé Üñá üëï ôï
åã÷åßñçìá áðáéôåß ïëïÝíá êáé ðåñéóóüôåñïõò õðïëïãéóìïýò.

ÐáñÜäåéãìá 1.6: Ôï ðáñÜäåéãìá ðïõ áêïëïõèåß áöïñÜ ôç óõãêÝíôñùóç íéôñéêþí
ïîåéäßùí êáôÜ ôç êáýóç óå ìç÷áíÝò áõôïêéíÞôïõ. Áðü ìç÷áíïëïãéêÞ Üðïøç áõôü
ðïõ Ý÷åé óçìáóßá åßíáé ï ëüãïò áÝñá êáé áéèáíüëçò êáôÜ ôçí êáýóç. Óôï ãñÜ-
öçìá 1.24 Ý÷ïõí ðñïóáñìïóèåß ìéá óåéñÜ áðü åêôéìÞóåéò ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìç
ðáñáìåôñéêÞò ðáëéíäñüìçóçò. Áðü ôï ãñÜöçìá ìðïñåß íá äåé êáíåßò ðùò ç óõãêÝíôñùóç
íéôñéêþí ïîåéäßùí áõîÜíåôáé ìÝ÷ñé ï ëüãïò áÝñá êáé áéèáíüëçò íá ãßíåé 1 êáé
ìåôÜ ìåéþíåôáé. Ìéá ðñþôç éäÝá èá Þôáí íá ðñïóáñìüóåé êáíåßò Ýíá ðïëõþíõìï
äåõôÝñïõ âáèìïý áëëÜ üðùò ìðïñåß êáíåßò íá äéáêñßíåé áðü ôï ãñÜöçìá 1.25 ç
ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ åßíáé ðïëý êáêÞ.

Óôï ãñÜöçìá 1.24 Ý÷ïõí ðñïóáñìïóèåß ìéá óåéñÜ áðü ìç ðáñáìåôñéêÝò êáìðýëåò
ìå äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ðáñáèýñïõ êáé óõãêåêñéìÝíá h = 0.02, 0.05, 0.10 êáé
0.2 áíôßóôïé÷á. ’Ïôáí ôï ðáñÜèõñï ðÜñåé ôç ìÝãéóôç ôéìÞ (0.2) óôçí ïõóßá ç
ðáëéíäñüìçóç ôåßíåé íá åßíáé ìéá åõèåßá ãñáììÞ ðáñÜëëçëç ìå ôïí Üîïíá, åíþ óôçí
ðåñßðôùóç ðïëý ìéêñïý ðáñáèýñïõ (0.02) ç ðáëéíäñüìçóç öáßíåôáé íá áêïëïõèåß
ðéóôÜ ôá óçìåßá. Áíôßèåôá ìÝôñéåò ôéìÝò (0.05 êáé 0.10) öáßíåôáé íá ðåñéãñÜöïõí
ðïëý êáëÜ ôá äåäïìÝíá ÷ùñßò üìùò íá ÷Üíïõí ôçí ïìáëüôçôá ôïõò.
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ÃñÜöçìá 1.25: ÐñïóáñìïãÞ äåõôåñïâÜèìéïõ ðïëõùíýìïõ óôá äåäïìÝíá
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1.14 ’Áëëåò åöáñìïãÝò

1.14.1 Bias Length models
Áí êáé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò óôç óôáôéóôéêÞ îåêéíÜìå ìå äåäïìÝíá ðïõ åßôå
ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôõ÷áßá äåéãìáôïëçøßá, åßôå åìåßò õðïèÝôïõìå ðùò ðñïÝñ÷ïíôáé
áðü ôõ÷áßá äåéãìáôïëçøßá õðÜñ÷ïõí öáéíüìåíá üðïõ åßíáé åõíüçôï ðùò ç äåéã-
ìáôïëçøßá äåí åßíáé ôõ÷áßá êáé ðùò êÜèå ìïíÜäá ôïõ äåßãìáôïò Ý÷åé äéáöïñåôéêÞ
ðéèáíüôçôá íá ðáñáôçñçèåß. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç õðÜñ÷ïõí áíôéêåéìåíéêÝò äõóêïëßåò
êáé ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí äéáöïñåôéêÝò ìÝèïäïé ãéá ôçí ïðïéáäÞðïôå óôáôéóôéêÞ
óõìðåñáóìáôïëïãßá.

’Åóôù üôé ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý ìáò åßíáé ç f(x) áëëÜ êÜèå ìïíÜäá Ý÷åé
ðéèáíüôçôá íá ðáñáôçñçèåß ç ïðïßá åîáñôÜôáé áðü ôçí ôéìÞ ôçò, äçëáäÞ ôï x êáé
áò õðïèÝóïõìå ðùò ìéá ðáñáôÞñçóç ìå ôéìÞ x ìðïñïýìå íá ôçí ðáñáôçñÞóïõìå ìå
ðéèáíüôçôá áíÜëïãç ôçò óõíÜñôçóçò w(x). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìðïñåß êáíåßò
íá äåé åýêïëá ðùò ç êáôáíïìÞ áðü üðïõ åìåßò ðáßñíïõìå äåßãìá äåí åßíáé ðéá ç
f(x) áëëÜ ç

g∗(x) =
w(x)f(x)
E(W (x))

Ìéá åíäéáöÝñïõóá åðéëïãÞ åßíáé ç w(x) = x ãéá ôçí ïðïßá õðïèÝôïõìå ðùò
üóï ðéï ìåãÜëç åßíáé ç ôéìÞ ôçò ðáñáôÞñçóçò ôüóï ðéï ìåãÜëç åßíáé ç ðéèáíüôçôá
íá ôçí óõìðåñéëÜâïõìå óôï äåßãìá. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá üðïõ áõôü ôï
ìïíôÝëï åßíáé ëïãéêü üðùò ôá åîÞò:

• èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå êïðÜäéá ðëçèõóìþí êÜðïéïõ æþïõ. ’Ïóï ìåãáëý-
ôåñï åßíáé ôï êïðÜäé ôüóï ðéï ðéèáíü åßíáé íá ôï ðáñáôçñÞóïõìå.

• èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå ôç äéÜñêåéá æùÞò êÜðïéïõ áíôáëëáêôéêïý. Áí ôï
áíôáëëáêôéêü Ý÷åé ìéêñÞ äéÜñêåéá æùÞò ç ðéèáíüôçôá íá ôï ðáñáôçñÞóïõìå
åßíáé ðïëý ìéêñüôåñç áðü ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï áíôáëëáêôéêü Ý÷åé ìåãÜëç
äéÜñêåéá æùÞò.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óõíÞèùò ëÝìå ðùò Ý÷ïõìå bias length sampling êáé ç êáôá-
íïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý áðü üðïõ ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ôï äåßãìá äåí åßíáé ç ðñáãìáôéêÞ
áëëÜ ç

g(x) =
xf(x)

µ

üðïõ µ = E(x).
Ôï ðñüâëçìá ðïõ êáëïýìáóôå íá ëýóïõìå åßíáé íá åêôéìÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç

ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ ðëçèõóìïý f(x) äïèÝíôïò ðùò åìåßò Ý÷ïõìå äåßãìá
áðü ôïí ðëçèõóìü g(x).

Ìå áðëÞ áíôéêáôÜóôáóç ðñïêýðôåé ðùò

f(x) =
g(x)µ

x

êáé åðïìÝíùò ìéá åýëïãç åêôéìÞôñéá èá ìðïñïýóå íá åßíáé ç

f̂(x) =
ĝ(x)µ̂

x
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üðïõ ĝ(x) åßíáé ìéá åêôéìÞôñéá ôçò g(x) áðü üðïõ Ý÷ïõìå äåßãìá êáé µ̂ áíôßóôïé÷á
ìéá åêôéìÞôñéá ôïõ µ. ÅðåéäÞ ïé ðáñáôçñÞóåéò ìáò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôç g(x) ìðï-
ñïýìå íá ôçí åêôéìÞóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôùí kernels (Þ ïðïéáäÞðïôå
Üëëç ìÝèïäï). Ïìïßùò ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò

Eg(x−1) = 1/µ

üðïõ ï õðïäåßêôçò äçëþíåé ðùò ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ åßíáé ùò ðñïò ôç óõíÜñôçóç
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò g(x).Óõíåðþò ìéá åýëïãç åêôéìÞôñéá ôïõ µ åßíáé ç

µ̂ =
n

n∑
i=1

x−1
i

êáé óõíåðþò åßìáóôå óå èÝóç íá åêôéìÞóïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý áí êáé
Ý÷ïõìå Ýíá ìåñïëçðôéêü äåßãìá áðü áõôüí.

ÐáñÜäåéãìá 1.7:
Ïé 15 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðñïÝñ÷ïíôáé áðü Ýíá ìç÷áíïëïãéêü

åñãáóôÞñéï ðïõ ìåëåôÜ ôçí áíôï÷Þ ìåôáëëéêþí óõñìÜôùí üôáí óå áõôÜ åîáóêçèåß
äýíáìç. ÌïéÜæåé ëïãéêü íá õðïèÝóïõìå üôé åðåéäÞ äåí õðÜñ÷åé êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï
ó÷Ýäéï äåéãìáôïëçøßáò, üðïõ ôá óýñìáôá õðüêåéíôáé óå óõãêåêñéìÝíåò äéáäéêáóßåò
áëëÜ áðëÜ ï åñåõíçôÞò êáôáãñÜöåé ãéá óõãêåêñéìÝíá óýñìáôá ôçí áíôï÷Þ ôïõò.
ÅðïìÝíùò, ôá óýñìáôá ìå ìåãáëýôåñç áíôï÷Þ åßíáé ðéï ðéèáíü íá ðåñéëçöèïýí
óôï äåßãìá, áöïý áí åß÷áí ìéêñÞ áíôï÷Þ èá ðåñßìåíå êáíåßò íá Ý÷ïõí êáôáóôñáöåß
ðñïçãïõìÝíùò êáé åðïìÝíùò íá ìçí ðñïëÜâåé ï åñåõíçôÞò íá ôá ðáñáôçñÞóåé.

Óôá äýï ãñáöÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýí ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôçí åêôéìÞôñéá ôçò
óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, ôüóï áðü ôá ðñáãìáôéêÜ äåäïìÝíá üóï êáé
ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôïõ length bias ìïíôÝëïõ. ×ñçóéìïðïéÞèçêå êáíïíéêü kernel êáé
ãéá íá ðåñéïñßóïõìå ôçí åêôéìÞôñéá óôïõò èåôéêïýò áñéèìïýò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç
ìÝèïäï ôïõ äéðëáóéáóìïý ôïõ äåßãìáôïò. Ðáñáôçñåßóôå ðüóï äéáöïñåôéêÝò åßíáé
ïé åêôéìÞôñéåò. Ôá äåäïìÝíá åß÷áí ó÷åôéêÜ ìåãÜëç ìÝóç ôéìÞ, áëëÜ áí áíáëïãéóôåß
êáíåßò ðùò ìåãÜëåò ôéìÝò åßíáé ðïëý ðéï ðéèáíü íá ðáñáôçñçèïýí êáôáëÞãïõìå
óôçí åêôéìÞôñéá êÜôù ðïõ ìáò äåß÷íåé ðùò ï ÷ñüíïò áíôï÷Þò åßíáé ìéá êáôáíïìÞ
ðïõ ìïéÜæåé ðïëý ìå ôçí åêèåôéêÞ.

ÃñÜöçìá 1.26 ÅêôéìÞóåéò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôùí
ðáñáôçñçèÝíôùí äåäïìÝíùí áëëÜ êáé ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý õðïèÝôïíôáò

bias length äåéãìáôïëçøßá

1.14.2 ÄéáêñéôéêÞ ÁíÜëõóç
Óôç äéáêñéôéêÞ áíÜëõóç óêïðüò ìáò åßíáé íá äçìéïõñãÞóïõìå êáíüíåò, áðü ôá
äåäïìÝíá ðïõ Ý÷ïõìå êáé ãíùñßæïõìå óå ðïéï õðïðëçèõóìü áíÞêïõí, Ýôóé þóôå
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íá ìðïñïýìå ìå âÜóç áõôïýò ôïõò êáíüíåò íá êáôáôÜîïõìå ìåëëïíôéêÝò ðáñáôçñÞ-
óåéò óôïõò åðéìÝñïõò õðïðëçèõóìïýò. Åßíáé åõíüçôï ðùò ãéá áõôüí ôïí óêïðü åßíáé
âáóéêü íá îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ êÜèå õðïðëçèõóìïý, áöïý ìüíï ôüôå ìðïñïýìå
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðéèáíïèåùñçôéêÜ êñéôÞñéá êáôÜôáîçò. Áí êáé ç äéáêñéôéêÞ
áíÜëõóç Ý÷åé áíáðôõ÷èåß ðÜíù óôçí éäÝá ôçò ðïëõìåôáâëçôÞò êáíïíéêüôçôáò, äçëáäÞ
óõíÞèùò õðïèÝôïõìå ðùò ôá äåäïìÝíá ìáò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìéá ðïëõìåôáâëçôÞ
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, åßíáé îåêÜèáñï ðùò êáíåßò ìðïñåß íá ëåéôïõñãÞóåé ìç ðáñáìåôñéêÜ
÷ùñßò íá êÜíåé êÜðïéá ðáñáìåôñéêÞ õðüèåóç ãéá ôïõò õðïðëçèõóìïýò êáé íá ÷ñç-
óéìïðïéÞóåé áðëÜ êÜðïéåò åêôéìÞôñéåò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.

1.14.3 Åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç áðïóôÜóåùí
Ç ÷ñÞóç ôùí ìåèüäùí åêôßìçóçò ìå kernels Ý÷åé åðßóçò ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óå
èÝìáôá ôá ïðïßá äåí åßíáé áðëÝò åöáñìïãÝò áëëÜ áðïóêïðïýí óå èåùñçôéêÜ
èÝìáôá, üðùò ç åêôßìçóç ðáñáìÝôñùí ìå ôç ÷ñÞóç áðïóôÜóåùí. Áò õðïèÝóïõìå
ðùò åðéëÝãïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ìå êñéôÞñéï ôá äåäïìÝíá ìáò íá ðñïóáñìüæïõí
üóï ãßíåôáé ðéï êáëÜ óôçí êáôáíïìÞ ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé. Áí ôá äåäïìÝíá ìáò
åßíáé äéáêñéôÜ ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ðåñéóóüôåñïé Ý÷ïõìå õðüøç ìáò ôïí Ýëåã÷ï
ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ÷2 ôïõ Pearson. ÊÜôé ôï ïðïßï óõíÞèùò äåí
áíáöÝñåôáé åßíáé ðùò ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç ÷ñÞóç ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò áõôÞò
ðñÝðåé êáé ïé ðáñÜìåôñïé íá Ý÷ïõí åêôéìçèåß þóôå íá ôçí åëá÷éóôïðïéïýí. ÄçëáäÞ
üëá ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôïí Ýëåã÷ï ìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç ÷2 ôïõ
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Pearson, ïõóéáóôéêÜ (÷ùñßò íá ôï êÜíïõìå äõóôõ÷þò) óôçñßæïíôáé óôçí éäÝá ðùò
áõôÞ ç áðüóôáóç åßíáé ç ìéêñüôåñç äõíáôÞ áíÜìåóá óôá äåäïìÝíá êáé ôç èåùñçôéêÞ
êáôáíïìÞ ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé. Áõôü óçìáßíåé ðùò ç ðáñÜìåôñïò, ãéá ðáñÜäåéãìá,
ôçò êáôáíïìÞò Poisson Ý÷åé õðïëïãéóôåß Ýôóé þóôå íá åëá÷éóôïðïéåß ôçí åëåã÷ïóõ-
íÜñôçóç ÷2. Ìéá ôÝôïéá åêôéìÞôñéá äåí åßíáé ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò
áí êáé óôçí ðñÜîç ôçí ÷ñçóéìïðïéïýìå ÷ùñßò åíäïéáóìïýò.

Óôçí ðåñßðôùóç ôùí äéáêñéôþí äåäïìÝíùí Ý÷ïõìå ôéò ðáñáôçñïýìåíåò óõ÷íüôçôåò
ðïõ ãåíéêÜ åßíáé ìéá êáëÞ åêôßìçóç ôçò ðéèáíüôçôáò ãéá êÜèå ôéìÞ. ÁíÜëïãá ìå
ôçí áðüóôáóç ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ïäçãïýìáóôå óå ìéá ìÝèïäï åêôßìçóçò
åëá÷ßóôùí áðïóôÜóåùí (minimum distance estimation) êáé ìðïñåß íá äåé÷èåß ðïëý
åýêïëá ðùò êáé ç ìÝèïäïò ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò áíÞêåé óå áõôÞ ôçí êáôçãïñßá,
äçëáäÞ åëá÷éóôïðïéåß êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç áðüóôáóç áíÜìåóá óôá äåäïìÝíá êáé
ôç èåùñçôéêÞ êáôáíïìÞ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò áðü ôçí êáôáíïìÞ
Poisson êáé óõìâïëßóïõìå ìå d(x) ôçí ðáñáôçñçèåßóá ó÷åôéêÞ óõ÷íüôçôá ôçò ôéìÞ
x êáé ìå d̂(x, θ) ôçí áíôßóôïé÷ç áíáìåíüìåíç ìå âÜóç ôçí êáôáíïìÞ Poisson. ×ñç-
óéìïðïéïýìå óôïí óõìâïëéóìü ôçí ðáñÜìåôñï θ ãéá íá äåßîïõìå ðùò ç åêôßìçóç
ôùí áíáìåíüìåíùí ó÷åôéêþí óõ÷íïôÞôùí åîáñôÜôáé áðü ôçí ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ
ôçò êáôáíïìÞò ðïõ õðïèÝóáìå. Ç åêôéìÞôñéá åëÜ÷éóôçò áðüóôáóçò èá Ý÷åé ôç
ìïñöÞ ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ôçò ðïóüôçôáò ρ(d(·), d̂(·, θ)) ùò ðñïò θ. Ãéá ðáñÜäåé-
ãìá õðïèÝôïíôáò ìéá áðüóôáóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ïõóéáóôéêÜ èá ðñÝðåé íá
âñïýìå ôï θ ôï ïðïßï åëá÷éóôïðïéåß ôçí ðïóüôçôá

∞∑
x=0

[
d(x)− d̂(x, θ)

]2

ÓõíÞèùò áõôü äåí åßíáé êÜôé åýêïëï êáé ÷ñåéÜæåôáé áñêåôÞ ðñïóðÜèåéá. Ç âé-
âëéïãñáößá åßíáé ãåìÜôç áðü äéÜöïñåò áðïóôÜóåéò ðïõ Ý÷åé áðïäåé÷ôåß ðùò Ý÷ïõí
êáëÝò éäéüôçôåò. Óêïðüò ìáò äåí åßíáé üìùò íá ìéëÞóïõìå ãéá ôçí åêôßìçóç ìå
åëÜ÷éóôåò áðïóôÜóåéò .

Ôé ãßíåôáé üìùò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå óõíå÷Þ äåäïìÝíá; Ç áðåõèåßáò
÷ñÞóç ôçò åìðåéñéêÞò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò äåí äéåõêïëýíåé êáèüëïõ
êáèþò èá åß÷å ðïëëÝò ôéìÝò ìå ìçäåíéêÞ ðõêíüôçôá. Áíôß áõôÞò ç éäÝá åßíáé íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá åêôéìÞôñéá ôçò ðõêíüôçôáò êáé óôç óõíÝ÷åéá íá åëá÷éóôï-
ðïéÞóïõìå ôçí áðüóôáóç áðü ôçí åêôéìÞôñéá áõôÞ ùò ðñïò ôç èåùñçôéêÞ êáôáíïìÞ.
ÄçëáäÞ ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ôçò ôåôñáãùíéêÞò áðüóôáóçò åëá÷éóôïðïéïýìå

+∞∫

−∞

[
f(x; θ)− f̂(x)

]2

dx

üðïõ f(x; θ) åßíáé ç èåùñçôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï(õò) θ ðïõ èÝëïõìå íá
åêôéìÞóïõìå êáé f̂(x) ìéá åêôéìÞôñéá ìå ôç ÷ñÞóç kernel ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò ðïõ ðñïêýðôåé ðñïöáíþò áðü ôï äåßãìá. ’Å÷åé áðïäåé÷èåß ðùò áõôÞ
ç ðñïóÝããéóç Ý÷åé ðïëý åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò.
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1.15 Ðñïóïìïßùóç áðü ìéá åêôéìÞôñéá ìå ôç ìÝèïäï ôùí
kernels

’Åóôù ðùò Ý÷ïõìå ìéá åêôéìÞôñéá f̂(x) ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ôïõ ðëçèõóìïý
ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ kernel (u). ÌåñéêÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìï íá
ðñïóïìïéþóïõìå áðü áõôÞ ôçí êáôáíïìÞ. Åõôõ÷þò áõôü åßíáé ðïëý åýêïëï áí
èõìçèïýìå ðùò ç ëïãéêÞ ôçò åêôßìçóçò ìå kernel Þôáí ðùò óå êÜèå ðáñáôÞñçóç
ôïðïèåôïýìå Ýíá kernel, äçëáäÞ ðñïóèÝôïõìå Ýíáí áêüìá üñï ìåôáâëçôüôçôáò.
Ìå áõôÞ ôç ëïãéêÞ ìðïñïýìå íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí f̂(x) ùò åîÞò

• BÞìá 1ï : ÄéáëÝãïõìå ôõ÷áßá ìéá ðáñáôÞñçóç áðü ôï äåßãìá. ÊÜèå ðá-
ñáôÞñçóç Ý÷åé ðéèáíüôçôá 1/n íá åðéëåãåß. ’Åóôù ëïéðüí ðùò Ý÷åé ôçí ôéìÞ
X

• BÞìá 2ï : Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóïìïéþíïõìå ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Y áðü ôçí
êáôáíïìÞ ôïõ kernel.

• BÞìá 3ï : Ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Z = X + Y åßíáé ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ áðü
ôçí f̂(x)

ÅðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá åßíáé íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí êáôáíïìÞ ôïõ kernel
êÜôé ôï ïðïßï ãåíéêÜ åßíáé åýêïëï. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôï kernel åßíáé ôï êáíïíéêü
áðëÜ ÷ñåéÜæåôáé íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ êÜôé ðïõ üëá ôá
óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá ìáò ðñïóöÝñïõí.

1.16 Kernel åêôéìÞôñéåò êáé ìßîåéò êáôáíïìþí
’Åóôù ðùò Ýíáò ðëçèõóìüò áðïôåëåßôáé áðü k õðïðëçèõóìïýò, êáèÝíáò áðü ôïõò
ïðïßïõò åßíáé ïìïéïãåíÞò êáé åðïìÝíùò üëá ôá ìÝëç ôïõ õðïðëçèõóìïý áêïëïõèïýí
ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôáíïìÞ, Ýóôù fj üðïõ ï äåßêôçò äåß÷íåé ðùò ìéëÜìå ãéá ôçí êá-
ôáíïìÞ ôïõ j õðïðëçèõóìïý. Ãéá íá äéåõêïëýíïõìå ôçí ðáñïõóßáóç áò õðïèÝóïõìå
ðùò üëïé ïé õðïðëçèõóìïß áêïëïõèïýí ôçí ßäéá êáôáíïìÞ áëëÜ ìå äéáöïñåôéêÝò
ðáñáìÝôñïõò. Ð.÷. áò õðïèÝóïõìå ðùò üëïé ïé õðïðëçèõóìïß áêïëïõèïýí ìéá
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ áëëÜ ìå äéáöïñåôéêÞ ìÝóç ôéìÞ Ýóôù µj , j = 1, . . . k. ÅðïìÝíùò
óõìâïëßæïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ j õðïðëçèõóìïý ùò f(x | θj). Áí ðÜñïõìå ôõ÷áßá
Ýíá Üôïìï áðü ôïí ðëçèõóìü áõôü êáé äåí ãíùñßæïõìå áðü ðïéï õðïðëçèõóìü
ðñïÝñ÷åôáé ôüôå áðü ôï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò ç êáôáíïìÞ ôïõ èá åßíáé

f(x) =
k∑

j=1

pjf(x|θj)

üðïõ 0 < pj < 1,
k∑

j=1

pj = 1 äçëþíåé ôçí ðéèáíüôçôá Ýíá ôõ÷áßï Üôïìï íá áíÞêåé

óôïí õðïðëçèõóìü j. Ðáñáôçñåßóôå ðùò êáíåßò ìðïñåß íá ãåíéêåýóåé ôçí éäÝá
õðïèÝôïíôáò ðùò õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé õðïðëçèõóìïß êáé íá áíôéêáôáóôÞóåé ôï Üèñïéóìá
ìå ïëïêëÞñùìá.
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Ïé ìßîåéò êáôáíïìþí Ý÷ïõí âñåé ðëçèþñá áðü åöáñìïãÝò óå ìéá ìåãÜëç ðïéêéëßá
áðü óôáôéóôéêÝò ìåèüäïõò. Óêïðüò ìáò åßíáé íá äïýìå ðùò ó÷åôßæïíôáé üìùò
ìå ôçí åêôßìçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé ãéá áõôü äåí èá
åðåêôáèïýìå óå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò.

Áò ðåñéïñéóôïýìå óôç óõæÞôçóç ìßîåùí êáíïíéêþí êáôáíïìþí êáé áò õðïèÝóïõìå
ãéá áñ÷Þ ðùò Ý÷ïõìå k = 2, äçëáäÞ ìüëéò äýï õðïðëçèõóìïýò. Áí

f(x | µ, σ2) =
1

σ
√

2π
exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)

óõìâïëßóïõìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò ôüôå
Ýíá ìåßãìá áðü äýï êáíïíéêÝò èá Ý÷åé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x|µ1, µ2, σ
2, p1) = p1f(x|µ1, σ

2) + (1− p1)f(x|µ2, σ
2)

=
p1

σ
√

2π
exp

(
− (x− µ1)2

2σ2

)
+

(1− p1)
σ
√

2π
exp

(
− (x− µ2)2

2σ2

)

Ç ÷ñçóéìüôçôá ôçò êáôáíïìÞò áõôÞò åßíáé ðùò ìðïñåß íá ðÜñåé ðïëëÜ äéáöïñå-
ôéêÜ ó÷Þìáôá êáé åðïìÝíùò ðñïóöÝñåé ìåãÜëç ðïéêéëßá äéáöïñåôéêþí ðëçèõóìþí
ðïõ èá ìðïñïýóå íá ðåñéãñÜøåé. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ðáñáðÜíù êáôáíïìÞ ìðïñåß
íá ðÜñåé äéÜöïñåò ìïñöÝò üðùò íá ãßíåé äéêüñõöç, íá Ý÷åé ìåãÜëç ïõñÜ ðñïò
üðïéá êáôåýèõíóç êëð.

Ãåíéêåýïíôáò ëïéðüí óôçí ðåñßðôùóç ðïëëþí õðïðëçèõóìþí êáôáëáâáßíåé êáíåßò
ðùò ç ðïéêéëßá ó÷çìÜôùí åßíáé ôåñÜóôéá êáé åðïìÝíùò ìðïñåß êáíåßò íá ðåñéãñÜøåé
ìéá ôåñÜóôéá ðïéêéëßá äéáöïñåôéêþí ðåñéðôþóåùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìßîåéò ôçò êá-
íïíéêÞò êáôáíïìÞò.

Áò ãõñßóïõìå ôþñá óôçí ðåñßðôùóç ôçò åêôßìçóçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels. Áò
õðïèÝóïõìå, ãéá ëüãïõò åõêïëßáò, ðùò äïõëåýïõìå ìå ôï êáíïíéêü kernel. Áðü ôïí
ïñéóìü ôçò f̂(x) ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðùò ç åêôéìÞôñéá äåí åßíáé ðáñÜ Ýíá ìåßãìá
êáíïíéêþí êáôáíïìþí. Ôï ðëÞèïò ôïõò åßíáé ßóï ìå ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò,
pi = 1

n , i = 1, . . . n, åíþ ç êáôáíïìÞ êÜèå õðïðëçèõóìïý åßíáé ç êáíïíéêÞ ìå
ìÝóç ôéìÞ xi êáé äéáêýìáíóç h2, äçëáäÞ êÜèå õðïðëçèõóìüò Ý÷åé ìÝóç ôéìÞ ìéá
ðáñáôÞñçóç êáé äéáêýìáíóç ôï ðáñÜèõñï õøùìÝíï óôï ôåôñÜãùíï.

Áõôü ìáò åðéôñÝðåé ìéá ïëüôåëá äéáöïñåôéêÞ ìáôéÜ óôçí åêôßìçóç óõíáñôÞóåùí
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç åêôßìçóç ãéá äåäïìÝíá ïñéóìÝíá
óå üëïõò ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ìðïñåß íá ãßíåé ìå ìßîåéò êáíïíéêþí, ìðïñåß
êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ìßîåéò ôçò êáôáíïìÞò Poisson ãéá äéáêñéôÜ äåäïìÝíá êáé
ìßîåéò ôçò ÃÜììá êáôáíïìÞò ãéá äåäïìÝíá ïñéóìÝíá óôïõò èåôéêïýò áñéèìïýò. Ç
ðåñßðôùóç ôïõ ìåôáâëçôïý ðáñáèýñïõ áíôéóôïé÷åß óå ìßîåéò ôçò êáíïíéêÞò êáôáíï-
ìÞò ìå äéáöïñåôéêÝò äéáêõìÜíóåéò, åíþ ï áðëïúêüò åêôéìçôÞò áíôéóôïé÷åß óå ìßîåéò
ïìïéüìïñöùí êáôáíïìþí.

1.17 Ç ìÝèïäïò Warping
’Åíá ðñüâëçìá ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé ðïëëÝò öïñÝò óôçí åêôßìçóç ìå ôç ÷ñÞóç ôùí
kernels Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò. Ãéá ðïëý ìåãÜëá ìåãÝèç
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äåßãìáôïò åßíáé éäéáßôåñá ÷ñïíïâüñïò ï õðïëïãéóìüò êáèþò ðñÝðåé êáíåßò íá
áèñïßóåé ùò ðñïò üëåò ôéò ðáñáôçñÞóåéò. Ìå óêïðü íá áðïöåõ÷èåß áõôü ôï
ðñüâëçìá áíáðôý÷èçêå ç ìÝèïäïò WARP (Weighted Average of Rounded Points)
ç ïðïßá âáóßæåôáé óôçí áðëÞ õðüèåóç ðùò áíôß íá ðÜñïõìå üëá ôá óçìåßá ôá
÷ùñßæïõìå óå êåëéÜ, êáé ãéá êÜèå êåëß ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíï ôï ìÝóï ôïõ êåëéïý
ôüóåò öïñÝò üóåò êáé ïé ðáñáôçñÞóåéò ìÝóá óôï êåëß. ÄçëáäÞ áíôéêáèéóôïýìå
êÜèå ðáñáôÞñçóç ìÝóá óôï êåëß ìå ôï ìÝóï ôïõ êåëéïý. BÝâáéá ôï ðëÜôïò ôïõ
êåëéïý ðñÝðåé íá åßíáé áñêåôÜ ìéêñü þóôå íá ìç äçìéïõñãïýìå ðñüâëçìá áðü ôçí
áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ. Ðñïôåßíåôáé óôç âéâëéïãñáößá ôï ðëÜôïò áõôþí ôùí êåëéþí
íá åßíáé ßóï ìå h/5 Þ åíáëëáêôéêÜ ìå ôï 1/100 ôïõ åýñïõò ôùí ðáñáôçñÞóåùí. Ãéá
ìåãÜëá ìåãÝèç äåßãìáôïò ôï êÝñäïò óå õðïëïãéóìïýò åßíáé ôåñÜóôéï ìðñïóôÜ óôï
ìéêñü êüóôïò ôçò áêñßâåéáò óôïí õðïëïãéóìü ôçò åêôéìÞôñéáò.

1.18 ÁóêÞóåéò
1. Äßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù 80 ðáñáôçñÞóåéò. Íá åêôéìÞóåôå ôç óõíÜñôçóç ðõ-

êíüôçôáò ðéèáíüôçôáò óôï óçìåßï x = 100, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ïìïéüìïñöï
kernel êáé ðáñÜèõñï h = 1.92.

Ïé ðáñáôçñÞóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ åßíáé

90,90,91,93,93,94,94,94,94,94,95,96,96,96,96,96,97,97,97,97,97,97,97,97,97,97

98,98,98,98,98,99,99,99,99,99,99,99,99,99,100,100,100,100,100,100,100,100,100

101,101,101,101,102,102,102,102,103,103,104,104,104,104,104,104,104,104,104

105,105,106,106,107,107,107,108,109,109,110,114

2. ’Åóôù ïé áêüëïõèåò 50 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôç âáèìïëïãßá 50
öïéôçôþí óôï ìÜèçìá ÓôáôéóôéêÞò.

30 32 32 33 34 38 38 40 42 43

43 44 44 45 46 46 49 49 51 52

52 54 56 56 56 59 61 61 63 65

65 66 69 72 74 74 74 74 75 75

76 80 81 81 82 83 83 85 85 89

ÅêôéìÞóôå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôùí kernels êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ïìïéüìïñöï kernel ôçí ðéèáíüôçôá P (X > 50) (×ñçóéìïðïéÞóôå ðáñÜèõñï
h = 5).

3. ’Åíáò åñåõíçôÞò êáôÝãñáøå ôçí éêáíïðïßçóç ôùí ðåëáôþí ìéáò åôáéñåßáò
÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò 20. Ïé áðáíôÞóåéò Þôáí

ÐÜñá Ðïëý Ðïëý ÌÝôñéá Ëßãï Êáèüëïõ
4 5 7 4 0
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Á) Íá åêôéìÞóåôå ôçí ðéèáíüôçôá Ýíáò ôõ÷áßïò ðåëÜôçò íá åßíáé ëßãï Þ
êáèüëïõ éêáíïðïéçìÝíïò áðü ôçí åôáéñåßá

B) Ðùò èá ìðïñïýóáôå íá âåëôéþóåôå ôçí åêôßìçóç óáò;

4. Äßíïíôáé 5 ðáñáôçñÞóåéò ìå ôéìÝò 10, 15, 25, 25, 30. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï
ïìïéüìïñöï kernel (f(u) = 0.5, |u| ≤ 1) ãéá íá åêôéìÞóåôå ôç óõíÜñôçóç
êáôáíïìÞò ÷ñçóéìïðïéþíôáò kernel ìå ðáñÜèõñï h = 5.

5. Äåßîôå ðùò ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá (MSE) ìéáò åêôéìÞôñéáò θ̂ õðïëïãßæåôáé
ùò MSE(θ̂) = [Bias(θ̂)]2 + V ar(θ̂) üðïõ Bias(θ̂) êáé Var(θ̂) åßíáé ç ìåñï-
ëçøßá êáé ç äéáêýìáíóç áíôßóôïé÷á ôçò åêôéìÞôñéáò.

6. Äßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù 25 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ áöïñïýí ôç âáèìïëïãßá 25
öïéôçôþí óå Ýíá ôåóô. Íá åêôéìÞóåôå ôçí ðéèáíüôçôá P (99 < < 102) ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôùí Kernels ìå ïìïéüìïñöï kernel êáé ðáñÜèõñï
h = 1.89.

Ïé ðáñáôçñÞóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ åßíáé

98 98 99 99 99 99 99 99 99 100 100 100 100
100 101 101 102 102 102 103 104 104 109 109 110

7. Óôï äéÜãñáììá boxplot (1.26 ðïõ áêïëïõèåß áðåéêïíßæïíôáé 50 ôéìÝò äéáöüñùí
åéäþí óïêïëÜôáò (óå Euro/ êéëü). Åðßóçò ìðïñåßôå íá äåßôå êÜðïéá ðåñéãñáöéêÜ
óôáôéóôéêÜ ìÝôñá ôùí äåäïìÝíùí

0
10

20
30

40
50

ÃñÜöçìá 1.26: Tá äåäïìÝíá ôçò áóêçóçò

Min. 1stQu. Median Mean 3rdQu. Max. stdev
0.43123 2.41329 7.00666 9.70615 10.71178 57.49416 11.49223

×ñçóéìïðïéþíôáò áõôÜ ôá äåäïìÝíá ðñïôåßíåôå ôçí ôéìÞ ôïõ ðáñáèýñïõ h
ãéá íá åêôéìÞóåôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôùí äåäïìÝíùí ìå
ôç ÷ñÞóç êáíïíéêïý kernel. ÊïéôÜæïíôáò ôï boxplot ôé Ý÷åôå íá ðñïôåßíåôå
ãéá ôç âåëôßùóç ôçò åêôßìçóçò;
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8. Ãéá üëá ôá kernels ôïõ ðßíáêá 1.1 õðïëïãßóôå ôç äéáêýìáíóç. Ðïéü kernel
Ý÷åé ôç ìåãáëýôåñç äéáêýìáíóç;

9. Ãéá ôá äåäïìÝíá ôçò Üóêçóçò 1 ÷ñçóéìïðïéÞóôå ìåôáâëçôü ðáñÜèõñï. Ôé
ðáñáôçñåßôå;

10. Äåßîôå ðùò ç åêôéìÞôñéá ìéáò óðð ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôïãñÜììáôïò åßíáé
üíôùò óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò. Óôç óõíÝ÷åéá âñåßôå ðéá åßíáé ç
áíáìåíüìåíç ôéìÞ E(X) ãéá áõôÞ ôçí åêôéìÞôñéá, äçëáäÞ âñåßôå ôçí

E(X) =
∫

xf̂(x)dx

11. Ãéá ôçí åêôéìÞôñéá ìéáò óðð ìå ôç ìÝèïäï ôïõ éóôïãñÜììáôïò âñåßôå ôçí
áíôßóôïé÷ç åêôéìÞôñéá óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò F̂ (x). Õðåíèõìßæïõìå ðùò F̂ (x) =

x∫
−∞

f̂(t)dt

12. ¸óôù ç óõíÜñôçóç

K(u) =





1
π (1− u2)−1/2, |u| ≤ 1

0, áëëïý

×ñçóéìïðïéåßóôå áõôü ôï kernel ãéá íá åêôéìÞóåôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò åíüò ôõ÷áßïõ äåßãìáôïò ìå 100 ðáñáôçñÞóåéò áðü ôçí êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ (óôçí R ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôçí åíôïëÞ rnorm(100) ãéá íá ôéò
ðñïóïìïéþóåôå), ÷ñçóéìïðïéþíôáò h = 0.2, 0.5, 1. Ðéóôåýåôå üôé áõôü ôï ker-
nel åßíáé êáôÜëëçëï; (ÊÜíôå Ýíá ãñÜöçìá ãéá ôï kernel ãéá íá óáò âïçèÞóåé
óôï óõìðÝñáóìá óáò)

13. Óôï ÃñÜöçìá 1 õðÜñ÷ïõí ôÝóóåñá äéáöïñåôéêÜ kernels ðïõ ðñïôåßíåé Ýíáò
åñåõíçôÞò íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí. Ó÷ïëéÜóôå ãéá ôï êáèÝíá ôçí êáôáëëçëüôçôá
ôïõ. Áí áðïññßðôåôå êÜðïéï áðü áõôÜ åîçãÞóôå ôïõò ëüãïõò.

14. Äßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù 6 ðáñáôçñÞóåéò:

90, 91, 93, 96, 97, 99

×ñçóéìïðïéåßóôå áõôÝò ôéò 6 ðáñáôçñÞóåéò, ôï Epaneshnikov kernel êáé õðïëïãßóôå
ôçí cross-validated ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôéìÝò ôïõ h = 0.2, 0.5, 0.8, 1.

Ãéá ðïéá ôéìÞ ôïõ h ìåãéóôïðïéåßôáé ç cross-validated ðéèáíïöÜíåéá;

15. Ãéá ôçí åêôéìÞôñéá ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels âñåßôå ðïéÜ åßíáé ç áíôßóôïé÷ç
åêôéìÞôñéá ôçò ðñþôçò êáé äåýôåñçò ðáñáãþãïõ f̂ ′(x) êáé f̂ ′′(x) õðïèÝôïíôáò
êáíïíéêü kernel. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóïìïéþóôå 100 ðáñáôçñÞóåéò áðü ôçí
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (÷ñçóéìïðïéÞóôå ôçí åíôïëÞrnorm(100)) êáé áðåéêïíßóôå
ôéò f̂(x), f̂ ′(x),f̂ ′′(x) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï.

Óôç óõíÝ÷åéá åðáíáëÜâåôå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, áíôéêáèéóôþíôáò ôï êáíïíéêü
kernel ìå ôï ïìïéüìïñöï kernel. Ôé ðáñáôçñåßôå;
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ÃñÜöçìá 1.27:

16. ÕðïèÝôïíôáò ôç ÷ñÞóç ôïõ kernel ôïõ Epaneshnikov âñåßôå ôá σ2
K êáé R(K)

áíôßóôïé÷á

17. Ãéá ôçí åêôéìÞôñéá ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels âñåßôå ðïéÜ åßíáé ç áíáìåíüìåíç
ôéìÞ E() êáé ç äéáêýìáíóç V ar(X) äçëáäÞ âñåßôå ôçí

E(Xr) =
∫

xrf̂(x)dx

r = 1, 2 êáé áðü áõôÝò ôç äéáêýìáíóç V ar(X).

18. Ãéá ôçí åêôéìÞôñéá ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels âñåßôå ðïéÜ åßíáé ç áíôßóôïé÷ç

åêôéìÞôñéá óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò F̂ (x). Õðåíèõìßæïõìå ðùò F̂ (x) =
x∫

−∞
f̂(t)dt.

Ôé ðáñáôçñåßôå; Ôé èá óõìâåß áí äéáëÝîåôå Ýíá ðïëý ìéêñü h; ÐïéÜ ç ó÷Ýóç
ôçò åêôéìçóçò óáò ìå ôçí åìðåéñéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò;

19. Äßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù 80 ðáñáôçñÞóåéò. Íá åêôéìÞóåôå ôç óõíÜñôçóç ðõ-
êíüôçôáò ðéèáíüôçôáò óôá óçìåßá x = 95, 95.8, 97.9, 100.2, ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ïìïéüìïñöï kernel ìå h = 1, 2, 5, 10, 20.

Ïé ðáñáôçñÞóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ åßíáé
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90,90,91,93,93,94,94,94,94,94,95,96,96,96,96,96,97,97,97,97,97,97,97,97,97,97

98,98,98,98,98,99,99,99,99,99,99,99,99,99,100,100,100,100,100,100,100,100,100

101,101,101,101,102,102,102,102,103,103,104,104,104,104,104,104,104,104,104

105,105,106,106,107,107,107,108,109,109,110,114

(Õðüäåéîç : Äåí ÷ñåéÜæåôáé íá ÷ñçóéìïðïßçóåôå ôïí õðïëïãéóôÞ.)

20. Ãéá ôá ßäéá äåäïìÝíá ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôï êáíïíéêü kernel êáé ôï kernel êáé ôï
kernel ôïõ Epaneshnikov äéáëÝãïíôáò 3 äéáöïñåôéêÜ h (üðïéá èÝëåôå). Äåßôå
óõãêñéôéêÜ ôá ãñáöÞìáôá ôùí åêôéìçôñéþí óáò.

21. Áí õðïèÝóïõìå ðùò ï ðëçèõóìüò áêïëïõèåß ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï
θ êáé óðð f(x) = θexp(−xθ) âñåßôå ôï âÝëôéóôï ðáñÜèõñï ãéá ôçí åêôßìçóç
ôçò óðð ìå kernels. Ðùò èá åêôéìÞóåôå ôï θ;

22. ´Åíáò åñåõíçôÞò ðñüôåéíå ôç ÷ñÞóç ôïõ åîÞò kernel ãéá ôçí åêôßìçóç ìéáò
óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò:

K(x) =
{

6x(1− x) x ∈ (0, 1)
0 áëëïý

Ó÷ïëéÜóôå ôçí åðéëïãÞ ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ kernel.
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ÊåöÜëáéï 2

’Åëåã÷ïé Ôõ÷áéïðïßçóçò

2.1 ÅéóáãùãÞ
Ïé Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí áðïôåëïýí Ýíá óçìáíôéêü êïììÜôé ôçò óôáôéóôéêÞò åðéóôÞìçò
êáé óõìðåñáóìáôïëïãßáò. Ôá âáóéêÜ ‘óõóôáôéêÜ’ åíüò åëÝã÷ïõ õðïèÝóåùí åßíáé:

• Ç ìçäåíéêÞ êáé ç åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç, üðïõ ç ìçäåíéêÞ óõíÞèùò ðåñéÝ÷åé
ìéá õðüèåóç ðïõ èÝëïõìå íá äïýìå áí éó÷ýåé êáé ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé ç
õðüèåóç ðñïò ôçí ïðïßá ðñÝðåé íá êéíçèïýìå áí äïýìå üôé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
äåí éó÷ýåé.

• Ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï.
Ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç, ç ïðïßá åßíáé óõíÜñôçóç ôùí ðáñáôçñÞóåùí, ðñÝðåé
íá Ý÷åé ôçí éêáíüôçôá íá äéáêñßíåé áíÜìåóá óôéò äýï õðïèÝóåéò, äçëáäÞ íá
ðáßñíåé äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
áðü ôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí éó÷ýåé.

• Ôï åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ôï ïðïßï åßíáé ç ðéèáíüôçôá íá
áðïññßøïõìå åóöáëìÝíá ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç. ÓõíÞèùò äéáëÝãïõìå α =
5%.

• Ìéá êñéôéêÞ ôéìÞ áðü ôçí êáôáíïìÞ ðïõ áêïëïõèåß ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç êáé
ç ïðïßá åßíáé óõíÜñôçóç êáé ôïõ åðéðÝäïõ óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò. Ìå
áõôÞ ôçí êñéôéêÞ ôéìÞ êáé óõãêñßíïíôáò ôçí ìå ôçí ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óå êÜðïéá áðüöáóç ó÷åôéêÜ
ìå ôï áí Ý÷ïõìå áñêåôÜ óôïé÷åßá íá áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

Ôá äýï ôåëåõôáßá óõóôáôéêÜ ôåßíïõí ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá íá îåðåñáóôïýí.
Ðáëéüôåñá ïé Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí êáôÝëçãáí óå ìéá áðüöáóç äÝ÷ïìáé Þ áðïññßðôù
(Þ êáëýôåñá áðïññßðôù Þ äåí áðïññßðôù) ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç óõãêñßíïíôáò ôçí
ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ìå ôçí êñéôéêÞ (Þ ôéò êñéôéêÝò ìåñéêÝò öïñÝò) ôéìÞ. Ôá
ôåëåõôáßá ÷ñüíéá ïëïÝíá êáé ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìéá Üëëç ëïãéêÞ. Ïé
Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí Ýãéíáí ðéá Ýëåã÷ïé óçìáíôéêüôçôáò (significance testing) ìå ôçí
Ýííïéá ðùò äåí êáôáëÞãïõìå óå ìéá áðüöáóç áëëÜ áðáíôïýìå ìå ìéá ðéèáíüôçôá,
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ôï p-value, ðïõ åßíáé ç ðéèáíüôçôá íá ðÜñåé ç åëåã÷ïóõíÜñôçóÞ ìáò ìéá ôéìÞ ôüóï
áêñáßá Þ êáé ðåñéóóüôåñï áêñáßá áðü ôçí ðáñáôçñïýìåíç. ÅìðåéñéêÜ ìðïñåß
êáíåßò íá ðåé ðùò ôï p-value ìáò äåß÷íåé ðüóï éó÷õñÞ åßíáé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

Ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôïõò êëáóóéêïýò åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí êáé ôïõò åëÝã÷ïõò óç-
ìáíôéêüôçôáò åßíáé ðùò áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò
óçìáíôéêüôçôáò α áí ôï p-value åßíáé ìéêñüôåñï áðü α. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí α = 5%
êáé ôï p-value ðïõ âñÞêáìå åßíáé 0.10 äåí áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

Ç ÷ñÞóç ôïõ p-value Ý÷åé åîáðëùèåß êõñßùò ëüãù ôçò ÷ñÞóçò ôùí çëåêôñïíéêþí
õðïëïãéóôþí ðïõ ìðïñïýí åýêïëá êáé ãñÞãïñá íá ôï õðïëïãßóïõí. Ðáëéüôåñá ï
åñåõíçôÞò Ýðñåðå íá Ý÷åé ìéá óåéñÜ áðü ðßíáêåò ìå ôéò êñéôéêÝò ôéìÝò êÜèå êáôá-
íïìÞò þóôå íá ìðïñåß íá êÜíåé ôïí Ýëåã÷ï. ÊÜôé ôÝôïéï öáßíåôáé ðéá îåðåñáóìÝíï.

Ðñéí ëïéðüí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðåñéãñáöÞ åëÝã÷ùí õðïèÝóåùí ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ õðïëïãéóôÞ áò ó÷ïëéÜóïõìå Ýíá Üëëï ðñüâëçìá ðïõ áðáó÷ïëïýóå ðáëéüôåñá
ôïõò åñåõíçôÝò. Áõôü åß÷å íá êÜíåé ìå ôçí åðéëïãÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò. Ç åëåã-
÷ïóõíÜñôçóç äåí Ýðñåðå ìüíï íá ìðïñåß íá äéáêñßíåé áíÜìåóá óôéò äýï õðïèÝóåéò
áëëÜ áðü ôçí Üëëç Ýðñåðå ç êáôáíïìÞ ôçò íá åßíáé ãíùóôÞ þóôå íá åßíáé äõíáôü
íá ðéíáêïðïéçèïýí ïé êñéôéêÝò ôéìÝò ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá êáôáëÞîåé êáíåßò óå
áðïöÜóåéò äÝ÷ïìáé Þ áðïññßðôù. ÌåñéêÝò áðü ôéò ðéï åõñÝùò ãíùóôÝò åëåã÷ï-
óõíáñôÞóåéò åßíáé ðïëýðëïêåò ìüíï êáé ìüíï ãéá íá ìðïñïýí íá ðéíáêïðïéçèïýí
åýêïëá. ÐïëëÝò öïñÝò ìÜëéóôá ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êÜôù áðü ôç
ìçäåíéêÞ õðüèåóç åßíáé ãíùóôÞ ìüíï áóõìðôùôéêÜ, üôáí äçëáäÞ ôï ìÝãåèïò ôïõ
äåßãìáôïò åßíáé ìåãÜëï. Óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò ç êáôáíïìÞ áõôÞ âáóßæåôáé óå õðï-
èÝóåéò ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò äåí éó÷ýïõí Þ ôïõëÜ÷éóôïí åßíáé äýóêïëï íá åëÝãîïõìå
áí éó÷ýïõí.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ìðïñåß êáíåßò íá
÷ñçóéìïðïéÞóåé ìåèüäïõò ðñïóïìïßùóçò þóôå íá êÜíåé åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí Þ óç-
ìáíôéêüôçôáò.

2.2 ÁêñéâÞò ’Åëåã÷ïò Ôõ÷áéïðïßçóçò
Ïé Ýëåã÷ïé ôõ÷áéïðïßçóçò áðïôåëïýí ìéá ïìÜäá åëÝã÷ùí ìå ôç ÷ñÞóç õðïëïãéóôÞ
ïé ïðïßïé ìðïñïýí íá âïçèÞóïõí óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá. Åßíáé âáóéêü ðùò ï
åñåõíçôÞò äåí ÷ñåéÜæåôáé ó÷åäüí êáèüëïõ õðïèÝóåéò ãéá íá ôïõò ÷ñçóéìïðïéÞ-
óåé, êáé åðïìÝíùò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí åêåß ðïõ Üëëïé êëáóéêïß Ýëåã÷ïé
áðïôõã÷Üíïõí. Áò äïýìå ëïéðüí Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò åëÝã÷ïõ ôõ÷áéïðïßçóçò.

ÐáñÜäåéãìá 2.1: 5 áóèåíåßò õðïâëÞèçêáí óå äõï äéáöïñåôéêÝò èåñáðåßåò Á
êáé B. Óôçí óõíÝ÷åéá ïé ãéáôñïß ìå âÜóç êÜðïéá éáôñéêÞ êëßìáêá âáèìïëüãçóáí
ôçí ðñüïäï ôùí áóèåíþí. Ôá äåäïìÝíá åßíáé ôá åîÞò:

Èåñáðåßá Á (2 áóèåíåßò): 1 ,2
Èåñáðåßá B (3 áóèåíåßò): 3,5,9
ÕðÜñ÷åé äéáöïñÜ áíÜìåóá óôéò äýï èåñáðåßåò;
Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï áí äýï ìÝóåò ôéìÝò äéáöÝñïõí Þ ü÷é, äçëáäÞ

ï åñåõíçôÞò èÝëåé íá åëÝãîåé ôçí
H0 : µA = µB Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò
H1 : µA 6= µB
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Ãéá íá åëåã÷èåß ëïéðüí áõôÞ ç õðüèåóç ï åñåõíçôÞò èá ìðïñïýóå íá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóåé ôï êëáóóéêü t-test ôï ïðïßï üìùò âáóßæåôáé óå êÜðïéåò õðïèÝóåéò ðåñß
êáíïíéêüôçôáò, ïé ïðïßåò äåí îÝñïõìå áí éó÷ýïõí óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðáñáäåßãìá-
ôïò. ÅíáëëáêôéêÜ, èá ìðïñïýóå íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êÜðïéï ìç ðáñáìåôñéêü Ýëåã÷ï
(non parametric test).

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áí ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç éó÷ýåé, áõôü óçìáßíåé ðùò ïé
äýï èåñáðåßåò åßíáé ßäéåò êáé åðïìÝíùò äåí Ý÷åé óçìáóßá ðïéá èåñáðåßá ðÞñå
ï êÜèå áóèåíÞò. ÄçëáäÞ, áí êÜðïéïò ‘îáíáìïßñáæå’ ôõ÷áßá ôïõò áóèåíåßò óôéò 2
èåñáðåßåò èá Ýðñåðå íá ðÜñåé ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá êáé ç üðïéá äéáöïñÜ óôá
áðïôåëÝóìáôá åßíáé áðëÜ ôõ÷áéüôçôá. Åðßóçò áí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç êÜèå
óõíäõáóìüò ôùí 5 áóèåíþí óå 2 ïìÜäåò áðü 3 êáé 2 áóèåíåßò åßíáé éóïðßèáíïò.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå áò ïñßóïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç ìå ôçí ïðïßá èá äïõ-
ëÝøïõìå. Áí ā, b̄ åßíáé ïé ìÝóåò ôéìÝò ãéá ôïõò áóèåíåßò ôùí äýï èåñáðåéþí, ç
ðïóüôçôá T = |ā − b̄| åßíáé ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç ç ïðïßá áí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç ðáßñíåé ôéìÝò êïíôÜ óôï 0 åíþ áí äåí éó÷ýåé, ôéìÝò ìáêñéÜ áðü ôï 0. Ãéá
ôá äåäïìÝíá ìáò âñßóêïõìå ðùò ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé tobs = 4.51.

Ï Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò âáóßæåôáé óôï ãåãïíüò ðùò áí ðÜñïõìå üëïõò ôïõò
äõíáôïýò ôñüðïõò þóôå íá ìïéñÜóïõìå ôïõò 5 áóèåíåßò óå 2 ïìÜäåò áðü 2 êáé 3
áóèåíåßò áíôßóôïé÷á (êÜèå áóèåíÞò êñáôÜ ìáæß ôïõ ôï âáèìü âåëôßùóçò ðïõ Ý÷åé)
ôüôå âñßóêïíôáò ãéá üëïõò áõôïýò ôïõò óõíäõáóìïýò ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
ìðïñïýìå íá êñßíïõìå áí ç ôéìÞ ðïõ ðÞñáìå åßíáé ðñáãìáôéêÜ ìåãÜëç Þ áðëÜ

ïöåßëåôáé óôçí ôý÷ç. Ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò õðÜñ÷ïõí

(
5
3

)
= 10 äéáöïñåôéêïß

óõíäõáóìïß, üðùò ìðïñåß íá äåé êáíåßò óôïí ðßíáêá 2.1.

Èåñáðåßá Á Èåñáðåßá B ā b̄ Ô
1,3 2,5,9 2 5.33 3.33
1,5 2,3,9 3 4.66 1.66
1,9 2,3,5 5 3.33 1.66
1,2 3,5,9 1.5 5.66 4.51
2,3 1,5,9 2.5 5 2.5
2,5 1,3,9 3.5 4.33 0.83
2,9 1,3,5 5.5 3 2.5
3,5 1,2,9 4 4 0
3,9 1,2,5 6 2.66 3.34
5,9 1,,2,3 7 2 5

Ðßíáêáò 2.1: ’Ïëïé ïé äõíáôïß óõíäõáóìïß áóèåíþí óå 2 ïìÜäåò êáé ç ôéìÞ ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá êáèÝíá áðü áõôïýò.

Ðáñáôçñïýìå åðïìÝíùò ðùò ç ôéìÞ 4.51 ðïõ õðïëïãßóáìå ãéá ôá äåäïìÝíá
ìáò åßíáé ç äåýôåñç ìåãáëýôåñç áðü ôéò 10 äõíáôÝò ôéìÝò ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç
åëåã÷ïóõíÜñôçóç. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ p-value ðïõ åßäáìå íùñßôåñá Ý÷ïõìå ðùò

p− value = P (T ≥ tobs|H0)



70

êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï p-value ôïõ åëÝã÷ïõ ôõ÷áéïðïßçóçò ùò

p− value =
áñéèìüò óõíäõáóìþí ìå T ≥ tobs

óõíïëéêüò áñéèìüò óõíäõáóìþí
.

¸ôóé óôï ðáñÜäåéãìá ìáò âñßóêïõìå ðùò p-value=0.2. Áõôü óçìáßíåé ðùò áí
èÝëïõìå íá êÜíïõìå êëáóóéêü Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôé-
êüôçôáò α = 10% äåí ìðïñïýìå íá áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç

Ðñéí ðåñéãñÜøïõìå ôïí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò ìå âÞìáôá áò ðáñáôçñÞóïõìå ôï
åîÞò. Óôïí ïñéóìü ôïõ p-value ðéï ðÜíù ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí ðïóüôçôá P (T ≥
tobs|H0). Áõôü äåí åßíáé ãåíéêÜ óùóôü êáèþò óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ïé ôéìÝò
ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ðïõ ìáò ïäçãïýí óå áðüññéøç åßíáé ïé ìéêñÝò, äçëáäÞ
áðïññßðôïõìå üôáí T ≤ tobs, êáé ü÷é ïé ìåãÜëåò üðùò õðïíïåß ç ðáñáðÜíù
ðïóüôçôá. Áðü ôçí Üëëç êáôáëáâáßíåé êáíåßò ðùò áëëÜæïíôáò ôï ðñüóçìï Þ
êÜíïíôáò êÜðïéïí Üëëï ìåôáó÷çìáôéóìü, ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñ-
ôçóç íá äåß÷íåé áðüññéøç ôçò ìçäåíéêÞò õðüèåóçò ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò. Ãéá áõôü ôï
ëüãï óôï åîÞò èá èåùñÞóïõìå ðùò áðïññßðôïõìå ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò êñáôþíôáò óôï
íïõ ìáò ðùò áðëÜ áñêåß íá ïñßóïõìå êáôÜëëçëá ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç.

’Áñá ç ãåíéêÞ äéáäéêáóßá ãéá íá êÜíïõìå Ýíáí áêñéâÞ Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò
åßíáé ç åîÞò

ÁêñéâÞò ’Åëåã÷ïò Ôõ÷áéïðïßçóçò

• BÞìá 1ï: ÈÝóå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ðïõ äåß÷íåé üôé äåí õðÜñ÷åé äéáöïñÜ
(ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé üôé õðÜñ÷åé äéáöïñÜ). ÃåíéêÜ ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç óå
åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò äåß÷íåé ðùò äåí õðÜñ÷åé êÜðïéá äïìÞ óôá äåäïìÝíá.

• BÞìá 2ï : ÄéÜëåîå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç, õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ ôçò tobs ãéá ôá
äåäïìÝíá ðïõ Ý÷åéò. Ãéá ôïõò ëüãïõò ðïõ åîçãÞóáìå ðáñáðÜíù ç åëåã÷ïóõ-
íÜñôçóç ðñÝðåé íá äåß÷íåé áðüêëéóç áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç üôáí ðáßñíåé
ìåãÜëåò ôéìÝò

• BÞìá 3ï: Äçìéïýñãçóå üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò äåäïìÝíùí êáé
õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá êáèÝíáí áðü áõôïýò. ’Ïëåò
áõôÝò ïé ôéìÝò, äåäïìÝíïõ ðùò áðïôåëïýí ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí ôéìþí ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá ôï äåßãìá ìáò, áðïôåëïýí ôçí áêñéâÞ óõíÜñôçóç êá-
ôáíïìÞò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò.

• BÞìá 4ï: Õðïëüãéóå ôï p-value ùò

p− value =
áñéèìüò óõíäõáóìþí ìå T ≥ tobs

óõíïëéêüò áñéèìüò óõíäõáóìþí

ÌåñéêÜ åíäéáöÝñïíôá óçìåßá åßíáé ôá åîÞò:

1. Ç åðéëïãÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò Ý÷åé ôï åîÞò ÷ñÞóéìï ÷áñáêôçñéóôéêü. Äåí
ìáò åíäéáöÝñåé íá äéáëÝîïõìå ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç ãéá ôçí ïðïßá íá îÝñïõìå
ôçí êáôáíïìÞ ôçò üôáí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï Ýëåã÷ïò
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t-test ãéá äýï äåßãìáôá ÷ñçóéìïðïéåß ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç x̄−ȳ√
s2

p

üðïõ s2
p åßíáé

ç åêôßìçóç ôçò êïéíÞò äéáêýìáíóçò ìå óêïðü ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜ-
ñôçóçò íá åßíáé ç êáôáíïìÞ t-Student ìå êÜðïéïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò.
Óôïí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò äåí ìáò åíäéáöÝñåé íá âñïýìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò èåùñçôéêÜ, áöïý óôçí ðñÜîç ôçí êáôáóêåõÜæïõìå åìåßò.
ÐñïóÝîôå ðùò Ý÷ïõìå óôïí ðßíáêá üëåò ôéò äõíáôÝò ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜ-
ñôçóçò ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò.

2. Óôï ðáñÜäåéãìá ìáò èÝëáìå íá åëÝãîïõìå áí äýï ìÝóåò ôéìÝò äéáöÝñïõí.
ÐïëëÜ Üëëá ðñïâëÞìáôá ìðïñïýí íá ôåèïýí êÜôù áðü ôç ìïñöÞ åíüò åëÝã÷ïõ
ôõ÷áéïðïßçóçò, üðùò áí õðÜñ÷åé ó÷Ýóç áíÜìåóá óå ìåôáâëçôÝò, áí õðÜñ÷åé
ôõ÷áéüôçôá Þ ü÷é óôá äåäïìÝíá êëð.

Ï ðáñáðÜíù Ýëåã÷ïò ëÝãåôáé áêñéâÞò ãéáôß åîáíôëÞóáìå üëïõò ôïõò äõíáôïýò
óõíäõáóìïýò ðïõ ìðïñïýóáí íá ðñïêýøïõí áðü ôá äåäïìÝíá ìáò. ËÝãåôáé åðßóçò
Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò ãéáôß ìïéñÜóáìå ôõ÷áßá ôéò ðáñáôçñÞóåéò óôéò ïìÜäåò ãéá
íá äïýìå áí õðÜñ÷ïõí Þ ü÷é äéáöïñÝò. ÌåñéêÝò öïñÝò óôç âéâëéïãñáößá ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé êáé ç ïíïìáóßá permutation test. Óôçí ðñÜîç ëßãåò öïñÝò êÜíïõìå ôÝôïéïõò
áêñéâåßò åëÝã÷ïõò, ãéá ëüãïõò ðïõ èá äïýìå áìÝóùò ìåôÜ. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé,
ï ðéï ãíùóôüò ßóùò, êáé ðéï äéáäåäïìÝíïò áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò åßíáé ï
áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ôïõ Fisher ãéá Ýëåã÷ï áíåîáñôçóßáò óå ðßíáêá óõíÜöåéáò.

Äõóôõ÷þò äåí åßíáé ðÜíôá åýêïëï íá äçìéïõñãÞóïõìå üëá ôá äõíáôÜ äåßãìáôá
ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí áíáäéÜôáîç ôùí äåäïìÝíùí. Óå ìåñéêÝò üìùò ðåñéðôþóåéò
åßìáóôå óå èÝóç íá âñïýìå ôïí áêñéâÞ áñéèìü ôùí äåéãìÜôùí ðïõ èá Ýäéíáí ìéá
ôéìÞ óôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðéï áêñáßá áðü áõôÞ ðïõ Ý÷ïõìå. Ãéá ðáñÜäåéãìá áò
õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå äýï ïìÜäåò ìå 20 êáé 10 ðáñáôçñÞóåéò áíôßóôïé÷á ðïõ
äéíïíôáé óôïí ðßíáêá 2.2:

Á 3,4,4.3,4.5,4.8,5,6,5,7,8,9,10,12,13,14,15,16,17,22,23
B 20,24,26,28,29,31,32,34,34,35

Ðßíáêáò 2.2: Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò ìáò

ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç üôé ïé äýï ìÝóïé åßíáé ßóïé Ýíáíôé
ôçò åíáëëáêôéêÞò üôé ç ïìÜäá B Ý÷åé ìåãáëýôåñç ìÝóç ôéìÞ. ’Ïðùò èá äïýìå êáé

áñãüôåñá ìéá ÷ñÞóéìç åëåã÷ïóõíÜñôçóç åßíáé ç T =
10∑

i=1

XB
i , äçëáäÞ ôï Üèñïéóìá

ôùí ôéìþí ôçò ïìÜäáò B. Ç ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ åßíáé 293. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò

äåéãìÜôùí åßíáé

(
30
10

)
= 30045015, äçëáäÞ ðåñéóóüôåñåò áðü 30 åêáôïììýñéá

ðåñéðôþóåéò. Ï áñéèìüò åßíáé áðáãïñåõôéêÜ ìåãÜëïò êáé ßóùò êÜðïéïò íá óÞêùíå
ôá ÷Ýñéá øçëÜ êáé íá ðñïóðáèïýóå íá áðáíôÞóåé ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï. Ìðïñåß
üìùò íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò ï ìüíïò ôñüðïò ãéá íá åðéôåõ÷èåß ìåãáëýôåñç
ôéìÞ óôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç åßíáé íá õðÜñ÷ïõí óôçí ïìÜäá B, ïé 8 ôåëåõôáßåò ðá-
ñáôçñÞóåéò äçëáäÞ 26,28,29,31,32,34,34 êáé 35 êáé ïé õðüëïéðåò 2 íá åßíáé ôá æåýãç
(22,24), (22,23) êáé (23,24) êáé áõôü âÝâáéá ðïõ Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé, ôï (20,24).
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Óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò èá åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí
ðáñáôçñçèåßóá. Óõíåðþò, ÷ùñßò íá äçìéïõñãÞóïõìå üëá ôá äåßãìáôá ìðïñïýìå
íá âñïýìå ðùò õðÜñ÷ïõí ìüëéò 4 áðü ôá 30045015 äõíáôÜ äåßãìáôá êáé Üñá ôï
p-value åßíáé ï ëüãïò 4/30045015, ðïõ ðñáêôéêÜ åßíáé 0.

2.3 Ðñïóåããéóôéêïß Ýëåã÷ïé ôõ÷áéïðïßçóçò
’Åíá óçìáíôéêü ðñüâëçìá ðïõ Ý÷ïõí ïé áêñéâåßò Ýëåã÷ïé ôõ÷áéïðïßçóçò åßíáé ôï
åîÞò. Óôï ðáñÜäåéãìá ðïõ ìüëéò åßäáìå Ý÷ïõìå ðÜíù áðü 30 åêáôïììýñéá ðå-
ñéðôþóåéò. Ìðïñåß âÝâáéá ôá äåäïìÝíá íá Þôáí âïëéêÜ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
åîåôÜóáìå áëëÜ ãåíéêÜ óå ìéá Üëëç ðåñßðôùóç èá ìðïñïýóå ôá ðñÜãìáôá íá Þôáí
ðåñéóóüôåñï ðïëýðëïêá. Êáé áí ôá 30 åêáôïììýñéá ìðïñïýí íá áíôéìåôùðéóôïýí,
Ýóôù ìå ôåñÜóôéï êüðï áðü ôç óçìåñéíÞ õðïëïãéóôéêÞ äýíáìç õðÜñ÷ïõí áêüìá ðéï
äýóêïëåò ðåñéðôþóåéò.

’Åóôù üôé åß÷áìå 30 êáé 20 áóèåíåßò áíôßóôïé÷á óôéò 2 èåñáðåßåò. Ãéá íá
êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï üðùò åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò èá Ýðñåðå íá öôéÜîïõìå üëïõò

ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò ðïõ ôþñá åßíáé

(
50
20

)
=84832582039128, Ýíá ìÜëëïí

áðáãïñåõôéêü ìÝãåèïò áêüìá êáé ãéá ðïëý éêáíïýò õðïëïãéóôÝò.
ÅðåéäÞ ëïéðüí ðëÞñçò õðïëïãéóìüò üëùí ôùí óõíäõáóìþí äåí åßíáé åöéêôüò,

ìéá ëýóç åßíáé íá äçìéïõñãÞóïõìå ü÷é üëïõò áëëÜ Ýíáí áñéèìü áðü ôïõò äõíáôïýò
óõíäõáóìïýò ìå ôõ÷áßï ôñüðï êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÝò ôéò ôéìÝò ôçò åëåã÷ï-
óõíÜñôçóçò ùò ìéá åêôßìçóç, ðëÝïí, ôçò êáôáíïìÞò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá íá
êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï.

’Åôóé ï ðñïóåããéóôéêüò Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò äéáöÝñåé áðü ôïí áêñéâÞ ìüíï
óôï üôé áíôß íá ðÜñïõìå üëïõò ôïõò óõíäõáóìïýò ðáßñíïõìå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá áðü
áõôïýò. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå

Ðñïóåããéóôéêüò ’Åëåã÷ïò Ôõ÷áéïðïßçóçò

• BÞìá 1ï: ÈÝóå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ðïõ äåß÷íåé üôé äåí õðÜñ÷åé äéáöïñÜ

• BÞìá 2ï: ÄéÜëåîå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç, õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ ôçò tobs ãéá ôá
äåäïìÝíá ðïõ Ý÷åéò.

• BÞìá 3ï: Äçìéïýñãçóå k óõíäõáóìïýò äåäïìÝíùí áíôß ãéá üëïõò ôïõò äõíáôïýò
êáé õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá êáèÝíáí áðü áõôïýò

• BÞìá 4ï: Åêôßìçóå ôï p-value ùò

p− value =
m + 1
k + 1

,

üðïõ m = áñéèìüò óõíäõáóìþí ìåT ≥ tobs

Áðü ôá ðáñáðÜíù õðÜñ÷ïõí êÜðïéá óçìåßá ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé åîçãÞóåéò. ÁõôÜ
åßíáé

Ðüóïõò óõíäõáóìïýò íá ðÜñïõìå, äçëáäÞ ðïéá åßíáé ç ôéìÞ ôïõ k;
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Ãéáôß åêôéìïýìå Ýôóé ôï p-value;

Óå áõôÜ ôá åñùôÞìáôá èá áðáíôÞóïõìå óå ëßãï. Ðñéí üìùò ãßíåé áõôü ðñÝðåé
íá ôïíéóôïýí ôá åîÞò:

• ÅðåéäÞ ðáßñíïõìå áðëÜ Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá áðü üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò,
áõôü óçìáßíåé ðùò 2 åñåõíçôÝò ìå ôá ßäéá äåäïìÝíá ìðïñåß íá êáôáëÞîïõí óå
äéáöïñåôéêÜ áðïôåëÝóìáôá (äéáöïñåôéêÜ p-values). Ç äéáöïñÜ Ý÷åé íá êÜíåé
êáé ìå ôçí ôéìÞ ôïõ k, ðüóïõò áðü ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò èá ðÜñïõìå
áëëÜ êáé ìå Üëëá èÝìáôá.

• Áðü ôçí Üëëç áí ôá p-values ðïõ âñïõí ïé åñåõíçôÝò äéáöÝñïõí ìåí áëëÜ
óôçí ïõóßá äåß÷íïõí ðñïò ôçí ßäéá êáôåýèõíóç ùò ðñïò ôçí éó÷ý ôçò ìçäåíéêÞò
õðüèåóçò äåí õðÜñ÷åé ðñüâëçìá. ’Åíá p-value ìå ôéìÞ 0.80 äéáöÝñåé áðü Ýíá
Üëëï ìå ôéìÞ 0.82 áëëÜ êáé ôá 2 äåß÷íïõí ðùò ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç åßíáé áñêåôÜ
éó÷õñÞ. Ôï ðñüâëçìá õðÜñ÷åé áí ç ôéìÞ ôïõ p-value åßíáé êïíôÜ óôï 0.05, ãéá
ðáñÜäåéãìá, ôï ïðïßï óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò åßíáé ç ôéìÞ ðïõ áðïöáóßæù íá
äå÷ôþ Þ ü÷é ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Åêåß ÷ñåéÜæåôáé ðñïóï÷Þ. (Áí êÜíïõìå
Ýëåã÷ï óçìáíôéêüôçôáò êáé Üñá äåí áðïöáóßæïõìå äÝ÷ïìáé Þ áðïññßðôù ðÜëé
äåí õðÜñ÷åé ðñüâëçìá)

• ÅðåéäÞ ôï p-value ëïéðüí åßíáé êáé áõôü ìå ôç óåéñÜ ôïõ ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ,
ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôá-
ôéóôéêÜ åñãáëåßá üðùò èá äïýìå óå ëßãï.

ÐáñÜäåéãìá 2.2: 20 öïéôçôÝò êáé 20 öïéôÞôñéåò Ýãñáøáí Ýíá äéáãþíéóìá óôá
ÌáèçìáôéêÜ êáé âáèìïëïãÞèçêáí ìå Üñéóôá ôï 60. Ôá äåäïìÝíá äßíïíôáé óôïí
ðßíáêá 2.3 . ÕðÜñ÷åé äéáöïñÜ óôïõò ìÝóïõò üñïõò ôùí äýï öýëùí;

Áãüñéá 39, 44, 43, 47, 39, 46, 43, 43, 47, 41, 53, 60, 46, 45, 47, 53, 53, 57, 50, 46
Êïñßôóéá 53, 40, 53, 33, 52, 60, 49, 51, 44, 36, 44, 49, 39, 53, 51, 37, 48, 47, 42, 37

Ðßíáêáò 2.3: Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.2

Ôï ðñüâëçìá åßíáé üìïéï ìå áõôü ðïõ åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò. ÈÝëïõìå íá
óõãêñßíïõìå äýï ìÝóåò ôéìÝò. Áðü ôï äåßãìá âñßóêïõìå ðùò ïé äåéãìáôéêïß ìÝóïé
åßíáé 47.1 ãéá ôá áãüñéá êáé 45.9 ãéá ôá êïñßôóéá. Ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ èá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ðÜëé ç T = |x̄A − x̄K | êáé ç ôéìÞ ãéá ôï äåßãìá ìáò åßíáé
1.2. Áðïôåëåß áõôÞ ç ôéìÞ Ýíäåéîç ãéá íá áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç; ÅðåéäÞ

üëïé ïé äõíáôïß óõíäõáóìïß åßíáé

(
40
20

)
=137846528820, åðïìÝíùò áðïöáóßæïõìå

íá ìç êÜíïõìå áêñéâÞ Ýëåã÷ï áëëÜ ðñïóåããéóôéêü. ’Áñá äçìéïõñãïýìå k = 99
óõíäõáóìïýò (äçëáäÞ ìïéñÜæïõìå ôéò 40 ðáñáôçñÞóåéò ôõ÷áßá óå 2 ïìÜäåò áðü 20
ðáñáôçñÞóåéò) êáé õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò. Ïé 99 ôéìÝò ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ðïõ âñÞêáìå åßíáé (óå áýîïõóá óåéñÜ)

0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.05, 0.05, 0.05, 0.10, 0.10, 0.15, 0.15,
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0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.25,
0.25, 0.30, 0.30, 0.30, 0.35, 0.35, 0.35, 0.35, 0.35, 0.40, 0.40,
0.40, 0.40, 0.45, 0.45, 0.45, 0.55, 0.55, 0.55, 0.60, 0.65, 0.70,
0.70, 0.70, 0.70, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.75, 0.85,
0.85, 0.85, 0.85, 0.85, 0.90, 0.90, 0.90, 0.95, 0.95, 0.95, 0.95,
1.00, 1.05, 1.05, 1.05, 1.10, 1.10, 1.15, 1.15, 1.15, 1.25, 1.30,
1.30, 1.35, 1.35, 1.35, 1.40, 1.45, 1.45, 1.50, 1.50, 1.50, 1.55,
1.55, 1.70, 1.95, 2.00, 2.00, 2.00, 2.05, 2.05, 2.05, 2.15, 2.55

êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá âñïýìå üôé 24 öïñÝò ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò Þôáí
ìåãáëýôåñç Þ ßóç áðü ôï 1.2 ðïõ ðÞñáìå ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò, Üñá m = 24.
ÅðïìÝíùò âñßóêïõìå ðùò ç åêôßìçóç ôïõ p-value åßíáé p̃ = 24+1

99+1 = 0.25. ’Áñá
áí èÝóïõìå α=5% äåí ìðïñïýìå íá áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ðùò äåí
õðÜñ÷åé äéáöïñÜ óôç ìÝóç ôéìÞ ôùí áãïñéþí êáé ôùí êïñéôóéþí.

ÃñÜöçìá 2.1: Åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò åëåã÷ïóõíÜ-
ñôçóçò .

Ðáñáôçñåßóôå ðùò ïé 99 ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åðéôñÝðïõí ìéá ðñïóÝããéóç
ôçò êáôáíïìÞò ôçò. Óôï ãñÜöçìá 2.1 ìðïñåßôå íá äåßôå ìéá åêôßìçóç ãéá ôç óõ-
íÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò, ìå ôç ìÝèïäï ôùí ker-
nels. Ðáñáôçñïýìå ðùò ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êÜôù áðü ôç ìçäåíéêÞ
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õðüèåóç åßíáé áóýììåôñç ðñïò ôá áñéóôåñÜ. Ç äåîéÜ ïõñÜ ïöåßëåôáé óôçí áðïìáêñõóìÝíç
ôéìÞ 2.55.

Êáé ðÜëé ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå ðùò áí êÜðïéïò Üëëïò åñåõíçôÞò ðÜñåé 99
óõíäõáóìïýò, ðéèáíüôáôá èá åêôéìÞóåé Ýíá ëßãï äéáöïñåôéêü p-value, áöïý ìÜëëïí
èá ðÜñåé äéáöïñåôéêïýò óõíäõáóìïýò. Áõôü äåí áðïôåëåß ìåéïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ
êáèþò ôç ãåíéêÞ åéêüíá ó÷åôéêÜ ìå ôï áí éó÷ýåé Þ ü÷é ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ìðïñåß
êáíåßò íá ôç ó÷çìáôßóåé.

ÔÝëïò åßíáé åõíüçôï üôé üóï áõîÜíåé ç ôéìÞ ôïõ k ôüóï áõîÜíåé êáé ç óéãïõñéÜ
ìáò ãéá ôï óõìðÝñáóìá. Ôï êüóôïò åßíáé ðùò ðéèáíüôáôá ï õðïëïãéóôéêüò ÷ñüíïò
ðïõ ÷ñåéÜæåôáé åßíáé ìåãÜëïò.

2.4 Åêôßìçóç ôïõ p-value
Áò ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá åîçãÞóïõìå ãéáôß åêôéìïýìå ôï p-value ùò p̃ = m+1

k+1 .
ÊáôÜ áñ÷Üò äåäïìÝíïõ ðùò Ý÷ïõìå k ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò áõôü óçìáßíåé
ðùò üëç ôçí åõèåßá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ôçí Ý÷ïõìå ìïéñÜóåé óå k + 1 äéá-
óôÞìáôá êáé èÝëïõìå íá äïýìå ìÝóá óå ðïéï áðü áõôÜ ôá äéáóôÞìáôá áíÞêåé ç
ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò. Åðßóçò áí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ç
ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ðïõ ðáñáôçñÞóáìå ìðïñåß íá ðÝóåé ìÝóá óå ïðïéïäÞðïôå
äéÜóôçìá ìå ßäéá ðéèáíüôçôá êáé åðïìÝíùò ìå ðéèáíüôçôá 1/(k + 1). Áõôü åîçãåß
ôïí ðáñïíïìáóôÞ.

ÊÜèå ìéá ôéìÞ åßôå èá åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ðáñáôçñïýìåíç åßôå ìåãáëýôåñç.
Åðßóçò åî ïñéóìïý P (T ≥ tobs) = ptrue äçëáäÞ ôï ðñáãìáôéêü (áëëÜ Üãíùóôï)
p-value. Óõíåðþò ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ m áêïëïõèåß ôç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ãéá k
åðáíáëÞøåéò êáé ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò ptrue. ÅðïìÝíùò E(m) = kptrue êáé Üñá

E(p̃) = E

(
m + 1
k + 1

)
=

kptrue + 1
k + 1

> ptrue

ÅðïìÝíùò ðáñáôçñïýìå ðùò ç ðïóüôçôá p̃ åßíáé ìåñïëçðôéêÞ êáé ðùò õðåñåêôéìÜ
ôï ðñáãìáôéêü p-value. Áðü ôçí Üëëç áí åß÷áìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ãéá p-value ôçí
ðïóüôçôá m

k+1 èá Þôáí ìåñïëçðôéêÞ ðñïò ôá êÜôù äçëáäÞ èá õðïåêôéìïýóáìå ôï
p-value. Áí óêåöôåß êáíåßò ðùò ôï p-value ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá ðáßñíïõìå
áðïöÜóåéò, åßíáé ðñïôéìüôåñï íá ôï õðåñåêôéìïýìå ïðüôå èá áðïññßðôïõìå ëéãüôåñï
óõ÷íÜ áðü üôé ðñÝðåé ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç, åíþ áí ôï õðïåêôéìïýóáìå èá áðïññßðôáìå
ðéï óõ÷íÜ.

Áðü ôçí Üëëç åßíáé åíäéáöÝñïí íá äïýìå ðüóï ìåãÜëç åßíáé ç ìåñïëçøßá ðïõ
Ý÷ïõìå. ’Åôóé

Bias(p̃) = E(p̃)− ptrue =
kptrue + 1

k + 1
− ptrue =

1− ptrue

k + 1

Ï áñéèìçôÞò åßíáé óå êÜèå ðåñßðôùóç ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ôçò ìïíÜäáò ïðüôå áí
åðéëÝîïõìå k = 99 ç ìåñïëçøßá åßíáé, êáôÜ ìÝóï üñï, ìéêñüôåñç áðü 0.01. ÅðïìÝ-
íùò áêüìá êáé ãéá 99 åðáíáëÞøåéò ôï óöÜëìá åßíáé óôï äåýôåñï äåêáäéêü øçößï
êáé Üñá åßìáóôå áñêåôÜ óßãïõñïé ãéá ôï ðüóï ðåñßðïõ åßíáé ç ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ ôïõ
p-value.
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ÔÝëïò ìðïñåß êÜðïéïò íá êáôáóêåõÜóåé åýêïëá êáé ãñÞãïñá ðñïóåããéóôéêÜ
äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ôï ðñáãìáôéêü p-value ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áóõ-
ìðôùôéêÞ êáíïíéêüôçôá ôïõ p̃ (èõìçèåßôå ðùò ç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ðñïóåããßæåé
ó÷åôéêÜ ãñÞãïñá ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ). ’Åôóé Ýíá ðñïóåããéóôéêü 95% äéÜóôçìá
åìðéóôïóýíçò åßíáé ôï

p̃± 1.96

√
p̃(1− p̃)

k
.

Ðñïóï÷Þ: Åßíáé óùóôü íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò ç ðñïóÝããéóç ôçò äéùíõìéêÞò
áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ äåí åßíáé óùóôÞ áí ãéá ðáñÜäåéãìá ôï p-value åßíáé
ðïëý êïíôÜ óôï 0. ’Ïìùò óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ï åñåõíçôÞò åßíáé ó÷åôéêÜ áñêåôÜ
âÝâáéïò ãéá ôçí áðüññéøç ôçò ìçäåíéêÞò ôïõ õðüèåóçò ïðüôå äåí Ý÷åé íüçìá
íá öôéÜîïõìå äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò. ÃåíéêÜ ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ìáò
âïçèÜíå óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ åßìáóôå êïíôÜ óôï åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêü-
ôçôáò, ïðüôå èÝëïõìå íá äïýìå êáôÜ ðüóï äå÷üìáóôå Þ áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç.

Åðßóçò ìéá Üëëç åñìçíåßá ãéá ôïí ôñüðï ðïõ õðïëïãßæïõìå ôï p-value åßíáé
ðùò áí Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé k äåßãìáôá êáé ìå áõôÜ èÝëïõìå íá ðñïóåããßóïõìå
ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò, õðÜñ÷åé êáé ìéá áêüìá ôéìÞ äéáèÝóéìç áðü
ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò: ç ðáñáôçñçèåßóá ôéìÞ. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå
äéáèÝóéìåò k+1 ôéìÝò. Ùò ðñïò ôïí áñéèìçôÞ îÝñïõìå óßãïõñá ðùò áõôÞ ç k+1 ôéìÞ
åßíáé ßóç ìå ôçí ðáñáôçñçèåßóá áöïý åßíáé ç ðáñáôçñçèåßóá êáé Ýôóé ðñïêýðôåé ï
áñéèìçôÞò.

ÊáôáëÞãïíôáò ãéá ôï ðüóåò åðáíáëÞøåéò (ðüóïõò óõíäõáóìïýò) ÷ñåéáæüìáóôå
Ýíáò åìðåéñéêüò êáíüíáò åßíáé ï åîÞò:

Áí ôï k åßíáé ðïëý ìéêñü (ð÷ 20) êáé ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ìáò Ý÷åé ìåãÜëç
ìåôáâëçôüôçôá áõôü áõîÜíåé ôçí ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò. ’Áñá ìéá ôéìÞ ôïõ k êïíôÜ
óôï 100 åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ åöüóïí ôï ðñüâëçìá åðéôñÝðåé ôüóåò åðáíáëÞøåéò áðü
Üðïøç ÷ñüíïõ. (ÐáñáôÞñçóç: óõíÞèùò äéáëÝãïõìå ü÷é 100 áëëÜ 99 åðáíáëÞøåéò,
áðëÜ þóôå ï ðáñïíïìáóôÞò óôçí åêôßìçóç ôïõ p-value íá åßíáé óôñïããõëüò áñéèìüò
êáé Üñá ç åêôßìçóç íá ìçí Ý÷åé ðïëëÜ äåêáäéêÜ øçößá. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá Üëëåò
ôéìÝò ôïõ k ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ðñÜîç).

Áí ôï p-value ðïõ ðáßñíïõìå åßíáé êïíôÜ óôï åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêü-
ôçôáò, áýîçóå ôï k ìÝ÷ñé ôï 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò íá åßíáé îåêÜèáñï ùò
ðñïò ôçí áðüöáóç ðïõ èá ðÜñåéò, äçëáäÞ íá ìçí ðåñéÝ÷åé ôçí ôéìÞ ôïõ åðéðÝäïõ
óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò.

ÅðåéäÞ ïé õðïëïãéóôÝò åßíáé ðéá áñêåôÜ ãñÞãïñïé 999 åðáíáëÞøåéò åßíáé ôéò
ðåñéóóüôåñåò öïñÝò åýêïëï íá ãßíïõí åðïìÝíùò áõôÞ åßíáé ìéá êáëÞ åðéëïãÞ. Ãéá
ðáñÜäåéãìá êÜðïéá óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá ðïõ ðñïóöÝñïõí åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò
÷ñçóéìïðïéïýí áêüìá ìåãáëýôåñåò ôéìÝò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôï SPSS for WIN-
DOWS ðïõ ç áñ÷éêÞ åðéëïãÞ ôïõ åßíáé 10000 äåßãìáôá.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç ï åñåõíçôÞò ðñÝðåé íá ëÜâåé õðüøç ôïõ ôï êüóôïò óå
õðïëïãéóôéêü ÷ñüíï.

ÔÝëïò èá ðñÝðåé íá óçìåéùèåß, ðùò áí ôï k åßíáé ó÷åôéêÜ ìåãÜëï ìðïñåß êáíåßò
íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ùò åêôßìçóç ôïõ p-value áðëÜ ôï ëüãï m/k ï ïðïßïò åßíáé
áðëïúêüò ìåí, áëëÜ ìðïñåß íá ìáò äåßîåé áí éó÷ýåé Þ ü÷é ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.



’Åëåã÷ïé Ôõ÷áéïðïßçóçò 77

Ìåñéêïß óõããñáöåßò ÷ñçóéìïðïéïýí áõôü ãéá íá åêôéìïýí ôï p-value. Åßíáé îåêÜèáñï
üôé ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ k ïõóéáóôéêÜ ç äéáöïñÜ åßíáé áìåëçôÝá. ÐñïóÝîôå åðßóçò
üôé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ p̃ äåí õðÜñ÷åé ðåñßðôùóç íá åêôéìÞóïõìå ôï p-value ùò 0, êÜôé
ðïõ ìïéÜæåé ëïãéêü áêüìá êáé áí Ý÷ïõìå ìåãÜëï k, áöïý ðÜíôá õðÜñ÷åé ìéá ìéêñÞ
ðéèáíüôçôá íá ðÜñïõìå ìéá áêüìá ðéï áêñáßá ôéìÞ.

2.5 Ðáñáäåßãìáôá

2.5.1 ÁìåñéêÜíéêåò ÅêëïãÝò

Ôï óýóôçìá ôùí åêëïãþí óôéò ÇÐÁ ãéá ôçí áíÜäåéîç ðñïÝäñïõ åßíáé ðëåéïøçöéêü,
äçëáäÞ áõôüò ðïõ èá êåñäßóåé óå ìéá ðïëéôåßá êåñäßæåé üëïõò ôïõò åêëÝêôïñåò
áõôÞò ôçò ðïëéôåßáò. ÅðïìÝíùò ìåñéêïß ðïëéôéêïß áíáëõôÝò õðïóôçñßæïõí ðùò üóï
ôï áðïôÝëåóìá ìïéÜæåé íá åßíáé ðéï áìößññïðï ôüóï ìåãáëýôåñç åßíáé ç óõììåôï÷Þ
ôùí øçöïöüñùí óôéò åêëïãÝò, ðñïöáíþò ãéáôß èåùñïýí ðùò åßíáé ðéï óçìáíôéêü
íá óõììåôÜó÷ïõí óôéò åêëïãÝò áöïý ç øÞöïò ôïõò åßíáé ðïëýôéìç. Ôá äåäïìÝíá
ðïõ âëÝðåôå óôïí ðßíáêá 2.4 , áöïñïýí ôéò áìåñéêÜíéêåò åêëïãÝò ôïõ 1844 üðïõ ïé
2 õðïøÞöéïé åß÷áí ôåëéêÜ ðïëý ìéêñÞ äéáöïñÜ øÞöùí. Ôï åñþôçìá ðïõ èÝëïõìå
íá åîåôÜóïõìå åßíáé áí áëçèåýåé ï éó÷õñéóìüò ôùí áíáëõôþí .

Áò áñ÷ßóïõìå ðñïóðáèþíôáò íá ïñßóïõìå ôï ðñüâëçìá ìå óôáôéóôéêÞ ïñïëïãßá.
Ç õðüèåóç ðùò üóï ìéêñüôåñç åßíáé ç äéáöïñÜ ôüóï ìåãáëýôåñç åßíáé ç óõììåôï÷Þ,
óçìáßíåé ðùò ç óõó÷Ýôéóç ìåôáîý ôùí äýï ìåôáâëçôþí åßíáé áñíçôéêÞ. ÅðïìÝíùò
èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå ôçí

H0: äåí õðÜñ÷åé ó÷Ýóç áíÜìåóá óôç óõììåôï÷Þ êáé ôç äéáöïñÜ

H1: õðÜñ÷åé áñíçôéêÞ ó÷Ýóç

ÐñïóÝîôå ðùò

• ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ðñÝðåé íá äçëþíåé ôçí áíõðáñîßá êÜðïéáò äïìÞò óôá
äåäïìÝíá.

• ç åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç åßíáé ìïíüðëåõñç

Áöïý ëïéðüí èÝóáìå ôéò õðïèÝóåéò, ðñÝðåé íá äéáëÝîïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñ-
ôçóç. Áðü ôéò õðïèÝóåéò âëÝðïõìå ðùò ï óõíôåëåóôÞò óõó÷Ýôéóçò ôïõ Pearson åßíáé
õðïøÞöéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç, áöïý ðåñéìÝíïõìå íá ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 0 áí éó÷ýåé ç
ìçäåíéêÞ õðüèåóç êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò áí éó÷ýåé ç åíáëëáêôéêÞ. Ðñïöáíþò äåí åßíáé
ç ìüíç õðïøÞöéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç. Ìðïñåß êÜðïéïò íá ðåé ðùò ï óõíôåëåóôÞò β
ôçò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò åßíáé êáé áõôüò ìéá åíáëëáêôéêÞ éäÝá, êáèþò êáé
äéÜöïñåò Üëëåò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò. ÄéáëÝãïõìå íá äïõëÝøïõìå ìå ôï óõíôåëåóôÞ
óõó÷Ýôéóçò.

Åßðáìå ðñïçãïõìÝíùò ðùò ãéá êáèáñÜ ôå÷íéêïýò ëüãïõò èÝëïõìå íá áðïññßðôïõìå
ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò. ÅðïìÝíùò åðåéäÞ
óôçí ðåñßðôùóç ìáò áðïññßðôïõìå ãéá ìéêñÝò ôéìÝò (áñíçôéêüò óõíôåëåóôÞò óõó÷Ýôéóçò),
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Ðïëéôåßá Óõììåôï÷Þ % Áðüëõôç äéáöïñÜ %
Maine 67.5 13

New Hampshire 65.6 19
Vermont 65.7 18

Masschusetts 59.3 12
Rhode Island 39.8 20
Connecticut 76.1 5
New York 73.6 1
New Jersey 81.6 1
Pensylvania 75.5 2
Maryland 80.3 3
Virginia 54.5 6

North Carolina 79.1 5
Georgia 94.0 4

Kentucky 80.3 8
Tennessee 89.6 1
Louisianna 44.7 3
Alabama 82.7 18
Missisipi 89.7 13

Ohio 83.6 2
Indiana 84.9 2
Illinois 76.3 12

Missouri 74.7 17
Arkansas 68.8 26
Michigan 79.3 6

Ðßíáêáò 2.4: Ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí áìåñéêÜíéêùí ðñïåäñéêþí åêëïãþí ôïõ 1844
óå 24 ðïëéôåßåò. Óôïí ðßíáêá âëÝðåôå ôï ðïóïóôü ôçò óõììåôï÷Þò êáé ôçí áðüëõôç
äéáöïñÜ áíÜìåóá óôïõò äýï õðïøçößïõò.
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áñêåß íá áëëÜîïõìå ôï ðñüóçìï êáé íá äéáëÝîïõìå ãéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç ôçí
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ÃñÜöçìá 2.2: ÄéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôá äåäïìÝíá ôùí áìåñéêÜíéêùí åêëïãþí

Õðïëïãßæïõìå áðü ôá äåäïìÝíá ìáò ðùò tobs = 0.36, äçëáäÞ ç áíôßèåôç ôéìÞ
ôïõ óõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò ôùí äåäïìÝíùí ìáò. ÈÝëïõìå íá äïýìå êáôÜ ðüóï áõôÞ
ç ôéìÞ åßíáé ëïãéêÞ áí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

Äåßôå óôï ãñÜöçìá 2.2 ôï äéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôéò 24 ðáñáôçñÞóåéò ìáò.
ÕðÜñ÷åé ìéá ìÜëëïí áìõäñÞ áñíçôéêÞ óõó÷Ýôéóç, áëëÜ óßãïõñá äåí öáßíåôáé êÜôé
ðñïöáíÝò.

Óôçí ðåñßðôùóç ìáò ç ôõ÷áéïðïßçóç õðïíïåß üôé èá ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå
üëåò ôéò äõíáôÝò 24Üäåò æåõãþí äéáöïñþí êáé óõììåôï÷Þò. ÄåäïìÝíïõ üôé ãéá íá
êáôáóêåõÜóïõìå üëåò áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï íá êñáôÞóïõìå
ôç ìéá ìåôáâëçôÞ óôáèåñÞ êáé ìåôÜ ãéá ôçí Üëëç óôÞëç, íá ðÜñïõìå üëåò ôéò
äõíáôÝò äéáôÜîåéò, åßíáé êáôáíïçôü üôé Ýíáò áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðüéçóçò äåí
åßíáé åöéêôüò. ÅðïìÝíùò èá êÜíïõìå Ýíáí ðñïóåããéóôéêü Ýëåã÷ï. ÄéáëÝãïõìå íá
ðÜñïõìå k = 99 äéáöïñåôéêÝò 24Üäåò æåõãþí ôõ÷áßá, êáé íá õðïëïãßóïõìå ôçí
åëåã÷ïóõíÜñôçóç.

Óôï ãñÜöçìá 2.3 ìðïñåßôå íá äåßôå ôï éóôüãñáììá ôùí 99 ôéìþí ðïõ ðÞñáìå.
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ÃñÜöçìá 2.3: Éóôüãñáììá ôùí ôéìþí ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ôùí
áìåñéêÜíéêùí åêëïãþí.

Ðáñáôçñïýìå ðùò ç ôéìÞ 0.36 ðïõ Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé åßíáé óôç äåîéÜ ïõñÜ ôçò
êáôáíïìÞò åêåß äçëáäÞ ðïõ áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Áí åêôéìÞóïõìå
ôï p-value üðùò åßäáìå ðñéí êáé åðåéäÞ m = áñéèìüò óõíäõáóìþí ìå T ≥ tobs=3,
âñßóêïõìå ðùò p̃ = m+1

k+1 = 4
100 = 0.04. BëÝðïõìå ðùò ôï åêôéìçìÝíï p-value åßíáé

ðïëý êïíôÜ óôï 5% ôï ïðïßï åßíáé ôï óõíçèéóìÝíï åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêü-
ôçôáò, åðïìÝíùò äåí ìðïñåß êÜðïéïò íá íéþèåé óßãïõñïò ãéá ôçí áðüöáóÞ ôïõ. ’Åíá
95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôï ðñáãìáôéêü p-value åßíáé ôï (0.002, 0.078).

Óå áõôü ôï óçìåßï ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé ðéèáíüôáôá áí êÜðïéïò îáíáôñÝîåé ãéá
ôá ßäéá äåäïìÝíá Üëëåò 99 åðáíáëÞøåéò åíäÝ÷åôáé íá ðÜñåé äéáöïñåôéêü p-value
(èá äïýìå óå ëßãï ôçí êáôáíïìÞ ôïõ p-value üðùò åêôéìÞèçêå ìå 100 åðáíáëÞøåéò
ôçò äéáäéêáóßáò).

Ãéá íá åßìáóôå ðéï óßãïõñïé ðñÝðåé íá áõîÞóïõìå ôïí áñéèìü ôùí åðáíáëÞøåùí.
ÊÜíïíôáò ôþñá 999 åðáíáëÞøåéò âñßóêïõìå m = 37, ïðüôå p̃ = 0.038. Ôþñá
Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åßíáé (0.027, 0.049). Ôþñá åßìáóôå êÜðùò ðéï
âÝâáéïé êáèþò öáßíåôáé ðùò ôï p-value åßíáé ìÜëëïí ìéêñüôåñï áðü 5% êáé Üñá
áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç, äçëáäÞ õðÜñ÷åé áñíçôéêÞ ó÷Ýóç óôéò 2 ìåôá-
âëçôÝò.

Åßíáé ðïëý óçìáíôéêü íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò áí êáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
êÜíïõìå Ýëåã÷ï ãéá Ýíáí óõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò, äåí Ý÷ïõìå êÜíåé êáìßá õðüèåóç
ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. ’Å÷ïíôáò êÜíåé ôçí õðüèåóç ðùò ç áðü êïéíïý êá-
ôáíïìÞ ôùí äýï ìåôáâëçôþí Þôáí ç äéìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, èá ìðïñïýóå
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êÜðïéïò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé õðÜñ÷ïíôåò åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí ãéá ôï óõíôåëåóôÞ
óõó÷Ýôéóçò. Èõìçèåßôå ðùò ôÝôïéïé Ýëåã÷ïé óôçñßæïíôáé óå áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝ-
óìáôá êáé ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ äåéãìáôéêïý óõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò áðü êáíïíéêïýò
ðëçèõóìïýò åßíáé ìéá ðåñßðëïêç êáôáíïìÞ ðïõ äýóêïëá ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóåé. ÌÜëéóôá ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò ìðïñåß êÜðïéïò íá åðáëçèåýóåé ðùò ç
õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò ôïõ ðëçèõóìïý äåí öáßíåôáé íá éó÷ýåé.

ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóå êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ãéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç ôï
óõíôåëåóôÞ β ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ïé õðïèÝóåéò èá
Þôáí:

H0 : β = 0
H1 : β < 0
’Áñá èá êÜíáìå Ýíáí Ýëåã÷ï ãéá ôç óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá ôïõ óõíôåëåóôÞ β

ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ÷ùñßò íá Ý÷ïõìå êÜíåé êáìéÜ õðüèåóç ãéá ôçí êáíïíéêüôçôá
ôïõ ðëçèõóìïý. Åßíáé ìÜëéóôá ãíùóôü ðùò ï åêôéìçôÞò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôïõ
β êáé ï äåéãìáôéêüò óõíôåëåóôÞò óõó÷Ýôéóçò Ý÷ïõí ìéá áðëÞ óõíáñôçóéáêÞ ó÷Ýóç
êáé åðïìÝíùò ç éóïäõíáìßá ôùí äýï åëÝã÷ùí ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß êáé èåùñçôéêÜ.

Áîßæåé åäþ íá áíáöÝñïõìå ôï åîÞò. Áí åðáíáëÜâïõìå ôïí Ýëåã÷ï 100 öïñÝò èá
êáôáëÞîïõìå óå 100 ôéìÝò ãéá ôï p-value. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áõôÝò ïé ôéìÝò èá
áðïôåëïýí ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò êáôáíïìÞò ôïõ p-value. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï
êáôáóêåõÜóáìå ôï éóôüãñáììá ðïõ áêïëïõèåß. ÄåäïìÝíïõ ðùò k = 99 ôá p-value
ðïõ ðÞñáìå åß÷áí êÜèå öïñÜ áêñßâåéá 2 äåêáäéêþí øçößùí.
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ÃñÜöçìá 2.4: Éóôüãñáììá óõ÷íïôÞôùí ãéá ôï p-value âáóéóìÝíï óå 100 åðáíáëÞ-
øåéò ôïõ åëÝã÷ïõ.
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Èåñáðåßá Á 13 áóèåíåßò x̄A = 3
Èåñáðåßá B 24 áóèåíåßò x̄B = 6
Èåñáðåßá Ã 17 áóèåíåßò x̄Γ = 2
Èåñáðåßá Ä 8 áóèåíåßò x̄∆ = 1

Ðßíáêáò 2.5: ÁðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò 4 äéáöïñåôéêÝò èåñáðåßåò

Áðü ôï ãñÜöçìá 2.4 ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåéò ðùò ïé ðåñéóóüôåñåò ôéìÝò
åßíáé ìéêñüôåñåò Þ ßóåò ôïõ 5% (ãéá ôçí áêñßâåéá 75 óôéò 100). Ç ìÝóç ôéìÞ åßíáé
0.0427 åíþ áí êáíåßò ÷ñçóéìïðïéÞóåé üëåò ôéò åðáíáëÞøåéò ôüôå èá âñåé ðùò áðü ôéò
9900 ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ôï åêôéìçèÝí p-value åßíáé 0.0431 åíþ ôï 95% äéÜ-
óôçìá åìðéóôïóýíçò ãßíåôáé (0.039214, 0.047320) êáé ìáò ïäçãåß åê ôïõ áóöáëïýò
íá áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Áõôü ðïõ åßíáé åíäéáöÝñïí åßíáé íá ðá-
ñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò ìðïñåß íá åêôéìÞóåé ü÷é ìüíï ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò áëëÜ ìå åðáíÜëçøç ôçò äéáäéêáóßáò ìðïñåß
íá åêôéìÞóåé êáé ôçí êáôáíïìÞ ôïõ p-value ôïõ åëÝã÷ïõ. ÌÜëéóôá, ðáñáôçñåßóôå
ðùò ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åðéêáëåóôÞêáìå ôçí
êáíïíéêüôçôá ôçò êáôáíïìÞò ôïõ p̃. Áðü ôï éóôüãñáììá ìðïñåß êáíåßò íá ðáñá-
ôçñÞóåé ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ äåí öáßíåôáé íá åßíáé êáíïíéêÞ êáé åðïìÝíùò êáé ôá
äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò åßíáé áìöéâüëïõ ðïéüôçôáò. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïé-
Þóåé k = 99, ïé ôéìÝò ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ôï p̃ åßíáé äéáêñéôÝò (äéáêñéôÝò èá Þôáí
óå êÜèå ðåñßðôùóç!) áëëÜ êáé ëßãåò óôïí áñéèìü. Áõôüò åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ ç
ðñïóÝããéóç ôçò êáôáíïìÞò áðü ôçí êáíïíéêÞ äåí åßíáé ðïëý êáëÞ.

2.5.2 ÁíÜëõóç Äéáêýìáíóçò
Áò äïýìå Ýíá áêüìá ðáñÜäåéãìá ðïõ áöïñÜ ôïí Ýëåã÷ï éóüôçôáò ðïëëþí ìÝóùí
ôéìþí.

62 áóèåíåßò õðïâëÞèçêáí óå 4 äéáöïñåôéêÝò èåñáðåßåò êáé ãéá êáèÝíá ìåôñÞèçêå
ç âåëôßùóç ðïõ ðáñïõóßáóå óå êÜðïéï óõóôáôéêü ôïõ áßìáôïò. Ôá áðïôåëÝóìáôá
ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí ðßíáêá 2.5

Ç õðüèåóç ðïõ èÝëïõìå íá åñåõíÞóïõìå åßíáé áí õðÜñ÷åé äéáöïñÜ óôéò èåñáðåßåò.
Ôï ðñüâëçìá åßíáé Ýíá êëáóéêü ðñüâëçìá åëÝã÷ïõ äéáöüñùí ðïëëþí ìÝóùí

ôéìþí. Ãéá êáíïíéêïýò ðëçèõóìïýò ìðïñïýìå íá ôï áíôéìåôùðßóïõìå ÷ñçóéìïðïé-
þíôáò ÁíÜëõóç Äéáêýìáíóçò (ANOVA). ÅðåéäÞ üìùò äåí Ý÷ïõìå åäþ êáìéÜ ôÝôïéá
ðëçñïöïñßá, ðñï÷ùñÜìå ìå Ýíáí Ýëåã÷ï ôõ÷áéüôçôáò. Ïé õðïèÝóåéò ìáò åßíáé

H0: üëåò ïé ìÝóåò ôéìÝò åßíáé ßäéåò
H1: ôïõëÜ÷éóôïí 2 äéáöÝñïõí ìåôáîý ôïõò
Óôçí êëáóéêÞ áíÜëõóç äéáêýìáíóçò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç F.

Ï êýñéïò ëüãïò åßíáé ðùò áõôÞ ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç Ý÷åé ãíùóôÞ êáôáíïìÞ üôáí
éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Ç âáóéêÞ éäÝá ôçò áíÜëõóçò äéáêýìáíóçò åßíáé ðùò ç
óõíïëéêÞ äéáêýìáíóç ìðïñåß íá äéáóðáóôåß óå äýï ìÝñç, ôï Ýíá áöïñÜ ôç äéáóðïñÜ
ôùí ìÝóùí ôéìþí ôùí ãêñïõð ìåôáîý ôïõò êáé ôï Üëëï ôéò áðïêëßóåéò ìÝóá óôá
ãêñïõð. Áí üëåò ïé ìÝóåò ôéìÝò Þôáí ßäéåò áõôü óÞìáéíå ðùò ïé ôåôñáãùíéêÝò
áðïêëßóåéò ôùí 4 ìÝóùí áðü ôï óõíïëéêü ìÝóï èá Þôáí ìéêñÝò. ÅðïìÝíùò ìéá
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ëïãéêÞ åëåã÷ïóõíÜñôçóç åßíáé ç T =
∑

i=A,B,Γ,∆

(x̄i − x̄)2.

Ãéá íá êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò èá ðñÝðåé íá ìïéñÜóïõìå ôïõò 62
áóèåíåßò óôéò 4 èåñáðåßåò Ýôóé þóôå êÜèå èåñáðåßá íá Ý÷åé ôï óùóôü áñéèìü
áóèåíþí êáé íá õðïëïãßóïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç. Áõôü ðñÝðåé íá åðáíáëçöèåß
k öïñÝò êáé óôç óõíÝ÷åéá íá óõãêñßíïõìå ôçí ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ìå áõôÝò.
ÓõíÞèùò ôá äåäïìÝíá ìáò èá åßíáé äýï óôÞëåò (ìåôáâëçôÝò), ç ìéá åê ôùí ïðïßùí
èá ðåñéÝ÷åé ôéò ôéìÝò ôùí áóèåíþí êáé ç Üëëç ôçí ïìÜäá óôçí ïðïßá áíÞêåé êÜèå
áóèåíÞò. Óõíåðþò, õðïëïãéóôéêÜ ç ôõ÷áéïðïßçóç ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß êñáôþíôáò
ìéá áðü ôéò äýï ìåôáâëçôÝò ðïõ Ý÷ïõìå óôáèåñÞ êáé áíáêáôåýïíôáò ôçí Üëëç.

Ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò Ý÷ïõìå tobs = 14, êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò k = 99 âñÞêáìå
m = 17, Üñá p̃ = 17+1

99+1 = 0.18, Üñá äåí áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

2.6 ÅðéëïãÞ Åëåã÷ïóõíÜñôçóçò

Áò äïýìå ëßãï ôï èÝìá ôçò åðéëïãÞò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êáé ðùò ìðïñïýìå íá
áðëïðïéÞóïõìå ôçí åðéëïãÞ. Ãéá ôç äéåîáãùãÞ ôïõ åëÝã÷ïõ éóüôçôáò äýï ìÝóùí
ôéìþí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç t = x̄−ȳr

s2x
nx

+
s2y
ny

. Ï ðáñïíïìáóôÞò

óôçí ïõóßá åîõðçñåôåß ìüíï ôï ãåãïíüò ðùò ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
åßíáé ãíùóôÞ êáé ôßðïôá Üëëï. ÅðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç ìáò ìðïñïýìå íá ôçí
áãíïÞóïõìå êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç t = x̄− ȳ. ’Ïìùò èá
éó÷ýåé

t = x̄− ȳ =
nx∑

i=1

Xi

(
1
nx

+
1
ny

)
−

(
nx∑

i=1

Xi +
ny∑

i=1

Yi

)
1
ny

’Ïìùò óå áõôÞ ôç ìïñöÞ ïé ðïóüôçôåò
(

1
nx

+ 1
ny

)
êáé

(
nx∑
i=1

Xi +
ny∑
i=1

Yi

)
åßíáé

ãíùóôÝò áöïý ç ìåí ðñþôç Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôá ìåãÝèç ôùí åðéìÝñïõò äåéãìÜôùí, ç
äå äåýôåñç ìå ôï Üèñïéóìá üëùí ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ åßíáé óôáèåñü ãéá êÜèå
äéÜôáîç ôïõ äåßãìáôïò. ÅðïìÝíùò ìïéÜæåé ëïãéêü íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáíåßò ìüíï

ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç t′ =
nx∑
i=1

Xi.

ÄçëáäÞ óôïõò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðëÝò
åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò åßíáé éóïäýíáìåò ìå Üëëåò ðéï ðïëýðëïêåò ðïõ ÷ñç-
óéìïðïéïýíôáé óôïõò êëáóóéêïýò åëÝã÷ïõò áðïêëåéóôéêÜ êáé ìüíï ãéá íá ìðïñïýìå
íá âñïýìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõò. Óôïõò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò êÜôé ôÝôïéï äåí
åßíáé ðñüâëçìá áöïý åêôéìÜìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êáé Üñá äåí
÷ñåéÜæåôáé íá ôçí îÝñïõìå.

Óôï ðáñÜäåéãìá ôùí áìåñéêÜíéêùí åêëïãþí ìðïñåß êÜðïéïò íá ðáñáôçñÞóåé
ðùò ï ðáñïíïìáóôÞò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé ðÜíôá ï ßäéïò áöïý áöïñÜ ôá
áèñïßóìáôá ôåôñáãþíùí êÜèå ìåôáâëçôÞò êáé ðáñáìÝíåé ï ßäéïò óå êÜèå åðáíÜ-

ëçøç. Ç óõíäéáêýìáíóç, äçëáäÞ ï áñéèìçôÞò ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò
n∑

i=1

XiYi/n−
X̄Ȳ üðïõ êáé ðÜëé ï äåýôåñïò üñïò åßíáé óôáèåñüò óå êÜèå åðáíÜëçøç. Óõíåðþò
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ìéá åíôåëþò éóïäýíáìç åëåã÷ïóõíÜñôçóç åßíáé ç

T2 = −
n∑

i=1

XiYi

ðïõ åßíáé áðëüò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôçò ðñïçãïýìåíçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò. Óõ-
íåðþò ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá ðÜñåé êÜðïéïò èá åßíáé áêñéâþò ôá ßäéá (äçëáäÞ
èá âñåß ßäéï p-value). Ï õðïëïãéóìüò ôçò T2 åßíáé óáöþò ðéï áðëüò.

Åßíáé åõíüçôï ðùò ãéá Ýíáí óõãêåêñéìÝíï Ýëåã÷ï õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñåò áðü
ìéá åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ðïõ èá ìðïñïýóáí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí, óõíÞèùò ìå ðáñüìïéá
áðïôåëÝóìáôá. Ðáñüëá áõôÜ õðÜñ÷åé êßíäõíïò ìåñéêÝò öïñÝò ïé äéÜöïñåò åëåã÷ï-
óõíáñôÞóåéò íá ïäçãïýí óå äéáöïñåôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôçí áðüññéøç
Þ ü÷é ôçò ìçäåíéêÞò õðüèåóçò. Ðùò èá äéáëÝîïõìå ëïéðüí áíÜìåóá óå ðéèáíÝò
åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò;

Ç áðÜíôçóç äåí åßíáé áðëÞ. Åßíáé ðÜíôá ÷ñÞóéìï íá ðñïôéìïýìå åëåã÷ïóõ-
íáñôÞóåéò ãíùóôÝò êáé äïêéìáóìÝíåò áðü ôï íá ïñßæïõìå åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò áðü
ôçí áñ÷Þ. Ç âáóéêÞ áñ÷Þ åßíáé ðùò ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç èá ðñÝðåé íá ìðïñåß íá
äéáêñßíåé êáèáñÜ áíÜìåóá óôç ìçäåíéêÞ êáé ôçí åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç, äçëáäÞ íá
ðáßñíåé äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò üôáí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç áðü üôáí äåí éó÷ýåé.

ÈåùñçôéêÜ áõôü ðïõ ðñÝðåé íá åîåôÜæåé êáíåßò åßíáé ç éó÷ýò ôïõ åëÝã÷ïõ.
Õðåíèõìßæïõìå, êÜðïéá âáóéêÜ ðñÜãìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôïõò åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí.
Óå êÜèå Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí õðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÜ óöÜëìáôá ðïõ ìðïñïýìå íá
êÜíïõìå. Ôï óöÜëìá ôýðïõ É áíáöÝñåôáé óôï íá áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
åíþ åßíáé áëçèéíÞ åíþ ôï óöÜëìá ôýðïõ ÉÉ áíáöÝñåôáé óôï íá äå÷ôïýìå ôç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç åíþ ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé óùóôÞ. Ç ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò ôýðïõ É, óõíÞèùò
ôçí ïíïìÜæïõìå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò åíþ ôï óõìðëçñùìáôéêü ôçò
ðéèáíüôçôáò óöÜëìáôïò ôýðïõ ÉÉ áðïôåëåß ôçí éó÷ý ôïõ åëÝã÷ïõ. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå

α = P (óöÜëìá ôýðïõ É)
β = P (óöÜëìá ôýðïõ ÉÉ) êáé
γ = 1− β

Áõôü ëïéðüí ðïõ Ý÷åé óçìáóßá åßíáé íá äéáëÝîïõìå ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ íá
Ý÷åé ìåãÜëç éó÷ý, áöïý óõíÞèùò óôïõò åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí ôï α åßíáé ðñïåðéëåãìÝíï
êáé Üñá ìüíï ôï β ìÝíåé íá åîáñôÜôáé áðü ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç.

ÊÜôé ðïõ ðåñéðëÝêåé áêüìá ðåñéóóüôåñï ôá ðñÜãìáôá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôç
ìïñöÞ ôçò åíáëëáêôéêÞò êáèþò êÜðïéåò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ìåãÜëç éó÷ý ùò
ðñïò óõãêåêñéìÝíåò åíáëëáêôéêÝò õðïèÝóåéò êáé ìéêñÞ éó÷ý ðñïò êÜðïéåò Üëëåò.
ÕðÜñ÷ïõí üìùò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ðïõ íá åßíáé âÝëôéóôåò Ýíáíôé óå êÜèå åíáëëáêôéêÞ
õðüèåóç; Ç áðÜíôçóç åßíáé ðùò ãåíéêÜ äåí õðÜñ÷ïõí, åêôüò áðü åéäéêÝò ðåñéðôþ-
óåéò üðïõ êáíåßò ìðïñåß íá äåßîåé ôéò áðáéôïýìåíåò éäéüôçôåò, üðùò ôï ðïëý ãíùóôü
ìáò t-test . Óõíåðþò èá ðñÝðåé êáíåßò íá ìåëåôÞóåé ôçí éó÷ý ôïõ åëÝã÷ïõ ãéá íá
áðïöáíèåß áí ï Ýëåã÷ïò åßíáé ï êáëýôåñïò áðü ìéá óåéñÜ ðñïôåéíüìåíùí åëÝã÷ùí.

Äåí èá åðåêôáèïýìå ðåñéóóüôåñï óå áõôü ôï ðñüâëçìá. Ùò ìéá ôåëåõôáßá
óõìâïõëÞ üìùò áîßæåé íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò èá ðñÝðåé íá ðñïôéìþíôáé Ýëåã÷ïé ìå
ãíùóôÝò éäéüôçôåò ùò ðñïò ôçí éó÷ý ôïõò, Þ óôçí ðåñßðôùóç åëÝã÷ùí ôõ÷áéïðïßçóçò
Ýëåã÷ïé ðïõ íá åßíáé éóïäýíáìïé ìå áõôïýò.
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2.7 Ï áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ôïõ Fisher
Ï áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ôïõ Fisher áðïôåëåß Ýíáí áðü ôïõò ðëÝïí ãíùóôïýò åëÝã÷ïõò
ôõ÷áéïðïßçóçò. ÓõãêåêñéìÝíá ï Ýëåã÷ïò áñ÷éêÜ áíáðôý÷èçêå ãéá ðßíáêåò óõíÜöåéáò
2 × 2 (äçëáäÞ ðßíáêåò óõíÜöåéáò ìå 2 ãñáììÝò êáé 2 óôÞëåò) êõñßùò ãéá ëüãïõò
õðïëïãéóôéêïýò, áëëÜ óôç óõíÝ÷åéá ìå ôçí ðÜñïäï ôùí ÷ñüíùí êáé ôçí ýðáñîç
ïëïÝíá êáé ðéï éó÷õñþí õðïëïãéóôþí ãåíéêåýôçêå áñêåôÜ.

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí ðßíáêá óõíÜöåéáò ìå r ãñáììÝò êáé c óôÞëåò ðïõ ãåíéêÜ
Ý÷åé ôç ìïñöÞ ðïõ âëÝðïõìå óôïí ðßíáêá 2.6

X11 X12 X1c m1

X21 X22 X2c

Xr1 Xr2 Xrc mr

n1 n2 nc N

Ðßíáêáò 2.6: Õðüäåéãìá ðßíáêá óõíÜöåéáò

üðïõ ôá Xij åßíáé ç óõ÷íüôçôá ôïõ ij êåëéïý êáé áíôßóôïé÷á mi êáé njåßíáé ôá
áèñïßóìáôá ãñáììþí êáé óôçëþí ôïõ ðßíáêá. Áí èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå ôçí áíå-
îáñôçóßá ãñáììþí êáé óôçëþí (êáé Üñá ôçí áíåîáñôçóßá äýï ìåôáâëçôþí), ï ðéï
äéáäåäïìÝíïò Ýëåã÷ïò åßíáé áõôüò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò χ2 ôïõ Pear-
son ðïõ äßíåôáé áðü ôçí

χ2 =
r∑

i=1

c∑

j=1

(xij − x̂ij)2

x̂ij

üðïõ x̂ij = minj

N åßíáé ïé áíáìåíüìåíåò óõ÷íüôçôåò áí ßó÷õå ç õðüèåóç ôçò
áíåîáñôçóßáò. Ï Ýëåã÷ïò χ2 åßíáé ðïëý äéáäåäïìÝíïò äõóáíÜëïãá ìå ôçí áêñßâåéá
ôïõ. Ãéá ôïõò óêïðïýò ôïõ åëÝã÷ïõ ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò èåùñïýìå
ðùò áóõìðôùôéêÜ åßíáé ç χ2 êáôáíïìÞ ìå (r−1)×(c−1) âáèìïýò åëåõèåñßáò áëëÜ
áõôü ôï áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá åßíáé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ÷ùñßò áíôßêñéóìá
êáèþò ÷ñåéÜæåôáé íá õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ
äåßãìáôïò áëëÜ êáé ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò åíüò êåëéïý. ÅðïìÝíùò ï Ýëåã÷ïò äåí
åßíáé áîéüðéóôïò áí:

• ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ìéêñü,

• ïé áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôùí êåëéþí åßíáé ìéêñÝò,

• ï ðßíáêáò åßíáé áñáéüò, äçëáäÞ óå êÜðïéá êåëéÜ Ý÷ïõìå ðïëý ëßãåò ðáñáôç-
ñÞóåéò.

Ï áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ôïõ Fisher áëëÜ êáé ïé ðñïóåããéóôéêïß Ýëåã÷ïé ðïõ ðñïêýðôïõí
Ý÷ïõí óêïðü íá îåðåñÜóïõí áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá.

Èá ðåñéãñÜøïõìå ôïí Ýëåã÷ï ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá:
8 Üôïìá, áðü ôá ïðïßá 3 Üíäñåò êáé 5 ãõíáßêåò ñùôÞèçêáí ãéá ôï áí åßäáí Ýíá

ôçëåïðôéêü ðñüãñáììá. Áðü ôïõò 3 Üíäñåò ïé 2 åßäáí ôï ðñüãñáììá, åíþ áðü ôéò
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5 ãõíáßêåò ìüíï 1 åßäå ôï ðñüãñáììá. Ôá äåäïìÝíá ìðïñïýí íá óõíïøéóôïýí óôïí
ðßíáêá 2.7.

Åßäáí Äåí åßäáí
’Áíäñåò 2 1 3
Ãõíáßêåò 1 4 5

3 5 8

Ðßíáêáò 2.7: Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò ôçò ôçëåèÝáóçò

Ðéóôåýåôå ðùò ôá ðïóïóôÜ áõôþí ðïõ åßäáí ôï ðñüãñáììá äéáöÝñïõí áíÜìåóá
óôá äýï öýëá;

Åßíáé îåêÜèáñï ðùò èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå áí ïé ìåôáâëçôÝò ‘åßäáí ôï ðñü-
ãñáììá’ êáé ‘öýëï’ åßíáé áíåîÜñôçôåò Þ ü÷é. Ï Ýëåã÷ïò χ2 äåí öáßíåôáé éêáíüò íá
áðáíôÞóåé ôï åñþôçìá êáèþò ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé áðáãïñåõôéêÜ ìéêñü.
Ðáñüëá áõôÜ ìðïñåß êáíåßò íá õðïëïãßóåé ôçí ôéìÞ 1.742 ðïõ äßíåé ùò p-value
(÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá) ôçí ôéìÞ 0.187.

Óýìöùíá ìå áõôÜ ðïõ åßðáìå óôïõò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò, áí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç ôüôå üëïé ïé äõíáôïß óõíäõáóìïß áðáíôÞóåùí èá ìðïñïýóáí íá Ý÷ïõí
ðñïêýøåé êáé åðïìÝíùò èÝëïõìå íá äïýìå áí áõôüò ðïõ ðáñáôçñÞóáìå åìåßò åßíáé
áêñáßïò Þ ü÷é. Ôá äåäïìÝíá èá ìðïñïýóáí íá áíáðáñáóôáèïýí áíôß óå ðßíáêá
óõíÜöåéáò ùò äýï óôÞëåò (ìåôáâëçôÝò) (ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò ÷þñïõ ôéò Ý÷ïõìå
ðáñïõóéÜóåé ùò ãñáììÝò) üðùò öáßíåôáé óôïí ðßíáêá 2.8.

Öýëï (Á: Üíäñáò, Ã: ãõíáßêá) Á Á Á Ã Ã Ã Ã Ã
ÔçëåèÝáóç (1: Åßäå 0: ü÷é) 1 1 0 0 1 0 0 0

Ðßíáêáò 2.8: ÄéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò ôçò
ôçëåèÝáóçò.

Ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå ëïéðüí óôïí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò, ìå üôé Ý÷ïõìå ðåé
ìÝ÷ñé ôþñá, èá Ýðñåðå íá áíáäéáôÜîïõìå ôá óôïé÷åßá ôçò óôÞëçò áí åßäå Þ ü÷é ôï
ðñüãñáììá êáé íá ðÜñïõìå üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò. Ãéá ðáñÜäåéãìá
ìéá ôÝôïéá áíáäéÜôáîç åßíáé êáé ç

A A A Γ Γ Γ Γ Γ
1 0 0 1 0 0 0 1

ç ïðïßá ïäçãåß óôïí ðßíáêá óõíÜöåéáò ðïõ âëÝðåôå óôïí ðßíáêá 2.7
Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôá ðåñéèþñéá áèñïßóìáôá èá ðáñáìåßíïõí óôáèåñÜ.
ÅðïìÝíùò ï áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò èá óôçñé÷ôåß óå üëá ôá äõíáôÜ

äåßãìáôá ðïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ìïéñÜæïíôáò ôéò 8 ôéìÝò ôçò ôçëåèÝáóçò óå äýï
ïìÜäåò áðü 3 êáé 5 Üôïìá áíôßóôïé÷á, Üñá ï óõíïëéêüò áñéèìüò äåéãìÜôùí åßíáé(

8
3

)
= 56 äéáöïñåôéêïß óõíäõáóìïß. BÝâáéá åðåéäÞ Ý÷ïõìå ìüíï ôéìÝò 0 êáé 1

êÜðïéïé óõíäõáóìïß èá åðáíáëáìâÜíïíôáé.
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Áí ôï äïýìå áðü ôçí ðëåõñÜ ôùí ðéíÜêùí óõíÜöåéáò êáé äåäïìÝíïõ ðùò ôá
ðåñéèþñéá áèñïßóìáôá åßíáé óôáèåñÜ ïé äõíáôïß ðßíáêåò ðïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå
åßíáé ïé

A =
[

0 3
3 2

]
, B =

[
1 2
2 3

]
, Γ =

[
2 1
1 4

]
,∆ =

[
3 0
0 5

]

Ðáñáôçñåßóôå åðßóçò ðùò óå êÜèå ðßíáêá áñêåß íá ïñßóù ôï X11 óôïé÷åßï êáé
áõôüìáôá ðñïêýðôïõí êáé ôá õðüëïéðá

Óôïí ðßíáêá 2.10 ìðïñåß êáíåßò íá äåé üëá ôá äõíáôÜ äåßãìáôá ãéá ôï ðáñÜäåé-
ãìá ìáò êáèþò êáé ôïí ðßíáêá óõíÜöåéáò ðïõ ðñïêýðôåé óå êÜèå ðåñßðôùóç. Ãéá
íá êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò óôçí ïõóßá ÷ñåéáæüìáóôå ìéá åëåã÷ïóõíÜñ-
ôçóç ðïõ íá ìáò åðéôñÝðåé íá äïýìå áíÜìåóá óôéò äýï õðïèÝóåéò ðïõ Ý÷ïõìå êáé
åßíáé

H0 : ôá äýï ÷áñáêôçñéóôéêÜ åßíáé áíåîÜñôçôá
H1 : ôá äýï ÷áñáêôçñéóôéêÜ äåí åßíáé áíåîÜñôçôá
Ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ôïõ Pearson åßíáé ìéá õðïøÞöéá áëëÜ ðáñáôçñåßóôå ðùò

ãéá ôçí ðåñßðôùóç ìáò áñêåß íá äéáðéóôþóïõìå ðïéïé áðü ôïõò 4 äõíáôïýò ðßíáêåò
óõíÜöåéáò åßíáé ðåñéóóüôåñï áêñáßïé ùò ðñïò ôçí õðüèåóç ðïõ Ý÷ïõìå. ’Åôóé áí
ßó÷õå ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç èá ðåñéìÝíáìå íá Ý÷ïõìå ðïóïóôÜ áíäñþí êáé ãõíáéêþí
ðïõ ðáñáêïëïýèçóáí ôï ðñüãñáììá ó÷åôéêÜ êïíôÜ. ’Å÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé ðùò 2
óôïõò 3 Üíäñåò (66.6%) êáé 1 óôéò 5 ãõíáßêåò (20%) ðáñáêïëïýèçóáí. ÅðïìÝíùò
ðéï áêñáßåò ðåñéðôþóåéò åßíáé ïé ðßíáêåò Á êáé Ä. Áðü ôïí ðßíáêá 2.9 ðáñáôçñïýìå
ìå ðïéÝò óõ÷íüôçôåò ïé ðßíáêåò åìöáíßæïíôáé óôá 56 äåßãìáôá.

Ðßíáêáò Óõ÷íüôçôá ÔéìÞ åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
Á 10 2.880
B 30 0.036
Ã 15 1.742
Ä 1 8

Ðßíáêáò 2.9: Ïé óõ÷íüôçôåò åìöÜíéóçò êÜèå äõíáôïý ðßíáêá óõíÜöåéáò êáé ç ôéìÞ
ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ôïõ Pearson

’Áñá áðü ôïí ðßíáêá 2.9 âëÝðïõìå üôé åßíáé 11 ïé ðéï áêñáßïé ðßíáêåò ðïõ
ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå áðü ôïõò 56 äõíáôïýò ðßíáêåò åíþ Üëëïé 15 ôáõôßæïíôáé ìå
ôïí ðßíáêá ðïõ ðáñáôçñÞóáìå. ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå áõôÜ ðïõ åßðáìå ãéá ôïõò
áêñéâåßò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò ôï p-value åßíáé 26/56 = 0.464 êáé åðïìÝíùò ç
õðüèåóç ðåñß áíåîáñôçóßáò äåí ìðïñåß íá áðïññéöèåß. Óôïí ðßíáêá 2.9 åðßóçò
ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ôïõ Pearson. Ðáñáôçñåßóôå
ðùò áí êáé ðáßñíåé ìüíï 4 ôéìÝò åìåßò óôçí ïõóßá, ìå âÜóç ôï áóõìðôùôéêü áðï-
ôÝëåóìá, õðïèÝôïõìå ðùò åßíáé ìéá óõíå÷Þò ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ êáé ðùò ìÜëéóôá
áêïëïõèåß êáé ôçí êáôáíïìÞ χ2 ìå Ýíáí âáèìü åëåõèåñßáò!.

Óôï ðáñÜäåéãìá ìáò âÝâáéá êáé ôï áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá äåí áðÝññéðôå ôç
ìçäåíéêÞ õðüèåóç. ÐïëëÝò öïñÝò üìùò ç ÷ñÞóç ôïõ áóõìðôùôéêïý áðïôåëÝóìáôïò
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Á Á Á Ã Ã Ã Ã Ã Ðßíáêáò óõíÜöåéáò
Äåßãìá 1 1 1 1 0 0 0 0 0 Ä
Äåßãìá 2 1 1 0 1 0 0 0 0 Ã
Äåßãìá 3 1 1 0 0 1 0 0 0 Ã
Äåßãìá 4 1 1 0 0 0 1 0 0 Ã
Äåßãìá 5 1 1 0 0 0 0 1 0 Ã
Äåßãìá 6 1 1 0 0 0 0 0 1 Ã
Äåßãìá 7 1 0 1 1 0 0 0 0 Ã
Äåßãìá 8 1 0 1 0 1 0 0 0 Ã
Äåßãìá 9 1 0 1 0 0 1 0 0 Ã
Äåßãìá 10 1 0 1 0 0 0 1 0 Ã
Äåßãìá 11 1 0 1 0 0 0 0 1 Ã
Äåßãìá 12 1 0 0 1 1 0 0 0 B
Äåßãìá 13 1 0 0 1 0 1 0 0 B
Äåßãìá 14 1 0 0 1 0 0 1 0 B
Äåßãìá 15 1 0 0 1 0 0 0 1 B
Äåßãìá 16 1 0 0 0 1 1 0 0 B
Äåßãìá 17 1 0 0 0 1 0 1 0 B
Äåßãìá 18 1 0 0 0 1 0 0 1 B
Äåßãìá 19 1 0 0 0 0 1 1 0 B
Äåßãìá 20 1 0 0 0 0 1 0 1 B
Äåßãìá 21 1 0 0 0 0 0 1 1 B
Äåßãìá 22 0 1 1 1 0 0 0 0 Ã
Äåßãìá 23 0 1 1 0 1 0 0 0 Ã
Äåßãìá 24 0 1 1 0 0 1 0 0 Ã
Äåßãìá 25 0 1 1 0 0 0 1 0 Ã
Äåßãìá 26 0 1 1 0 0 0 0 1 Ã
Äåßãìá 27 0 1 0 1 1 0 0 0 B
Äåßãìá 28 0 1 0 1 0 1 0 0 B
Äåßãìá 29 0 1 0 1 0 0 1 0 B
Äåßãìá 30 0 1 0 1 0 0 0 1 B
Äåßãìá 31 0 1 0 0 1 1 0 0 B
Äåßãìá 32 0 1 0 0 1 0 1 0 B
Äåßãìá 33 0 1 0 0 1 0 0 1 B
Äåßãìá 34 0 1 0 0 0 1 1 0 B
Äåßãìá 35 0 1 0 0 0 1 0 1 B
Äåßãìá 36 0 1 0 0 0 0 1 1 B
Äåßãìá 37 0 0 1 1 1 0 0 0 B
Äåßãìá 38 0 0 1 1 0 1 0 0 B
Äåßãìá 39 0 0 1 1 0 0 1 0 B
Äåßãìá 40 0 0 1 1 0 0 0 1 B
óõíå÷ßæåôáé óôçí åðüìåíç óåëßäá



’Åëåã÷ïé Ôõ÷áéïðïßçóçò 89

Á Á Á Ã Ã Ã Ã Ã Ðßíáêáò óõíÜöåéáò
Äåßãìá 41 0 0 1 0 1 1 0 0 B
Äåßãìá 42 0 0 1 0 1 0 1 0 B
Äåßãìá 43 0 0 1 0 1 0 0 1 B
Äåßãìá 44 0 0 1 0 0 1 1 0 B
Äåßãìá 45 0 0 1 0 0 1 0 1 B
Äåßãìá 46 0 0 1 0 0 0 1 1 B
Äåßãìá 47 0 0 0 1 1 1 0 0 Á
Äåßãìá 48 0 0 0 1 1 0 1 0 Á
Äåßãìá 49 0 0 0 1 1 0 0 1 Á
Äåßãìá 50 0 0 0 1 0 1 1 0 Á
Äåßãìá 51 0 0 0 1 0 1 0 1 Á
Äåßãìá 52 0 0 0 1 0 0 1 1 Á
Äåßãìá 53 0 0 0 0 1 1 1 0 Á
Äåßãìá 54 0 0 0 0 1 1 0 1 Á
Äåßãìá 55 0 0 0 0 1 0 1 1 Á
Äåßãìá 56 0 0 0 0 0 1 1 1 Á

Ðßíáêáò 2.10: ’Ïëá ôá ðéèáíÜ äåßãìáôá êáé ïé ðßíáêåò óõíÜöåéáò ðïõ ôïõò
áíôéóôïé÷ïýí.

ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ëáíèáóìÝíåò áðïöÜóåéò. Èá äïýìå áñãüôåñá ôÝôïéá ðáñá-
äåßãìáôá. Áò ðñïóðáèÞóïõìå íá äïýìå ôçí ðåñßðôùóç ðéï ãåíéêÜ.

Áò äïýìå, ëïéðüí, óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï p-
value ÷ùñßò íá ÷ñåéáæüìáóôå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáé íá ìåëåôÞóïõìå üëïõò ôïõò
ðßíáêåò

Óôç ãåíéêÞ ôïõ ìïñöÞ ï 2× 2 ðßíáêáò óõíÜöåéáò Ý÷åé ôç ìïñöÞ ðïõ ìðïñåßôå
íá äåßôå óôïí ðßíáêá 2.11.

x11 x12 m1

x21 x22 m2

n1 n2 N

Ðßíáêáò 2.11: 2 × 2 ðßíáêáò óõíÜöåéáò.

ÅðïìÝíùò óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ï óõíïëéêüò áñéèìüò óõíïëéêþí äåéãìÜôùí

åßíáé

(
N
n1

)
. ’Ïðùò åßðáìå êáé ðñéí áöïý ôá ðåñéèþñéá áèñïßóìáôá èá åßíáé

óôáèåñÜ áñêåß êáíåßò íá ïñßóåé Ýíá ìüíï êåëß êáé ìå âÜóç áõôü íá õðïëïãßóåé
ðüóåò öïñÝò åìöáíßæåôáé êÜèå ðßíáêáò. Åðßóçò, ìðïñåß äéáéñþíôáò ðñïò ôï óõíïëéêü
áñéèìü ðéíÜêùí íá õðïëïãßóåé ôçí ðéèáíüôçôá åìöÜíéóçò êÜèå ðßíáêá.
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ÁõôÞ åßíáé

P (x11) =

(
m1

x11

)(
m2

n1 − x11

)

(
N
n1

)

üðïõ x11 åßíáé ôï óôïé÷åßï óôçí ðñþôç ãñáììÞ êáé óôÞëç, óýìöùíá ìå ôá üóá
åßðáìå ðñéí. Ç ðáñáðÜíù ðéèáíüôçôá åßíáé ìéá õðåñãåùìåôñéêÞ ðéèáíüôçôá ðïõ
ìáò õðïëïãßæåé ôçí ðéèáíüôçôá áðü Ýíá óýíïëï Í ðñáãìÜôùí ôá ïðïßá ÷ùñßæïíôáé
óå äýï êáôçãïñßåò ìå m1 êáé m2 áíôßóôïé÷á óå êÜèå êáôçãüñéá íá ðÜñïõìå áêñéâþò
x11 ðñÜãìáôá áðü ôçí ðñþôç êáôçãïñßá. Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï p-value ðñÝðåé íá
âñïýìå üëïõò ôïõò ðßíáêåò óõíÜöåéáò ðïõ åßíáé ðéï áêñáßïé áðü üôé Ý÷ïõìå ðáñá-
ôçñÞóåé êáé íá ðñïóèÝóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá êÜèå ðßíáêá. Óå ðåñßðôùóç äßðëåõñïõ
åëÝã÷ïõ, äçëáäÞ ç åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç åßíáé ‘ü÷é áíåîáñôçóßá’, ïé ðßíáêåò ðïõ ìáò
åíäéáöÝñïõí èá âñßóêïíôáé êáé ðùò ôéò äýï ðëåõñÝò. Óôçí ðåñßðôùóç ìïíüðëåõñïõ
åëÝã÷ïõ, ìå åíáëëáêôéêÞ ôçò ìïñöÞò, ð.÷. ïé Üíäñåò åßäáí óå ìåãáëýôåñï ðïóïóôü
ôï ðñüãñáììá, ïé ðßíáêåò èá âñßóêïíôáé ðñïò ôç ìéá ìåñéÜ êáé Üñá åßíáé ðéï
åýêïëï íá âñåèïýí. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ìïíüðëåõñïõ åëÝã÷ïõ ç åëåã÷ïóõíÜñ-
ôçóç ôïõ Pearson äåí åßíáé êáôÜëëçëç êáèþò óôçí ïõóßá ìåôñÜ áðïêëßóåéò êáé
ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò. ÅðïìÝíùò ôï áêñéâÝò p-value èá ðñïêýøåé áèñïßæïíôáò
ôéò õðåñãåùìåôñéêÝò ðéèáíüôçôåò ôùí ðéíÜêùí ðïõ èåùñïýíôáé ðéï áêñáßïé. Óôï
ðáñÜäåéãìá ìáò, ôï p-value õðïëïãßóôçêå ùò

p− value = P (X11 = 0) + P (X11 = 2) + P (X11 = 3)

Óõíåðþò ÷ñåéÜæåôáé êáíåßò íá õðïëïãßóåé ìéá óåéñÜ áðü õðåñãåùìåôñéêÝò ðéèáíüôçôåò
êáé Üñá íá õëïðïéÞóåé ìéá óåéñÜ áðü ðáñáãïíôéêÜ. Áõôü èá ìðïñïýóå íá åßíáé
ìåãÜëï ðñüâëçìá êáèþò ôá ðáñáãïíôéêÜ áêüìá êáé ãéá ìéêñÝò ó÷åôéêÜ ôéìÝò ïäçãïýí
óå ðñïâëÞìáôá ôïí õðïëïãéóôÞ. Åõôõ÷þò ïé ðéèáíüôçôåò ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí
÷ùñßò ìåãÜëç äõóêïëßá êáé óõíÞèùò ìå ôç ÷ñÞóç åðáíáëçðôéêþí áëãïñßèìùí. Ãéá
ðáñÜäåéãìá áí óõìâïëßóïõìå ùò

P (x) =

(
m1

x

)(
m2

n− x

)

(
N
n

) ,

ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôïí áíáäñïìéêü ôýðï

P (x + 1) = P (x)
(

m1 − x

x + 1

)(
n− x

m2 − n + x + 1

)
, x = 0, 1, 2, . . .

ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ P (0) = m2!(N−n)!
(m2−n)!N ! .

Óôçí ðñÜîç äåí ÷ñåéÜæåôáé êáíåßò íá õëïðïéÞóåé ôá ðáñáãïíôéêÜ êáèþò êáé
ðÜëé èá ìðïñïýóå íá êÜíåé åðáíáëçðôéêÜ ôïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò óõã÷ñüíùò êáé
óôïí áñéèìçôÞ áëëÜ êáé óôïí ðáñïíïìáóôÞ þóôå íá ìçí õðÜñîïõí ðñïâëÞìáôá ìå
ôïõò ìåãÜëïõò áñéèìïýò.
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Áí ðñïóðáèÞóïõìå íá ãåíéêåýóïõìå ãéá Ýíáí ðßíáêá ìå r ãñáììÝò êáé c óôÞëåò
ôüôå ç ðéèáíüôçôá êÜèå ðßíáêá X ìå óôïé÷åßá xij äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

P (X) =

c∏
j=1

nj !
r∏

i=1

mi!

N !
c∏

j=1

r∏
i=1

xij !

ÕðÜñ÷ïõí óôç âéâëéïãñáößá Ýîõðíïé áëãüñéèìïé ìå óêïðü áöåíüò ôï ãñÞãïñï
õðïëïãéóìü ôùí ðéèáíïôÞôùí, áëëÜ êõñßùò ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðéèáíïôÞôùí ðïõ
÷ñåéÜæïíôáé ãéá ôï p-value.

BÝâáéá óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ åßôå ïé äéáóôÜóåéò ôïõ ðßíáêá åßíáé ìåãÜëåò,
åßôå ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ìåãÜëï ïé õðïëïãéóìïß, áêüìá êáé ìå ôç ÷ñÞóç
êáôÜëëçëùí áëãïñßèìùí, åßíáé ðñáêôéêÜ áäýíáôïé.

Ç ëýóç åßíáé íá êáôáöýãåé êáíåßò óå ðñïóåããéóôéêïýò åëÝã÷ïõò, äçëáäÞ íá
äéáëÝîåé Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá áðü üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò êáé íá äïõëÝøåé
ìå áõôïýò. ÏõóéáóôéêÜ éó÷ýïõí üëá üóá åßðáìå êáé ãéá ôïõò áðëïýò åëÝã÷ïõò
ôõ÷áéïðïßçóçò. BÝâáéá óôçí ðåñßðôùóç ìåãáëýôåñùí ðéíÜêùí äåí åßíáé åýêïëï
êáíåßò íá äéáêñßíåé ðïéïé åßíáé ïé ðßíáêåò ðïõ åßíáé ðéï áêñáßïé áðü ôïí ðá-
ñáôçñïýìåíï êáé åðïìÝíùò êáëü åßíáé íá äéáëÝîåé ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç êáé íá
ðñï÷ùñÞóåé óå Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò ìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí
áñ÷Þ ôïõ êåöáëáßïõ.

ÐáñÜäåéãìá 2.3: Óå Ýíá äéáãþíéóìá åîåôÜóôçêáí 20 öïéôçôÝò áðü 3 äéáöï-
ñåôéêÜ Ýôç. Ç âáèìïëïãßá ôïõò öáßíåôáé óôïí ðßíáêá 2.12. Ï ðñüåäñïò ôïõ
ôìÞìáôïò éó÷õñßæåôáé ðùò õðÜñ÷åé ó÷Ýóç áíÜìåóá óôï âáèìü êáé ôï Ýôïò óôï ïðïßï
âñßóêïíôáé ïé öïéôçôÝò. Áëçèåýåé ï éó÷õñéóìüò;

2o Ýôïò 3o Ýôïò 4o Ýôïò Ìåãáëýôåñï
ÊÜôù áðü 5 5 2 2 0 9

5-7 0 1 0 1 2
8-10 0 2 3 4 9

5 5 5 5 20

Ðßíáêáò 2.12: ÁðïôåëÝóìáôá äéáãùíßóìáôïò, ùò ðñïò ôï âáèìü êáé ôï Ýôïò ôïõ
öïéôçôÞ

Ðáñáôçñåßóôå ðùò ï ðßíáêáò åßíáé áñáéüò, Ý÷åé 20 ðáñáôçñÞóåéò êáé 12 êåëéÜ.
ÊÜðïéá êåëéÜ åßíáé Üäåéá êáé ãåíéêÜ ïé ðáñáôçñïýìåíåò óõ÷íüôçôåò åßíáé ðïëý
ìéêñÝò. Ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò χ2 åßíáé 11.556 êáé ìå âÜóç ôá áóõìðôùôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá ôï p-value = 0.073 ïðüôå óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò α =
5% äåí áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò äéáöïñåôéêþí
äåéãìÜôùí ðïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå åßíáé 5!2!2!2!3!4! = 13824. ×ñçóéìïðïé-
þíôáò ôïí áêñéâÞ Ýëåã÷ï ìðïñåß íá âñåé êáíåßò ðùò ôï áêñéâÝò p-value åßíáé 0.040.
BÝâáéá ðñÝðåé êáíåßò íá äçìéïõñãÞóåé üëïõò ôïõò ðßíáêåò, êÜôé ðïõ ìðïñåß íá
ãßíåé ìå ôç ÷ñÞóç ôùí åéäéêþí áëãïñßèìùí ðïõ áíáöÝñáìå. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ï
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áêñéâÞò Ýëåã÷ïò ïäÞãçóå óå äéáöïñåôéêÞ áðüöáóç: áðïññßðôïõìå ôçí õðüèåóç
ôçò áíåîáñôçóßáò.

Ãéá ôïí ðñïóåããéóôéêü Ýëåã÷ï äçìéïõñãÞóáìå 99 äåßãìáôá. Êáé ðÜëé üðùò
âëÝðåôå óôïí ðßíáêá 2.7 ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé äéáêñéôÞ êáé ü÷é
óõíå÷Þò (âÝâáéá ðáñáôçñåß êáíåßò ðùò Ý÷ù ìüëéò 99 ôéìÝò, áëëÜ åßíáé áðëü íá
äåßîåé ðùò ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ìðïñåß íá ðÜñåé äéáêñéôÝò êáé ìüíï ôéìÝò)

ÔéìÞ Óõ÷íüôçôá ÔéìÞ Óõ÷íüôçôá
2.6667 10 8.8889 3
3.5556 18 9.3333 6
4.4444 4 9.7778 4
5.3333 18 10.6667 2
6.2222 8 11.1111 5
7.1111 5 12.4444 1
7.5556 8 14.6667 1

8 6 Óýíïëï 99

Ðßíáêáò 2.13: Ðßíáêáò óõ÷íïôÞôùí ãéá ôéò 99 ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò.

Ìå âÜóç üóá Ý÷ïõìå ðåé ôï p-value åêôéìÜôáé ùò 0.03 êáé ïäçãåß óå äéáöïñåôéêÞ
áðÜíôçóç (áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç) áðü áõôÞ ðïõ èá ðáßñíáìå ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ áóõìðôùôéêïý áðïôåëÝóìáôïò. BÝâáéá ÷ñåéÜæåôáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé
êáíåßò ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò þóôå íá åßíáé óßãïõñïò (õðïèÝôïõìå ðùò äåí
Ý÷ïõìå óôá ÷Ýñéá ìáò ôï áêñéâÝò áðïôÝëåóìá). ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôï ðåßñáìá
999 öïñÝò ôï p-value ðïõ âñÞêáìå Þôáí 0.0398 êÜôé ðïõ êáé áí äåí îÝñáìå ôï
áêñéâÝò áðïôÝëåóìá èá âåëôßùíå ôç óéãïõñéÜ ìáò ãéá íá áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç. Ðáñáôçñåßóôå ðùò üóï áõîÜíïõìå ôïí áñéèìü ôùí åðáíáëÞøåùí ôüóï
èá ðëçóéÜæïõìå ôï áêñéâÝò áðïôÝëåóìá.

Áîßæåé íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò áí ßó÷õå ôï áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá ôüôå ç
ìÝóç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò üöåéëå íá åßíáé 6 êáé ç äéáêýìáíóç 12 (èõìçèåßôå
ðùò ãéá ôçí χ2 ìå k âáèìïýò åëåõèåñßáò ç ìÝóç ôéìÞ åßíáé k êáé ç äéáêýìáíóç 2k).
Ãéá ôéò 999 ôéìÝò ðïõ Ý÷ïõìå âñÞêáìå ðùò ç ìÝóç ôéìÞ åßíáé 6.29 êáé ç äéáêýìáíóç
8.98, åðïìÝíùò ç êáôáíïìÞ áðïêëßíåé áñêåôÜ áðü ôçí áóõìðôùôéêÞ ðïõ óõíÞèùò
õðïèÝôïõìå.

Óôï ãñÜöçìá 2.5 ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôï äéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôéò 999 ôéìÝò
ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ðïõ ðñïóïìïéþóáìå. Ç äéáêñéôÞ öýóç ôçò êáôáíïìÞò åßíáé
îåêÜèáñç.

Áîßæåé íá áíáöåñèïýí ôá åîÞò

• Ç ðñïóÝããéóç ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß êáé ìå ðëÞèïò Üëëåò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò
ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá äéÜöïñïõò åëÝã÷ïõò óå ðßíáêåò óõíÜöåéáò (ð÷ like-
lihood ratio test, odds ratio êëð).
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ÃñÜöçìá 2.5: ÄéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò

• ÃåíéêÜ ôá áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åßíáé ðïëý ëßãï áîéüðéóôá êáé åðïìÝ-
íùò áí õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá ãéá åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò (åßôå áêñéâåßò åßôå
ðñïóåããéóôéêïýò) áõôïß óõóôÞíïíôáé áíåðéöýëáêôá.

• Åêôüò áðü ôïõò ðßíáêåò óõíÜöåéáò õðÜñ÷ïõí ðïëëïß Üëëïé ìç ðáñáìåôñéêïß
Ýëåã÷ïé ïé ïðïßïé ìðïñïýí íá âåëôéùèïýí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ôõ÷áéïðïßçóçò. Ç
ìç ðáñáìåôñéêÞ óôáôéóôéêÞ óôçñßæåôáé óôç ëïãéêÞ ôùí ranks ãéá ôéò ïðïßåò
õðÜñ÷ïõí áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðåñß êáíïíéêüôçôáò. Ïé ðåñéóóüôåñåò
åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ÷ñçóéìïðïéïýí áõôü ôï áðïôÝëåóìá ãéá íá êáôáëÞîïõìå
óå áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Åßíáé åõíüçôï ðùò êáíåßò ìðïñåß íá âåëôéþóåé
ðïëý ôçí óõìðåñéöïñÜ ôÝôïéùí åëÝã÷ùí ìå ôç ÷ñÞóç ôõ÷áéïðïßçóçò üðïõ ç êá-
ôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ðñïóåããßæåôáé áðü ôéò ôéìÝò ðïõ ðñïóïìïéþóáìå
áðü áõôÞí.

2.8 ÓõìðåñÜóìáôá
Ðñéí ôåëåéþóïõìå ôç ðåñéãñáöÞ ôùí åëÝã÷ùí ôõ÷áéïðïßçóçò èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå
ôá åîÞò

• Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðëÝò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ÷ùñßò íá åíäéá-
öåñüìáóôå áí ïé êáôáíïìÝò ôïõò, üôáí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç, åßíáé
ãíùóôÝò. Áñêåß ìéá áðëÞ åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ íá ìðïñåß íá äéáêñßíåé
áíÜìåóá óôçí Ç0 êáé ôçí Ç1. BÝâáéá ç åðéëïãÞ êáôÜëëçëçò åëåã÷ïóõíÜñôç-
óçò áðáéôåß åìðåéñßá. Åðßóçò ãéá ôïí ßäéï Ýëåã÷ï ìðïñåß ðïëëÝò åëåã÷ïóõíáñ-
ôÞóåéò íá êÜíïõí ôçí ßäéá äïõëåéÜ. ’Ïìùò åöáñìüæïíôáò óôá ßäéá äåäïìÝíá



94

äéáöïñåôéêÝò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò (ðñïöáíþò óôá ßäéá äåßãìáôá) åíäÝ÷åôáé íá
ðÜñåé êÜðïéïò äéáöïñåôéêÝò åêôéìÞóåéò ãéá ôá p-values. Áõôü Ý÷åé íá êÜíåé
ìå ôç äõíáôüôçôá êÜèå åëåã÷ïóõíÜñôçóçò íá äéáêñßíåé áíÜìåóá óôéò äýï
õðïèÝóåéò. ÄçëáäÞ Ý÷åé íá êÜíåé ü÷é ìüíï ìå ôç óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá
áëëÜ êáé ôï óöÜëìá ôýðïõ ÉÉ .

• Äåí ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå êáìßá õðüèåóç ó÷åôéêÜ ìå ôïí ðëçèõóìü ìáò. Ç
ìüíç õðüèåóç ðïõ ïõóéáóôéêÜ ÷ñåéáæüìáóôå åßíáé ðùò êÜôù áðü ôç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå ‘ôáìðÝëåò’ óôéò ðáñáôçñÞóåéò ìáò, äçëáäÞ
ðùò êÜèå óõíäõáóìüò äåäïìÝíùí åßíáé ðéèáíüò êÜôù áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.
Äåí ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå êáìéÜ Üëëç õðüèåóç ó÷åôéêÜ ìå ôï ìç÷áíéóìü ðïõ
äçìéïýñãçóå ôá äåäïìÝíá ìáò.

• Áõôü ìðïñåß âÝâáéá íá åßíáé êáé ìåéïíÝêôçìá êáèþò ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
ðñÝðåé íá åßíáé ãåíéêÜ ç áðïõóßá êÜèå äïìÞò óôá äåäïìÝíá (ð÷ üëïé ïé
ìÝóïé åßíáé ßóïé, äåí õðÜñ÷åé óõó÷Ýôéóç êëð). ’Åôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá, äåí ìðï-
ñïýìå íá êÜíïõìå Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò ãéá ìéá ðïëý óõãêåêñéìÝíç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç üðùò Ç0: ç ìÝóç ôéìÞ ôçò èåñáðåßáò Á åßíáé 3 öïñÝò ìåãáëýôåñç
áðü ôéò õðüëïéðåò.

• ’Ïðùò åßäáìå êáé óôá ðáñáäåßãìáôá, ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÜãïíôáé åßôå óå
ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç åßôå óå áíÜëõóç äéáêýìáíóçò áíôéìåôùðßæïíôáé ðïëý
åýêïëá ìå åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò êáé Ý÷ïõí éêáíïðïéçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá.
ÄåäïìÝíïõ ðùò äåí ÷ñåéáæüìáóôå ó÷åäüí êáèüëïõ õðïèÝóåéò, ïé Ýëåã÷ïé
ôõ÷áéïðïßçóçò (ó÷åäüí ðÜíôá ðñïóåããéóôéêïß) åßíáé åíäéáöÝñïõóåò åíáëëá-
êôéêÝò ìÝèïäïé ãéá ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá. Èá ðñÝðåé ðÜíôùò íá óçìåéùèåß üôé
óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ç õðüèåóç ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ðïõ ðáñáâéÜæåôáé
åßíáé ç ïìïóêåäáóôéêüôçôá Þ ç áíåîáñôçóßá, ôüôå êáé ïé Ýëåã÷ïé ôõ÷áéïðïßçóçò
Ý÷ïõí ìéêñÞ éêáíüôçôá, ïðüôå ìðïñïýí íá ðñïóöÝñïõí ëßãá ðñÜãìáôá. ’Ïóïí
áöïñÜ ôçí ðáñáâßáóç ôçò áíåîáñôçóßáò ãéáôß êáôáññÝåé üëç ç óôáôéóôéêÞ
óõìðåñáóìáôïëïãßá ðïõ âáóßæåôáé óå ôõ÷áßï äåßãìá. Ùò ðñïò ôçí ïìïóêå-
äáóôéêüôçôá, ç ìÝèïäïò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ðáýåé ðéá íá äßíåé áîéüðéóôåò
åêôéìÞóåéò êáé åðïìÝíùò ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ðéï óýíèåôåò ìÝèïäïé
åêôßìçóçò. Êáé ç êëáóóéêÞ ðáëéíäñüìçóç üìùò ðáýåé íá åßíáé åöáñìüóéìç
óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç. Áíôßèåôá áí ðáñáâéÜæåôáé ç õðüèåóç ôçò êáíïíéêü-
ôçôáò ï Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò åßíáé åöáñìüóéìïò.

• Ïé Ýëåã÷ïé ôõ÷áéïðïßçóçò óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõí ôçí ßäéá Þ êáé ìåãáëý-
ôåñç éó÷ý áðü õðÜñ÷ïíôåò ðáñáìåôñéêïýò åëÝã÷ïõò êáé óôéò ðåñéóóüôåñåò ðå-
ñéðôþóåéò Ý÷ïõí ðïëý ìåãáëýôåñç éó÷ý áðü ôïõò êëáóóéêïýò ìç ðáñáìåôñéêïýò
åëÝã÷ïõò ðïõ âáóßæïíôáé óôá ranks. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò
ãéá ôçí áíÜëõóç äéáêýìáíóçò Ý÷åé ó÷åäüí ôçí ßäéá éó÷ý ìå ôïí êëáóóéêü
Ýëåã÷ï áíÜëõóçò äéáêýìáíóçò ãéá êáíïíéêÜ äåäïìÝíá üôáí ôá äåäïìÝíá
ðñïÝñ÷ïíôáé áðü êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, åßíáé õðïäåÝóôåñïò ìüíï óôçí ðåñß-
ðôùóç ðïëý ìéêñþí äåéãìÜôùí (ìéêñüôåñá ôùí 10 ðáñáôçñÞóåùí). Óôçí ðå-
ñßðôùóç ðïõ ï ðëçèõóìüò äåí åßíáé êáíïíéêüò ï Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò Ý÷åé
ðïëý ìåãáëýôåñç éó÷ý êáé äåäïìÝíïõ ðùò ó÷åäüí ðïôÝ äåí åßìáóôå óå èÝóç
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íá áðïäåßîïõìå ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò, ï Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò èá
Ýðñåðå íá ðñïôéìÜôáé áðü ôï êëáóóéêü F-test. Áõôü éó÷ýåé áêüìá êáé üôáí
÷ñçóéìïðïéåß êáíåßò ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç F ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò
(äçëáäÞ ç áíùôåñüôçôá ïöåßëåôáé ü÷é óôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç áëëÜ óôï üôé
äåí êÜíïõìå êáìéÜ ðáñáìåôñéêÞ õðüèåóç!). Óå êÜèå ðåñßðôùóç ï Ýëåã÷ïò
ôõ÷áéïðïßçóçò åßíáé áíþôåñïò ôïõ ìç ðáñáìåôñéêïý åëÝã÷ïõ ôùí Kruskal-
Wallis.
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ÊåöÜëáéï 3

’Åëåã÷ïé Monte Carlo

3.1 ÅéóáãùãÞ
ÐïëëÝò öïñÝò ç ðñïóïìïßùóç áíáöÝñåôáé óôç óôáôéóôéêÞ ùò ìÝèïäïò Monte Carlo.
Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò ðùò êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ B’ Ðáãêïóìßïõ ÐïëÝìïõ,
ïðüôå êáé ç áíÜãêç ãéá êáéíïýñéá üðëá áðáéôïýóå åíôáôéêÜ ðåéñÜìáôá áëëÜ ìå
ãñÞãïñá áðïôåëÝóìáôá, ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí êáôÜ êüñïí ìÝèïäïé ðñïóïìïßùóçò ìå
ôï êùäéêü üíïìá ‘Monte Carlo experiment’ ãéá íá ìçí ãßíåé áíôéëçðôü áðü ôïõò
å÷èñïýò. ÅðïìÝíùò üôáí ìéëÜìå ãéá ìåèüäïõò Monte Carlo ìéëÜìå ãéá ìåèüäïõò
ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí ðñïóïìïßùóç.

Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé ç åîÞò. Áêüìá êáé áí äåí îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ ìéáò
óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò, áí ìðïñïýìå íá ðñïóïìïéþóïõìå ôéìÝò áõôÞò ôçò óõíÜñ-
ôçóçò, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá îÝñïõìå ðïëëÜ ðñÜãìáôá ãéá áõôÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
ìå ôç ÷ñÞóç êÜðïéáò ìåèüäïõ åêôßìçóçò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
ìðïñïýìå íá áíáðáñÜãïõìå Ýóôù ãñáöéêÜ ìéá åéêüíá ôçò êáôáíïìÞò. Åðßóçò
ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ðïóüôçôåò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí üðùò ç ìÝóç ôéìÞ, Þ ç
ðéèáíüôçôá ç ôéìÞ íá îåðåñíÜ ôï 70.

Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. ’Åóôù üôé èÝëïõìå íá êÜíïõìå Ýíáí áðëü Ýëåã÷ï
ãéá ìéá ìÝóç ôéìÞ, êé Ýóôù üôé îÝñïõìå ôç äéáêýìáíóç. Ìðïñïýìå íá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç Z ãéá ôçí ïðïßá îÝñïõìå ðùò áêïëïõèåß ôçí
ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. ’Ïìùò áõôü âáóßæåôáé óôçí õðüèåóç üôé ôá äå-
äïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü êáíïíéêü ðëçèõóìü. Áí ìáò ðïõí ðùò ôá äåäïìÝíá
ðñïÝñ÷ïíôáé, ãéá ðáñÜäåéãìá, áðü ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ, ôüôå ìðïñåß êÜðïéïò
íá åðéêáëåóôåß ôï êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ðÜëé ôçí Z .
Áí üìùò ìáò ðïõí ðùò ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé 8, ðïëý ìéêñü ãéá íá éó÷ýåé
ôï êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá ,ôé ìðïñïýìå íá ðïýìå ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ï-
óõíÜñôçóçò Z; Ðñïöáíþò ðñÝðåé íá äïõëÝøïõìå óêëçñÜ ìå ÷áñôß êáé ìïëýâé ãéá
íá âñïýìå ôçí êáôáíïìÞ.

’Éóùò ôï ðáñÜäåéãìá ìå ôç ìÝóç ôéìÞ íá ìçí Þôáí ðåéóôéêü, áöïý õðÜñ÷åé
áñêåôÞ èåùñßá ðïõ äéêáéïëïãåß ôç ÷ñÞóç ôïõ êåíôñéêïý ïñéáêïý èåùñÞìáôïò áêüìá
êáé ãéá ìéêñÜ äåßãìáôá. Åðßóçò ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôïí
ìÝóï ôçò åêèåôéêÞò ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ åßíáé ç ÃÜììá
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êáôáíïìÞ. Ðùò üìùò ìðïñåß íá êÜíåé êáíåßò Ýëåã÷ï ãéá ôç äéÜìåóï Þ ãéá Ýíáí
ðåñéêïììÝíï ìÝóï (trimmed mean), üðïõ ç èåùñßá åßíáé ðåñéïñéóìÝíç êáé äåí
ìðïñïýìå íá âñïýìå åýêïëá ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ôïõò; Åðßóçò
ìðïñåß êÜðïéïò íá áíáöÝñåé ëïãÞò Üëëåò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ôùí ïðïßùí ôçí êá-
ôáíïìÞ ôçí îÝñïõìå ìüíï üôáí ðëçñïýíôáé êÜðïéåò õðïèÝóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá
ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá ôïí Ýëåã÷ï üôé ï óõíôåëåóôÞò óõó÷Ýôéóçò
åßíáé 0.6 äåí ôçí îÝñïõìå êáé ÷ñåéáæüìáóôå ôçí ðñïóÝããéóç ôïõ Fisher. Óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò äåí îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ï-
óõíÜñôçóçò êáé âáóéæüìáóôå óå êÜðïéá áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Åðßóçò áí
äïýìå ôï èÝìá ðéï óöáéñéêÜ, ôï ßäéï ðñüâëçìá ðáñïõóéÜæåôáé êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå
óõíÜñôçóç ôïõ äåßãìáôïò, ü÷é áðáñáßôçôá ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç, üðïõ äåí îÝñïõìå
ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôçò.

Ïé Ýëåã÷ïé Monte Carlo ìðïñïýí íá áíôéìåôùðßóïõí áõôü ôï ðñüâëçìá ùò
åîÞò: Ãéá ôï ðñüâëçìá åëÝã÷ïõ ìéáò ìÝóçò ôéìÞò áðü åêèåôéêü ðëçèõóìü êáé ìéêñü
äåßãìá, áñêåß íá ðñïóïìïéþóïõìå ðïëëÜ (ðüóï ðïëëÜ èá ôï äïýìå áñãüôåñá)
äåßãìáôá áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç êáé ãéá êÜèå Ýíá äåßãìá íá õðïëïãßóïõìå ôçí
ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá êÜèå äåßãìá. ÁõôÝò ïé ôéìÝò áðïôåëïýí ìéá êáëÞ
ðñïóÝããéóç ôçò êáôáíïìÞò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êáé åðïìÝíùò áí ôéò óõãêñßíïõìå
ìå ôçí ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ìðïñïýìå íá ïäçãçèïýìå óå
óõìðÝñáóìá. Ôï ßäéï ãåíéêåýåôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç ïðïéáóäÞðïôå óõíÜñôçóçò
ôïõ äåßãìáôïò, ð.÷. trimmed ìÝóç ôéìÞ, üðïõ ìå ôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ åðéôõã÷Üíïõìå
íá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõò.

3.2 ÐåñéãñáöÞ ÅëÝã÷ùí
Óå ó÷Ýóç ìå ôïõò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò, ç äéáöïñÜ åßíáé ðùò åäþ ç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç åßíáé ðéï óõãêåêñéìÝíç. Óôïõò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
õðÝèåôå ôçí áðïõóßá äïìÞò êáé ÷ñçóéìïðïéïýóáìå áõôÞ ôçí áðïõóßá äïìÞò ãéá
íá öôéÜîïõìå ðïëëÜ äåßãìáôá ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ï-
óõíÜñôçóçò. Óôïõò åëÝã÷ïõò Monte Carlo ðñïóïìïéþíïõìå áðü ôçí êáôáíïìÞ
ðïõ ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç êáèïñßæåé. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ìÜëéóôá ÷ñåéÜæåôáé íá
îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå.

’Åôóé ôá âÞìáôá ãéá Ýíáí Ýëåã÷ï Monte Carlo åßíáé ôá åîÞò

’Åëåã÷ïé Monte Carlo

• BÞìá 1ï: ÈÝóå ôç ìçäåíéêÞ êáé ôçí åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç

• BÞìá 2ï: ÄéÜëåîå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç (ìå âÜóç ôá êñéôÞñéá ðïõ åßðáìå êáé
ðñïçãïõìÝíùò). Ãéá íá ìðïñïýìå íá ãåíéêåýóïõìå ôç ìÝèïäï õðïèÝôïõìå
ðùò ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ìðïñåß íá áðïññßðôåé ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç êáé óôéò
äýï ïõñÝò

• BÞìá 3á: Ðñïóïìïßùóå k äåßãìáôá ìåãÝèïõò n (ôï ìÝãåèïò ôïõ äéêïý ìáò
ðñáãìáôéêïý äåßãìáôïò) áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç (áõôü óõíÞèùò óçìáßíåé
áðü ôçí êáôáíïìÞ êáé ôéò ðáñáìÝôñïõò ðïõ õðïíïåß ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç)



’Åëåã÷ïé Monte Carlo 99

• BÞìá 3â: Ãéá êÜèå äåßãìá ðïõ äçìéïýñãçóåò õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ï-
óõíÜñôçóçò.

• BÞìá 4ï: Óõãêñßíïíôáò ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéá ôá ðñáãìáôéêÜ
äåäïìÝíá ìå áõôÝò ôéò ôéìÝò áðü ôá äåßãìáôá ðïõ ðñïóïìïßùóåò, äåò ðüóï
áêñáßá åßíáé êáé åêôßìçóå ôï p-value ùò

p− value =
m + 1
k + 1

,

üðïõ m åßíáé ôþñá ï áñéèìüò ôùí öïñþí ðïõ ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
áðü ôá ðñïóïìïéùìÝíá äåßãìáôá åßíáé ðéï áêñáßá áðü áõôÞ ðïõ ðáñáôçñÞóáìå.

ÌåñéêÜ åíäéáöÝñïíôá óçìåßá åßíáé ôá åîÞò:
’Ïôáí ëÝìå üôé ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò áðü ôá ðñïóïìïéùìÝíá äåßãìáôá

åßíáé ðéï áêñáßá áðü áõôÞ ðïõ ðáñáôçñÞóáìå åîáñôÜôáé áðü ôçí åíáëëáêôéêÞ
õðüèåóç êáé ôç ìïñöÞ ôçò. ÄçëáäÞ ðïéåò ôéìÝò, óå ðïéá ïõñÜ ôçò êáôáíïìÞò ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ïäçãïýí óå áðüññéøç ôçò ìçäåíéêÞò õðüèåóçò.

Ç éäÝá ôùí åëÝã÷ùí áõôþí åßíáé ðùò ìå ôçí ðñïóïìïßùóç âñßóêïõìå ôé ôéìÝò
èá Ýðáéñíå ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç áí ðñáãìáôéêÜ ßó÷õå ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Áí áõôü
ðïõ ðáñáôçñÞóáìå åßíáé ðïëý ìáêñéÜ óçìáßíåé ðùò ìÜëëïí ôá äåäïìÝíá ìáò äåí
Ý÷ïõí ðñïêýøåé áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá åßíáé ôá åîÞò:

• ’Åëåã÷ïò ãéá Ýíáí óõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò üôáí îÝñïõìå ðùò ïé ðëçèõóìïß
áêïëïõèïýí êáôáíïìÝò ÃÜììá. Ôá äåßãìáôá ðñÝðåé íá ðñïóïìïéùèïýí áðü
äýï ÃÜììá êáôáíïìÝò, ðéèáíüôáôá ìå óõãêåêñéìÝíç óõó÷Ýôéóç üðùò áõôÞ
êáèïñßæåôáé óôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

• ’Åëåã÷ïò ãéá ìéá ìÝóç ôéìÞ üôáí ç êáôáíïìÞ åßíáé ç ÁñíçôéêÞ ÄéùíõìéêÞ.
Ðñïóïìïéþíïõìå äåßãìáôá ôïõ äïèÝíôïò ìåãÝèïõò áðü ôçí áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ
êáôáíïìÞ.

• ’Åëåã÷ïò ãéá ôçí éóüôçôá äéáêõìÜíóåùí üôáí ïé äõï ðëçèõóìïß áêïëïõèïýí
ôçí êáôáíïìÞ Poisson. Ðñïóïìïéþíïõìå äåßãìáôá áðü äýï êáôáíïìÝò Pois-
son ìå ðáñáìÝôñïõò ðïõ åßôå äßíïíôáé, åßôå ðñïêýðôïõí áðü ôç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç

• ’Åëåã÷ïò ãéá ôï áí ôá äåäïìÝíá áêïëïõèïýí ôç êáôáíïìÞ t-student. Ðñïóï-
ìïéþíïõìå äåßãìáôá áðü ôçí êáôáíïìÞ ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé êáé ãéá êÜèå
äåßãìá õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò.

ÐáñáôÞñçóç: Ôï êïéíü óôïé÷åßï óå üëá ôá ðáñáðÜíù åßíáé ðùò îÝñïõìå ôçí
êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý åßôå ãéáôß ðñïêýðôåé áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç åßôå ãéáôß
Ý÷ïõìå âÜóéìá óôïé÷åßá ãéá íá õðïèÝóïõìå êÜôé ôÝôïéï. BÝâáéá óå áõôÞ ôçí ðå-
ñßðôùóç, üðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå ìéá ðáñáìåôñéêÞ õðüèåóç ó÷åôéêÜ ìå ôçí
êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý, ôï ìüíï êÝñäïò óå ó÷Ýóç ìå ôïõò êëáóóéêïýò åëÝã÷ïõò
åßíáé ðùò äåí ÷ñåéáæüìáóôå áðïêëåéóôéêÜ ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò áëëÜ
ìðïñïýìå íá äïõëÝøïõìå êáé ìå ðéï ðåñßðëïêåò åðéëïãÝò.
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3.3 Ðáñáäåßãìáôá
Áò äïýìå êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá ìå ðåñéóóüôåñç ëåðôïìÝñåéá.

3.3.1 ’Åëåã÷ïò ãéá ìéá ìÝóç ôéìÞ áðü åêèåôéêü ðëçèõóìü
Óå Ýíá åñãïóôÜóéï, ïé ÷ñüíïé óå ìÝñåò ðïõ ìåóïëÜâçóáí áíÜìåóá óå äýï äéáäï÷é-
êÝò âëÜâåò åíüò ìç÷áíÞìáôïò êáôáãñÜöçêáí ìå óêïðü íá ìåëåôçèåß ç óõ÷íüôçôá
åìöÜíéóçò âëáâþí. Ïé 12 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ ðÜñèçêáí Þôáí ïé åîÞò

0.18, 0.89, 0.61, 0.23, 0.16, 0.37, 0.29, 0.03, 0.05, 0.47, 1.17, 0.24
Íá åëåã÷èåß ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç üôé ï ìÝóïò ÷ñüíïò áíÜìåóá óå äýï äéáäï÷éêÝò
âëÜâåò åßíáé 1 ìÝñá îÝñïíôáò ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ ÷ñüíïõ åßíáé ç åêèåôéêÞ

Á. Áí ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé ðùò µ > 1
B. Áí ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé ðùò µ < 1
Ã. Áí ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé ðùò µ 6= 1
Áöïý îÝñïõìå ðùò ç êáôáíïìÞ åßíáé ç åêèåôéêÞ êáé äåäïìÝíïõ üôé ôï ìÝãåèïò

ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ìéêñü, êáé Üñá ôï êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá äåí ìðïñåß íá
åöáñìïóèåß, ðñï÷ùñÜìå óå Ýíáí Ýëåã÷ï Monte Carlo. H åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ
äéáëÝãïõìå åßíáé ç T = x̄ − 1. ÁõôÞ ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç, áí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ
õðüèåóç èá ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 0 åíþ ìåãÜëåò ôéìÝò ìáêñéÜ áðü ôï 0 äåß÷íïõí áðüêëéóç
áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Ôï ðñüóçìï ôùí ôéìþí ðïõ äåß÷íïõí õðÝñ ôçò åíáëëáêôéêÞò
óáöþò êáé åîáñôÜôáé áðü ôçí åíáëëáêôéêÞ. ’Åôóé ãéá ôçí ðåñßðôùóç Á áðïññßðôïõìå
ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç üôáí ïé ôéìÝò ôçò Ô åßíáé ìåãÜëåò (äåîéÜ ïõñÜ), ãéá ôçí ðåñß-
ðôùóç B üôáí åßíáé ìéêñÝò (áñéóôåñÞ ïõñÜ) åíþ ãéá ôçí ðåñßðôùóç Ã êáé óôéò äýï
ïõñÝò. ÄçëáäÞ ãéá ôçí ðåñßðôùóç Ã èá ìðïñïýóå êáíåßò íá ðÜñåé ùò åëåã÷ïóõ-
íÜñôçóç ôçí |T |.

’Ï Ýëåã÷ïò ãßíåôáé ùò åîÞò:

• Ðñïóïìïéþíïõìå k, Ýóôù 99, äåßãìáôá áðü ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç
ôéìÞ 1. ÊÜèå ôÝôïéï äåßãìá Ý÷åé 12 ðáñáôçñÞóåéò.

• Ãéá êÜèå äåßãìá õðïëïãßæïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç (äçëáäÞ âñßóêïõìå ôç
ìÝóç ôéìÞ êáé áöáéñïýìå 1). ÁõôÝò ëïéðüí ïé 99 ôéìÝò ðïõ óõãêåíôñþíïõìå
áðïôåëïýí ìéá åêôßìçóç ôçò êáôáíïìÞò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò (ôçí ïðïßá äåí
îÝñïõìå ãéáôß áí ôçí îÝñáìå äåí èá ÷ñåéáæüôáí íá êÜíïõìå Ýëåã÷ï Monte
Carlo).

• Óôç óõíÝ÷åéá âñßóêïõìå ðüóåò áðü ôéò 99 ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé
ðéï áêñáßåò (èõìçèåßôå üôé ôï áêñáßåò Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí åíáëëáêôéêÞ
õðüèåóç) êáé åêôéìïýìå ôï p-value

Ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò Ý÷ïõìå x̄ = 0.39 ïðüôå T = −0.61. Óôï ãñÜöçìá 3.1
ìðïñåßôå íá äåßôå Ýíá éóôüãñáììá ìå ôéò 99 ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò.

Ãéá íá áðáíôÞóïõìå ôï Á åñþôçìá ðñÝðåé íá äïýìå ðüóåò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé
ìåãáëýôåñåò áðü -0.61 ðïõ âñÞêáìå ãéá ôï äåßãìá ìáò. Bñßóêïõìå ëïéðüí ðùò 98
ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ìåãáëýôåñåò áðü ôï tobs = 0.61 êáé Üñá p̃ = m+1

k+1 = 98+1
99+1 =
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ÃñÜöçìá 3.1: Éóôüãñáììá ãéá ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç âáóéóìÝíï óå 99 åðáíáëÞøåéò

0.99 åßìáóôå ëïéðüí áñêåôÜ óßãïõñïé êáé äå÷üìáóôå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Áõôü
ìïéÜæåé ðïëý ëïãéêü. Ç ìÝóç ôéìÞ ðïõ âñÞêáìå åßíáé 0.39 êáé åðïìÝíùò èá Þôáí
ðáñÜëïãï íá áðïññßøïõìå ôçí õðüèåóç ðùò µ = 1 Ýíáíôé ôçò µ > 1.

Ãéá ôï åñþôçìá B åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ åßíáé ìéêñüôåñåò
ôïõ --0.61. Ìüíï ìéá ðáñáôÞñçóç åßíáé ìéêñüôåñç åðïìÝíùò ôþñá Ý÷ïõìå p̃ =
1+1
99+1 = 0.02 åðïìÝíùò óå α = 5% áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

Ãéá ôçí õðüèåóç Ã åíäéáöåñüìáóôå êáé ãéá ôéò 2 ïõñÝò äçëáäÞ ðüóåò ðáñá-
ôçñÞóåéò åßíáé ìéêñüôåñåò áðü --0.61 êáé ðüóåò ìåãáëýôåñåò áðü 0.61. ’Å÷ïõìå
4 ðáñáôçñÞóåéò êáé åðïìÝíùò p̃ = 4+1

99+1 = 0.05 äçëáäÞ äåí åßìáóôå óå èÝóç íá
áðïññßøïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç, äçëáäÞ íá ðÜñïõìå ìéá áðüöáóç áöïý ôï
p-value åßíáé ïñéáêü. Ðñïöáíþò èá ðñÝðåé íá ðÜñïõìå ðåñéóóüôåñá äåßãìáôá.
ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôïí Ýëåã÷ï ìå k = 999 âñßóêïõìå ðùò p̃ = 0.039 ïðüôå êáé
áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç

Áîßæåé åäþ íá óçìåéùèåß üôé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá ç
êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ðñÝðåé íá åßíáé ç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ
0 êáé ôõðéêÞ áðüêëéóç 1/

√
12. ×ñçóéìïðïéþíôáò áõôÞ ôçí ðñïóÝããéóç âñßóêïõìå

ãéá ôïõò 3 åëÝã÷ïõò ôá åîÞò p-value 0.975, 0.025, 0.051 ôá ïðïßá åßíáé ðïëý êïíôÜ
óå áõôÜ ðïõ âñÞêáìå. Ðáñáôçñåßóôå üìùò ðùò óôïí ôñßôï Ýëåã÷ï êáé ãéá α = 5%
êáôáëÞãïõìå óå äéáöïñåôéêÞ áðüöáóç.

3.3.2 ’Åëåã÷ïò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò

Óå ìéá áãùíéóôéêÞ ôïõ ðñùôáèëÞìáôïò ðïäïóöáßñïõ óçìåéþèçêáí óõíïëéêÜ óå
êÜèå ðáé÷íßäé ôá ãêïë ðïõ âëÝðåôå óôïí ðßíáêá 3.1. ÈÝëïõìå íá áðáíôÞóïõìå óôï
åñþôçìá êáôÜ ðüóï ôá äåäïìÝíá áêïëïõèïýí ôçí êáôáíìÞ Poisson.

Ï Ýëåã÷ïò ðïõ èÝëïõìå íá êÜíïõìå åßíáé Ýíáò Ýëåã÷ïò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò.
ÅðåéäÞ äåí Ý÷ïõìå êáìéÜ ðëçñïöïñßá ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðáñÜìåôñï ôçò êáôáíïìÞò
Poisson èá ðñÝðåé íá ôçí åêôéìÞóïõìå. ÅðïìÝíùò ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç åßíáé ðùò

H0: ç êáôáíïìÞ åßíáé Poisson Ýíáíôé ôçò
H1: ç êáôáíïìÞ äåí åßíáé Poisson
ÅðåéäÞ ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé ðïëý ãåíéêÞ, ãéá íá äéåõêïëýíïõìå ôï ðáñÜäåéãìá,

èá õðïèÝóïõìå ðùò ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé ç
H1: ç êáôáíïìÞ åßíáé ÁñíçôéêÞ ÄéùíõìéêÞ
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Áñéèìüò Ãêïë Óõ÷íüôçôá (Áñéèìüò ïìÜäùí )
0 6
1 3
2 4
3 2
4 1

Ðßíáêáò 3.1: Áñéèìüò ãêïë ðïõ åðéôåý÷èçêáí óõíïëéêÜ óå êÜèå áãþíá

Áò âñïýìå ìéá êáôÜëëçëç åëåã÷ïóõíÜñôçóç. ÃåíéêÜ ãéá åëÝã÷ïõò êáëÞò ðñï-
óáñìïãÞò Ý÷ïõìå ôéò åîÞò åðéëïãÝò:

Íá äéáëÝîïõìå Ýíá ìÝôñï ðïõ íá ìáò äåß÷íåé ðüóï áðÝ÷ïõí ôá äåäïìÝíá ìáò
áðü áõôÜ ðïõ èá Ýäéíå ç êáôáíïìÞ ðïõ åëÝã÷ïõìå. Ãéá íá ãßíåé áõôü èá ðñÝðåé íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéá áðüóôáóç. Ìåñéêïß áðü ôïõò ðéï ãíùóôïýò (áëëÜ ü÷é
áðáñáßôçôá êáëýôåñïõò) åëÝã÷ïõò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò ÷ñçóéìïðïéïýí áõôÞ ôçí
éäÝá, üðùò ï ãíùóôüò χ2 Ýëåã÷ïò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò Þ ï Ýëåã÷ïò Kolmogorov
--Smirnov êáôÜëëçëá äéáóêåõáóìÝíïò ãéá íá äïõëåýåé ìå äéáêñéôÜ äåäïìÝíá.

Íá âñïýìå êÜðïéá ðïóüôçôá ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôçí êáôáíïìÞ óå ó÷Ýóç ìå ôçí
åíáëëáêôéêÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ åßíáé ç ìüíç óõíå÷Þò êáôáíïìÞ
ìå áóõììåôñßá 0 êáé êýñôùóç 3. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò Poisson îÝñïõìå ðùò Ý÷åé
ôçí éäéüôçôá íá Ý÷åé ìÝóç ôéìÞ êáé äéáêýìáíóç ßóåò êÜôé ðïõ äåí éó÷ýåé ãéá ôçí
áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ. Åäþ ÷ñåéÜæåôáé ðïëý ðñïóï÷Þ êáé èåùñçôéêÞ ãíþóç êáèþò ç
éäéüôçôá ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðñÝðåé íá ÷áñáêôçñßæåé ôçí êáôáíïìÞ, äçëáäÞ
íá ìçí ôçí Ý÷åé êáìéÜ Üëëç êáôáíïìÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí èÝëáìå íá åëÝãîïõìå ãéá
ôçí êáôáíïìÞ t ìå 3 âáèìïýò åëåõèåñßáò èá ìðïñïýóå íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò
ç ìÝóç ôéìÞ åßíáé 0 êáé ç äéáêýìáíóç 3. ÁõôÞ üìùò ç éäéüôçôá äåí åßíáé êáèüëïõ
÷áñáêôçñéóôéêÞ ãéá ôçí êáôáíïìÞ êáèþò êáé ìéá êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ èá ìðïñïýóå
íá Ý÷åé ìÝóç ôéìÞ 0 êáé äéáêýìáíóç 3, ïðüôå ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç âáóéóìÝíç óå
áõôÞ ôçí éäéüôçôá äåí èá ìðïñïýóå ðïôÝ íá îå÷ùñßóåé áíÜìåóá óôçí êáôáíïìÞ t
êáé ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ.

ÅðïìÝíùò, åðéóôñÝöïíôáò óôï ðáñÜäåéãìá ìå ôçí êáôáíïìÞ Poisson, ìéá åëåã-
÷ïóõíÜñôçóç ðïõ ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ç T = s2

x̄ ãéá ôçí ïðïßá
ðåñéìÝíïõìå ôéìÝò êïíôÜ óôï 1 áí ôá äåäïìÝíá åßíáé áðü ôçí êáôáíïìÞ Poisson åíþ
áí ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ ïé ôéìÝò ðñÝðåé íá åßíáé ìåãáëýôåñåò
áðü ôç ìïíÜäá. ’Å÷åôå õðüøç üôé áõôüò ï ëüãïò äéáêýìáíóçò ðñïò ôç ìÝóç ôéìÞ
ëÝãåôáé êáé äåßêôçò äéáóðïñÜò (index of dispersion) êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí ðñÜîç
ãéá äéáêñéôÜ äåäïìÝíá óáí Ýíáò äåßêôçò õðåñäéáóðïñÜò (overdispersion). Êáèþò
õðÜñ÷ïõí óõãêåêñéìÝíïé ìç÷áíéóìïß ðïõ ïäçãïýí óå õðåñäéáóðïñÜ ìðïñåß êáíåßò
íá ìåëåôÞóåé Ýíá öáéíüìåíï ìå ôç ÷ñÞóç ðáñüìïéùí äåéêôþí.

ÅðïìÝíùò ï Ýëåã÷ïò Ý÷åé ùò åîÞò:

• Ðñïóïìïéþíïõìå k, Ýóôù 99, äåßãìáôá áðü ôçí êáôáíïìÞ Poisson ìå ðáñÜìåôñï
1.31 (ï ìÝóïò ôùí ôéìþí ôïõ äåßãìáôïò ðïõ Ý÷ïõìå). ÊÜèå ôÝôïéï äåßãìá
Ý÷åé 16 ðáñáôçñÞóåéò. ÅðåéäÞ ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç äåí êáèïñßæåé êÜðïéá
ðáñÜìåôñï ãéá ôçí êáôáíïìÞ Poisson èá ðñÝðåé íá ôçí åêôéìÞóïõìå åìåßò
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áðü ôá äåäïìÝíá. Åßíáé ãíùóôü ðùò ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò
ãéá ôçí ðáñÜìåôñï ôçò êáôáíïìÞò Poisson åßíáé ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò.

• Ãéá êÜèå äåßãìá õðïëïãßæïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç (äçëáäÞ âñßóêïõìå ôç
ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáêýìáíóç êáé ðáßñíïõìå ôï ëüãï ôïõò).

• Óôç óõíÝ÷åéá âñßóêïõìå ðüóåò áðü ôéò 99 ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé
ðéï ìåãÜëåò áðü áõôÞ ôïõ äåßãìáôïò ìáò.

Ãéá ôï äåßãìá ìáò âñßóêïõìå x̄ = 1.31, s2 = 1.69, T = 1.29. Ïé 99 ôéìÝò ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò öáßíïíôáé óôï ãñÜöçìá 3.2. ÕðÜñ÷ïõí 24 ôéìÝò ìåãáëýôåñåò
áðü 1.29 åðïìÝíùò p̃ = 24+1

99+1 = 0.25 êáé Üñá äåí áðïññßðôïõìå óå α = 5% ôçí
õðüèåóç üôé ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí êáôáíïìÞ Poisson. Ìå Üëëá ëüãéá
ãéá Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò 12, áðü ôçí êáôáíïìÞ Poisson ìå ìÝóç ôéìÞ 1.31 äåí åßíáé
áðßèáíï íá ðÜñïõìå Ýíáí äåßêôç äéáóðïñÜò ßóï ìå 1.29

ÃñÜöçìá 3.2: ÄéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç ôïõ ðáñáäåßãìáôïò

Èá ðñÝðåé óå áõôü ôï óçìåßï íá ôïíßóïõìå ðùò ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ ÷ñçóé-
ìïðïéÞóáìå èá Þôáí êáôáäéêáóìÝíç íá áðïôý÷åé áí ç åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç Þôáí
ðïëý ãåíéêÞ, äçëáäÞ üðùò åß÷áìå ïñßóåé óôçí áñ÷Þ, ç åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç Þôáí
ðùò ôá äåäïìÝíá äåí áêïëïõèïýí ôçí êáôáíïìÞ Poisson (êé åðïìÝíùò áêïëïõèïýí
êÜðïéá ïðïéáäÞðïôå êáôáíïìÞ). Ï ëüãïò åßíáé ðùò ï ëüãïò ôçò äéáêýìáíóçò ðñïò
ôç ìÝóç ôéìÞ áí êáé åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò êáôáíïìÞò Poisson ùò ðñïò
üëåò ôéò êáôáíïìÝò ðïõ ïñßæïíôáé óôïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò 0, 1, . . . äåí éó÷ýåé ôï
ßäéï ãéá üëåò ôéò äéáêñéôÝò êáôáíïìÝò. ÄçëáäÞ õðÜñ÷ïõí äéáêñéôÝò êáôáíïìÝò ðïõ
ïñßæïíôáé óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü áêÝñáéùí ôéìþí êé Ý÷ïõí áõôÞ ôçí éäéüôçôá.
Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç äåí ìðïñåß íá îå÷ùñßóåé áíÜìåóá óôéò
2 õðïèÝóåéò. Óõíåðþò ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç ìðïñåß íá åßíáé êáëÞ åðéëïãÞ ãéá
êÜðïéá åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç åíþ ãéá Üëëåò åíáëëáêôéêÝò õðïèÝóåéò íá ìçí åßíáé
êáëÞ åðéëïãÞ.

3.4 ÓõìðåñÜóìáôá
Ðñéí ôåëåéþóïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí åëÝã÷ùí Monte Carlo èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå
ôá åîÞò:
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• Ó÷åôéêÜ ìå ôçí åðéëïãÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò, ôïí áñéèìü ôùí åðáíáëÞøåùí
êáé ôçí åêôßìçóç ôïõ p-value, éó÷ýïõí üëá üóá åßðáìå óôïõò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò.

• Óôïõò åëÝã÷ïõò Monte Carlo ÷ñçóéìïðïéïýìå áðëÜ ôçí ðñüóèåôç ðëçñïöïñßá
ðïõ Ý÷ïõìå ó÷åôéêÜ ìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý.

• Ïé Ýëåã÷ïé áõôïß åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìïé ãéá åëÝã÷ïõò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò
üðïõ ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ìáò êáôåõèýíåé ãéá ôçí êáôáíïìÞ áðü ôçí ïðïßá
èá ðñïóïìïéþóïõìå ôá äåßãìáôá ìáò.

Áò îåöýãïõìå üìùò ëßãï áðü ôçí ðåñßðôùóç ôùí åëÝã÷ùí õðïèÝóåùí. Óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá áõôü ðïõ êÜíáìå Þôáí íá åêôéìïýìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðé-
èáíüôçôáò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êáé ìåôÜ íá ÷ñçóéìïðïéïýìå áõôÞ ôçí åêôßìçóç,
âáóéóìÝíç óôçí ðñïóïìïßùóç, ãéá íá êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí. Áðü áõôÞ
ôçí ïðôéêÞ, ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ðáñüìïéá ôå÷íéêÞ ãéá íá åêôéìÞóåé ôçí
êáôáíïìÞ, ü÷é ðéá ìéáò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ìå óêïðü êÜðïéïí Ýëåã÷ï õðüèåóçò, áëëÜ
ïðïéáóäÞðïôå Üëëçò óõíÜñôçóçò ôïõ äåßãìáôïò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñåß êÜðïéïò
íá åêôéìÞóåé ôçí êáôáíïìÞ ôçò äåéãìáôéêÞò äéáìÝóïõ áðü Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò ð÷
43, üôáí îÝñïõìå ðùò ï ðëçèõóìüò åßíáé åêèåôéêüò. Áêüìá, ìðïñåß êáíåßò ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò Monte Carlo íá åêôéìÞóåé äéÜöïñåò ðïóüôçôåò ãéá áõôÝò ôéò óôáôéóôéêÝò
óõíáñôÞóåéò, üðùò ôõðéêÜ óöÜëìáôá, ðéèáíüôçôåò íá îåðåñÜóïõí êÜðïéá ôéìÞ êëð.

Ç éäÝá áõôÞ èá áíáðôõ÷èåß ìå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò óôç óõíÝ÷åéá üðïõ èá
äïýìå ðùò ç ìÝèïäïò Monte Carlo áðïôåëåß åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìéáò ðïëý ãåíéêüôåñçò
ìåèïäïëïãßáò ðïõ ïíïìÜæåôáé bootstrap (êåöÜëáéï 5). Ç âáóéêÞ éäÝá ðïõ ðñÝðåé
íá êñáôÞóåé ï áíáãíþóôçò åßíáé ðùò áí äåí åßìáóôå óå èÝóç íá âñïýìå ôçí
êáôáíïìÞ ìéáò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò üôáí áõôÞ ðñïÝñ÷åôáé áðü ðëçèõóìü ìå
ãíùóôÞ êáôáíïìÞ ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáöýãïõìå óôç ëýóç ôçò ðñïóïìïßùóçò. Áí
êáôáöÝñïõìå íá ðÜñïõìå äåßãìá áðü ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý ôüôå áõôüìáôá
ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìéá ðïëý êáëÞ åéêüíá êáé áðü ôçí êáôáíïìÞ ôçò óõíÜñôç-
óçò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ áõôïý ôïõ äåßãìáôïò.
Óõíåðþò ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôçò êáôáíïìÞò ìéáò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò
ìåôáó÷çìáôßæåôáé óå ðñüâëçìá ðñïóïìïßùóçò áðü ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý.
Ï ôñüðïò ðïõ ðñïóïìïéþíïõìå áðü äéÜöïñåò êáôáíïìÝò äåí ìáò áðáó÷ïëåß óå
áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò áëëÜ õðÜñ÷ïõí ðïéêßëåò ìÝèïäïé ðïõ ðñïóöÝñïíôáé áðü üëá
ôá óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá.

Ãéá ðáñÜäåéãìá áí êáé äåí ãíùñßæïõìå ôçí êáôáíïìÞ çò ðïóüôçôáò V = σ2/x̄
áðü Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü êáôáíïìÞ Poisson, åíôïýôïéò üðùò åßäáìå óôï
ðáñÜäåéãìá åßìáóôå óå èÝóç íá ãíùñßæïõìå áñêåôÜ óôïé÷åßá ãéá áõôÞ ôçí êáôá-
íïìÞ, üðùò íá åêôéìÞóïõìå ôç ìÝóç ôçò ôéìÞ, ôç äéáêýìáíóç ôçò, ôï ðïóïóôü ôéìþí
ìåãáëýôåñùí áðü 1, áëëÜ áêüìá êáé íá åêôéìÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò ôçò.

ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò Monte Carlo äåí áöïñÜ ìüíï åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí áëëÜ
êáé Üëëá áíôéêåßìåíá ôçò óôáôéóôéêÞò óõìðåñáóìáôïëïãßáò. Ðåñéóóüôåñá óôï
êåöÜëáéï 5.
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3.5 ÁóêÞóåéò êåöáëáßùí 2 êáé 3
1. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ôá äåäïìÝíá ìáò áðïôåëïýíôáé áðü æåõãÜñéá ìåôñÞóåùí

(Xi, Yi). ’Åóôù üôé èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå ôçí õðüèåóç üôé ï óõíôåëåóôÞò
óõó÷Ýôéóçò ρ = −0.10 Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò üôé åßíáé äéÜöïñïò ôïõ -0.10
÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò. Ðïéá áðü ôéò ôñåéò óôáôéóôéêÝò
óõíáñôÞóåéò T1, T2, T3 èá ðñïôéìÞóåôå êáé ãéáôß;

Äßíïíôáé:

T1 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )
√

n∑
i=1

(Xi − X̄)2
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2
, T2 =

n∑

i=1

XiYi, T3 =

n∑
i=1

XiYi

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

2. Óôç öõóéïëïãßá ï êáñäéáêüò ñõèìüò êÜèå áíèñþðïõ Ý÷åé êÜðïéá óõíçèéóìÝíç
ðåñéïäéêüôçôá ç ïðïßá åßíáé äéáöïñåôéêÞ ãéá êÜèå Üíèñùðï. ’Åóôù üôé åßíáé
äéáèÝóéìåò ìåôñÞóåéò ãéá ìéá ðåñßïäï 6 óõíå÷üìåíùí çìåñþí áíÜ 4 þñåò ãéá
10 äéáöïñåôéêÜ Üôïìá êáé üôé èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå áí ðñÜãìáôé õðÜñ÷åé
áõôÞ ç ðåñéïäéêüôçôá ìå ôç ÷ñÞóç åíüò åëÝã÷ïõ ôõ÷áéïðïßçóçò.

Á. Èåùñåßôå ðùò ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç T =
10∑

i=1

24∑
j=1

(xij − x̄j)2, üðïõ xij

åßíáé ç ìÝôñçóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ j ãéá ôï i Üôïìï êáé x̄j åßíáé ç ìÝóç ôéìÞ
ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ j ãéá üëá ôá Üôïìá, åßíáé êáôÜëëçëç;

B. ÐåñéãñÜøôå ìå âÞìáôá ðùò èá ãßíåé ï Ýëåã÷ïò ôõ÷áéïðïßçóçò (Üó÷åôá áí
÷ñçóéìïðïéÞóåôå ôçí T Þ êÜðïéá Üëëç åëåã÷ïóõíÜñôçóç).

3. ’Åóôù 30 ðáñáôçñÞóåéò áðü ôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá. BñÞêáìå ðùò ç ìÝóç
áðüëõôç áðüêëéóç ôïõ äåßãìáôïò åßíáé 12. ÐåñéãñÜøôå ðùò èá åëÝãîåôå ôçí
õðüèåóç ðùò ç ìÝóç áðüëõôç áðüêëéóç óôïí ðëçèõóìü åßíáé 15, ÷ñçóéìïðïé-
þíôáò üðïéá ìÝèïäï èÝëåôå. ÁíáöÝñåôå ðùò èá áðáíôïýóáôå ôï åñþôçìá
÷ñçóéìïðïéþíôáò êÜðïéá äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï.

(MAD = 1
n

n∑
i=1

∣∣Xi − X̄
∣∣).

4. ’Åíá äåßãìá áðü 8 öïéôçôÝò ñùôÞèçêáí ãéá ôçí ðïéüôçôá ôïõ ìáèÞìáôïò ðïõ
äéäÜ÷èçêáí. Ïé áðáíôÞóåéò ôïõò, ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôç óõ÷íüôçôá ôùí
ðáñáêïëïõèÞóåùí ôïõò Þôáí ïé åîÞò:

ÈåôéêÞ ãíþìç ÁñíçôéêÞ ãíþìç
ÔáêôéêÞ ðáñáêïëïýèçóç 3 1

’Ï÷é ôáêôéêÞ ðáñáêïëïýèçóç 1 3

Éó÷ýåé ï éó÷õñéóìüò ðùò áõôïß ðïõ ðáñáêïëïõèïýóáí ôáêôéêÜ Ý÷ïõí ðéï
èåôéêÞ ãíþìç ãéá ôï ìÜèçìá;
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5. Ãéá íá äïêéìáóôåß ìéá êáéíïýñéá èåñáðåßá, 4 áóèåíåßò ðÞñáí Ýíá êáéíïýñéï
öÜñìáêï, åíþ 3 Üëëïé ðÞñáí ôï óõíçèéóìÝíï öÜñìáêï. Ïé ôéìÝò ðïõ ðáñáôçñÞóáìå
Þôáí 4,7,8,5 êáé 5,10, 4 áíôßóôïé÷á ãéá ôéò äýï ïìÜäåò. Åßíáé áðïôåëåóìáôéêüôåñç
ç êáéíïýñéá èåñáðåßá;

6. ’Åíá äåßãìá áðü 108 ôçëåèåáôÝò ñùôÞèçêáí ãéá ôçí ðïéüôçôá åíüò ôçëåïðôéêïý
ðñïãñÜììáôïò. Ïé áðáíôÞóåéò ôïõò, ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôç óõ÷íüôçôá
ôùí ðáñáêïëïõèÞóåùí ôïõò Þôáí ïé åîÞò:

ÈåôéêÞ ãíþìç ÁñíçôéêÞ ãíþìç
Åßäáí êáé ôá 12 åðåéóüäéá 34 17

Åßäáí 6-11 åðåéóüäéá 15 18
Åßäáí ëéãüôåñá áðü 6 åðåéóüäéá 12 12

×ñçóéìïðïéåßóôå ôïí Ýëåã÷ï ôïõ Fisher (ðñïóåããéóôéêü) ãéá íá åëÝãîåôå áí
éó÷ýåé ï éó÷õñéóìüò ðùò áõôïß ðïõ ðáñáêïëïõèïýóáí ôáêôéêÜ Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÞ
ãíþìç ãéá ôï ðñüãñáììá; ÐåñéãñÜøôå ðëÞñùò ôç äéáäéêáóßá ìå áñéèìü
äåéãìÜôùí 10. (ÄçëáäÞ ðåñéãñÜøôå ðëÞñùò ôïõò ðßíáêåò ðïõ ó÷çìáôßóáôå,
ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êëð)

7. Ãéá íá äïêéìáóôåß Ýíá êáéíïýñéï õëéêü, 24 óõóêåõÝò êáôáóêåõÜóôçêáí ìå ôï
êáéíïýñéï õëéêü, åíþ 7 ìå ôï ðáëéü õëéêü êáé óôç óõíÝ÷åéá õðïâëÞèçêáí óå
ôåóô áíôï÷Þò. Ïé ôéìÝò ðïõ ðáñáôçñÞóáìå óå þñåò Þôáí

Èåñáðåßá ÐáñáôçñÞóåéò
A 3, 2, 4, 5, 6, 7, 5, 6, 7, 4, 5, 6, 4, 8, 9, 12, 12, 7, 8, 12, 12, 14, 18, 16
B 17, 19, 21, 19, 21, 28, 25

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áêñéâÞ ìÝèïäï ôõ÷áéïðïßçóçò èåùñåßôå ðùò åßíáé áðï-
ôåëåóìáôéêüôåñï ôï êáéíïýñéï õëéêü;

8. O êýñéïò × ðéóôåýåé ðùò ìðïñåß íá îå÷ùñßóåé áíÜìåóá óå 5 ðïéêéëßåò ôóáãéïý
áðëÜ áðü ôï ÷ñþìá ôïõò êáé ÷ùñßò íá ôá ãåõôåß. Ãéá íá ôï áðïäåßîåé æÞôçóå
áðü êÜðïéïí íá âÜëåé 5 äéáöïñåôéêÝò ðïéêéëßåò óå 5 öëõôæÜíéá êáé íá õðïäåßîåé
ðïéü öëõôæÜíé Ý÷åé ðïéá ðïéêéëßá. Ôá äåäïìÝíá åßíáé ôá åîÞò:

Ðïéêéëßá ôóáãéïý óôï öëõôæÜíé A B Γ ∆ E
ÅðéëïãÞ åéäéêïý E B Γ ∆ A

Ðéóôåýåôå ðùò åßíáé ôåëéêÜ åéäéêüò Þ áðëÜ áðÜíôçóå óôçí ôý÷ç;

9. ¸óôù ðùò Ý÷ïõìå k äéáöïñåôéêÜ äåßãìáôá êáé ìáò åíäéáöÝñåé ï Ýëåã÷ïò ôçò
H0 üôé ïé ìÝóïé ôùí äåéãìÜôùí åßíáé ßóïé Ýíáíôé ôçò H1 ðùò ïé ìÝóïé åßíáé
óå ìéá óõãêåêñéìÝíç óåéñÜ. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôá äåäïìÝíá ðïõ áêïëïõèïýí
áöïñïýí ôïí áñéèìü ôùí ìåôáëëÜîåùí óôá ÷ñùìïóþìáôá óå ðïíôßêéá üôáí
áõôÜ õðïâëçèïýí óå óõãêåêñéìÝíåò äüóåéò åíüò öáñìÜêïõ
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Äüóç (mg/kg) áñéèìüò ìåôáëëÜîåùí
0 0 0 0 0
5 1 1 1 4 5
20 0 0 0 4
80 2 3 5 11 20

ÊÜðïéïò åñåõíçôÞò ðñüôåéíå ôç ÷ñÞóç ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò

T =
k∑

j=1

g(j)xj

üðïõ g(j) åßíáé ìéá ìïíüôïíá Üõîïõóá óõíÜñôçóç êáé xj åßíáé ôï Üèñïéóìá
ôùí ðáñáôçñÞóåùí ôïõ j äåßãìáôïò

• ÅîçãÞóôå ãéáôß ç óõãêåêñéìÝíç åëåã÷ïóõíÜñôçóç åßíáé êáôÜëëçëç ãéá
ôïí Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí ðïõ èÝëïõìå íá êÜíïõìå

• ÅðéëÝîôå 2 äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò g(j) ãéá ôïí Ýëåã÷ï êáé óõãêñßíåôå
ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõò. Ðïéá èá ðñïôéìÞóåôå êáé ãéáôß;

• Èá óõìöùíïýóáôå ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò g(j) = log(dosej + 1);

10. Óôçí øõ÷ïëïãßá, ç èåùñßá ôçò ãíùóéáêÞò ðáñáöùíßáò (cognitive dissonance)
õðïóôçñßæåé ðùò ïé Üíèñùðïé üôáí Ý÷ïõí áëëçëïóõãêñïõüìåíåò áðüøåéò
ãéá Ýíá èÝìá ôåßíïõí íá ìåéþíïõí ôçí ðáñáöùíßá áõôÞ ãéá íá íéþóïõí
êáëýôåñá. Óå Ýíá ðåßñáìá ðïõ Ýãéíå óôçí ÁìåñéêÞ êé Ýëáâáí ìÝñïò öïéôçôÝò,
áõôïß Ýêáíáí ìéá óåéñÜ áðü áðëÝò êáé âáñåôÝò åñãáóßåò êáé óôç óõíÝ÷åéá
ðëçñþèçêáí 1 Þ 20 äïëÜñéá ãéá íá ðïõí øÝìáôá óôïõò åðüìåíïõò öïéôçôÝò
ðïõ èá ëÜìâáíáí ìÝñïò óôï ðåßñáìá, üôé áõôü Þôáí ðïëý åíäéáöÝñïí. Óôç
óõíÝ÷åéá åñùôÞèçêáí êáôÜ ðüóï ðßóôåõáí ðùò ïé åñãáóßåò ðïõ Ýêáíáí Þôáí
åíäéáöÝñïõóåò áîéïëïãþíôáò óå ìéá êëßìáêá áðü 0 (ðïëý âáñåôü) åùò 10
(ðïëý óõíáñðáóôéêü). Áõôïß ðïõ Ýëáâáí 20 äïëÜñéá Ýäùóáí âáèìïëïãßåò 3,
1, 2, 4, 0, 5, 4, 5 åíþ áõôïß ðïõ ðÞñáí ìüíï 1 äïëÜñéï Ýäùóáí âáèìïëïãßåò 4,
8, 6, 9, 3, 6, 7, 10, 4 , 8. Åßíáé ç äéáöïñÜ óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ; Åðéâåâáéþíåé
ôç èåùñßá;

11. Ìåñéêïß åñåõíçôÝò áêüìá êáé ôþñá ðñïôåßíïõí ôç ÷ñÞóç ôïõ åëÝã÷ïõ χ2 ôïõ
Pearson ãéá íá åëÝãîïõí áí ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìéá êáôáíïìÞ. Áò
õðïèÝóïõìå ðùò ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü êáôáíïìÞ Poisson ìå ìÝóç
ôéìÞ 1. ×ñçóéìïðïéÞóôå Monte Carlo ãéá íá åêôéìÞóåôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíü-
ôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ôïõ åëÝã÷ïõ, äçëáäÞ ôçí

χ2 =
m∑

j=0

(Oj − Ej)2

Ej

üðïõ m åßíáé ç ìåãáëýôåñç ðáñáôçñçèåßóá ôéìÞ êáé Oj êáé Ej åßíáé ç
ðáñáôçñçèåßóá óõ÷íüôçôá ôçò ôéìÞò j êáé ç áíáìåíüìåíç áíôßóôïé÷á. Ãéá
ëüãïõò åõêïëßáò õðïèÝóôå üôé ôï ìÝãåèïò äåßãìáôïò åßíáé 100 êáé ðùò m = 5,
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ôéìÝò ìåãáëýôåñåò áðü 5 ïìáäïðïéïýíôáé óôçí ôåëåõôáßá ïìÜäá. Óõãêñßíåôå
ôçí êáôáíïìÞ ðïõ êáôáóêåõÜóáôå ìå ôï Monte Carlo ìå ôçí èåùñçôéêÞ êá-
ôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò. Ôé ðáñáôçñåßôå;

12. Ï Ýëåã÷ïò Kruskal-Wallis èåùñåßôáé ï ìç ðáñáìåôñéêüò áíôßóôïé÷ïò Ýëåã÷ïò
ôçò áðëÞò áíÜëõóçò äéáêýìáíóçò. Ãéá ôïí Ýëåã÷ï áõôü äåí ÷ñåéÜæåôáé íá
îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý, õðïèÝôïõìå üìùò ðùò åßíáé óõììåôñéêÞ.
Ï Ýëåã÷ïò óôçñßæåôáé óôçí Ýííïéá ôùí ranks êáé ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜ-
ñôçóçò åßíáé ç ßäéá áíåîÜñôçôá áðü ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. ÕðïèÝóôå
ðùò Ý÷åôå 3 ïìÜäåò ìå éäéï ìÝãåèïò äåßãìáôïò n = 20 ðïõ Ý÷ïõí ìå ßäéá ìÝóç
ôéìÞ óôïí ðëçèõóìü µ = 2.

• Ðñïóïìïéþóôå ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò üôáí ï ðëçèõóìüò
áêïëïõèåß pN(µ, 4) + (1 − pN(µ, 2) êáôáíïìÞ, äçëáäÞ ìéá ìåßîç áðü
äýï êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò ðïõ Ý÷åé ìÝóç ôéìÞ 2.

• Ðñïóoìïéþóôå ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò üôáí ï ðëçèõóìüò
áêïëïõèåß êáôáíïìÞ ÃÜììá ìå ìÝóç ôéìÞ 2 êáé äéáêýìáíóç 4.

• Óõãêñßíåôå ôéò êáôáíïìÝò ðïõ ðñïÝêõøáí ìå áõôÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå
óôçí ðñÜîç

13. ¸íá åíäéáöÝñïí åñþôçìá ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðïëéôéêÞ åßíáé ç ýðáñîç Þ ü÷é
ãåùãñáöéêÞò áõôïóõó÷Ýôéóçò óôá åêëïãéêÜ áðïôåëÝóìáôá, ìå Üëëá ëüãéá áí
õðÜñ÷åé êÜðïéá óõó÷Ýôéóç áíÜìåóá óôá áðïôåëÝóìáôá ãåéôïíéêþí ðåñéï÷þí -
íïìþí. Âñåßôå ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí ôåëåõôáßùí åêëïãþí áðü ôçí éóôïóåëßäá
ôïõ Õðïõñãåßïõ Åóùôåñéêþí (www.ypes.gr) êáé åðéëÝîôå Ýíá êüììá. Óôç
óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéåßóôå ùò åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ôïõò äõï ðáñáêÜôù óõíôå-
ëåóôÝò ÷ùñéêÞò áõôïóõó÷Ýôéóçò (spatial autocorrelation):

Ôï äåßêôç ôïõ Moran

I =
N

N∑
i=1

N∑
j=1

Wij(Xi − X̄)(Xj − X̄)
(

N∑
i=1

N∑
j=1

Wij

)
N∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

Ôï äåßêôç ôïõ Geary

G =
(N − 1)

N∑
i=1

N∑
j=1

Wij(Xi −Xj)2

2

(
N∑

i=1

N∑
j=1

Wij

)
N∑

i=1

(Xi − X̄)2

üðïõ Xi åßíáé ïé ðáñáôçñÞóåéò ðïõ Ý÷ïõìå äçëáäÞ ôï ðïóïóôü ôïõ êüììáôïò
óôï íïìü i, N åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí íïìþí êáé Wij åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá
ãåéôíßáóçò W , äéáóôÜóåùí N × N , ìå óôïé÷åßá ðïõ äåß÷íïõí áí ïé íïìïß
ãåéôïíåýïõí. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìáò áöïñÜ ôá óôïé÷åßá Wij Ý÷ïõí ôçí
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ôéìÞ 1 áí ïé äýï íïìïß Ý÷ïõí êïéíü óýíïñï êáé 0 áí äåí Ý÷ïõí. ÊÜíôå Ýíáí
Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò ãéá ôá äåäïìÝíá óáò ãéá íá äéáðéóôþóåôå áí õðÜñ÷åé
Þ ü÷é ãåùãñáöéêÞ áõôïóõó÷Ýôéóç.

14. Ïé ðüíôïé ðïõ óçìåéùóáí 4 ïìÜäåò ìðÜóêåô óôá ðáé÷íßäéá ôçò ÷ñïíéÜò åßíáé
ïé áêüëïõèïé (ïé ïìÜäåò äåí Ýäùóáí ôïí ßäéï áñéèìü ðáé÷íéäéþí)

Á: 63,63,80,70,64,69,89,75,83,66,84,80,95,74,62,59,72,44,71,74,75, 87

Â: 63,86,104,55,93,58,99,91,84,41,90,87,77,90,99,92,90,101,96,65

Ã: 81,61,72,80,82,53,87,94,73,76,86,45,53,80,40,72,91

Ä: 48,60,91,65,92,54,95,52,68,74,83,58,62,73,63,71,81,91,69

Áðü áõôÜ ôá äåäïìÝíá ï åèíéêüò ðñïðïíçôÞò ðéóôåýåé ðùò ïé ïìÜäåò äéáöÝñïõí
óôçí éêáíüôçôá ôïõò óôï óêïñÜñéóìá. ÊÜíôå Ýíáí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïéçóçò ãéá
íá äåßôå êÜôÜ ðüóï ï ðñïðïíçôÞò Ý÷åé äßêéï Þ ü÷é. ÐïéÜ åëåã÷ïóõíÜñôçóç
èá ÷ñçóéìïðïéÞóåôå; ÐåñéãñÜøôå üëá ôá âÞìáôá ãéá íá êÜíåôå ôïí Ýëåã÷ï.

15. O êýñéïò × èåùñåß ðùò åßíáé åéäéêüò óôï íá áíáãíùñßæåé äéáöïñåôéêÝò
ðïéêéëßåò êñáóéþí. Ãéá áõôü ôï ëüãï Ýãéíå ôï åîÞò ðåßñáìá. Óå 10 ðïôÞñéá
ôïðïèåôÞèçêáí 10 äéáöïñåôéêÜ êñáóéÜ (ãéá ôá ïðïßá üìùò ãíùñéæå ðïéÜ 10
åßíáé) êáé ï êýñéïò × êëÞèçêå íá áíáãíùñßóåé ôá êñáóéÜ áõôÜ. Áíáãíþñéóå
óùóôÜ 6 áðü ôá 10. ÅëÝãîôå ôçí õðüèåóç üôé ï êýñéïò × åßíáé üíôùò åéäéêüò
Þ ü÷é ÐåñéãñÜøôå ìå ëåðôïìÝñåéá ôá âÞìáôá ôçò äéáäéêáóßáò ðïõ èá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóåôå. ÕëïðïéÞóôå ôïí Ýëåã÷ï ìå áñéèìü åðáíáëÞøåùí 10.

16. ¸íáò åñåõíçôÞò Ý÷åé äïêéìÜóåé 4 ôå÷íéêÝò êïðÞò ìåôÜëëïõ êáé èÝëåé íá
åëÝãîåé áí ç ìÝèïäïò Á (ðïõ åßíáé êáéíïýñéá) ìåéþíåé óôï ìéóü ôï ÷ñüíï
êïðÞò. Ãéá êÜèå ìÝèïäï Ý÷åé 10 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ ôéò óõìâïëßæïõìå ùò Xij ôï
i óõìâïëßæåé ôçí ðáñáôÞñçóç êáé ôï j ôç ìÝèïäï, i = 1, . . . , 10, j = 1, . . . , 4.
Ôé Ýëåã÷ï èá ôïõ ðñïôåßíáôå íá êÜíåé êáé ãéáôß; ÐïéÜ åëåã÷ïóõíÜñôçóç íá
÷ñçóéìïðïéÞóåé; ÐåñéãñÜøôå ôá âÞìáôá ãéá ôïí Ýëåã÷ï.
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Boston

Åéóáãùãéêü âéâëßï áêüìá êáé ãéá áõôïýò ÷ùñßò éäéáßôåñåò ãíþóåéò óôáôéóôéêÞò.
Ïé éäÝåò åéóÜãïíôáé áðëïêÜ êáé äßíïíôáé ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôùí
ìåèüäùí



ÊåöÜëáéï 4

Ç ìÝèïäïò Jackknife

4.1 ÅéóáãùãÞ

Ç ìÝèïäïò jackknife áíáðôý÷èçêå áñêåôÜ íùñßò ôï 1950 êõñßùò ùò ìÝèïäïò ðå-
ñéïñéóìïý ôçò ìåñïëçøßáò ìåñéêþí åêôéìçôñéþí. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç ìÝèïäïò
ïäçãåß óå ôõðéêÜ óöÜëìáôá åêôéìçôñéþí ôá ïðïßá åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï íá õðïëïãéóôïýí.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá áí èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå ìéá ìÝóç ôéìÞ åíüò ðëçèõóìïý, áõôü
åßíáé óõíÞèùò áñêåôÜ åýêïëï êáèþò ç äåéãìáôéêÞ ìÝóç ôéìÞ åßíáé áìåñüëçðôç
åêôéìÞôñéá êáé ç äéáêýìáíóç ôçò åßíáé ãíùóôÞ. Ãéá ðéï óýíèåôåò åêôéìÞôñéåò üìùò,
üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá Ýíáò ðåñéêïììÝíïò ìÝóïò, ï èåùñçôéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ
ôõðéêïý óöÜëìáôïò åßíáé áñêåôÜ ðïëýðëïêïò êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé ç áíÜãêç ãéá
ìéá åíáëëáêôéêÞ ìåèïäïëïãßá. Ç ìÝèïäïò jackknife ìðïñåß íá âïçèÞóåé óå áõôÞ
ôçí êáôåýèõíóç. ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò jackknife ðñïóöÝñåé

1. ÅêôéìÞôñéåò óõíáñôÞóåéò ìå ìéêñüôåñç ìåñïëçøßá óå áðüëõôç ôéìÞ

2. Åýêïëï õðïëïãéóìü ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò ôçò åêôéìÞôñéáò.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ áò äïýìå ëßãï ôï óõìâïëéóìü
ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå. ’Ïðùò ðÜíôá Ý÷ïõìå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá X1, X2, ..., Xn

ìåãÝèïõò n êáé ìéá åêôéìÞôñéá óõíÜñôçóç θ̂ = T (X1, X2, ..., Xn) ôçò ðñáãìá-
ôéêÞò ðáñáìÝôñïõ θ ôïõ ðëçèõóìïý ç ïðïßá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôïõ äåßãìáôïò
(ð÷ ç ìÝóç ôéìÞ, ç äéáêýìáíóç, ç äéÜìåóïò êëð). Åðßóçò óõìâïëßæïõìå ìå θ̂(i) =
T (X1, X2, ..., Xi−1, Xi+1, ..., Xn) ôçí ôéìÞ ôçò åêôéìÞôñéáò üôáí üìùò Ý÷ïõìå áöáé-
ñÝóåé ôçí i ðáñáôÞñçóç áðü ôï äåßãìá ìáò.

Ç âáóéêÞ éäÝá ãéá ôç ìÝèïäï jackknife åßíáé ç åîÞò: Áöáéñþíôáò ðáñáôçñÞ-
óåéò áðü ôï áñ÷éêü äåßãìá êáé åêôéìþíôáò îáíÜ ôçí ðáñÜìåôñï ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé,
ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ðëçñïöïñßá ó÷åôéêÜ ìå ôç óôáèåñüôçôá, êáé Üñá ôç ìåôá-
âëçôüôçôá, ôçò åêôéìÞôñéáò. ÅðïìÝíùò áí áöáéñïýìå êÜèå öïñÜ ìéá ðáñáôÞñçóç
åîåôÜæïíôáò ðüóï áëëÜæïõí ïé ôéìÝò ôçò åêôéìÞôñéáò ðáßñíïõìå ìéá åéêüíá ó÷åôéêÜ
ìå ôç äéáêýìáíóç ôçò åêôéìÞôñéáò.
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4.2 Ç åêôéìÞôñéá jackknife
Ç jackknife åêôéìÞôñéá θ̂J ôçò áðëÞò åêôéìÞôñéáò θ̂ õðïëïãßæåôáé ùò

θ̂J = nθ̂ − (n− 1)¯̂θ(•) ,

üðïõ ¯̂
θ(•) = 1

n

n∑
i=1

θ̂(i)

ÅðïìÝíùò, âëÝðïõìå ðùò áðü ôïí ïñéóìü ôçò jackknife åêôéìÞôñéáò θ̂J ÷ñåéÜæåôáé
íá åðáíáëÜâïõìå n öïñÝò ôïí õðïëïãéóìü ôçò åêôéìÞôñéáò üðïõ êÜèå öïñÜ ôï
äåßãìá ìáò èá åßíáé ôï áñ÷éêü Ý÷ïíôáò üìùò áöáéñÝóåé ìéá ðáñáôÞñçóç êÜèå öïñÜ.
ÄçëáäÞ ôçí ðñþôç öïñÜ áöáéñïýìå ôçí ðñþôç ðáñáôÞñçóç X1 õðïëïãßæïõìå ôçí
åêôéìÞôñéá θ̂(1), ìåôÜ ôçí åðéóôñÝöïõìå óôï äåßãìá êáé áöáéñïýìå ôç äåýôåñç êáé
ïýôù êáèåîÞò ìÝ÷ñé íá áöáéñÝóïõìå êáé ôçí ôåëåõôáßá ðáñáôÞñçóç. Åßíáé óáöÝò
ðùò óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáôçñÞóåùí åßíáé n− 1.

Ìðïñåß åðßóçò íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò áðü ôïí ïñéóìü ôçò θ̂J ðùò áðëÜ äéïñèþíåé
ôçí åêôéìÞôñéá áðü ôï óõíïëéêü äåßãìá ìå ôç ÷ñÞóç ôùí åêôéìçôñéþí áðü ôá äåßãìáôá
üðïõ Ý÷ïõìå áöáéñÝóåé ìéá ôéìÞ.

ÅíáëëáêôéêÜ ç θ̂J ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ìå ôç ÷ñÞóç ôùí øåõäïôéìþí

pi = nθ̂ − (n− 1)θ̂(i)

ùò θ̂J = 1
n

n∑
i=1

pi.

ÐáñÜäåéãìá 4.1: ’Åóôù ïé åîÞò 6 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ áöïñïýí ôï ÷ñüíï áíáìïíÞò
óå ëåðôÜ óå ìéá óôÜóç ëåùöïñåßïõ: 4 ,3 ,7 ,6 ,5 ,9. Íá õðïëïãéóôïýí ïé åêôéìÞôñéåò
jackknife ãéá ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéÜìåóï ôïõ ðëçèõóìïý.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç äåéãìáôéêÞ ìÝóç ôéìÞ x̄ êáé ôç äåéãìáôéêÞ äéÜìåóï
ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò ðïóüôçôåò ôïõ ðëçèõóìïý. ÅðïìÝíùò âñßóêïõìå
ðùò x̄ = 5.666 êáé M = 5.5. Ïé õðïëïãéóìïß ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò jackknife åêôéìÞ-
ôñéåò öáßíïíôáé óôïí ðßíáêá 4.1.

ÐáñáôçñÞóåéò ÔéìÞ ôçò åêôéìÞôñéáò üôáí ØåõäïôéìÝò
áöáéñÝóïõìå ôçí i ðáñáôÞñçóç
ÌÝóç ôéìÞ ÄéÜìåóïò ÌÝóç ôéìÞ ÄéÜìåóïò

4 6 6 4 3
3 6.2 6 3 3
7 5.4 5 7 8
6 5.6 5 6 8
5 5.8 6 5 3
9 5 5 9 8
34 34 33 34 33

Ðßíáêáò 4.1: Jackknife åêôßìçóç ôçò ìÝóçò ôéìÞò êáé ôçò äéáìÝóïõ

’Åôóé ðáñáôçñïýìå ðùò áí áöáéñÝóïõìå ôçí ðñþôç ðáñáôÞñçóç ç ìÝóç ôéìÞ
ôùí 5 ðáñáôçñÞóåùí ðïõ áðïìÝíïõí åßíáé (3 + 7 + 6 +5 +9) / 5 =6 êáé ïìïßùò ç
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äéÜìåóïò ôùí ðáñáôçñÞóåùí 3, 7, 6, 5, 9, åßíáé ôï 6. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï õðïëïãßæïõìå
êáé ôéò õðüëïéðåò ôéìÝò ôùí óôçëþí 2 êáé 3. Ïé óôÞëåò 4 êáé 5 ðñïêýðôïõí áðü ôïí
ïñéóìü ôùí øåõäïôéìþí. ’Åôóé ç ðñþôç øåõäïôéìÞ ãéá ôçí ìÝóç ôéìÞ åßíáé

p1 = nx̄− (n− 1)x̄(1) = 6× 5.666− 5× 6 = 4.

ÊÜíïíôáò ëïéðüí ôéò ðñÜîåéò âñßóêïõìå ðùò ç jackknife åêôéìÞôñéá ãéá ôç ìÝóç
ôéìÞ åßíáé 5.666 êáé ãéá ôç äéÜìåóï 5.5. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò äçëáäÞ âëÝðïõìå ðùò
óõìðßðôïõí ìå ôéò åêôéìÞóåéò ðïõ åß÷áìå. Óõìâáßíåé áõôü ðÜíôá; Èá ôï äïýìå óôçí
åðüìåíç åíüôçôá.

4.3 ÄéÜöïñåò jackknife åêôéìÞôñéåò

4.3.1 MÝóç ôéìÞ
Åßäáìå óôï ðáñÜäåéãìá ðùò ç åêôéìÞôñéá jackknife ãéá ôç ìÝóç ôéìÞ óõìðßðôåé ìå
ôï äåéãìáôéêü ìÝóï. Óõìâáßíåé ðÜíôá áõôü;

Áí óõìâïëßóïõìå θ̂ = x̄ âëÝðïõìå ðùò ïé øåõäïôéìÝò ìáò õðïëïãßæïíôáé ùò

pi = nθ̂ − (n− 1)θ̂(i) = nθ̂ − (n− 1)

nP
j=1

Xj−Xi

n−1 =
= nθ̂ − (n− 1)nθ̂−Xi

n−1 = Xi

Ç åêôéìÞôñéá jackknife åðïìÝíùò èá åßíáé θ̂J = 1
n

n∑
i=1

pi = x̄ Üñá ç ßäéá ìå ôçí áðëÞ

åêôéìÞôñéá ðïõ åß÷áìå ðñéí. ÅðïìÝíùò äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
jackknife ãéá íá åêôéìÞóïõìå ìéá ìÝóç ôéìÞ (áõôü Þôáí áíáìåíüìåíï áöïý ãéá ôç
ìÝóç ôéìÞ îÝñïõìå ôçí áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ãéá ôçí ïðïßá ï õðïëïãéóìüò ôïõ
ôõðéêïý ôçò óöÜëìáôïò åßíáé åýêïëïò).

Ìå üìïéï ôñüðï ìðïñåß íá äåé÷ôåß ðùò ãéá ïðïéáäÞðïôå åêôéìÞôñéá ôçò ìïñöÞò

θ̂ = 1
n

n∑
i=1

h(Xi) ç jackknife åêôéìÞôñéá ôáõôßæåôáé ìå ôçí áðëÞ åêôéìÞôñéá. Ðáñá-

ôçñåßóôå ðùò áí h(Xi) = Xi ðáßñíïõìå ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ðùò áõôüò ï óõìâïëéóìüò
ðåñéÝ÷åé üëåò ïé ñïðÝò ôïõ äåßãìáôïò êáé ðëÞèïò Üëëùí óôáôéóôéêþí óõíáñôÞóåùí.

4.3.2 ÄéÜìåóïò
Ãéá ôç äéÜìåóï ìðïñåß íá äåé êáíåßò ðùò áí ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáôçñÞóåùí åßíáé
Üñôéïò áñéèìüò ôüôå ç jackknife åêôéìÞôñéá ôáõôßæåôáé ìå ôç äåéãìáôéêÞ äéÜìåóï áí
üìùò åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò êÜôé ôÝôïéï äåí éó÷ýåé. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôç äéÜìåóï
Ý÷ïõìå:

Áí ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò n åßíáé Üñôéï. ×ùñßò íá óôåñïýìáóôå ãåíéêüôçôá
áò õðïèÝóïõìå ðùò ïé ðáñáôçñÞóåéò åßíáé óå áýîïõóá óåéñÜ. Ôüôå áöáéñþíôáò ìéá
ðáñáôÞñçóç, áí ç ðáñáôÞñçóç åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç äéÜìåóï èá éó÷ýåé θ̂(i) =
Xn

2 +1 åíþ áí åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéÜìåóï èá åßíáé θ̂(i) = Xn/2. ÅðïìÝíùò
èá Ý÷ïõìå

θ̂(i) =
{

Xn/2 i ≥ n
2 + 1

Xn
2 +1 i < n

2 + 1
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ÅðïìÝíùò ¯̂
θ(·) = 1

n
n
2

(
Xn/2 + Xn

2 +1

)
= 1

2

(
Xn/2 + Xn

2 +1

)
ôï ïðïßï ôáõôßæåôáé

ìå ôç äåéãìáôéêÞ äéÜìåóï.
Áí ôþñá ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò n åßíáé ðåñéôôü. Êáé ðÜëé õðïèÝôïõìå ðùò

ïé ðáñáôçñÞóåéò åßíáé óå áýîïõóá óåéñÜ. Ôüôå üôáí áöáéñÝóïõìå ìéá ðáñáôÞñçóç
ìéêñüôåñç áðü ôç äéÜìåóï ôïõ äåßãìáôïò èá Ý÷ïõìå

θ̂(i) =
1
2

(
Xn+1

2
+ Xn+1

2 +1

)

åíþ áí áöáéñÝóïõìå áðü ôï äåýôåñï ìéóü èá Ý÷ïõìå

θ̂(i) =
1
2

(
Xn+1

2
+ Xn+1

2 −1

)
.

Áí ôþñá áöáéñÝóïõìå ôçí ßäéá ôç äåéãìáôéêÞ äéÜìåóï èá ðÜñïõìå

θ̂(n+1
2 ) =

1
2

(
Xn+1

2 +1 + Xn+1
2 −1

)
,

äçëáäÞ èá Ý÷ïõìå

2θ̂(i) =





Xn+1
2

+ Xn+1
2 +1 i < n+1

2

Xn+1
2 +1 + Xn+1

2 −1 i = n+1
2

Xn+1
2

+ Xn+1
2 −1 i > n+1

2

êáé óõíåðþò

¯̂
θ(·) =

1
2n

(
n− 1

2
+ 1

) (
Xn+1

2 +1 + Xn+1
2 −1

)
+

1
2n

(n− 1)Xn+1
2

êáé Üñá ç jackknife äéÜìåóïò èá åßíáé

θ̂J =
[
n− 1

2n
(n− 1)2

]
Xn+1

2
−(n−1)

1
2n

(
n− 1

2
+ 1

) (
Xn+1

2 +1 + Xn+1
2 −1

)
.

ÅðïìÝíùò äéáöÝñåé áðü ôç äåéãìáôéêÞ äéÜìåóï êáé êÜíåé ÷ñÞóç ôùí 3 êåíôñéêþí
ðáñáôçñÞóåùí êáé ü÷é ìüíï ôçò äéáìÝóïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá áí Ý÷ïõìå 15 ðáñáôçñÞóåéò ç jackknife äéÜìåóïò èá åßíáé

θ̂J =
218X8 − 56 (X9 + X7)

15
,

üðïõ Xj åßíáé ç j äéáôåôáãìÝíç ðáñáôÞñçóç.

4.3.3 Äéáêýìáíóç
Ãéá ôç äéáêýìáíóç ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôï åîÞò åíäéáöÝñïí. ÎÝñïõìå ðùò áí ï
ðëçèõóìüò åßíáé êáíïíéêüò, ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôçò ðáñáìÝôñïõ

σ2 åßíáé ç äåéãìáôéêÞ äéáêýìáíóç θ̂ = s2 = 1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 ãéá ôçí ïðïßá îÝñïõìå

ðùò åßíáé ìåñïëçðôéêÞ ãéá êáíïíéêïýò ðëçèõóìïýò. Ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ðùò :
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Ç jackknife åêôéìÞôñéá ôçò äéáêýìáíóçò åßíáé

θ̂J =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2,

ðïõ åßíáé áìåñüëçðôç.
Áðüäåéîç: ÃåíéêÜ ç äåéãìáôéêÞ äéáêýìáíóç åßíáé ãíùóôÞ ìÝóù ôïõ ôýðïõ

s2 =

n∑
i=1

(xi − x̄)2

n
=

1
n

[
n∑

i=1

x2
i − nx̄2

]

ðáñüëá áõôÜ áíáðôýóóïíôáò ôï ôåôñÜãùíï ôçò ìÝóçò ôéìÞò ìðïñåß êáíåßò íá äåßîåé
ðùò

s2 =

(n− 1)
n∑

i=1

x2
i −

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

xixj

n2

êáé åðïìÝíùò

ns2 = nθ̂ =

(n− 1)
n∑

i=1

x2
i −

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

xixj

n

Áöáéñþíôáò ôçí i ðáñáôÞñçóç ìå ðáñüìïéï ôñüðï ìðïñåß íá äåé÷ôåß ðùò

(n− 1)θ̂(i) =

(n− 2)
n∑

j=1
j 6=i

x2
j −

n∑
k=1
k 6=i

n∑
j=1
j 6=i

xkxj

(n− 1)

êáé Üñá

(n− 1)¯̂θ(·) =
(n− 1)

n

n∑

i=1

θ̂(i)

=
(n− 1)

n

n∑

i=1

θ̂(i)

=
(n− 1)

n

n∑

i=1




(n− 2)
n∑

j=1
j 6=i

x2
j −

n∑
k=1
k 6=i

n∑
j=1
j 6=i

xkxj

(n− 1)




’Ïìùò óôï Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí êÜèå ðáñáôÞñçóç èá åìöáíßæåôáé áêñéâþò
(n− 1) öïñÝò åíþ óôï ãéíüìåíï êÜèå üñïò èá åìöáíßæåôáé áêñéâþò (n− 2) öïñÝò
êáé åðïìÝíùò
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(n− 1)¯̂θ(·) =
(n− 1)

n

n∑

i=1

θ̂(i)

=
1
n


(n− 2)

n∑

i=1

x2
i −

n− 2
n− 1

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

xixj




ÅðïìÝíùò ç jackknife åêôéìÞôñéá θ̂jack èá åßíáé

θ̂jack = nθ̂ − (n− 1)¯̂θ(·)

=
n− 1

n

n∑

i=1

x2
i −

1
n

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

xixj

− 1
n


(n− 2)

n∑

i=1

x2
i −

n− 2
n− 1

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

xixj




=

(n− 1)
n∑

i=1

x2
i −

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

xixj

n(n− 1)

=

n∑
i=1

(xi − x̄)2

n− 1

äçëáäÞ ç áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáêýìáíóçò.

4.3.4 ÐïóïóôÜ
Áò äïýìå ëåðôïìåñþò Ýíá áêüìá ðáñÜäåéãìá üðïõ ç ìÝèïäïò âåëôéþíåé ôç ìåñï-
ëçøßá.

’Åóôù üôé Ý÷ïõìå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá X1, X2, ..., Xn äïêéìþí Bernoulli. ÄçëáäÞ
êÜèå Xi ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 1 ìå ðéèáíüôçôá p êáé 0 ìå ðéèáíüôçôá 1 − p. ’Åóôù
üôé èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå ôçí ðïóüôçôá p2. Äåßîôå üôé ç åêôéìÞôñéá jackknife
âåëôéþíåé ôç ìåñïëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò.

Áí ïñßóïõìå ùò R =
n∑

i=1

Xi áõôü ìåôñÜ ôïí áñéèìü ôùí åðéôõ÷éþí (ôùí ìïíÜäùí

äçëáäÞ) óôéò n äïêéìÝò. Åßíáé ãíùóôü ðùò ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá
ôï p åßíáé R/n. ÅðïìÝíùò áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò ìåèüäïõ ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò
ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò θ̂ ôçò ðáñáìÝôñïõ θ = p2 èá åßíáé

θ̂ =
(

R

n

)2

.

Ïðüôå èá éó÷ýåé

E(θ̂) = E

[(
R

n

)2
]

=
1
n2

E(R2)
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êáé åðåéäÞ ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ R áêïëïõèåß ôç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ (ùò Üèñïéóìá
Bernoulli) èá éó÷ýåé

E(R) = np, V ar(R) = np(1− p).

ÅðïìÝíùò
E(R2) = V ar(R) + [E(R)]2 = np(1− p) + n2p2

êáé Üñá

E(θ̂) =
p(1− p)

n
+ p2

êÜôé ôï ïðïßï õðïäçëþíåé üôé ç åêôéìÞôñéá åßíáé ìåñïëçðôéêÞ.
Áò âñïýìå ôþñá ôçí jackknife åêôéìÞôñéá. Èá éó÷ýåé ðùò

θ̂(i) =
(

R−Xi

n− 1

)2

=
R2 − 2RXi + X2

i

(n− 1)2

êáé Üñá

¯̂
θ(•) =

1
n

n∑

i=1

R2 − 2RXi + X2
i

(n− 1)2

=
nR2 − 2R

n∑
i=1

Xi +
n∑

i=1

X2
i

n(n− 1)2
.

ÅðåéäÞ ôá Xi ðáßñíïõí ìüíï ôéìÝò 0 êáé 1 èá éó÷ýåé R =
n∑

i=1

Xi =
n∑

i=1

X2
i ïðüôå

¯̂
θ(•) =

nR2 − 2R2 + R

n(n− 1)2
.

Ìðïñïýìå ôþñá íá õðïëïãßóïõìå ôçí jackknife åêôéìÞôñéá ùò

θ̂J = nθ̂ − (n− 1)¯̂θ(•)

= n
R2

n2
− (n− 1)

nR2 − 2R2 + R

n(n− 1)2

=
R2

n
− nR2 − 2R2 + R

n(n− 1)

=
R2(n− 1)− nR2 + 2R2 −R

n(n− 1)

=
R2 −R

n(n− 1)
=

R(R− 1)
n(n− 1)
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Ôþñá ç áíáµåíüµåíç ôéµÞ áõôÞò ôçò åêôéµÞôñéáò åßíáé

E(θ̂J) = E

[
R(R− 1)
n(n− 1)

]

=
1

n(n− 1)
E

[
R2 −R

]

=
1

n(n− 1)
[
E(R2)− E(R)

]

=
np(1− p) + p2n2 − np

n(n− 1)

=
n(n− 1)p2

n(n− 1)
= p2

åðïìÝíùò ç jackknife åêôéìÞôñéá åßíáé áìåñüëçðôç.

4.4 Åêôßìçóç ôõðéêþí óöáëìÜôùí êáé ìåñïëçøßáò
Áðü ôïí ïñéóìü ôçò åêôéìÞôñéáò jackknife ìå ôç ÷ñÞóç ôùí øåõäïôéìþí ðñïêýðôåé
ðùò

V ar(θ̂J ) =

n∑
i=1

V ar(pi)

n2
=

V ar(p1)
n

,

áëëÜ ðáñáôçñåßóôå ðùò ôá pi Ý÷ïõí üëá ôçí ßäéá äéáêýìáíóç ãéá áõôü ìðïñïýìå
íá ÷ñçóéìïðïéïýìå, Ýóôù, ôçí ôéìÞ p1.

Ìéá áìåñüëçðôç åêôßìçóç ãéá ôç äéáêýìáíóç ôùí øåõäïôéìþí åßíáé ç

s2
p =

1
n− 1

n∑

i=1

(pi − p̄)2

êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôç äéáêýìáíóç ôçò jackknife åêôéìÞôñéáò
ùò

s2
θ̂j

=
1

n(n− 1)

n∑

i=1

(pi − p̄)2

=
n− 1

n

n∑

i=1

(θ̂(i) − ¯̂
θ(•))2

äçëáäÞ åßíáé ç äéáêýìáíóç ôùí ôéìþí ôçò åêôéìÞôñéáò üôáí áöáéñÝóïõìå ìéá ðáñá-
ôÞñçóç ðïëëáðëáóéáóìÝíç ìå n−1. Áõôüò ï ðïëëáðëáóéáóôÞò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
‘ìåãáëþíåé’ ôç äéáêýìáíóç åðåéäÞ ôá äåßãìáôá ðïõ ðáßñíïõìå üôáí áöáéñïýìå
ìüíï ìéá ðáñáôÞñçóç åßíáé ðïëý üìïéá êáé Üñá ãéá íá öÝñïõìå ôçí åêôßìçóç ôçò
äéáêýìáíóçò óå óùóôü ìÝãåèïò ðñÝðåé íá ìåãáëþóïõìå ôçí ðïóüôçôá áõôÞ. Åðï-
ìÝíùò åßäáìå ðùò ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò
åêôéìÞôñéáò jackknife.
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Åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò ðùò ãéá ìéá ìåãÜëç ïìÜäá åêôéìçôñéþí ç åêôéìÞôñéá
jackknife ôáõôßæåôáé ìå ôçí áðëÞ åêôéìÞôñéá êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå
ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò áðëÞò åêôéìÞôñéáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò áõôü ôçò jackknife ðïõ
åßíáé ðéï åýêïëï.

Åðßóçò ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôç ìåñïëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò θ̂ ùò

bias(θ̂) = (n− 1)(¯̂θ(•) − θ̂)

’Å÷ïíôáò õðïëïãßóåé ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ôçò åêôéìÞôñéáò ìðïñïýìå íá êáôá-
óêåõÜóïõìå ðñïóåããéóôéêÜ äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí åêôéìÞôñéá ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò áóõìðôùôéêÞ êáíïíéêüôçôá (ç ïðïßá åßíáé ìÜëëïí ìéá ñåáëéóôéêÞ õðüèåóç
áí ç åêôéìÞôñéá Ý÷åé ôç ìïñöÞ ìéáò ìÝóçò ôéìÞò üðùò áõôÞò ðïõ åßäáìå ðñéí, Þ ç
åêôéìÞôñéá åßíáé åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò êáé óå ðïëëÝò Üëëåò ðåñéðôþ-
óåéò).

Åðßóçò åßíáé åíäéáöÝñïí íá äïýìå ðùò ç äéáêýìáíóç ôçò jackknife åêôéìÞôñéáò
èá åßíáé ðåñßðïõ ßóç ìå ôç äéáêýìáíóç ôçò áñ÷éêÞò åêôéìÞôñéáò. Áõôü ìðïñåß íá
äåé÷ôåß êáèþò áðü ôïí ïñéóìü

V ar(θ̂J) = n2V ar(θ̂) + (n− 1)2V ar(¯̂θ(•))− 2n(n− 1)Cov(θ̂, ¯̂
θ(•))

’Ïìùò ðåñéìÝíïõìå ðùò ç äéáêýìáíóç ôùí θ̂ êáé ¯̂
θ(•) íá åßíáé ðåñßðïõ ßäéá, åíþ ç

óõíäéáêýìáíóç ôïõò èá åßíáé ðåñßðïõ ßäéá ìå ôçí êïéíÞ ôïõò äéáêýìáíóç. ÅðïìÝíùò
ðñïêýðôåé ðùò

V ar(θ̂J ) ≈ V ar(θ̂)

Óõíåðþò ç åêôéìÞôñéá ôçò äéáêýìáíóçò ôçò jackknife åêôéìÞôñéáò ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ùò åêôéìÞôñéá ôçò äéáêýìáíóçò ôçò áñ÷éêÞò åêôéìÞôñéáò .

ÐáñÜäåéãìá 4.1 (óõíÝ÷åéá).
Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí

ôïõ ðßíáêá ðùò s2
x̄ = 0.815 êáé s2

M = 1.25. BëÝðïõìå ðùò ç äéáêýìáíóç ôçò
åêôéìÞôñéáò ôçò äéáìÝóïõ åßíáé áñêåôÜ ìåãáëýôåñç.

ÐáñÜäåéãìá 4.2
Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ðïõ ç ÷ñÞóç áóõìðôùôéêþí óöáëìÜôùí åßíáé ïõóéáóôéêÜ

áäýíáôç. Ï óõíôåëåóôÞò Gini, ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðü ôïõò ïéêïíïìïëüãïõò ãéá íá
ìåôñÞóïõí ôçí áíéóïêáôáíïìÞ ôïõ åéóïäÞìáôïò óå Ýíáí ðëçèõóìü. Ï óõíôåëåóôÞò
äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

G =
1

n(n− 1)

n∑

i=1

n∑

j=1

|xi − xj |

’Ïðùò ìðïñåß íá äåé êáíåßò ç ìïñöÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ åßíáé áñêåôÜ ðïëýðëïêç
ãéá íá ìðïñÝóåé êáíåßò íá õðïëïãßóåé åýêïëá, ìå ôç ÷ñÞóç ôýðùí, ôçí ôõðéêÞ
áðüêëéóç ôïõ äåéãìáôéêïý óõíôåëåóôÞ. Ãéá áõôü ôï ëüãï ç ìÝèïäïò jackknife ìïéÜæåé
íá åßíáé êÜðïéá ëýóç. Ôá äåäïìÝíá ðïõ áêïëïõèïýí óôïí ðßíáêá 4.2 áöïñïýí
ôõ÷áßá äåßãìáôá áðü ôñßá äéáöïñåôéêÜ ÷ùñéÜ êáé ôá åéóïäÞìáôá ôïõò êáé åíäéá-
öåñüìáóôå íá äïýìå áí Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü óõíôåëåóôÞ Gini êáé Üñá äéáöïñåôéêÞ
êáôáíïìÞ åéóïäÞìáôïò.
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Óôïí ðßíáêá 4.2 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôéò ôéìÝò ãéá êÜèå äåßãìá êáèþò åðßóçò
êáé ôéò øåõäïôéìÝò ðïõ ðñïêýðôïõí áí áöáéñÝóïõìå ôç óõãêåêñéìÝíç ðáñáôÞñçóç.
ÅíäéáöÝñïí åßíáé íá äåé êáíåßò êáé ôï ãñÜöçìá 4.1 üðïõ õðÜñ÷ïõí ôá äéáãñÜììáôá
óçìåßùí ãéá ôá 3 äåßãìáôá áëëÜ êáé äéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôéò øåõäïôéìÝò ôùí äýï
ðñþôùí äåéãìÜôùí. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ïé øåõäïôéìÝò åßíáé ó÷åôéêÜ ðáñüìïéåò êáé
åðïìÝíùò áðëÜ ç äéáêýìáíóç ôïõò èá ìáò Ýäéíå ìéá õðïåêôßìçóç ôçò ðñáãìáôéêÞò
äéáêýìáíóçò. Áõôü äéïñèþíåé ï üñïò (n−1). Óôïí ðßíáêá 4.3 ìðïñåß êáíåßò íá äåé
ôçí åêôßìçóç ôïõ óõíôåëåóôÞ áðü ôï äåßãìá, êáèþò êáé ôï ìÝóï ôùí øåõäïôéìþí.
Êáèþò áõôÝò åßíáé ßóåò óõìðåñáßíïõìå ðùò ç jackknife åêôéìÞôñéá ôçò ìåñïëçøßáò
åßíáé 0, äçëáäÞ ï äåéãìáôéêüò óõíôåëåóôÞò Gini åßíáé áìåñüëçðôïò. Áõôü Þôáí
êÜôé áíáìåíüìåíï êáèþò ï óõíôåëåóôÞò Gini åßíáé ìéá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôùí
äåäïìÝíùí. ÔÝëïò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áóõìðôùôéêÞ êáíïíéêüôçôá (ðïõ åäþ äåí
åßíáé êáé ôüóï ëïãéêÞ ëüãù ôïõ ìéêñïý äåßãìáôïò) êáôáóêåõÜóáìå 95% äéáóôÞ-
ìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ôï óõíôåëåóôÞ Gini ôïõ ðëçèõóìïý. Ðáñáôçñåßóôå ðùò
êáèþò ôá äéáóôÞìáôá åðéêáëýðôïíôáé ìïéÜæåé ëïãéêü íá õðïóôçñßîåé êáíåßò ðùò
äåí äéáöÝñïõí ïé óõíôåëåóôÝò ôùí 3 ðëçèõóìþí. BÝâáéá ôï äåßãìá åßíáé áñêåôÜ
ìéêñü ãéá ðéï áîéüðéóôá áðïôåëÝóìáôá.

ÃñÜöçìá 4.1: ÄéáãñÜììáôá óçìåßùí ãéá ôá 3 ÷ùñéÜ êáèþò êáé ïé øåõäïôéìÝò ãéá
ôá ÷ùñéÜ Á êáé B.
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jackknife values
×ùñéü A B C A B C

1 0.38 0.10 1.28 1.309 1.651 0.739
2 0.05 0.88 1.86 1.290 1.667 0.700
3 0.68 0.42 0.83 1.317 1.668 0.749
4 1.06 0.18 0.17 1.315 1.656 0.731
5 0.55 2.64 1.34 1.315 1.582 0.735
6 0.03 0.31 0.44 1.288 1.663 0.745
7 1.23 6.82 0.52 1.311 1.262 0.748
8 1.43 0.70 1.76 1.302 1.670 0.707
9 0.52 0.40 0.26 1.314 1.668 0.737
10 0.77 0.49 0.55 1.318 1.670 0.749
11 3.42 1.86 1.45 1.181 1.625 0.728
12 0.01 0.77 1.15 1.287 1.669 0.744
13 1.56 0.01 0.57 1.295 1.644 0.750
14 1.07 1.49 0.07 1.315 1.642 0.724
15 3.60 0.01 2.80 1.167 1.645 0.622
16 1.30 0.13 1.06 1.308 1.654 0.747
17 1.28 2.58 1.18 1.309 1.586 0.744
18 0.00 0.43 0.59 1.286 1.668 0.750
19 3.52 0.35 1.04 1.174 1.666 0.747
20 0.18 4.83 0.14 1.298 1.428 0.729
21 4.53 0.50 0.00 1.090 1.670 0.718
22 0.78 4.36 0.53 1.318 1.464 0.749
23 0.32 0.78 1.18 1.306 1.669 0.743
24 0.76 0.67 0.22 1.318 1.670 0.734
25 0.51 0.92 0.63 1.314 1.665 0.750

Ðßíáêáò 4.2: ÅéóïäÞìáôá ãéá Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá 25 íïéêïêõñéþí óå 3 äéáöïñåôéêÜ
÷ùñéÜ êáé ïé øåõäïôéìÝò ãéá êÜèå ÷ùñéü

×ùñéÜ
Á B Ã

ÄåéãìáôéêÞ åêôßìçóç 1.281 1.620 0.732
ÌÝóïò øåõäïôéìþí 1.281 1.620 0.732

Åêôßìçóç ôõðéêïý óöÜëìáôïò 0.2888 0.4664 0.1288
ÊÜôù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 0.715 0.706 0.479
’Áíù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 1.847 2.534 0.984

Ðßíáêáò 4.3: ÁðïôåëÝóìáôá ÷ñçóéìïðïßçóçò ôçò ìåèüäïõ Jackknife óôá äåäïìÝíá
ôùí åéóïäçìÜôùí
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4.5 ÅöáñìïãÝò
Ç ìÝèïäïò jackknife âñßóêåé ðïëëÝò åöáñìïãÝò óôç äåéãìáôïëçøßá ùò ìéá ìÝèïäïò
åêôßìçóçò ôõðéêþí óöáëìÜôùí óå ðïëýðëïêá äåéãìáôïëçðôéêÜ ó÷Ýäéá áëëÜ êáé óå
ðïëýðëïêåò ðïóüôçôåò. Äýï ôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá åßíáé ôá åîÞò

• Óå ðïëëÝò äåéãìáôïëçðôéêÝò Ýñåõíåò ôï åíäéáöÝñïí åóôéÜæåôáé óôçí åêôßìçóç
ôïõ ëüãïõ 2 ìÝóùí ôéìþí. Áí X̄ êáé Ȳ ïé äýï ìÝóåò ôéìÝò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí
ôüôå ìáò åíäéáöÝñåé ç åêôéìÞôñéá ëüãïõ Z = X̄/Ȳ ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôï
ëüãï ôùí ìÝóùí ôéìþí óôïí ðëçèõóìü. Åßíáé ãíùóôü ðùò áðü ôçí áíéóüôçôá
Jensen ç åêôéìÞôñéá áõôÞ åßíáé ìåñïëçðôéêÞ. ×ñçóéìïðïéþíôáò jackknife åêôé-
ìÞôñéåò êáôáöÝñíïõìå ü÷é ìüíï íá ìåéþóïõìå ôç ìåñïëçøßá áëëÜ íá ðÜñïõìå
êáé ìéá åêôßìçóç ôçò äéáêýìáíóçò ôçò ðïóüôçôáò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé êÜôé ðïõ
äåí åßíáé åýêïëï ìå ôç ÷ñÞóç áóõìðôùôéêþí áðïôåëåóìÜôùí.

• Óå ðïëýðëïêá äåéãìáôïëçðôéêÜ ó÷Ýäéá ðïõ áöïñïýí óõíÞèùò ðïëõóôáäéáêÞ
äåéãìáôïëçøßá äåí åßíáé êáèüëïõ åýêïëï íá åêôéìÞóïõìå ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá
ôùí åêôéìçôñéþí ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí. Ç ìÝèïäïò jackknife åßíáé ðïëý
÷ñÞóéìç óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò êáèþò ìðïñåß íá ëÜâåé õðüøç ôçò êáé óôïé-
÷åßá áðü ôï äåéãìáôïëçðôéêü ó÷Ýäéï. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôï ó÷Ýäéï áöïñÜ
äåéãìáôïëçøßá óå ïìÜäåò (cluster sampling) ìðïñïýìå íá êÜíïõìå jackknife
áöáéñþíôáò êÜèå öïñÜ ìéá ïìÜäá. ¸ôóé áêüìá êáé óå éäéáßôåñá ðïëýðëïêá
äåéãìáôïëçðôéêÜ ó÷Ýäéá (ôá ïðïßá üìùò åßíáé áñêåôÜ äéáäåäïìÝíá óå ìåãÜëåò
Ýñåõíåò óôçí ðñÜîç) ç jackknife áðïôåëåß ðïëýôéìï åñãáëÝéï.

4.6 ÓõìðåñÜóìáôá
Ïëïêëçñþíïíôáò ëïéðüí áõôÞ ôç óýíôïìç ðáñïõóßáóç èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå ôá
åîÞò:

• Ïé åêôéìÞôñéåò jackknife ìåéþíïõí ôçí ìåñïëçøßá óå ó÷Ýóç ìå ôéò áðëÝò
åêôéìÞôñéåò êáé ìðïñïýìå ó÷åôéêÜ åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå ôá ôõðéêÜ ôïõò
óöÜëìáôá.

• Áí ç áðëÞ åêôéìÞôñéá Ý÷åé ôç ìïñöÞ ìéáò ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò ôùí äå-
äïìÝíùí, ôüôå ç jackknife åêôéìÞôñéá ôáõôßæåôáé ìå áõôÞ êáé Üñá ìðïñïýìå
íá âñïýìå ìéá åêôßìçóç ôïõ ôõðéêïý ôçò óöÜëìáôïò áðëÜ õðïëïãßæïíôáò ôï
ôõðéêü óöÜëìá ôçò jackknife åêôéìÞôñéáò

• Áí ç ìïñöÞ ôçò åêôéìÞôñéáò üìùò åßíáé äéáöïñåôéêÞ (ð.÷. äéÜìåóïò, ìÝãéóôç
ôéìÞ) ôüôå ç ìÝèïäïò jackknife äåí åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ êáé ðñÝðåé íá ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé ìå ðñïóï÷Þ. ÐñïóÝîôå óôï ðáñÜäåéãìá ìáò ãéá ôç äéÜìåóï üôé åðåéäÞ
áöáéñïýìå ìüíï ìéá ðáñáôÞñçóç êÜèå öïñÜ ïé øåõäïôéìÝò ðïõ ðÞñáìå
ìðïñïýóáí íá ðÜñïõí ìüëéò 2 äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò. ÅðïìÝíùò ç åêôßìçóç
ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò åßíáé ìÜëëïí áðëïúêÞ êáé õðåñåêôéìçìÝíç.

Óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ãåíßêåõóç ôçò
ìåèüäïõ üðïõ áöáéñïýìå ü÷é ìüíï ìéá ðáñáôÞñçóç ôç öïñÜ áëëÜ ðåñéóóüôåñåò.
’Å÷åé áðïäåé÷èåß èåùñçôéêÜ ðùò áõôü ìðïñåß íá äéïñèþóåé ôï ðñüâëçìá óå
áñêåôÝò ðåñéðôþóåéò.
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• Ç ìÝèïäïò jackknife åßíáé îåêÜèáñá ìéá ìç ðáñáìåôñéêÞ ìÝèïäïò ðïõ äåí
âáóßæåôáé óå êáìéÜ ðáñáìåôñéêÞ õðüèåóç ó÷åôéêÜ ìå ôïí ðëçèõóìü. Åðï-
ìÝíùò ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò äåí åîáñôþíôáé áðü êáìéÜ õðüèåóç. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá, óôï ðáñÜäåéãìá ìå ôï óõíôåëåóôÞ Gini êáé ôá åéóïäÞìáôá, äåí
÷ñåéáóôÞêáìå êáìéÜ õðüèåóç ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý êáé Üñá ôá
áðïôåëÝóìáôá åßíáé áíåîÜñôçôá ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý (ð÷ áí áõôÞ
åßíáé Pareto üðùò óõíÞèùò õðïèÝôïõìå ãéá åéóïäÞìáôá Þ åêèåôéêÞ)

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé ðùò ç ìÝèïäïò jackknife áðïôåëåß Ýíáí ôñüðï íá
åêôéìÞóïõìå ôç ìåñïëçøßá êáé ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ìéáò åêôéìÞôñéáò ãéá ôçí ïðïßá
êëáóóéêÝò ìÝèïäïé âáóéóìÝíåò óå áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá äåí åßíáé åýêïëï
íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí. Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äïýìå ìéá Üëëç ìÝèïäï, ðïõ
ïõóéáóôéêÜ åðåêôåßíåé ôç ìÝèïäï jackknife, ôç ìÝèïäï bootstrap ìå ôçí ïðïßá ìðï-
ñïýìå êáé ðÜëé íá åêôéìÞóïõìå ôõðéêÜ óöÜëìáôá êáé ôç ìåñïëçøßá. Ç ìÝèïäïò
bootstrap ìðïñåß íá ìáò äþóåé ôéò áðáéôïýìåíåò åêôéìÞóåéò óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá
üðïõ ìáò åíäéáöÝñåé áëëÜ Ý÷åé êÜðïéá Üëëá ìåéïíåêôÞìáôá. Ìéá ðéï ëåðôïìåñÞò
óýãêñéóç èá ãßíåé ëïéðüí áñãüôåñá

4.7 Cross-Validation

4.7.1 ÅéóáãùãÞ
Ç ìÝèïäïò Cross-validation 1 åßíáé ìéá ìÝèïäïò ãéá íá åîåôÜóïõìå ôçí êáëÞ ðñï-
óáñìïãÞ åíüò óôáôéóôéêïý ìïíôÝëïõ óôá äåäïìÝíá ìáò. Ùò óôáôéóôéêü ìïíôÝëï
åííïïýìå ìéá ðïéêéëßá áðü äéáöïñåôéêÝò óôáôéóôéêÝò ìåèüäïõò. ’Åôóé, ç ìÝèïäïò
cross-validation Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß óå ìéá ðëçèþñá åöáñìïãþí ðïõ ìðïñïýí íá
åéäùèïýí óå áõôü ôï ðñßóìá. Åðåêôåßíïíôáò ëßãï ôçí éäÝá, áöïý ìðïñïýìå íá
åîåôÜóïõìå ôçí êáëÞ ðñïóáñìïãÞ åíüò ìïíôÝëïõ óôá äåäïìÝíá ìðïñïýìå ìå ôçí
ßäéá ëïãéêÞ íá óõãêñßíïõìå êáé äéáöïñåôéêÜ ìïíôÝëá, åðïìÝíùò ç ìÝèïäïò cross-
validation åßíáé ìéá ôå÷íéêÞ ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá äéáëÝîïõìå áíÜìåóá óå ìïíôÝëá.
’Ïðùò èá äïýìå óå ëßãï áõôÞ ç éäéüôçôÜ ôçò åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç óå ðïëëÝò
ðåñéðôþóåéò.

ÐñÝðåé íá áíáöåñèåß ðùò ç ìÝèïäïò Cross-validation äåí åßíáé ìÝèïäïò ãéá íá
åîåôÜóïõìå ôçí ðïéüôçôá åêôéìçôñéþí üðùò ç ìÝèïäïò jackknife ðïõ ìüëéò áíáöÝñèçêå
êáé ç ìÝèïäïò bootstrap ðïõ èá óõæçôÞóïõìå óå ëßãï. Åßäáìå ðñïçãïýìåíá ìéá
åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ óôçí åêôßìçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå kernels. Óôï
ðáñüí êåöÜëáéï èá äïýìå ðéï áíáëõôéêÜ ôç ìåèïäïëïãßá ôçò.

4.7.2 ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ
Ìéá ðñþôç ðñïóÝããéóç ãéá íá äïýìå ôçí êáëÞ ðñïóáñìïãÞ åíüò ìïíôÝëïõ åßíáé íá
ðñïóáñìüóïõìå ôï ìïíôÝëï óôá äåäïìÝíá ìáò êáé ìåôÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò êÜðïéï
êáôÜëëçëï ìÝôñï íá åîåôÜóïõìå ôçí êáëÞ ðñïóáñìïãÞ ôïõò. Êëáóóéêü ôÝôïéï
ðáñÜäåéãìá åßíáé ï óõíôåëåóôÞò ðñïóäéïñéóìïý óôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç. Ç
ðñïóÝããéóç áõôÞ Ý÷åé Ýíá ìåãÜëï ìåéïíÝêôçìá. ×ñçóéìïðïéïýìå ôá ßäéá äåäïìÝíá

1Ìéá åëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôçò ëÝîçò cross-validation åßíáé äéåðéêýñùóç. Óôéò óçìåéþóåéò áõôÝò èá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï ôçí áãëéêÞ ïñïëïãßá
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äýï öïñÝò: ãéá íá ðñïóáñìüóïõìå ôï ìïíôÝëï áëëÜ êáé ãéá íá äïýìå ðüóï êáëü
åßíáé. ÅðïìÝíùò, åßíáé áíáìåíüìåíï ðùò êÜðïéá áêñáßá öáéíüìåíá, äçëáäÞ ðá-
ñáôçñÞóåéò ïëüôåëá áóýìöùíåò ìå ôï ìïíôÝëï, èá Ý÷ïõí åîáëåéöèåß êáèþò üëá ôá
äåäïìÝíá óõììåôÝ÷ïõí óôçí åêôßìçóç ôïõ ìïíôÝëïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôçí áðëÞ
ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç, áí óôá äåäïìÝíá ìáò õðÜñ÷åé ìéá áêñáßá ðáñáôÞñçóç
ôüôå åðåéäÞ áõôÞ ëáìâÜíåôáé õðüøç ãéá ôçí åêôßìçóç ôïõ ìïíôÝëïõ, ôï ìïíôÝëï ðïõ
ðñïóáñìüóáìå èá Ý÷åé ðñïóáíáôïëéóôåß êáé ðñïò áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç êáé åðï-
ìÝíùò äåí èá ìáò äåßîåé ôçí ðïéüôçôá ôïõ ìïíôÝëïõ ðëÞñùò. Ôï öáéíüìåíï áõôü
ïíïìÜæåôáé overfitting êáèþò ôï ìÝôñï ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá ìåôñÞóïõìå ôçí
ðïéüôçôá ôïõ ìïíôÝëïõ óôçñßæåôáé óå üëåò ôéò ðáñáôçñÞóåéò êáé åðïìÝíùò Ý÷åé
"âåëôéóôïðïéçèåß" ùò ðñïò ôá äåäïìÝíá.

Ãéá íá ôï áðïöýãïõìå áõôü èá ìðïñïýóáìå íá áöÞóïõìå êÜðïéåò ðáñáôçñÞóåéò
Ýîù êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åêôßìçóçò êáé íá ôéò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áñãüôåñá ìüíï
ãéá íá äïýìå áí ôï ìïíôÝëï åßíáé êáëü. ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç Ý÷åé ôï ìåéïíÝêôçìá
ðùò äåí ÷ñçóéìïðïéåß üëá ôá äåäïìÝíá êáé åðßóçò ìðïñåß ôï áðïôÝëåóìá ó÷åôéêÜ
ìå ôçí ðïéüôçôá ôïõ ìïíôÝëïõ íá åîáñôÜôáé áðü ôï ðïéåò ðáñáôçñÞóåéò èá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ãéá ðïéüí óêïðü, äçëáäÞ ðïéåò èá êñáôÞóïõìå ìüíï ãéá ôçí åêôßìçóç
ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ðïéåò ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò ðñïóáñìïóôéêüôçôáò ôïõ ìïíôÝëïõ.

Ìéá åíáëëáêôéêÞ ðñïóÝããéóç ðñïóöÝñåé ç ìÝèïäïò Cross-validation. Ìå áõôÞ
ôç ìÝèïäï áöÞíïõìå Ýîù ìéá ðáñáôÞñçóç êÜèå öïñÜ êáé óôç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå
ðñüâëåøç ìå âÜóç ôï ìïíôÝëï ðïõ ðñïóáñìüóáìå ãéá áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ
áöÞóáìå Ýîù. Óôç óõíÝ÷åéá åðáíáëáìâÜíïõìå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá áöÞíïíôáò
êÜèå öïñÜ ìéá ðáñáôÞñçóç Ýîù ìÝ÷ñé íá ôéò Ý÷ïõìå áöÞóåé üëåò áíÜ ìßá Ýîù áðü
ôï äåßãìá. Ìå áõôü ôïí ôñüðï Ý÷ïõìå ðñüâëåøç ãéá üëåò ôéò ðáñáôçñÞóåéò áðü
ìïíôÝëá ðïõ äåí ôéò ÷ñçóéìïðïßçóáí êáé Üñá ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå Ýíá óêïñ ðïõ
íá ìáò äåß÷íåé ôçí êáëÞ ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ. Óôçí ðñÜîç ç ìÝèïäïò cross-
validation ìïéÜæåé ðïëý ìå ôç ìÝèïäï jackknife, áëëÜ äéáöÝñåé óôï üôé ç ðáñáôÞñçóç
ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôçí åêôßìçóç ôïõ ìïíôÝëïõ, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôåëéêÜ
ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôïõ ìïíôÝëïõ.

Ç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ cross-validation óôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç ßóùò
âïçèÞóåé óôçí êáôáíüçóç ôçò ÷ñçóéìüôçôáò ôçò.

4.7.3 Cross Validation óôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç
’Åóôù üôé Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò (Xi, Yi), i = 1, 2, ..., n êáé èÝëïõìå íá ðñïóáñìüóïõìå
Ýíá ìïíôÝëï ìå ôç ìåôáâëçôÞ Y ùò åîáñôçìÝíç êáé êÜðïéá óõíÜñôçóç ôçò ìåôá-
âëçôÞò X ùò áíåîÜñôçôç (ç éäÝá ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß óôçí ðåñßðôùóç ðïëëþí
äéáöïñåôéêþí åðåîçãçìáôéêþí ìåôáâëçôþí). Áò õðïèÝóïõìå åðßóçò ðùò èÝëïõìå
íá åîåôÜóïõìå ðïéï áðü äýï ìïíôÝëá Ý÷åé êáëýôåñç ðñïóáñìïãÞ. Ôá äýï ìïíôÝëá
åßíáé

Yi = a + βXi + εi = h(xi) + εi

Yi = a′ + β′Xi + γX2
i + ε′i = g(xi) + ε′i

äçëáäÞ Ýíá áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï êáé Ýíá ðïëõþíõìï äåõôÝñïõ âáèìïý.
Ç éäÝá åßíáé íá áöÞóïõìå ìéá ðáñáôÞñçóç Ýîù êÜèå öïñÜ. íá åêôéìÞóïõìå ôéò

ðáñáìÝôñïõò êÜèå ìïíôÝëïõ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôéò õðüëïéðåò ðáñáôçñÞóåéò,
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êáé óôç óõíÝ÷åéá, ìå âÜóç ôéò åêôéìÞóåéò ðïõ Ý÷ïõìå ðÜñåé ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò
ôïõ ìïíôÝëïõ, íá ðñïâëÝøïõìå ôçí ôéìÞ ðïõ åß÷áìå áöÞóåé Ýîù. Áí óõìâïëßóïõìå
ìå ĝ−i(xi)êáé ĥ−i(xi) ôçí ðñüâëåøç ãéá ôçí ôéìÞ xi ãéá êÜèå ìïíôÝëï üôáí ôï
ìïíôÝëï Ý÷åé åêôéìçèåß ÷ùñßò áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç ôüôå ïé ôéìÝò yi − ĝ−i(xi) êáé
yi−ĥ−i(xi) åßíáé ôá óöÜëìáôá ôçò ðñüâëåøçò ãéá êÜèå ìïíôÝëï (error predictions).
Óôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç ôá êáôÜëïéðá áõôÜ ïíïìÜæïíôáé studentized Þ deleted
êáôÜëïéðá êáé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéáôß ìðïñïýí íá äþóïõí ìéá ðéï êáëÞ åéêüíá ãéá
ôï ðïéåò ðáñáôçñÞóåéò Ý÷ïõí ìåãÜëá êáôÜëïéðá áðü üôé ôá óõíçèéóìÝíá êáôÜëïéðá.

Ãéá íá âñïýìå áí ôï ìïíôÝëï åßíáé êáëü ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç
óõíÜñôçóç

CV (g) =
1
n

n∑

i=1

(yi − ĝ−i(xi))
2

êáé áíôßóôïé÷á ãéá ôï ìïíôÝëï h. ÐñÝðåé íá áíáöåñèåß ðùò ç ðïóüôçôá nCV (g)
áíáöÝñåôáé ùò Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôïõ ðñïâëåðôéêïý óöÜëìáôïò (prediction er-
ror sum of squares, PRESS) êáé ðñïóöÝñåôáé óå ðïëëÜ áðü ôá õðÜñ÷ïíôá óôáôé-
óôéêÜ ðáêÝôá. Ôï ðáñáðÜíù êñéôÞñéï åßíáé Ýíá Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôùí studen-
tized êáôáëïßðùí.

Óõãêñßíïíôáò ôá CV (g) êáé CV (h) ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðïéï ìïíôÝëï åßíáé
êáëýôåñï. ’Åôóé áí CV (g) < CV (h) ôüôå ôï ìïíôÝëï g åßíáé êáëýôåñï áðü ôï h
êáèþò Ý÷åé ìéêñüôåñï PRESS.

Áí èÝëïõìå íá óõãêñßíïõìå ôï PRESS ìå ôï ãíùóôü êáé êëáóóéêü Üèñïéóìá

ôåôñáãùíéêþí êáôáëïßðùí
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2ðñÝðåé íá ðïýìå ôá åîÞò:

• ÎåêÜèáñá ç ìÝèïäïò Cross-validation áðáéôåß ðïëëïýò õðïëïãéóìïýò, áí êáé
õðÜñ÷ïõí óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò éêáíïðïéçôéêïß áëãüñéèìïé ãéá íá ìåéþóïõí
ôïí üãêï ôùí õðïëïãéóìþí ðïõ áðáéôïýíôáé. Èá äïýìå ðùò óôçí ðåñßðôùóç
ôçò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò ï õðïëïãéóìüò ôïõ êñéôçñßïõ ìðïñåß íá ãßíåé
åîáéñåôéêÜ áðëÜ.

• Ç ìÝèïäïò Cross-validation äåí åðçñåÜæåôáé áðü áêñáßåò ôéìÝò ìå ìåãÜëç
åðßäñáóç (influential values) ðïõ ïõóéáóôéêÜ äåí ïöåßëïíôáé óôï ìïíôÝëï êáé
ïé ïðïßåò üìùò ìðïñïýí íá êáèïñßæïõí ôéò åêôéìÞôñéåò ôïõ ìïíôÝëïõ. Óõíå-
ðþò ôï êñéôÞñéï åßíáé áðáëëáãìÝíï áðü ôÝôïéåò åðéäñÜóåéò êáé Üñá ìðïñåß
íá ’äåé’ êáëýôåñá ôçí êáëÞ ðñïóáñìïãÞ Þ ü÷é ôïõ ìïíôÝëïõ.

• Áí ôá ìïíôÝëá åßíáé öùëéáóìÝíá (nested) ôüôå ãíùñßæïõìå ðïëý êáëÜ ðùò ôï
Üèñïéóìá ôåôñáãùíéêþí êáôáëïßðùí èá ìåéþíåôáé êÜèå öïñÜ ðïõ ðñïóèÝôïõìå
ìéá íÝá ìåôáâëçôÞ Üó÷åôá ðüóï êáëÞ åßíáé áõôÞ. Áõôü äåí óõìâáßíåé ìå ôï
PRESS êáé åðïìÝíùò ôï êñéôÞñéï ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí óýãêñéóç
öùëéáóìÝíùí ìïíôÝëùí.

• Åßíáé åðßóçò åíäéáöÝñïí íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå äéÜöïñåò Üëëåò ðñïóåããßóåéò ãéá íá ìåôñÞóïõìå ôçí êáëÞ ðñï-

óáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ üðùò êñéôÞñéá ôçò ìïñöÞò 1
n

n∑
i=1

|yi − ĝ−i(xi)|, áíôß
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äçëáäÞ íá õøþóïõìå óôï ôåôñÜãùíï ÷ñçóéìïðïéïýìå áðüëõôåò ôéìÝò. ÃåíéêÜ
ç ìÝèïäïò Cross-validation ìáò ðñïóöÝñåé ôçí äõíáôüôçôá íá äçìéïõñãÞ-
óïõìå äéÜöïñá êñéôÞñéá ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí íá åîåôÜóïõìå ôçí êáëÞ ðñï-
óáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò

• ÔÝëïò ðáñáôçñåßóôå ðùò ôï êñéôÞñéï PRESS óôçí ïõóßá åêôüò áðü ôçí êáëÞ
ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò åîåôÜæåé êáé ôçí ðñïâëåðôéêÞ ôïõ éêáíüôçôá,
ìéá Üëëç ðáñÜìåôñïò åíüò ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ðïõ áí êáé ðïëëÝò öïñÝò
åßíáé ôï êëåéäß ãéá ôçí åðéôõ÷ßá åíüò ìïíôÝëïõ, óõíÞèùò ôï ðáñáâëÝðïõìå
ëüãù Ýëëåéøçò åñãáëåßùí ãéá íá äïýìå êáé áõôÞ ôçí ðëåõñÜ ôïõ ãñáììéêïý
ìïíôÝëïõ. Ôï áðëü Üèñïéóìá ôåôñáãùíéêþí êáôáëïßðùí äåí åßíáé óå èÝóç íá
êÜíåé êÜôé ôÝôïéï êáèþò ç ìÝèïäïò åëÜ÷éóôùí ôåôñáãþíùí åßíáé åî ïñéóìïý
ôÝôïéá þóôå íá êÜíåé ôï Üèñïéóìá áõôü åëÜ÷éóôï êáé åðïìÝíùò åíäéáöÝñåôáé
ìüíï ãéá ôçí êáëÞ ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ü÷é ãéá ôçí ðñïâëåðôéêÞ ôïõ
éêáíüôçôá

Áîßæåé íá áíáöåñèåß ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ðïõ åîåôÜóáìå,
ç ìÝèïäïò ìðïñåß íá ãßíåé ó÷åôéêÜ åýêïëá êáé ïé õðïëïãéóìïß íá ìåéùèïýí óôï
åëÜ÷éóôï ùò åîÞò: Ãíùñßæïõìå ðùò ãåíéêÜ ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï ìå ôç ÷ñÞóç ðéíÜêùí
ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò åîÞò

Y = Xβ

üðïõ Y åßíáé Ýíá n×1 äéÜíõóìá ìå ôéò ôéìÝò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò, X åßíáé
Ýíáò n×(p+1) ðßíáêáò ó÷åäéáóìïý ìå ôéò p áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò (êáé óõíÞèùò
ôçí ðñþôç óôÞëç üëï ìïíÜäåò ãéá íá áíáðáñéóôïýí ôç óôáèåñÜ) êáé β åßíáé Ýíá
(p + 1)× 1 äéÜíõóìá ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò.

’Ïðùò åßíáé ãíùóôü ç åêôéìÞôñéá åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí åßíáé ç

β̂ = (X′X)−1 X′Y

êáé åðïìÝíùò ôï äéÜíõóìá ìå ôéò ðñïâëÝøåéò Ŷ äßíåôáé áðü ôï

Ŷ = Xβ̂ = X (X′X)−1 X′Y = AY

üðïõ A = X (X′X)−1 X′ åßíáé Ýíáò ðßíáêáò ðïõ ïíïìÜæåôáé hat matrix êáé Ý÷åé
ìåñéêÝò óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò. Áí óõìâïëßóïõìå ìå aij ôï ij óôïé÷åßï áõôïý ôïõ
ðßíáêá (ï ïðïßïò åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðùò Ý÷åé äéáóôÜóåéò n × n) ôüôå
áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ç ó÷Ýóç

yi − ŷ−i =
yi − ŷi

1− aii

êáé åðïìÝíùò äåí ÷ñåéÜæåôáé êáíåßò íá ðñïóáñìüóåé ðáñÜ ìüíï ìéá öïñÜ ôï
ìïíôÝëï êáé íá áðïèçêåýóåé êÜðïõ ôïí hat matrix. Ïé ôéìÝò aii óõíÞèùò áíáöÝñïíôáé
óôç âéâëéïãñáößá ùò leverages êáé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá ìåôñÞóïõìå áí ìéá
ðáñáôÞñçóç ìðïñåß íá èåùñçèåß ðùò Ý÷åé ìåãÜëç åðßäñáóç óôçí åêôßìçóç ôïõ
ìïíôÝëïõ. ÐñÝðåé íá áíáöåñèåß ðùò ï hat matrix åìöáíßæåôáé ìå üìïéï ôñüðï êáé
óôçí ðåñßðôùóç ìç ðáñáìåôñéêÞò ðáëéíäñüìçóçò åßôå ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels
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ðïõ óõæçôÞóáìå åßôå ìå ôç ÷ñÞóç splines êáé åðïìÝíùò êáé óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþ-
óåéò ìðïñåß êáíåßò íá áðëïðïéÞóåé ôïõò áðáéôïýìåíïõò õðïëïãéóìïýò ãéá cross-
validation êñéôÞñéá.

ÐáñÜäåéãìá 4.3: Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ÷ñÞóçò ôçò ìåèüäïõ. Ôá äå-
äïìÝíá ðïõ õðÜñ÷ïõí óôïí ðßíáêá 4.4 áöïñïýí 18 ðáñáôçñÞóåéò üðïõ ãéá ìéá
óõãêåêñéìÝíç óïäéÜ êáëáìðïêéïý ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ëéðÜóìáôá ìå öþóöïñï ôüóï
óå ïñãáíéêÞ üóï êáé óå áíüñãáíç ìïñöÞ. Óêïðüò ôïõ ðåéñÜìáôïò Þôáí íá ìåëåôçèåß
êáôÜ ðüóï ï öþóöïñïò ðÝñáóå óôçí ðáñáãùãÞ ôïõ êáëáìðïêéïý. ’Åôóé ôá äåäï-
ìÝíá áðïôåëïýíôáé áðü 3 ìåôáâëçôÝò

Y = Ðïóüôçôá öùóöüñïõ óôçí ðáñáãùãÞ êáëáìðïêéïý
X1 = Ðïóüôçôá áíüñãáíïõ öùóöüñïõ óôï ëßðáóìá
X2= Ðïóüôçôá ïñãáíéêïý öùóöüñïõ óôï ëßðáóìá

Y 0.4 0.4 3.1 0.6 4.7 1.7 9.4 10.1 11.6
X1 64 60 71 61 54 77 81 93 93
X2 53 23 19 34 24 65 44 31 29

Y 12.6 10.9 23.1 23.1 21.6 23.1 1.9 26.8 29.9
X1 51 76 96 77 93 95 54 168 99
X2 58 37 46 50 44 56 36 58 51

Ðßíáêáò 4.4: ÄåäïìÝíá ãéá ôï ðáñÜäåéãìá 4.3

Óêïðüò ôçò ìåëÝôçò Þôáí íá ìåëåôçèåß ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôï öþóöïñï ôïõ
ëéðÜóìáôïò êáé ôçò ðáñáãùãÞò ðñïóáñìüæïíôáò êáôÜëëçëá ãñáììéêÜ ìïíôÝëá.
Óôï ÃñÜöçìá 4.2 ìå ôá äéáãñÜììáôá óçìåßùí ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò
õðÜñ÷åé ìéá ðáñáôÞñçóç áñêåôÜ Ýîù áðü ôéò Üëëåò ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ÷ïõí âÜóéìåò
õðïøßåò ðùò Ý÷åé ìåãÜëç åðßäñáóç óôçí åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ ìïíôÝëïõ.
Óôïí ðßíáêá 4.5 Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï Y = a + βX1

êáé ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôéò ðñïóáñìïóèåßóåò ôéìÝò ãéá ôï ðëÞñåò ìïíôÝëï (fit-
ted values) êáèþò êáé ôéò ðñïóáñìïóèåßóåò ôéìÝò ìå ôç ìÝèïäï cross-validation.
Åðßóçò óôïí ðßíáêá õðÜñ÷ïõí ïé ôéìÝò ôùí leverages êáèþò êáé ïé åêôéìÞóåéò ôùí
óõíôåëåóôþí ôïõ ìïíôÝëïõ üôáí áöáéñÝóïõìå ôçí i ðáñáôÞñçóç.

Áõôü ðïõ åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïí åßíáé ðùò ç ðáñáôÞñçóç 17 Ý÷åé ìåãÜëç
åðßäñáóç óôçí åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí, üðùò ìðïñåß íá äåé êáíåßò êáé óôï ãñÜ-
öçìá 4.3, üðïõ áðåéêïíßæïíôáé ïé 18 åõèåßåò ðïõ ðñïóáñìüóáìå áöáéñþíôáò êÜèå
öïñÜ ìéá ðáñáôÞñçóç.

ÌÝ÷ñé ôþñá üìùò âëÝðïõìå ìüíï ôéò ðáñåíÝñãåéåò ôçò ìåèüäïõ cross-validation.
Áò äïýìå ðùò èá äéáëÝîïõìå ôï êáôÜëëçëï ìïíôÝëï ìå ôï êñéôÞñéï PRESS

’Ïðùò ìðïñåß êáíåßò íá äåé óôïí ðßíáêá 4.6 ôï êñéôÞñéï PRESS äåí Ý÷åé ôç
ìïíüôïíç óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõíôåëåóôÞ ðñïóäéïñéóìïý êáé åðïìÝíùò åéóÜãïíôáò
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Õ ×1 ×2 Fitted values Fitted with CV Leverages â(i) β̂(i)

0.4 64 53 7.4380 8.0471 0.07965 -7.9630 0.250157
0.4 60 23 6.3947 7.0028 0.092098 -7.9661 0.249482
3.1 71 19 9.2638 9.6858 0.064081 -8.4446 0.255358
0.6 61 34 6.6556 7.2453 0.088744 -8.0014 0.249945
4.7 54 24 4.8298 4.8468 0.115612 -9.2201 0.260498
1.7 77 65 10.8287 11.3808 0.057033 -8.4451 0.257479
9.4 81 44 11.8720 12.0174 0.055562 -9.1044 0.260763
10.1 93 31 15.0019 15.3519 0.066646 -9.3666 0.265791
11.6 93 29 15.0019 15.2448 0.066646 -9.3323 0.264270
12.6 51 58 4.0473 2.7745 0.129549 -11.7520 0.284833
10.9 76 37 10.5679 10.5475 0.057804 -9.2863 0.260972
23.1 96 46 15.7843 15.2078 0.07305 -8.9308 0.251443
23.1 77 50 10.8287 10.0865 0.057033 -10.3427 0.265315
21.6 93 44 15.0019 14.5307 0.066646 -9.1037 0.254133
23.1 95 56 15.5235 14.9466 0.070754 -8.9736 0.251791
1.9 54 36 4.8298 5.2128 0.115612 -8.4777 0.253528
26.8 168 58 34.5635 49.8080 0.662576 -21.0659 0.421868
29.9 99 51 16.5668 15.3931 0.080906 -8.3739 0.240071

Ðßíáêáò 4.5: ×áñáêôçñéóôéêÜ ôùí äåäïìÝíùí ó÷åôéêÜ ìå ôï öþóöïñï ãéá ôéò 18
ðáñáôçñÞóåéò

y
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ÃñÜöçìá 4.2: ÄéáãñÜììáôá íÝöïõò óçìåßùí ãéá ôéò 3 ìåôáâëçôÝò ôïõ ðáñáäåßãìá-
ôïò
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ÃñÜöçìá 4.3: Ïé 18 åõèåßåò ðïõ ðñïêýðôïõí áí êÜèå öïñÜ áöáéñÝóïõìå ìéá ðá-
ñáôÞñçóç

ìéá êáéíïýñéá åðåîçãçìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ óôéò Þäç õðÜñ÷ïõóåò äåí âåëôéþíåôáé
áíáãêáóôéêÜ. Åðßóçò ôï êñéôÞñéï ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áíÜìåóá êáé óå öùëéáóìÝíá
ìïíôÝëá. Ìå âÜóç ëïéðüí ôï êñéôÞñéï ôï áðëü ìïíôÝëï ìå ìüíï ôç X1 ùò åðåîçãçìáôéêÞ
åßíáé ðñïôéìüôåñï. Ðáñáôçñåßóôå ðùò Ý÷åé êáôÜ ðïëý ìéêñüôåñï óõíôåëåóôÞ ðñï-
óäéïñéóìïý êáé áõôü ïöåßëåôáé óôçí ðáñáôÞñçóç 17 ç ïðïßá Ý÷åé ðïëý ìåãÜëá
êáôÜëïéðá êáé åðïìÝíùò ìåãáëýôåñá ìïíôÝëá ðñïóðáèïýí áðëÜ íá âåëôéþóïõí
ôçí ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ ùò ðñïò ôçí ðáñáôÞñçóç áõôÞ.

ÅðåîçãçìáôéêÝò ÌåôáâëçôÝò PRESS ÓõíôåëåóôÞò Ðñïóäéïñéóìïý
X1 1526,6 48%
X2 1809,10 21%

X1 + X2 1601,55 53%
X1 + X2

1 26248,5 55%
X1 + X2

1 + X3
1 19676,2 68%

Ðßíáêáò 4.6: ÊñéôÞñéá åðéëïãÞò ìïíôÝëïõ ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ öùóöüñïõ.

Ôåëåéþíïíôáò ìå ôï ðáñÜäåéãìá èá ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå ðùò ç åêôßìçóç
ôùí ðáñáìÝôñùí áöÞíïíôáò Ýîù ìéá ðáñáôÞñçóç êÜèå öïñÜ îåêÜèáñá ïäçãåß
óå ìéá jackknife ìÝèïäï åêôßìçóçò. Óôçí óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç èá ìðïñïýóå
íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé ìÝóïé ôùí â(i),β̂(i) ùò åêôéìÞóåéò ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ
ìïíôÝëïõ âáóéóìÝíïé óôçí éäÝá ôïõ jackknife. Ìéá ôÝôïéá ðñïóÝããéóç èá äéüñèùíå
ôï ðñüâëçìá ìå ôçí ðáñáôÞñçóç 17 ðïõ Ý÷åé ìåãÜëç åðßäñáóç óôï áðïôÝëåóìá.
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4.7.4 ’Áëëåò ÅöáñìïãÝò
Ôï ðéï óçìáíôéêü ßóùò åßíáé ðùò ç ìÝèïäïò cross-validation ÷ñçóéìïðïéåßôáé óå
ìéá ðëåéÜäá åöáñìïãþí ðÝñáí áõôÞò ãéá ôçí êáëÞ ðñïóáñìïãÞ åíüò ãñáììéêïý
ìïíôÝëïõ. Óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò, üðïõ äåí õðÜñ÷åé ôåñÜóôéá èåùñçôéêÞ áíÜðôõîç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò, ç ìÝèïäïò
cross-validation åßíáé ôï êýñéï åñãáëåßï ãéá íá ìåëåôÞóïõìå. ÁõôÝò åßíáé:

• Åßäáìå óå ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ðùò ìðïñïýìå íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ãéá íá âñïýìå ôçí ôéìÞ ôïõ ðáñÜèõñïõ óôçí åêôßìçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ðõ-
êíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí kernels.

• Ðáñïìïßùò ìðïñïýìå íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óå ðáñüìïéá ðñïâëÞìáôá
smoothing, üðùò óå ðñïâëÞìáôá ìå splines, åîïìÜëõíóçò ÷ñïíïëïãéêþí óåéñþí
êëð.

• Ôï êñéôÞñéï PRESS ðïõ áíáöÝñáìå ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå ðïëëÝò
Üëëåò ðåñéðôþóåéò åðéëïãÞò ìïíôÝëùí, üðùò ìç ãñáììéêÜ ìïíôÝëá, ãåíéêåõìÝíá
ãñáììéêÜ ìïíôÝëá êëð.

• ÐïëëÝò åöáñìïãÝò Ý÷åé ç ìÝèïäïò êáé óå ðñïâëÞìáôá ôå÷íçôÞò íïçìïóýíçò.
ÓõãêåêñéìÝíá ðïëëïß áëãüñéèìïé ìÜèçóçò óôçí ôå÷íçôÞ íïçìïóýíç Ý÷ïõí
óêïðü íá äçìéïõñãÞóïõí êáíüíåò ïé ïðïßïé íá ìðïñïýí íá ðñïâëÝøïõí
óùóôÜ ôçí ôéìÞ êÜðïéïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ìå âÜóç äéÜöïñá Üëëá ÷áñáêôçñéóôéêÜ.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðïëëÜ óõìðôþìáôá êáé ôçí ðáñïõóßá Þ
áðïõóßá ôïõò íá ðñïâëÝøïõí ôçí áóèÝíåéá åíüò áññþóôïõ. Ôï êýñéï åñãáëåßï
ãéá íá ìåôñçèåß ç êáëÞ ðïéüôçôá ôÝôïéùí êáíüíùí åßíáé ç ìÝèïäïò Cross-
validation.

• Ìéá Üëëç ðïëý ãíùóôÞ åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ åßíáé êáé óôç äéáêñéôéêÞ áíÜëõóç
ðñïêåéìÝíïõ íá áîéïëïãçèåß ôï ìïíôÝëï ðïõ ðñïóáñìüóáìå.

Ç ìÝèïäïò åßíáé ìç ðáñáìåôñéêÞ êáèþò äåí ÷ñåéáæüìáóôå êÜðïéåò õðïèÝ-
óåéò ãéá íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áêüìá êáé áí ôï ìïíôÝëï Ý÷åé óõãêåêñéìÝíåò
ðáñáìåôñéêÝò õðïèÝóåéò.

Èá ðñÝðåé íá óçìåéùèåß ðùò ç ìÝèïäïò cross-validation ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜ-
øáìå áðïôåëåß óôçí ïõóßá ôçí ðåñßðôùóç leave-one out cross-validation, äçëáäÞ
áöÞíïõìå ìüíï ìéá ðáñáôÞñçóç Ýîù êÜèå öïñÜ. Óå ìåñéêÜ ðñïâëÞìáôá áõôü äåí
åßíáé áñêåôü êáé ìðïñåß êáíåßò íá ãåíéêåýóåé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ leave-k out cross-
validation üðïõ ðéá áöÞíïõìå k ðáñáôçñÞóåéò Ýîù êÜèå öïñÜ ìåéþíïíôáò áêüìá
ðåñéóóüôåñï ôçí åðßäñáóç ïìÜäùí ðáñáôçñÞóåùí. BÝâáéá óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç
ôá ðñÜãìáôá ãßíïíôáé áñêåôÜ ðéï ðåñßðëïêá.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå k-fold cross-validation, äçëáäÞ áöÞóïõìå
k ðáñáôçñÞóåéò êÜèå öïñÜ Ýîù, ðñïêýðôåé ôï ðñüâëçìá ðïéåò k-Üäåò èá áöÞóïõìå

êÜèå öïñÜ Ýîù. Ãéá ìÝãåèïò äåßãìáôïò 100 õðÜñ÷ïõí

(
100
k

)
ïìÜäåò ãéá íá

äçìéïõñãÞóïõìå êáé åðïìÝíùò èá Þôáí åðéêßíäõíï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéåò
áõèáßñåôá. Óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß åéäéêÝò ôå÷íéêÝò þóôå íá
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êáôáóêåõÜæïíôáé ïé áðáéôïýìåíåò ïìÜäåò êáé íá ìðïñåß íá åöáñìïóèåß áðñüóêïðôá
ç ìÝèïäïò cross-validation, óôéò ïðïßåò üìùò äåí èá åðåêôáèïýìå.

4.8 Ðåñéóóüôåñá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôç ìÝèïäï jackknife
Áò äïýìå åí óõíôïìßá êÜðïéá áêüìá óôïé÷åßá ãéá ôç ìÝèïäï jackknife

¸óôù Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá X1, X2, . . . , Xn áðü áíåîÜñôçôåò êáé éóüíïìåò ôõ÷áßåò
ìåôáâëçôÝò êé Ýóôù θ̂ ìéá åêôéìÞôñéá ôçò Üãíùóôçò ðáñáìÝôñïõ θ ôïõ ðëçèõóìïý.
Áò ÷ùñßóïõìå ôï äåßãìá óå g ïìÜäåò áðü h ðáñáôçñÞóåéò ç êÜèå ìéá êáé Ýóôù
ðùò n = gh. Ôüôå ìéá ãåíßêåõóç ôçò åêôéìÞôñéáò jackknife ðïõ åßäáìå åßíáé ç åîÞò:
¸óôù θ̂−i ç áíôßóôïé÷ç åêôéìÞôñéá üôáí Ý÷ïõìå áðáëåßøåé ôçí i ïìÜäá, åðïìÝíùò
ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé (g − 1)h. Ôüôå, õðïëüãéóå ôçí ðïóüôçôá

θ̂i = gθ̂ − (g − 1)θ̂−i

Ç jackknife åêôéìÞôñéá ðñïêýðôåé ùò

θ̂J =
1
g

g∑

i=1

θ̂i = gθ̂ − (g − 1)
1
g

g∑

i=1

θ̂−i

Ïé ïìïéüôçôåò ìå ôçí áðëÞ åêôéìÞôñéá ðïõ åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò åßíáé óáöåßò.
Áò äïýìå åí óõíôïìßá ãéáôß ç ìÝèïäïò jackknife ìåéþíåé ôç ìåñïëçøßá. ÃåíéêÜ

ãéá ìéá åêôéìÞôñéá θ̂ êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò óåéñÝò Taylor ãéá íá åêöñÜóïõìå ôçí
ìåñëçøßá ðñïêýðôåé ðùò

E(θ̂) = θ +
a1(θ)

n
+

a2(θ)
n2

+ . . .

üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò ai(θ) äåí åîáñôþíôáé áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò áëëÜ
ìðïñïýí íá åîáñôþíôáé áðü ôï θ. Ãéá åõêïëßá ãñÜöïõìå ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ùò

E(θ̂) = θ +
a1(θ)

n
+ R(n2)

üðïõ R(n2) õðïíïåß üëïõò ôïõ õðüëïéðïõò üñïõò.
Ìðïñåß êáíåßò ôüôå íá äåé ðùò

E(θ̂J ) = E

[
gθ̂ − (g − 1)

1
g

∑

i=1

gθ̂−i

]

= gE(θ̂)− (g − 1)
1
g

∑

i=1

gE(θ̂−i)

= gE(θ̂)− (g − 1)
1
g

∑

i=1

gE(θ̂)

= g

[
θ +

a1(θ)
n

+ R(n2)
]
− (g − 1)

[
θ +

a1(θ)
n− 1

+ R((n− 1)2)
]

= gθ + a1(θ)− (g − 1)θ − a1(θ) + R(n2)−R((n− 1)2)
= θ + R(n2)−R((n− 1)2)
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äçëáäÞ ï üñïò ðïõ áíáöåñüôáí óôï n åîáöáíßóôçêå êáé ç ðïóüôçôá R(n2)−R((n−
1)2) åßíáé ðñïöáíþò ìéêñüôåñç áðü ôï R(n2) ðïõ åß÷áìå. Óõíåðþò áðïäåßîáìå
ðùò ç ìåñïëçøßá ìåéþèçêå.

Áîßæåé íá óçìåéùèåß ðùò ìðïñåß êáíåßò íá åîáöáíßóåé êáé üñïõò ôçò ìåñïëçøßáò
ðïõ ïöåßëïíôáé óôï n2 ìå ðáñüìïéï ôñüðï ïñßæïíôáò åêôéìÞôñéåò jackknife äåýôåñçò
ôÜîçò ùò åîÞò

θ
(2)
J =

1
n− 1

[
n2θ̂ − (2n2 − 2n + 1)(n− 1)

1
n

∑

i=1

nθ̂−i

+(n− 1)2(n− 2)


 2

n(n− 1)

∑

i<j

nθ̂−ij







üðïõ θ̂−ij åßíáé ç åêôßìçóç ôïõ θ üôáí áöáéñÝóïõìå ôéò ðáñáôçñÞóåéò Xi, Xj .
Ç éäÝá ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß ðåñéóóüôåñï ãéá íá áðáëåßøïõìå ìåñïëçøßá ðïõ
ïöåßëåôáé óå ìåãáëýôåñçò ôÜîåéò äõíÜìåéò ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ äåßãìáôïò.

4.9 ÁóêÞóåéò
1. ’Åóôù äåßãìá ìåãÝèïõò 3 êáé Ýóôù ïé äéáôåôáãìÝíåò ðáñáôçñÞóåéò X1 <

X2 < X3. Äåßîôå üôé ï jackknife åêôéìçôÞò ôçò äåéãìáôéêÞò äéáìÝóïõ äßíåôáé
áðü ôïí ôýðï

m̂J =
7X2 − 2(X1 + X3)

3

2. ’Åóôù Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá áðü 7 ðáñáôçñÞóåéò X1, X2, ..., X7 ðïõ äåí åßíáé
áðáñáßôçôá óå áýîïõóá Þ öèßíïõóá óåéñÜ. Íá âñåßôå ôçí jackknife åêôéìÞôñéá
ôïõ åýñïõò R = Xmax−Xmin üðïõ Xmax, Xmin ç ìåãáëýôåñç êáé ç ìéêñüôåñç
ðáñáôÞñçóç áíôßóôïé÷á. Ôé ðáñáôçñåßôå;

3. ’Åóôù Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò 8, ìå ôéìÝò 10,11,14,16,18,20,10,12. ÅêôéìÞóôå ìå
ôç ìÝèïäï jackknife ôç äéáêýìáíóç ôïõ ëüãïõ ìÝóç ôéìÞ/äéÜìåóïò.

4. ’Åóôù Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ g(x | θ) üðïõ θ åßíáé ç
Üãíùóôç ðáñÜìåôñïò ðïõ èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå. Ðéóôåýåôå üôé ç ìÝèïäïò
cross-validation ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí åðéëïãÞ ôçò êáëýôåñçò
åêôéìÞôñéáò θ̂;

5. ÐïéÜ åßíáé ç åêôéìÞôñéá jackknife äåõôÝñáò ôÜîçò ãéá ôç äåéãìáôéêÞ äéáêýìá-
íóç; Åßíáé áìåñïëçðôç;

6. Ìéá óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç ëåìå ðùò åéíáé ôåôñáãùíéêÞò ìïñöÞò áí ìðïñåß
íá ãñáöôåß ùò

θ̂ = µ +
n∑

i=1

α(xi) +
∑

1≤i<j≤n

β(xi, xj)
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üðïõ µ åßíáé ìéá óôáèåñÜ êáé α(x), β(x, y) åßíáé óõíáñôÞóåéò ìüíï ôùí x
êáé ôùí x êáé y áíôßóôïé÷á. Ãéá ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáêýìáíóç âñåóôå ôéò
óõíáñôÞóåéò áõôÝò.

7. Ãéá ôá äåäïìÝíá ôoõ ðßíáêá 2.4 âñåßôå ôç ìïñöÞ ôçò ó÷Ýóçò áíÜìåóá óôç
óõììåôï÷Þ êáé ôç äéáöïñÜ êÜíïíôáò cross-validation.

8. ¸íáò åñåõíçôÞò Ý÷åé óôá ÷Ýñéá ôïõ Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n = 53.
ÐïéÜ èá åßíáé ç jackknife åêôéìÞôñéá ôçò äéáìÝóïõ;

9. ¸óôù Ýíá äåßãìá X1, X2, . . . , Xn. Íá âñåßôå ôçí jackknife åêôéìÞôñéá ôçò
ðïóüôçôáò θ̂ = n−1

∑n
i=1 X2

i . Ôé ðáñáôçñåßôå;

10. ¸íáò åñåõíçôÞò Ý÷åé óôá ÷Ýñéá ôïõ Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n = 147. Ç
ðïóüôçôá ç ïðïßá ôïí åíäéáöÝñåé åßíáé ç θ̂ = max(Xi), äçëáäÞ ç ìåãáëýôåñç
ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò. ÐïéÜ èá åßíáé ç jackknife åêôéìÞôñéá ôçò ðïóüôçôáò
áõôÞò; Ðùò èá åêôéìïýóáôå ôï ôõðéêü óöÜëìá; Èá åìðéóôåõüóáóôå áõôÞ ôçí
åêôßìçóç ôïõ ôõðéêïý óöÜëóìáôïò;

11. ¸÷ïõìå 50 ìåôñÞóåéò ãéá êáèÝíá áðü äõï ðëçèõóìïýò. ÈÝëïõìå íá êáôá-
óêåõÜóïõìå Ýíáí êáíüíá êáôÜôáîçò ðïõ íá êáôáôÜóóåé ìåëëïíôéêÝò ðáñáôç-
ñÞóåéò óå Ýíáí áðü ôïõò 2 ðëçèõóìïýò. Ãéá ôï óêïðü áõôü åêôéìÜìå ãéá êÜèå
ðëçèõóìü ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé ï êáíüíáò ìáò åßíáé
ðùò êáôáôÜóóïõìå ôç íÝá ðáñáôÞñçóç óôïí ðëçèõóìü ðïõ Ý÷åé ôç ìåãáëý-
ôåñç åêôéìþìåíç ðõêíüôçôá. ¸íáò åðéóôÞìïíáò õðïóôçñßæåé ðùò ç ìÝèïäïò
áõôÞ äåí åßíáé êáëÞ êáé ðùò áñêåß íá êáôáôÜîïõìå ôç íÝá ðáñáôÞñçóç óôïí
ðëçèõóìü ìå ìÝóç ôéìÞ ðéü êïíôÜ óôçí íÝá ôéìÞ. ÐåñéãñÜøôå ðùò èá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï cross-validation ãéá íá äïýìå ðïéÜ ìÝèïäïò åßíáé ç
êáëýôåñç.
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Áí êáé ôï âéâëßï üðùò ìáñôõñÜ êáé ï ôßôëïò áó÷ïëåßôáé ãåíéêÜ ìå åêôßìçóç
äéáêýìáíóçò óå äåéãìáôïëçðôéêÝò Ýñåõíåò ðåñéÝ÷åé êÜðïéá êåöÜëáéá ìå ðïëý åí-
äéáöÝñïõóåò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ jackknife óôç äåéãìáôïëçøßá.
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Ç ÌÝèïäïò Bootstrap

5.1 ÅéóáãùãÞ

Óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá ðáñïõóéÜóáìå äéÜöïñåò ìåèüäïõò ðïõ óôçñß÷ôçêáí
óôçí éäÝá íá ðáßñíïõìå äåßãìáôá áðü ôá Þäç õðÜñ÷ïíôá äåßãìáôá êáé íá ôá
÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ëüãïõò óôáôéóôéêÞò óõìðåñáóìáôïëïãßáò. Ðáñüëá áõôÜ, óå
ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ïé ìÝèïäïé ðïõ åßäáìå åß÷áí óçìáíôéêÜ ìåéïíåêôÞìáôá. Ãéá
ðáñÜäåéãìá ïé Ýëåã÷ïé ôõ÷áéïðïßçóçò ìðïñïýóáí íá åëÝãîïõí ìüíï óõãêåêñéìÝíåò
ìçäåíéêÝò õðïèÝóåéò. Ç ìåèïäïëïãßá Monte Carlo âáóßóôçêå óå ìéá ðïëý óçìá-
íôéêÞ õðüèåóç: üôé îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. ÄçëáäÞ ôá äåßãìáôá ðïõ
÷ñåéáæüìáóôáí ôá ðñïóïìïéþíáìå áðü êÜðïéá êáôáíïìÞ ðïõ ãíùñßæáìå ðïéá åßíáé.
Ôé ìðïñïýìå íá êÜíïõìå üìùò üôáí ç êáôáíïìÞ äåí åßíáé ãíùóôÞ; Ç ìÝèïäïò jack-
knife åß÷å ðñïâëÞìáôá êáèþò ôá äåßãìáôá ðïõ ðáßñíáìå Ýìïéáæáí ðïëý ìåôáîý ôïõò
êáé Üñá äåí ìðïñïýóå íá äïõëÝøåé éêáíïðïéçôéêÜ ãéá óôáôéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ
äåí åßíáé åî ïñéóìïý ôïõò éäéáßôåñá ëåßåò (smooth) üðùò ç äéÜìåóïò. Óôï êåöÜëáéï
áõôü èá äïýìå ôç ìÝèïäï bootstrap ç ïðïßá ìïéÜæåé íá îåðåñíÜ êÜðïéá áðü ôá ðñï-
âëÞìáôá ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå êáé êõñßùò äåí ÷ñåéÜæåôáé íá ãíùñßæïõìå ôßðïôá
ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. Ç ìÝèïäïò bootstrap åìöáíßóôçêå óôï ôÝëïò ôçò
äåêáåôßáò ôïõ 70 êáé óå ó÷Ýóç ìå ôç ñáãäáßá ðñüïäï ôùí õðïëïãéóôþí áðïôåëåß
óÞìåñá Ýíá éó÷õñü åñãáëåßï óå ðëçèþñá åöáñìïãþí.

Ç éäÝá åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÞ:

Äåí îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý áëëÜ óôçí ðñáãìáôéêüôçôá Ý÷ïõìå
Ýíá äåßãìá áðü áõôÞí (ôá äåäïìÝíá ìáò). ÅðïìÝíùò ãéáôß íá ìçí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ ôùí äåäïìÝíùí ìáò ùò ìéá åêôßìçóç ôçò ðñáãìáôéêÞò, áëëÜ
Üãíùóôçò, êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý;

ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò bootstrap ÷ñçóéìïðïéåß ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ ãéá íá
ðñïóïìïéþóåé áðü áõôÞ äåßãìáôá. Ðïéá åßíáé üìùò ç åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ; Åßíáé
ç êáôáíïìÞ ðïõ äßíåé ðéèáíüôçôá 1/n óå êÜèå ìéá áðü ôéò n ðáñáôçñÞóåéò ôïõ
äåßãìáôïò ìáò êáé 0 óå ïðïéáäÞðïôå Üëëç ôéìÞ.

ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå:
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ÔéìÞ X1 X2 X3 . . . Xn ÏðïéáäÞðïôå Üëëç ôéìÞ
Ðéèáíüôçôá 1/n 1/n 1/n . . . 1/n 0

ÁõôÞ åßíáé êáé ç âáóéêÞ äéáöïñÜ ôçò ìåèüäïõ bootstrap áðü ôç ìÝèïäï Monte
Carlo. ’Ïôé ÷ñçóéìïðïéåß ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ áíôß ãéá êÜðïéá ãíùóôÞ êáôáíïìÞ.
Áðü åêåß êáé ðÝñá ðñÝðåé íá ðÜñïõìå äåßãìáôá áðü áõôÞ ôçí êáôáíïìÞ êáé íá
ðñï÷ùñÞóïõìå óýìöùíá ìå üóá åßðáìå êáé ãéá ôéò ìåèüäïõò Monte Carlo, ìå ìéêñÝò
óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò äéáöïñïðïéÞóåéò. Ðñéí üìùò äïýìå ìå ëåðôïìÝñåéá ôç
÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ óå äéÜöïñåò åöáñìïãÝò ôçò óôáôéóôéêÞò áò äïýìå ðùò ìðïñïýìå
íá ðÜñïõìå Ýíá äåßãìá áðü ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ.

Ãéá íá ðÜñïõìå Ýíá äåßãìá áðü ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ ðñáãìáôïðïéïýìå äåéã-
ìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç. (ÐáñáôÞñçóç: óå Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n åßíáé ðéèáíü
êÜðïéá ôéìÞ íá åìöáíßæåôáé ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá öïñÝò, Ýóôù ãéá ðáñÜäåéãìá 2
öïñÝò. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç åßíáé êáôáíïçôü üôé Ý÷ïõìå n−1 äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò
êáé ðùò áõôÞ ç ôéìÞ Ý÷åé ðéá ðéèáíüôçôá 2/n. Áõôü äåí åßíáé ðñüâëçìá êáèþò åßíáé
éóïäýíáìï ìå ôï íá äéáëÝãïõìå êÜèå ìéá áðü ôéò n ðáñáôçñÞóåéò ìå ðéèáíüôçôá
1/n).

Ìéá ðëÞñçò ðåñéãñáöÞ ôçò äåéãìáôïëçøßáò åßíáé ç åîÞò: ÄéáëÝãïõìå äçëáäÞ
ìéá ðñþôç ôéìÞ áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò ìáò êáé ìåôÜ ôçí åðéóôñÝöïõìå êáé äéáëÝãïõìå
îáíÜ áðü ôï óýíïëï ôùí ðáñáôçñÞóåùí. ÅðïìÝíùò Ýíá äåßãìá bootstrap ìðïñåß
íá ðåñéÝ÷åé êÜðïéá ôéìÞ ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá öïñÝò áëëÜ ìðïñåß íá ìçí ðåñéÝ÷åé
êÜðïéá Üëëç ôéìÞ. Öáíôáóôåßôå ôéò 10 ôéìÝò 1, 3, 6, 8, 9, 11, 14, 16 19, 18. ÊÜíïíôáò
äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç ìðïñåß ôï äåßãìá ðïõ èá ðñïêýøåé íá åßíáé 1, 1, 3,
3, 3, 3, 8, 14, 16 19 , äçëáäÞ ç ôéìÞ 3 åìöáíßæåôáé 4 öïñÝò, ç ôéìÞ 1 åìöáíßæåôáé 2
öïñÝò åíþ ïé ôéìÝò 6, 9, 11, 18 äåí åìöáíßóôçêáí óå áõôü ôï äåßãìá. Åßíáé åõíüçôï
üôé êáèþò ç ìåèïäïëïãßá õðïèÝôåé ðùò ðáßñíïõìå áñêåôÜ ôÝôïéá äåßãìáôá, ôåëéêÜ
üëåò ïé ðáñáôçñÞóåéò èá åìöáíßæïíôáé ìå ôç óõ÷íüôçôá ðïõ õðïèÝôåé ç åìðåéñéêÞ
êáôáíïìÞ êáé Üñá äåí õðÜñ÷åé ðñüâëçìá. Áõôü áðü ôçí Üëëç óçìáßíåé ðùò ðñÝðåé
íá ðÜñïõìå áñêåôÜ äåßãìáôá ãéá íá Ý÷ïõìå ìåãáëýôåñç óéãïõñéÜ ðùò ç ðñïóÝããéóç
ìáò åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ.

Óõíåðþò ç âáóéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ bootstrap åßíáé ðùò êÜíïõìå äåéãìáôïëçøßá
ìå åðáíÜèåóç áðü ôï õðÜñ÷ïí äåßãìá êáé Üñá èåùñïýìå ðùò ç åìðåéñéêÞ êáôá-
íïìÞ åßíáé ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý. ÁõôÞ ç ôåëåõôáßá
õðüèåóç åßíáé èåìåëéþäçò. Ìðïñåß íá ðáñáôçñÞóåé áìÝóùò êáíåßò ðùò üôáí
áõôü äåí éó÷ýåé (ð÷ ìéêñü ìÝãåèïò äåßãìáôïò, ðïëõìåôáâëçôÜ ðñïâëÞìáôá êëð)
ç ìÝèïäïò bootstrap åßíáé êáôáäéêáóìÝíç íá ìçí äïõëåýåé êáëÜ.

Ç ìÝèïäïò bootstrap ÷ñçóéìïðïéåßôáé êõñßùò ãéá óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëï-
ãßá. Ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôõðéêÜ óöÜëìáôá êáé ôç ìåñïëçøßá åêôéìçôñéþí,
íá êÜíïõìå åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí áêüìá êáé óå éäéáßôåñá ðïëýðëïêåò ìçäåíéêÝò
õðïèÝóåéò êáèþò êáé íá ðñïóåããßóïõìå ôçí êáôáíïìÞ ðïëýðëïêùí óõíáñôÞóåùí
(êÜôé ðïõ äåí ìðïñïýóáìå íá ôï êÜíïõìå ìå ôç ìÝèïäï jackknife ãéá ðáñÜäåéãìá).
Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ðåñéãñÜøïõìå êÜðïéåò áðü ôéò åöáñìïãÝò ôçò
ìåèüäïõ. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå ðùò áí êáé ç âáóéêÞ éäÝá
ôçò ìåèüäïõ åßíáé áðëÞ, óå ðïëëÜ óôáôéóôéêÜ ðñïâëÞìáôá ÷ñåéáæüìáóôå åéäéêÞ
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ðñïóÝããéóç ðïõ ìåéþíåé Þ äõóêïëåýåé ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ.

5.2 Bootstrap ’Åëåã÷ïé ÕðïèÝóåùí
Áò îåêéíÞóïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí åöáñìïãþí ôçò ìåèüäïõ ìå åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí,
áöïý ìå áõôïýò Ý÷ïõìå áó÷ïëçèåß áñêåôÜ ìÝ÷ñé ôþñá. Áò îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá ðá-
ñÜäåéãìá

ÐáñÜäåéãìá 5.1: ’Åóôù ïé 10 ðáñáôçñÞóåéò:
-0.89, -0.47, 0.05, 0.155, 0.279, 0.775, 1.0016, 1.23, 1.89, 1.96.
Íá åëåã÷èåß ç õðüèåóç üôé ï ìÝóïò ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé 1 Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò

üôé äéáöÝñåé.

ÊáôÜ áñ÷Üò äåí Ý÷ïõìå êáìéÜ ðëçñïöïñßá ó÷åôéêÜ ìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý
êáé Üñá äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå åëÝã÷ïõò Monte Carlo. Ç ìÝèïäïò booôs-
trap ìïéÜæåé ìéá êáëÞ åíáëëáêôéêÞ ìÝèïäïò. ÄåäïìÝíïõ ëïéðüí ðùò äåí îÝñïõìå
ôßðïôá ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý èá ðñïóïìïéþóïõìå ôá äåßãìáôá ðïõ
÷ñåéáæüìáóôå áðü ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ.

Áò äïýìå üìùò ôéò õðïèÝóåéò ðïõ Ý÷ïõìå. ’Åôóé Ý÷ïõìå
H0 : µ = 1 Ýíáíôé ôçò
H1 : µ 6= 1
ÄåäïìÝíïõ üôé ç åíáëëáêôéêÞ åßíáé äßðëåõñç ìéá êáëÞ åëåã÷ïóõíÜñôçóç åßíáé

ç T = |x̄− 1| ç ïðïßá èá åßíáé 0 áí éó÷ýåé ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç åíþ ìåãÜëåò ôéìÝò
õðïäçëþíïõí áðüêëéóç áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Êáé ðÜëé äåí ÷ñåéÜæåôáé íá
îÝñïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò áöïý Ýôóé êé áëëéþò èá ôçí ðñïóåã-
ãßóïõìå ìå ðñïóïìïßùóç. ’Áñá ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ó÷åôéêÜ áðëÝò åëåã÷ïóõ-
íáñôÞóåéò. Ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò õðïëïãßæïõìå x̄ = 0.598 êáé T = 0.402.

Áò óôáìáôÞóïõìå åäþ íá äïýìå êÜðïéï ðñüâëçìá ðïõ õðÜñ÷åé. Åßðáìå êáé ðñéí
óôïõò åëÝã÷ïõò Monte Carlo ðùò èÝëïõìå íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí êáôáíïìÞ
ðïõ ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç õðïäåéêíýåé. Ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç õðïèÝôåé ìÝóç ôéìÞ
1. Áí ðÜñïõìå bootstrap äåßãìáôá áðü ôá äåäïìÝíá åðåéäÞ áõôÜ Ý÷ïõí ìÝóç ôéìÞ
0.598 óôçí ðñáãìáôéêüôçôá äåí ðñïóïìïéþíïõìå áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.

ÅðïìÝíùò ìéá ëýóç åßíáé íá ìåôáêéíÞóïõìå ôá äåäïìÝíá ìáò þóôå íá éêáíïðïéïýí
ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. ÄçëáäÞ óå êÜèå ðáñáôÞñçóç ðñïóèÝôïõìå 0.402 ïðüôå ôþñá
ç ìÝóç ôéìÞ åßíáé 1 êáé Üñá åßíáé ëïãéêü íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü áõôÞ. Ðáñáôç-
ñåßóôå üìùò ðùò áí êáé äéïñèþíïõìå ôç ìÝóç ôéìÞ Üëëá ÷áñáêôçñéóôéêÜ üðùò ç
äéáêýìáíóç, ç áóõììåôñßá êëð ðáñáìÝíïõí óôáèåñÜ.

Ìðïñïýìå ôþñá íá ðåñéãñÜøïõìå ôïí Ýëåã÷ï ùò :

• Ðñïóïìïéþíïõìå k, Ýóôù 99, äåßãìáôá áðü ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ ìåôáêéíçìÝíç
êáôÜ 0.402 þóôå íá éêáíïðïéåß ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. ÊÜèå ôÝôïéï äåßãìá Ý÷åé
10 ðáñáôçñÞóåéò êáé ç äåéãìáôïëçøßá ãßíåôáé äéáëÝãïíôáò ôõ÷áßá ðáñáôçñÞ-
óåéò ìå åðáíÜèåóç.

• Ãéá êÜèå äåßãìá õðïëïãßæïõìå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç

• Óôç óõíÝ÷åéá âñßóêïõìå ðüóåò áðü ôéò 99 ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé
ðéï ìåãÜëåò áðü áõôÞ ôïõ äåßãìáôïò ìáò.
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Áðü ôéò 99 åðáíáëÞøåéò âñÞêáìå ðùò m =18, äçëáäÞ 18 ðáñáôçñÞóåéò åßíáé
ìåãáëýôåñåò áðü 0.402. ÅðïìÝíùò åêôéìïýìå ôï p-value ùò p̃ = m+1

k+1 = 18+1
99+1 =

0.18. ÃåíéêÜ ãéá ôï p-value êáé ôçí åðéëïãÞ ôïõ áñéèìïý ôùí åðáíáëÞøåùí k
éó÷ýïõí üóá Ý÷ïõìå ðåé ðñïçãïõìÝíùò ãéá ôïõò åëÝã÷ïõò Monte Carlo. ’Áñá óå
åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò 5% äåí áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç.
Ïé ôéìÝò õðÜñ÷ïõí óôï ãñÜöçìá 5.1. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ç êáôáíïìÞ åßíáé éäéáßôåñá
áóýììåôñç.

ÃñÜöçìá 5.1: ÄéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç

Áí áíáëïãéóôåß êáíåßò ôçí ïìïéüôçôá óôçí êáôáóêåõÞ åíüò äéáóôÞìáôïò åìðé-
óôïóýíçò êáé óå Ýíáí äßðëåõñï Ýëåã÷ï, ç áíôéóôïé÷ßá óôçí ðåñßðôùóç ìáò èá Þôáí
íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôç ìÝóç ôéìÞ êáé íá äïýìå
áí ðåñéÝ÷åé ôçí ôéìÞ 1. Ôï ðùò êáôáóêåõÜæïõìå äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ìå ôç
÷ñÞóç bootstrap èá ôï äïýìå áñãüôåñá.

Êáé ðÜëé èá ìðïñïýóå íá ðåé êáíåßò üôé Ýëåã÷ïò ãéá ôç ìÝóç ôéìÞ åßíáé ìÜëëïí
ôåôñéììÝíïò. ’Ïìùò áí ìáò åíäéÝöåñå íá åëÝãîïõìå ôçí õðüèåóç üôé ç äéÜìåóïò
ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé 1 Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò üôé äåí åßíáé, Ýíáò ôÝôïéïò Ýëåã÷ïò
åßíáé éäéáßôåñá äýóêïëïò íá ãßíåé ìå ôéò óõìâáôéêÝò ìåèüäïõò.

Óõíåðþò ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí ìå ôç ÷ñÞóç boot-
strap ùò åîÞò:

Bootstrap ’Åëåã÷ïò ÕðïèÝóåùí

• BÞìá 1ï: ÈÝóå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç .

• BÞìá 2ï: ÄéÜëåîå ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç, õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ ôçò tobs ãéá ôá
äåäïìÝíá ðïõ Ý÷åéò.

• BÞìá 3ï: Ðñïóïìïßùóå áñêåôÜ äåßãìáôá áðü ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ, ðñï-
óáñìïóìÝíç ãéá íá éêáíïðïéåß ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç áí ÷ñåéÜæåôáé (ç äåéã-
ìáôïëçøßá èá ãßíåé ìå åðáíÜèåóç áðü ôá äåäïìÝíá ìåôÜ ôçí ôñïðïðïßçóç).
Ãéá êÜèå äåßãìá õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
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• BÞìá 4ï: Õðïëüãéóå ôï p-value åëÝã÷ïíôáò ðüóåò áêñáßåò ôéìÝò ðÞñåò áðü
ôá äåßãìáôá bootstrap óå ó÷Ýóç ìå ôçí ôéìÞ ðïõ åß÷åò óôá äåäïìÝíá óïõ

Áðü ôá ðáñáðÜíù ãßíåôáé êáôáíïçôü üôé ïé Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí ìå bootstrap
åßíáé óõìðëçñùìáôéêïß ôùí åëÝã÷ùí Monte Carlo óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ äåí îÝñïõìå
ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. ÄçëáäÞ äåí ÷ñåéÜæïíôáé ó÷åäüí êáèüëïõ õðïèÝóåéò
ãéá íá åöáñìïóôïýí. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá óå åëÝã÷ïõò
êáëÞò ðñïóáñìïãÞò, ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ìáò êáèïñßæåé êáé ôçí êáôáíïìÞ ôïõ
ðëçèõóìïý ïðüôå óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýëåã÷ï Monte Carlo.
Èá ðñÝðåé åäþ íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò óå ðïëëÜ âéâëßá ç ìÝèïäïò Monte Carlo
áíáöÝñåôáé ùò ðáñáìåôñéêÞ Bootstrap ìÝèïäïò (parametric bootstrap).

Áò äïýìå Ýíá áêüìá ðáñÜäåéãìá.
ÐáñÜäåéãìá 5.2
16 ðïíôßêéá óõììåôåß÷áí óå Ýíá ðåßñáìá, óå 7 áðü áõôÜ äüèçêå Ýíá êáéíïýñéï

öÜñìáêï åíþ óôá õðüëïéðá 9 äüèçêå Ýíá Üëëï Þäç õðÜñ÷ïí öÜñìáêï. Óêïðüò
Þôáí íá ìåëåôçèåß ç åðéâßùóç óå ìÝñåò êáé áí ôï êáéíïýñéï öÜñìáêï ìåãáëþíåé
ôçí åðéâßùóç ôùí ðïíôéêéþí. Ïé ôéìÝò åìöáíßæïíôáé óôïí ðßíáêá 5.1:

ÔõðéêÞ áðüêëéóç
ÖÜñìáêï ÐáñáôçñÞóåéò ÌÝóç ôéìÞ ôçò ìÝóçò ôéìÞò
ÍÝï 94, 197, 16, 38, 99, 141, 23 86.86 25.24
Ðáëéü 52, 104, 146, 10, 50, 31, 40, 27, 46 56.22 14.14

Ðßíáêáò 5.1: ÄåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 5.2

Áðü ôá äåäïìÝíá ìðïñïýìå íá äïýìå ðùò ç ìÝóç äéáöïñÜ åßíáé d = x̄−ȳ=30.63
äçëáäÞ ôï íÝï öÜñìáêï Ý÷åé êáôÜ 30 ðåñßðïõ ìÝñåò ìåãáëýôåñç åðéâßùóç. Åßíáé
áõôÞ ç äéáöïñÜ óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ;

Áí äïõëÝøïõìå ìå ôç ìÝóç ôéìÞ ìðïñåß ðÜëé êÜðïéïò íá åðéêáëåóôåß ôï êåíôñéêü
ïñéáêü èåþñçìá. Ìå âÜóç ëïéðüí áõôÞ ôç ðñïóÝããéóç ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôïõ d
åßíáé se(d) =

√
25.242 + 14.142 = 28.93 êáé åðïìÝíùò êÜðïéïò ìðïñåß íá äåé

ðùò åðåéäÞ ç ôõðéêÞ áðüêëéóç åßíáé ìåãÜëç ôåëéêÜ ç äéáöïñÜ äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ
óçìáíôéêÞ.

Ãéá íá óõìðåñáóìáôïëïãÞóïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò bootstrap èá ðñÝðåé íá öôéÜ-
îïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò d. Ãéá íá ãßíåé áõôü èá ðñÝðåé
íá öôéÜîïõìå äåßãìáôá áðü ôéò äýï ïìÜäåò (äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç ìÝóá óå
êÜèå ïìÜäá êáé ü÷é áíáêáôåýïíôáò ðáñáôçñÞóåéò ôçò êÜèå ïìÜäáò) êáé íá õðïëï-
ãßóïõìå ôçí ôéìÞ ôïõ d ãéá êÜèå ôÝôïéï äåßãìá. ×ñçóéìïðïéþíôáò ëïéðüí áõôÞ ôçí
ôå÷íéêÞ êáé ãéá 199 åðáíáëÞøåéò âñÞêáìå ðùò ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôïõ d ãéá áõôÝò ôéò
199 ôéìÝò åßíáé 27.32. Ç äéáöïñÜ ïöåßëåôáé üðùò ìðïñåß íá öáíôáóôåß êáíåßò óôï
üôé ðÞñáìå 199 ôéìÝò. Áí áõîÞóïõìå ôïí áñéèìü ôùí åðáíáëÞøåùí ðåñéìÝíïõìå ç
ôõðéêÞ áðüêëéóç íá ðëçóéÜæåé áõôÞ ðïõ èåùñçôéêÜ ðåñéìÝíïõìå. Óôï ãñÜöçìá 5.2
âëÝðïõìå ôï éóôüãñáììá ôùí 199 ôéìþí ôçò d ðïõ ðÞñáìå áðü ôï bootstrap. Ðá-
ñáôçñåßóôå üôé ç ôéìÞ 0 åßíáé êïíôÜ óôï êÝíôñï ôçò êáôáíïìÞò, äçëáäÞ ìéá ôÝôïéá
ôéìÞ äåí åßíáé êáèüëïõ áðßèáíç.

Ìðïñåß íá ðáñáôçñÞóåé êÜðïéïò ðùò ôï ðñüâëçìá åßíáé üìïéï ìå áõôü ðïõ ðå-
ñéãñÜøáìå óôïí Ýëåã÷ï ôõ÷áéïðïßçóçò. Åêåß âáóéóìÝíïé óôï ãåãïíüò üôé ç ìçäåíéêÞ
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õðüèåóç äçëþíåé üôé ïé ìÝóïé åßíáé ßóïé, áíôß íá ðÜñïõìå äåßãìá áðü êÜèå ïìÜäá
áðëÜ áíáêáôåýáìå üëåò ôéò ðáñáôçñÞóåéò ÷ùñßò åðáíÜèåóç.

BÝâáéá ïé bootstrap Ýëåã÷ïé õðüèåóçò Ý÷ïõí Ýíáí ìåãÜëï ðåñéïñéóìü. ÐñÝðåé
íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ êáôÜëëçëá äéáìïñöùìÝíç þóôå
íá áíôéêáôïðôñßæåé ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç. Áí êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò åßíáé åýêïëïò
ãéá êÜðïéïõò åëÝã÷ïõò óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò åßíáé ðïëý äýóêïëï íá ôï åðéôý÷ïõìå
êáé óõíåðþò äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï bootstrap. Óå ìåñéêÝò
ðåñéðôþóåéò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç éäÝá ôùí äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò, ëüãù
ôçò éóïäõíáìßáò ôïõò ìå äßðëåõñïõò åëÝã÷ïõò áëëÜ êáé áõôü äåí åßíáé ðÜíôá åöéêôü.
’Åíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá åßíáé üôáí Ý÷ïõìå ðïëõäéÜóôáôá äåäïìÝíá êáé èÝëïõìå íá
åëÝãîïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ðùò ï ðßíáêáò óõó÷åôßóåùí åßíáé ï ìïíáäéáßïò (êáé
Üñá ôá äåäïìÝíá åßíáé áóõó÷Ýôéóôá). Ãéá íá êÜíïõìå ôïí ïðïéïäÞðïôå Ýëåã÷ï èá
ðñÝðåé íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôá äåäïìÝíá Ýôóé þóôå íá åßíáé áóõó÷Ýôéóôá. Áí êáé
ìáèçìáôéêÜ áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ðéèáíüôáôá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò èá ìáò ÷áëÜóåé
äéÜöïñá Üëëá ÷áñáêôçñéóôéêÜ, ïðüôå ôá ðñÜãìáôá ðåñéðëÝêïíôáé. Èá äïýìå áñãü-
ôåñá ôï ðñüâëçìá áõôü.
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ÃñÜöçìá 5.2: Éóôüãñáììá ôùí 199 ôéìþí bootstrap ãéá ôç äéáöïñÜ d.

5.3 Pivotal Åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò
Óôïõò åëÝã÷ïõò ôõ÷áéïðïßçóçò ç åðéëïãÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéíüôáí ìå âÜóç
ôçí éêáíüôçôá ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò íá äéáêñßíåé áíÜìåóá óôç ìçäåíéêÞ êáé ôçí
åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç. Ôï ßäéï êáé óôïõò åëÝã÷ïõò Monte Carlo. ÄåäïìÝíïõ ðùò
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êáé óôç ìéá ðåñßðôùóç áëëÜ êáé óôçí Üëëç ôá äåßãìáôá ðñïÝñ÷ïíôáí åßôå áðü
ôõ÷áéïðïßçóç åßôå áðü ðñïóïìïßùóç áðü ìéá ãíùóôÞ êáôáíïìÞ äåí åíäéáöåñüìáóôáí
éäéáßôåñá ãéá ôéò éäéüôçôåò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò. Äõóôõ÷þò äåí éó÷ýåé ôï ßäéï ìå
ôïõò åëÝã÷ïõò bootstrap. O ëüãïò åßíáé ðùò ðñïóïìïéþíïõìå ôá äåßãìáôá áðü
ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ êáé óõíåðþò ïðïéïäÞðïôå ëÜèïò äåéãìáôïëçøßáò õðÜñ÷åé
óôá äåäïìÝíá èá ðåñÜóåé êáé óôá äåßãìáôá ðïõ èá ðÜñïõìå êáé Üñá óôá áðï-
ôåëÝóìáôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí åöáñìüóïõìå Ýëåã÷ï Bootstrap ãéá Ýíáí ìÝóï,
ìðïñåß íá äéïñèþíïõìå ðñéí êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï ôï äåßãìá ìáò ìåôáôïðßæïíôáò ôéò
ôéìÝò, áëëÜ óôçí ïõóßá ç äéáêýìáíóç äåí äéïñèþíåôáé ìå áðïôÝëåóìá íá ðáßñíïõìå
äåßãìáôá áðü êáôáíïìÞ ìå äéáöïñåôéêÞ äéáêýìáíóç.

Ãéá íá áðïöýãïõìå ëïéðüí ôÝôïéá ëÜèç, èá ðñÝðåé ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ìáò
íá äßíåé üóï ãßíåôáé ìéêñüôåñç óçìáóßá óôçí êáôáíïìÞ ôçò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñ-
ôçóçò ôïõ ðëçèõóìïý êáé áí åßíáé äõíáôüí ç êáôáíïìÞ ôçò íá ìçí åîáñôÜôáé áðü
ðáñáìÝôñïõò. Óçìåéþíïõìå ðùò ìå ôç ìÝèïäï Bootstrap ïõóéáóôéêÜ ðñïóåããßæïõìå
áõôÞ ôçí êáôáíïìÞ ðïõ ìáò åßíáé Üãíùóôç êáé åðïìÝíùò äåí åßíáé åýêïëï íá
äïýìå áí ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá Þ ü÷é. Ìéá åëåã÷ïóõíÜñ-
ôçóç (êáé ãåíéêüôåñá ìéá óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç) ìå ôçí éäéüôçôá üôé ç êáôáíïìÞ
ôçò äåí åîáñôÜôáé áðü ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ðëçèõóìïý ïíïìÜæåôáé pivotal. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá, îÝñïõìå ðùò áóõìðôùôéêÜ ç êáôáíïìÞ ôçò ìÝóçò ôéìÞò åßíáé êáíïíéêÞ ìå
êÜðïéá ìÝóç ôéìÞ µ êáé äéáêýìáíóç σ2/n. Áíôßèåôá ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç

√
n (x̄− µ) /σ

áêïëïõèåß áóõìðôùôéêÜ ôçí ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. ÅðïìÝíùò ç åëåã-
÷ïóõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé áðáëëáãìÝíç áðü üðïéá ðñïâëÞìáôá Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå
ôï üôé ðñïóïìïéþíïõìå áíôß ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý áðü ôçí
åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ ãéá ôïõò óêïðïýò ôçò ìåèüäïõ Bootstrap.

Ãéá íá ãßíåé ðéï êáôáíïçôÞ ðüóï óçìáóßá Ý÷åé ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç íá åßíáé
pivotal áò êïéôÜîïõìå ôïí ðßíáêá 5.2, üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé ôá áðïôåëÝóìáôá åíüò
ðåéñÜìáôïò.

Óå áõôüí ôïí ðßíáêá êÜíïõìå Ýëåã÷ï ãéá ìéá ìÝóç ôéìÞ. Ôá äåäïìÝíá åßíáé
ðñïóïìïéùìÝíá áðü åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ θ êáé óôç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå
Ýëåã÷ï ôçò ìçäåíéêÞò õðüèåóçò üôé ç ìÝóç ôéìÞ åßíáé θ Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò
üôé åßíáé äéÜöïñç ôïõ θ. ×ñçóéìïðïéþíôáò äýï åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò áëëÜ êáé ôï
áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá ôïõ êåíôñéêïý ïñéáêïý èåùñÞìáôïò (äçëáäÞ ôï t-test)
ìåôñÞóáìå ðüóåò öïñÝò óôéò 10000 åðáíáëÞøåéò áðïññßøáìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò 5%. Ïé äýï åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò Þôáí ïé
T1 = |x̄− θ| êáé T2 =

√
n x̄−θ

s . Áðü ôïí ïñéóìü êáé ôïí ôñüðï ðïõ êáôáóêåõÜóáìå
ôïõò åëÝã÷ïõò bootstrap ðåñéìÝíïõìå ðùò ôï ðïóïóôü èá åßíáé êïíôÜ óôï 5%.
BÝâáéá áõôü ôï ðïóïóôü èá åðéôåõ÷èåß üôáí ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí bootstrap
åßíáé ó÷åôéêÜ ìåãÜëïò. Óôçí ðñÜîç åßíáé êáé Üëëïé ðáñÜãïíôåò ðïõ èá ïäçãÞóïõí
ôï ìÝãåèïò ôïõ åëÝã÷ïõ ëßãï ðéï ìáêñéÜ áðü ôï 5%. ÔÝëïò óôïí ðßíáêá Ý÷ïõìå
êáé ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï êëáóéêü t-test ìå âÜóç ôï êåíôñéêü
ïñéáêü èåþñçìá ðåñß êáíïíéêüôçôáò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò, ïðüôå áðïññßðôïõìå
ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç üôáí

∣∣√n x̄−θ
s

∣∣ ≥ 1.964 .
Ðñþôá áðü üëá íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò ôï êëáóéêü t-test áðïôõã÷Üíåé éäéáßôåñá

ãéá ìéêñÜ ìåãÝèç äåßãìáôïò. ’Åôóé êáé áëëéþò áõôÞ ç ðñïóÝããéóç äåí åîáñôÜôáé áðü
ôïí áñéèìü ôùí bootstrap äåéãìÜôùí ðïõ èá ðÜñïõìå ãéá áõôü åìöáíßæïõìå ìüíï
ìéá ôéìÞ ãéá êÜèå ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò. ’Ïóï áõîÜíåé ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò
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B = 100 B = 500
n T1 T2 T1 T2 t-test
10 0.14740 0.07100 0.14250 0.06890 0.12880
20 0.10550 0.06190 0.10680 0.06180 0.09750

θ = 1 50 0.06900 0.05480 0.07430 0.05380 0.07120
100 0.05830 0.05130 0.06100 0.05040 0.06060
250 0.05250 0.05070 0.05460 0.05020 0.05320

n B = 100 B = 500
10 0.14320 0.06810 0.14380 0.06550 0.12640
20 0.10790 0.06490 0.10400 0.05880 0.09440

θ = 3 50 0.07750 0.05560 0.07540 0.05670 0.07320
100 0.06530 0.05440 0.05790 0.05280 0.05650
250 0.05540 0.05150 0.05080 0.05140 0.05190

Ðßíáêáò 5.2: Ôï ðïóïóôü ôùí öïñþí ðïõ áðïññßøáìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç üôé
ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé θ Ýíáíôé äßðëåõñçò åíáëëáêôéêÞò õðüèåóçò.
Ôá äåäïìÝíá åß÷áí ðñïóïìïéùèåß áðü åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ θ.
×ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé 3 åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ðïõ áíáöÝñáìå êáé 2 äéáöïñåôéêÜ
ðëÞèç Bootstrap åðáíáëÞøåùí B = 100 êáé 500.

ï Ýëåã÷ïò ðëçóéÜæåé ôï 5%. ÁíÜìåóá óôéò 2 åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò ãéá ôïõò åëÝã÷ïõò
bootstrap áõôÞ ðïõ åßíáé pivotal óõìðåñéöÝñåôáé ðïëý êáëýôåñá, äçëáäÞ ôï ìÝãåèïò
ôïõ åëÝã÷ïõ åßíáé êïíôÜ óôï 5% ðïõ èÝëïõìå, ðïëý ðéï ãñÞãïñá. Ç áéôßá åßíáé
ðùò ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç äåí åîáñôÜôáé ôüóï ðïëý áðü ôï ãåãïíüò ðùò ç êáôá-
íïìÞ êÜôù áðü ôçí ïðïßá ðñïóïìïéþíïõìå áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ìðïñåß íá
ðåñéÝ÷åé óöÜëìá. Ôï ãñÜöçìá 5.3 äåß÷íåé ôçí êáôÜóôáóç. ÐñïóïìåéùèÞêáí 1000
äåßãìáôá áðü ôçí åêèåôéêÞ ìå ìÝóç ôéìÞ 1. Ôï äéÜãñáììá äåß÷íåé ôç ìÝóç ôéìÞ êáé
ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç êÜèå äåßãìáôïò. ÄåäïìÝíïõ ðùò ôá äåßãìáôá ðñïÝñ÷ïíôáé
áðü ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ðñïêýðôåé ðùò ôï óçìåßï (1,1) åßíáé ôï óçìåßï üðïõ üëá
ôá äåßãìáôá Ýðñåðå íá åßíáé, óôçí éäáíéêÞ ðåñßðôùóç. Ðáñüëá áõôÜ õðÜñ÷åé ìå-
ôáâëçôüôçôá ãýñù áðü áõôü ôï óçìåßï. Ïé Ýëåã÷ïé bootstrap äéïñèþíïõí ôç ìÝóç
ôéìÞ, äçëáäÞ ðñïóïìïéþíïõìå áðü ìéá êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ 1, áëëÜ ç äéáêý-
ìáíóç äåí åßíáé áõôÞ ðïõ èá Ýðñåðå. Óôçí ðåñßðôùóç ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò T1

ïõóéáóôéêÜ ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åîáñôÜôáé áðü ôçí äéáêýìáíóç ôïõ
äåßãìáôïò ðïõ óýìöùíá ìå ôç ìåèïäïëïãßá Bootstrap ãßíåôáé êáé äéáêýìáíóç ôïõ
ðëçèõóìïý. ÅðïìÝíùò ïõóéáóôéêÜ ç êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò äåí ðñïóåã-
ãßæåôáé êáëÜ áöïý Ý÷ïõìå êÜðïéï óöÜëìá äåéãìáôïëçøßáò êáé áðü åðáíÜëçøç óå
åðáíÜëçøç äéáöÝñåé. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç T2 ðåñéìÝíïõìå
íá ìçí åîáñôÜôáé áðü ôç äéáêýìáíóç ôïõ äåßãìáôïò êáé Üñá ôïõ ðëçèõóìïý êáé
åðïìÝíùò ìðïñåß êáëýôåñá íá åëÝãîåé ôçí õðüèåóç ðïõ ìåëåôÜìå.

Ôï ãñÜöçìá 5.3 åßíáé áðïêáëõðôéêü ãéá ôï üôé ìå ôç ìÝèïäï bootstrap óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá Ý÷ïõìå ðÜíôá ìéá áðüêëéóç áðü ôïí ðñáãìáôéêü ðëçèõóìü, éäéáß-
ôåñá ãéá ìéêñÜ ìåãÝèç äåßãìáôïò.
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ÃñÜöçìá 5.3: ÌÝóç ôéìÞ êáé ôõðéêÞ áðüêëéóç ãéá äåßãìáôá äéáöïñåôéêïý ìåãÝèïõò
ðñïóïìïéùìÝíá áðü åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ 1. Ðáñáôçñåßóôå ôçí ðïëý
ìåãáëýôåñç äéáóðïñÜ ôùí óçìåßùí üôáí ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ðéï ìéêñü.

BÝâáéá åßíáé ðïëý äýóêïëï íá âñåé êáíåßò ìéá åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ íá åßíáé
pivotal ãéá êÜèå ðåñßðôùóç åëÝã÷ïõ êáé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ãéá íá ãßíåé áõôü
÷ñåéÜæåôáé ðïëý êáëÞ ãíþóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÕðÜñ÷ïõí Ýëåã÷ïé üðïõ äåí õðÜñ÷ïõí
pivotal åëåã÷ïóõíáñôÞóåéò. Óõíåðþò ìéá éäéüôçôá ðïõ èÝëïõìå ãéá ôéò åëåã÷ïóõíáñ-
ôÞóåéò ìáò, éäéáßôåñá óå åëÝã÷ïõò bootstrap, åßíáé íá åîáñôþíôáé ùò ðñïò ôçí êáôá-
íïìÞ ôïõò üóï ãßíåôáé ëéãüôåñï áðü ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. Áðü ôïí ðßíáêá
5.2 ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé üóï áõîÜíåé ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí ôüóï
ï Ýëåã÷ïò ðñïóåããßæåé ôï ðñáãìáôéêü åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò êáé Üñá
ç óõìâïõëÞ åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå áñêåôÝò åðáíáëÞøåéò.

5.4 ÔõðéêÜ ÓöÜëìáôá
Ç ìÝèïäïò bootstrap åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôõðéêþí óöáëìÜôùí
äéáöüñùí åêôéìçôñéþí êáé ãåíéêÜ óôáôéóôéêþí óõíáñôÞóåùí. Ãéá íá åêôéìÞóïõìå
ëïéðüí Ýíá ôõðéêü óöÜëìá ìéáò ðïóüôçôáò θ̂ = T (X1, X2, ..., Xn) ôïõ äåßãìáôïò
áêïëïõèïýìå ôçí åîÞò äéáäéêáóßá:

• Äçìéïýñãçóå k bootstrap äåßãìáôá, ìå äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç

• Ãéá êÜèå bootstrap äåßãìá (X∗
1 , X∗

2 , ..., X∗
n) (÷ñçóéìïðïéïýìå ôï * ãéá íá ìçí

ôï ìðåñäåýïõìå ìå ôï áñ÷éêü äåßãìá) õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ θ̂∗i = T (X∗
1 , X∗

2 , ..., X∗
n)

ç ïðïßá åßíáé ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóÞò ìáò óôï i bootstrap äåßãìá.
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• Åêôßìçóå ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò θ̂ ùò

se(θ̂) =

√√√√ 1
k − 1

k∑

i=1

(
θ̂∗i − ¯̂

θ∗
)2

,

üðïõ ¯̂
θ∗ = 1

k

k∑
i=1

θ̂∗i , äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ôùí ôéìþí

θ̂∗i .

ÐñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå åäþ ðùò ãåíéêÜ ç ¯̂
θ∗ äéáöÝñåé áðü ôçí θ̂ êáé áõôÞ

ôç äéáöïñÜ èá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôç ìåñïëçøßá ôçò
åêôéìÞôñéáò θ̂.

H êåíôñéêÞ éäÝá ðßóù áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ôýðï åßíáé ðùò ïé åêôéìÞôñéåò ¯̂
θ∗

êáé θ̂ Ý÷ïõí äéáêýìáíóç ðåñßðïõ ßäéá (êÜôù áðü êÜðïéåò õðïèÝóåéò ðïõ óõíÞèùò
ðëçñïýíôáé). Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá 5.2 (óõíÝ÷åéá): Áò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò 9 ðáñáôçñÞóåéò ìå ôïí
÷ñüíï åðéâßùóçò ôùí ðïíôéêéþí êáé áò õðïèÝóïõìå ðùò èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå
ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò äåéãìáôéêÞò äéáìÝóïõ. Áðü ôá äåäïìÝíá âñßóêïõìå åýêïëá
ðùò ç äéÜìåóïò åßíáé 40. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áõôÞ ôçí ôéìÞ äåí ôçí ÷ñåéáæüìáóôå
êÜðïõ.

Óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå 19 äåßãìáôá bootstrap ôá ïðïßá ìðïñåßôå íá
äåßôå óôïí ðßíáêá 5.3. Ðáñáôçñåßóôå ðùò óôï ðñþôï äåßãìá ç ôéìÞ 40 åìöáíßæåôáé
4 öïñÝò. Óôçí ôåëåõôáßá óôÞëç ôïõ ðßíáêá 5.3 ìðïñåß êÜðïéïò íá äåé ôç äéÜìåóï
ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ äåßãìáôïò

Ìüëéò ôåëåéþóåé ëïéðüí ç ðáñáãùãÞ ôùí äåéãìÜôùí êáé ï õðïëïãéóìüò ôùí
äéáìÝóùí ôïõò, ìðïñïýìå ðéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÝò ôéò 19 ôéìÝò ãéá íá
åêôéìÞóïõìå ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò äåéãìáôéêÞò äéáìÝóïõ ìå ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç

áõôþí ôùí 19 ðáñáôçñÞóåùí. Bñßóêïõìå ðùò ¯̂
θ∗ = 35.95 ìå ôõðéêü óöÜëìá

se(θ̂) = 7.72
Áîßæåé óå áõôü ôï óçìåßï íá áíáöåñèåß ðùò ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò åêôßìçóçò

åíüò ôõðéêïý óöÜëìáôïò ìå ôç ìÝèïäï bootstrap, áêüìá êáé ìéêñüò áñéèìüò äåéãìÜôùí
êïíôÜ óôï 20 åßíáé áñêåôüò ãéá íá ìáò äþóåé ìéá ðëçñïöïñßá ãéá ôçí ôÜîç ìåãÝ-
èïõò ôïõ óöÜëìáôïò. Áí ôï åíäéáöÝñïí ðåñéïñßæåôáé óôçí åêôßìçóç ôïõ ôõðéêïý
óöÜëìáôïò 200 åðáíáëÞøåéò åßíáé, åêôüò áðü åîáéñÝóåéò, éêáíïðïéçôéêÝò. Áí üìùò
ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé ãéá Üëëïõò óêïðïýò ðåñéóóüôåñåò åðá-
íáëÞøåéò èá äþóïõí êáëýôåñç åêôßìçóç (ð.÷. ãéá ôç äçìéïõñãßá äéáóôçìÜôùí åìðé-
óôïóýíçò ÷ñåéáæüìáóôå ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò).

ÔÝëïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï bootstrap ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôç ìå-
ñïëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò ùò

bias(θ̂) = ¯̂
θ∗ − θ̂

Èá ðñÝðåé åäþ íá óõãêñßíïõìå ôç ìÝèïäï bootstrap ìå ôç ìÝèïäï jackknife ùò
ðñïò ôéò åêôéìÞóåéò ôõðéêþí óöáëìÜôùí êáé ôçò ìåñïëçøßáò. ’Ïðùò åßäáìå, êáé
ïé 2 ìÝèïäïé ìáò äßíïõí åêôéìÞóåéò ãéá ôï ôõðéêü óöÜëìá êáé ôç ìåñïëçøßá ìéáò
åêôéìÞôñéáò. Óôçí ðñÜîç ç ìÝèïäïò jackknife ÷ñåéÜæåôáé íá åðáíáëçöèåß áêñéâþò
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Äåßãìá ÐáñáôçñÞóåéò Äåßãìáôïò θ̂∗i
1 40 27 40 46 40 40 27 10 27 40
2 27 40 27 27 27 10 27 31 52 27
3 40 27 40 46 31 27 40 31 31 31
4 27 146 10 40 46 10 10 46 10 27
5 146 46 52 52 27 146 52 31 52 52
6 46 146 46 31 46 31 40 10 40 40
7 27 27 27 27 40 27 10 31 46 27
8 146 40 31 52 27 40 10 31 27 31
9 52 146 40 146 52 46 27 10 27 46
10 10 31 10 27 146 31 10 27 46 27
11 10 146 52 146 27 46 27 40 40 40
12 40 146 146 40 31 27 27 27 27 31
13 27 146 40 52 40 27 27 52 40 40
14 40 10 27 27 27 40 52 31 40 31
15 10 10 31 52 27 146 46 27 27 27
16 46 27 27 46 31 146 46 46 52 46
17 27 40 31 52 27 40 146 52 10 40
18 146 10 52 40 52 27 27 31 52 40
19 52 27 146 40 27 27 146 27 40 40

Ðßíáêáò 5.3: 19 äåßãìáôá bootstrap êáé ç åêôßìçóç ôçò äéáìÝóïõ ãéá êáèÝíá áðü
áõôÜ.
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n öïñÝò, åíþ ç ìÝèïäï bootstrap ÷ñåéÜæåôáé Ýíáí áñéèìü äåéãìÜôùí ðïõ åìåßò
êáèïñßæïõìå áëëÜ ðïõ óõíÞèùò åßíáé ìåãáëýôåñïò ôïõ 100. Áí åðïìÝíùò ôï
ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ìéêñü ÷ñåéáæüìáóôå ìéêñüôåñï õðïëïãéóôéêü öüñôï
áðü üôé ìå ôç ìÝèïäï bootstrap. Áðü ôçí Üëëç ç ìÝèïäï bootstrap äïõëåýåé óå
ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ç jackknife áðïôõã÷Üíåé.

Åðßóçò åßíáé óçìáíôéêü íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò ç ìÝèïäïò bootstrap óôçí ïõóßá
ðñïóåããßæåé ôçí êáôáíïìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, êáé óõ-
íåðþò ïé ôéìÝò ðïõ Ý÷ïõìå ìáò äßíïõí ìéá êáëÞ åéêüíá ãéá ôç ìïñöÞ ôçò êáôáíïìÞò,
ð÷ áí åßíáé óõììåôñéêÞ Þ ü÷é, áí Ý÷åé ìåãÜëåò ïõñÝò êëð. ÅðïìÝíùò ìå ôç ìÝèïäï
bootstrap ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ðïëý ðåñéóóüôåñá ðñÜãìáôá áðü ôçí ôõðéêÞ
áðüêëéóç êáé ôç ìåñïëçøßá. Óôçí ïõóßá ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôçí ßäéá ôçí
êáôáíïìÞ.

5.5 ÄéáóôÞìáôá Åìðéóôïóýíçò
Ìå ôç ìÝèïäï bootstrap ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáé äéáóôÞìáôá åìðéóôïóý-
íçò ãéá ôéò óôáôéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí. Óôç âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí
ðñïôáèåß áñêåôÝò ìÝèïäïé ïé ïðïßåò âáóéóìÝíåò óôï bootstrap êáôáóêåõÜæïõí
äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò. Èá áíáöÝñïõìå åäþ ìåñéêÝò áðü áõôÝò áöïý ðñþôá
õðåíèõìßóïõìå êÜðïéá ëßãá ðñÜãìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò.

’Ïôáí ìéëÜìå ãéá Ýíá (1−α) äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åííïïýìå ðùò ç ðéèáíüôçôá
ôï äéÜóôçìá áõôü íá ðåñéÝ÷åé ôçí ðñáãìáôéêÞ áëëÜ Üãíùóôç ôéìÞ åßíáé áêñéâþò
(1−α). Åßíáé åðßóçò óõíçèéóìÝíï óôç óôáôéóôéêÞ íá êáôáóêåõÜæïõìå äéáóôÞìáôá
åìðéóôïóýíçò ôá ïðïßá íá áöÞíïõí êáé óôéò äýï ïõñÝò ôçí ßäéá ðéèáíüôçôá α/2.
Ãéá ðáñÜäåéãìá áí θ(a) åßíáé ôï á ðïóïóôéáßï óçìåßï äçëáäÞ P (Θ ≤ θ(a)) = a ôüôå
óõíÞèùò ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò êáôáóêåõÜæïíôáé ùò θ(a/2), θ(1−a/2) ïðüôå
õðÜñ÷åé ðéèáíüôçôá α/2 óå êÜèå ïõñÜ. Ðñïöáíþò áõôÜ äåí åßíáé ôá ìïíáäéêÜ
äéáóôÞìáôá ðïõ ìðïñåß íá êáôáóêåõÜóåé êáíåßò êáé ìüíï áí ç êáôáíïìÞ åßíáé
óõììåôñéêÞ ìðïñåß íá ôï äéêáéïëïãÞóåé ðùò åßíáé ôá äéáóôÞìáôá ìå ôï ìéêñüôåñï
ìÞêïò.

Áò äïýìå ôþñá ðùò êáôáóêåõÜæïõìå äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ìå ôç ìÝèïäï
bootstrap.

5.5.1 ÊëáóéêÜ bootstrap äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
’Åíáò ôñüðïò ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôá äéáóôÞìáôá åßíáé ï åîÞò:

’Åíá (1− α)−äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç θ åßíáé ôï

θ̂ ± Φ−1(1− a/2)se(θ̂)

üðïõ θ̂ åßíáé ç åêôéìÞôñéá áðü ôï äåßãìá
Φ−1(1 − a/2) åßíáé ôï (1 − α/2) ðïóïóôéáßï óçìåßï áðü ôçí ôõðïðïéçìÝíç

êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ,
se(θ̂)åßíáé ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò θ̂ õðïëïãéóìÝíï ìå ôç ìÝèïäï bootstrap üðùò

åßäáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá.
Ôá ðáñáðÜíù äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò θ̂ êáé óôç-

ñßæïíôáé óôçí ðáñáäï÷Þ üôé ç êáôáíïìÞ ôçò åêôéìÞôñéáò θ̂ åßíáé ç êáíïíéêÞ. Óôçí
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ðñÜîç áõôÞ ç õðüèåóç äåí åßíáé êáêÞ áëëÜ ìðïñåß íá åßíáé ðñïâëçìáôéêÞ áí ôï
ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ìéêñü Þ ç ìïñöÞ ôçò θ̂ äåí åßíáé áðëÞ. Èá äïýìå áñãü-
ôåñá Ýíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá. ÌïéÜæïõí äå ìå ôá êëáóéêÜ äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
ãéá ìéá ìÝóç ôéìÞ.

Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìå ôç äéÜìåóï ðïõ åßäáìå ðñéí Ý÷ïõìå üôé θ̂ = 40 , Φ−1(1−
a/2) = 1.965 (ãéá α = 5%), se(θ̂) = 7.72, åðïìÝíùò Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôï-
óýíçò åßíáé ôï äéÜóôçìá (24.84, 55.16).

5.5.2 Bootstrap t-äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
Ôï ðñïçãïýìåíï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò óôçñß÷ôçêå óå ìéá áõèáßñåôç ðáñáäï÷Þ
ðùò ç êáôáíïìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé ç êáíïíéêÞ
êáé ãéá áõôü ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôá ðïóïóôéáßá óçìåßá ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò.
’Ïìùò áöïý ç ìÝèïäïò bootstrap ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá åêôéìÞóïõìå ôçí
êáôáíïìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ãéáôß íá ðñÝðåé íá êáôáöýãïõìå óå áìößâïëçò
ðïéüôçôáò áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôá ïðïßá åßíáé êáôáäéêáóìÝíá íá ìçí äïõ-
ëÝøïõí åéäéêÜ ãéá ìéêñÜ äåßãìáôá;

ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáëýôåñá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
áí áíôß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôá ðïóïóôéáßá óçìåßá ôçò êáôáíïìÞò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ôá ïðïßá
èá ðñÝðåé íá åêôéìÞóïõìå áðü ôçí êáôáíïìÞ ðïõ Ý÷ïõìå ó÷çìáôßóåé ìå ôç ìÝèïäï
bootstrap. Áí óõìâïëßóïõìå ìå D(a) ôï a-ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò êáôáíïìÞò ôüôå
ìðïñïýìå íá ôï åêôéìÞóïõìå ùò

{# ôéìþí Z(θ∗i ) ≤ D(a)}/B=á

üðïõ B åßíáé ï áñéèìüò ôùí bootstrap åðáíáëÞøåùí êáé Z(θ∗i ) = θ∗i−θ̂
si

, üðïõ si

åßíáé ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôïõ i bootstrap äåßãìáôïò, äçëáäÞ Z(θ∗i ) åßíáé ìéá ìïñöÞ
ôõðïðïéçìÝíùí ôéìþí ôçò θ∗i . ÄçëáäÞ áðëÜ åêôéìïýìå ôï æçôïýìåíï ðïóïóôéáßï
óçìåßï ìå ôï ðïóïóôéáßï óçìåßï ôùí ôõðïðïéçìÝíùí ôéìþí ôçò θ∗i . ’Åôóé ôï äéÜóôçìá
åìðéóôïóýíçò ãßíåôáé

θ̂ + D(a/2)se(θ̂), θ̂ + D(1− a/2)se(θ̂)

(ðáñáôçñåßóôå ðùò ðåñéìÝíïõìå ðùò D(a/2) èá åßíáé áñíçôéêü). Áõôü ôï äéÜóôçìá
åìðéóôïóýíçò äåí åßíáé óõììåôñéêü êáôÜ áíÜãêç.

Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìå ôç äéÜìåóï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé óôï ðñïçãïýìåíï
äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò âñßóêïõìå, áðü 1000 åðáíáëÞøåéò ðùò ôá ðïóïóôéáßá óçìåßá
D(0.025) = −0.6453 êáé D(0.975) = 1.5518 ïðüôå ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò
ãßíåôáé

40− (0.6453)(7.72), 40 + (1.5518)(7.72) = (35.0183, 51.9799)

Èá äïýìå áñãüôåñá, áëëÜ ôï åðéóçìáßíïõìå áðü ôþñá, ðùò ãéá íá åêôéìÞóåé
êáíåßò ìå áêñßâåéá ðïóïóôéáßá óçìåßá ÷ñåéÜæåôáé áñêåôÜ ìåãÜëï áñéèìü åðáíáëÞøåùí.
Ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ðïõ ìüëéò åßäáìå äåí åßíáé áêñéâÞ áëëÜ äéïñèþíïõí
áñêåôÜ ôçí êáôÜóôáóç óå ó÷Ýóç ìå ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ðïõ âáóßæïíôáé óå
ìéá áõèáßñåôç áðïäï÷Þ ôçò êáíïíéêüôçôáò ðïõ åßäáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï.
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Èá ðñÝðåé åðßóçò íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá ðïõ
÷ñçóéìïðïéÞóáìå ç ìÝèïäïò åßíáé êáôáäéêáóìÝíç íá ìçí äïõëåýåé êáëÜ åðåéäÞ ôï
ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ðïëý ìéêñü (ìüëéò 9) êáé ç óõíÜñôçóç ðïõ ìåëåôÜìå
(äéÜìåóïò) äåí Ý÷åé êáèüëïõ ëåßá ìïñöÞ. Åðßóçò, óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôá äéá-
óôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå, åßíáé åðéññåðÞ óå áêñáßåò ôéìÝò.

5.5.3 Bootstrap äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò âáóéóìÝíá óå ðïóïóôéáßá
óçìåßá

Áí èõìçèïýìå ôç äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá åêôéìÞóáìå ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò θ̂,
åß÷áìå ðÜñåé ðïëëÝò ôéìÝò θ̂∗i áðü ôá bootstrap äåßãìáôá. ÁõôÝò ïé ôéìÝò åßíáé
ëïãéêü íá õðïèÝóïõìå üôé áðïôåëïýí ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò êáôáíïìÞò ôçò θ̂,
êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå áðü áõôÞ ôçí ðñïóÝããéóç íá êáôáóêåõÜóïõìå äéáóôÞìáôá
åìðéóôïóýíçò. Ç äéáäéêáóßá ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá (1 − a) äéÜóôçìá åìðé-
óôïóýíçò åßíáé:

• ÂÜæïõìå óå áýîïõóá óåéñÜ ôéò ôéìÝò θ̂∗i

• Bñßóêïõìå ôá a/2 êáé 1− a/2 ðïóïóôéáßá óçìåßá ôçò êáôáíïìÞò áõôÞò

Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ðïõ êáôáóêåõÜæïõìå ìå áõôü ôïí ôñüðï äåí åßíáé
áðáñáßôçôá óõììåôñéêü. ÓõíÞèùò ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ìå áõôÞ ôç ìÝèïäï
åßíáé óùóôÜ óôçí ðñÜîç (óùóôÜ óçìáßíåé ðùò ðñáãìáôéêÜ ç ðéèáíüôçôá íá ðå-
ñéÝ÷ïõí ôçí ôéìÞ ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé êïíôÜ óôï (1 − a)). Ðñüâëçìá ìðïñåß íá
ðáñïõóéáóôåß áí ç êáôáíïìÞ ôùí θ̂∗i äåí åßíáé êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò ðñáãìáôéêÞò
êáôáíïìÞò, üðùò óå Ýíá ðáñÜäåéãìá ðïõ èá äïýìå óå ëßãï.

Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò ìå ôç äéÜìåóï, ðáßñíïíôáò 99 äåßãìáôá âñßóêïõìå ðùò
ôï 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åßíáé áðü ôçí 3ç ìåãáëýôåñç ðáñáôÞñçóç ìÝ÷ñé
ôçí 97ç. ’Áñá ôï äéÜóôçìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ôï (31, 104). Ðáñáôçñïýìå ìåãÜëç
äéáöïñÜ áíÜìåóá óôá 2 äéáöïñåôéêÜ äéáóôÞìáôá ðïõ ïöåßëåôáé óôç äéáêñéôüôçôá
ôçò äéáìÝóïõ (äçëáäÞ ðáßñíåé ìüíï êÜðïéåò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò). Ôá äéáóôÞìáôá
åìðéóôïóýíçò ðïõ âáóßæïíôáé óå ðïóïóôéáßá óçìåßá áðïôõã÷Üíïõí üôáí ç ðñïóåã-
ãéóôéêÞ êáôáíïìÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå (áõôÞ äçëáäÞ ôùí bootstrap ôéìþí θ̂∗i ) åßíáé
äéáêñéôÞ.

Áí åðéóôñÝøïõìå ðßóù óôï ðáñÜäåéãìá 5.2 ìå ôá ðïíôßêéá êáé ôçí êáôáíïìÞ
ôçò äéáöïñÜò d ìðïñïýìå íá âñïýìå ðùò Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åßíáé ôï
(−16.5, 88.5) ôï ïðïßï óáöþò êáé ðåñéëáìâÜíåé ôï 0. ÅðïìÝíùò áí èõìçèïýìå ôçí
áíáëïãßá äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò êáé äßðëåõñïõ åëÝã÷ïõ ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
üôé ç äéáöïñÜ åßíáé 0 äåí ìðïñåß íá áðïññéöèåß.

Ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò âáóéóìÝíá óôá ðïóïóôéáßá óçìåßá ìðïñåß íá
áðïäåé÷ôåß ðùò åßíáé áêñéâÞ áí ç êáôáíïìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò åßíáé
óõììåôñéêÞ, óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç äåí åßíáé áêñéâÞ êáé åðïìÝíùò õðïåêôéìïýí
Þ õðåñåêôéìïýí ôçí ðñáãìáôéêÞ ðéèáíüôçôá íá ðåñéÝ÷ïõí ôçí ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ.

5.5.4 BCα äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
Áí ðñïóðáèÞóïõìå íá áíáêåöáëáéþóïõìå ôá ðñïâëÞìáôá ôùí äéáóôçìÜôùí åìðé-
óôïóýíçò ðïõ ìÝ÷ñé ôþñá óõæçôÞóáìå èá äïýìå ðùò áõôÜ åßíáé áöåíüò ç ìç
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êáíïíéêüôçôá ôçò åêôéìÞôñéáò, ç ôõ÷üí ìåñïëçøßá êáé ç äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ (óõììåôñßá
êáé êýñôùóç ð÷). Ìéá éäÝá ëïéðüí èá Þôáí íá åðéöÝñïõìå áëëáãÝò óôá Üêñá ôïõ
äéáóôÞìáôïò þóôå íá ëÜâïõí õðüøç ôïõò áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá. ’Åôóé ôá Üêñá åíüò
BCα äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò äßíïíôáé áðü ôá

θ∗(a1), θ∗(a2),

üðïõ θ∗(a) åßíáé ôï a-ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò êáôáíïìÞò ôùí bootstrap ôéìþí ðïõ
Ý÷ïõìå, êáé ôá a1 êáé a2 õðïëïãßæïíôáé ùò

a1 = Φ

(
ẑ0 +

ẑ0 + z(a)

1− â
(
ẑ0 + z(a)

)
)

êáé

a2 = Φ

(
ẑ0 +

ẑ0 + z(1−a)

1− â
(
ẑ0 + z(1−a)

)
)

üðïõ z(a)åßíáé ôï a ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò ôõðïðïéçìÝíçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò,
ð÷ z(0.95) = 1.645, êáé Φ(a) åßíáé ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò ôõðïðïéçìÝíçò êá-
íïíéêÞò êáôáíïìÞò, ð÷ Φ(1.645) = 0.95, äçëáäÞ éó÷ýåé ðùò Φ−1(a) = z(a) Óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá õðÜñ÷ïõí äýï Üãíùóôåò ðïóüôçôåò ẑ0, â ðïõ ðñÝðåé íá åêôéìçèïýí.
Ç ðñþôç äéïñèþíåé ùò ðñïò ôç ìåñïëçøßá (bias correction) åíþ ç äåýôåñç äéïñèþíåé
ùò ðñïò ôçí áðüêëéóç áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. Ðáñáôçñåßóôå ðùò áí ẑ0 = â =
0 ôüôå ðñïêýðôåé åýêïëá ðùò a1 = a êáé a2 = 1− a êáé åðïìÝíùò ôá äéáóôÞìáôá
åìðéóôïóýíçò ôáõôßæïíôáé ìå áõôÜ ôçò ìåèüäïõ ôùí ðïóïóôéáßùí óçìåßùí.

Ðùò üìùò õðïëïãßæïõìå ôéò ðïóüôçôåò ẑ0 êáé â; Äýï áðëïß ôýðïé ãéá ôïí
õðïëïãéóìü ôïõò åßíáé

ẑ0 = Φ−1

(
#θ̂∗i < θ̂

B

)
,

äçëáäÞ åßíáé ìéá ðïóüôçôá ðïõ âáóßæåôáé óôç ìåñïëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò. Áí ç
åêôéìÞôñéá θ̂ åßíáé ç äéÜìåóïò ôùí bootstrap ôéìþí ôüôå ẑ0 = 0.

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï â ðïõ óõ÷íÜ áíáöÝñåôáé ùò åðéôá÷õíôÞò (acceleration
parameter), ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ôýðï

â =

n∑
i=1

(
θ̂(·) − θ̂(i)

)3

6
[

n∑
i=1

(
θ̂(·) − θ̂(i)

)2
]3/2

,

üðïõ θ̂(i) åßíáé ç i jackknife ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ üôáí áöáéñÝóïõìå ôçí i ðáñá-
ôÞñçóç. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ç ðïóüôçôá áõôÞ ìåôñÜ ôçí áóõììåôñßá ôùí jackknife
øåõäïôéìþí. Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé ðïëëÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá ðáñá-
ðÜíù äéáóôÞìáôá ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ åðéôá÷õíôÞ. ÓõíÞèùò áõôÜ ôá áðëïýóôåñá
äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ïíïìÜæïíôáé áðëÜ BC êáé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óõ÷íüôåñá
áðü ôá BCα äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò.
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5.5.5 ’Áëëá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò

Åêôüò áðü áõôÝò ôéò ìåèüäïõò ãéá äçìéïõñãßá äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò, õðÜñ÷ïõí
êáé ìåñéêÝò ðáñáëëáãÝò ïé ïðïßåò âáóéóìÝíåò óå áõôÝò ðñïóðáèïýí íá äéïñèþóïõí
êÜðïéá ðñïâëÞìáôÜ ôïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò áðü ôá
ðïóïóôéáßá óçìåßá, õðÜñ÷åé ðñüâëçìá óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò éäßùò üôáí ôï
ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ìéêñü. ’Ç ôá óõììåôñéêÜ äéáóôÞìáôá ôçò ðñþôçò
ìåèüäïõ ßóùò ÷ñåéÜæïíôáé âåëôßùóç. Ìéá éäÝá åßíáé íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôéò ôéìÝò
óå êÜðïéá óõíÜñôçóç ðïõ íá ôéò êÜíåé íá ðñïóåããßæïõí êáëýôåñá ôçí êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ êáé íá öôéÜîïõìå äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ôéò ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò
ôéìÝò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí êáíïíéêÞ ðñïóÝããéóç. Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôïí áíôßóôñïöï
ìåôáó÷çìáôéóìü åðáíåñ÷üìáóôå óôéò áñ÷éêÝò ìáò ôéìÝò.

Äåí èá ðåñéãñÜøïõìå ôÝôïéåò ðáñáëëáãÝò. Êáëü åßíáé üôáí óêïðüò ìáò åßíáé
ç êáôáóêåõÞ äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò íá áõîÜíïõìå ôïí áñéèìü ôùí äåéãìÜôùí
ðïõ ðáßñíïõìå þóôå íá ìåãáëþóïõìå ôçí áîéïðéóôßá ôïõ äéáóôÞìáôïò. ÅéäéêÜ ç
ìÝèïäïò ìå ôá ðïóïóôÜ ìðïñåß íá äþóåé ðïëý ëÜèïò áðïôåëÝóìáôá áí ðÜñïõìå
ìéêñü áñéèìü åðáíáëÞøåùí.

5.6 Óýãêñéóç ôçò ìåèüäïõ bootstrap ìå ôç ìÝèïäï jack-
knife

Óå ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åßäáìå ôç ìÝèïäï jackknife ùò ìéá ìÝèïäï åêôßìçóçò ôçò
ìåñïëçøßáò êáé ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò ìéáò åêôéìÞôñéáò. Ç ìÝèïäïò Bootstrap ÷ñç-
óéìïðïéåßôáé ãéá ôïõò ßäéïõò óêïðïýò áëëÜ åðéðëÝïí ìáò åðéôñÝðåé íá åêôéìÞóïõìå
ôçí ßäéá ôçí êáôáíïìÞ ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå. ÌÜëéóôá ç ìÝèïäïò
bootstrap ìðïñåß íá ìáò äþóåé áðïôåëÝóìáôá óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ç ìÝèïäïò jack-
knife áðïôõã÷Üíåé (ð÷ äéÜìåóïò). Áðü Üðïøç õðïëïãéóìþí ç ìÝèïäïò jackknife
åßíáé ðñïôéìüôåñç ãéá ìéêñÜ ìåãÝèç äåßãìáôïò.

Ìéá Üëëç äéáöïñÜ åßíáé ðùò ç ìÝèïäïò jackknife ïäçãåß óå Ýíáí áñéèìü ôïí
ïðïßï ï ïðïéïóäÞðïôå åñåõíçôÞò ìðïñåß íá åðáëçèåýóåé. Äåí óõìâáßíåé ôï ßäéï
ìå ôç ìÝèïäï bootstrap, üðïõ ëüãïé ôõ÷áéüôçôáò ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óå äéáöï-
ñåôéêÜ áðïôåëÝóìáôá (áí êáé óßãïõñá ôá áðïôåëÝóìáôá èá åßíáé ðïëý êïíôÜ ôï
Ýíá óôï Üëëï). Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò üìùò ïé äýï ìÝèïäïé áíáìÝíïíôáé íá äþóïõí
ôõðéêÜ óöÜëìáôá ôçò ßäéáò ôÜîç ìåãÝèïõò.

ÐáñÜäåéãìá 5.3
Áò èõìçèïýìå ëßãï ôï ðáñÜäåéãìá 4.2 ìå ôá ôñßá ÷ùñéÜ êáé ôçí åêôßìçóç ôïõ

ôõðéêïý óöÜëìáôïò ôïõ óõíôåëåóôÞ Gini ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ jackknife. Èá
ðñïóðáèÞóïõìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï bootstrap ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôç
äéáêýìáíóç ôïõ äåéãìáôéêïý óõíôåëåóôÞ áëëÜ êáé ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå äéáóôÞ-
ìáôá åìðéóôïóýíçò. ÓõãêåêñéìÝíá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå 500 Bootstrap äåßãìáôá êáèþò
êáé ôç ìÝèïäï ðáñáìåôñéêïý bootstrap õðïèÝôïíôáò ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý
Þôáí ç åêèåôéêÞ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôá äåßãìáôá ðñïóïìïéþèçêáí ü÷é áðü ôçí
åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ áëëÜ áðü åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï åêôéìçìÝíç áðü ôï
êÜèå äåßãìá. Õðåíèõìßæïõìå ðùò ç ðáñÜìåôñïò ôçò åêèåôéêÞò êáôáíïìÞò ìðïñåß
íá åêôéìçèåß áðü ôï äåéãìáôéêü ìÝóï (Þ ôïí áíôßóôñïöï ôïõ áíÜëïãá ìå ôçí ðá-
ñáìåôñïðïßçóç ðïõ Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé). Ôá áðïôåëÝóìáôá ìáæß ìå áõôÜ ôçò
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ìåèüäïõ jackknife ìðïñåß êáíåßò íá ôá äåé óôïí ðßíáêá 5.4

×ùñéÜ
A B Ã

ÄåéãìáôéêÞ åêôßìçóç 1.281 1.620 0.732
Jackknife

ÌÝóïò øåõäïôéìþí 1.281 1.620 0.732
Åêôßìçóç ôõðéêïý óöÜëìáôïò 0.2888 0.4664 0.1288

ÊÜôù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 0.715 0.706 0.480
’Áíù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 1.847 2.534 0.984

Bïïtstrap
ÌÝóïò bootstrap 1.242 1.534 0.705

Åêôßìçóç ôõðéêïý óöÜëìáôïò 0.260 0.446 0.117
ÊÜôù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 0.686 0.663 0.498
’Áíù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 1.712 2.383 0.945

Ðáñáìåôñéêü bootstrap (åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ)
ÌÝóïò bootstrap 1.185 1.339 0.862

Åêôßìçóç ôõðéêïý óöÜëìáôïò 0.271 0.321 0.200
ÊÜôù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 0.696 0.791 0.515
’Áíù üñéï 95% äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 1.722 2.064 1.346

Ðßíáêáò 5.4: ÁðïôåëÝóìáôá ÷ñçóéìïðïßçóçò ôùí ìåèüäùí Jackknife êáé bootstrap
óôá äåäïìÝíá ôùí åéóïäçìÜôùí

Ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò êáé ïé äýï ìÝèïäïé äßíïõí åêôéìÞóåéò ôïõ
ôõðéêïý óöÜëìáôïò áñêåôÜ üìïéåò, êÜôé ðïõ ôïõëÜ÷éóôïí ìáò êÜíåé óßãïõñïõò
ãéá ôçí ôÜîç ìåãÝèïõò ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò. Ìçí îå÷íÜìå ðùò ðñüêåéôáé ãéá
åêôßìçóç ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò êáé Üñá ðåñéìÝíïõìå íá õðÜñ÷ïõí äéáöïñÝò. Ùò
ðñïò ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò áõôÜ äéáöÝñïõí ðåñéóóüôåñï êáèþò ç õðüèåóç
ôçò êáíïíéêüôçôáò ôùí Bootstrap ôéìþí äåí öáßíåôáé íá éó÷ýåé. Ãéá ðáñÜäåéãìá
áðü ôï ãñÜöçìá 5.4 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðùò ç êáôáíïìÞ éäéáßôåñá ôùí ÷ùñéþí Á
êáé Ã Ý÷åé áñêåôÜ ìåãÜëåò ïõñÝò. Áðü ôï ãñÜöçìá áõôü êáèþò êáé áðü ôïí ðßíáêá
5.4 ìðïñåß íá äåé êáíåßò ðùò õðÜñ÷ïõí äéáöïñÝò áíÜìåóá óôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá
ðïõ âñÞêáìå ìå áðëü êáé ðáñáìåôñéêü bootstrap. Ç äéáöïñÜ åßíáé ìåãáëýôåñç ãéá
ôï ÷ùñéü B. Ðáñáôçñåßóôå åðßóçò ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ êáé ãéá ôá ôñßá
÷ùñéÜ Ý÷åé ó÷åôéêÜ äéáöïñåôéêÞ üøç (üðùò ìðïñïýìå íá äïýìå áðü ôï boxplot). Ç
äéáöïñÜ ïöåßëåôáé ðùò åðåéäÞ ôï äåßãìá åßíáé ó÷åôéêÜ ìéêñü, ç áðëÞ ìÝèïäïò boot-
strap åßíáé ðéï åðéññåðÞò óå áêñáßåò ôéìÝò, áí ôï äåßãìá Þôáí ìåãáëýôåñï èá åß÷áìå
ìåãáëýôåñç óõìöùíßá. BÝâáéá áí êáíåßò ãíùñßæåé ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý
åßíáé êáëýôåñá íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé áõôÞ ôçí ðëçñïöïñßá êáé íá êÜíåé ðáñáìåôñéêü
bootstrap. Åðßóçò áí áíôß ãéá ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ÷ñçóéìïðïéïýóáìå êÜðïéá
Üëëç êáôáíïìÞ ôüôå ôá áðïôåëÝóìáôá ìðïñåß íá Þôáí ïëüôåëá äéáöïñåôéêÜ åéäéêÜ
áí ç êáôáíïìÞ ðïõ õðïèÝôáìå Þôáí ðïëý äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí åìðåéñéêÞ (ð÷ ãéá ôï
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ðáñÜäåéãìá ìáò ç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìïéÜæåé íá åßíáé åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ áðü
üôé ôá äåäïìÝíá äåß÷íïõí).
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ÃñÜöçìá 5.4: ÄéÜãñáììá ðëáéóßïõ êáé áðïëÞîåùí ãéá ôéò 500 bootstrap ôéìÝò.
Ôï ãñÜöçìá a áíáöÝñåôáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ áðëïý bootstrap, åíþ ôï b óôçí
ðåñßðôùóç ðáñáìåôñéêïý bootstrap

Åðßóçò åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé êáé ôï ãñÜöçìá 5.5 üðïõ êáíåßò ìðïñåß íá
äåé ôéò jackknife øåõäïôéìÝò ìáæß ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ôùí bootstrap äåéãìÜôùí
ãéá ôá ÷ùñéÜ Á êáé B. Áí êáé ç äéáóðïñÜ ôùí bootstrap ôéìþí áíôéêáôïðôñßæåé ôç
äéáóðïñÜ ôçò åêôéìÞôñéáò êÜôé ôÝôïéï äåí óõìâáßíåé ìå ôéò jackknife øåõäïôéìÝò.
Ðáñáôçñåßóôå üìùò ðùò ãéá ôï ÷ùñéü B êáé ïé äýï ìÝèïäïé öáíåñþíïõí ôç ìåãá-
ëýôåñç áâåâáéüôçôá ðïõ õðÜñ÷åé.

5.7 ÔñïðïðïéÞóåéò ôçò ìåèüäïõ Bootstrap
Óôç âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí ðñïôáèåß áñêåôïß ôñüðïé ãéá íá âåëôéþóåé êáíåßò ìåñéêÜ
áäýíáôá óçìåßá ôçò ìåèüäïõ áõôÞò. ’Åôóé ãéá ðáñÜäåéãìá áí óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
Ý÷ïõìå êÜðïéá ðëçñïöïñßá Þ êÜðïéï ëüãï íá ðéóôåýïõìå ðùò ç êáôáíïìÞ ôïõ
ðëçèõóìïý Ý÷åé êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç ìïñöÞ ôüôå ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ðáñáìåôñéêü bootstrap. Áí ãéá ðáñÜäåéãìá ðéóôåýïõìå ðùò ï ðëçèõóìüò ìáò
åßíáé êáíïíéêüò áíôß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ ìðïñïýìå íá
åêôéìÞóïõìå áðü ôá äåäïìÝíá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò êáé íá
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ÃñÜöçìá 5.5: ÄéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôá ÷ùñéÜ Á êáé B. Åìöáíßæïíôáé ôüóï ïé
bootstrap ôéìÝò üóï êáé ïé jackknife øåõäïôéìÝò.

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. Óôçí ïõóßá äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå
Monte Carlo.

5.7.1 Smoothed Bootstrap

’Åíáò Üëëïò ôñüðïò íá âåëôéþóïõìå ôç ìÝèïäï bootsôrap, êáé éäßùò ôï ãåãïíüò üôé ç
åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ åßíáé äéáêñéôÞ êáé ìðïñåß íá ðÜñåé ìüíï n äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò,
åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá Üëëç ðéï ëåßá åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò, üðùò áõôÞ ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç ìÝèïäï ôùí kernels. Èõìçèåßôå ðùò
ç åêôßìçóç ìå ôç ìÝèïäï ôùí kernels Þôáí áðëÜ ç êáôáíïìÞ ôïõ áèñïßóìáôïò ôùí
ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí X êáé Y , üðïõ X áêïëïõèïýóå ôçí åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ êáé
Y ôçí êáôáíïìÞ ôïõ kernel. ÄçëáäÞ ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Y êÜíåé ôçí åìðåéñéêÞ
êáôáíïìÞ áðü äéáêñéôÞ óõíå÷Þò. Áíôß äçëáäÞ íá ðÜñïõìå äåßãìá áðü ôçí åìðåéñéêÞ
êáôáíïìÞ (ðïõ åßíáé äéáêñéôÞ) ðáßñíïõìå äåßãìá áðü ìéá óõíå÷Þ êáôáíïìÞ ðïõ ôçí
åêôéìÜ.

5.7.2 ÅðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäïò Bootstrap

ÔÝëïò ìéá Üëëç ìÝèïäïò åßíáé ç ëåãüìåíç åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäïò bootstrap. Ìå
áõôÞ ôç ìÝèïäï, Ý÷ïíôáò ðÜñåé ôéò ôéìÝò bootstrap θ̂∗i , ôéò ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá
îáíáêÜíïõìå bootstrap, êÜíïíôáò ðÜëé ôõ÷áßá äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç áðü
áõôÝò. Ìå áõôü ôïí ôñüðï êÜíïõìå áêüìá ðéï ëåßá ôçí åêôßìçóç êáé âåëôéþíïõìå
ôçí áêñßâåéá ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò. H ìÝèïäïò ìðïñåß íá âåëôéþóåé ôçí åêôßìçóç
óôçí ðåñßðôùóç ìç ëåßùí óõíáñôÞóåùí, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá åßíáé ç äéÜìåóïò.
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5.7.3 Bayesian bootstrap
Ìéá ðáñáëëáãÞ ôçò ìåèüäïõ åßíáé êáé ç ÷ñÞóç ôçò ÌðåõæéáíÞò bootstrap ðñïóÝããéóçò.
ÓõãêåêñéìÝíá áíôß íá äßíïõìå óå êÜèå ðáñáôÞñçóç ðéèáíüôçôá 1/n áíôéóôïé÷ïýìå
óå êÜèå ðáñáôÞñçóç ìéá ðéèáíüôçôá, Ýóôù gi ç ïðïßá Ý÷åé äéÜìåóï ôçí ôéìÞ 1/n
áëëÜ ìåôáâÜëëåôáé áðü åðáíÜëçøç óå åðáíÜëçøç. Ç ìÝèïäïò ïíïìÜæåôáé ÌðåõæéáíÞ
êáèþò Ý÷åé ôçí åñìçíåßá ôçò ÌðåõæéáíÞò ðñïóÝããéóçò ùò åê ôùí õóôÝñùí êáôáíï-
ìÞò óå áíôßèåóç ìå ôçí êëáóéêÞ bootstrap ðñïóÝããéóç.

ÓõãêåêñéìÝíá ç ìÝèïäïò äçìéïõñãåß ôá äåßãìáôá bootstrap ùò åîÞò:
’Åóôù äéÜíõóìá ðáñáôçñÞóåùí x′ = (x1, x2, ..., xn). Ç êëáóéêÞ ìÝèïäïò boot-

strap äßíåé óå êÜèå óçìåßï ðéèáíüôçôá 1/n, Üñá áí óõìâïëßóïõìå ìå pi ôçí ðéèáíüôçôá
ôçò i ðáñáôÞñçóçò Ý÷ïõìå p′ = (p1, p2, ..., pn) = (1/n, 1/n, ..., 1/n). Ç MðåõæéáíÞ
bootstrap áíôßèåôá ðñï÷ùñÜåé ùò åîÞò:

Ðñïóïìïéþíïõìå n− 1 ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò áðü ôçí ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï
äéÜóôçìá (0,1) êáé ôéò äéáôÜóóïõìå. ’Åóôù ðùò u(1), u(2), ..., u(n−1) ïé äéáôåôáãìÝíåò
áõôÝò ôéìÝò. ’Åóôù u(0) = 0, u(n) = 1. Õðïëüãéóå ôéò ðïóüôçôåò gi = u(i) − u(i−1).
Ôï Bootstrap äåßãìá èá äçìéïõñãçèåß ìå äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç áëëÜ ïé
ðéèáíüôçôåò êÜèå ðáñáôÞñçóçò äåí èá åßíáé ôï pi áëëÜ ôá gi ðïõ õðïëïãßóáìå.
ÌÜëéóôá ãéá ôï åðüìåíï bootstrap äåßãìá èá ðñÝðåé íá îáíáäçìéïõñãÞóïõìå ôï
äéÜíõóìá ìå ôá gi êáé áõôü èá åðáíáëáìâÜíåôáé óå êÜèå äåßãìá. Ìðïñåß êáíåßò
åýêïëá íá äåé ðùò ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò ðéèáíüôçôáò êÜèå ðáñáôÞñçóçò åßíáé
ßóç ìå 1/n.

Ç ìÝèïäïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé óå ÌðåõæéáíÝò åöáñìïãÝò êáèþò ç êáôáíïìÞ ôçò
ðáñáìÝôñïõ ðïõ äçìéïõñãïýìå ìå ôéò bootstrap åðáíáëÞøåéò ìðïñåß íá èåùñçèåß
ùò åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞ êáôÜ ôç ÌðåõæéáíÞ ðñïóÝããéóç.

5.8 Ðåñéðôþóåéò ðïõ ç ìÝèïäïò bootstrap áðïôõã÷Üíåé
’Åóôù üôé Ý÷ïõìå äåäïìÝíá X1, X2, ..., Xn áðü ìéá ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï äéÜ-
óôçìá (0, θ). Ãíùñßæïõìå ðùò ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôïõ θ åßíáé ç
ìåãáëýôåñç ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò. ’Åóôù üôé θ = 1 êáé ðùò ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò
åßíáé 50. ÐáñÜãïíôáò Ýíá äåßãìá áðü ôçí ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï (0,1), âñÞêáìå
ðùò ç ìåãáëýôåñç ôéìÞ åßíáé 0.9832. Óôç óõíÝ÷åéá ðÞñáìå 200 bootstrap äåßãìáôá
áðü ôï áñ÷éêü äåßãìá, êáé ïé ôéìÝò θ̂∗i , i=1,..,200 ðïõ ðÞñáìå öáßíïíôáé óôï ãñÜöçìá
5.6.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï bootstrap ç åéêüíá ðïõ ðáßñíïõìå åßíáé ìÜëëïí
Üó÷çìç. Ï ëüãïò åßíáé ðùò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ðñïóðáèïýìå íá ðñïóåããßóïõìå
ìéá óõíå÷Þ êáôáíïìÞ (ïìïéüìïñöç) ìå ìéá äéáêñéôÞ (ôçí åìðåéñéêÞ). ÄåäïìÝíïõ
êáé ðùò θ = maxXi åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ðëçñïöïñßá ìüíï áðü
ôç ìåãáëýôåñç ðáñáôÞñçóç ôï áðïôÝëåóìá äåí åßíáé êáèüëïõ éêáíïðïéçôéêü. Ç
ðéèáíüôçôá ç ôéìÞ 0.9832 íá ìçí ðåñéëçöèåß óå Ýíá äåßãìá bootstrap åßíáé

(
1− 1

n

)n

ãéá Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n, ïðüôå ãåíéêÜ ðåñéìÝíïõìå ðùò èá õðÜñ÷åé óå 1 −(
1− 1

n

)n → e−1 ≈ 0.632 ôùí äåéãìÜôùí. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ôçí åß÷áìå óôá
124 áðü ôá 200 äåßãìáôá. ÃåíéêÜ ç ìÝèïäïò bootstrap áðïôõã÷Üíåé üôáí Ý÷ïõìå íá
åêôéìÞóïõìå áêñáßåò ôéìÝò.
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ÃñÜöçìá 5.6: Éóôüãñáììá 200 ôéìþí ãéá ôï ìÝãéóôï âáóéóìÝíï óôç ìÝèïäï bootstrap

Ìéá ëýóç óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå parametric boot-
strap. ÄçëáäÞ óôï ðáñÜäåéãìá ìáò, áíôß íá ãåííÞóïõìå ôá äåßãìáôá áðü ôçí
åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ èá ìðïñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ïìïéüìïñöç óôï äéÜ-
óôçìá (0, θ̂). Áõôü èá äéüñèùíå áñêåôÜ ôï ðñüâëçìá. Äåßôå ôþñá ôï éóôüãñáììá
óôï ãñÜöçìá 5.7 üôáí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå parametric bootstrap ãéá ôçí ßäéá ðåñß-
ðôùóç. Ç êáôáíïìÞ åßíáé áñêåôÜ êáëýôåñç.

Åðßóçò ðñüâëçìá õðÜñ÷åé êáé áí ðñïóðáèÞóïõìå íá åêôéìÞóïõìå áêñáßá ðï-
óïóôéáßá óçìåßá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá ðñÝðåé íá êÜíïõìå ìåãÜëï áñéèìü
åðáíáëÞøåùí ãéá íá ìðïñïýìå íá åßìáóôå óßãïõñïé ãéá ôï áðïôÝëåóìÜ ìáò.

’Áëëåò ðåñéðôþóåéò ðïõ ç ìÝèïäïò ìðïñåß íá áðïôý÷åé åßíáé üôáí:

• Ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé ðïëý ìéêñü. Åßðáìå êáé óå ðñïçãïýìåíç
åõêáéñßá ðùò åðåéäÞ ç ìÝèïäïò bootstrap óôçí ïõóßá èåùñåß ðùò ç åìðåéñéêÞ
êáôáíïìÞ åßíáé ìéá êáëÞ åêôßìçóç ôçò Üãíùóôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý.
Ãéá ìéêñÜ äåßãìáôá êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé áëÞèåéá êáèþò ç ðñïóÝããéóç ôçò
åìðåéñéêÞò êáôáíïìÞò åßíáé ìÜëëïí Üó÷çìç. Óõíåðþò ôá bootstrap äåßãìáôá
ðïõ ðáßñíïõìå èá ðåñéÝ÷ïõí óõíÝ÷åéá ôï äåéãìáôïëçðôéêü óöÜëìá ôï ïðïßï
åîáéôßáò ôïõ ìéêñïý ìåãÝèïõò ôïõ äåßãìáôïò èá åßíáé ìåãÜëï. Åðßóçò óå
ìéêñÜ ìåãÝèç äåßãìáôïò, ï áñéèìüò äéáöïñåôéêþí bootstrap äåéãìÜôùí ðïõ
ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå åßíáé ó÷åôéêÜ ìéêñüò êáé Üñá áí ðÜñïõìå ðïëëÝò åðá-
íáëÞøåéò åßíáé ðïëý ðéèáíü íá ðÜñïõìå ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá öïñÝò ôï ßäéï
äåßãìá.
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ÃñÜöçìá 5.7: Éóôüãñáììá 200 ôéìþí ãéá ôï ìÝãéóôï âáóéóìÝíï óå parametric boot-
strap. Ôá äåßãìáôá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï äéÜóôçìá (0, θ̂).

• ÐñïóðáèÞóïõìå íá åêôéìÞóïõìå ðïóüôçôåò ïé ïðïßåò äåí Ý÷ïõí êáëÜ ïñéóìÝíåò
ñïðÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí êáôáíïìÞ
Cauchy îÝñïõìå ðùò ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò êáôáíïìÞò äåí õðÜñ÷åé. ÅðïìÝ-
íùò áí ðñïóðáèÞóïõìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå bootstrap ãéá íá åêôéìÞóïõìå
ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò äåéãìáôéêÞò ìÝóçò ôéìÞò åßìáóôå êáôáäéêáóìÝíïé íá
áðïôý÷ïõìå.

• Ôï ðåßñáìá ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå óêïðåýåé óôï íá äåßîåé ôï ãåãïíüò ðùò
ç ìÝèïäïò Bootstrap ìðïñåß íá áðïôý÷åé íá äþóåé êáëÜ áðïôåëÝóìáôá óå
ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò. Ç éäÝá åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß parametric bootstrap
ãéá íá åêôéìçèåß Ýíá ðïóïóôéáßï óçìåßï. ÐñïêåéìÝíïõ íá Ý÷ïõìå ðëÞñç
Ýëåã÷ï óôï ðåßñáìá, ôá äåßãìáôá Ý÷ïõí ðñïóïìïéùèåß áðü ãíùóôÝò êáôáíïìÝò,
êáé óõãêåêñéìÝíá áðü ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ êáé áðü ôçí êáôá-
íïìÞ t ìå 5 âáèìïýò åëåõèåñßáò. Ãéá íá äïýìå êáëýôåñá ôï ðñüâëçìá Ý÷ïõìå
åðßóçò åêôéìÞóåé äéÜöïñåò Üëëåò ðïóüôçôåò ãéá íá óõãêñßíïõìå ôçí ðïéüôçôá
ôçò åêôßìçóçò ìå áõôÞ ôçò ìåèüäïõ bootstrap. ’Åôóé ç éäÝá Þôáí ç åîÞò:

Ðñïóïìïßùóáìå Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü ôç ãíùóôÞ êáôáíïìÞ. Áðü ôï
äåßãìá áõôü ðÞñáìå B bootstrap äåßãìáôá êáé ãéá êÜèå bootstrap äåßãìá
âñÞêáìå ôéò ðïóüôçôåò ðïõ åíäéáöÝñïõí (ìÝóç ôéìÞ, ôõðéêÞ áðüêëéóç, äéÜìåóïò,
99o ðïóïóôéáßï óçìåßï). Óôïí ðßíáêá 5.5 õðÜñ÷ïõí ïé ìÝóåò ôéìÝò êáé ïé
áíôßóôïé÷åò ôõðéêÝò áðïêëßóåéò, äçëáäÞ ïé bootstrap åêôéìÞóåéò ôùí ôõðéêþí
áðïêëßóåùí ôùí äåéãìáôéêþí ðïóïôÞôùí.

’Ïðùò ìðïñåß êáíåßò íá äéáêñßíåé åýêïëá ç ìÝèïäïò bootstrap êáôáöÝñíåé
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ÔõðïðïéçìÝíç ÊáíïíéêÞ êáôáíïìÞ
µ = 0 M=0 z0.99 = 2.3263 σ = 1

n B x̄ seB(x̄) M̂ seB(M̂) ẑ0.99 seB(ẑ0.99) s seB(s)
10 100 0.023 0.274 0.040 0.353 1.512 0.565 0.966 0.203
10 500 0.000 0.320 0.012 0.387 1.459 0.565 0.971 0.236
100 100 0.007 0.107 -0.001 0.135 2.177 0.317 0.999 0.076
100 500 -0.002 0.103 -0.006 0.131 2.133 0.306 0.996 0.071
500 100 0.002 0.050 0.002 0.060 2.281 0.156 1.000 0.035
500 500 0.001 0.046 0.001 0.058 2.290 0.155 0.998 0.032

t ìå 5 âáèìïýò åëåõèåñßáò
µ = 0 M = 0 z0.99 = 3.36 σ = 1.2909

n B x̄ seB(x̄) M̂ seB(M̂) ẑ0.99 seB(ẑ0.99) s seB(s)
10 100 0.016 0.403 -0.002 0.394 1.952 1.013 1.226 0.421
10 500 0.057 0.446 0.055 0.411 2.021 1.023 1.210 0.390
100 100 0.000 0.126 -0.002 0.129 3.031 0.710 1.279 0.151
100 500 -0.004 0.128 -0.015 0.128 3.063 0.785 1.306 0.153
500 100 -0.001 0.058 0.000 0.058 3.291 0.411 1.290 0.090
500 500 -0.008 0.059 -0.012 0.059 3.321 0.357 1.295 0.078

Ðßíáêáò 5.5: Åêôéìçèåßóåò ðïóüôçôåò âáóéóìÝíåò óå Bäåßãìáôá bootstrap

áêüìá êáé ìå ìéêñÜ äåßãìáôá íá åêôéìÜ óùóôÜ ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôçí ôõðéêÞ
áðüêëéóç. Áðïôõã÷Üíåé üìùò êáé ìÜëéóôá ðáôáãùäþò ãéá ôï 99 ðïóïóôéáßï
óçìåßï, åíþ ãéá ôç äéÜìåóï ðïõ åßíáé ðéï êïíôÜ óôïí êýñéï üãêï ôùí äåäïìÝ-
íùí äåí ôá ðçãáßíåé Üó÷çìá. Ï ðßíáêáò åßíáé ìéá êáëÞ Ýíäåéîç ðùò ãéá íá
åêôéìÞóïõìå ìå ôç ìÝèïäï bootstrap ðáñáìÝôñïõò ðïõ âáóßæïíôáé óå áêñáßåò
ôéìÝò ÷ñåéáæüìáóôå ðïëý ìåãÜëïõò áñéèìïýò åðáíáëÞøåùí. Ðáñáôçñåßóôå
ðùò ôï ôõðéêü óöÜëìá ãéá ôï ðïóïóôéáßï óçìåßï ìéêñáßíåé üóï ìåãáëþíåé ôï
ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò áñêåôÜ ðéï Ýíôïíá áðü üôé ìå ôéò Üëëåò ðïóüôçôåò.

BÝâáéá êáé óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò õðÜñ÷ïõí óôç âéâëéïãñáößá êÜðïéåò
ðáñáëëáãÝò ôçò ìåèüäïõ bootstrap ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá âåëôéþóïõí ôçí
ðïéüôçôá ôçò ìåèüäïõ êáé ãéá ôéò ïðïßåò äåí èá áíáöåñèïýìå ðåñéóóüôåñï.

5.9 Bootstrap ãéá ôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç
ÌÝ÷ñé ôþñá óõæçôÞóáìå ôçí áðëÞ ðåñßðôùóç åêôßìçóçò ìéáò ðáñáìÝôñïõ êáé óõ-
ãêåêñéìÝíá åß÷áìå ìéá ìåôáâëçôÞ êáé ðñïóðáèïýóáìå íá åêôéìÞóïõìå êÜðïéá
ðáñÜìåôñï. Áò äïýìå ìéá ðéï óýíèåôç ðåñßðôùóç, ðïõ áöïñÜ ôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç.
’Åóôù üôé Ý÷ïõìå 2 ìåôáâëçôÝò Y êáé X êáé èÝëïõìå íá ðñïóáñìüóïõìå Ýíá
ãñáììéêü ìïíôÝëï ôçò ìïñöÞò Y = α+βX . Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé ç ðáñïõóßáóç
ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß êáé óôçí ðåñßðôùóç ðåñéóóïôÝñùí áðü ìéá ìåôáâëçôþí.

Ôï åñþôçìá åßíáé ðùò ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå äåßãìáôá bootstrap óå ìéá ôÝôïéá
ðåñßðôùóç; Áí ðÜñïõìå ôá äåßãìáôá ìåôÜ ôá õðüëïéðá ìðïñïýí åýêïëá íá ãßíïõí
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ìå âÜóç ôá üóá ðåñéãñÜøáìå ìÝ÷ñé ôþñá.
Ìéá ðñþôç éäÝá åßíáé íá êÜíïõìå äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç áðü ôá æåýãç

(Y1, X1), (Y2, X2), ..., (Yn, Xn). Ãéá êÜèå äåßãìá åêôéìÜìå ôéò ðïóüôçôåò ðïõ ìáò
åíäéáöÝñïõí (ð÷ ôá α êáé β Þ ôï óõíôåëåóôÞ ðñïóäéïñéóìïý) êáé óôç óõíÝ÷åéá ÷ñç-
óéìïðïéïýìå áõôÝò ôéò ôéìÝò ãéá óõìðåñáóìáôïëïãßá ó÷åôéêÜ ìå ôéò ðáñáìÝôñïõò.

ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóå êáíåßò íá ðñïóáñìüóåé Ýíá ìïíôÝëï óôá ðñáãìáôéêÜ
äåäïìÝíá, íá âñåé ôá â, β̂ êáé óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãßóåé ôá êáôÜëïéðá ei = Yi −
â− β̂Xi. Óôç óõíÝ÷åéá ôá bootstrap äåßãìáôá ôá êáôáóêåõÜæïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôá ðñáãìáôéêÜ Xi áëëÜ õðïëïãßæïíôáò ôá Y ∗

i ùò Y ∗
i = â+ β̂Xi + e∗i üðïõ e∗i åßíáé

äåßãìáôá bootstrap áðü ôéò ôéìÝò ei ðïõ ðÞñáìå ðñéí.
Åßíáé Üìåóá áíôéëçðôü ðùò ìå áõôü ôïí ôñüðï ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óõìðåñá-

óìáôïëïãßá ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ÷ùñßò ôçí õðüèåóç ôçò
êáíïíéêüôçôáò. Ïé õðüëïéðåò õðïèÝóåéò ÷ñåéÜæïíôáé êõñßùò ãéáôß Ý÷ïõí íá êÜíïõí
ìå ôç ëïãéêÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí
åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí.

Óôçí ðñÜîç êáé ïé äýï ìÝèïäïé äßíïõí ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá. Ãéá êáèáñÜ
öéëïóïöéêïýò ëüãïõò ðïõ Ý÷ïõí íá êÜíïõí êõñßùò ìå ôçí õðüèåóç ôçò ãñáììéêÞò
ðáëéíäñüìçóçò ðùò ï ðßíáêáò ó÷åäéáóìïý åßíáé áðü ðñéí ãíùóôüò ç ìÝèïäïò ìå
ôá êáôÜëïéðá åßíáé óôáôéóôéêÜ ðéï óùóôÞ.

ÐáñÜäåéãìá 5.4
’Åíáò ïñíéèïëüãïò êáôÝãñáøå ãéá 12 óðïõñãßôéá ôçí çëéêßá ôïõò óå ìÝñåò êáé ôï

ìÞêïò ôùí öôåñþí ôïõò óå åêáôïóôÜ ìå óêïðü íá åëÝãîåé áí õðÜñ÷åé ìéá ãñáììéêÞ
ó÷Ýóç ôïõ ìÞêïò ôùí öôåñþí ìå ôçí çëéêßá. Ôá äåäïìÝíá ìðïñåß íá ôá äåé êÜðïéïò
óôïí ðßíáêá 5.6.

1. Íá åêôéìÞóåôå ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá ôùí óõíôåëåóôþí α êáé β ôçò ðáëéíäñü-
ìçóçò êáé ôç óõíäéáêýìáíóç ôïõò.

2. Åßíáé ç óôáèåñÜ äéáöïñåôéêÞ ôçò ìïíÜäáò;

3. ÕðÜñ÷åé ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò 2 ìåôáâëçôÝò;

4. Áðü ðñïçãïýìåíç Ýñåõíá åß÷å åêôéìçèåß ðùò ç äéáêýìáíóç σ2 åßíáé 0.05.
Éó÷ýåé êÜôé ôÝôïéï óôá äåäïìÝíá ìáò;

Ôá äåäïìÝíá öáßíïíôáé óôï ãñÜöçìá 5.8 ìáæß ìå ôçí ðñïóáñìïóèåéóá ìå ôç
ìÝèïäï åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí åõèåßá. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ðñáãìáôéêÜ åìöáíßæåôáé
ìéá ãñáììéêÞ ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò 2 ìåôáâëçôÝò.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ìå ôá êáôÜëïéðá. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï
åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí âñßóêïõìå ðùò â = 0.779 êáé β̂ = 0.266 êáé Üñá ôï ìïíôÝëï
åßíáé ôçò ìïñöÞò

Y = 0.779 + 0.266X,

üðïõ X åßíáé ç çëéêßá (óå ìÝñåò) êáé Y åßíáé ôï ìÞêïò ôùí öôåñþí (óå cm).
ÅðïìÝíùò ôá êáôÜëïéðá õðïëïãßæïíôáé ùò

êi = Yi − 0.779− 0.266Xi
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ÌÞêïò öôåñþí (óå cm) Çëéêßá (óå ìÝñåò) ÊáôÜëïéðá
1.40 3 -0.176623
1.50 3 -0.076623
2.20 5 0.091415
2.40 6 0.025435
3.10 8 0.193473
3.20 9 0.027492
3.20 10 -0.238489
3.90 11 0.195530
4.10 12 0.129549
4.70 14 0.197588
4.50 15 -0.268393
5.20 17 -0.100355

Ðßíáêáò 5.6: Ôá äåäïìÝíá ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáæß ìå ôá êáôÜëïéðá ôïõ ìïíôÝëïõ

êáé ìðïñåß êáíåßò íá ôá äåé óôçí ôñßôç óôÞëç ôïõ ðßíáêá 5.6. Èá ðñÝðåé åäþ íá
õðåíèõìßóïõìå ðùò ç õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò åßíáé áäéÜöïñç ãéá ôçí åöáñìïãÞ
ôçò ìåèüäïõ ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò üëç ç óõìðåñáóìáôï-
ëïãßá èá âáóéóôåß óôï bootstrap êáé åðïìÝíùò êáìéÜ õðüèåóç ðåñß êáíïíéêüôçôáò
ôùí êáôáëïßðùí äåí ÷ñåéÜæåôáé.

Ôá âÞìáôá ãéá ôï bootstrap óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ôá åîÞò:

• ÐÜñå Ýíá bootstrap äåßãìá áðü ôá êáôÜëïéðá ÷ñçóéìïðïéþíôáò äåéãìáôï-
ëçøßá ìå åðáíÜèåóç. Ôï äåßãìá èá Ý÷åé 12 ôéìÝò Ýóôù e∗1, e

∗
2, ..., e

∗
12 êáé

óôç óõíÝ÷åéá õðïëüãéóå Y ∗
i = â + β̂Xi + e∗i = 0.779 + β0.266Xi + e∗i ãéá

êÜèå ôéìÞ. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá ãíùóôÜ Xi êáé ôéò ôéìÝò ôùí
óõíôåëåóôþí ðïõ åêôéìÞóáìå ðñéí.

• ×ñçóéìïðïßçóå ôá æåýãç ôéìþí (Y ∗
i , Xi) êáé åêôßìçóå ìå ôç ìÝèïäï åëá÷ßóôùí

ôåôñáãþíùí ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò ðáëéíäñüìçóçò êáé ôçí åêôßìçóç σ̂2 =
MSE ôçò ðáëéíäñüìçóçò áõôÞò

• ÅðáíÝëáâå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá ðïëëÝò öïñÝò (ð÷ 1000).

Ôï áðïôÝëåóìá ðïõ èá ðÜñåé êáíåßò åßíáé 1000 ôéìÝò ãéá ôá α̂, β̂ êáé ŝ2 ôçò
ðáëéíäñüìçóçò êáé óýìöùíá ìå ôá üóá åßðáìå ðñéí áõôÝò ïé 1000 ôéìÝò áðïôåëïýí
ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò ðñáãìáôéêÞò êáôáíïìÞò áõôþí ôùí ðïóïôÞôùí êáé Üñá
ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí åêôßìçóç ôõðéêþí óöáëìÜôùí, äéáóôçìÜôùí
åìðéóôïóýíçò êëð.

ÁõôÞ áêñéâþò ôç äéáäéêáóßá áêïëïõèÞóáìå. Ç åðéëïãÞ 1000 åðáíáëÞøåùí
Ýãéíå ãéáôß åðéèõìïýìå ôçí êáôáóêåõÞ äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò êáé Üñá áñêåôÝò
åðáíáëÞøåéò åßíáé ÷ñÞóéìåò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôùí äéáóôçìÜôùí áõôþí. Ï ðßíáêáò
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ÃñÜöçìá 5.8: ÄéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôéò 2 ìåôáâëçôÝò ôïõ ðáñáäåßãìáôïò

5.7 ðåñéÝ÷åé áñêåôÝò ðïóüôçôåò âáóéóìÝíåò óôéò bootstrap áõôÝò åðáíáëÞøåéò. Åêôüò
áðü ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ãéá ôéò ïðïßåò õðÜñ÷ïõí êÜðïéá
ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá, óôïí ðßíáêá åêôéìïýìå ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá áëëÜ êáé äéá-
óôÞìáôá åìðéóôïóýíçò êáé ãéá Üëëåò ðéï ðïëýðëïêåò ðïóüôçôåò üðùò ôï óõíôåëåóôÞ
ðñïóäéïñéóìïý R2 êáé ôï óôáôéóôéêü F ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá åëÝãîïõìå ôç
óçìáíôéêüôçôá ôïõ ìïíôÝëïõ. Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé ãéá ðáñÜäåéãìá ç êáôá-
íïìÞ ôïõ äåéãìáôéêïý óõíôåëåóôÞ ðñïóäéïñéóìïý äåí åßíáé ãåíéêÜ ãíùóôÞ áêüìá
êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò éó÷ýåé. Óõíåðþò ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò bootstrap âñéóêüìáóôå óôçí ðëåïíåêôéêÞ èÝóç íá ìðïñïýìå íá óõìðåñá-
óìáôïëïãÞóïõìå êáé ãéá ôÝôïéåò ðïóüôçôåò ãéá ôéò ïðïßåò äåí õðÜñ÷ïõí èåùñçôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá.

95% ä.å. 95% ä.å.
ÌÝóç ôéìÞ ÔõðéêÞ áðüêëéóç êëáóóéêÞ ìÝèïäïò ðïóïóôéáßá óçìåßá

ŝ2 0.026 0.00776 0.011 0.041 0.012 0.042
â 0.777 0.10961 0.563 0.991 0.554 0.986
β̂ 0.266 0.01052 0.245 0.286 0.246 0.286
F̂ 717.536 288.291 406.493 1566.891 417.432 1499.78
R̂2 0.984 0.0044 0.975 0.993 0.972 0.991

Ðßíáêáò 5.7: ÔõðéêÜ óöÜëìáôá êáé äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò âáóéóìÝíá óå boot-
sôrap



Bootstrap 161

Ç óõíäéáêýìáíóç ôùí óõíôåëåóôþí ìðïñåß íá åêôéìçèåß áðëÜ óáí ç óõíäéáêýìáíóç
ôùí bootstrap ôéìþí ôïõò êáé åßíáé -0.001 åíþ ï óõíôåëåóôÞò óõó÷Ýôéóçò ìðïñåß íá
åêôéìçèåß ùò Corr(â, β̂) = −.902. Ìðïñåß åðßóçò êÜðïéïò íá äåé éóôïãñÜììáôá
êáé ãéá üëåò ôéò åêôéìÞôñéåò, áðü ôá ïðïßá ìðïñåß íá áðïêôÞóåé ìéá åéêüíá ãéá ôçí
êáôáíïìÞ ôùí åêôéìçôñéþí.

Áðü ôïí ðßíáêá 5.7 âëÝðïõìå ðùò ôá 2 äéáöïñåôéêÜ äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
ó÷åäüí óõìðßðôïõí, êÜôé ôï ïðïßï ïöåßëåôáé óôçí ðåñßðïõ êáíïíéêüôçôá ôùí ôéìþí
(üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï éóôüãñáììá (ãñÜöçìá 5.9)). Ðáñáôçñïýìå ðùò ïé ìÝóïé
ôùí bootstrap äåéãìÜôùí åßíáé ðïëý êïíôÜ óôéò ôéìÝò ðïõ ðÞñáìå áðü ôç ãñáììéêÞ
ðáëéíäñüìçóç êáé Üñá ç ìåñïëçøßá ðïõ åêôéìÜìå åßíáé ðïëý ìéêñÞ.
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ÃñÜöçìá 5.9: ÉóôïãñÜììáôá ôùí bootstrap ôéìþí ãéá üëåò ôéò ðïóüôçôåò ðïõ
õðïëïãßóáìå. Åðßóçò Ýíá äéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôá α̂, β̂ ðïõ öáíåñþíåé ôç ìåãÜëç
åîÜñôçóç ôùí åêôéìçôñéþí.

Ìå ôéò ðïóüôçôåò ðïõ õðïëïãßóáìå ìðïñïýìå ôþñá íá áðáíôÞóïõìå ôéò åñùôÞóåéò.
BëÝðïõìå ëïéðüí ðùò ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá ôïõ âêáé ôïõ β̂ åßíáé 0.1096 êáé 0.01052
áíôßóôïé÷á åíþ ç óõíäéáêýìáíóÞ ôïõò åßíáé -0.012 üðùò åßðáìå. Ç óõó÷Ýôéóç üìùò
åßíáé -0.89, äçëáäÞ Ýíôïíá áñíçôéêÞ üðùò ìðïñåß íá öáíåß êáé óôï äéÜãñáììá
óçìåéþí (ãñÜöçìá 5.9.

ÅðåéäÞ ôï 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôï a äåí ðåñéÝ÷åé ôï 1, óõíåðþò
óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò 5% áðïññßðôïõìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç
ðùò α = 1 Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò üôé äéáöÝñåé. Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá êÜíåé
áðåõèåßáò bootstrap Ýëåã÷ï õðüèåóçò áëëÜ êÜôé ôÝôïéï åßíáé ðåñéôôü óôçí ðåñß-
ðôùóç ìáò.
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Ç ýðáñîç ó÷Ýóçò áíÜìåóá óôéò 2 ìåôáâëçôÝò áíôéóôïé÷åß óå Ýëåã÷ï ãéá ôï β. Ôï
ãåãïíüò üôé ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äåí ðåñéÝ÷åé ôï 0, éóïäõíáìåß ìå áðüññéøç
ôçò õðüèåóçò üôé β = 0 êáé Üñá õðÜñ÷åé ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò ìåôáâëçôÝò.

ÔÝëïò ãéá ôï s2 Ý÷ïõìå ðùò äéáöÝñåé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ áðü ôï 0.05 êáèþò
ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äåí ôï ðåñéÝ÷åé.

Åßíáé ðïëý âáóéêü íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò üôé ç óõìðåñáóìáôïëïãßá äåí âáóßóôçêå
óå êáìéÜ õðüèåóç ãéá ôá êáôÜëïéðá. Åðßóçò ðáñáôçñåßóôå ðùò ãåíéêÜ üôáí êÜíïõìå
ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò, ç óõìðåñáóìáôïëïãßá ãéá ôï s2 äåí åßíáé åýêïëç
êáèþò ç êáôáíïìÞò ôçò åêôéìÞôñéáò äåí åßíáé ãíùóôÞ ðáñÜ ìüíï áí éó÷ýåé ðùò
β = 0. Áðü ôïí ðßíáêá üìùò 5.7 Ý÷ïõìå ìéá êáëÞ ðëçñïïöïñßá ãéá ôçí Üãíùóôç
äéáêýìáíóç ôïõ ðëçèõóìïý êáé ìðïñïýìå íá ðñïâïýìå óå óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìá-
ôïëïãßá.

ÅðïìÝíùò ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ bootstrap óôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç ìáò åðé-
ôñÝðåé íá áðáëëá÷ôïýìå áðü ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò êáé íá êÜíïõìå ðëÞñç
óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ÷ùñßò áõôÞ ôçí õðüèåóç.

Ôåëåéþíïíôáò èá ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå ôçí ðåñßðôùóç ðáñáìåôñéêïý Boot-
strap, üðïõ ôá óöÜëìáôá ìðïñïýí íá áêïëïõèïýí ïðïéáäÞðïôå êáôáíïìÞ. BÝâáéá
ãéá íá åßíáé ëïãéêü ôï ìïíôÝëï ðñÝðåé ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôùí óöáëìÜôùí íá åßíáé
ìçäÝí. Ãéá ðáñÜäåéãìá áò õðïèÝóïõìå ðùò ç êáôáíïìÞ ôùí óöáëìÜôùí åßíáé ç t−
Student ìå Üãíùóôïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò. Ç õðüèåóç ôçò ïìïóêåäáóôéêüôçôáò
éó÷ýåé êáé ðÜëé. Ìðïñåß êáíåßò íá äïõëÝøåé ùò åîÞò:

• ÂÞìá 1ï: ÐñïóÜñìïóå ôï ìïíôÝëï ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ åëá÷ßóôùí ôå-
ôñáãþíùí. Èõìçèåßôå ðùò ç ìÝèïäïò åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí êáôáíïìÞ
ôùí óöáëìÜôùí (áí êáé ÷ñåéÜæåôáé ôçí õðüèåóç ôçò ïìïóêåäáóôéêüôçôáò)

• ÂÞìá 2ï: Åêôßìçóå ôçí ðáñÜìåôñï ôçò êáôáíïìÞò t áðü ôá êáôÜëïéðá ôïõ
ìïíôÝëïõ, Ýóôù ëïéðüí ν̂ ç åêôßìçóç ôùí âáèìþí åëåõèåñßáò.

Áðü åäþ êáé óôï åîÞò ðñïóïìïéþíïõìå ôá Bootstrap äåßãìáôá ðïõ èÝëïõìå
ùò åîÞò:

• ÂÞìá 3á: Ðñïóïìïßùóå ôï äéÜíõóìá ôùí ôõ÷áßùí óöáëìÜôùí áðü ôçí êáôá-
íïìÞ t ìå ν̂ âáèìïýò åëåõèåñßáò.

• ÂÞìá 3â:Äçìéïýñãçóå ôéò ðáñáôçñÞóåéò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ Y ∗
i = â +

β̂Xi + e∗i

• ÂÞìá 4ï: ÐñïóÜñìïóå ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï óôá äåäïìÝíá (Y ∗
i , Xi) êáé

õðïëüãéóå üðïéåò ðïóüôçôåò óå åíäéáöÝñïõí

• ÂÞìá 5ï: ÅðáíÝëáâå ôç äéáäéêáóßá ðïëëÝò öïñÝò .

Ìå ôçí ðñïóÝããéóç ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå ìðïñåß êáíåßò íá ðñïóáñìüóåé
ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï ÷ùñßò íá ÷ñåéÜæåôáé ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò, åðïìÝ-
íùò ðáñïõóéÜóáìå ìéá ìÝèïäï ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò áðáëëáãìÝíç áðü ôçí
õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò. ÓôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá ìðïñåß íá óôçñé÷èåß
óôç ìÝèïäï bootstrap êáé óôéò êáôáíïìÝò ôùí æçôïýìåíùí óôáôéóôéêþí ðïóïôÞôùí,
üðùò áõôÝò Ý÷ïõí åêôéìçèåß ìå ôç ìÝèïäï bootstrap.
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5.10 Bootstrap óôçí áíÜëõóç êõñßùí óõíéóôùóþí
Áò äïýìå ôþñá Ýíá Üëëï ðáñÜäåéãìá ÷ñÞóçò ôçò ìåèüäïõ bootstrap ðïõ áöïñÜ
ðïëõìåôáâëçôÜ äåäïìÝíá êáé ìéá ðñï÷ùñçìÝíç óôáôéóôéêÞ ìÝèïäï ãéá íá ðÜñïõìå
ìéá éäÝá ãéá ôéò åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ óå ðïëýðëïêá ðñïâëÞìáôá.

5.10.1 Ç ìÝèïäïò ôçò áíÜëõóçò óå êýñéåò óõíéóôþóåò

Ç ìÝèïäïò ôùí êõñßùí óõíéóôùóþí (Principal Components Analysis) åßíáé ìéá
ìÝèïäïò ç ïðïßá Ý÷åé óêïðü íá äçìéïõñãÞóåé ãñáììéêïýò óõíäõáóìïýò ôùí áñ÷éêþí
ìåôáâëçôþí Ýôóé þóôå ïé ãñáììéêïß áõôïß óõíäõáóìïß íá åßíáé áóõó÷Ýôéóôïé ìåôáîý
ôïõò áëëÜ íá ðåñéÝ÷ïõí üóï ãßíåôáé ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôçò äéáêýìáíóçò. Ôï êÝñäïò
áðü ìéá ôÝôïéá äéáäéêáóßá åßíáé ðùò îåêéíþíôáò áðü Ýíá óýíïëï óõó÷åôéóìÝíùí
ìåôáâëçôþí êáôáëÞãïõìå óå Ýíá óýíïëï áóõó÷Ýôéóôùí ìåôáâëçôþí ðïõ ãéá êÜðïéåò
óôáôéóôéêÝò ìåèüäïõò åßíáé ðåñéóóüôåñï ÷ñÞóéìåò. Åðßóçò, áí ïé êýñéåò óõíéóôþóåò
ðïõ èá ðñïêýøïõí ìðïñïýí íá åñìçíåýóïõí Ýíá ìåãÜëï ðïóïóôü ôçò äéáêýìáíóçò
ôüôå áõôü óçìáßíåé ðùò áíôß íá Ý÷ïõìå p ìåôáâëçôÝò, üðùò åß÷áìå áñ÷éêÜ, Ý÷ïõìå
ëéãüôåñåò, ìåéþíïõìå äçëáäÞ ôéò äéáóôÜóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ’Åíá Üëëï ìåãÜëï
ðëåïíÝêôçìá (ôï ïðïßï áðü ôçí Üëëç ßóùò åßíáé êáé ìåéïíÝêôçìá ãéá ðïëëïýò)
åßíáé ðùò ìå ôç ìÝèïäï ôùí êõñéþí óõíéóôùóþí ìðïñïýìå íá åîåôÜóïõìå ôéò
óõó÷åôßóåéò áíÜìåóá óôéò ìåôáâëçôÝò êáé íá äéáðéóôþóïõìå ðüóï áõôÝò ìïéÜæïõí Þ
ü÷é. Åðßóçò ç ìÝèïäïò ìáò åðéôñÝðåé íá äþóïõìå ïíüìáôá óôéò êáéíïýñéåò ìåôáâëç-
ôÝò (ôéò óõíéóôþóåò) ðáñáôçñþíôáò ðïéåò áðü ôéò áñ÷éêÝò ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõí ìåãÜëç
åðßäñáóç óå áõôÝò. Ìå áõôü ôïí ôñüðï åðéôõã÷Üíïõìå íá ðïóïôéêïðïéÞóïõìå ìç
ìåôñÞóéìåò (êáé ìåñéêÝò öïñÝò áöçñçìÝíåò) Ýííïéåò.

’Åóôù ëïéðüí ðùò Ý÷ïõìå Ýíá óýíïëï áðü k ìåôáâëçôÝò (X1, X2, ..., Xk) êáé
èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò êýñéåò óõíéóôþóåò (Y1, Y2, ..., Yk) ïé ïðïßåò íá åßíáé
ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí áñ÷éêþí ìåôáâëçôþí , äçëáäÞ

Y1 = a11X1 + a12X2 + ... + a1kXk

Y2 = a21X1 + a22X2 + ... + a2kXk

.....

Yk = ak1X1 + ak2X2 + ... + akkXk

Õðü ìïñöÞ ðéíÜêùí ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò Y = X′A üðïõ Y,X åßíáé äéáíýóìáôá
k × 1 êáé A åßíáé k × k ðßíáêáò ìå óôïé÷åßá

A =




a11 a12 ... a1k

a21 a22 ... a2k

... ...
ak1 ak2 ... akk


 =

[
a1 a2 ... ak

]

üðïõ aj åßíáé ôï äéÜíõóìá óôÞëç ìå óôïé÷åßá

a′j = [a1j , a2j , . . . , akj ] , j = 1, ..., k



164

êáé ãéá íá ìçí Ý÷ïõìå ðñïâëÞìáôá ôáõôïðïßçóçò èÝôïõìå ðùò

k∑

i=1

a2
ij = a′jaj = 1.

ÅðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôùí êõñßùí óõíéóôùóþí åßíáé ôï ðñüâëçìá ôçò
åýñåóçò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðßíáêá A. ’Å÷ïõìå üìùò Ýíáí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìü,
üôé äçëáäÞ ïé êýñéåò óõíéóôþóåò ðñÝðåé íá åßíáé óå öèßíïõóá óåéñÜ ùò ðñïò ôç
äéáêýìáíóç ôïõò, äçëáäÞ ç ðñþôç íá Ý÷åé ôç ìåãáëýôåñç äéáêýìáíóç, ç äåýôåñç
ôç äåýôåñç ìåãáëýôåñç êáé ïýôù êáèåîÞò. Ìðïñåß íá äåé÷ôåß ðùò ï ðßíáêáò A
åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá éäéïäéáíýóìáôá ôïõ ðßíáêá óõó÷åôßóåùí (Þ ôïõ
ðßíáêá äéáêýìáíóçò áíÜëïãá ìå ôïí ðïéüí Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé). Åðßóçò ç
êÜèå éäéïôéìÞ, óå öèßíïõóá óåéñÜ åßíáé ç äéáêýìáíóç êÜèå êýñéáò óõíéóôþóáò êáé
åðïìÝíùò ï ëüãïò ôçò ôéìÞò ðñïò ôï Üèñïéóìá üëùí ôùí éäéïôéìþí åßíáé ôï ðïóïóôü
ôçò äéáêýìáíóçò ðïõ êÜèå óõíéóôþóá åñìçíåýåé.

ÅðïìÝíùò, ìåñéêÜ åíäéáöÝñïíôá áðïôåëÝóìáôá åßíáé ôá åîÞò:

• Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôéò êýñéåò óõíéóôþóåò ÷ñåéÜæåôáé íá âñïýìå ôéò
éäéïôéìÝò êáé ôá éäéïäéáíýóìáôá ôïõ ðßíáêá (S Þ R) ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå.
ÐñÝðåé íá ôïíßóïõìå ðùò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáíåßò ôüóï ôïí ðßíáêá
äåéãìáôéêþí óõó÷åôßóåùí R Þ ôïí ðßíáêá äåéãìáôéêþí äéáêõìÜíóåùí S. Äåí
èá áó÷ïëçèïýìå åäþ ìå ôï ðñüâëçìá åðéëïãÞò ðßíáêá áí êáé óôï ðáñÜäåéãìá
èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí R.

• Ç ìåãáëýôåñç éäéïôéìÞ êáé ôï éäéïäéÜíõóìÜ ôçò áíôéóôïé÷ïýí óôçí ðñþôç
êýñéá óõíéóôþóá, ç äåýôåñç ìåãáëýôåñç éäéïôéìÞ óôç äåýôåñç êýñéá óõíéóôþóá
êëð.

• Ç äéáêýìáíóç ôçò êÜèå êýñéáò óõíéóôþóáò åßíáé ßóç ìå ôçí éäéïôéìÞ ðïõ
ôçò áíôéóôïé÷åß. ’Åôóé áí óõìâïëßóïõìå ìå λj ôçí j ìåãáëýôåñç éäéïôéìÞ ôüôå
Ý÷ïõìå ðùò V ar(Yj) = λj .

• Ç óõíïëéêÞ äéáêýìáíóç ôùí êýñéùí óõíéóôùóþí èá åßíáé ç ßäéá ìå ôç óõíïëéêÞ
äéáêýìáíóç ôùí áñ÷éêþí ìåôáâëçôþí åîáéôßáò ôùí éäéïôÞôùí ôïõ ß÷íïõò óõì-
ìåôñéêïý êáé ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá. ÄçëáäÞ èá éó÷ýåé tr(Σ) = tr(Λ) êáé
Üñá ç óõíïëéêÞ äéáêýìáíóç äéáôçñåßôáé. Ï ðßíáêáò Λ åßíáé ï äéáãþíéïò
ðßíáêáò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò éäéïôéìÝò ôïõ Σ áðü ôç öáóìáôéêÞ áíÜëõóç ôïõ Σ.

• Åðßóçò ç ãåíéêåõìÝíç äéáêýìáíóç ôùí êõñéþí óõíéóôùóþí åßíáé ç ßäéá ìå ôç
ãåíéêåõìÝíç äéáêýìáíóç ôùí áñ÷éêþí ìåôáâëçôþí. Áõôü ðñïêýðôåé åýêïëá
êáèþò ç ïñßæïõóá åíüò ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá åßíáé ôï ãéíüìåíï ôùí éäéïôéìþí
ôçò êáé Üñá éó÷ýåé

|Σ| =
p∏

i=1

λi = |Λ|

.
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• Ç ðïóüôçôá λi
pP

i=1
λi

ìáò äåß÷íåé ôï ðïóïóôü ôçò óõíïëéêÞò äéáêýìáíóçò ðïõ

åîçãåß ç i óõíéóôþóá. Åßíáé åõíüçôï ðùò áí êÜðïéïò ðÜñåé üëåò ôéò óõíéóôþóåò
ôüôå èá äéáôçñÞóåé üëç ôç äéáêýìáíóç, åíþ áí ôåëéêÜ äéþîåé êÜðïéåò óõíéóôþóåò
êÜðïéï ðïóïóôü èá ÷áèåß. Ðñïöáíþò óõìöÝñåé íá äéáôçñïýìå ôéò ðñþôåò
óõíéóôþóåò ðïõ åîçãïýí ìåãáëýôåñï êïììÜôé.

Êáôáëáâáßíåé êáíåßò ðùò åðåéäÞ óôçí áíÜëõóç óå êýñéåò óõíéóôþóåò äïõëåýïõìå
ìå éäéïôéìÝò êáé éäéïäéáíýóìáôá åßíáé ðïëý äýóêïëï íá Ý÷ïõìå áíáëõôéêÜ áðïôåëÝ-
óìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôçí êáôáíïìÞ ôùí éäéïôéìþí êáé ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí. Ðáñüëï
ðïõ õðÜñ÷ïõí áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá âáóéóìÝíá óôçí õðüèåóç ðïëõìåôáâëçôïý
êáíïíéêïý ðëçèõóìïý, åßíáé ðïëëÝò öïñÝò Ü÷ñçóôá.

’Åíá åðßóçò åíäéáöÝñïí èÝìá ðïõ ðñïêýðôåé Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí åðéëïãÞ
ôïõ áñéèìïý ôùí êõñßùí óõíéóôùóþí ðïõ èá êñáôÞóåé ï åñåõíçôÞò ãéá ðáñáðÝñá
áíÜëõóç. ’Åíá áðü ôá êñéôÞñéá ðïõ óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åßíáé ôï êñéôÞñéï
ôïõ Kaiser ôï ïðïßï ðñïôåßíåé íá êñáôÞóïõìå ôüóåò óõíéóôþóåò üóåò Ý÷ïõí éäéïôéìÞ
ìåãáëýôåñç áðü ôï ìÝóï üñï ôùí éäéïôéìþí. Áí äïõëåýïõìå ìå ôïí ðßíáêá óõó÷Ýôéóçò
áõôü éóïäõíáìåß ìå éäéïôéìÝò ìåãáëýôåñåò ôçò ìïíÜäáò. Ç ëïãéêÞ åßíáé ðùò éäéïôéìÝò
ðÜíù áðü ôï ìÝóï üñï äåí Ý÷ïõí ðñïêýøåé áðü áóõó÷Ýôéóôá äåäïìÝíá êáé Üñá
Ý÷åé íüçìá íá êñáôÞóïõìå áõôÞ ôç óõíéóôþóá.

Áðü ôçí Üëëç áêüìá êáé áí ôá äåäïìÝíá åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áóõó÷Ýôéóôá,
ôïõëÜ÷éóôïí ìéá éäéïôéìÞ èá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ìïíÜäá. Óõíåðþò åßíáé
åíäéáöÝñïí íá äåé êáíåßò áí ç ôéìÞ ðïõ âñÞêáìå åßíáé ðñáãìáôéêÜ ìåãáëýôåñç
ôçò ìïíÜäáò êáé äåí ïöåßëåôáé áðëÜ óôçí ôõ÷áßá äåéãìáôïëçøßá. ÅðïìÝíùò èá
Þôáí åíäéáöÝñïí íá îÝñïõìå ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç êÜèå éäéïôéìÞò þóôå íá ìðï-
ñïýìå íá âñïýìå áí åßíáé üíôùò ìåãáëýôåñç áðü ôï ìÝóï üñï êáé ü÷é áðëÜ ãéá
ëüãïõò ôõ÷áéüôçôáò.

5.10.2 Ôá äåäïìÝíá: ’Åðôáèëï Ïëõìðéáêþí áãþíùí 2000
Èá äïýìå ëïéðüí ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ bootstrap óå áõôü ôï ðñüâëçìá êáèþò
êáé Üëëá ó÷åôéêÜ ìå ôçí áíÜëõóç óå êýñéåò óõíéóôþóåò åîåôÜæïíôáò Ýíá óåô áðü
ðñáãìáôéêÜ äåäïìÝíá. Tá äåäïìÝíá ðïõ èá áíáëýóïõìå áöïñïýí ôï áãþíéóìá
ôïõ åðôÜèëïõ óôïõò Ïëõìðéáêïýò áãþíåò ôïõ Óßäíåõ ôï 2000. ÓõãêåêñéìÝíá ìüíï
ïé 26 áèëÞôñéåò ðïõ âáèìïëïãÞèçêáí êáé óôá 7 áãùíßóìáôá èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
ãéá ôçí áíÜëõóç. Óêïðüò ôçò áíÜëõóçò åßíáé íá äïýìå áí, êáé êáôÜ ðüóï, ôá 7
áãùíßóìáôá ìðïñïýí íá áíôéêáôáóôáèïýí áðü óõíéóôþóåò ðïõ ìåôñÜíå êÜðïéåò ìç
ðáñáôçñÞóéìåò ðïóüôçôåò, üðùò ç äýíáìç Þ ç ôá÷ýôçôá. Åìåßò èá ðáñïõóéÜóïõìå
ôï ðáñÜäåéãìá åðéêåíôñþíïíôáò ðåñéóóüôåñï óôï ôé ìðïñåß íá ìáò ðñïóöÝñåé ç
ìÝèïäïò bootstrap. Ôá äåäïìÝíá õðÜñ÷ïõí óôïí ðßíáêá 5.8. Ãéá ôá áãùíßóìáôá
ôùí äñüìùí (100ì ìå åìðüäéá, 200 ìÝôñá êáé 800 ìÝôñá) ôá äåäïìÝíá åßíáé óå
äåõôåñüëåðôá åíþ ãéá ôá õðüëïéðá (ñßøåéò êáé Üëìáôá) óå ìÝôñá.

ÊáôÜ áñ÷Üò èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå ðùò èá äïõëÝøïõìå ìå ôïí ðßíáêá óõó÷å-
ôßóåùí, ëüãù ôùí äéáöïñåôéêþí ìïíÜäùí ìÝôñçóçò óå êÜèå ìåôáâëçôÞ (áãþíéóìá).
Åðßóçò åðåéäÞ ãéá ôïõò äñüìïõò êáëÝò åðéäüóåéò åßíáé ïé ìéêñÝò ôéìÝò (ìéêñïß
÷ñüíïé) èá áëëÜîïõìå ôá ðñüóçìá ôùí ðáñáôçñÞóåùí þóôå óå üëá ôá áãùíßóìáôá
ïé êáëÝò åðéäüóåéò íá åßíáé ïé ìåãÜëåò ôéìÝò. Áõôü äéåõêïëýíåé ðïëý ôçí üðïéá
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åñìçíåßá ôùí óõíéóôùóþí.

ÁèëÞôñéá ×þñá 100ì. ’Yøïò Óöáéñï- 200 ì. MÞêïò Áêïíôé- 800 ì.
åìðüäéá âïëßá 200 ì. óìüò

Azzizi ALG 13.64 1.6 14.17 24.59 5.88 46.28 141.82
Bacher ITA 13.82 1.75 12.75 24.96 5.84 41.14 129.08
Biswas IND 14.11 1.63 11.69 24.73 5.64 39.59 142.17
Braun GER 13.49 1.81 14.33 24.74 6.22 48.56 139.14

Ganapathy IND 14.22 1.69 11.14 24.69 5.96 36.02 140.86
García CUB 13.46 1.66 13.29 24.58 5.92 50.31 139.64
Hautala FIN 13.62 1.78 13.31 25.00 6.12 45.4 134.9

Jamieson AUS 14.09 1.81 13.59 25.27 6.09 45.32 136.57
Kabanova UZB 14.89 1.72 11.56 27.27 5.22 36.61 140.11
Kazanina KZK 14.71 1.75 12.97 25.04 5.84 43.53 130.45

Koritskaya RUS 13.88 1.72 13.53 24.08 5.56 40.67 129.77
Kovalenkoa UKR 15.12 1.72 13.57 26.36 5.57 42.5 133.52

Lewis GBR 13.23 1.75 15.55 24.34 6.48 50.19 136.83
Mark TRI 13.72 1.66 11.44 25.35 5.9 48.99 152.36

Nathan Le USA 13.74 1.78 14.22 24.84 6.06 43.48 136.67
Naumenko KZK 14.26 1.84 11.26 25.19 5.88 32.53 138.49
Prokhorova RUS 13.63 1.81 13.21 23.72 6.59 45.05 130.32
Rajamaki FIN 13.6 1.66 13.87 24.03 6.36 37 138.47

Roshchupkina RUS 13.7 1.84 14.03 23.53 5.47 43.87 132.24
Sazanovich BLR 13.45 1.84 14.79 24.12 6.5 43.97 136.41

Skujyte LIT 14.37 1.78 15.09 25.35 5.97 45.43 140.25
Specht-Ertl GER 13.43 1.78 13.55 24.64 6.22 42.7 136.25

Teppe FRA 14.02 1.72 13.44 26.39 5.94 46.98 138.56
Teteryuk UKR 14.53 1.72 13.56 25.76 5.89 44.57 139.94

Tigau ROM 13.39 1.72 11.53 24.8 6.01 43.38 139.65
Wlodarczyk POL 13.33 1.78 14.45 24.29 6.31 46.16 132.15

Ðßíáêáò 5.8: Ïé åðéäüóåéò ôùí 26 åðôáèëçôñéþí óôçí ïëõìðéÜäá ôïõ Óßäíåõ, 2000

Ïé óõíáñôÞóåéò ãéá ôéò ïðïßåò åíäéáöåñüìáóôå åßíáé ïé åîÞò:

• Ç ïñßæïõóá ôïõ ðßíáêá óõó÷Ýôéóçò åßíáé Ýíá ìÝôñï óõììåôáâëçôüôçôáò ôùí
äåäïìÝíùí. Áí ôá äåäïìÝíá Þôáí áóõó÷Ýôéóôá ç ôéìÞ ôçò ïñßæïõóáò èá
Ýðñåðå íá åßíáé 1 åíþ áí Þôáí ðëÞñùò óõó÷åôéóìÝíá èá Ýðñåðå íá åßíáé
0. Óå ðñáãìáôéêÜ äåäïìÝíá ðåñéìÝíïõìå ìéêñÝò ôéìÝò êïíôÜ óôï 0. Ç êáôá-
íïìÞ ôçò ïñßæïõóáò åßíáé Üãíùóôç êáé åðïìÝíùò èá ôçí åêôéìÞóïõìå ìå ôç
÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ Bootstrap.

• Ðïéá åßíáé ç êáôáíïìÞ ôùí éäéïôéìþí ôïõ ðßíáêá óõó÷åôßóåùí; Ðüóåò éäéïôéìÝò
åßíáé ìåãáëýôåñåò ôçò ìïíÜäáò áí êáíåßò ëÜâåé õðüøç ôçí ôõ÷áéüôçôá ëüãù
ôïõ äåßãìáôïò (ïé åðôáèëÞôñéåò åßíáé Ýíá äåßãìá áðü ôïí ðëçèõóìü ôùí
åðôáèëçôñéþí, äåí èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï èÝìá áí êáé êáôÜ ðüóï åßíáé ôõ÷áßï
äåßãìá Þ Üëëá ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá).

• Ç ðñþôç óõíéóôþóá ðïõ ðñïêýðôåé ùò Ýíáò óôáèìéêüò ìÝóïò ôùí áãùíéóìÜôùí
äßíåé äéáöïñåôéêÜ âÜñç óå êÜèå áãþíéóìá Þ ü÷é;

Èá ðñÝðåé íá ðñïåéäïðïéÞóïõìå ôïí áíáãíþóôç ðùò êÜðïéá áðü ôá èÝìáôá
áõôÜ áðáéôïýí êáëÝò ãíþóåéò ðïëõìåôáâëçôÞò óôáôéóôéêÞò. Óêïðüò ôçò åöáñìïãÞò



Bootstrap 167

åßíáé íá áíáäåßîåé ôç ÷ñçóéìüôçôá ôçò ìåèüäïõ bootstrap êáé ü÷é ôá õðÝñ êáé ôá
êáôÜ ôçò áíÜëõóçò óå êýñéåò óõíéóôþóåò. Óå êÜèå ðåñßðôùóç üìùò èá äïýìå ðùò
ëåéôïõñãåß ç ìÝèïäïò bootstrap óå Ýíá ðïëõìåôáâëçôü ðáñÜäåéãìá üðïõ êëáóóéêÝò
ìÝèïäïé âáóéóìÝíåò óå õðïèÝóåéò êáé áóõìðôùôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åßíáé ìÜëëïí
äýóêïëï íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí.

Ãéá íá ðÜñïõìå Ýíá bootstrap äåßãìá áðü ôá äåäïìÝíá ìáò áñêåß íá ðÜñïõìå
ìå åðáíÜèåóç ðáñáôçñÞóåéò, äçëáäÞ áèëÞôñéåò. Ùò ðáñáôÞñçóç åííïïýìå üëï ôï
äéÜíõóìá ìå ôá 7 áãùíßóìáôá. Óõíåðþò ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò ôï bootstrap äåßãìá
ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá öïñÝò êÜðïéá áèëÞôñéá. Óôç óõíÝ÷åéá
ãéá êÜèå bootstrap äåßãìá ðïõ äçìéïõñãÞóáìå èá ðñï÷ùñÞóïõìå óå áíÜëõóç óå
êýñéåò óõíéóôþóåò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðßíáêá óõó÷åôßóåùí ôéò ðïóüôçôåò ðïõ ìáò
åíäéáöÝñïõí: ôéò éäéïôéìÝò, ôá éäéïäéáíýóìáôá êáé ôçí ïñßæïõóá ôïõ ðßíáêá óõó÷å-
ôßóåùí.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áíÜëõóç èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå ðùò ðïëëÝò öïñÝò
(áí ü÷é ôéò ðåñéóóüôåñåò) ç áíÜëõóç óå êýñéåò óõíéóôþóåò Ý÷åé êáèáñÜ ðåñéãñáöéêü
óêïðü êáé äåí åíäéáöåñüìáóôå ãéá óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá. Åðßóçò ðïëëÝò
öïñÝò ôá äåäïìÝíá áöïñïýí ôïí ðëçèõóìü. Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ìåèïäïëïãßá
áöÞíïíôáò óôçí Üêñç ôÝôïéá æçôÞìáôá.

5.10.3 Ç êáôáíïìÞ ôùí éäéïôéìþí
Aò îåêéíÞóïõìå áðü ôï ðñüâëçìá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôïí áñéèìü ôùí êõñßùí óõ-
íéóôùóþí ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå. ’Ïðùò åßðáìå, Ýíá áðü ôá êñéôÞñéá
ðïõ óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå, áõôü ôïõ Kaiser, ðñïôñÝðåé íá êñáôÞóïõìå ôüóåò
óõíéóôþóåò üóåò êáé éäéïôéìÝò ìåãáëýôåñåò áðü ôï 1 Ý÷ïõìå. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò
áõôÝò åßíáé 3, üðùò ìðïñïýìå íá äïýìå óôïí ðßíáêá 5.9. Ç ôñßôç éäéïôéìÞ åßíáé 1.05
êáé åßíáé áñêåôÜ ëïãéêü íá Ý÷åé áõôÞ ôçí ôéìÞ áðëÜ ãéá ëüãïõò ôõ÷áéüôçôáò êáé ü÷é
ãéáôß áðáñáßôçôá áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéá óõíéóôþóá ìå óçìáíôéêÞ óõíåéóöïñÜ.

Á/Á ÉäéïôéìÞ % ôçò óõíïëéêÞò äéáêýìáíóçò Áèñïéóôéêü Ðïóïóôü
1 2.96009 42.29% 42.287%
2 1.51991 21.71% 64.000%
3 1.05053 15.01% 79.008%
4 0.64641 9.23% 88.242%
5 0.38602 5.51% 93.757%
6 0.27779 3.97% 97.725%
7 0.15924 2.27% 100%

Ðßíáêáò 5.9: ÉäéïôéìÝò ôïõ ðßíáêá óõó÷åôßóåùí

ÈÝëïõìå åðïìÝíùò íá åêôéìÞóïõìå ôç äéáêýìáíóç êÜèå éäéïôéìÞò ìå óêïðü
íá äïýìå áí áõôÞ åßíáé ðñÜãìáôé ìåãáëýôåñç áðü ôç ìïíÜäá Þ áí áðëÜ Ýôõ÷å
ãéá ëüãïõò ôõ÷áßáò äåéãìáôïëçøßáò. Ç ìÝèïäïò bootstrap ìðïñåß íá âïçèÞóåé óå
áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ç êáôáíïìÞ ìéáò éäéïôéìÞò åßíáé éäéáß-
ôåñá äýóêïëï íá ìåëåôçèåß èåùñçôéêÜ áí êáé õðÜñ÷ïõí èåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá
ôá ïðïßá óôçñßæïíôáé åßôå óå êáíïíéêüôçôá ôïõ ðëçèõóìïý åßôå óå áóõìðôùôéêÜ
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èåùñÞìáôá. Ðñïöáíþò ç ìÝèïäïò bootstrap äåí ÷ñåéÜæåôáé ôÝôïéåò õðïèÝóåéò.

Á/Á ÉäéïôéìÞ ÌÝóç ôéìÞ ÔõðéêÞ áðüêëéóç 95% ä.å. (percentile ìÝèïäïò)
1 2.96009 3.057 0.450 (2.229,3.896)
2 1.51991 1.627 0.206 (1.227,2.043)
3 1.05053 1.049 0.191 (0.685,1.416)
4 0.64641 0.624 0.145 (0.375,0.932)
5 0.38602 0.350 0.097 (0.183,0.552)
6 0.27779 0.198 0.067 (0.080,0.333)
7 0.15924 0.095 0.041 (0.025,0.184)

Ðßíáêáò 5.10: Åêôéìçèåßóåò ôõðéêÝò áðïêëßóåéò êáé 95% äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò
ãéá ôéò éäéïôéìÝò áðü 1000 bootstrap åðáíáëÞøåéò

Óôïí ðßíáêá 5.10 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôç ìÝóç ôéìÞ ãéá êÜèå éäéïôéìÞ êáèþò
êáé ôçí åêôßìçóç ôçò ôõðéêÞò ôçò áðüêëéóçò âáóéóìÝíåò óå 1000 bootstrap äåßãìáôá.
Åðßóçò Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá êÜèå éäéïôéìÞ,
âáóéóìÝíï óôç ìÝèïäï ôùí ðïóïóôéáßùí óçìåßùí. Áí êïéôÜîåé êáíåßò óôï ãñÜ-
öçìá 5.10 ìðïñåß íá äåé ôá éóôïãñÜììáôá ôùí éäéïôéìþí êáèþò êáé Ýíá äéÜãñáììá
ðëáéóßïõ êáé áðïëÞîåùí ãéá üëåò ôéò éäéïôéìÝò. Åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïí íá ðá-
ñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí ôñßôç éäéïôéìÞ ðåñéÝ÷åé
îåêÜèáñá ôçí ôéìÞ 1 êáé óõíåðþò ç ôñßôç éäéïôéìÞ äåí ìðïñåß íá éó÷õñéóôåß êáíåßò
ðùò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ ìåãáëýôåñç áðü ôï 1, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò
ëüãïò íá êñáôÞóïõìå ôçí ôñßôç óõíéóôþóá. Åðßóçò ðáñáôçñåßóôå ðùò ç êáôáíïìÞ
ôùí éäéïôéìþí äåí ìïéÜæåé ìå ôçí êáíïíéêÞ ãéá üëåò ôéò éäéïôéìÝò. ÓõãêåêñéìÝíá ïé
ïõñÝò ôçò êáôáíïìÞò åßíáé óõíÞèùò ðéï ðá÷éÝò áðü áõôÝò ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò,
éäéáßôåñá ãéá ôéò éäéïôéìÝò ìåãÜëçò ôÜîçò. ÊÜíïíôáò Ýëåã÷ï êáíïíéêüôçôáò Ander-
son Darling áðïññßðôïõìå ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò ãéá üëåò ôéò éäéïôéìÝò
åêôüò áðü ôç äåýôåñç.

ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò bootstrap ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá íá ìåëåôçèåß ç
êáôáíïìÞ ôùí éäéïôéìþí êáé Üñá íá åðéëåãåß ï áñéèìüò ôùí óõíéóôùóþí ðïõ èá
êñáôçèïýí ãéá ðåñáéôÝñù áíÜëõóç.

5.10.4 Ç êáôáíïìÞ ôçò ïñßæïõóáò
Ìéá Üëëç ðïóüôçôá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé ç ïñßæïõóá ôïõ ðßíáêá óõó÷åôß-
óåùí. Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò ç ôéìÞ ôçò åßíáé 0.05217. ÌéêñÝò ôéìÝò áíôéóôïé÷ïýí
óå Ýíôïíá óõó÷åôéóìÝíá äåäïìÝíá áëëÜ óßãïõñá ç ôéìÞ äåí ëÝåé êáé ðïëëÜ ðñÜ-
ãìáôá êáèþò ôï áðüëõôï ìÝãåèïò ôçò åîáñôÜôáé áðü ôï ðëÞèïò ôùí ìåôáâëçôþí
ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå. ÃåíéêÜ åßíáé ðïëý äýóêïëï íá ìåëåôÞóåé êáíåßò ôçí êáôá-
íïìÞ ôçò ïñßæïõóáò áëëÜ ìå ôç ìÝèïäï bootstrap ìðïñåß êáíåßò íá ôçí ðñïóåããßóåé
éêáíïðïéçôéêÜ. Óôï ãñÜöçìá 5.11 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôï éóôüãñáììá âáóéóìÝíï
óå 1000 åðáíáëÞøåéò. Ç êáôáíïìÞ åßíáé éäéáßôåñá áóýììåôñç. Ç ìÝóç ôéìÞ áðü ôéò
1000 åðáíáëÞøåéò åßíáé 0.02467 êáé óõíåðþò ç äåéãìáôéêÞ ïñßæïõóá ùò åêôßìçóç



Bootstrap 169

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

0
50

10
0

eigenvalue

fre
q

1.0 1.5 2.0 2.5

0
50

10
0

eigenvalue

fre
q

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

0
50

15
0

eigenvalue

fre
q

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

0
50

15
0

25
0

eigenvalue

fre
q

0.2 0.4 0.6

0
50

10
0

20
0

eigenvalue

fre
q

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0
50

15
0

25
0

eigenvalue
fre

q

0.0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0
50

10
0

eigenvalue

fre
q

0
1

2
3

4

ÃñÜöçìá 5.10: ÉóôïãñÜììáôá êáé äéÜãñáììá Boxplot ãéá ôéò éäéïôéìÝò.

ôçò ïñßæïõóáò ôïõ ðßíáêá óõó÷Ýôéóçò ôïõ ðëçèõóìïý åßíáé ìåñïëçðôéêÞ. Ç ôõðéêÞ
ôçò áðüêëéóç åêôéìÞèçêå ìå ôç ìÝèïäï bootstrap êáé åßíáé 0.02417 åíþ Ýíá 95%
äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò âáóéóìÝíï óôç ìÝèïäï ôùí ðïóïóôéáßùí óçìåßùí åßíáé ôï
(0.00168879, 0.0793803) .

Áí ç ïñßæïõóá áðü ìüíç ôçò äåí ìáò äßíåé ðïëëÝò ðëçñïöïñßåò åßíáé åíäéáöÝñïí
íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò óôçí ðïëõìåôáâëçôÞ áíÜëõóç õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò åëåã÷ï-
óõíáñôÞóåéò ðïõ ôç ÷ñçóéìïðïéïýí. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï Ýëåã÷ïò óöáéñéêüôçôáò
ôïõ Bartlett ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá åëÝãîåé ôçí õðüèåóç üôé ïé ìåôáâëçôÝò åßíáé
áóõó÷Ýôéóôåò. Ï Ýëåã÷ïò ÷ñçóéìïðïéåß ôçí åëåã÷ïóõíÜñôçóç

L = −
[
n− 1

6(2p + 5)

]
ln |R|

üðïõ p åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ìåôáâëçôþí êáé n ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò. Ç
åëåã÷ïóõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá åëÝãîåé áí ï ðßíáêáò óõó÷Ýôéóçò åßíáé
ìïíáäéáßïò, êáé Üñá äåí õðÜñ÷ïõí óõó÷åôßóåéò, Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò ðùò äåí
åßíáé ï ìïíáäéáßïò êáé Üñá õðÜñ÷ïõí óõó÷åôßóåéò.

Åßíáé åõíüçôï ðùò ìðïñåß êáíåßò íá ðñï÷ùñÞóåé óå Ýëåã÷ï bootstrap. Ìå âÜóç
áõôÜ ðïõ Ý÷ïõìå ðåé èá ðñÝðåé êáíåßò íá ìåôáó÷çìáôßóåé ôá äåäïìÝíá Ýôóé þóôå
íá Ý÷ïõí ðßíáêá óõó÷Ýôéóçò ôï ìïíáäéáßï êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ðÜñåé äåßãìáôá
Bootstrap áðü áõôÜ ôá äåäïìÝíá. Ðïéïò üìùò ìåôáó÷çìáôéóìüò ìðïñåß íá ìáò
ïäçãÞóåé óå áóõó÷Ýôéóôá äåäïìÝíá; Ìéá ëýóç åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé êýñéåò
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ÃñÜöçìá 5.11: Éóôüãñáììá âáóéóìÝíï óå 1000 åðáíáëÞøåéò ãéá ôç äåéãìáôéêÞ
ïñßæïõóá

óõíéóôþóåò ïé ïðïßåò åßíáé áóõó÷Ýôéóôåò åî ïñéóìïý êáé íá ðñï÷ùñÞóåé êáíåßò óôïí
Ýëåã÷ï. Åðßóçò åßíáé åõíüçôï ðùò ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôçò
åëåã÷ïóõíÜñôçóçò ôïõ Bartlett ç ïðïßá êÜôù áðü ôçí õðüèåóç ðùò ï ðëçèõóìüò
áêïëïõèåß ôçí ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ Ý÷åé êáôáíïìÞ ôç χ2 êáôáíïìÞ
ìå p(p− 1)/2 âáèìïýò åëåõèåñßáò. Óõíåðþò áí êÜðïéïò áêïëïõèïýóå ôïí Ýëåã÷ï
ôïõ Bartlett, èá áðÝññéðôå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç áí ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç åß÷å ôéìÞ
ìåãáëýôåñç áðü 32.67 (ôï 95% ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò êáôáíïìÞò χ2 ìå 21 âáèìïýò
åëåõèåñßáò). Ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé 76.758 êáôÜ
ðïëý ìåãáëýôåñç áðü ôçí ôéìÞ 32.67 êé åðïìÝíùò ïäçãïýìáóôå óå áðüññéøç ôçò
ìçäåíéêÞò õðüèåóçò. BÝâáéá ç êñéôéêÞ ôéìÞ Ý÷åé óôçñé÷ôåß óôçí õðüèåóç ôçò êá-
íïíéêüôçôáò, ðáñüëá áõôÜ ç áðüêëéóç ôùí äåäïìÝíùí ìáò áðü áõôÞ ôçí ôéìÞ åßíáé
ðïëý ìåãÜëç êáé ìáò ðñïóöÝñåé áñêåôÞ âåâáéüôçôá ãéá ôçí áðüöáóç ìáò. ÅðïìÝ-
íùò áí áíáëïãéóôïýìå ôç ó÷Ýóç äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò êáé äßðëåõñùí åëÝã÷ùí
îåêÜèáñá èá áðïññßðôáìå ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ðåñß áíåîáñôçóßáò ôùí äåäïìÝíùí.

5.10.5 Åñìçíåßá ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí - óõíéóôùóþí

Ìéá Üëëç åíäéáöÝñïõóá ÷ñçóéìüôçôá ôçò ìåèüäïõ bootstrap óôçí áíÜëõóç óå
êýñéåò óõíéóôþóåò åßíáé ðùò ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óõìðåñáóìáôïëïãßá ó÷åôéêÜ
ìå ôéò ßäéåò ôéò óõíéóôþóåò êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áðü ôá
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äåäïìÝíá ìáò ðñïêýðôåé ðùò ç ðñþôç êýñéá óõíéóôþóá åßíáé ç

Y1 = 0.466× (100 ì) + 0.246× (ýøïò ) + 0.420× (óöáéñïâïëßá)

+ 0.433× (200 ì) + 0.463× (Üëìá åéò ìÞêïò)

+ 0.323× (áêïíôéóìüò) + 0.202× (800ì)

Ìéá åñìçíåßá áõôÞò ôçò óõíéóôþóáò èá ìðïñïýóå íá åßíáé üôé åßíáé Ýíáò óôáè-
ìéêüò ìÝóïò ôùí áãùíéóìÜôùí (èõìçèåßôå ðùò Ý÷ïõìå áëëÜîåé ðñüóçìá óôïõò
äñüìïõò þóôå ìåãÜëåò ôéìÝò äåß÷íïõí ìåãÜëåò åðéäüóåéò). Êáé ôï åñþôçìá ðïõ
ðñïêýðôåé åßíáé:

Ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óõìðåñáóìáôïëïãßá ãéá êÜèå óõíôåëåóôÞ îå÷ùñéóôÜ;
’Åíáò ìçäåíéêüò óõíôåëåóôÞò óçìáßíåé ðùò ç ìåôáâëçôÞ äåí åßíáé óçìáíôéêÞ ãéá ôç
óõíéóôþóá (êáô’ áíáëïãßá ìå ôï üôé óõìâáßíåé êáé óôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç).
Ìðïñïýìå åðßóçò íá ðïýìå ðùò üëåò ïé ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõí ôçí ßäéá óôÜèìéóç êáé
ðùò áðëÜ Ýôõ÷å ãéá ëüãïõò ôõ÷áéüôçôáò íá âñïýìå äéáöïñåôéêïýò óõíôåëåóôÝò;

Èá åîåôÜóïõìå êáé ôá äýï åñùôÞìáôá. ÊáôÜ áñ÷Üò áò èõìçèïýìå ðùò ôï
Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôùí óõíôåëåóôþí áèñïßæåé áíáãêáóôéêÜ óôç ìïíÜäá, åðï-
ìÝíùò áí êÜðïéïò áëëÜîåé ôá ðñüóçìá ìðïñåß íá ðÜñåé ðÜëé ìéá ëýóç. Áí äïýìå
ôï éóôüãñáììá ðïõ áêïëïõèåß (ãñÜöçìá 5.12) êáé áöïñÜ ôï óõíôåëåóôÞ ôùí 100
ìÝôñùí ìå åìðüäéá ðáñáôçñåßóôå ðùò Ý÷åé îåêÜèáñá ìéá äßêïñöç ìïñöÞ. Ïé äýï
êïñõöÝò åîçãïýíôáé ëüãù ôçò äõíáôüôçôáò íá áëëÜîåé êáíåßò áõèáßñåôá ðñüóçìï
óôç óõíéóôþóá. Ðáñáôçñåßóôå ìéá êÜðïéá óõììåôñßá ùò ðñïò ôï 0. Ôá õðÜñ÷ïíôá
óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá, áðïöáóßæïõí áõèáßñåôá áí èá êñáôÞóïõí ôç ëýóç ìå ôï èåôéêü
Þ ôï áñíçôéêü ðñüóçìï ãéá ôïí ðñþôï óõíôåëåóôÞ. ÊÜðïéïò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóåé
ôç ìÝèïäï bootstrap óôçí áíÜëõóç óå êýñéåò óõíéóôþóåò ðñÝðåé íá Ý÷åé ôï íïõ ôïõ
óå áõôü ôï ðñüâëçìá.

Ãéá íá áðïöýãïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá áðïöáóßóáìå ðùò ãéá êÜèå ëýóç ôï
ðñüóçìï ôïõ ðñþôïõ óõíôåëåóôÞ èá åßíáé èåôéêü. Ìå áõôü ôïí ðåñéïñéóìü ðÞñáìå
ôá éóôïãñÜììáôá êáé ôá äéáãñÜììáôá boxplot ðïõ âëÝðåôå óôï ãñÜöçìá 5.13.

Èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå ðùò óôçí ðñÜîç åìöáíßæïíôáé ìåñéêÜ áêüìá ðñïâëÞ-
ìáôá, ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôç ìÝèïäï. Åßäáìå Ýíá áðü áõôÜ ôï ïðïßï Ý÷åé íá êÜíåé
ìå ôï ðñüóçìï ôùí óõíôåëåóôþí. Åðßóçò õðÜñ÷åé ðñüâëçìá ìå ôçí ðåñéóôñïöÞ ôùí
áîüíùí êáèþò ïé êýñéåò óõíéóôþóåò ðïõ ðñïêýðôïõí äåí åßíáé ìïíáäéêÝò áëëÜ áí
ðïëëáðëáóéÜóïõìå ìå Ýíáí ïñèïãþíéï ðßíáêá ðñïêýðôåé ìéá éóïäýíáìç ëýóç. ÊÜôé
ôÝôïéï äçìéïõñãåß ðñüâëçìá êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ bootstrap. Åðßóçò óõíéóôþóåò
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå ìéêñÝò éäéïôéìÝò ìðïñåß íá áëëÜîïõí óåéñÜ (order) êáôÜ ôç
äéÜñêåéá ôïõ bootstrap ìå áðïôÝëåóìá ïé óõíôåëåóôÝò íá åìöáíßæïõí äßêïñöåò
êáôáíïìÝò. ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá äåí áíôéìåôùðßóôçêáí óå áõôÞ ôçí åéóáãùãéêÞ
ðåñéãñáöÞ

Ðáñáôçñåßóôå ôç ìåãÜëç áñéóôåñÞ ïõñÜ ôùí ðåñéóóïôÝñùí óõíôåëåóôþí. Ï
óõíôåëåóôÞò ôïõ ýøïõò, ôïõ áêïíôéóìïý êáé ôùí 800 ìÝôñùí åßíáé óõóôçìáôéêÜ
ìéêñüôåñïò áðü ôá Üëëá áãùíßóìáôá êÜôé ðïõ ìÜëëïí äåß÷íåé ðùò áõôÜ ôá áãùíßóìáôá
Ý÷ïõí ìéêñüôåñï âÜñïò.
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ÃñÜöçìá 5.12: Éóôüãñáììá ãéá ôï óõíôåëåóôÞ ôùí 100 ìÝôñùí óôçí ðñþôç
óõíéóôþóá. Äåí Ý÷åé ôåèåß ðåñéïñéóìüò ó÷åôéêÜ ìå ôï ðñüóçìï.
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ÅíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé êáé ï ðßíáêáò 5.11 ìå ôéò ìÝóåò ôéìÝò êáé ôéò ôõðéêÝò
áðïêëßóåéò ôùí óõíôåëåóôþí êáèþò êáé 95% äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ôïí
êáèÝíá.

Á/Á ÔéìÞ óõíôåëåóôÞ ÌÝóç ôéìÞ ÔõðéêÞ áðüêëéóç 95% Ä.å (percentile ìÝèïäïò)
1 0.466 0.448 0.067 (0.267,0.561)
2 0.246 0.238 0.150 (-0.137,0.478)
3 0.420 0.404 0.079 (0.230,0.509)
4 0.433 0.415 0.081 (0.228,0.527)
5 0.463 0.437 0.092 (0.206,0.546)
6 0.323 0.300 0.131 (-0.084,0.471)
7 0.202 0.200 0.143 (-0.133,0.464)

Ðßíáêáò 5.11: Ïé ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí êáé åêôéìÞóåéò ôùí ôõðéêþí ôïõò
óöáëìÜôùí ìå ôç ìÝèïäï Bootstrap âáóéóìÝíåò óå 1000 åðáíáëÞøåéò. Ìðïñåßôå
åðßóçò íá äåßôå êáé Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò

Ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò ôï 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ôïõ óõíôåëåóôÞ
ãéá ôï ýøïõò, ôïí áêïíôéóìü êáé ôá 800 ìÝôñá ðåñéÝ÷åé ôçí ôéìÞ 0 êáé åðïìÝíùò
áõôïß ïé óõíôåëåóôÝò äåí äéáöÝñïõí óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ áðü ôï 0, äçëáäÞ ïé
ìåôáâëçôÝò äåí åßíáé óõó÷åôéóìÝíåò ìå ôç óõíéóôþóá.

’Åíá Üëëï åíäéáöÝñïí èÝìá åßíáé êáôÜ ðüóï ïé óõíôåëåóôÝò åßíáé üëïé ßäéïé. Áí
óêåöôïýìå ðùò ôï Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí åßíáé 1 ôüôå êÜèå óõíôåëåóôÞò èá Ýðñåðå
íá åßíáé 0.377. ÅðïìÝíùò èÝëù íá åëÝãîù áí ôï äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí åßíáé ôï
(0.377, 0.377, 0.377, 0.377, 0.377, 0.377, 0.377). Óôçí ðïëõìåôáâëçôÞ óôáôéóôéêÞ Ýíáò
ãíùóôüò Ýëåã÷ïò ðïõ ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé åßíáé ï Ýëåã÷ïò ôïõ Hotelling
ãéá íá åëÝãîåé ôç ìçäåíéêÞ õðüèåóç üôé ï ìÝóïò åßíáé ßóïò ìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï
äéÜíõóìá. µ0. Éóïäýíáìá èá ìðïñïýóå êáíåßò íá êáôáóêåõÜóåé äéáóôÞìáôá åìðé-
óôïóýíçò ãéá ôï äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí, áõôü èá åßíáé Ýíá áðü êïéíïý äéÜóôçìá
åìðéóôïóýíçò ðïõ èá ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ ôéò óõó÷åôßóåéò áíÜìåóá óôïõò óõíôå-
ëåóôÝò. ÄçëáäÞ áí äåé ôá áðëÜ äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá êÜèå óõíôåëåóôÞ
îå÷ùñéóôÜ ðáñáôçñåß ðùò ç ôéìÞ 0.377 áíÞêåé ìÝóá óå üëá ôá äéáóôÞìáôá ãéá
ôïõò óõíôåëåóôÝò. ÁõôÜ üìùò ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò äåí ëáìâÜíïõí õðüøç
ôïõò ôéò óõó÷åôßóåéò áíÜìåóá óôïõò óõíôåëåóôÝò ïé ïðïßåò ëüãù ôïõ ðåñéïñéóìïý
(ôï Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôùí óõíôåëåóôþí áèñïßæåé áíáãêáóôéêÜ óôç ìïíÜäá) èá
ðñÝðåé íá åßíáé ìåãÜëåò.

ÊÜôù áðü ôçí õðüèåóç ôçò ðïëõìåôáâëçôÞò êáíïíéêüôçôáò ãéá ôï äéÜíõóìá
ôùí óõíôåëåóôþí èá ìðïñïýóå êáíåßò íá êáôáóêåõÜóåé Ýíá áðü êïéíïý 95% äéÜ-
óôçìá åìðéóôïóýíçò ôï ïðïßï èá ðåñéåß÷å ôï 95% ôùí ðáñáôçñÞóåùí. Óõãêåêñé-
ìÝíá áí ìå X̄ óõìâïëßóïõìå ôï äéÜíõóìá ìå ôéò ìÝóåò ôéìÝò áðü ôï äåßãìá êáé ìå
S ôï äåéãìáôéêü ðßíáêá äéáêýìáíóçò óõíäéáêýìáíóçò, ôüôå ôï åëëåéøïåéäÝò ðïõ
ðåñéêëåßåôáé ìÝóá óôá óçìåßá ðïõ éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç

(xi − x̄)′S−1(xi − x̄) ≤ C
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ÃñÜöçìá 5.13: ÉóôïãñÜììáôá êáé äéÜãñáììá Boxplot ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò
ðñþôçò óõíéóôþóáò.

åßíáé Ýíá äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò. Ç ôéìÞ Cåßíáé ìéá êáôÜëëçëá åðéëåãìÝíç êñéôéêÞ
ôéìÞ áðü ìéá F êáôáíïìÞ (ãéá ôçí áêñßâåéá åßíáé óõíÜñôçóç ìéáò F êñéôéêÞò
ôéìÞò). Óôçí ðåñßðôùóç ìáò, üðïõ äåí ìðïñïýìå êáé äåí èÝëïõìå íá õðïèÝóïõìå
êáíïíéêüôçôá ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò, èá ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå áðü ôéò boot-
strap ôéìÝò ôçí êáôáíïìÞ ôçò óõíÜñôçóçò Di = (ai− ā)′S−1(ai− ā) , üðïõ ai åßíáé
ôï äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí áðü ôï i bootstrap äåßãìá, ā åßíáé ôï äéÜíõóìá ôùí
ìÝóùí áðü ôéò 1000 åðáíáëÞøåéò, äçëáäÞ ā= (0.448, 0.238, 0.404, 0.415, 0.437, 0.300,
0.200) êáé S åßíáé ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò - óõíäéáêýìáíóçò ôùí óõíôåëåóôþí, ôïí
ïðïßï Ý÷ïõìå åêôéìÞóåéò áðü ôéò 1000 bootstrap ôéìÝò ðïõ ðÞñáìå. Èá ðñÝðåé íá
óçìåéùèåß ðùò õðÜñ÷ïõí óçìáíôéêÝò óõó÷åôßóåéò áíÜìåóá óôïõò óõíôåëåóôÝò. O
ðßíáêáò óõó÷åôßóåùí , üðùò åêôéìÞèçêå ìå ôç ìÝèïäï Bootstrap åßíáé ï

R =




1.00000
−0.59102 1
−0.02199 0.20992 1

0.29812 −0.08829 −0.20557 1
0.36047 −0.17295 −0.09661 0.12633 1
0.40529 −0.35193 0.26834 −0.39413 0.15731 1

−0.54235 0.64511 0.18617 0.15738 −0.34500 −0.43607 1




êáé ìðïñåß êáíåßò íá äåé êáèáñÜ üôé êÜðïéåò óõó÷åôßóåéò åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëåò.
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ÃñÜöçìá 5.14: Éóôüãñáììá óõ÷íïôÞôùí ãéá ôç óõíÜñôçóç D êáé ôï ëïãÜñéèìï ôçò.

Óôï ãñÜöçìá 5.14 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôçí êáôáíïìÞ ôçò óõíÜñôçóçò D. ÅðåßäÞ
ç êáôáíïìÞ Ý÷åé ðïëý ìåãÜëç ïõñÜ óôï ßäéï ãñÜöçìá ìðïñåß êáíåßò íá äåé êáé ôï
éóôüãñáìá ôçò log D. Ðáñáôçñåßóôå ðùò õðÜñ÷åé ìéá ðïëý ìåãÜëç ôéìÞ êïíôÜ óôï
150, äçëáäÞ ãéá Ýíá bootstrap äåßãìá ïé åêôéìçèÝíôåò óõíôåëåóôÝò áðåß÷áí ðÜñá
ðïëý áðü üôé óõíÝâçêå óôá õðüëïéðá bootstrap äåßãìáôá. Ç ìÝóç ôéìÞ åßíáé 8.34
áëëÜ ëüãù ôçò ýðáñîçò ðïëëþí áêñáßùí ôéìþí äåí åßíáé áîéüðéóôï ìÝôñï èÝóçò.
Ç äéÜìåóïò åßíáé 4.98 êáé ï 5% ðåñéêïììÝíïò ìÝóïò 6.20. Ç ôõðéêÞ áðüêëéóç
ôçò åßíáé 13.67. Ç êáôáíïìÞ åßíáé éäéáßôåñá áóýììåôñç êáé Ý÷åé ìåãÜëç äåîéÜ
ïõñÜ. Áí êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ìå ôç ìÝèïäï ôùí
ðïóïóôéáßùí óçìåßùí, áõôü åßíáé ôï (0.816, 35.157). BÝâáéá èá ÷ñåéáæüíôïõóáí
ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò ãéá íá åßíáé ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ðéï áîéüðéóôï,
èõìçèåßôå ôçí ýðáñîç êÜðïéùí ðïëý áêñáßùí ôéìþí. Ðáñüëá áõôÜ ôï äéÜíõ-
óìá (0.377, 0.377, 0.377, 0.377, 0.377, 0.377, 0.377) ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé Ý÷åé ôéìÞ
D = 5.142 ç ïðïßá óå êáìéÜ ðåñßðôùóç äåí åßíáé áêñáßá. ÌÜëéóôá áðü ôéò 1000
ôéìÝò ðïõ Ý÷ïõìå ç ôéìÞ áõôÞ åßíáé ìåãáëýôåñç ìüëéò áðü ôéò 489 êáé åðïìÝíùò
äåí ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå ðùò ôï äéÜíõóìá áõôü Ý÷åé ðïëý ìéêñÞ ðéèáíüôçôá
íá ðáñáôçñçèåß. ÄçëáäÞ ç õðüèåóç ðùò ç ðñþôç óõíéóôþóá åßíáé Ýíáò óôáèìéêüò
ìÝóïò ôùí áãùíéóìÜôùí äåß÷íåé íá åõóôáèåß.

5.11 ÅöáñìïãÞ ôïõ bootstrap óôçí åêôßìçóç ìå kernels
’Ïðùò åßäáìå óôï êåöÜëáéï 1, ðáñÜãñáöïò 1.7.7. ç ìÝèïäïò Bootstrap åßíáé
ìéá åý÷ñçóôç ìÝèïäïò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò óå äéÜöïñåò
åöáñìïãÝò. Åêåß åßäáìå, ÷ùñßò ëåðôïìÝñåéåò êáé ðùò ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜ-
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óïõìå ìéá æþíç åìðéóôïóýíçò ãýñù áðü ôçí åêôéìÞôñéá f̂(x). Áò äïýìå ôþñá
ðéï áíáëõôéêÜ ôçí ðñïóÝããéóç óå ðñáêôéêü åðßðåäï. Áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå
Ýíá äåßãìá áðü n ðáñáôçñÞóåéò. ÄéáëÝãïõìå bootstrap äåßãìáôá áðü áõôÝò ìå
åðáíÜèåóç êáé åêôéìïýìå ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò. Ðáñáôçñåßóôå
ðùò ãéá íá ðåôý÷ïõìå ôçí åêôßìçóç óå óõãêåêñéìÝíá óçìåßá ãéá üëåò ôá bootstrap
äåßãìáôá èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå åðéëÝîåé åê ôùí ðñïôÝñùí ôá óçìåßá óôá ïðïßá åí-
äéáöåñüìáóôå íá åêôéìÞóïõìå. Ôï ðáñÜèõñï ôï åêôéìïýìå áðü êÜèå äåßãìá ìå ôïí
ßäéï ôñüðï êáèþò åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ äåßãìáôïò.

Óôï ãñÜöçìá 5.15 ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí åêôßìçóç ãéá 130 ðñïóïìïéùìÝíåò
ðáñáôçñÞóåéò
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ÃñÜöçìá 5.15: Åêôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

’Å÷ïíôáò åðáíáëÜâåé ôç äéáäéêáóßá 100 öïñÝò âñßóêïõìå ãéá êÜèå óçìåßï üðïõ
Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôï 95% äéÜóôçìá åìðé-
óôïóýíçò âáóéóìÝíï óôá ðïóïóôéáßá óçìåßá. Ôï äéÜóôçìá åßíáé Ýíá 95% Ä.Å.
ãéá êÜèå óçìåßï êáé óõíåðþò ü÷é ãéá ïëüêëçñç ôçí êáìðýëç. Áí êáé õðÜñ÷ïõí
ìåèïäïëïãßåò ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá 95% Ä.Å. ãéá ïëüêëçñç ôçí êáìðýëç
êÜôé ôÝôïéï åßíáé äýóêïëï ôüóï íá õðïëïãéóôåß üóï êáé íá åñìçíåõèåß. Óôï ãñÜ-
öçìá 5.16 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôéò 100 åêôéìÞóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá 100 boot-
strap äåßãìáôá. Ðáñáôçñåßóôå ðüóï ìåãáëýôåñç ìåôáâëçôüôçôá Ý÷ïõìå êïíôÜ óôéò
êïñõöÝò, üðùò åðßóçò êáé ðüóï äéáöïñåôéêÞ åßíáé ç ìåôáâëçôüôçôá óå äéÜöïñá
óçìåßá.
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ÃñÜöçìá 5.16: Ïé åêôéìÞóåéò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ãéá ôá 100
bootstrap äåßãìáôá

ÔÝëïò óôï ãñÜöçìá 5.17 Ý÷ïõìå åíþóåé ôá óçìåßá ðïõ ïñßæïõí ôï ðÜíù êáé
êÜôù üñéï ôùí Ä.Å. ãéá êÜèå óçìåßï, þóôå íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá æþíç êáé áðü
ôéò äýï ìåñéÝò ôçò áñ÷éêÞò ìáò åêôéìÞôñéáò áðü ôá äåäïìÝíá.

Ìå ôïí ßäéï ôñüðï ìðïñïýìå íá ìåëåôÞóïõìå ôç ìåôáâëçôüôçôá äéáöüñùí ìïíôÝëùí
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí ðñïóáñìïãÞ ìéáò êáìðýëçò. ÔÝôïéá ðáñáäåßãìáôá åßíáé ç
ìç ðáñáìåôñéêÞ ðáëéíäñüìçóç ðïõ åßäáìå óôï êåöÜëáéï 1, ìç ãñáììéêÜ ìïíôÝëá
êáé Üëëá. Áêüìá êáé óå Ýíá ãñáììéêü ìïíôÝëï ìðïñåß êÜðïéïò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé
ôçí ôå÷íéêÞ áõôÞ áëëÜ åêåß åßíáé ðïëý ðéï åýêïëï íá ìåëåôÞóåé ôç ìåôáâëçôüôçôá
ôçò ãñáììÞò ìå âÜóç ôç ìåôáâëçôüôçôá ôùí ðáñáìÝôñùí ðïõ ïñßæïõí ôç ãñáììÞ.

5.12 ×ñïíïëïãéêÝò ÓåéñÝò
’Åóôù ôï áõôïðáëßíäñïìï (autoregressive) ìïíôÝëï p âáèìïý AR(p),

yt = β1yt−1 + β2yt−2 + ... + βpyt−p + εt, t = 1, ..., T

ÓõíÞèùò õðïèÝôïõìå êáíïíéêüôçôá ãéá ôá êáôÜëïéðá êáé ðñï÷ùñÜìå óå åêôßìçóç
êáé óõìðåñáóìáôïëïãßá âáóéóìÝíá óôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò. ’Ïðùò åßäáìå
êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå ôçí
õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò bootstrap.

Êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá êáôÜëïéðá ãéá íá äçìéïõñ-
ãÞóïõìå ôá bootstrap äåßãìáôá.
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ÃñÜöçìá 5.17: Ç åêôéìÞôñéá ìáò êáé ìéá æþíç åìðéóôïóýíçò ãýñù áðü áõôÞí, ðïõ
êáôáóêåõÜóáìå åíþíïíôáò ôá ðÜíù êáé êÜôù üñéá ôùí äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò
ãéá ôá óçìåßá ðïõ õðïëïãßóáìå ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò.

ÁëãïñéèìéêÜ ï ôñüðïò ðïõ èá äïõëÝøïõìå åßíáé ï åîÞò

• BÞìá 1: ÐñïóÜñìïóå ôï ìïíôÝëï AR(p) óôá äåäïìÝíá. Bñåò ôéò åêôéìÞóåéò
(β̂1, β̂2, ..., β̂p)

• BÞìá 2: Bñåò ôá êáôÜëïéðá ôïõ åêôéìçèÝíôïò ìïíôÝëïõ. ’Åóôù üôé áõôÜ åßíáé
(ε̂1, ε̂2, ..., ε̂t).

• BÞìá 3: Îåêßíçóå ôï bootstrap: ÐÜñå äåßãìá áðü ôá åêôéìçèÝíôá êáôÜëïéðá
ìå åðáíÜèåóç. ’Åóôù üôé ôï bootstrap äåßãìá åßíáé ôï (ε̂∗

1
, ε̂∗

2
, ..., ε̂∗

t
).

Êáôáóêåýáóå ôçí óåéñÜ ùò åîÞò:

1. ÈÝóå y∗i = yi, i = 1, ..., p

2. ÈÝóå y∗t = β̂1y
∗
t−1 + β̂2y

∗
t−2 + ... + β̂py

∗
t−p + ε∗t , ãéá t = p + 1, ..., T

3. ÐñïóÜñìïóå ôï ìïíôÝëï AR(p) óôç íÝá óåéñÜ y∗t , t = 1, ..., T êáé
åêôßìçóå ôéò ðáñáìÝôñïõò

4. ÅðáíÝëáâå ôç äéáäéêáóßá B öïñÝò.

• BÞìá 4: ×ñçóéìïðïßçóå ôéò B ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí áðü ôá Bootstrap
äåßãìáôá ãéá óõìðåñáóìáôïëïãßá (ð÷ åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí, äéáóôÞìáôá åìðé-
óôïóýíçò êëð)
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’Ïðùò ìðïñåß êáíåßò åýêïëá íá äåé, ç õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò äåí ÷ñåéÜæåôáé
ðïõèåíÜ. Áí ãéá êÜðïéïõò ëüãïõò, ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå ìéá ðáñáìåôñéêÞ õðüèåóç,
ôüôå áõôü ðïõ áëëÜæåé åßíáé ðùò óôï âÞìá 3.1 áíôß íá ãåííÞóïõìå ôá êáôÜëïéðá áðü
ôçí åìðåéñéêÞ ôïõò êáôáíïìÞ ôá ðñïóïìïéþíïõìå áðü ôçí ðáñáìåôñéêÞ õðüèåóç
ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé. Ð÷ áí Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ôá êáôÜëïéðá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìéá
êáôáíïìÞ t ôüôå áðëÜ óôï âÞìá 3.1 ðñïóïìïéþíïõìå áðü áõôÞ ôçí êáôáíïìÞ.

ÐáñÜäåéãìá 5.5
Óôï ãñÜöçìá 5.18 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ìéá ÷ñïíïëïãéêÞ óåéñÜ ðïõ áöïñÜ

ôçí åôÞóéá ìÝãéóôç ñïÞ óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï óçìåßï ôïõ ðïôáìïý Missouri ãéá ôá
Ýôç 1898-1997. Ïé ðáñáôçñÞóåéò áöïñïýí êõâéêÜ ìÝôñá áíÜ äåõôåñüëåðôï. Óôá
äåäïìÝíá áõôÜ ðñïóáñìüóáìå Ýíá AR(2) ìïíôÝëï.
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ÃñÜöçìá 5.18: ÅôÞóéåò ìÝãéóôåò ñïÝò óå Ýíá óçìåßï ôïõ ðïôáìïý Missouri ãéá ôá
Ýôç 1898-1997.

Áðïöåýãïíôáò êÜðïéá ðáñáìåôñéêÞ õðüèåóç, ðñï÷ùñÞóáìå óå åêôßìçóç ôïõ
ìïíôÝëï. Ïé åêôéìÞôñéåò õðÜñ÷ïõí óôçí ôåëåõôáßá óôÞëç ôïõ ðßíáêá 5.12. Óôç óõíÝ-
÷åéá åöáñìüóáìå bootstrap ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá ôùí åêôéìçôñéþí.
Ôá áðïôåëÝóìáôá öáßíïíôáé óôïí ðßíáêá 5.12.

Óôï ãñÜöçìá 5.19 ìðïñåß êáíåßò íá äåé éóôïãñÜììáôá ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò
β̂1 êáé β̂2. Ðáñáôçñåßóôå ìéá Ýíôïíç áóõììåôñßá êáé óôéò äýï åêôéìÞôñéåò. Áðü
ôïí ðßíáêá 5.12 ìðïñåß åðßóçò êÜðïéïò íá äåé ôç ìåñïëçøßá ôùí åêôéìçôñéþí.
Êïéôþíôáò ôï ãñÜöçìá 5.20 ðïõ ðáñïõóéÜæåé Ýíá éóôüãñáììá ôùí êáôáëïßðùí
äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ç êáôáíïìÞ ôïõ åßíáé åíôüíùò áóýììåôñç. Áõôü áðïôåëåß
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Bootstrap 95% ä.å.
ÐáñÜìåôñïò ÌÝóç ôéìÞ ÔõðéêÜ óöÜëìáôá (ðïóïóôéáßá óçìåßá) θ̂

β1 0.155 0.0964 (-0.032, 0.333) 0.112
β2 0.042 0.0923 (-0.118, 0.226) 0.063
σ2 1.669 0.415 (1.087, 2.533) 1.579

Ðßíáêáò 5.12: ÅêôéìÞóåéò ìå bootstrap (B = 1000). Ç åêôéìçèåßóá óõó÷Ýôéóç
áíÜìåóá óôá β̂1 êáé β̂2 åßíáé -0.16

ìéá Ýíäåéîç ðùò áí åß÷áìå õðïèÝóåé êáíïíéêüôçôá ôùí êáôáëïßðùí ôüôå ç õðüèåóç
áõôÞ äåí èá Þôáí óùóôÞ. Ç áóõììåôñßá ìðïñåß íá åîçãçèåß íá óêåöôïýìå ðùò ôá
äåäïìÝíá áöïñïýí ìÝãéóôåò ðáñáôçñÞóåéò.

ÔÝëïò óôï ãñÜöçìá 5.21 ìðïñåß êáíåßò íá äåé êÜðïéåò áðü ôéò bootstrap ÷ñïíï-
ëïãéêÝò óåéñÝò ðïõ êáôáóêåõÜóáìå ìå ôïí áëãüñéèìïò ðïõ åßäáìå. Áí ôéò óõãêñßíåé
ìå ôá ðñáãìáôéêÜ äåäïìÝíá ðáñáôçñåß ðùò ãåíéêÜ ïé ìÝãéóôåò ôéìÝò äåí åìöáíßæï-
íôáé áðáñáßôçôá óôá ßäéá óçìåßá. Åðßóçò áðü ôïí ðßíáêá 5.12 ìðïñåß êÜðïéïò íá
äåé üôé êáé ïé äýï ðáñÜìåôñïé äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêïß, êÜôé ðïõ õðïäçëþíåé
üôé ôï ìïíôÝëï äåí åßíáé éêáíïðïéçôéêü.
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ÃñÜöçìá 5.19: Éóôüãñáììá ôùí Bootstrap ôéìþí ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò β̂1 êáé β̂2
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ÃñÜöçìá 5.20: Éóôüãñáììá êáôáëïßðùí (áñéóôåñÜ) êáé äéÜãñáììá óçìåßùí ãéá ôéò
Bootstrap ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí β̂1 êáé β̂2 .
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ÃñÜöçìá 5.21: ÄéÜöïñåò óåéñÝò ðïõ äçìéïõñãÞèçêáí ìå Bootstrap
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5.13 Ìéá Üëëç ìáôéÜ óôï Bootstrap
Áò õðïèÝóïõìå ðùò ãíùñßæïõìå ôçí Üãíùóôç êáôáíïìÞ F ôïõ ðëçèõóìïý êáé ðùò
óêïðüò ìáò åßíáé íá õðïëïãßóïõìå ìéá ðïóüôçôá ôïõ ðëçèõóìïý ç ïðïßá ìðïñåß
íá åêöñáóôåß ùò áíáìåíüìåíç ôéìÞ, ôüôå

µ(F ) =
∫

φ(y)dF (y)

×ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü µ(F ) ãéá íá äçëþóïõìå ðùò åîáñôÜôáé áðü ôçí
êáôáíïìÞ F ôïõ ðëçèõóìïý. Åðßóçò ðñÝðåé íá áíáöåñèåß ðùò áí êáé åêöñÜæïõìå
ôçí µ(F ) ùò ïëïêëÞñùìá ôá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí êáé ãéá Üëëçò ìïñöÞò ðïóüôçôåò.

Åßíáé ãíùóôü áðü ôç èåùñßá ðùò ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôçí ðáñáðÜíù ðïóüôçôá
áñêåß íá Ý÷ïõìå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá (y1, y2, ..., yM ) áðü ôçí êáôáíïìÞ F ôüôå ìðï-
ñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôçí µ(F ) ìå ôçí

µ̂(F ) =
1
M

M∑

i=1

φ(yi)

ÁõôÞ ôçí éäÝá ÷ñçóéìïðïéïýìå óõíÝ÷åéá üôáí Ý÷ïõìå Ýíá äåßãìá óôá ÷Ýñéá
ìáò êáé èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå êÜðïéá ðïóüôçôá ôïõ ðëçèõóìïý. Åðåêôåßíïíôáò
ôçí éäÝá, ìç Ý÷ïíôáò äåßãìá, áí åßìáóôå óå èÝóç íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí F
ôüôå ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ðïóüôçôá áðü ôï äåßãìá ãéá
íá åêôéìÞóïõìå ôçí Üãíùóôç ôéìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. Ç áñ÷Þ áõôÞ, ðïõ óå êÜðïéá
âéâëßá áíáöÝñåôáé ùò plug-in principle, ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ïðïéåóäÞ-
ðïôå óõíáñôÞóåéò, ü÷é ìüíï ãéá ïëïêëçñþìáôá. (Óôçí ïõóßá ðñïóåããßæïõìå ôï
ïëïêëÞñùìá ìå Ýíá Üèñïéóìá óôïí ðéï ðÜíù ôýðï). ’Åíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá
åßíáé ç äåéãìáôéêÞ äéÜìåóïò ðïõ åêôéìÜ ôç äéÜìåóï ôïõ ðëçèõóìïý. ÅðïìÝíùò
áí ãíùñßæïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý áñêåß íá ðÜñïõìå Ýíá äåßãìá áðü
áõôÞí (ð÷ ìå ðñïóïìïßùóç) ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôçí ðïóüôçôá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé.

Ôé ãßíåôáé üìùò áí äåí ãíùñßæïõìå ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý;
Ç éäÝá åßíáé íá åêôéìÞóïõìå ôçí Üãíùóôç êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý êáé íá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÞ ôçí åêôéìÞôñéá F̂ ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôá äåßãìáôá ìáò.
ÅðïìÝíùò ÷ñåéáæüìáóôå ìéá åêôéìÞôñéá ðïõ íá Ý÷åé êáëÝò éäéüôçôåò. Ìéá ôÝôïéá
åêôéìÞôñéá, ðïõ åßíáé óõíåðÞò, äçëáäÞ áóõìðôùôéêÜ, üôáí ôï n → ∞, åßíáé ç
åìðåéñéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò, ðïõ ïñßæåôáé ùò

F̂n(x) =

n∑
i=1

I(xi ≤ x)

n

üðïõ I(·) åßíáé ç äåßêôñéá óõíÜñôçóç. Áðïäåéêíýåôáé üôé ç F̂n → F üôáí n →∞
êáé åðïìÝíùò ç F̂n åßíáé ìéá êáëÞ åêôéìÞôñéá ôçò Üãíùóôçò êáôáíïìÞò.

’Åíá ðáñÜäåéãìá åìðåéñéêÞò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò ìðïñåßôå íá äåßôå óôï ãñÜ-
öçìá 5.22.
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Empirical Distribution Function
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ÃñÜöçìá 5.22: ÐáñÜäåéãìá åìðåéñéêÞò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò (âáóéóìÝíç óå
ðñïóïìïéùìÝíï äåßãìá ìåãÝèïõò 100).

Ç åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ãéá Üëëåò óôáôéóôéêÝò åöáñìïãÝò
üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá óôïí Ýëåã÷ï Kolmogorov-Smirnov Þ óôçí êáôáóêåõÞ p-p
ãñáöçìÜôùí.

Óõíåðþò ç âáóéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ bootstrap åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí
F̂n óôç èÝóç ôçò F êáé óõíåðþò ç bootstrap åêôéìÞôñéá èá åßíáé ç

µ(F̂ ) =
∫

φ(y)dF̂n

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ç åêôéìÞôñéá áõôÞ ìðïñåß íá âñåèåß óå êëåéóôÞ ìïñöÞ,
äçëáäÞ ãéá ðïëëÝò åêôéìÞôñéåò ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìå bootstrap ôçí åêôéìÞôñéá óå
êëåéóôÞ ìïñöÞ. ’Åíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá åßíáé ç ìÝóç ôéìÞ. Ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß
ðùò ï äåéãìáôéêüò ìÝóïò åßíáé ç bootstrap åêôéìÞôñéá ôçò áíáìåíüìåíçò ôéìÞò ôïõ
ðëçèõóìïý.

Óå áñêåôÝò üìùò ðåñéðôþóåéò ðïõ êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé åöéêôü Þ, áêüìá êáé
áí ç bootstrap åêôéìÞôñéá ìðïñåß íá âñåèåß óå êëåéóôÞ ìïñöÞ äåí éó÷ýåé ôï ßäéï
ãéá ôï ôõðéêü ôçò óöÜëìá ôï ïðïßï ìáò åíäéáöÝñåé ðåñéóóüôåñï áðü ôçí ßäéá ôçí
åêôéìÞôñéá óôéò åöáñìïãÝò.

Óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ äåí åßíáé åöéêôü íá âñïýìå ôçí Bootstrap åêôéìÞôñéá óå
êëåéóôÞ ìïñöÞ ôüôå ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åêôéìÞôñéá ôçò âáóéóìÝíç óå ðñïóïìïßùóç,
äçëáäÞ ðáßñíïõìå äåßãìá áðü ôçí F̂n êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí

µ̂(F̂n) =
1
M

M∑

i=1

φ(y∗
i
),
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üðïõ (y∗
1
, y∗

2
, ..., y∗

M
) åßíáé Ýíá äåßãìá áðü ôçí F̂n. Óõíåðþò ôï ðñüâëçìá Ý÷åé

ìåôáöåñèåß óôï íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí F̂n, êÜôé ôï ïðïßï åßíáé ðïëý åýêïëï
üðùò åßäáìå óôçí åéóáãùãÞ.

Áí óõìâïëßóïõìå ìå θ̂ ôçí åêôéìÞôñéá áðü ôï äåßãìá ôçò ðáñáìÝôñïõ θ êáé ìå
θ̂B ôçí bootstrap åêôéìÞôñéá, ôüôå áí F̂n → F ôüôå êáé θ̂B → θ̂. Ôï ðéï óçìáíôéêü
üìùò áðïôÝëåóìá åßíáé ðùò ç åêôßìçóç ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò ôçò θ̂B åßíáé ìéá
êáëÞ åêôßìçóç êáé ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò ôçò θ̂ êáé êáèþò åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï
íá âñïýìå ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ôçò θ̂B áöïý ðïëý åýêïëá ðáßñíïõìå Ýíá ôõ÷áßï
äåßãìá áðü áõôÞ (ôï ìüíï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé åßíáé íá ðñïóïìïéþóïõìå áðü ôçí F̂n,
êÜôé ðïõ üðùò åßðáìå åßíáé áðëü) óõíåðþò êáôáëÞãïõìå íá Ý÷ïõìå ìéá åêôßìçóç
êáé ãéá ôç ìåôáâëçôüôçôá ôçò θ̂. Åðßóçò ïé êáôáíïìÝò ôùí θ̂ êáé θ̂B ìïéÜæïõí ðïëý
êáèþò ç åìðåéñéêÞ êáôáíïìÞ åßíáé ìéá êáëÞ åêôßìçóç ôçò Üãíùóôçò êáôáíïìÞò ôïõ
ðëçèõóìïý êáé óõíåðþò ôï ôõ÷áßï äåßãìá áðü ôçí êáôáíïìÞ ôçò θ̂B åßíáé ìéá êáëÞ
ðñïóÝããéóç åíüò ôõ÷áßïõ äåßãìáôïò áðü ôçí θ̂.

Ïëïêëçñþíïíôáò áõôÞ ôçí åíüôçôá, êáôáëÞãïõìå ðùò îåêéíÜìå áðü ôçí åìðåéñéêÞ
êáôáíïìÞ ðïõ åßíáé ìéá êáëÞ åêôéìÞôñéá ôçò Üãíùóôçò êáôáíïìÞò, êáé âñßóêïíôáò
åêôéìÞôñéåò âáóéóìÝíåò óå áõôÞ ïõóéáóôéêÜ ìåôáöÝñïõìå ôéò êáëÝò éäéüôçôåò.

5.14 Bootstrap ãéá åîáñôçìÝíá äåäïìÝíá
’Ïðùò åßðáìå ç âáóéêÞ áñ÷Þ ðÜíù óôçí ïðïßá óôçñßæåôáé ôï bootstrap åßíáé üôé
ðáßñíïõìå áíåîÜñôçôá äåßãìáôá. Åðßóçò, óôçñéæüìáóôå óôï ãåãïíüò üôé ç åìðåéñéêÞ
êáôáíïìÞ åßíáé ìéá êáëÞ åêôßìçóç ôçò Üãíùóôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðëçèõóìïý. Êáé ôá
äýï äåí éó÷ýïõí óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå äåäïìÝíá ðïõ äåí åßíáé áíåîÜñôçôá
(ð÷ ÷ñïíïëïãéêÝò óåéñÝò). ÐñïêåéìÝíïõ íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ëïéðüí bootstrap èá
ðñÝðåé íá êáôáöýãïõìå óå äéáöïñåôéêÝò ðñïóåããßóåéò.

Ôï ìåãáëýôåñï ðñüâëçìá åßíáé ðùò ìðïñåß íá Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò
åîÜñôçóçò, ïðüôå äåí õðÜñ÷åé ãåíéêÜ ìéá ìÝèïäïò ðïõ íá äïõëåýåé óå êÜèå ðåñß-
ðôùóç. Èá äïýìå óýíôïìá êÜðïéåò áðü ôéò ìåèüäïõò áõôÝò

5.14.1 Block Bootstrap

Ç éäÝá åßíáé ðùò ðñïêåéìÝíïõ íá äéáôçñÞóïõìå óôá äåäïìÝíá ìáò êÜðïéá áðü
ôçí åîÜñôçóç ðïõ Ý÷ïõí, áíôß íá êÜíïõìå äåéãìáôïëçøßá áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò,
êÜíïõìå äåéãìáôïëçøßá áðü blocks ðáñáôçñÞóåùí. Ôá blocks áí åßíáé êáëÜ äéá-
ëåãìÝíá äéáôçñïýí áñêåôÞ áðü ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé êáé óõíåðþò
ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå áñêåôÞ áðü ôçí ðëçñïöïñßá óôá äåßãìáôá ìáò. Ç éäÝá åßíáé
ëïéðüí ðùò áðü ôï óýíïëï ôùí n ðáñáôçñÞóåùí êáôáóêåõÜæïõìå b blocks áðü `
äéáäï÷éêÝò ðáñáôçñÞóåéò óôï êáèÝíá. Óå ðåñßðôùóç ðïõ äåí éó÷ýåé üôé b` = n, ôüôå
êÜðïéï block ìðïñåß íá Ý÷åé ëéãüôåñåò ðáñáôçñÞóåéò. Ç éäÝá åßíáé ëïéðüí áíôß íá
êÜíïõìå äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò, êÜíïõìå äåéãìáôï-
ëçøßá ìå åðáíÜèåóç áðü ôá blocks. ÅðåéäÞ ìÝóá óå êÜèå block Ý÷ïõìå äéáäï÷éêÝò
ðáñáôçñÞóåéò, ïõóéáóôéêÜ êñáôÜìå ôçí ðëçñïöïñßá ãéá åîÜñôçóç ìÝ÷ñé ôÜîåùò
`. Óôá óçìåßá ðïõ åíþíïíôáé ôá blocks ÷Üíïõìå êÜèå ðëçñïöïñßá. Óõíåðþò ìå
áõôüí ôïí ôñüðï ìðïñïýìå íá áíáðáñÜãïõìå ìÝñïò ôçò ðëçñïöïñßáò áëëÜ óßãïõñá
ðñïóèÝôïõìå èüñõâï óôá äåäïìÝíá êáé ç áíáðáñÜóôáóç ôçò åîÜñôçóçò äåí åßíáé
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ðëÞñçò. Ðáñüëá áõôÜ Ý÷åé ìåëåôçèåß áñêåôÜ ôï ðüóï ðéóôÜ ìéá ôÝôïéá ðñïóÝããéóç
ìðïñåß íá áíáðáñáóôÞóåé ôçí åîÜñôçóç êáé ôá áðïôåëÝóìáôá åßíáé åíèáññõíôéêÜ.

ÐáñÜäåéãìá:Áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå ðùò Ý÷ïõìå 12 ðáñáôçñÞóåéò (x1, ..., x12).
Ôüôå äçìéïõñãïýìå 4 blocks áðü 3 ðáñáôçñÞóåéò, äçëáäÞ ïñßæïõìå y1 = (x1, x2, x3),
y2 = (x4, x5, x6), y3 = (x7, x8, x9) êáé y4 = (x10, x11, x12). Óôç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå
äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç áðü ôá yi, i = 1, 2, 3, 4. ÄåäïìÝíïõ ðùò ôï ìÞêïò
ôùí blocks åßíáé 3, äåí åßìáóôå óå èÝóç íá áíáðáñáóôÞóïõìå ôçí áõôïóõó÷Ýôéóç
âáèìïý ìåãáëýôåñïõ áðü 2 óôá äåäïìÝíá ìáò.

5.14.2 Ìoving blocks
’Áìåóá ó÷åôéóìÝíç ìå ôçí ðáñáðÜíù ìÝèïäïò åßíáé ç ìÝèïäïò moving blocks. Óå
áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, äçìéïõñãïýìå ôá Block ìå åðéêÜëõøç, äçëáäÞ äéáöïñåôéêÜ
Blocks ðåñéÝ÷ïõí ôçí ßäéá ðáñáôÞñçóç. Óå ó÷Ýóç ìå ôï ðáñÜäåéãìá ðïõ ìüëéò
åßäáìå äçìéïõñãïýìå ôá Blocks ùò

y1 = (x1, x2, x3), y2 = (x2, x3, x4), y3 = (x3, x4, x5) ... y11 = (x11, x12, x1)
êáé y12 = (x12, x1, x2) êáé óôç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç áðü
ôá yi, i = 1, ..., 12.

Ìå áõôÞ ôçí ðñïóÝããéóç ï èüñõâïò ðïõ ðñïóèÝôïõìå åßíáé ëéãüôåñïò êáé åðï-
ìÝíùò äéáôçñïýìå ðåñéóóüôåñç ðëçñïöïñßá.

5.14.3 ÐáñáìåôñéêÝò ìÝèïäïé
ÔÝëïò ìéá Üëëç ðñïóÝããéóç óå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá åîÜñôçóçò êáé êõñßùò ÷ñïíï-
ëïãéêÝò óåéñÝò, ðñïóáñìüæïõìå Ýíá ðáñáìåôñéêü ìïíôÝëï óôá äåäïìÝíá ìáò êáé
óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýìå parametric bootstrap. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ÷ñïíïëïãéêÝò
óåéñÝò ìå ãñáììéêÞ óõó÷Ýôéóç ìÝ÷ñé êÜðïéá ôÜîç ìðïñïýí íá ðñïóåããéóôïýí ðïëý
êáëÜ áðü áõôïðáëßíäñïìá ìïíôÝëá AR. Óõíåðþò ðñïóáñìüæïõìå óôá äåäïìÝíá
ìáò Ýíá ôÝôïéï ìïíôÝëï ôï ïðïßï óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá äçìéïõñãÞ-
óïõìå ôá bootstrap äåßãìáôá.

5.15 Subsampling
Ç ìÝèïäïò subsampling âáóßæåôáé óôçí éäÝá ôïõ jackknife áëëÜ èá äïýìå óå ëßãï
üôé ìïéÜæåé ðïëý ìå ôç ìÝèïäï bootstrap. ÓõãêåêñéìÝíá, ç ìÝèïäïò jackknife
áöáéñåß êÜèå öïñÜ ìéá ðáñáôÞñçóç êáé óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï äåßãìá
ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôéò n−1 ðáñáôçñÞóåéò. Ç éäÝá ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß áöáéñþíôáò
ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá ðáñáôçñÞóåéò êÜèå öïñÜ. Áò õðïèÝóïõìå üôé áöáéñïýìå s
ðáñáôçñÞóåéò êÜèå öïñÜ. Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå üëá

ôá äõíáôÜ äåßãìáôá ìåãÝèïõò n− s ôá ïðïßá åßíáé

(
n
s

)
. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá

ï áñéèìüò áõôüò åßíáé áðáãïñåõôéêÜ ìåãÜëïò. ÅíáëëáêôéêÜ áíôß íá ðÜñïõìå üëá
ôá äõíáôÜ äåßãìáôá áñêåß íá ðÜñïõìå ôõ÷áßá Ýíá äåßãìá áðü áõôÜ. ÁõôÞ åßíáé ç
éäÝá ôïõ subsampling.

Óå áõôÞ ôçí ðñïóÝããéóç õðÜñ÷åé ìéá óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ ìå ôï bootstrap.ÁõôÞ
åßíáé ðùò ôá äåßãìáôá ðïõ ðáßñíïõìå åßíáé ïõóéáóôéêÜ, äåßãìáôá áðü ôçí êáôáíïìÞ
ôïõ ðëçèõóìïý áðåõèåßáò êáé ü÷é áðü ôçí åìðåéñéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò. ÅðïìÝ-
íùò óå ó÷Ýóç ìå ôï bootstrap õðÜñ÷åé Ýíá îåêÜèáñï ðëåïíÝêôçìá. Ôï ìåéïíÝêôçìá
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üìùò åßíáé ðùò ôá äåßãìáôá äåí åßíáé ìåãÝèïõò n üðùò ôï áñ÷éêü äåßãìá áëëÜ
ìéêñüôåñá, êÜôé ðïõ óçìáßíåé ðùò äåí Ý÷ïõìå ðëçñïöïñßá ãéá ôçí åêôéìÞôñéá áðü
äåßãìá ìåãÝèïõò n ìå óõíÝðåéá íá ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôï ôõðéêü óöÜëìá
ìå ìéá êáôÜëëçëç ðïóüôçôá ãéá íá ôï åðáíáöÝñïõìå óôç óùóôÞ êëßìáêá.

Åðßóçò ðñÝðåé íá ôïíéóôåß ðùò óôï subsampling ôá äåßãìáôá ëáìâÜíïíôáé ìå
äåéãìáôïëçøßá ÷ùñßò åðáíÜèåóç óå áíôßèåóç ìå ôï bootstrap. Åðßóçò ç áðïôåëå-
óìáôéêüôçôá ôïõ subsampling äçëáäÞ ðüóï êáëü åßíáé, åîáñôÜôáé áðü ôçí ôéìÞ ôïõ
s óå ó÷Ýóç ìå ôï n.

5.16 ÁóêÞóåéò
1. ÐåñéãñÜøôå ìå áêñßâåéá ôá âÞìáôá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò 99% äéáóôÞìáôïò

åìðéóôïóýíçò ãéá ôï óõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò ôïõ Pearson äýï ìåôáâëçôþí ðïõ
áêïëïõèïýí áðü êïéíïý ìéá äéìåôáâëçôÞ åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ

2. ’Åíáò åñåõíçôÞò áðü Ýíá äåßãìá 100 ðáñáôçñÞóåùí åíäéáöÝñåôáé íá ìåëåôÞóåé
ôç ìÝóç ôéìÞ ôïõ ðëçèõóìïý. Áðü ôï äåßãìá âñÞêå ðùò x̄ = 160 êáé s2 = 25.
Ðáßñíïíôáò 10 bootstrap äåßãìáôá âñÞêå ôá åîÞò

Bootstrap äåßãìá ÌÝóç ôéìÞ ÔõðéêÞ áðüêëéóç
1 160.199 5.17
2 160.093 4.92
3 160.790 4.63
4 159.707 4.75
5 160.713 5.27
6 160.077 4.98
7 161.015 5.09
8 159.034 5.26
9 160.018 5.06
10 159.871 5.27

Íá êáôáóêåõáóôåß Ýíá 80% bootstrap äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôç ìÝóç
ôéìÞ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí bootstrap-t ìÝèïäï êáé ôç ìÝèïäï ôùí ðïóïóôéáßùí
óçìåßùí. Ðïéá ìÝèïäï ðñïôéìÜôå ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá;

3. Ïé 10 ìåãáëýôåñåò óõãêåíôñþóåéò üæïíôïò ðÜíù áðü ôçí ðüëç ôçò Öñïõôïðßáò
Þôáí ãéá ôï 2004

85 78 105 82 84 123 111 134 96 102

óå ìéêñïãñáììÜñéá áíÜ êõâéêü ÷éëéüìåôñï. ’Åíáò åñåõíçôÞò õðïóôçñßæåé ðùò
ç ìÝóç ôéìÞ ôùí ìÝãéóôùí óõãêåíôñþóåùí åßíáé 110. ÅëÝãîôå ôçí õðüèåóç
ôïõ åñåõíçôÞ áõôïý ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï bootstrap. Áðü 99 boot-
strap äåßãìáôá ðïõ ðÞñáìå êáôáóêåõÜóáìå ôï äéÜãñáììá ìßó÷ïõ öýëëïõ
ðïõ áêïëïõèåß. ÐåñéãñÜøôå ôá âÞìáôá ôïõ åëÝã÷ïõ. Ðïéü åßíáé ôï p-value
ôïõ åëÝã÷ïõ áí ìáò åíäéáöÝñåé íá äåßîïõìå ðùò ç ìÝóç ìÝãéóôç óõãêÝíôñùóç
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åßíáé ìåãáëýôåñç áðü 110;

1 8 5
2 8 7
3 8 8
6 9 111

11 9 22333
24 9 4444555555555
36 9 666667777777
48 9 888899999999

(16) 10 0000000011111111
36 10 222222333333
24 10 4444555
17 10 66667
12 10 888999
6 11 001
3 11 2
2 11 44

4. ’Åóôù 30 ðáñáôçñÞóåéò áðü ôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá. BñÞêáìå ðùò ç ìÝóç
áðüëõôç áðüêëéóç ôïõ äåßãìáôïò åßíáé 12. ÐåñéãñÜøôå ðùò èá åëÝãîåôå ôçí
õðüèåóç ðùò ç ìÝóç áðüëõôç áðüêëéóç óôïí ðëçèõóìü åßíáé 15, ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôç ìÝèïäï Monte Carlo. Ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ìÝèïäïò
Bootstrap; Ðïéá áðü ôéò äýï ìåèüäïõò ðñïôéìÜôå êáé ãéáôß;

5. Ïé ÷ñüíïé óå ëåðôÜ 10 ìáñáèùíïäñüìùí óå ìéá êïýñóá ìáñáèùíßïõ äñüìïõ
Þôáí ïé åîÞò

132 135 140 137 162 135 140 137 137 131

ÅêôéìÞóôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï bootstrap ìå 10 äåßãìáôá (B=10)
ôï ôõðéêü óöÜëìá êáé ôç ìåñïëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò θ̂ = Xmax−Xmin

2 üðïõ
×min êáé ×max ç ìéêñüôåñç êáé ìåãáëýôåñç ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò áíôßóôïé÷á.
ÐåñéãñÜøôå ðëÞñùò ôç äéáäéêáóßá. (ÐåñéãñÜøôå ðëÞñùò ôá äåßãìáôá ðïõ
ó÷çìáôßóáôå, ôçí ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò êëð) êáé öôéÜîôå Ýíá 90% äéÜ-
óôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ðïóüôçôá ôïõ ðëçèõóìïý. Ó÷ïëéÜóôå.

6. Óå ìéá êëéíéêÞ ãéá íá åîåôáóôåß ç åðßäñáóç åíüò êáéíïýñéïõ öáñìÜêïõ
ãéá ôïí ðïíïêÝöáëï êáôÝãñáøáí ôïí ÷ñüíï áíáêïýöéóçò ãéá ôï êáéíïýñéï
öÜñìáêï áëëÜ êáé ãéá ôï õðÜñ÷ïí óå 10 áóèåíåßò. Ôá äåäïìÝíá äßíïíôáé
óôïí ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß. ÅêôéìÞóôå ìå ôç ìÝèïäï bootstrap ôç ìåñïëçøßá
êáé ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò åêôéìÞôñéáò θ̂ = x̄

ȳ . Ðéóôåýåôå ðùò ç êáéíïýñéá
èåñáðåßá åßíáé ðéï áðïôåëåóìáôéêÞ;
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ÁóèåíÞò Êáéíïýñéá Èåñáðåßá ÕðÜñ÷ïõóá èåñáðåßá
xi yi

1 9 10
2 8 8
3 4 5
4 5 8
5 3 10
6 7 9
7 8 7
8 3 4
9 4 4
10 9 12

7. Äßíïíôáé 120 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ áöïñïýí ôïõò ÷ñüíïõò åðéâßùóçò óå êÜðïéï
öÜñìáêï óå þñåò. Óå áõôÝò ôéò êáôáíïìÝò ðñïóáñìüóôå ôçí êáôáíïìÞ ìå
óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x) =
p2

p + 1
(x + 1) exp(−xp), x, p > 0

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò.

Bñåßôå ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò åêôéìÞôñéáò ãéá ôï p êáé êÜíôå Ýíáí bootstrap
Ýëåã÷ï õðüèåóçò ãéá ôï ðüóï êáëÜ ðñïóáñìüæåé ç êáôáíïìÞ óôá äåäïìÝíá

Ïé ðáñáôçñÞóåéò åßíáé

0.97128 3.42496 1.01747 1.08612 0.39861 2.12319 5.54058 4.48896 3.26076
0.84119 0.66519 2.83693 1.58362 1.77516 2.68224 1.15717 1.23641 2.71796
2.23851 0.03431 3.80094 3.21728 0.03547 0.91004 0.98571 2.27045 2.94202
3.58498 3.62628 0.31190 0.05294 1.66590 5.41478 0.55897 0.72802 2.17938
2.43169 1.23713 2.13827 0.85678 1.76452 1.00452 2.94100 2.82921 3.57832
4.21120 0.16659 1.33669 1.86040 1.31140 3.45106 4.32229 1.65638 1.23359
2.83094 0.00857 0.48440 0.53558 4.62487 3.98649 0.65555 0.51840 6.40268
0.74812 0.35051 2.46949 0.10932 2.30631 1.48821 7.14091 1.24166 1.03077
5.30861 4.99441 1.56971 4.30958 1.21858 1.39507 0.53234 5.25738 2.01314
1.13676 1.06746 0.28033 1.92605 0.03841 4.22988 2.75366 0.50909 1.27649
1.67831 1.46088 5.60007 3.38162 3.84487 2.34105 2.85175 3.17934 2.56831
2.77271 4.75760 4.63306 0.21283 6.15438 0.03796 4.62189 0.61090 0.25604
2.66532 4.33870 0.46040 0.87105 2.43106 0.21129 0.05779 1.47573 0.74043
4.62278 2.23271 1.08709

8. Äßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù 15 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ áöïñïýí ôï ìÝóï üñï ôÜîåùí
óôéò êáôáôáêôÞñéåò åîåôÜóåéò (LSAT) êáé óôï âáèìü ðôõ÷ßïõ (GPA). ×ñçóé-
ìïðïéþíôáò áõôÜ ôá äåäïìÝíá íá êáôáóêåõÜóåôå üóá Bootstrap äéáóôÞìáôá
åìðéóôïóýíçò ìðïñåßôå ãéá ôéò åîÞò ðïóüôçôåò

• ÌÝóç ôéìÞ ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ

• ÓõíôåëåóôÞ ìåôáâëçôüôçôáò ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ
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• ÓõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò

• Êáé íá åêôéìÞóåôå ôç äéáöïñÜ êáé ôç óõíäéáêýìáíóç ôùí ìÝóùí ôéìþí
ôùí äýï ìåôáâëçôþí

LSAT 576 635 558 578 666 580 555 661
GPA 3.39 3.30 2.81 3.03 3.44 3.07 3 3.43
LSAT 651 605 653 575 545 572 594
GPA 3.36 3.13 3.12 2.74 2.76 2.88 2.96

9. Ïé 100 ðáñáôçñÞóåéò ðïõ áêïëïõèïýí áöïñïýí ôï åôÞóéï ìÝãéóôï ôçò ñïÞò
åíüò ðïôáìïý óå åêáôïíôÜäåò ÷éëéÜäåò êõâéêÜ ìÝôñá áíÜ äåõôåñüëåðôï. Óêïðüò
ôçò åñãáóßáò åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåôå ðáñáìåôñéêü êáé ìç ðáñáìåôñéêü
Bootstrap ãéá íá åëÝãîåôå êáôÜ ðüóï ôï ìïíôÝëï åßíáé ðñÜãìáôé AR(1). Óôçí
ðåñßðôùóç ðáñáìåôñéêïý Bootstrap õðïèÝóôå üôé ôá êáôÜëïéðá óáò üôáí
äéáéñÝóåôå ìå ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ôïõò áêïëïõèïýí ôçí êáôáíïìÞ t ìå 5
âáèìïýò åëåõèåñßáò .

’Åôïò ÌÝãéóôç ñïÞ ’Åôïò ÌÝãéóôç ñïÞ ’Åôïò ÌÝãéóôç ñïÞ ’Åôïò ÌÝãéóôç ñïÞ
1898 2.63 1923 3.08 1948 3.79 1973 6.03
1899 2.63 1924 3.45 1949 2.54 1974 3.33
1900 1.88 1925 2.36 1950 2.91 1975 3.02
1901 1.73 1926 2.96 1951 6.32 1976 2.00
1902 2.35 1927 5.37 1952 4.20 1977 2.64
1903 6.69 1928 4.10 1953 2.08 1978 3.62
1904 4.06 1929 4.28 1954 1.51 1979 3.80
1905 4.69 1930 1.67 1955 1.82 1980 2.10
1906 1.97 1931 2.81 1956 1.33 1981 2.90
1907 2.84 1932 1.77 1957 2.69 1982 3.64
1908 4.57 1933 1.82 1958 3.69 1983 5.34
1909 5.10 1934 1.02 1959 2.00 1984 3.48
1910 2.96 1935 4.64 1960 4.62 1985 4.65
1911 1.41 1936 1.43 1961 4.05 1986 3.51
1912 3.61 1937 1.90 1962 3.16 1987 8.20
1913 2.64 1938 2.40 1963 1.74 1988 1.90
1914 2.12 1939 2.93 1964 2.89 1989 2.53
1915 4.96 1940 1.16 1965 3.54 1990 5.02
1916 3.22 1941 2.91 1966 1.90 1991 2.42
1917 4.49 1942 4.76 1967 5.74 1992 3.07
1918 1.86 1943 5.77 1968 1.96 1993 9.70
1919 2.45 1944 5.91 1969 3.71 1994 4.45
1920 3.01 1945 4.19 1970 3.74 1995 8.50
1921 3.09 1946 2.14 1971 2.09 1996 3.77
1922 4.51 1947 5.01 1972 2.51 1997 5.41

10. Ãéá ôçí åöáñìïãÞ ðïõ åßäáìå óôçí áíÜëõóçò óå êýñéåò óõíéóôþóåò ðñïóðáèÞóôå
íá äïõëÝøåôå ìå ïõò óõíôåëåóôÝò ôçò ðñþôçò êýñéáò óõíéóôþóáò, äçëáäÞ íá
åêôéìÞóåôå ìå Bootstrap ôçí êáôáíïìÞ ôïõò. Óôç óõíÝ÷åéá äçìéïõñãÞóôå ôá
ãñáöÞìáôá ôùí æåõãþí ôùí óõíôåëåóôþí áõôþí. Ðáñáôçñåßôå êÜôé ðåñßåñãï;
Ðùò áõôü ðïõ âëÝðåôå óõíäÝåôáé ìå ôç ìïíáäéêüôçôá Þ ü÷é ôùí êõñßùí óõíé-
óôùóþí êáé ìå ôçí ðåñéóôñïöÞ ôïõò;
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11. Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ôçò ðáëéíäñüìçóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðñï÷ùñÞóôå
ìå parametric bootstrap õðïèÝôïíôáò ðùò ç êáôáíïìÞ ôùí óöáëìÜôùí åßíáé
êáôáíïìÞ t(5) äçëáäÞ t-student ìå 5 âáèìïýò åëåõèåñßáò êáé Ýíá ìåßãìá áðü
2 êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò ôçò ìïñöÞò 0.5N(0, 1) + 0.5N(0, 10)

Óôç óõíÝ÷åéá õðïèÝóôå ðÜëé ôï ßäéï áëëÜ ôþñá ïé ðáñÜìåñïé ôùí êáôáíïìþí
äåí åßíáé ãíùóôÝò êáé ðñÝðåé íá åêôéìçèïýí áðü ôá äåäïìÝíá, äçëáäÞ ïé
âáèìïß åëåõèåñßáò ôçò êáôáíïìÞò t-student êáé ïé äéáêõìÜíóåéò óôç ìåßîç
ôùí äõï êáíïíéêþí. Óõãêñßíåôå ôá áðïôåëÝóìáôá

12. Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åßäáìå üôé ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò
ôïõ p2 áðü äïêéìÝò Bernoulli åßíáé ìåñïëçðôéêÞ êáé ðùò ç jackknife Ýêäïóç
ôçò åîáöáíßæåé ôç ìåñïëçøßá. ×ñçóéìïðïéÞóôå ðáñáìåôñéêü bootstrap ãéá
íá åêôéìÞóåôå ôç ìåñïëçøßá ôùí äýï åêôéìçôñéþí êáé íá åðáëçèåýóåôå ðùò
ç ìÝèïäïò jackknife ìåéþóå ôç ìåñïëçøßá.

13. ¸óôù ìéá ôì Y êáé ðïëëÝò õðïøÞöéåò åñìçíåõôéêÝò ìåôáâëçôÝò X1, X2, . . . , Xk.
Ôï êñéôÞñéï ãéá ôï ìïíôÝëï M ïñßæåôáé ùò (ðñïóï÷Þ óôç âéâëéïãñáößá õðÜñ÷ïõí
ðïëëïß éóïäýíáìïé ïñéóìïß)

AICM = 2L(M)− 2DM

üðïõ L(M) åßíáé ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ôïõ ìïíôÝëïõ M êáé DM

o áñéèìüò ôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ áíôßóôïé÷á. Ôï êñéôÞñéï ôïõ Akaike (AIC)
åðéëÝãåé áíÜìåóá áðü ðïëëÜ õðïøÞöéá ìïíôÝëá ôï ìïíôÝëï ìå ôç ìåãáëýôåñç
ôéìÞ.

Ãéá ôá äåäïìÝíá ðïõ ìðïñåßôå íá âñåßôå óôçí éóôïóåëßäá

http://www.stat-athens.aueb.gr/∼karlis/dataformscproject.txt

Ý÷ïõìå ìéá ôì Y êáé ôñåéò õðïøÞöéåò åðåîçãçìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò X1, X2, X3.
Ôá õðïøÞöéá ìïíôÝëá åßíáé

Y = α0 + αX1 + βX2

Y = α0 + αX1 + γX3

Y = α0 + βX2 + γX3

Y = α0 + αX1

(a) ÕðïèÝôïíôáò êáíïíéêÜ óöÜëìáôá êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò bootstrap, ÷ñç-
óéìïðïéÞóôå ôï êñéôÞñéï AIC ãéá íá åðéëÝîåôå áíÜìåóá óôá ìïíôÝëá.

(b) Ãéá ôï ìïíôÝëï ðïõ åðéëÝîáôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðáñáìåôñéêü Bootstrap
êáôáóêåõÜóôå ìå üóåò ìåèüäïõò ìðïñåßôå 90% äéáóôÞìáôá åìðéóôïóý-
íçò ãéá ôï R2 êáé ôï adjusted R2.

(c) Óôç óõíÝ÷åéá èåùñÞóôå ôï ìïíôÝëï ðïõ åðéëÝîáôå ùò ôï óùóôü ìïíôÝëï
êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò bootstrap êáôáóêåõÜóôå Ýíá 87% äéÜóôçìá åìðé-
óôïóýíçò ãéá ôï AIC êÜèå ìïíôÝëïõ. ÅêôéìÞóôå ôïí ðßíáêá óõó÷Ýôéóçò
ôùí äéáöïñåôéêþí AIC.
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(d) EêôéìÞóôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò bootstrap ôéò ðéèáíüôçôåò ìå ôéò ïðïßåò èá
åðéëÝãáôå êÜèå Ýíá áðü ôá õðïøÞöéá ìïíôÝëá.

(e) Ç ìÝèïäïò model averaging áíôß íá ÷ñçóéìïðïéåß Ýíá ìüíï ìïíôÝëï
ïõóéáóôéêÜ ÷ñçóéìïðïéåß üëá ôá õðïøÞöéá ìïíôÝëá ãéá íá êáôáóêåõÜóåé
êáëýôåñç ðñüâëåøç. ¸ôóé ç ôéìÞ ðñüâëåøçò Ŷi ãéá ôçí Yi äßíåôáé ùò

Ŷi =

p∑
M=1

wM ŷ
(M)
i

p∑
M=1

wM

,

üðïõ ŷ
(M)
i åßíáé ç ðñüâëåøç ãéá ôçí i ôéìÞ üôáí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï

ìïíôÝëï M , p åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí ìïíôÝëùí êáé wM åßíáé
ôï âÜñïò ðïõ äßíïõìå óå êÜèå ìïíôÝëï êáé ðïõ ìéá ëïãéêÞ åêôßìçóç
ôïõ åßíáé ïé ðéèáíüôçôåò ðïõ õðïëïãßóáôå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá.
ÊáôáóêåõÜóôå Ýíá 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò
ôéìÝò Ŷ1, . . . , Ŷ10.

14. ¸íáò åñåõíçôÞò èÝëåé íá êáôáóêåõÜóåé Ýíá 80% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò
ãéá ôçí ðáñÜìåôñï θ. Ôï áñ÷éêü ôïõ äåßãìá åß÷å ìÝãåèïò 30. ×ñçóéìïðïé-
þíôáò bootstrap ìå 20 åðáíáëÞøåéò ðñïÝêõøáí áðü ôá 20 áõôÜ äåßãìáôá ïé
ðáñáêÜôù bootstrap ôéìÝò θ̂∗i

−1.34 −1.29 −0.59 −0.44 −0.28
−0.10 0.00 0.00 0.01 0.02
0.05 0.40 0.57 1.03 1.12
1.35 1.47 1.60 1.98 2.02

(Äßíïíôáé θ̂ = 3.8,
∑

θ̂∗i = 7.557 êáé
∑

(θ̂∗i )2 = 21.36). Íá êáôáóêåõÜóåôå
Ýíá ìç óõììåôñéêü äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò âáóéóìÝíïé óôéò ôéìÝò áõôÝò êáé
íá åêôéìÞóåôå ôç ìåñïëçøßá ôçò åêôéìÞôñéáò θ̂. Ðüóï êáëü åßíáé ôï äéÜóôçìá
ðïõ öôéÜîáôå;

15. ¸íáò åñåõíçôÞò, äïõëåýïíôáò ìå åêèåôéêü ðëçèõóìü èÝëåé íá êáôáóêåõÜóåé
Ýíá 88% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí ðïóüôçôá T = exp(−2λ̂) üðïõ λ̂
åßíáé ç åêôéìÞôñéá ôïõ ãéá íá åêôéìÞóåé ôçí ðéèáíüôçôá P (X ≥ 2) üôáí ôá
äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü åêèåôéêü ðëçèõóìü. ÊÜíïíôáò 100 åðáíáëÞøåéò
ðáñáìåôñéêïý bootstrap âñÞêå ôéò ðáñáêÜôù 100 ôéìÝò ãéá ôï λ̂ :
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2.11159 3.08912 3.16649 3.47683 3.56999 3.63735 3.72116 3.74121
3.79615 3.96288 3.98867 4.04300 4.05999 4.06005 4.12463 4.13644
4.17099 4.21123 4.21150 4.21242 4.21837 4.23021 4.23250 4.24699
4.27903 4.27910 4.33348 4.36302 4.37487 4.45416 4.55862 4.60402
4.60782 4.61151 4.61800 4.62797 4.70439 4.72964 4.74251 4.76682
4.78447 4.85957 4.90635 4.90764 4.91145 4.95217 4.96730 5.00858
5.01341 5.03636 5.03841 5.05075 5.07505 5.08309 5.08763 5.16117
5.18034 5.24989 5.26450 5.26561 5.26860 5.28735 5.29099 5.35492
5.38282 5.44814 5.49966 5.53346 5.54038 5.55005 5.55993 5.57750
5.58174 5.59428 5.68202 5.68815 5.86001 5.86112 5.93445 5.94656
5.94815 5.99680 6.03802 6.06910 6.08651 6.09264 6.10453 6.22306
6.33531 6.39227 6.53478 6.58061 6.64255 6.71888 6.75187 6.81866
6.92348 6.92936 7.48469 7.56646

Íá êáôáóêåõÜóåôå Ýíá 88% äå ãéá ôï T ìå üðïéá ìÝèïäï èÝëåôå.

16. Åíáò åñåõíçôÞò ãéá íá ðåñéïñßóåé ôïí õðïëïãéóôéêü öüñôï ôçò êáôáóêåõÞò
ôùí bootstrap-t äéáóôçìÜôùí ðñïôåéíå ôï åîÞò äéÜóôçìá:

θ̂ + D(a/2)se(θ̂), θ̂ + D(1− a/2)se(θ̂)

üðïõ ùò óõíÞèùò θ̂ åßíáé ç åêôéìÞôñéá áðü ôï äåßãìá, se(θ̂) åßíáé ç ôõðéêÞ
áðüêëéóç ôçò åêôéìÞôñéáò (õðïëïãéóìÝíç ìå bootstrap) êáé D(a) åßíáé ôï a
ðïóïóôéáéï óçìåßï ôçò ðïóüôçôáò

Z(θ∗i ) =
θ∗i − θ̂

sB
,

üðïõ sB åßíáé ç bootstrap ôõðéêÞ áðüêëéóç ôçò åêôéìÞôñéáò θ̂ êáé θ∗i åßíáé ç
i bootstrap ôéìÞ.

ÐïéÝò ïé äéáöïñÝò ôïõ ìå ôï ãíùóôü bootstrap-t äéÜóôçìá; Ìåéþíåôáé ï
õðïëïãéóôéêüò öüñôïò; Óõìöùíåéôå ç ü÷é ìå Ýíá ôÝôïéï äéÜóôçìá åìðéóôï-
óýíçò; ÅîçãÞóôå äéåîïäéêÜ.
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äåéêíýïíôáé ðïëëÜ èåùñÞìáôá ðïõ äåß÷íïõí ðùò êáé ãéáôß äïõëåýåé ç ìÝèïäïò.
Åßíáé áñêåôÜ ôå÷íéêÜ êáé ÷ñåéÜæïíôáé áñêåôÞ ãíþóç ìáèçìáôéêþí êáé óôáôéóôéêÞò
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Åîáéñåôéêü âéâëßï ãéá áõôïýò ðïõ åíäéáöÝñïíôáé ãéá ôçí ðñáêôéêÞ ðëåõñÜ ôçò
ìåèüäïõ. ÐåñéÝ÷åé ëßãá ìáèçìáôéêÜ, ðïëý ëßãåò áðïäåßîåéò áëëÜ ðëÞèïò åöáñìïãþí
ôçò ìåèüäïõ óå äéÜöïñåò åðéóôÞìåò êáé ðåñéðôþóåéò.
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ÊåöÜëáéï 6

Ï Áëãüñéèìïò EM

6.1 ÌÝèïäïò Ìåãßóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò

6.1.1 ÅéóáãùãÞ

Ç ÌÝèïäïò Ìåãßóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò (ÌÌÐ) áðïôåëåß ôçí ðéï ãíùóôÞ êáé äéá-
äåäïìÝíç ìÝèïäï åêôßìçóçò óôç óôáôéóôéêÞ êáé ãéá áõôü ôï ëüãï ÷ñçóéìïðïéåßôáé
óå ðëÞèïò áðü ðïéêßëåò êáé äéáöïñåôéêÝò åöáñìïãÝò. Âáóéêü óõóôáôéêü ôçò åßíáé
ç ðéèáíïöÜíåéá (likelihood) ôïõ äåßãìáôïò ðïõ ìåôñÜåé ðüóï ðéèáíü åßíáé ôá äå-
äïìÝíá íá Ý÷ïõí ðñïÝëèåé áðü ôï óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï. ¼ôáí ëÝìå ìïíôÝëï
áõôü ðñïûðïèÝôåé ôçí ýðáñîç åíüò óáöþò ïñéóìÝíïõ ðéèáíïèåùñçôéêïý ìïíôÝëïõ
üðïõ ðéèáíüôáôá õðÜñ÷ïõí êáé êÜðïéåò Üãíùóôåò ðáñÜìåôñïé ðïõ èá ðñÝðåé íá
åêôéìçèïýí. Ç ÌÌÐ åêôéìÜ áõôÝò ôéò ðáñáìÝôñïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ôéìÝò ðïõ
ìåãéóôïðïéïýí ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí äåäïìÝíùí.

Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí ðùò Ý÷ïõìå Ýíá ôÝôïéï ìïíôÝëï ìå óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò f(x | θ), üðïõ θ åßíáé ôï äéÜíõóìá ìå ôéò Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò ðïõ
èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå. ÓõíÞèùò äïõëåýïõìå ìå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n
ôï ïðïßï êáé óõìâïëßæïõìå ùò (x1, x2, . . . , xn) üðïõ êÜèå ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ôïõ
äåßãìáôïò ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï ìïíôÝëï f(x | θ) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé.

Ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ôïõ äåßãìáôüò ìáò äßíåôáé áðü ôçí

L(θ) =
n∏

i=1

f(xi | θ)

êáé åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ θ. Óêïðüò ìáò óýìöùíá ìå ôç ÌÌÐ åßíáé íá ìåãéóôïðïéÞ-
óïõìå ôç óõíÜñôçóç áõôÞ ùò ðñïò θ. Óôçí ðñÜîç äåí åßíáé åýêïëï íá ìåãéóôïðïéÞ-
óïõìå ôç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ãéá áõôü êáé êáôáöåýãïõìå óôç ìåãéóôïðïßçóç
ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò (loglikelihood). ÅðåéäÞ ï ëïãÜñéèìïò
ìéáò óõíÜñôçóçò åßíáé ìïíüôïíç óõíÜñôçóç ðñïêýðôåé ðùò ôï óçìåßï óôï ïðïßï
ìåãéóôïðïéåßôáé ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé êáé ôï óçìåßï óôï
ïðïßï ìåãéóôïðïéåßôáé êáé ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò. ¸ôóé ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜ-

195



196

ñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ïñßæåôáé ùò

`(θ) = log(L(θ)) =
n∑

i=1

log f(xi | θ)

ÅðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá åßíáé íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôçí `(θ) ùò ðñïò θ. ÂëÝðïíôáò
ôï ðñüâëçìá áõóôçñÜ ìáèçìáôéêÜ, áõôü ìðïñåß íá åðéëõèåß åîéóþíïíôáò ôéò ðñþôåò
ðáñáãþãïõò ùò ðñïò ôï 0, ëýíïíôáò ôï óýóôçìá ðïõ ðñïêýðôåé êáé óôç óõíÝ÷åéá
åðéâåâáéþíïíôáò áðü ôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò üôé áõôü ðïõ âñÞêáìå åßíáé ìÝãéóôï.
Èá ðñÝðåé âÝâáéá íá äéåõêñéíéóôåß ðùò ðïëëÝò öïñÝò ëáíèáóìÝíá äåí ðñï÷ùñÜìå
óôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò, áõôü ïöåßëåôáé óå êÜðïéá óýã÷õóç êáèþò ãéá êÜðïéåò
áðëÝò êáôáíïìÝò ç ìåëÝôç ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ åßíáé áðëïúêÞ. ÓõíÞèùò áõôÞ ç
ðñïóÝããéóç áðïôõã÷Üíåé åêôüò (åõôõ÷þò êáé äõóôõ÷þò) áðü êÜðïéåò áðëÝò êáôáíïìÝò.
¼óï üìùò ôá ìïíôÝëá ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóáñìüóïõìå ãßíïíôáé ðéï ðïëýðëïêá
ôüóï êáé ç ìåãéóôïðïßçóç ãßåôáé ïëïÝíá êáé äõóêïëüôåñç. Ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ
ðáñïõóéÜæïíôáé óå ðñáãìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá åßíáé ôá åîÞò:

1. Tï óýóôçìá åîéóþóåùí ðïõ ðñïêýðôåé äåí åßíáé ãñáììéêü êé åðïìÝíùò äåí
åßíáé åýêïëï íá ëõèåß.

2. Ôï óýóôçìá åîéóþóåùí ìðïñåß íá ìçí Ý÷åé ëýóç ìÝóá óôï åðéôñåðôü ðåäßï
ïñéóìïý ôùí ðáñáìÝôñùí, äçëáäÞ íá âñåèåß êÜðïéá ëýóç ç ïðïßá üìùò íá
ìçí åßíáé áðïäåêôÞ.

3. Ïé ðáñÜãùãïé äåí åßíáé åýêïëï íá âñåèïýí êáé åðïìÝíùò êáé ôï óýóôçìá
ðïõ ðñïêýðôåé äåí ëýíåôáé åýêïëá.

Áò äïýìå êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá ãéá íá ãßíåé óáöÝò ôï åðßðåäï äõóêïëßáò.

ÐáñÜäåéãìá 6.1.ÊáôáíïìÞ Poisson: ¸íá áðëü ðáñÜäåéãìá åßíáé ç ðåñßðôùóç ôçò
êáôáíïìÞò Poisson üðïõ

f(xi | λ) =
exp(−λ)λxi

xi!
.

Ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò äßíåôáé áðü

`(λ) = −nλ + log λ

n∑

i=1

xi −
n∑

i=1

log xi!

êáé åðïìÝíùò ãéá íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ÷ñåéáæüìáóôå ôçí ðáñÜãùãü ôçò ùò ðñïò
λ. Ëýíïíôáò âñßóêïõìå åýêïëá ðùò ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé ï
äåéãìáôéêüò ìÝóïò, äçëáäÞ λ̂ = x̄.

ÐáñÜäåéãìá 6.2. Ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ: Áò õðïèÝóïõìå ôþñá ðùò f(xi | θ) =
1/θ, xi ≤ θ, äçëáäÞ ôï äåßãìá ðñïÝñ÷åôáé áðü ìéá ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï
äéÜóôçìá (0, θ). Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéáò ãßíåôáé

`(θ) = −n log θ
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êáé ç ðáñáãùãüò ôçò åßíáé −n/θ, ðïõ ðïôÝ äåí ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 0. Óõíåðþò ç
ðñïóÝããéóç ìå ôçí ðáñÜãùãï áðïôõã÷Üíåé. ¸íá áðëü üìùò ãñÜöçìá ôçò ëïãáñé-
èìéêÞò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò áðïêáëýðôåé ðùò áõôÞ ðáßñíåé ôç ìÝãéóôç ôçò
ôéìÞ üôáí θ̂ = max(xi). ÁõôÞ åßíáé ëïéðüí ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò
(ÅÌÐ). Ðáñáôçñåßóôå ðùò åðåéäÞ áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò ðñÝðåé üëåò ïé ðáñáôçñÞóåéò íá åßíáé ìåãáëýôåñåò Þ ßóåò áðü θ ïé
áðïäåêôÝò ôéìÝò ãéá ôï θ åßíáé ìåãáëýôåñåò Þ ßóåò áðü ôç ìåãáëýôåñç ðáñáôÞñçóç.

ÐáñÜäåéãìá 6.3 ÊáôáíïìÞ ÃÜììá: Ç ðåñßðôùóç ôç êáôáíïìÞò ÃÜììá åßíáé ðéï
ðïëýðëïêç. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò åßíáé ç

f(xi | α, β) =
xα−1

i βα

Γ(α)
exp(−βxi), (6.1)

üðïõ x, α, β > 0 êáé Γ(x) åßíáé ç óõíÜñôçóç ÃÜììá. Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá
Ý÷åé ôç ìïñöÞ

`(α, β) = (α− 1)
n∑

i=1

log(xi) + nα log(β)− n log(Γ(α))− β

n∑

i=1

xi

Ïé ðáñÜãùãïß ôçò åîéóþíïíôáò ìå ôï 0 ãßíïíôáé

∂`

∂α
=

n∑

i=1

log(xi) + n log(β)− nΨ(α) = 0

∂`

∂β
=

nα

β
−

n∑

i=1

xi = 0,

üðïõ Ψ(x) åßíáé ç Äßãáììá óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé ùò Γ′(x)/Γ(x). Ôï ðáñáðÜíù
óýóôçíá áðïôåëåßôáé áðü ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò êáé åðïìÝíùò äåí õðÜñ÷åé ëýóç
óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõò áðáéôïýíôáé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé.

Óõíåðþò, ìå âÜóç ôç óýíôïìç óõæÞôçóç ðïõ ðñïçãÞèçêå ãßíåôáé óáöÝò ðùò
ðñïêåéìÝíïõ íá âñåèïýí ïé åêôéìÞôñéåò ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôá ðñÜãìáôá óõíÞèùò
äåí åßíáé áðëÜ êáé ÷ñåéÜæïíôáé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé åßôå ãéá íá åðéëõèïýí ôá
óõóôÞìáôá åîéóþóåùí ðïõ ðñïêýðôïõí åßôå ãéá ôçí áðåõèåßáò ìåãéóôïðïßçóç ôùí
óõíáñôÞóåùí. Ï áëãüñéèìïò ÅÌ ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óôç óõíÝ÷åéá åßíáé ìéá
ôÝôïéá ôå÷íéêÞ.

Óôçí åðüìåíç åíüôçôá èá äïýìå êÜðïéá óôïé÷åßá áðü ôç èåùñßá ôùí åêôéìçôñéþí
ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò êáé èá ìéëÞóïõìå ãéá ìéá áðëÞ ìÝèïäï ëýóçò ìç ãñáììéêþí
óõóôçìÜôùí üðùò áõôÜ ðïõ ðñïÝêõøáí óôá ðáñáäåßãìáôá, ôç ìÝèïäï Newton-
Rahson. Ç ìÝèïäïò èá ÷ñçóéìïðïéçèåß áðëÜ óáí ìÝôñï óýãêñéóçò ìå ôïí áëãüñéèìï
ÅÌ ãéá ôïí ïðïßï èá ìéëÞóïõìå åêôåíþò áìÝóùò ìåôÜ. Ðñïöáíþò óôç âéâëéïãñáößá
õðÜñ÷ïõí ðïéêßëåò Üëëåò ìÝèïäïé ãéá ôéò ïðïßåò üìùò äåí èá áíáöåñèïýìå óôéò
óçìåéþóåéò áõôÝò.
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6.1.2 ÂáóéêÜ óôïé÷åßá ôçò èåùñßáò ãéá ôç ÌÝèïäï Ìåãßóôçò Ðéèá-
íïöÜíåéáò

Áò èõìçèïýìå ëßãá ðñÜãìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôç èåùñßá ôùí åêôéìçôñéþí ìåãßóôçò ðéèá-
íïöÜíåéáò ðïõ èá ìáò ÷ñåéáóôïýí óôç óõíÝ÷åéá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ìáò åíäéáöÝñåé
ç åêôßìçóç ôïõ äéáíýóìáôïò θ = (θ1, . . . , θp), äçëáäÞ èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå p
ðáñáìÝôñïõò.

Ôï äéÜíõóìá ôùí óêïñ U(θ) åßíáé ôï äéÜíõóìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ðñþôåò ðáñá-
ãþãïõò ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá êÜèå ðáñÜìåôñï, äçëáäÞ

U(θ) =
(

∂`(θ)
∂θ1

, . . . ,
∂`(θ)
∂θp

)′

Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò ãéá ôçí ÅÌÐ θ̂ éó÷ýåé üôé

U(θ̂) = 0

ÁóõìðôùôéêÜ (üôáí ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò ôåßíåé óôï ∞) éó÷ýåé üôé (õðÜñ÷ïõí
êáé êÜðïéåò óõíèÞêåò ðïõ ðñÝðåé åðßóçò íá ðëçñïýíôáé êáé ïé ïðïßåò óõíÞèùò
éó÷ýïõí)

U(θ) ∼ Np(0, J(θ)),

äçëáäÞ áóõìðôùôéêÜ áêïëïõèïýí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, üðïõ J(θ) åßíáé Ýíáò p× p
ðßíáêáò ìå óôïé÷åßá Jij ðïõ ïñßæïíôáé ùò

Jij(θ) = −E

[
∂2`(θ)
∂θi∂θj

]

¼ôáí õðïëïãßóïõìå ôïí ðßíáêá J óôçí ôéìÞ ôçò ÅÌÐ θ̂, äçëáäÞ ðÜñïõìå ôïí J(θ̂)
ôüôå áõôüò åßíáé ï ðßíáêáò áíáìåíüìåíçò ðëçñïöïñßáò ôïõ Fisher (expected Fisher
Information marix) . Éó÷ýåé åðßóçò ðùò

θ̂ ∼ Np(θ, J−1(θ))

ÓõíÞèùò óôçí ðñÜîç ï ðßíáêáò áíáìåíüìåíçò ðëçñïöïñßáò ôïõ Fisher ðñïóåã-
ãßæåôáé áðü ôïí ðáñáôçñïýìåíï ðßíáêá ðëçñïöïñßáò (observed Fisher information
matrix) óôçí ôéìÞ θ̂ ï ïðïßïò ïñßæåôáé ùò I(θ̂) ìå óôïé÷åßá Iij(θ) ðïõ õðïëïãßæïíôáé
ùò

Iij(θ) = − ∂2`(θ)
∂θi∂θj

õðïëïãéóìÝíá ðÜíôá óôçí ôéìÞ θ̂. ÅðïìÝíùò óôçí ðñÜîç ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï áðï-
ôÝëåóìá ðùò áóõìðôùôéêÜ ãéá ôçí ÅÌÐ Ý÷ïõìå ðùò

θ̂ ∼ Np(θ̂, I−1(θ̂))

Ìðïñåß åðßóçò íá äåé÷èåß ðùò éó÷ýåé üôé

E

[
− ∂2`(θ)

∂θi∂θj

]
= E

[
∂`(θ)
∂θi

∂`(θ)
∂θj

]
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êé åðïìÝíùò ïé áðáéôïýìåíïé õðïëïãéóìïß ìðïñïýí íá ðåñéïñéóôïýí. Ôá ðáñáðÜíù
áðïôåëÝóìáôá åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìá ãéá ôç óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá ó÷åôéêÜ
ìå ÅÌÐ.

6.2 ÁñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé
¼ðùò åßäáìå êáé óôá ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìáôá ðïëëÝò öïñÝò ïé ÅÌÐ äåí
õðÜñ÷ïõí óå êëåéóôÞ ìïñöÞ êáé ðñïêåéìÝíïõ íá âñåèïýí èá ðñÝðåé íá ëõèåß Ýíá
ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò. ÓõíÞèùò ôï ðñüâëçìá áíÜãåôáé óôçí åðßëõóç åíüò
óõóôÞìáôïò ìç ãñáììéêþí åîéóþóåùí. Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò ðáñüìïéá ðñïâëÞ-
ìáôá åðßëõóçò ìç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí êáèþò êáé ðñïâëÞìáôá ìåãéóôïðïßçóçò
ðïëýðëïêùí óõíáñôÞóåùí åìöáíßæïíôáé óå ðïëëÝò Üëëåò åðéóôÞìåò.

ÕðÜñ÷ïõí ðïéêßëåò áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé ãéá ôçí åðßëõóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí.
Óêïðüò ôùí óçìåéþóåùí áõôþí äåí åßíáé íá ðáñïõóéÜóïõí ôéò ìåèüäïõò áõôÝò
áëëÜ íá ðåñéãñÜøïõí ìéá áìéãþò óôáôéóôéêÞ ðñïóÝããéóç ìÝóù ôïõ áëãïñßèìïõ
ÅÌ. Ðáñüëá áõôÜ ãéá ëüãïõò óýãêñéóçò óôç óõíÝ÷åéá èá ðåñéãñÜøïõìå ìéá ôÝôïéá
ìÝèïäï êáé óõãêåêñéìÝíá ôç ìÝèïäï Newton-Raphson. Èá ðñÝðåé íá óçìåéùèåß
ðùò óå ðïëëÜ ðáñüìïéá ðñïâëÞìáôá óôç óôáôéóôéêÞ ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
êáé Üëëåò ðéï ad-hoc ìÝèïäïé.

6.2.1 Ç ìÝèïäïò Newton-Raphson
Áò îåêéíÞóïõìå ìå ôçí áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç áõôÞò ðïõ õðÜñ÷åé ìüíï ìéá ìåôá-
âëçôÞ. Ôï ðñüâëçìá åßíáé íá åðéëõèåß ç åîßóùóç

F (θ) = 0

Óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ç åîßóùóç ðïõ èÝëïõìå íá ëýóïõìå äåí Ý÷åé óôï äåîß ìÝëïò
ôï 0. Ç ìÝèïäïò áðáéôåß íá õðÜñ÷åé ôï 0 óôï äåîß ìÝëïò êáé áõôü ìðïñåß åýêïëá
íá åðéôåõ÷èåß ìå áðëÞ áöáßñåóç.

Ç ìÝèïäïò Newton-Raphson åßíáé ìéá åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäïò åðßëõóçò åîéóþóåùí,
äçëáäÞ óå êÜèå åðáíáëçøç âåëôéþíïõìå ôçí Þäç õðÜñ÷ïõóá ëýóç. Ç ìÝèïäïò
îåêéíÜ ìå ìéá áñ÷éêÞ ëýóç θ(0) (ç ïðïßá ìðïñåß íá åðéëåãåß åßôå ôõ÷áßá åßôå ìå
âÜóç êÜðïéá ëïãéêÞ åðéëïãÞ) êáé óå êÜèå åðáíÜëçøç áíáíåþíïõìå ôç ëýóç ìáò.
Áí åßìáóôå óôçí r åðáíÜëçøç ôüôå ç êáéíïýñéá ëýóç ðñïêýðôåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôïí ðáñáêÜôù ôýðï

θ(r+1) = θ(r) − F (θ(r))
F ′(θ(r))

Ïé åðáíáëÞøåéò óõíå÷ßæïíôáé ìÝ÷ñé êÜðïéï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý íá éêáíïðïéçèåß,
ãéá ðáñÜäåéãìá óôáìáôÜìå áí ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óå äýï äéáäï÷éêÝò ëýóåéò åßíáé
ìéêñüôåñç áðü 10−4, äçëáäÞ áí |θ(r+1) − θ(r)| ≤ 10−4.

Ç ìÝèïäïò Newton-Raphson åßíáé åîáéñåôéêÜ áðëÞ êáé åðéôñÝðåé ðïëý áðëÞ
ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá. ×ñåéÜæåôáé ìüíï ï õðïëïãéóìüò ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ.
ÐëåïíåêôÞìáôá ôçò ìåèüäïõ åßíáé ç åõêïëßá ôçò óôïí ðñïãñáììáôéóìü ó÷åäüí óå
ïðïéïäÞðïôå ðáêÝôï êáé ç ìåãÜëç ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò, äçëáäÞ ç ëýóç ðñïêýðôåé
ìåôÜ áðü ëßãá ìüíï âÞìáôá.

ÌåñéêÜ áðü ôá ìåéïíåêôÞìáôá ôçò ìåèüäïõ åßíáé ðùò:
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• ìðïñåß ç ëýóç íá åßíáé Ýîù áðü ôá åðéôñåðôÜ ãéá ôï ðñüâëçìÜ ìáò üñéá,

• ìðïñåß íá óôáìáôÞóåé óå ìéá ëýóç ç ïðïßá üìùò äåí åßíáé ìïíáäéêÞ êáé

• ç ëýóç ðïõ èá âñåèåß áí õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá ëýóåéò åîáñôÜôáé
áðü ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ.

Èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò áõôÜ åßíáé ìåéïíåêôÞìáôá ó÷åäüí ôùí
ðåñéóóüôåñùí åðáíáëçðôéêþí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí êáé ü÷é ìüíï ôçò ìåèüäïõ
Newton-Raphson.

Áò äïýìå üìùò Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôçò ìåèüäïõ ãéá ôçí åýñåóç
ìéáò ÅÌÐ.

6.2.2 ÐåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson
Ç ðåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson (truncated Poisson distribution) ðñïêýðôåé áðü
ôçí áðëÞ êáôáíïìÞ Poisson üôáí ç ôéìÞ 0 äåí ìðïñåß íá ðáñáôçñçèåß. ÊÜôé ôÝôïéï
óõìâáßíåé óå ðïëëÝò åðéóôçìïíéêÝò ðåñéï÷Ýò. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí ïéêïëïãßá
üôáí èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå ôïí áñéèìü ôùí æþùí ðïõ áðáñôßæïõí Ýíá êïðÜäé ç
ôéìÞ 0 äåí ìðïñåß íá ðáñáôçñçèåß. Ôï ßäéï éó÷ýåé óôç ëïãïìåôñßá üðïõ ìåëåôÜìå
ôïí áñéèìü ôùí ëÝîåùí ðïõ áðáñôßæïõí ìéá ðñüôáóç. ÊÜôé ôÝôïéï åßíáé ðïëý
÷ñÞóéìï ãéá Ýîõðíá óõóôÞìáôá áíáãíþñéóçò êåéìÝíùí. Óôçí åðéäçìéïëïãßá áí
ìáò åíäéáöÝñåé ï áñéèìüò ôùí áôüìùí ðïõ áññþóôçóáí áðü Ýíáí éü (åðéäçìßá) ç
ôéìÞ 0 äåí ìðïñåß íá ðáñáôçñçèåß. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ Üëëá ðáñáäåßãìáôá ÷ñÞóçò
ðáñüìïéùí ìïíôÝëùí.

Ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò êáôáíïìÞò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

P (X = x) =
exp(−λ)λx

x!(1− exp(−λ))
=

λx

x!(eλ − 1)
, λ > 0

Áðü Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá (x1, x2, . . . , xn) ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò
äßíåôáé ùò

`(λ) = log λ

n∑

i=1

xi − n log
(
eλ − 1

)−
n∑

i=1

(log xi!)

Ç ðáñÜãùãïò ùò ðñïò λ åßíáé

d`(λ)
dλ

=

n∑
i=1

xi

λ
− neλ

eλ − 1
= 0

ç ïðïßá äåí ìðïñåß íá ëõèåß óå êëåéóôÞ ìïñöÞ êáé åßíáé ðñïöáíþò ìç ãñáììéêÞ.
Ãéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï Newton-Raphson ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí
åîßóùóç óôç ìïñöÞ

F (λ) =
λ

x̄
− 1 + e−λ = 0

êáé ìå âÜóç áõôÜ ðïõ åßðáìå ðñïçãïõìÝíùò ç åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá èá Ý÷åé
ôç ìïñöÞ (λold åßíáé ç ôéìÞ ìÝ÷ñé ôþñá)

λ(new) = λold −
λold

x̄ − 1 + e−λold

1
x̄ − e−λold
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x 1 2 3 4 5 6 7
óõ÷íüôçôá 797 301 77 17 6 1 1

Ðßíáêáò 6.1: Óõ÷íüôçôá åìöÜíéóçò ëÝîåùí

Ôï åðáíáëçðôéêü ó÷Þìá óôáìáôÜ üôáí ç áëëáãÞ óôçí ôéìÞ ôïõ λ åßíáé ìéêñüôåñç
áðü êÜðïéá ìéêñÞ ôéìÞ ðïõ åìåßò åðéëÝãïõìå (ð÷ 10−4).

6.2.3 ÅöáñìïãÞ

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðßíáêá 6.1 áíáöÝñïíôáé óôçí óõ÷íüôçôá åìöÜíéóçò ôùí ëÝîåùí
óå Ýíá êåßìåíï. ¸ôóé 797 ëÝîåéò åìöáíßæïíôáé ìüíï ìéá öïñÜ óôï êåßìåíï, 301
ëÝîåéò åìöáíßæïíôáé 2 öïñÝò êëð. Ôï ÷áñáêôçñéóôéêü áõôü (óõ÷íüôçôá åìöÜíéóçò
ëÝîåùí) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðïëý ãéá íá áíáãíùñßóåé ôçí ôáõôüôçôá ôïõ óõããñáöÝá
åíüò êåéìÝíïõ.

ÈÝëïõìå íá ðñïóáñìüóïõìå ôçí ðåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson óå áõôÜ ôá
äåäïìÝíá âñßóêïíôáò ôçí ÅÌÐ ôçò ðáñáìÝôñïõ λ. ¼ðùò åßäáìå ç ÅÌÐ äåí
ìðïñåß íá âñåèåß óå êëåéóôÞ ìïñöÞ êáé åðïìÝíùò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï
Newton-Raphson ãéá íá âñïýìå ôçí ÅÌÐ. Îåêéíþíôáò ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ λ(0) = 2,
âñÞêáìå ðùò λ̂ = 0.7969 ìåôÜ áðü 4 åðáíáëÞøåéò. Óôçí ßäéá ëýóç êáôáëÞãïõìå
ãéá êÜèå áñ÷éêÞ ôéìÞ λ(0) ≥ 0.373138. Áí ç áñ÷éêÞ ôéìÞ åßíáé λ(0) < 0.373138 ôüôå
ï áëãüñéèìïò äßíåé ùò ëýóç ôçí ôéìÞ 0 ç ïðïßá äåí åßíáé áðïäåêôÞ êáèþò Ý÷ïõìå
èÝóåé ðùò λ > 0. Ôï êñéôÞñéï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá íá óôáìáôÞóïõìå Þôáí
|λ(r+1) − λ(r)| < 10−6.

Óôï ãñÜöçìá 6.1 ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜ-

íåéáò. Äåí Ý÷åé áöáéñåèåß ç óôáèåñÞ ðïóüôçôá
n∑

i=1

(log xi!). Ìå ôïõò áñéèìïýò

óõìâïëßæïõìå ôéò äéáäï÷éêÝò ëýóåéò ðïõ âñßóêïõìå áðü ôïí áëãüñéèìü ìáò. Ãéáôß
üìùò ç ìÝèïäïò áðïôõã÷Üíåé íá ìáò äþóåé ôç ëýóç áí îåêéíÞóïõìå áðü êáêÞ áñ÷éêÞ
ôéìÞ; Ç áðÜíôçóç ìðïñåß íá äïèåß ìå ôç ìåëÝôç ôïõ Ãñáöçìáôïò 6.2.

Óôï ÃñÜöçìá 6.2 âëÝðïõìå ôç óõíÜñôçóç F (λ) = λ
x̄ − 1 + e−λ. Ç ðáñÜëëçëç

ãñáììÞ áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ 0 êé åðïìÝíùò ïé ëýóåéò ôçò åîßóùóçò F (λ) = 0 åßíáé
ïé ôéìÝò ðïõ ç óõíÜñôçóç ôÝìíåôáé ìå ôçí ðáñÜëëçëç ãñáììÞ. ÅðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí
2 äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò åê ôùí ïðïßùí ç ìéá äåí åßíáé óõìâáôÞ ìå ôï ìïíôÝëï ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýìå êé Üñá áðïññßðôåôáé (åðåéäÞ λ < 0). Ç ìÝèïäïò Newton-Raphson
åßíáé ìéá áñéèìçôéêÞ ìÝèïäïò åðßëõóçò åîéóþóåùí êáé äåí ëáìâÜíåé õðüøç ôçò
ôõ÷üí óôáôéóôéêÝò õðïèÝóåéò. Áõôü åßíáé êáé ôï ìåéïíÝêôçìá ôçò óå ðïëëÜ ðñï-
âëÞìáôá óôáôéóôéêïý ðåñéå÷ïìÝíïõ. ÔÝëïò èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ôéìÞ
0.373138 ç ïðïßá êáèïñßæåé ðïéá ëýóç èá âñåèåß äåí åßíáé ðáñÜ ôï åëÜ÷éóôï óçìåßï
ôçò óõíÜñôçóçò F (λ). Áõôü áðïäåéêíýåôáé åýêïëá êáèþò ç ìÝèïäïò Newton-
Raphson ÷ñçóéìïðïéåß ôéò åöáðôïìÝíåò ãéá íá êáèïñßóåé ôï åðüìåíï óçìåßï ìå
áðïôÝëåóìá áí âñåèåß óå ôéìÞ ìéêñüôåñç ôïõ 0.373138 èá êéíçèåß ðñïò ôá áñéóôåñÜ
êáé èá âñåé ôçí Üëëç (ìç áðïäåêôÞ) ëýóç.
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ÃñÜöçìá 6.1: Ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò. Ôá
óçìåßá õðïäåéêíýïõí ôéò ëýóåéò óå êÜèå åðáíÜëçøç

6.2.4 Ç ìÝèïäïò Newton-Raphson óôéò ðåñéóóüôåñåò äéáóôÜóåéò
Ç ìÝèïäïò Newton-Raphson ìðïñåß åýêïëá íá ãåíéêåõôåß óå ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá
äéáóôÜóåéò. Èá äïýìå ôç ìÝèïäï áðåõèåßáò ãéá ôç ìåãéóôïðïßçóç ôçò ëïãáñéèìéêÞò
óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò áëëÜ åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï
áðïôåëåß áðëÞ ãåíßêåõóç ôçò ìïíïäéÜóôáôçò ðåñßðôùóçò. ¸óôù ðùò èÝëïõìå íá
ìåãéóôïðïßçóïõìå ôç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá `(θ) ùò ðñïò êÜðïéï äéÜíõóìá
θ = (θ1, . . . , θp). Ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ:

ÎåêéíÜìå ìå ìéá áñ÷éêÞ ôéìÞ θ(0) êáé óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí åðáíá-
ëçðôéêü ôýðï

θ(r+1) = θ(r) −A−1θ(r)g(θ(r))

üðïõ

g(θ) =
(

∂`(θ)
∂θ1

, . . . ,
∂`(θ)
∂θp

)′

(ïõóéáóôéêÜ ôï äéÜíõóìá ôùí óêïñ ðïõ åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò) êáé A åßíáé Ýíáò
p× p ðßíáêáò ìå óôïé÷åßá aij ðïõ ïñßæïíôáé ùò

aij =
∂2`(θ)
∂θi∂θj

Ïé åðáíáëÞøåéò óôáìáôÜíå üôáí êÜðïéï êñéôÞñéï éêáíïðïéçèåß.
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ÃñÜöçìá 6.2: Ç óõíÜñôçóç F (λ) = λ
x̄ − 1 + e−λ. Ïé ëýóåéò åßíáé ôá óçìåßá ðïõ ç

óõíÜñôçóç ôÝìíåé ôçí ðáñÜëëçëç ãñáììÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï 0.

Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ p = 1 ç ìÝèïäïò åßíáé ßäéá ìå
áõôÞ ðïõ åßäáìå ðñéí. Ïé üðïéåò äéáöïñÝò ïöåßëïíôáé óôï üôé ôþñá ìåãéóôïðïéïýìå
Üìåóá ôçí ðéèáíïöÜíåéá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï íá åîéóþóïõìå ôéò ðñþôåò ðáñáãþ-
ãïõò ìå 0.

6.2.5 ÐáñÜäåéãìá: Ç êáôáíïìÞ ÃÜììá
Åßäáìå óå Ýíá ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ðùò ãéá ôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá ïé ÅÌÐ äåí
õðÜñ÷ïõí óå êëåéóôÞ ìïñöÞ êáé ðùò ôï óýóôçìá åîéóþóåùí ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé
ìç ãñáììéêü. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï Newton-Raphson ãéá íá âñïýìå ôéò
ÅÌÐ.

Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá åßíáé

`(α, β) = (α− 1)
n∑

i=1

log(xi) + nα log(β)− n log(Γ(α))− β

n∑

i=1

xi (6.2)

êé åðïìÝíùò

g(θ) =

(
n∑

i=1

log(xi) + n log(β)− nΨ(α),
nα

β
−

n∑

i=1

xi

)′

åíþ

A =
[ −nΨ3(α) n

β
n
β −nα

β2

]
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üðïõ Ψ(x) åßíáé ç Äßãáììá óõíÜñôçóç êáé Ψ3(x) ç ôñßãáììá óõíÜñôçóç ðïõ
ïñßæåôáé áðëÜ ùò ç ðáñÜãùãïò ôçò äßãáììá óõíÜñôçóçò. Ìå âÜóç áõôÜ ôï åðá-
íáëçðôéêü ó÷Þìá ãßíåôáé ùò åîÞò: Áðü ôéò ìÝ÷ñé ôþñá ôéìÝò α êáé β, âñåò ôéò
êáéíïýñéåò ôéìÝò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáñáêÜôù ôýðïõ

[
αnew

βnew

]
=

[
α
β

]
−

[ −nΨ3(α) n
β

n
β −nα

β2

]−1




n∑
i=1

log(xi) + n log(β)− nΨ(α)

nα
β −

n∑
i=1

xi




Ôá ðåñéóóüôåñá óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá ðáñÝ÷ïõí óõíáñôÞóåéò ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ôùí óõíáñôÞóåùí Ψ(x) êáé Ψ3(x).

6.3 Ç ìÝèïäïò Scoring
Ç ìÝèïäïò scoring åßíáé åðßóçò ðïëý ÷ñÞóéìç ãéá óôáôéóôéêÝò åöáñìïãÝò êáé áðïôåëåß
ðáñáëëáãÞ ôçò ìåèüäïõ Newton-Raphson. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé ðùò óôïí åðáíá-
ëçðôéêü ôýðï (6.2.4) áíôß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ðßíáêá A, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí
áíáìåíüìåíç ôïõ ôéìÞ E(A). Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ïé äýï ìÝèïäïé óõìðßðôïõí.
Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá ðïõ åßäáìå ðñéí áðü ëßãï ï ðßíáêáò A Ý÷åé
ìüíï óôáèåñÝò êé åðïìÝíùò E(A) = A, äçëáäÞ ïé äýï ìÝèïäïé óõìðßðôïõí.

ÌåñéêÜ óçìáíôéêÜ óôïé÷åßá ãéá ôç óýãêñéóç ôùí äýï ìåèüäùí åßíáé ôá åîÞò

• Ç ìÝèïäïò scoring ïäçãåß óôçí áðïöõãÞ ôïõ õðïëïãéóìïý ôùí äåõôÝñùí
ðáñáãþãùí êé Ýôóé ìðïñåß íá åßíáé ðéï ïéêïíïìéêÞ áðü üôé ç ìÝèïäïò Newton-
Raphson.

• Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ïé äåýôåñåò ðáñÜãùãïé åßíáé ÷ñÞóéìåò ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ôùí ôõðéêþí óöáëìÜôùí ôùí ÅÌÐ êáé åðïìÝíùò áõôü äßíåé Ýíá ðëåïíÝêôçìá
óôç ìÝèïäï Newton-Raphson

• Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò áðáéôåßôáé ï áíôßóôñïöïò åíüò ðßíáêá äéáóôÜóåùí
p×p óå êÜèå åðáíÜëçøç. Áõôü, åéäéêÜ áí ôï p åßíáé ìåãÜëï ìðïñåß íá åßíáé
ðïëý ÷ñïíïâüñï

6.3.1 ÌåñéêÝò ÷ñÞóéìåò éäÝåò
Óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå íá âåëôéþóïõìå ôçí áðïäïôéêüôçôá ôùí áñéèìçôéêþí
ìåèüäùí ðáñáôçñþíôáò ðùò êÜðïéåò áðü ôéò åîéóþóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí ìðïñïýí
íá ëõèïýí êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ìåéþóïõìå ôç äéÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá Ýóôù ç êáôáíïìÞ Weibull ìå óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôç-
ôáò

f(x) = αβ(βx)α−1exp ((−βx)α)

Áðü Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá (x1, x2, . . . , xn) ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò
ãßíåôáé

`(α, β) = n log(α) + nα log(β) + (α− 1)
n∑

i=1

log(xi)− βα
n∑

i=1

xα
i
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Åîéóþíïíôáò ôéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ìå 0 ðáßñíïõìå

∂`

α
=

n

α
+ n log(β)− βα

n∑

i=1

xα
i log(βxi) +

n∑

i=1

log xi (6.3)

∂`

β
=

nα

β
− αβα−1

n∑

i=1

xα
i (6.4)

üìùò ç äåýôåñç åîßóùóç ìðïñåß íá ëõèåß åýêïëá äßíïíôáò

β̂ =




n
n∑

i=1

xα
i




1/α

Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí ðñþôç åîßóùóç Ý÷ïõìå ðéá ìüíï ìéá åîßóùóç íá ëýóïõìå
êáé ÷ñåéáæüìáóôå ôç ìÝèïäï Newton-Raphson óôç ìéá äéÜóôáóç áíôß ãéá ôéò 2 üðùò
ðñéí.

Åêôüò áðü ôéò ìåèüäïõò ðïõ åðéëåêôéêÜ áíáöÝñáìå èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå
ôçí ýðáñîç ðïëëþí Üëëùí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí ìåãéóôïðïßçóçò êáé åðßëõóçò
ìç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí. Åêôüò áðü ôéò êëáóéêÝò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ôá
ôåëåõôáßá ÷ñüíéá Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß êáé áñêåôÝò Üëëåò ìÝèïäïé ðïõ âáóßæïíôáé óôçí
ðñïóïìïßùóç êáé ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ðïëëÝò åíäéáöÝñïõóåò åöáñìïãÝò óôç óôáôéóôéêÞ.
Áõôïß ïé áëãüñéèìïé ïíïìÜæïíôáé êáé óôï÷áóôéêïß áëãüñéèìïé êáé Ý÷ïõí ôçí ðïëý
÷ñçóéìç éäéüôçôá üôé äåí ÷ñåéáæåôáé ï õðïëïãéóìüò ðáñáãþãùí êáé áñá ìðïñåß
íá ÷ñçóéìïðïéçèïõí êáé ãéá ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïéÞóçò ðïõ åéíáé áðü ôç öýóç
ôïõò äéáêñéôÜ. Èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá, êáé ðñéí ìéëÞóïõìå ãéá ôïí ÅÌ, ìåñéêïýò
ôåôïéïõò áëãïñßèìïõò.

6.4 Óôï÷áóôéêïß áëãüñéèìïé
Óôéò åíüôçôåò ðïõ áêïëïõèüýí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðñïóïìïßùóç ãéá ôç âåë-
ôéóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí. Óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá óêïðüò ìáò åßíáé íá âñïýìå ôéò
ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí ðïõ âåëôéóôïðïéïýí ìéá áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá óôç óôáôéóôéêÞ åíäéáöåñüìáóôå íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéáò
åíüò äåßãìáôïò. Óôï ðñüâëçìá ôïõ ðùëçôÞ åíäéáöåñüìáóôå íá âñïýìå ôç âÝëôéóôç
äéáäñïìÞ. ÌÝ÷ñé ôþñá óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá áõôÞò ôçò ìïñöÞò ÷ñçóéìïðïéïýóáìå
áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò âåëôéóôïðïßçóçò. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá äïýìå óôï÷áóôéêïýò
áëãüñéèìïõò, äçëáäÞ áëãüñéèìïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí éäÝåò áðü ôçí ðñïóïìïßùóç
ãéá ôçí âåëôéóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí.

ÁõôÞ ç êáôçãïñßá ôùí áëãüñéèìùí ìåãéóôïðïßçóçò áíáðôýóóåôáé áñêåôÜ ñáãäáßá
ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá åîáéôßáò ôçò ÷ñÞóçò éó÷õñþí õðïëïãéóôþí ðïõ ìðïñïýí íá
êÜíïõí ðïëëÝò ðñÜîåéò óå ìéêñü ÷ñïíéêü äéÜóôçìá. Ç âáóéêÞ ôïõò éäÝá åßíáé üôé
øÜ÷íïõí ìå ôõ÷áßï ôñüðï ôïí ðáñáìåôñéêü ÷þñï ãéá íá âñïõí ðïõ ìåãéóôïðïéåßôå 1

1èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ëÝîç ìåãéóôïðïßçóç áëëÜ óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ìáò åíäéáöÝñåé ç
åëá÷éóôïðïßçóç. Óôçí ðñÜîç áñêåß íá áëëÜîïõìå ôï ðñüóçìï ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò êáé íá
ìåôáôñÝøïõìå Ýíá ðñüâëçìá åëá÷éóôïðïßçóçò óå ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò
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ìéá óõíÜñôçóç. Ôï ìåãÜëï ôïõò ðëåïíÝêôçìá åßíáé ðùò äåí áðáéôïýí ôïí õðïëïãéóìü
ðáñáãþãùí ïé ïðïßåò óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá åßíáé éäéáßôåñá äýóêïëåò êáé ÷ñïíïâüñåò.
ÅðïìÝíùò áñêåß ç äõíáôüôçôá õðïëïãéóìïý ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò (äçëáäÞ
ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ èÝëïõìå íá âåëôéóôïðïéÞóïõìå) ãéá íá äïõëÝøïõí. Áðü áõôÞ
ôçí Üðïøç ïé ìÝèïäïé áõôÝò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé íá ðñïãñáììáôéóôïýí
ó÷åôéêÜ åýêïëá óå ìéá ìåãÜëç ðïéêéëßá ðñïâëçìÜôùí.

Óôç óõíÝ÷åéá èá åîåôÜóïõìå åí óõíôïìßá êÜðïéåò áðü áõôÝò ôéò ìåèüäïõò.

6.5 Tõ÷áßï ØÜîéìï (Random Search)

Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ ðéï áðëïý óôï÷áóôéêïý áëãüñéèìïõ åßíáé üôé áðëÜ äéáëÝãïõìå
ôõ÷áßá óçìåßá ìÝóá óôïí ðáñáìåôñéêü ÷þñï, õðïëïãßæïõìå óôá óçìåßá áõôÜ ôçí
áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç êáé êñáôÜìå ôï óçìåßï ðïõ Ýäùóå ìåãáëýôåñç ôéìÞ. Ç éäÝá
åßíáé ëïéðüí áðëÞ áñêåß íá ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå åýêïëá óçìåßá óôïí ðáñáìåôñéêü
÷þñï êÜôé ðïõ óõíÞèùò äåí åßíáé äýóêïëï.

Mðïñåß åýêïëá íá äåé êáíåßò üôé áí ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí ôåßíåé óôï ∞ ï
áëãüñéèìïò èá âñåé ôï ìÝãéóôï. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áí ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí
ôåßíåé óôï ∞ ïõóéáóôéêÜ êÜíïõìå ðëÞñåò øÜîéìï óå üëï ôïí ðáñáìåôñéêü ÷þñï.
Óôçí ðñÜîç âÝâáéá äåí ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ðáñÜ Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü
óçìåßùí êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç åßíáé ðéèáíü íá ìçí âñïýìå ôï ìÝãéóôï áëëÜ
êÜðïéï óçìåßï ðïëý êïíôÜ óå áõôü

Áðü ôçí Üëëç áí ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ èÝëïõìå íá ìå-
ãéóôïðïéÞóïõìå åßíáé ìåãÜëï áõôü óçìáßíåé ðùò áöåíüò ÷ñåéáæüìáóôå ïëïÝíá êáé
ðåñéóóüôåñá óçìåßá ãéá íá âñåèåß ôï ìÝãéóôï (Þ êáëýôåñá ãéá íá âñïýìå ìéá ôéìÞ
üóï ãßíåôáé ðéï êïíôÜ óå áõôü) åíþ áðü ôçí Üëëç êáé ç åðéëïãÞ ôõ÷áßá ôùí óçìåßùí
ãßíåôáé ïëïÝíá êáé ðéï ÷ñïíïâüñá. Ãéá ðáñÜäåéãìá öáíôáóôåßôå üôé èÝëïõìå íá
ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá åíüò óåô äåäïìÝíùí áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôá-
íïìÞ. Óôç ìéá äéÜóôáóç Ý÷ïõìå ìüëéò 2 ðáñáìÝôñïõò êáé ç åðéëïãÞ óçìåßùí åßíáé
ó÷åôéêÜ áðëÞ. ÁëëÜ áí ðÜìå óôéò 10 äéáóôÜóåéò ç åðéëïãÞ óçìåßùí ðïõ áöïñïýí
ôïí ðßíáêá äéáêýìáíóçò äåí åßíáé áðëÞ áöïý áõôüò ðñÝðåé íá åßíáé èåôéêÜ çìé-
ïñéóìÝíïò êáé åðïìÝíùò áêüìá êáé ç åðéëïãÞ óçìåßùí ßóùò åßíáé ÷ñïíïâüñá áëëÜ
óå êÜèå ðåñßðôùóç ÷ñåéáæüìáóôå ðåñéóóüôåñá óçìåßá ãéá íá Ý÷ïõìå åñåõíÞóåé
ìåãáëýôåñï êïììÜôé ôïõ ðáñáìåôñéêïý ÷þñïõ.

ÐáñÜäåéãìá: Åõñåóç åêôéìçôñéþí ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò

Ç ÌÝèïäïò Ìåãßóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò (ÌÌÐ) áðïôåëåß ôçí ðéï ãíùóôÞ êáé äéá-
äåäïìÝíç ìÝèïäï åêôßìçóçò óôç óôáôéóôéêÞ êáé ãéá áõôü ôï ëüãï ÷ñçóéìïðïéåßôáé óå
ðïéêßëåò êáé äéáöïñåôéêÝò åöáñìïãÝò. Âáóéêü óõóôáôéêü ôçò åßíáé ç ðéèáíïöÜíåéá
(likelihood) ôïõ äåßãìáôïò ðïõ ìåôñÜåé ðüóï ðéèáíü åßíáé ôá äåäïìÝíá íá Ý÷ïõí
ðñïÝëèåé áðü ôï óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï. Ç ÌÌÐ åêôéìÜ áõôÝò ôéò ðáñáìÝôñïõò
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ôéìÝò ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí äåäïìÝíùí.

Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí ðùò Ý÷ïõìå Ýíá ôÝôïéï ìïíôÝëï ìå óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò f(x | θ), üðïõ θ åßíáé ôï äéÜíõóìá ìå ôéò Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò ðïõ
èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå. ¸óôù Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá (x1, x2, . . . , xn) ìåãÝèïõò n ôï
áðü ôçí f(x | θ) ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé.
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Ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ôïõ äåßãìáôüò ìáò äßíåôáé áðü ôçí

L(θ) =
n∏

i=1

f(xi | θ)

êáé åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ θ. Óêïðüò ìáò óýìöùíá ìå ôç ÌÌÐ åßíáé íá ìåãéóôïðïéÞ-
óïõìå ôç óõíÜñôçóç áõôÞ ùò ðñïò θ. Óôçí ðñÜîç äåí åßíáé åýêïëï íá ìåãéóôïðïéÞ-
óïõìå ôç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ãéá áõôü êáé êáôáöåýãïõìå óôç ìåãéóôïðïßçóç
ôçò ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò (loglikelihood). ¸ôóé ç ëïãáñéèìéêÞ
óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ïñßæåôáé ùò

`(θ) = log(L(θ)) =
n∑

i=1

log f(xi | θ)

ÅðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá åßíáé íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôçí `(θ) ùò ðñïò θ.
Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá. Ç

óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò åßíáé ç

f(xi | α, β) =
xα−1

i βα

Γ(α)
exp(−βxi),

üðïõ x, α, β > 0 êáé Γ(x) åßíáé ç óõíÜñôçóç ÃÜììá. Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá
Ý÷åé ôç ìïñöÞ

`(α, β) = (α− 1)
n∑

i=1

log(xi) + nα log(β)− n log(Γ(α))− β

n∑

i=1

xi (6.5)

Ïé ðáñÜãùãïß ôçò åîéóþíïíôáò ìå ôï 0 ãßíïíôáé

∂`

∂α
=

n∑

i=1

log(xi) + n log(β)− nΨ(α) = 0

∂`

∂β
=

nα

β
−

n∑

i=1

xi = 0,

üðïõ Ψ(x) åßíáé ç Äßãáììá óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé ùò Γ′(x)/Γ(x). Ôï ðáñáðÜíù
óýóôçìá áðïôåëåßôáé áðü ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò êáé åðïìÝíùò äåí õðÜñ÷åé ëýóç
óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõò áðáéôïýíôáé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé.

¸íáò áðü ôïõò ëüãïõò ãéá ôç ÷ñÞóç óôï÷áóôéêþí áëãüñéèìùí åßíáé ðùò Üëëåò
ðéï áðëÝò ìÝèïäïé ìåãéóôïðïßçóçò áðáéôïýí ôç ÷ñÞóç ðáñáãþãùí ôçò ëïãáñéèìéêÞò
óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò, êÜôé ðïõ ïäçãåß óôçí áíÜãêç õðïëïãéóìïý ðáñáãþãùí
ôçò óõíÜñôçóçò ÃÜììá, êÜôé ü÷é ôüóï áðëü, êáé åýêïëï ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç åéäéêïý
ëïãéóìéêïý.

Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé èÝëïõìå íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá åíüò
óåô äåäïìÝíùí ìå 1000 ðáñáôçñÞóåéò áðü ìéá êáôáíïìÞ ÃÜììá. Ç ëïãáñéèìéêÞ
óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò äßíåôáé áðü ôçí (6.5), åðïìÝíùò áõôÞ åßíáé ç óõíÜñôçóç
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ðïõ èÝëïõìå íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå. Ãéá ôï óêïðü áõôü èá åðéëÝîïõìå ôõ÷áßá
m óçìåßá ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò (α, β) áðü ìéá ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï äéÜ-
óôçìá (0, 10). Åßíáé êáôáíïçôü üôé üóï ìåãáëýôåñï åßíáé áõôü ôï äéÜóôçìá ôüóï
ìåãáëýôåñá ðñïâëÞìáôá èá áíôéìåôùðßóïõìå ãéá ôçí åýñåóç ôïõ ìÝãéóôïõ.

Óôá ãñáöÞìáôá 6.3 êáé 6.4 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí
åðéëïãÞ 50 óåô áðü m óçìåßá. ¸÷ïõìå åðéëÝîåé m = 50, 500, 5000, 10000 ãéá
íá äåßîïõìå ôç óçìáóßá ôïõ ðëÞèïõò ôùí óçìåßùí. Ôï ðåßñáìá åðáíáëÞöèçêå 50
öïñÝò ãéá íá ãßíåé êáôáíïçôü üôé ìå ôïõò óôï÷áóôéêïýò áëãüñéèìïõò ç ëýóç ðïõ
èá âñåèåß äåí åßíáé ðÜíôá Þ ßäéá, êé åðïìÝíùò ïé 50 åðáíáëÞøåéò ìáò äßíïõí ìéá
åéêüíá áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ ëÜèïõò ðïõ ìðïñïýìå íá êÜíïõìå.

Óôï ãñÜöçìá 6.3 ìðïñåß êáíåßò áí äåé ôï ðñáãìáôéêü ìÝãéóôï ãéá ôá α êáé β ôï
ïðïßï áíôéóôïé÷åß óôï óçìåßï ¥ åíþ ãýñù áðü áõôü âëÝðïõìå ôéò åêôéìÞóåéò áðü
ôéò 50 åðáíáëÞøåéò. ¼ðùò èá ðåñßìåíå êáíåßò üôáí ôï m åßíáé ìéêñü õðÜñ÷åé ï
êßíäõíïò ëÜèïõò, äçëáäÞ ïé åêôéìÞôñéåò ìáò íá åßíáé ìáêñéÜ áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò,
áëëÜ üóï ìåãáëþíåé ôï m êÜôé ôÝôïéï ãßíåôáé ïëïÝíá êáé ðéï áðßèáíï. Ðáñáôçñåß-
óôå ðüóï ìåéþíåôáé ç ìåôáâëçôüôçôá üôáí ìåãáëþíåé ôï m.

Óôï ãñÜöçìá 6.4 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôçí ôéìÞ ôçò ëïãáñéèìéêÞò ðéèáíïöÜ-
íåéáò. Ç åõèåßá ãñáììÞ áíôéóôïé÷åß óôï ðñáãìáôéêü ìÝãéóôï êáé ôá óçìåßá äåß÷íïõí
ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ãéá êáèÝíá áðü ôá 50 óåô ãéá ôéò äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò ôïõ m.
Ðáñáôçñåß êáé ðÜëé êáíåßò üôé ãéá ìéêñü m ôá ìÝãéóôá ðïõ Ý÷ïõìå âñåé ìðïñåß íá
äéáöÝñïõí áñêåôÜ áðü ôï ðñáãìáôéêü, åíþ ãéá m = 10000 áõôÞ ç äéáöïñïðïßçóç
åßíáé åëÜ÷éóôç êáé ó÷åäüí áìåëçôÝá.
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ÃñÜöçìá 6.3: Ïé åêôéìÞóåéò ôùí α êáé β ãéá ôéò 50 åðáíáëÞøåéò ôïõ áëãüñéèìïõ
random search ìå äéáöïñåôéêü áñéèìü óçìåßùí m = 50, 500,5000, 10000.
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ÃñÜöçìá 6.4: Ïé ôéìÝò ôçò ëïãáñéèìéêÞò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá ôéò 50 åðáíáëÞøåéò
ôïõ áëãüñéèìïõ random search ìå äéáöïñåôéêü áñéèìü óçìåßùí m =50,500, 5000,
10000.

6.6 Local Search
¸íá áðü ôá ìåéïíåêôÞìáôá ôïõ áëãüñéèìïõ random search åßíáé ðùò êÜèå öïñÜ
øÜ÷íïõìå üëïí ôïí ðáñáìåôñéêü ÷þñï, äçëáäÞ ôá óçìåßá åðåéäÞ åðéëÝãïíôáé ôõ÷áßá
ìÝóá óå üëï ôïí ðáñáìåôñéêü ÷þñï (ç ôïõëÜ÷éóôïí óå Ýíá ìåãÜëï êïììÜôé ôïõ ðïõ
åðåéäÞ ðéóôåýïõìå ðùò åêåß åßíáé ç ëýóç äéåñåõíïýìå). ÄéáéóèçôéêÜ èá ìðïñïýóå
íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé ç êáëýôåñç ðñïóÝããéóç êáé èá
ìðïñïýóå íá âåëôéùèåß áí áíôß íá øÜ÷íïõìå óå ïëüêëçñï ôïí ðáñáìåôñéêü ÷þñï
øÜîïõìå óôçí ãåéôïíéÜ (äçëáäÞ óå óçìåßá êïíôÜ) óôï ìÝ÷ñé ôþñá ìÝãéóôï.

ÅðïìÝíùò, áí óõìâïëßóïõìå ìå f(x) ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ èÝëïõìå
íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå, ôüôå ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò åîÞò:

Áëãüñéèìïò:

1. Îåêßíá áðü Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï x

2. ÄéÜëåîå Ýíá êáéíïýñéï óçìåßï x∗ óôç ãåéôïíéÜ ôïõ x.

3. If f(x∗) > f(x) èÝóå x = x∗ êáé óõíÝ÷éóå.

4. ÓôáìÜôá üôáí äåí ìðïñåßò áí âñåéò Ýíá êáëýôåñï óçìåßï ìåôÜ áðü ìéá ìåãÜëç
óåéñÜ óåéñÜ åðáíáëÞøåùí

Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò áí êáé ó÷åôéêÜ áðëïúêüò Ý÷åé ðïëý êáëÝò éäéüôçôåò
óýãêëéóçò óôï ðñáãìáôéêü ìÝãéóôï. Äýï óçìåßá ðïõ ðñÝðåé íá äéåõêñéíéóôïýí
åßíáé ôé óçìáßíåé ãåéôïíéÜ ôïõ x êáé ðüôå èá óôáìáôÞóïõìå. Ãéá ôï ðñþôï åííïïýìå
óçìåßá êïíôÜ óôï x, ôï ðüóï êïíôÜ åîáñôÜôáé áðü ôç öýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, êáèþò
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áí ïñßóïõìå ôç ãåéôïíéÜ íá åßíáé Ýíá ðïëý ìéêñü äéÜóôçìá ãýñù áðü ôï x ôüôå ï
áëãüñéèìïò èá ðñï÷ùñÜåé ìå ðïëý ìéêñÜ âÞìáôá êáé Ýôóé èá åßíáé áñãüò, åíþ áí
ïñßóïõìå ôç ãåéôïíéÜ ðïëý ìåãÜëç ôüôå ðéèáíüôáôá èá äõóêïëåõüìáóôå íá âñïýìå
êáéíïýñéá óçìåßá ìå ìåãáëýôåñç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç. ÅðïìÝíùò ÷ñåéÜæåôáé
åìðåéñßá êáé ãíþóç ó÷åôéêÜ ìå ôç óõíÜñôçóç þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá ïñßóïõìå
óùóôÜ ôç "ãåéôïíéÜ". Óå êÜèå ðåñßðôùóç ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé. Ó÷åôéêÜ ìå
ôïí ôåñìáôéóìü ôïõ áëãüñéèìïõ ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êñéôÞñéá, üðùò
áí ìåôÜ áðü 100 ðñïóðÜèåéåò äåí âñåèåß êáëýôåñç ôéìÞ óôáìÜôá Þ áí èÝëåé íá
äéáóöáëéóôåß ðåñéóóüôåñïé êáé õðïëïãéóôéêÜ åßíáé åöéêôü íá ìåãáëþóåé êáé Üëëï
ôïí áñéèìü ôùí åðáíáëÞøåùí áõôþí.

¸íá áðü ôá ìåéïíåêôÞìáôá ôïõ áëãüñéèìïõ åßíáé ðùò ìðïñåß íá ðáãéäåõôåß óå
ðåñéï÷Ýò ôïðéêþí ìÝãéóôùí. Áõôü ìðïñåßôå íá ôï äåßôå óôï ãñÜöçìá 6.6. Ç óõíÜ-
ñôçóç ðïõ èÝëïõìå íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå åßíáé äßêïñöç êáé Ý÷åé ìéá ðáñÜìåôñï (ãéá
ëüãïõò åõêïëßáò). Áí îåêéíÞóïõìå áðü ôçí ôéìÞ x = 8 ðáñáôçñåßóôå üôé óå åêåßíç
ôçí êïñöÞ õðÜñ÷åé ôïðéêü ìÝãéóôï êáé ü÷é ïëéêü. ÅðïìÝíùò áí ôá åðüìåíá óçìåßá
åßíáé ðïëý êïíôÜ äåí ðñüêåéôáé ðïôÝ íá ðåñÜóïõìå óôçí áðÝíáíôé êïñõöÞ êáé ï
áëãüñéèìüò èá áðïôý÷åé. Óôï ãñÜöçìá ìðïñåßôå áí äåßôå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá, ï
áëãüñéèìïò èá óôáìáôÞóåé ìüëéò öôÜóåé óôçí êïñõöÞ áëëÜ åêåß õðÜñ÷åé ôïðéêü
ìÝãéóôï.

Ðùò èá ìðïñïýóáìå áí áíôéìåôùðßóïõìå êÜôé ôÝôïéï; ¸íáò áðëüò ôñüðïò åßíáé
íá äïêéìÜóïõìå ìå Üëëåò áñ÷éêÝò ôéìÝò, ôüôå åßíáé ðïëý ðéèáíü íá îåêéíÞóïõìå áðü
óçìåßï óôçí óùóôÞ êïñõöÞ êáé íá ìçí áíôéìåôùðßóïõìå ðñïâëÞìáôá. ÅíáëëáêôéêÜ
èá ìðïñïýóáìå íá ðáßñíïõìå óçìåßá óå ìåãÜëç ãåéôïíßá ðïõ èá ìáò åðÝôñåðáí
íá "ðåñÜóïõìå" áðü ôç ìéá ðåñéï÷Þ óôçí Üëëç. ÊÜôé ôÝôïéï èá äïõëÝøåé ìüíï
üôáí ïé êïñõöÝò åßíáé ó÷åôéêÜ êïíôÜ. Ìéá äéáöïñåôéêÞ ëýóç èá äïýìå óå ëßãï êáé
áöïñÜ ôïí áëãüñéèìï simulated annealing, üðïõ ç éäÝá åßíáé ðùò åðéôñÝðåôáé ìå
êÜðïéá åëåã÷üìåíç ðéèáíüôçôá íá ìåôáêéíçèïýìå ðñïò óçìåßá ìå ìéêñüôåñç ôéìÞ
ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò êáé Üñá ìðïñïýìå íá ðåñÜóïõìå áðü ôç ìéá êïñõöÞ
óôçí Üëëç.
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ÃñÜöçìá 6.5: ÐáñÜäåéãìá ìå äéêïñöç óõíÜñôçóç
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Ãéá ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ìå ôçí ðéèáíïöÜíåéáò ôçò êáôáíïìÞò ÃÜììá
Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôïí áëãüñéèìü local search ãéá ôá ßäéá äåäïìÝíá. Óôï ãñÜ-
öçìá 6.6 ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôçí éóôïñßá ôïõ áëãïñßèìïõ, äçëáäÞ ôá äéáäï÷éêÜ
óçìåßá áðü ôá ïðïßá ðÝñáóå. Êáé óôéò 4 ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ôçí ßäéá áñ÷éêÞ ôéìÞ,
áõôü ðïõ áëëÜæåé åßíáé ôï ðùò åðéëÝãïõìå ôá ãåéôïíéêÜ óçìåßá. Êáé óôéò 4 ðå-
ñéðôþóåéò ôá ãåéôïíéêÜ óçìåßá åðéëÝãïíôáé ìå ôç ÷ñÞóç ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí áðü
ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå êÝíôñï ôï óçìåßï óôï ïðïßï âñéóêüìáóôå êáé ôõðéêÞ
áðüêëéóç ìå ôéìÝò σ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.2 áíôßóôïé÷á. ¼óï ìåãáëþíåé ç ôõðéêÞ
áðüêëéóç ôüóï äéåõñýíïõìå ôç ãåéôïíéÜ óôçí ïðïßá øÜ÷íïõìå ãåéôïíéêÜ óçìåßá.
Óôï ãñÜöçìá âëÝðïõìå ìüíï óçìåßá ùò ðñïò ôá ïðïßá ç êßíçóç Ýãéíå êáé ü÷é áõôÜ
ðïõ áðïññßöèçêáí. ¸ôóé ãéá ìéêñÞ ôõðéêÞ áðüêëéóç ïé êéíÞóåéò Þôáí ðñïò óçìåßá
ðïëý êïíôÜ êáé ãéá áõôü ÷ñåéáóôÞêáìå ðïëý ðåñéóóüôåñåò êéíÞóåéò. Ìåãáëþíïíôáò
ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ìðïñïýóáìå íá ìåôáêéíïýìáóôå ðñïò ðéï ìáêñéíÜ óçìåßá êáé
Üñá íá öôÜóïõìå ðéï ãñÞãïñá (ìå ëéãüôåñá óçìåßá) óôï óôü÷ï ìáò. Ðñïóï÷Þ üìùò
üôáí Ý÷ïõìå ìåãÜëç äéáêýìáíóç åíäÝ÷åôáé íá áðïññßðôïõìå ðïëëÜ óçìåßá êáèþò
áõôÜ åßíáé ìáêñéíÜ êáé Üñá ü÷é áðáñáßôçôá êáëýôåñá. ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò ïé
ãéá ôõðéêÞ áðüêëéóç σ = 0.2 ÷ñåéÜóôçêå íá äïêéìÜóïõìå ðïëý ðåñéóóüôåñá óçìåßá
áðü üôé óôçí ðåñßðôùóç σ = 0.1. ÅðïìÝíùò ÷ñÞóç ìåãÜëçò "ãåéôïíéÜò" äåí åßíáé
ðÜíôá ç êáëýôåñç ëýóç êáé ïõóéáóôéêÜ üôáí áõôÞ ç "ãåéôïíéÜ" ãßíåé ðÜñá ðïëý
ìåãÜëç ï áëãüñéèìïò ôáõôßæåôáé ìå ôïí random search.

0.0 1.0 2.0 3.0

0.0
1.0

2.0
3.0

s= 0.01

a

b

0.0 1.0 2.0 3.0

0.0
1.0

2.0
3.0

s= 0.05

a

b

0.0 1.0 2.0 3.0

0.0
1.0

2.0
3.0

s= 0.1

a

b

0.0 1.0 2.0 3.0

0.0
1.0

2.0
3.0

s= 0.2

a

b

ÃñÜöçìá 6.6: Ç äéáäñïìÞ ôïõ áëãüñéèìïõ local search üôáí îåêéíÞóáìå áðü ôï
óçìåßï (2.5,2.5) ãéá äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò ôçò ôõðéêÞò áðüêëéóçò, äçëáäÞ ôïõ ðüóï
ìáêñéÜ ìðïñïýóáìå íá ðÜìå óå êÜèå âÞìá

6.7 Simulated Annealing
Ï áëãüñéèìïò simulated annealing üðùò Ý÷åé Þäç åéðùèåß ðñïóðáèåß íá âåëôéþóåé
ôá ðñïâëÞìáôá ôùí Local search áëãïñßèìùí åðéôñÝðïíôáò íá ìåôáêéíçèïýìå ðñïò
óçìåßá ìå ÷åéñüôåñç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò. Áõôü ãßíåôáé ìå êÜðïéá
ðéèáíüôçôá ç ïðïßá üìùò üóï ðåñíÜåé ç þñá êé Ý÷ïõìå êÜíåé ðåñéóóüôåñåò åðá-
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íáëÞøåéò ìéêñáßíåé. ÄçëáäÞ óôá áñ÷éêÜ âÞìáôá äå÷üìáóôå ìéá ìåôáêßíçóç óå
÷åéñüôåñï óçìåßï ðéï óõ÷íÜ.

Ôï üíïìá ôïõ áëãüñéèìïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç öõóéêÞ êáé áöïñÜ ìåèüäïõò
êáôåñãáóßáò ìåôÜëëùí. Ï áëãüñéèìïò simulated annealing ó÷åôßæåôáé ìå ôïí áëãüñéèìï
Metropolis-Hastings êáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá âáóßæåôáé óôéò éäéüôçôåò ôùí Ìáñêïâéáíþí
áëõóßäùí êáé ôçò óýãêëéóçò ôïõò.

Ï áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé üôáí ï ðáñáìåôñéêüò ÷þñïò åßíáé äéáêñéôüò
êé åðïìÝíùò ìÝèïäïé ðïõ âáóßæïíôáé óå ðáñáãþãïõò äåí ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïé-
çèïýí ( ð.÷. ôï ðñüâëçìá ôïõ ðùëçôÞ ðïõ ðñÝðåé íá åðéóêåöôåß ðïëëÝò ðüëåéò).

Ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ìéá ðáñÜìåôñï ðïõ ïíïìÜæåôáé èåñìïêñáóßá, êáôÜ áíáëïãßá
ìå ôçí ðñïÝëåõóç ôïõ áëãüñéèìïõ áðü ôç öõóéêÞ. ÏõóéáóôéêÜ ç ðáñÜìåôñïò áõôÞ
êáèïñßæåé ôï ñõèìü ðïõ ìåôáâÜëëåôáé ç ðéèáíüôçôá íá äå÷ôïýìå ìåôáêßíçóç ðñïò
÷áìçëüôåñï óçìåßï êáé êáô’ áíáëïãßá ìå ôç öõóéêÞ ðñïÝëåõóç ôïõ áëãüñéèìïõ
êáèïñßæåé ôçí ôá÷ýôçôá ìå ôçí üðïéá "êñõþíåé" ï áëãüñéèìïò.

6.7.1 Ï áëãüñéèìïò
Ôá âÞìáôá ôïõ áëãüñéèìïõ ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí ùò åîÞò:

1. Ðñïåôïéìáóßá

• ÄéÜëåîå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï x0 áðü üðïõ èá îåêéíÞóåé ï áëãüñéèìïò.

• ÄéÜëåîå ôéò ôéìÝò ôçò áñ÷éêÞò êáé ôåëéêÞò èåñìïêñáóßáò, Ýóôù T0, Tf > 0

• ÄéÜëåîå ôç óõíÜñôçóç ìå ôçí ïðïßá ìåôáâÜëëåôáé ç èåñìïêñáóßá

• ÈÝóå x := x0 êáé T := T0

Ôþñá åßìáóôå Ýôïéìïé ãéá ôá âáóéêÜ âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ

2. ÄéÜëåîå Ýíá êáéíïýñéï óçìåßï x∗ óôç ãåéôïíéÜ ôïõ x.

3. Áí f(x∗) ≥ f(x) èÝóå x = x∗ êáé óõíÝ÷éóå.

áëëéþò

• ÐÜñå u ∼ U(0, 1) (ðñïóïìïßùóå ìéá ïìïéüìïñöç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ)

• Áí u < exp
(

f(x∗)−f(x)
T

)
ôüôå x := x∗ áëëéþò x := x

4. Ìåßùóå ôç èåñìïêñáóßá T óýìöùíá ìå ôçí åðéëå÷èåßóá óõíÜñôçóç

5. ÓôáìÜôá üôáí äåí ìðïñåßò áí âñåéò Ýíá êáëýôåñï óçìåßï ìåôÜ áðü ìéá ìåãÜëç
óåéñÜ åðáíáëÞøåùí

Ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåéò ôá åîÞò åíäéáöÝñïíôá

• ¼ôáí ìåôáêéíçèïýìå óå óçìåßï ìå êáëýôåñç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñ-
ôçóçò ðÜíôá áðïäå÷üìáóôå ôçí êßíçóç. Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç õðÜñ÷åé ìéá
ðéèáíüôçôá ðïõ êáèïñßæåôáé áðü ôï ðüóï äéáöÝñåé ç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò
óõíÜñôçóçò óôï íÝï óçìåßï êáé áðü ôç èåñìïêñáóßá.



Áëãüñéèìïò ÅÌ 213

• Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï áëëÜæïõìå ôç èåñìïêñáóßá åßíáé óçìáíôéêüò ãéá ôç
óýãêëéóç êáé åýñåóç ôïõ âÝëôéóôïõ. áí ç èåñìïêñáóßá áëëÜæåé ðïëý ãñÞãïñá
ôüôå óýíôïìá èá ðÜøïõìå íá äå÷üìáóôå ìåôáêéíÞóåéò ðñïò ôá ðßóù, áðü ôçí
Üëëç áí áëëÜæåé ðïëý áñãÜ èá Ý÷ïõìå êáèõóôåñÞóåéò. ÅðïìÝíùò ç åðéëïãÞ
åßíáé êñßóéìç ãéá ôéò éäéüôçôåò ôïõ áëãüñéèìïõ.

• Ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé óôï ìÝãéóôï ìåôÜ áðü Ýíáí áñéèìü åðáíáëÞøåùí
äçëáäÞ äåí ìðïñïýìå íá ìåôáêéíçèïýìå Üëëï

• ¸íá åíäéáöÝñïí åñþôçìá åßíáé ðùò èá áíé÷íåýóïõìå üôé ï áëãüñéèìïò ìáò
óôáìÜôçóå íá êéíåßôáé êáé Üñá ðñÝðåé íá óôáìáôÞóïõìå. ÅìðåéñéêÜ ìðï-
ñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ùò êñéôÞñéï üôé äåí ìåôáêéíçèÞêáìå ãéá Ýíáí
áñéèìü (ð÷ 100) åðáíáëÞøåùí.

• ÌåñéêÝò öïñÝò óå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá äåí åßíáé áðëü êé åýêïëï íá êáèïñßóïõìå
ðïéá åßíáé ç ãåéôïíéÜ ôçò ôñÝ÷ïõóáò ëýóçò ðïõ âñéóêüìáóôå. Áõôü áðáéôåß
åìðåéñßá êáé êáëÞ ãíþóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÌÜëéóôá óå äéáêñéôÜ ðñïâëÞ-
ìáôá èá ðñÝðåé êáíåßò íá ïñßóåé óáöþò ðïéåò ìåôáêéíÞóåéò åðéôñÝðïíôáé (ð÷
óôï ðñüâëçìá ôïõ ðùëçôÞ, ðïéåò ðüëåéò åßíáé ðñïóâÜóéìåò áðü ôçí ðüëç ðïõ
âñéóêüìáóôå áõôÞ ôç óôéãìÞ).

6.7.2 Ç èåñìïêñáóßá
ÐñïêåéìÝíïõ ï áëãüñéèìïò íá óõãêéíåß ðñáãìáôéêÜ óôï ìÝãéóôï èá ðñÝðåé ç óõ-
íÜñôçóç ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôç èåñìïêñáóßá íá åßíáé öèßíïõóá äçëáäÞ ç
èåñìïêñáóßá íá ìéêñáßíåé üóï ðåñíÜåé ç þñá. Áõôü ðñáêôéêÜ óçìáßíåé ðùò üóï
ðåñíÜåé ç þñá êé Ý÷ïõìå êÜíåé ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò ôüôå ç ðéèáíüôçôá íá
äå÷ôïýìå ìéá ìåôáêßíçóç ðñïò ÷åéñüôåñï óçìåßï íá åßíáé ìéêñüôåñç.

ÌåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß óôçí ðñÜîç åßíáé ïé áêüëïõèåò:

Tnew = Told(1− ε)

ãéá êÜðïéá ìéêñÞ ôéìÞ ôïõ ε´êáé

Tnew =
Told

1 + βTold

üðïõ β åßíáé ìéá êáôÜëëçëç ìéêñÞ ôéìÞ.

6.7.3 ÐáñÜäåéãìá
Åðáíåñ÷üìáóôå óôï ðñüâëçìá ìå ôç ìåãéóôïðïßçóç ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôçò ÃÜììá
êáôáíïìÞò áðü Ýíá äåßãìá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï simulated annealing. Áñ÷éêÝò ôéìÝò ãéá
ôá α êáé β ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôéò ôéìÝò 2.5 êáé 2.5 áíôßóôïé÷á. Åðßóçò ôï ó÷Ýäéï
øýîçò ôçò èåñìïêñáóßáò åßíáé ç óõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéìÝò γ = 0.01, 0.1
áíôßóôïé÷á. ÔÝëïò ôá êáéíïýñéá óçìåßá óôç ãåéôïíéÜ ôçò ìÝ÷ñé ôþñá ôéìÞò ôá
äéáëÝîáìå ðñïóïìïéþíïíôáò ui i = 1, 2 áðü êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ 0
êáé ôõðéêÞ áðüêëéóç σ = 0.01, 0.1. Ïé êáéíïýñéåò ôéìÝò ðñïêýðôïõí ùò α(t+1) =
α(t) + u1 êáé β(t+1) = β(t) + u2.
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ÃñÜöçìá 6.7: ÄéÜöïñåò õëïðïéÞóåéò ôïõ áëãüñéèìïõ Simulated annealing ãéá äéá-
öïñåôéêÝò ôéìÝò γ êáé σ.

Óôï ãñÜöçìá 6.7 ìðïñåß êáíåßò áí äåé ôçí éóôïñßá ôïõ áëãüñéèìïõ ãéá 500 åðá-
íáëÞøåéò. Ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò åßíáé êáé óôéò 4 ðåñéðôþóåéò ïé ßäéåò êáé ïé ðáñÜìåôñïé
ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí åìöáíßæïíôáé ðÜíù áðü êÜèå ãñÜöçìá. Ìðïñåß êáíåßò íá
ðáñáôçñÞóåé üôé üôáí ôï σ åßíáé ìéêñü, äçëáäÞ åðéôñÝðïõìå ðïëý ìéêñÜ âÞìáôá
óôïí áëãüñéèìï ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæåôáé ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò ãéá íá âñåé ôï
ìÝãéóôï. Áðü ôçí Üëëç üôáí ìåãáëþóåé ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ìðïñïýìå íá êÜíïõìå
ìåãáëýôåñá âÞìáôá êé Ýôóé öôÜíïõìå ðéï ãñÞãïñá óôï ìÝãéóôï.

ÊÜôé áíôßóôïé÷ï óõìâáßíåé ìå ôçí åðéëïãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ γ. Óôï ãñÜöçìá 6.8
ìðïñåß êáíåßò íá äåß ôñåéò äéáöïñåôéêÝò óôñáôçãéêÝò ãéá ôç èåñìïêñáóßá ìå ôç
÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò tnew = old/(1 + γold) ãéá ôéìÝò ôïõ γ = 0.001, 0.01, 0.1.
ìðïñåß êáíåßò íá äåé üôé ç ôéìÞ ôïõ ìéêñáßíåé ðïëý ðéï ãñÞãïñá üóï ìåãáëýôåñç
ôéìÞ Ý÷åé ôï γ. ìðïñåß êáíåßò íá äåß üôé ãéá γ = 0.1 ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé ðïëý ðéï
ãñÞãïñá. ÂÝâáéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ γ ìåôáôñÝðïõí ôç ìÝèïäï simulated annealing
ßäéá ìå ôïí local search áëãüñéèìï.

6.8 Ï áëãüñéèìïò EM
¸íá áðü ôá ìåéïíåêôÞìáôá ôùí êëáóéêþí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí üôáí áõôÝò ÷ñç-
óéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí åðßëõóç óôáôéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí åßíáé ðùò äåí ëáìâÜíïõí
õðüøç ôïõò ôõ÷üí óôáôéóôéêÝò éäéüôçôåò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ðåñéïñéóìïýò óôï
ðåäßï ïñéóìïý. Ï áëãüñéèìïò ÅÌ áðïôåëåß óôçí ïõóßá áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï ðïõ
åðåéäÞ üìùò Ý÷åé êáôáóêåõáóôåß ìå óôáôéóôéêÝò ôå÷íéêÝò åðéôñÝðåé êáé ðñïóöÝñåé
áñêåôÞ ðëçñïöïñßá ãéá ôçí åðßëõóç óôáôéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí Ï áëãüñéèìïò ÅÌ
÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí åýñåóç ÅÌÐ óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí üìùò
óýã÷ñïíåò ðïëýðëïêåò óôáôéóôéêÝò ìåèïäïëïãßåò.

Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ áëãïñßèìïõ ÅÌ åßíáé ðùò åêôüò áðü äåäïìÝíá ðïõ Ý÷ïõìå
ðáñáôçñÞóåé õðÜñ÷ïõí êáé êÜðïéá Üëëá äåäïìÝíá ôá ïðïßá áöåíüò äåí Ý÷ïõìå ðá-
ñáôçñÞóåé áëëÜ áí ôá åß÷áìå ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ÅÌÐ èá Þôáí ðïëý ðéï áðëü.
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ÃñÜöçìá 6.8: ÄéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò ãéá ôç èåñìïêñáóßá ôçò ìïñöÞò new =
told/(1 + γold).

ÅðïìÝíùò õðïèÝôïõìå ðùò õðÜñ÷ïõí ÷áìÝíá (missing) äåäïìÝíá. Åßíáé óçìáíôéêü
íá ðïýìå ðùò ç éäÝá ôùí missing äåäïìÝíùí åßíáé ðïëý ðéï ãåíéêÞ áðü üôé ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé óôç óôáôéóôéêÞ. Ç ôå÷íéêÞ ôïõ íá óõìðëçñþíïõìå ôá ðáñáôçñïýìåíá äå-
äïìÝíá (observed data) ìå ìç ðáñáôçñïýìåíá äåäïìÝíá (missing data) ïíïìÜæåôáé
óõìðëÞñùóç äåäïìÝíùí (data augmentation). Ôá äåäïìÝíá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü
ôï óõíäõáóìü ðáñáôçñïýìåíùí êáé ìç ðáñáôçñïýìåíùí ïíïìÜæïíôáé ðëÞñç äå-
äïìÝíá (complete data). Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß ðùò ç ôå÷íéêÞ ôçò óõìðëÞñùóçò
äåäïìÝíùí áðïôåëåß ôç âÜóç êáé ãéá Üëëåò ðïëý äçìïöéëåßò ôå÷íéêÝò üðùò ïé ôå÷íé-
êÝò Markov Chain Monte Carlo (MCMC) êáé ãéá áõôü õðÜñ÷åé ìåãÜëç óõããÝíåéá
áíÜìåóá óôïí ÅÌ êáé ôç ìÝèïäï MCMC, üðùò èá äïýìå êáé óôç óõíÝ÷åéá.

ÉóôïñéêÜ ï áëãüñéèìïò ÅÌ ðñùôïðáñïõóéÜóôçêå óôç ãåíéêÞ ôïõ ìïñöÞ ôï 1977
(Dempster et. al., 1977). ÄéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò ôïõ áëãïñßèìïõ óå óõãêåêñéìÝíåò
åöáñìïãÝò Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß Þäç áðü ôç äåêáåôßá ôïõ 1960 êáé ðñïçãïõìÝíùò.
Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ðïëëïß åñåõíçôÝò óå äéÜöïñá áíôéêåßìåíá åß÷áí ÷ñçóéìïðïéÞ-
óåé åðáíáëçðôéêïýò áëãïñßèìïõò ãéá ôçí åðßëõóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ôïõò ïé ïðïßïé
áñãüôåñá áðïäåß÷ôçêå üôé ìðïñïýí íá éäùèïýí óáí åöáñìïãÝò ôïõ áëãïñßèìïõ
ÅÌ. Ï áëãüñéèìïò Ýãéíå éäéáßôåñá äçìïöéëÞò ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá ëüãù ôçò ÷ñÞóçò
õðïëïãéóôþí ãéá ôçí åðßëõóç ïëïÝíá êáé ìåãáëýôåñùí óôáôéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí.

6.8.1 Ðáñáäåßãìáôá "missing data"
¼ðùò åßðáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ áëãïñßèìïõ ÅÌ åßíáé íá
óõìðëçñþóïõìå ôá ðáñáôçñïýìåíá äåäïìÝíá ìå êÜðïéá ìç ðáñáôçñïýìåíá Ýôóé
þóôå ôá ðëÞñç äåäïìÝíá íá åðéôñÝðïõí åýêïëç óõìðåñáóìáôïëïãßá. ÅðïìÝíùò
÷ñåéÜæåôáé íá äéåõêñéíßóïõìå ôé åííïïýìå ùò ìç ðáñáôçñïýìåíá äåäïìÝíá. Ç éäÝá
åßíáé ðïëý ãåíéêüôåñç áðü ôçí áðëÞ éäÝá ôùí missing data óôç óôáôéóôéêÞ, êÜðïéåò
ðáñáôçñÞóåéò ðïõ ãéá êÜðïéï ëüãï äåí ôéò Ý÷ïõìå. Ç éäÝá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï
ãåíéêüôåñï ìïíôÝëï äçìéïõñãßáò äåäïìÝíùí, äçëáäÞ õðÜñ÷åé ìå âÜóç ôï ìïíôÝëï
ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíáò ìç÷áíéóìüò ðïõ äçìéïõñãåß äåäïìÝíá ôá ïðïßá üìùò äåí
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åßìáóôå óå èÝóç íá ðáñáôçñÞóïõìå. ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá áêïëïõèïýí:

• Ôï ðñþôï ðáñÜäåéãìá áíáöÝñåôáé óôçí áðëÞ ðåñßðôùóç ðïõ êÜðïéåò ìåôá-
âëçôÝò áðü êÜðïéåò ðáñáôçñÞóåéò äåí Ý÷ïõí ðáñáôçñçèåß, äçëáäÞ ï ðßíáêáò
äåäïìÝíùí äåí åßíáé ðëÞñçò. ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðéï êëáóéêÞ êáé äéáäåäïìÝíç
ðåñßðôùóç óôç óôáôéóôéêÞ êáèþò ôá ðåñéóóüôåñá ðñáãìáôéêÜ óåô äåäïìÝíùí
ðåñéÝ÷ïõí ôÝôïéïõ åßäïõò ìç ðáñáôçñïýìåíá äåäïìÝíá.

• ËïãïêñéìÝíåò (Censored) ðáñáôçñÞóåéò. ÔÝôïéïõ åßäïõò äåäïìÝíá åßíáé
éäéáßôåñá äéáäåäïìÝíá óôçí áíÜëõóç åðéâßùóçò (survival analysis êáèþò ëüãù
ðåñéïñéóìþí óôïí ôñüðï óõëëïãÞò äåäïìÝíùí ãéá êÜðïéåò ðáñáôçñÞóåéò
/áóèåíåßò îÝñïõìå ðùò æïýóáí ìÝ÷ñé êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áëëÜ ìåôÜ äåí
Ý÷ïõìå êÜðïéá ðëçñïöïñßá, äçëáäÞ ãíùñßæïõìå ðùò ç ôéìÞ ôçò ôõ÷áßáò ìå-
ôáâëçôÞò ðïõ áöïñÜ ôï ÷ñüíï åðéâßùóçò åßíáé ìåãáëýôåñç áðü êÜðïéá ôéìÞ
áëëÜ äåí îÝñïõìå ôçí áêñéâÞ ôçò ôéìÞ. Ãéá ðáñüìïéïõò ëüãïõò ðïõ áöïñïýí,
ãéá ðáñÜäåéãìá, ôçí áêñßâåéá ôùí ïñãÜíùí ìÝôñçóçò, ìðïñåß íá ãíùñßæïõìå
ðùò êÜðïéá ðáñáôÞñçóç åßíáé ìéêñüôåñç áðü êÜðïéá ôéìÞ áëëÜ äåí îÝñïõìå
áêñéâþò ôçí ôéìÞ ôçò.

• ÐåñéêïììÝíåò (Truncated) ðáñáôçñÞóåéò. ¸÷ïõìå ìéëÞóåé ãéá ôÝôïéïõ åßäïõò
äåäïìÝíá ðñïçãïõìÝíùò. ÁöïñÜ ôçí ðåñßðôùóç ðïõ êÜðïéåò óõãêåêñéìÝíåò
ôéìÝò äåí ìðïñïýí íá ðáñáôçñçèïýí êáé åìöáíßæïíôáé åðïìÝíùò ìå ìçäåíéêÞ
óõ÷íüôçôá åìöÜíéóçò.

• ÏìáäïðïéçìÝíá äåäïìÝíá. ÁõôÞ ç ðåñßðôùóç áöïñÜ ðïëëÝò Ýñåõíåò ìå
÷ñÞóç åñùôçìáôïëïãßùí üðïõ ïé åñùôÞóåéò áí êáé áöïñïýí óõíå÷åßò ôõ÷áßåò
ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõí êáôçãïñéïðïéçèåß ãéá äéÜöïñïõò ëüãïõò (áðüññçôá äå-
äïìÝíá, ìç áêñéâåßò áðáíôÞóåéò êëð). ×áñáêôçñéóôéêÜ ôÝôïéá ðáñáäåßã-
ìáôá åßíáé ôï åéóüäçìá êáé ç çëéêßá ôá ïðïßá áí êáé óõíå÷åßò ôõ÷áßåò ìå-
ôáâëçôÝò óõíÞèùò óôá åñùôçìáôïëüãéá åìöáíßæïíôáé äéáêñéôïðïéçìÝíåò óå
êáôçãïñßåò. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ãíùñßæïõìå ôï äéÜóôçìá ìÝóá óôï ïðïéü
ðÝöôåé êÜðïéá ðáñáôÞñçóç áëëÜ äåí åßìáóôå óå èÝóç íá îÝñïõìå ôçí áêñéâÞ
ôéìÞ ôçò ðáñáôÞñçóçò.

• Ìßîåéò êáôáíïìþí. ÐïëëÜ ìïíôÝëá êáé ðïëëÝò êáôáíïìÝò ðñïêýðôïõí áðü
áðëïýóôåñá ìïíôÝëá (êáôáíïìÝò) ìÝóá áðü ôç äéáäéêáóßá ôçò ìßîçò. ÔÝôïéá
ðáñáäåßãìáôá åßíáé ç êáôáíïìÞ t-Student, ç áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ
êáé ðïëëÝò Üëëåò. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ïõóéáóôéêÜ õðïèÝôïõìå ðùò ãéá
ôçí ðáñáôÞñçóç xi îÝñïõìå ðùò áêïëïõèåß êÜðïéá êáôáíïìÞ f(xi | θi)
áëëÜ ç ðáñÜìåôñïò ôçò åßíáé êáé áõôÞ ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ Ý÷ïõìå
äéáöïñåôéêÞ ðáñÜìåôñï ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç, êáé õðïèÝôïõìå ðùò ç ðáñÜ-
ìåôñïò áêïëïõèåß êÜðïéá êáôáíïìÞ, äçëáäÞ θi ∼ g(φ). Ãéá ðáñÜäåéãìá ç
áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ ðñïêýðôåé áí õðïèÝóïõìå ðùò ç ðáñÜìåôñïò ôçò êáôáíï-
ìÞò Poisson áêïëïõèåß ìéá ÃÜììá êáôáíïìÞ. Ôá ìïíôÝëá ìåéêôþí åðéäñÜóåùí
(mixed effects models) ðïõ åßíáé éäéáßôåñá äçìïöéëÞ óÞìåñá åßíáé ïõóéáóôéêÜ
ìïíôÝëá ìßîçò êáôáíïìþí
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• Óõíåëßîåéò êáôáíïìþí (Convolutions). Óå áñêåôÝò åöáñìïãÝò ç ôõ÷áßá ìåôá-
âëçôÞ ðïõ ðáñáôçñïýìå åßíáé ôï Üèñïéóìá äýï åðéìÝñïõò ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí,
åìåßò üìùò ðáñáôçñïýìå ìüíï ôï Üèñïéóìá êáé ü÷é ôéò åðéìÝñïõò ôéìÝò.

• Ôõ÷áßá áèñïßóìáôá (random sums). ÔÝôïéá ìïíôÝëá åßíáé ðïëý äéáäåäïìÝíá
óôçí áíáëïãéóôéêÞ åðéóôÞìç. Áöïñïýí ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Y ðïõ ðñïêýðôåé
ùò

Y = X1 + X2 + . . . + XN

üðïõ Xi åßíáé éóüíïìåò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ôùí ïðïßùí üìùò ôï ðëÞèïò N äåí
åßíáé óôáèåñü áëëÜ ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ áêïëïõèåß êÜðïéá äéáêñéôÞ êáôá-
íïìÞ (ð÷ ôçí êáôáíïìÞ Poisson). Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï ýøïò ôùí áðïæçìéþóåùí
ðïõ ìéá áóöáëéóôéêÞ åôáéñåßá èá êáôáâÜëåé áêïëïõèåß Ýíá ôÝôïéï ìïíôÝëï.
Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ðáñáôçñïýìå ìüíï ôï Y êáé ü÷é ôéò õðüëïéðåò ôõ÷áßåò
ìåôáâëçôÝò.

• Hidden Markov Models. ÁöïñÜ ìïíôÝëá ãéá åîáñôçìÝíá äåäïìÝíá. Ðáñá-
ôçñïýìå ìéá ÷ñïíïëïãéêÞ óåéñÜ, ç ôéìÞ üìùò êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ åîáñôÜôáé
áðü ìéá ìç ðáñáôçñÞóéìç êáôÜóôáóç (state), åìåßò ðáñáôçñïýìå ìüíï ôçí
ôéìÞ êáé ü÷é ôéò êáôáóôÜóåéò óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ.

Ç ðáñáðÜíù ëßóôá óå êáìéÜ ðåñßðôùóç äåí åîáíôëåß ôéò äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò
missing data ðïõ ìðïñåß íá ðñïêýøïõí. Ï áëãüñéèìïò ÅÌ ìðïñåß íá äïõëÝøåé
êáé ìå áñêåôÜ ðéï ðïëýðëïêåò äïìÝò áðü áõôÝò ðïõ áíáöÝñáìå ðéï ðÜíù áëëÜ
êáé ìå óõíäõáóìü ôïõò êëð. Áñêåß íá ìðïñÝóåé êÜðïéïò íá åêöñÜóåé ôï ìïíôÝëï
êáôÜëëçëá þóôå áõôÞ ç ôå÷íéêÞ íá ìðïñåß íá åöáñìïóôåß.

6.8.2 Ç âáóéêÞ éäÝá
Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ç åîÞò:

¸óôù ðùò ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá L(θ | X)
ôùí ðáñáôçñçèÝíôùí äåäïìÝíùí X . Ç éäÝá åßíáé íá óõìðëçñþóïõìå ôá äåäïìÝíá
X ìå êÜðïéá ðñüóèåôá ìç ðáñáôçñçèÝíôá (missing) äåäïìÝíá Z Ýôóé þóôå ç ðéèá-
íïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí (complete) äåäïìÝíùí Y = (X, Z) íá åßíáé ðéï åýêïëï íá
ìåãéóôïðïéçèåß. Ï áëãüñéèìïò ÅÌ åßíáé åðáíáëçðôéêüò êé Ý÷åé äýï âÞìáôá. Óôï
ðñþôï âÞìá åêôéìÜìå ôá ìç ðáñáôçñïýìåíá äåäïìÝíá Z ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá X
êáé ôéò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí ìÝ÷ñé ôþñá (Å- âÞìá) êáé óôç óõíÝ÷åéá óôï Ì-âÞìá
ìåãéóôïðïéïýìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí Y áíôéêáèéóôþíôáò ôá
Z ðïõ äåí Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé ìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôïõò áðü ôï Å-âÞìá.
ÄçëáäÞ, ìå áðëÜ ëüãéá, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá missing data ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå ôï
ðñüâëçìá. ¸ôóé óå êÜèå åðáíÜëçøç åêôéìÜìå ôéò ôéìÝò ôùí missing data ìå âÜóç
ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ õðÜñ÷åé ìÝ÷ñé åêåßíç ôç óôéãìÞ, äçëáäÞ ôá ðáñáôçñçèÝíôá
äåäïìÝíá êáé ôéò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí ìÝ÷ñé åêåßíç ôçí åðáíÜëçøç.

¸÷åé áðïäåé÷ôåß ðùò óå êÜèå åðáíÜëçøç ç ðéèáíïöÜíåéá áõîÜíåé êáé ðùò ï
áëãüñéèìïò óõãêëßíåé óå êÜðïéá ôéìÞ. Ç ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò åîáñôÜôáé áðü ôç äïìÞ
ðïõ Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé èá ôï åîåôÜóïõìå ðáñáêÜôù.

Ôï üíïìá ôïõ ï áëãüñéèìïò ôï ÷ñùóôÜ óôá äýï ôïõ âÞìáôá: Expectation -
Maximization. Åßíáé ðïëý âáóéêü íá ïñßóïõìå êáôÜëëçëá ôá ðëÞñç äåäïìÝíá
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þóôå íá åßíáé áðïôåëåóìáôéêüò ï áëãüñéèìïò. Áõôü ãåíéêá äåí åßíáé åýêïëï êáé
÷ñåéÜæåôáé áñêåôÞ ðåßñá áëëÜ êáé êáëÞ ãíþóç ôïõ ìç÷áíéóìïý ðïõ ðáñÜãåé ôá
äåäïìÝíá.

Áò äïýìå ëßãï ðéï ôå÷íéêÜ ôá áêñéâÞ âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ
Ãéá ôçí ôéìÞ ôùí ðáñáìÝôñùí, Ýóôù θ(r) ìåôÜ ôçí r åðáíÜëçøç Ïñßæïõìå ôç

óõíÜñôçóç

Q(θ, θ(r)) =
∫

Z

log L(θ | X, Z)P (Z | θ(r), X)dZ

= E(log L(θ | X, Z))

üðïõ P (Z | θ(r), X) åßíáé ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôùí ìç ðáñáôçñïýìåíùí äåäï-
ìÝíùí Z ãéá äïèåßóåò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí êáé ôùí äåäïìÝíùí X . Ôá âÞìáôá
ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ôá åîÞò

1. E-âÞìá Õðïëüãéóå ôç óõíÜñôçóç Q(θ, θ(r))

2. M-âÞìá Ìåãéóôïðïßçóå ôç óõíÜñôçóç Q(θ, θ(r)) ùò ðñïò θ.

Ìðïñåß êáíåßò íá äåé ðùò ôï Å-âÞìá äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï áðü ôïí õðïëïãéóìü
ôçò áíáìåíüìåíçò ôéìÞò ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí ùò ðñïò ôç
äåóìåõìÝíç üìùò êáôáíïìÞ ôùí missing data. Ïìïßùò óôï Ì-âÞìá ìåãéóôïðïéïýìå
ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ
áðü ôï Å-âÞìá.

6.8.3 ÐëåïíåêôÞìáôá êáé ìåéïíåêôÞìáôá
ÐëåïíåêôÞìáôá

• ¼ðùò üëåò ïé åðáíáëçðôéêÝò ìÝèïäïé Ýôóé êáé ï áëãüñéèìïò ÅÌ âáóßæåôáé
óå êáëÝò áñ÷éêÝò ôéìÝò. Ôï óçìáíôéêü ðëåïíÝêôçìá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé
ðùò áí ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò åßíáé ìÝóá óôï áðïäåêôü ðåäßï ïñéóìïý ôüôå óå
êÜèå åðáíÜëçøç åßìáóôå óßãïõñïé ðùò ïé ôéìÝò ðïõ èá ðÜñïõìå èá åßíáé
êáé áõôÝò áðïäåêôÝò, êÜôé ðïõ äåí ìðïñåß íá åããõçèåß áðü Üëëåò ìåèüäïõò
÷ùñßò íá ëçöèåß êáôÜëëçëç ðñüíïéá. ÊÜôé ôÝôïéï åßíáé ðïëý óçìáíôéêü êáèþò
ðñïöõëÜóóåé áðü ìç áðïäåêôÝò ëýóåéò, êÜôé ðïõ óõìâáßíåé áñêåôÜ óõ÷íÜ óå
ðñïâëÞìáôá ìå ìåãÜëï áñéèìü ðáñáìÝôñùí.

• Ï áëãüñéèìïò åßíáé óõíÞèùò ðïëý åýêïëïò íá ðñïãñáììáôéóôåß áêüìá êáé óå
áðëÜ ðáêÝôá. ÄåäïìÝíïõ ðùò äåí âáóßæåôáé óå ðáñáãþãïõò êáé áíôéóôñïöÝò
ðéíÜêùí üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç ìÝèïäïò Newton-Raphson åßíáé áñêåôÜ ðéï
åý÷ñçóôïò.

• ¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé ï áëãüñéèìïò ÅÌ èåìåëéþèçêå ðÜíù óå êáèáñÜ
óôáôéóôéêÞ åðé÷åéñçìáôïëïãßá êáé åðïìÝíùò ðñïóöÝñåé ðïëý ÷ñÞóéìç óôáôéóôéêÞ
åñìçíåßá. Ï áëãüñéèìïò åßíáé ìéá îåêÜèáñá óôáôéóôéêÞ ôå÷íéêÞ êáé ãéá
áõôü óå ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá ÷ñÞóçò ôïõ ðñïóöÝñåé ìéá åíäéáöÝñïõóá áðü
óôáôéóôéêÞ Üðïøç ãíþóç. Óå ìåñéêÜ ðñïâëÞìáôá ìå ìåãÜëï áñéèìü ðáñá-
ìÝôñùí ç êáèáñÜ óôáôéóôéêÞ ïðôéêÞ ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ÷ñÞóéìç ãéá ôçí
êáëýôåñç óõìðåñéöïñÜ ôïõ.
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• ÐïëëÝò öïñÝò êÜðïéá åíäéÜìåóá áðïôåëÝóìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ Ý÷ïõí ôç
äéêÞ ôïõò óçìáóßá êáé åíäéáöÝñïí êáé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá
ðåñáéôÝñù óôáôéóôéêÞ áíÜëõóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï Å-âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ
åêôéìÜ ôá missing data. ÐïëëÝò åöáñìïãÝò óôçñßæïíôáé óôï íá áíôéêáèéóôïýí
áõôÜ ôá äåäïìÝíá ìå ôéò åêôéìÞóåéò áðü ôïí áëãüñéèìï.

ÌåéïíåêôÞìáôá

• ÁñãÞ óýãêëéóç. Ï áëãüñéèìïò ÅÌ óõãêëßíåé óôç ëýóç ðéï áñãÜ áðü üôé Üëëïé
áëãüñéèìïé. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç óýãêëéóç ôïõ åßíáé ãñáììéêÞ åíþ ç óýãêëéóç
ôçò ìåèüäïõ Newton-Raphson åßíáé ôåôñáãùíéêÞ. Óôçí ðñÜîç áõôü óçìáßíåé
ðùò ÷ñåéáæüìáóôå ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò ìÝ÷ñé íá âñïýìå ôç ëýóç. Èá
ðñÝðåé íá ôïíéóôåß ðùò áõôü äåí óçìáßíåé áðáñáßôçôá êáé ðåñéóóüôåñï ÷ñüíï
êáèþò ïé ðñÜîåéò ðïõ áðáéôïýíôáé óå êÜèå åðáíÜëçøç ìðïñåß íá åßíáé ðïëý
ðéï áðëÝò êáé Üñá íá ÷ñåéÜæïíôáé ëéãüôåñï ÷ñüíï. Èõìçèåßôå ãá ðáñÜäåéãìá
ðùò óôç ìÝèïäï Newton-Raphson ðñÝðåé íá áíôéóôñÝöïõìå óå êÜèå âÞìá
Ýíáí ðßíáêá p× p.

Ìéá åíäéáöÝñïõóá ðáñáôÞñçóç åßíáé ðùò ç ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò ôïõ ÅÌ
Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôç äïìÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá ôïí êáôáóêåõÜóïõìå
äçëáäÞ ìå ôç ìÝèïäï óõìðëÞñùóçò äåäïìÝíùí (data augmentation). ¼óï
ìåãáëýôåñç åßíáé ç ðëçñïöïñßá ðïõ èåùñïýìå ùò missing ôüóï ðéï áñãüò
åßíáé ï áëãüñéèìïò.

Åðßóçò èõìçèåßôå ðùò ôï ãåãïíüò ðùò ï áëãüñéèìïò ðñï÷ùñÜ ìå ìéêñüôåñá
âÞìáôá Ý÷åé ôï ðëåïíÝêôçìá ðùò äåí ïäçãïýìáóôå óå ðñïâëÞìáôá ìç óýãêëéóçò
üðùò ìå Üëëåò ìåèüäïõò, üðïõ ìðïñåß îáöíéêÜ ï áëãüñéèìïò íá Ý÷åé ðáñÜîåíç
óõìðåñéöïñÜ. ÄçëáäÞ áðü üóï ìáêñéÜ êáé íá îåêéíÞóïõìå ï áëãüñéèìüò èá
âñåé ôç ëýóç åíþ óå Üëëåò ìåèüäïõò êáé åéäéêÜ óå ðñïâëÞìáôá ìå ðïëëÝò
ðáñáìÝôñïõò áí äåí îåêéíÞóïõìå êïíôÜ óôç ëýóç ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá ìç
óõãêëßíåé ðïôÝ.

• Ç âáóéêÞ éäéüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ íá áõîÜíåé ôçí ðéèáíïöÜíåéá óå êÜèå
âÞìá äåí óçìáßíåé áðáñáßôçôá ðùò óôï ôÝëïò ôïõ áëãïñßèìïõ Ý÷å âñåèåß
ôï ïëéêü ìÝãéóôï êáé ü÷é êÜðïéï ôïðéêü ìÝãéóôï. Ôï óçìåßï óôï ïðïßï èá
óõãêëßíåé ï áëãüñéèìïò åîáñôÜôáé êáé áðü ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò. Óõíåðþò ãéá
íá åßìáóôå óßãïõñïé ðùò Ý÷åé âñåèåß üíôùò ôï ïëéêü ìÝãéóôï ðñÝðåé íá
åðáíáëÜâïõìå ôïí áëãüñéèìï ìå äéáöïñåôéêÝò áñ÷éêÝò ôéìÝò. ÂÝâáéá óå
ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, üðïõ ç ìïñöÞ ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ìáò åîáóöáëßæåé ôçí
ýðáñîç åíüò ìåãßóôïõ, êÜôé ôÝôïéï äåí ÷ñåéÜæåôáé êáé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò óõíÞèùò
ðáßæïõí áðëÜ ôï ñüëï ôçò ôá÷ýôåñçò óýãêëéóçò. Ôïíßæåôáé ðùò ðáñüìïéá ðñï-
âëÞìáôá ðáñïõóéÜæïõí üëåò ïé åðáíáëçðôéêÝò ìÝèïäïé üðùò åßäáìå êáé óôï
ðáñÜäåéãìá ìå ôçí ðåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson ðñïçãïõìÝíùò.

• Ç ëýóç åîáñôÜôáé üðùò êáé óå êÜèå åðáíáëçðôéêü áëãüñéèìï óôéò áñ÷éêÝò
ôéìÝò. ÄåäïìÝíçò ôçò ðéï áñãÞò óýãêëéóçò ôïõ ÅÌ êáêÝò áñ÷éêÝò ôéìÝò ßóùò
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ïäçãÞóïõí óå ðïëý ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò êáé óõíåðþò ç áíÜãêç ãéá
êáëýôåñåò áñ÷éêÝò ôéìÝò åßíáé ìåãáëýôåñç.

• Ï ÅÌ äåí ÷ñçóéìïðïéåß ôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò êé Ýôóé ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá
äåí ðñïêýðôïõí êáôÜ ôç äéÜñêåéá åêôÝëåóçò ôïõ áëãïñßèìïõ. Ôá ôõðéêÜ
óöÜëìáôá ìðïñïýí íá âñåèïýí ìå Üëëïõò ôñüðïõò ðïõ èá äïýìå óå ëßãï.

6.8.4 ×ñçóéìá Óôïé÷åßá

Èá ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå åðßóçò êáé ìåñéêÜ Üëëá åíäéáöÝñïíôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ
ôïõ áëãïñßèìïõ. ÁõôÜ åßíáé:

• ÓõíÞèùò áí êáé ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæåôáé áñêåôÝò åðáíáëÞøåéò ãéá íá óõãêëßíåé
(äçëáäÞ íá åêðëçñùèåß ç óõíèÞêç ôåñìáôéóìïý ôïõ áëãïñßèìïõ), êÜðïéåò
ëßãåò åðáíáëÞøåéò áñêïýí ãéá íá öôÜóïõìå ðïëý êïíôÜ óôç ëýóç. ÁõôÞ ç
éäéüôçôá ìðïñåß íá óõíäõáóôåß ìå ôçí éäÝá ðùò Üëëåò ìÝèïäïé Ý÷ïõí ðïëý
ãñçãïñüôåñç óýãêëéóç áñêåß íá Ý÷ïõìå áñ÷éêÝò ôéìÝò êïíôÜ óôç ëýóç. ¸ôóé
ìåñéêÝò åðáíáëÞøåéò ôõ ÅÌ ìáò öÝñíïõí êïíôÜ óôç ëýóç êáé ìåôÜ êÜðïéïò
Üëëïò áëãüñéèìïò ðïõ îåêéíÜ ðéá áðü ðïëý êáëÝò áñ÷éêÝò ôéìÝò âñßóêåé ôç
ëýóç ãñçãïñüôåñá. ÄçëáäÞ ï ÅÌ ìðïñåß íá óõíäõáóôåß ìå Üëëåò ìåèüäïõò
ãéá áêüìá êáëýôåñç óõìðåñéöïñÜ.

• Ç ðéèáíïöÜíåéá óå êÜèå åðáíÜëçøç ìåãáëþíåé ïé ðáñÜìåôñïé üìùò ìðïñåß
íá áëëÜæïõí åëÜ÷éóôá, ó÷åäüí áíåðáßóèçôá. Óõíåðþò ðáßæåé ìåãÜëï ñüëï ôï
êñéôÞñéï ôï ïðïßï èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá óôáìáôÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï,
áí áõôü èá âáóßæåôáé óôçí áýîçóç ôçò ðéèáíïöÜíåéáò Þ óôç ó÷åôéêÞ áëëáãÞ
ôçò ôéìÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. Äõóôõ÷þò, üðùò èá äïýìå êáé óôç óõíÝ÷åéá, ç
åðéëïãÞ ôïõ êñéôçñßïõ ôåñìáôéóìïý äåí åßíáé åýêïëç õðüèåóç êáé äåí õðÜñ÷åé
ãåíéêÜ áðïäåêôü êñéôÞñéï.

• ¼ðùò åßðáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò ç ôá÷ýôçôá ôïõ ÅÌ åîáñôÜôáé êáé áðü ôï
ðïóü ôçò ÷áìÝíçò ðëçñïöïñßáò (missing information). ÄåäïìÝíïõ ðùò ãéá
êÜðïéï ðñüâëçìá ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå äéáöïñåôéêÝò éäÝåò data aug-
mentation áõôü èá ïäçãÞóåé óå äéáöïñåôéêïýò áëãïñßèìïõò ìå äéáöïñåôéêÝò
åðéäüóåéò. Óå Ýíáí áëãüñéèìï üðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé áñêåôÞ ÷áìÝíç ðëçñï-
öïñßá (ð÷ ôï ðëÞèïò ôùí missing data åßíáé ìåãÜëï óå ó÷Ýóç ìå ôá observed
data) ôüôå ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá åßíáé ðïëý áñãüò. Óõíåðþò ç åðéëïãÞ ôïõ
data augmentation åßíáé ðïëý óçìáíôéêÞ, ÷ñåéÜæåôáé üìùò áñêåôÞ ðåßñá êáé
ãíþóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò þóôå íá åðéëåãåß ç êáôáëëçëüôåñç äïìÞ.

6.8.5 ÊñéôÞñéá Ôåñìáôéóìïý

Áò äïýìå ìåñéêÜ êñéôÞñéá ôåñìáôéóìïý ôïõ ÅÌ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ðñÜîç.
Áñãüôåñá óôá ðáñáäåßãìáôá èá åðáíÝëèïõìå óôï èÝìá. Ôá êñéôÞñéá ÷ùñßæïíôáé
óå äýï êáôçãïñßåò:

• ÊñéôÞñéá âáóéóìÝíá óôçí ðñüïäï ôçò ðéèáíïöÜíåéáò
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ÓôáìáôÜìå ôéò åðáíáëÞøåéò üôáí

∣∣∣L
(r+1) − L(r)

L(r+1)

∣∣∣ ≤ tol

üðïõ tol åßíáé ìéá ìéêñÞ ôéìÞ (ð÷ 10−10) êáé L(r) åßíáé ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíï-
öÜíåéá ìåôÜ ôçí r åðáíÜëçøç. ÏõóéáóôéêÜ ôï êñéôÞñéï ëÝåé íá óôáìáôÞóïõìå
üôáí ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá äåí áëëÜæåé ðéá áðü åðáíÜëçøç óå åðáíÜ-
ëçøç. ÕðÜñ÷ïõí äýï óçìáíôéêÜ óçìåßá ðïõ ðñÝðåé êáíåßò íá Ý÷åé õðüøç ôïõ:
ôï üôé äåí áëëÜæåé ç ðéèáíïöÜíåéá äåí óçìáßíåé ðùò ïé ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí
äåí áëëÜæïõí, áí ç ðéèáíïöÜíåéá åßíáé ó÷åäüí åðßðåäç óå êÜðïéï óçìåßï ôïõ
ðáñáìåôñéêïý ÷þñïõ ôüôå ïé ðáñÜìåôñïé ìðïñåß íá áëëÜæïõí êáé ìÜëéóôá
äñáìáôéêÜ. Åðßóçò ôï üôé ç ðéèáíïöÜíåéá áëëÜæåé ðïëý ëßãï äåí óçìáßíåé
ðùò âñÝèçêå áðáñáßôçôá ôï ìÝãéóôï êáèþò ìðïñåß íá óôáìáôÞóïõìå áëëÜ
ýóôåñá áðü ëßãåò åðáíáëÞøåéò ï áëãüñéèìïò íá îÝöåõãå áðü ôçí ðåñéï÷Þ
áõôÞ. Ãéá áõôü êáé åßíáé êáëÞ éäÝá íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìÜëëïí áõóôçñü
êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý éäéáßôåñá óå ðïëýðëïêá ðñïâëÞìáôá ìå ìåãÜëï áñéèìü
ðáñáìÝôñùí.

• ÊñéôÞñéá âáóéóìÝíá óôçí áëëáãÞ ôùí ôéìþí ôùí ðáñáìÝôñùí

ÓôáìáôÜìå ôéò åðáíáëÞøåéò üôáí

maxj

(
|θ(r+1)

j − θ
(r)
j |

)
≤ tol

üðïõ θ
(r)
j åßíáé ç ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ θj ìåôÜ ôçí r åðáíÜëçøç. ÄçëáäÞ

ôï êñéôÞñéï éêáíïðïéåßôáé üôáí üëåò ïé ðáñÜìåñïé áëëÜæïõí áðü ìéá åðá-
íÜëçøç óôçí åðüìåíç ëéãüôåñï áðü ìéá ìéêñÞ ðïóüôçôá tol. ÅíáëëáêôéêÜ
ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êñéôÞñéá ðïõ ìåôñÜíå ôç ìÝóç äéáöïñÜ
áðü åðáíÜëçøç óå åðáíÜëçøç ç êÜðïéá Üëëç áðüóôáóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
ìðïñåß êáíåßò íá óôáìáôÞóåé ôéò åðáíáëÞøåéò üôáí

p∑

j=1

(
θ
(r+1)
j − θ

(r)
j

)2

≤ tol

äçëáäÞ ôï Üèñïéóìá ôåôñáãùíéêþí áðïêëßóåùí ãéá üëåò ôéò ðáñáìÝôñïõò óå
äýï äéáäï÷éêÝò åðáíáëÞøåéò åßíáé ìéêñüôåñï áðü êÜðïéá ðïëý ìéêñÞ ôéìÞ.

Åßíáé ðïëý âáóéêü íá ôïíßóïõìå ðùò êáé ôá äõï êñéôÞñéá óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
ìåôñÜíå Ýëëåéøç ðåñáéôÝñù ðñïüäïõ ôïõ áëãïñßèìïõ ðáñÜ ðñáãìáôéêÞ óýãêëéóç!

6.8.6 Ï áëãüñéèìïò ÅÌ óôçí åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá
Åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïí íá äïýìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ áëãïñßèìïõ üôáí ç êáôá-
íïìÞ ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí (complete data) áíÞêåé óôçí åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá
êáôáíïìþí. Èá ðñÝðåé íá ðïýìå ðùò áõôü óõìâáßíåé óå ðïëëÝò áðü ôéò ðåñé-
ðôþóåéò ðñáãìáôéêþí åöáñìïãþí êáé ãéá áõôü åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï óôçí ðñÜîç.
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¼ôáí ëïéðüí ç êáôáíïìÞ ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí (complete data) áíÞêåé óôçí
åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá êáôáíïìþí ôüôå ãéá ôï Ì-âÞìá ÷ñåéáæüìáóôå áðëÜ ôá åðáñêÞ
óôáôéóôéêÜ. Áõôü óçìáßíåé åðßóçò ðùò óôï Å-âÞìá Ý÷ïõìå íá åêôéìÞóïõìå ìüíï ôéò
áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôùí åðáñêþí óôáôéóôéêþí êÜôé ðïõ êÜíåé ôçí üëç äéáäéêáóßá
ðïëý åõêïëüôåñç êáèþò ôï Å-âÞìá ðåñéÝ÷åé óõíÞèùò áðëÝò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò
êáé ìÜëéóôá áðëÜ ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ åðáñêïýò óôáôéóôéêïý êáé ü÷é ãéá êÜèå
ðáñáôÞñçóç îå÷ùñéóôÜ. Áõôü åßíáé êáôÜ ðïëý åõêïëüôåñï êáé ïäçãåß óå áëãüñéèìï
ðïëý ðéï ãñÞãïñï óôçí åêôÝëåóç ôïõ. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ðñïêýðôåé áðëÜ ãéáôß
ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ìéáò êáôáíïìÞò áðü ôçí åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá åßíáé
óõíÜñôçóç áðëþí óõíáñôÞóåùí ôùí äåäïìÝíùí. Áí áíáôñÝîåé êáíåßò ðßóù óôï
ðáñÜäåéãìá 6.1 ìå ôçí êáôáíïìÞ Poisson èá äåß ðùò ôï ìüíï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé êáíåßò
åßíáé ôï

∑
xi ðïõ åßíáé ìéá áðëÞ óõíÜñôçóç.

6.8.7 ÔõðéêÜ óöÜëìáôá
¼ðùò åßðáìå êáé ðñéí, ï áëãüñéèìïò ÅÌ äåí ÷ñçóéìïðïéåß ôéò äåýôåñåò ðáñá-
ãþãïõò êé Ýôóé ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá äåí ðñïêýðôïõí êáôÜ ôç äéÜñêåéá åêôÝëåóçò
ôïõ áëãïñßèìïõ. Ìðïñïýí âÝâáéá íá õðïëïãéóôïýí ïé ðáñÜãùãïé áõôÝò ìåôÜ ôï
ôÝëïò ôïõ áëãïñßèìïõ. ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñåß êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôç äïìÞ ôïõ
áëãïñßèìïõ ãéá íá âñåé ôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá.

Âáóéêü åñãáëåßï åßíáé ç áñ÷Þ ôçò ÷áìÝíçò ðëçñïöïñßáò (missing information
principle) ç ïðïßá äçëþíåé ðùò éó÷ýåé:

Iobs = Icom − Imis

üðïõ Iobs åßíáé ç ðáñáôçñïýìåíç ðëçñïöïñßá, Icom ç ðëçñïöïñßá ôùí ðëÞñùí äå-
äïìÝíùí êáé Imis ç ÷áìÝíç ðëçñïöïñßá (missing Information). Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç
áðëÜ õðïäåéêíýåé ðùò ç ðëçñïöïñßá ðïõ ðáñáôçñïýìå åßíáé áõôÞ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé
óôá ðëÞñç äåäïìÝíá êáé áöáéñÝóïõìå áðü áõôÞí ôçí ðëçñïöïñßá ôùí missing data.

Áõôü ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò

−d2`(θ | Y )
dθidθj

=
[
−d2Q(θ, φ)

dθidθj

]

φ=θ

−
[
−d2H(θ, φ)

dθidθj

]

φ=θ

Áí äåí õðÞñ÷áí missing data ôüôå ï ðñþôïò üñïò óôï äåîß ìÝëïò èá Þôáí áðëÜ ï
ðßíáêáò ðëçñïöïñßáò. Ìéá ÷ñÞóéìç ó÷Ýóç ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò åßíáé ç åîÞò:

−
[
d2H(θ, φ)

dθidθj

]
= V ar

[
d`(θ | Y, Z)

dθ

]

ç ïðïßá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí Ý÷åé áðëÞ ìïñöÞ ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß ó÷åôéêÜ
åýêïëá ìå Monte Carlo.

Åêôüò áðü ôçí ðáñáðÜíù éäÝá ãéá ôçí åýñåóç ôõðéêþí óöáëìÜôùí ìðïñåß
êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé Üëëïõò ôñüðïõò ðïõ âáóßæïíôáé åßôå óôçí éóôïñßá
ôùí åðáíáëÞøåùí åßôå áêüìá êáé óå bootstrap. ÊÜôé ôÝôïéï åßíáé ó÷åôéêÜ áðëü
êáèþò ï áëãüñéèìïò ÅÌ óå êÜèå bootstrap åðáíÜëçøç îåêéíÜ áðü êáëÝò áñ÷éêÝò
ôéìÝò êáé åðïìÝíùò óõãêëßíåé ó÷åôéêÜ ãñÞãïñá.
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6.9 Ðáñáäåßãìáôá

6.9.1 Ôï êëáóéêü ãåíåôéêü ðñüâëçìá
Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü áðïôåëåß ìéá áðëÞ êáé êëáóéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ ÅÌ. Áò õðïèÝóïõìå
ðùò Ý÷ïõìå 197 æþá êáé èÝëïõìå íá ôá êáôáôÜîïõìå óå 4 êáôçãïñßåò ìå âÜóç
êÜðïéï èåùñçôéêü ìïíôÝëï ó÷åôéêÜ ìå ôéò ãåíåôéêÝò ôïõò ó÷Ýóåéò. Ôá äåäïìÝíá ìáò
ó÷åôéêÜ ìå ôéò 4 áõôÝò êáôçãïñßåò åßíáé ôá åîÞò

X = (x1, x2, x3, x4) = (125, 18, 20, 34)

ìå èåùñçôéêÝò ðéèáíüôçôåò ãéá êÜèå êåëß

π = (π1, π2, π3, π4) =
(

1
2

+
θ

4
,
1− θ

4
,
1− θ

4
,
θ

4

)

Óêïðüò ìáò åßíáé íá âñïýìå ôçí ÅÌÐ ãéá ôï θ. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ÅÌ êáé
áñãüôåñá èá äïýìå êáé ôç ìÝèïäï Newton-Raphson ãéá íá êÜíïõìå ôéò áðáñáßôçôåò
óõãêñßóåéò.

¸íá ôñüðïò óõìðëÞñùóçò ôùí äåäïìÝíùí (data augmentation) óôï ðáñÜäåé-
ãìá ìáò åßíáé íá óðÜóïõìå ôï ðñþôï êåëß (x1) óå äõï êåëéÜ. Ï ëüãïò ðïõ ìáò
ïäçãåß óå áõôü åßíáé ðùò ç ðéèáíüôçôá ôïõ êåëéïý åßíáé Ýíá Üèñïéóìá ôï ïðïßï
äçìéïõñãåß ôá ðñïâëÞìáôá êáôÜ ôç ìåãéóôïðïßçóç. ÅðïìÝíùò åëðßæïõìå Ýôóé ðùò
ôá ðëÞñç äåäïìÝíá èá Ý÷ïõí ðéï áðëÞ ðéèáíïöÜíåéá ôçí ïðïßá êáé èá ìðïñïýìå
íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ðéï åýêïëá.

¸ôóé ôá ðëÞñç äåäïìÝíá èá Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ Y = (y0, y1, y2, y3, y4), üðïõ
yi = xi, ãéá i = 2, 3, 4 êáé y0 + y1 = x1, êáé ïìïßùò ïé ðéèáíüôçôåò ãéá ôá êåëéÜ
y0 êáé y1 åßíáé áíôßóôïé÷á 1/2 êáé θ/4.

Ç ðáñáôçñïýìåíç ðéèáíïöÜíåéá äßíåôáé ùò

L(θ | X) ∝ (2 + θ)x1(1− θ)x2+x3θx4

åíþ ç ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí ùò

L(θ | Y ) ∝ (1− θ)y2+y3θy4+y1

ðïõ åßíáé áñêåôÜ ðéï áðëÞ êáé åðïìÝíùò âñßóêïõìå åýêïëá ðùò ç ëïãáñéèìéêÞ
ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôá ðëÞñç äåäïìÝíá åßíáé

log L(θ | Y ) ∝ (y2 + y3) log(1− θ) + (y4 + y1) log θ

Åðßóçò ðáñáôçñåßóôå ðùò ìå âÜóç ôïí ôñüðï ðïõ ïñßóáìå ôá ðëÞñç äåäï-
ìÝíá, õðïèÝôïõìå ðùò ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ y1 | θ, X åßíáé ç ÄéùíõìéêÞ ìå
ðáñáìÝôñïõò n = 125 êáé p = θ

θ+2 (ðáñáôçñåßóôå ðùò θ
θ+2 = θ/4

θ/4+1/2 ). Áðü ôçí
ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí ìðïñåß êáíåßò åýêïëá íá äåé üôé

θ̂ =
y1 + y4

y1 + y2 + y3 + y4

áëëÜ óôçí ðåñßðôùóç ìáò äåí ãíùñßæïõìå ôï y1. Ìå âÜóç ëïéðüí áõôÜ ðïõ åßäáìå
ðñïçãïõìÝíùò (èá äïýìå óå ëßãï ôçí áêñéâÞ ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç) èá ðñÝðåé íá



224

åêôéìÜìå óå êÜèå åðáíÜëçøç ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ y1 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí
ùò ôþñá ðëçñïöïñßá êáé íá áíáíåþíïõìå ôï θ ìå âÜóç ôïí ðáñáðÜíù ôýðï. Ï
áëãüñéèìïò Ý÷åé ôçí ðáñáêÜôù ìïñöÞ:

E-âÞìá: Õðïëüãéóå

E(y1 | θ, X) =
125θ

θ + 2
= t

ðïõ åßíáé áðëÜ ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò äéùíõìéêÞò êáôáíïìÞò ðïõ åßäáìå
M-âÞìá: ÁíáíÝùóå ôï θ ùò

θ(new) =
t + y4

t + y2 + y3 + y4

Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò êáé ìå áñ÷éêÜ ôéìÞ θ(0) = 0.40 ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé
ìåôÜ áðü 8 åðáíáëÞøåéò ìå êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý íá óôáìáôÞóïõìå üôáí äýï äéá-
äï÷éêÝò ôéìÝò ôïõ θ äåí äéáöÝñïõí ðåñéóóüôåñï áðü 10−6. Ïé äéáäï÷éêÝò ôéìÝò
åßíáé:

(0.4, 0.5906643, 0.6218892, 0.6261642, 0.6267342,

0.6268099, 0.626820, 0.6268213, 0.6268215).

Óõíåðþò ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò Ý÷ïõìå θ̂ = 0.6268215.
Áò äïýìå ìå ðåñéóóüôåñç ëåðôïìÝñåéá áõôü ðïõ åßäáìå ðñéí äéáéóèçôéêÜ. Áðü

ôç èåùñßá ôïõ ÅÌ óôï Å-âÞìá ÷ñåéÜæåôáé íá õðïëïãßóïõìå ôçí ðïóüôçôá

Q(θ, θ(r)) =
∫

Z

log L(θ | X, Z)P (Z | θ(r), X)dZ = E(log L(θ | X, Z))

= constant + E [(y2 + y3) log(1− θ) + (y1 + y4) log θ]
= constant + (y2 + y3) log(1− θ) + (E [y1] + y4) log θ

áöïý ìüíï ôï y1 åßíáé ôõ÷Üéá ìåôáëçôÞ. Ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ õðïëïãßæåôáé ùò ðñïò
ôç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôïõ y1 | X, θ(r) (ðïõ üðùò åßäáìå åßíáé ç äéùíõìéêÞ
êáôáíïìÞ).

Ôï Ì-âÞìá ìåãéóôïðïéåß áõôÞ ôç óõíÜñôçóç ùò ðñïò θ ðïõ óýìöùíá ìå ôá
ðñïçãïýìåíá ðñïêýðôåé ðùò åéíáé:

θ̂ =
E [y1] + y4

E [y1] + y2 + y3 + y4

äçëáäÞ ôá missing data Ý÷ïõí áíôéêáôáóôáèåß áðü ôçí áíáìåíüìåíç ôïõò ôéìÞ.
Ðáñáôçñåßôå ðùò ïõóéáóôéêÜ áõôü ðïõ äåí ãíùñßæïõìå óôï Å-âÞìá ãéá íá õðï-
ëïãßóïõìå ôç óõíÜñôçóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé áðëÜ ç ðïóüôçôá E [y1] êáé Üñá
áõôÞ ç ðïóüôçôá ÷ñåéÜæåôáé íá õðïëïãéóôåß óôï Å-âÞìá.

Áò äïýìå ãéá ëüãïõò óýãêñéóçò êáé ôç ìÝèïäï Newton-Raphson ãéá ôï ßäéï
ðáñÜäåéãìá. Ç ìÝèïäïò ÷ñçóéìïðïéåß ôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï

θ(new) = θ −
x1

2+θ − x2+x3
1−θ + x4

θ

− x1
(2+θ)2 − x2+x3

(1−θ)2 − x4
θ2
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Îåêéíþíôáò áðü ôçí ßäéá áñ÷éêÞ ôéìÞ êáé ìå ôï ßäéï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý ìåôÜ áðü
4 åðáíáëÞøåéò âñßóêïõìå

(0.6170669, 0.6269629, 0.6268215, 0.6268215),

êáôáëÞãïíôáò, üðùò áíáìåíüôáí, óôï ßäéï θ̂
Ï ðáñáôçñïýìåíïò ðßíáêáò ðëçñïöïñßáò ôïõ Fisher åßíáé

J(θ) =
x1

(2 + θ)2
+

x2 + x3

(1− θ)2
+

x4

θ2

åíþ ï áíáìåíüìåíïò

I(θ) =
n

4(2 + θ)
+

2n

4(1− θ)2
+

n

4θ2

Óõíåðþò ç ìÝèïäïò scoring èá ÷ñçóéìïðïéïýóå ôïí ôýðï

θ(new) = θ −
x1

2+θ − x2+x3
1−θ + x4

θ

− n
4(2+θ) − 2n

4(1−θ)2 − n
4θ2

Óôï ÃñÜöçìá 6.9 ìðïñåß êáíåßò íá äåß ôç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôï ðáñÜ-
äåéãìá ìáò (ëåßðåé ç óôáèåñÜ).

Ðáñáôçñïýìå ðùò ç ìÝèïäïò Newton-Raphson óõãêëßíåé ãñçãïñüôåñá áëëÜ
èá ìðïñïýóå íá äþóåé ëýóç Ýîù áðü ôï äéÜóôçìá (0, 1). Åðßóçò ðáñáôçñåßóôå
ðùò áðáéôåß ðåñéóóüôåñåò ðñÜîåéò óå êÜèå åðáíÜëçøç êé åðïìÝíùò ôï êÝñäïò ôùí
ëéãüôåñùí åðáíáëÞøåùí äåí ïäçãåß áðáñáßôçôá óå êÝñäïò áðü Üðïøç ÷ñüíïõ.

6.9.2 ÐåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson
¢ò îáíáãõñßóïõìå óôï ðáñÜäåéãìá ìå ôçí ðåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson. ¸óôù
ðùò ni äçëþíåé ôç óõ÷íüôçôá ôçò i ôéìÞò. Ãíùñßæïõìå åðßóçò ðùò ôï óõíïëéêü

ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò åßíáé
7∑

i=1

ni = n = 1200. Ãéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí

áëãüñéèìï ÅÌ èåùñïýìå ùò missing data ôç óõ÷íüôçôá ôçò ôéìÞò 0, åðïìÝíùò äåí
Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé ôçí n0. Óõíåðþò ôá ðëÞñç äåäïìÝíá óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá
Þôáí ôá äåäïìÝíá ðïõ ðåñéåß÷áí üëåò ôéò ôéìÝò êáé ôïõ 0 óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ. Ç
êáôáíïìÞ ôïõò ôüôå äåí èá Þôáí ç ðåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson áëëÜ ç áðëÞ êáôá-
íïìÞ Poisson êáé åðïìÝíùò ç ìåãéóôïðïßçóç ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôùí ðëÞñùí äåäï-
ìÝíùí åßíáé ðïëý áðëÞ. Ìå âÜóç ôç âáóéêÞ éäÝá ôïõ ÅÌ óôï Å-âÞìá ÷ñåéáæüìáóôå
ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôùí äåäïìÝíùí ðïõ äåí Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé êáé óôç óõ-
íÝ÷åéá åêôéìÜìå ôï λ áðü ôç ìÝóç ôéìÞ ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí. Ï áëãüñéèìïò
ðåñéãñÜöåôáé ùò:

¸óôù áñ÷éêÝò ôéìÝò ãéá ôá n0 êáé λ. Ôüôå
E-step Âñåò

n
(new)
0 = (n0 + n)exp(−λ).
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ÃñÜöçìá 6.9: Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò (ëåßðåé ç
óôáèåñÜ) óáí óõíÜñôçóç ôïõ θ.

M-step: AíáíÝùóå ôï λ ùò

λ(new) =

n∑
i=1

xi

n + n
(new)
0

ÓôáìÜôá ôéò åðáíáëÞøåéò áí êÜðïéï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý éêáíïðïéåßôáé.
×ñåéáæüìáóôå êÜðïéá êáëÞ áñ÷éêÞ ôéìÞ ãéá ôï n0. Áðü ôç èåùñßá ôçò êáôáíïìÞò

Poisson ãíùñßæïõìå ðùò n1/n0 = λ êé åðïìÝíùò áí Ý÷ïõìå ìéá áñ÷éêÞ ôéìÞ ãéá ôï
λ ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá êáëÞ áñ÷éêÞ ôéìÞ êáé ãéá ôï n0. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí
ðåñéêïììÝíç êáôáíïìÞ Poisson éó÷ýåé ðùò n2/n1 = λ/2 êé åðïìÝíùò áñ÷éêÞ ôéìÞ
ãéá ôï λ ìðïñåß íá âñåèåß ðïëý åýêïëá.

ÌåñéêÜ åíäéáöÝñïíôá óçìåßá ó÷åôéêÜ ìå ôï ðáñÜäåéãìá åßíáé ôá áêüëïõèá

• Ï ÅÌ ÷ñåéÜæåôáé ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò áðü üôé ï Newton-Raphson
áëëÜ êáé ðÜëé ïé õðïëïãéóìïß åßíáé ó÷åôéêÜ áðëïýóôåñïé ìÝóá óå êÜèå åðá-
íÜëçøç.

• Ï Newton-Raphson, üðùò åßäáìå ìðïñåß íá ïäçãçèåß óå ìç åðéôñåðôÞ ëýóç,
êÜôé ôÝôïéï äåí ðñüêåéôáé íá óõìâåß ðïôÝ ìå ôïí ÅÌ áñêåß ç áñ÷éêÞ ôéìÞ íá
åßíáé óôá åðéôñåðôÜ üñéá.
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• Ç éäÝá ìðïñåß åýêïëá íá ãåíéêåõôåß óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò
áðü ìéá óõ÷íüôçôåò íá ìçí ðáñáôçñïýíôáé. ÄçëáäÞ ãéá ðáñÜäåéãìá èá ìðï-
ñïýóáìå íá ìçí Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé ôéìÝò ßóåò ìå ôï 0 áëëÜ êáé ßóåò ìå ôï 1.
ÄçëáäÞ ï áëãüñéèìïò ìå ìéêñÝò ôñïðïðïéÞóåéò ëåéôïõñãåß ãéá ðåñéêïììÝíá
äåäïìÝíá êÜèå ìïñöÞò áëëÜ êáé áðü êÜèå êáôáíïìÞ.

Óôï ÃñÜöçìá 6.10 ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí éóôïñßá ôïõ áëãïñßèìïõ ãéá 2 äéáöï-
ñåôéêÝò áñ÷éêÝò ôéìÝò (0.2 êáé 2) áíôßóôïé÷á. Óôï äåîß ãñÜöçìá âëÝðïõìå ôçí ôéìÞ
ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé óôï äåîß ôçí ôéìÞ ôçò ëïãáñéèìéêÞò ðéèáíïöÜíåéáò. Ðáñáôç-
ñåßóôå ðùò ãéá áñ÷éêÞ ôéìÞ λ = 2 ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé ðïëý ðéï ãñÞãïñá. Ìå
ôç ìÝèïäï Newton-Raphson ãéá áñ÷éêÞ ôéìÞ λ = 0.2 ï áëãüñéèìïò áðïôýã÷áíå.

Áí èÝëåé êáíåßò íá äåß ôï ðñüâëçìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ãåíéêïýò ôýðïõò,
ïõóéáóôéêÜ ìðïñåß íá äåß ðùò ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôá ðëÞñç äåäïìÝíá
åßíáé

log L(λ|Y ) ∝ −λ

M∑
x=0

nx + log λ

M∑
x=0

xnx

ç ïðïßá ãñÜöåôáé ùò

log L(λ|Y ) ∝ −λn0 − λ

M∑
x=1

nx + log λ

M∑
x=1

xnx

Óõíåðþò óôï Å-âÞìá ðïõ ÷ñåéÜæïìáé ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò ðéèáíïöÜíåéáò
áõôÞò, ïõóéáóôéêÜ ÷ñåéÜæïìáé ìüíï ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ n0. ¼ìùò ìå âÜóç
ôï ìïíôÝëï, ìéá ðáñáôÞñóç ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 0 ìå ðéèáíüôçôá e−λ êáé äåí ôçí
ðáßñíåé ìå ðéèáíüôçôá 1−e−λ, åíþ óõíïëéêÜ Ý÷ù n+n0 ðáñáôçñÞóåéò. ÅðïìÝíùò
ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðëÞ áíáìåíïìåíç ôéìÞ áðü äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ.

6.9.3 ÐåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá êáôáíïìþí (finite mixtures)
¸óôù ðùò ï ðëçèõóìüò ìáò áðïôåëåßôáé áðü k õðïðëçèõóìïýò (ïìÜäåò). ¸óôù
ðùò ãíùñßæïõìå ãéá êÜèå ïìÜäá ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò. ÎÝñïõìå
äçëáäÞ ðùò

ïìÜäá 1 f(x | θ1)
ïìÜäá 2 f(x | θ2)

. . .

ïìÜäá k f(x | θk)

ÄéáëÝãïíôáò Ýíá Üôïìï áðü ôïí ðëçèõóìü ôõ÷áßá ôüôå ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò ôïõ èá åßíáé

f(x) =
k∑

j=1

pjf(x | θj) (6.6)

üðïõ pj > 0,
k∑

j=1

pj = 1 êáé ôá pj ïõóéáóôéêÜ äçëþíïõí ôçí ðéèáíüôçôá Ýíá ôõ÷áßá

åðéëåãìÝíï Üôïìï íá ðñïÝñ÷åôáé áðü ôïí ðëçèõóìü j. Ç ðáñÜìåôñïò θj äåí åßíáé
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ÃñÜöçìá 6.10: Ç éóôïñßá ôïõ ÅÌ ãéá äéáöïñåôéêÝò áñ÷éêÝò ôéìÝò, óôï äåîß ãñÜ-
öçìá âëÝðïõìå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé óôï äåîß ôçí ôéìÞ ôçò ëïãáñéèìéêÞò
ðéèáíïöÜíåéáò
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áðáñáßôçôï íá åßíáé ìßá áëëÜ èá ìðïñïýóå íá åßíáé êáé äéÜíõóìá ðáñáìÝôñùí.
Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç êáôáíïìÞ åßíáé ç êáíïíéêÞ, ôüôå θ = (µ, σ2).

Ç åîßóùóç (6.6) ïñßæåé ôá ðåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ôçò êáôáíïìÞò f(·) . ÔÝôïéá
ìåßãìáôá âñßóêïõí ðïëëÝò åöáñìïãÝò óå ðïéêéëßá ðñïâëçìÜôùí óôáôéóôéêÞò üðùò
ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí áíÜëõóç êáôÜ óõóôÜäåò Þ óôç ìïíôåëïðïßçóç ìç ïìïéïãåíþí
ðëçèõóìþí. ÉóôïñéêÜ ï áëãüñéèìïò ÅÌ åöáñìüóôçêå óå ôÝôïéá ìïíôÝëá áñêåôÜ
ðñéí ôç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôïõ ôï 1977 êáé áðïôåëåß ìéá ðïëý åíäéáöÝñïõóá åöáñ-
ìïãÞ ìå áñêåôÜ åíäéáöÝñïõóá óôáôéóôéêÞ åñìçíåßá. Èá äïýìå äýï åöáñìïãÝò ôïõ
áëëÜ åßíáé óáöÝò ðùò ç éäÝá ãåíéêåýåôáé óå ðïëëÝò êáôåõèýíóåéò.

ÐåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ôçò êáôáíïìÞò Poisson

Ç êáôáíïìÞ Poisson ðáßæåé óçìáíôéêü ñüëï áíÜìåóá óå üëåò ôéò äéáêñéôÝò êáôáíïìÝò
êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò. ÐïëëÜ åíáëëáêôéêÜ äéáêñéôÜ
ìïíôÝëá ó÷åôßæïíôáé Üìåóá ìå ôçí êáôáíïìÞ Poisson. Ãéá áõôü êáé ï ñüëïò ôçò ãéá
ôçí áíÜëõóç äéáêñéôþí äåäïìÝíùí åßíáé êõñßáñ÷ïò. ÐåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ôçò
êáôáíïìÞò Poisson Ý÷ïõí êé áõôÜ óçìáíôéêü ñüëï óôç âéâëéïãñáößá. Ç óõíÜñôçóç
ðéèáíüôçôáò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

f(xi) =
k∑

j=1

pjf(xi | θj) =
k∑

j=1

pj

exp(−θj)θxi
j

xi!

üðïõ pj > 0, j = 1, . . . , k êáé
k∑

j=1

pj = 1. Ôï ìïíôÝëï áõôü õðïèÝôåé ðùò ï

ðëçèõóìüò Ý÷åé k õðïðëçèõóìïýò üðïõ êÜèå õðïðëçèõóìüò áêïëïõèåß ìéá êáôá-
íïìÞ Poisson áëëÜ ìå äéáöïñåôéêÝò ðáñáìÝôñïõò.

Áðü Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n, Ýóôù X = (x1, x2, . . . , xn) èÝëïõìå íá âñïýìå ôéò
ÅÌÐ ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ìïíôÝëïõ, äçëáäÞ ãéá ôá (p1, . . . , pk−1, θ1, . . . , θk).
Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá åßíáé

`(θ | X) =
n∑

i=1

log




k∑

j=1

pjf(xi | θj)




ðïõ åðåéäÞ Ý÷åé ôï Üèñïéóìá ìÝóá óôï ëïãÜñéèìï äåí åßíáé åýêïëï íá ìåãéóôïðïéçèåß.
ÄéÜöïñåò áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí áëëÜ åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí
ðåñéïñéóìïß ôüóï óôá pj üóï êáé óôá θj êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé åýêïëï. Èá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôïí ÅÌ ãéá íá âñïýìå ôéò ÅÌÐ.

Áò äïýìå ëïéðüí ðùò ìðïñïýìå íá åðéôý÷ïõìå ôçí óõìðëÞñùóç ôùí äåäïìÝíùí
ìáò þóôå íá äéåõêïëýíïõìå ôïí áëãüñéèìï.

¸óôù ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò Zij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k ìå ôéìÝò Zij = 1 áí
ç i ðáñáôÞñçóç áíÞêåé óôç j ïìÜäá êáé 0 áëëéþò. Áí åß÷áìå ðáñáôçñÞóåé ôá Zij

ôïôå ç åêôßìçóç èá Þôáí åýêïëç êáèþò ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç èá îÝñáìå óå ðïéÜ
ïìÜäá áíÞêåé êáé Üñá ôï ðñüâëçìá èá Þôáí áðëÜ íá åêôéìÞóïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò
ðïëëþí áðëþí êáôáíïìþí Poisson.

Óõíåðþò óôçí ðåñßðôùóç ìáò ôá Zij åßíáé ôá missing data êáé óôï Å-âÞìá
èá ôá åêôéìÞóïõìå ìå ôçí äåóìåõìÝíç áíáìåíüìåíç ôïõò ôéìÞ, åíþ óôï Ì-âÞìá
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èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÝò ôéò åêôéìÞóåéò ãéá íá áíáíåþóïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò
ìáò. Áðïäåéêíýåôáé üôé óôï M-âÞìá ÷ñåéÜæåôáé áðëÜ íá õðïëïãßóïõìå óôáèìéêïýò
ìÝóïõò êáé äéáêõìÜíóåéò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ùò óôáèìßóåéò ôá áðïôåëÝóìáôá áðü ôï
Å-âÞìá.

ÄçëáäÞ óõìðëçñþíïõìå ôá ðáñáôçñïýìåíá äåäïìÝíá X ìå ôá missing Z. Ãéá
ôá ðëÞñç äåäïìÝíá Y = (X, Z) ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ãßíåôáé

`(θ | X, Z) =
n∑

i=1

k∑

j=1

[(zij log pj) + zij (−θj + xi log θj − log(xi!))]

Ðáñáôçñåßóôå ðùò ôþñá åßíáé áñêåôÜ åýêïëï íá âñïýìå ôéò ÅÌÐ áðü áõôÞ ôçí
ðéèáíïöÜíåéá. Ãéá ðáñÜäåéãìá ðáßñíïíôáò ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï þò ðñïò θ1 êáé
åîéóþíïíôáò ôç ìå ôï 0 âñßóêïõìå åýêïëá ðùò

θ̂1 =
∑n

i=1 zixi∑n
i=1 zi

Åðßóçò ìðïñåß êÜðïéïò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò `(θ | X, Z)
ðáßñíåé ôçí ó÷åôéêÜ áðëÞ ìïñöÞ

E [`(θ | X, Z)] =
n∑

i=1

k∑

j=1

E[zij | θ, X] log pj

+
n∑

i=1

k∑

j=1

E[zij | θ, X] (−θj + xi log θj − log(xi!))

Óõíåðþò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò áíáìåíüìåíçò ôéìÞò ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôùí
ðëÞñùí äåäïìÝíùí êáé ôç ìåãéóôïðïßçóç ôçò ÷ñåéáæüìáóôå ôçí åýñåóç ôçò E[zij |
θ,X]. ¼ìùò åî’ ïñéóìïý ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Zij åßíáé ìéá Bernoulli ôõ÷áßá ìåôá-
âëçôÞ. ÄåäïìÝíïõ üôé åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôç äåóìåõìÝíç áíáìåíüìåíç ôéìÞ áõôÞ èá
åßíáé ßäéá ìå ôçí ðéèáíüôçôá P (Zij = 1 | θ,X), äçëáäÞ ôç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá
ç ðáñáôÞñçóç íá áíÞêåé óôç j ïìÜäá. Ãéá ôï M -âÞìá ÷ñåéÜæåôáé íá ìåãéóôïðïéÞ-
óïõìå ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò ëïãáñéèìéêÞò ðéèáíïöÜíåéáò ôùí ðëÞñùí äåäï-
ìÝíùí êáé óõíåðþò, üðùò åßäáìå ðñéí êÜôé ôÝôïéï åßíáé ó÷åôéêÜ áðëü. Åðßóçò
ìðïñåß íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò áí èÝëïõìå ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôùí
Zi = (Zi1, Zi2, . . . , Zik) áõôÞ åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÞ êáôáíïìÞ (multinomial) ìå
áíôßóôïé÷åò ðéèáíüôçôåò áõôÝò ðïõ åßäáìå ðñéí ãéá êÜèå Zij .

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí
ùò:

¸óôù p1, . . . , pk êáé θ1, . . . , θk ïé ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí áðü ôçí ðñïçãïýìåíç
åðáíÜëçøç.

E-âÞìá: Õðïëüãéóå

wij =
pjf(xi | θj)

k∑
j=1

pjf(xi | θj)
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Ìðïñåß åýêïëá íá äåé êÜðïéïò ðùò ôá wij äåí åßíáé ðáñÜ ïé åê ôùí õóôÝñùí
ðéèáíüôçôåò ç i ðáñáôÞñçóç íá áíÞêåé óôç j ïìÜäá. Óõíåðþò ãéá ìåñéêÝò åöáñìïãÝò
üðùò ç áíÜëõóç óå ïìÜäåò áõôÞ ç ðïóüôçôá Ý÷åé áðü ìüíç ôçò åíäéáöÝñïí ãéá
óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá (ãéá ôçí êáôÜôáîç ôùí ðáñáôçñÞóåùí óå ïìÜäåò)

M-âÞìá: Âñåò ôéò êáéíïýñéåò åêôéìÞóåéò ùò

p
(new)
j =

n∑
i=1

wij

n
and θ

(new)
j =

n∑
i=1

wijxi

n∑
i=1

wij

ÓôáìÜôá ôéò åðáíáëÞøåéò áí êÜðïéï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý éêáíïðïéåßôáé áëëéþò
óõíÝ÷éóå ðçãáßíïíôáò ðßóù óôï Å-âÞìá.

Ç ðáñáðÜíù óõìðëÞñùóç äåäïìÝíùí ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß óå ðïëëÝò êáôåõèýíóåéò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá éó÷ýåé ãéá ðåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ïðïéáóäÞðïôå êáôáíïìÞò áëëÜ
áêüìá êáé ãéá ìåßãìáôá ìå äéáöïñåôéêÝò êáôáíïìÝò ãéá êÜèå õðïðëçèõóìü. Åðßóçò
ç éäÝá ÷ñçóéìïðïéåßôáé åîßóïõ êáé ãéá ÌðåõæéáíÝò ðñïóåããßóåéò åêôßìçóçò ôùí ðá-
ñáìÝôñùí.

ÐáñÜäåéãìá: Ôá äåäïìÝíá áöïñïýí ôïí áñéèìü ôùí áíèñùðïêôïíéþí óôçí
åëëÜäá ãéá ôï Ýôïò 1997 óôïõò 54 íïìïýò ôçò ÷þñáò. ¸óôù xi ï áñéèìüò ôùí
áíèñùðïêôïíéþí óôïí i íïìü êáé ti ï ðëçèõóìüò ôïõ íïìïý óå åêáôïìýñéá êáôïßêïõò.
ÕðïèÝôïõìå ðùò ï ðëçèõóìüò åßíáé áíïìïéïãåíÞò, õðÜñ÷ïõí äçëáäÞ íïìïß ìå ìå-
ãáëýôåñç åãêëçìáôéêüôçôá áðü Üëëïõò. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷ïõí 4 äéáöï-
ñåôéêÝò ïìÜäåò íïìþí áíÜëïãá ìå ôçí åãêëçìáôéêüôçôá ôïõò. Ôüôå, áöïý äåí
ãíùñßæïõìå ðïéïò íïìüò áíÞêåé óå ðïéá ïìÜäá åßíáé ëïãéêü íá õðïèÝóïõìå Ýíá
ðåðåñáóìÝíï ìåßãìá êáôáíïìþí Poisson ùò ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ðëçèõóìïý üëùí
ôùí íïìþí. ÄçëáäÞ õðïèÝôïõìå ðùò

f(xi | ti, θ) =
4∑

j=1

pj
(λjti)xiexp(−λjti)

xi!

Ôï ìïíôÝëï åßíáé åëáöñþò äéáöïñåôéêü ãéáôß ôþñá ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ôçí ðëç-
ñïöïñßá ãéá ôï ìÝãåèïò ôïõ ðëçèõóìïý êÜèå íïìïý ti. ÈÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå
ôá (p1, p2, p3, λ1, λ2, λ3, λ4). Ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ äéáöÝñïõí åëÜ÷éóôá áðü
áõôÜ ðïõ åßäáìå ðñßí êáé óõãêåêñéìÝíá ôþñá ï áëãüñéèìïò ãßíåôáé

E-âÞìá: Õðïëüãéóå

wij =
pjf(xi | λjti)

k∑
j=1

pjf(xi | λjti)

M-âÞìá: Âñåò ôéò êáéíïýñéåò åêôéìÞóåéò ùò

p
(new)
j =

n∑
i=1

wij

n
and λ

(new)
j =

n∑
i=1

wijxiti

n∑
i=1

wijti
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initial values estimated parameters Loglikelihood
p = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25) p̂ = (0.1357, 0.3750, 0.3913, 0.0979) -114.8306
λ = (0.01, 17.20, 32.70, 228.6) λ̂ = (0, 24.0308, 34.6209, 70.8688)
p = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25) p̂ = (0.0805, 0.0527, 0.7052, 0.1615) -115.4153
λ = (1, 2, 5, 10) λ̂ = (0, 0, 26.7921, 62.6875)

Ðßíáêáò 6.2: ÁðïôåëÝóìáôá îåêéíþíôáò áðü äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò áëëÜ ìå ôï ßäéï
êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý (óôáìáôÞóáìå ôéò åðáíáëÞøåéò üôáí ç ó÷åôéêÞ äéáöïñÜ óôçí
ðéèáíïöÜíåéá Þôáí ìéêñüôåñç áðü 10−9

Íïìüò Weights
ÁèÞíá 0 0.9989 0.0011 0
Èåóóáëïíßêç 0 0.2021 0.7971 0
Èåóðñùôßá 0.4280 0.3499 0.2135 0.0085
Áéôùëïáêáñíáíßá 0 0.4700 0.5259 0.0041
Añãïëßäá 0 0.3791 0.5644 0.0564
· · · · · ·

Ðßíáêáò 6.3: Ïé ôéìÝò wij ìåôÜ ôï ôÝëïò ôïõ ÅÌ áðü ôï ðñþôï óåô áñ÷éêþí ôéìþí
(äçëáäÞ ìå âÜóç ôéò ÅÌÐ).

Óôïí ðßíáêá 6.2 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôá áðïôåëÝóìáôá îåêéíþíôáò áðü äéáöï-
ñåôéêÝò ôéìÝò áëëÜ ìå ôï ßäéï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý (óôáìáôÞóáìå ôéò åðáíáëÞøåéò
üôáí ç ó÷åôéêÞ äéáöïñÜ óôçí ðéèáíïöÜíåéá Þôáí ìéêñüôåñç áðü 10−9). Áõôü ðïõ
ìðïñåß åýêïëá íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò åßíáé ðùò ïé äéáöïñåôéêÝò áñ÷éêÝò ôéìÝò
ïäçãïýí êáé óå äéáöïñåôéêÞ ëýóç! Èá ðñÝðåé åðïìÝíùò êáíåßò íá äïêéìÜóåé
íá îåêéíÞóåé ìå ðåñéóóüôåñåò áñ÷éêÝò ôéìÝò þóôå íá åßíáé ðéï óßãïõñïò ðùò Ý÷åé
âñåé ðñáãìáôéêÜ ôï ìÝãéóôï êáé ü÷é êÜðïéï ôïðéêü ìÝãéóôï. Ïé ðñáãìáôéêÝò ÅÌÐ
áíôéóôïé÷ïýí óå áõôÝò ôçò ðñþôçò ïìÜäáò áñ÷éêþí ôéìþí. Ðáñáôçñåßóôå ðùò ç
äåýôåñç ïìÜäá ïäçãåß ïõóéáóôéêÜ óå ìéá ëýóç ìå 3 êáé ü÷é 4 ïìÜäåò êáèþò ðáñá-
ôçñåßóôå ðùò ïé åêôéìçèåßóåò ðáñÜìåôñïé ãéá ôéò 2 ðñþôåò ïìÜäåò ôáõôßæïíôáé.

Ìå âÜóç ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðßíáêá âñÝèçêáí 4 ïìÜäåò áðü íïìïýò. Ç
ðñþôç ïìÜäá p1 = 0.08 λ1 = 0 äçëáäÞ ðåñéÝ÷åé ðåñßðïõ ôï 8% ôùí íïìþí êáé
áõôïß ïé íïìïß ðáñïõóéÜæïõí ìçäåíéêÞ åãêëçìáôéêüôçôá. Ïé Üëëåò ïìÜäåò Ý÷ïõí
ïëïÝíá ìåãáëýôåñç åãêëçìáôéêüôçôá (ïõóéáóôéêÜ ïé ðáñÜìåôñïé λj áíáöÝñïíôáé óå
áíèñùðïêôïíßåò áíÜ åêáôïììýñéï êáôïßêùí). ¼ðùò åßðáìå êáé ðñéí ôï åíäéáöÝñïí
ôçò åöáñìïãÞò åßíáé íá êáôáôÜîïõìå ôïõò íïìïýò óå ïìÜäåò. Áõôü ãßíåôáé ìå ôç
÷ñÞóç ôùí wij ìåôÜ ôï ôÝëïò ôïõ áëãïñßèìïõ, ìåôÜ äçëáäÞ áðü ôçí ôåëåõôáßá
åðáíÜëçøç. Óôïí ðßíáêá 6.3 ìðïñåß êáíåßò íá äåé Ýíá ìéêñü áðüóðáóìá áðü áõôÜ
ôá âÜñç. ¸ôóé ç ÁèÞíá áíÞêåé óôç äåýôåñç ïìÜäá ìå ðéèáíüôçôá 99% êáé óôçí
ôñßôç ìå ðéèáíüôçôá 1%. Ç Èåóóáëïíßêç áíÞêå ìå ìåãÜëç ðéèáíüôçôá óôçí 3ç
ïìÜäá êëð.

Óôá ÃñÜöçìáôá 6.11 êáé 6.12 ìðïñåß êáíåßò áí äåé ôçí éóôïñßá ôùí åðáíáëÞøåùí
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ôïõ áëãïñßèìïõ ãéá ôï ðñþôï óåô áñ÷éêþí ôéìþí ôüóï ãéá ôá pj üóï êáé ãéá
ôá λj . Ïìïßùò óôï ÃñÜöçìá 6.14 ìðïñåß íá äåé ôçí ðéèáíïöÜíåéá áëëÜ êáé ôï
êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý ùò ðñïò ôéò åðáíáëÞøåéò. Ìå ëßãåò åðáíáëÞøåéò Ý÷ïõìå
öôÜóåé ðïëý êïíôÜ óôï ìÝãéóôï êáé ýóôåñá áíÜëïãá êáé ìå ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý
÷ñåéáæüìáóôå áñêåôÝò åðáíáëÞøåéò ãéá íá öôÜóïõìå óôï ìÝãéóôï. ÄçëáäÞ ï áëãü-
ñéèìïò öáßíåôáé íá ÷Üíåé óôáäéáêÜ ôçí åíÝñãåéá ôïõ êáé íá ðñï÷ùñÜ üëï êáé ðéï
áñãÜ. Óôï ÃñÜöçìá ?? Ý÷ïõìå ôï ßäéï ãñÜöçìá áëëÜ ãéá ôï äåýôåñï óåô áñ÷éêþí
ôéìþí. Ç ðéèáíïöÜíåéá ìåãáëþíåé óå êÜèå åðáíÜëçøç, êÜôé ðïõ ãíùñßæïõìå áðü ôç
èåùñßá áëëÜ ôþñá ìå ðïëý ðéï áñãïýò ñõèìïýò, åíþ ôï êñéôÞñéï äåí Ý÷åé ìïíüôïíç
óõìðåñéöïñÜ, êÜôé ôÝôïéï äåí áðïêëåßåôáé íá óõìâåß åéäéêÜ áí ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò
åßíáé êáêÝò. ÂáóéêÜ ï áëãüñéèìïò ìðåñäåýåôáé åîáéôßáò ôùí 2 ðïëý ïìïßùí ïìÜ-
äùí ðïõ âñßóêåé êáé áðü êÜðïéï óçìåßï êáé ìåôÜ ãßíåôáé áñãüò.
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ÃñÜöçìá 6.11: Ç éóôïñßá ôùí åðáíáëÞøåùí ãéá ôá pj (ðñþôï óåô áñ÷éêþí ôéìþí).

6.9.4 ÐåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ôçò ðïëõìåôáâëçôÞò êáíïíéêÞò êá-
ôáíïìÞò

Ç ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ áðïôåëåß ôç âÜóç ãéá ðëçèþñá áðü óôáôé-
óôéêÜ ìïíôÝëá êáé ôå÷íéêÝò êáé åðïìÝíùò ï ñüëïò ôçò óôç óôáôéóôéêÞ åßíáé ðÜñá
ðïëý óçìáíôéêüò. ÐåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ôçò êáôáíïìÞò áõôÞò áðïôåëïýí ôï èåìÝëéï
ãéá ìåèüäïõò üðùò ç áíÜëõóç óå ïìÜäåò. Ï áëãüñéèìïò ÅÌ áðïôÝëåóå ôçí
êéíçôÞñéá äýíáìç ãéá ôçí ðñáêôéêÞ åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ óå ðñáãìáôéêÜ äåäï-
ìÝíá. Áò äïýìå óýíôïìá ôïí áëãüñéèìï.

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå k ïìÜäåò, êáé ïé ðáñáôçñÞóåéò ìÝóá óôç j ïìÜäá
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ÃñÜöçìá 6.12: Ç éóôïñßá ôùí åðáíáëÞøåùí ãéá ôá λj (ðñþôï óåô áñ÷éêþí ôéìþí).
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ÃñÜöçìá 6.13: Ç éóôïñßá ôùí åðáíáëÞøåùí ãéá ôçí ðéèáíïöÜíåéá êáé ôï êñéôÞñéï
ôåñìáôéóìïý |Lk+1/Lk − 1| (ðñþôï óåô áñ÷éêþí ôéìþí)
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ÃñÜöçìá 6.14: Ç éóôïñßá ôùí åðáíáëÞøåùí ãéá ôçí ðéèáíïöÜíåéá êáé ôï êñéôÞñéï
ôåñìáôéóìïý |Lk+1/Lk − 1| (äåýôåñï óåô áñ÷éêþí ôéìþí)

áêïëïõèïýí ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå äéÜíõóìá ìÝóùí µj êáé ðßíáêá
äéáêýìáíóçò Σj . Ôüôå ç áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ
ôõ÷áßïõ äéáíýóìáôïò x äßíåôáé ùò:

f(x) =
k∑

j=1

pj(2π)−m/2|Σj |−1/2exp

(
−1

2
(x− µj)Σ−1

j (x− µj)T

)
,

üðïõ m åßíáé ç äéÜóôáóç ôùí äåäïìÝíùí. Óôçí ðñÜîç åíäéáöÝñïõí 2 äéáöïñåôéêÝò
ðåñéðôþóåéò:

• Ïìïóêåäáóôéêü ìïíôÝëï: ¼ëïé ïé ðßíáêåò äéáêýìáíóçò åßíáé ßäéïé Σ1 =
Σ2 = . . . = Σk = Σ

• Åôåñïóêåäáóôéêü ìïíôÝëï: ¼ëïé ïé ðßíáêåò äéáêýìáíóçò äåí åßíáé ßäéïé,
äçëáäÞ, Σi 6= Σj , ãéá üëá ôá i 6= j

¼ðùò êáé ðñéí áðåõèåßáò ìåãéóôïðïßçóç ôçò ðéèáíïöÜíåéáò äåí åßíáé êáèüëïõ
áðëÞ äïõëåéÜ ãéá áõôü êáôáöåýãïõìå óôïí áëãüñéèìï ÅÌ. Êáé ðÜëé ÷ñçóéìïðïé-
ïýìå ôçí ßäéá óõìðëÞñùóç äåäïìÝíùí ïñßæïíôáò ôéò øåõäïìåôáâëçôÝò Zij , i =
1, . . . , n, j = 1, . . . , k ðïõ ðáßñíïõí ôéìÝò 0 êáé 1 üðùò ôéò ïñßóáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò

Ãéá ôçí åôåñïóêåäáóôéêÞ ðåñßðôùóç ï áëãüñéèìïò ôþñá ðáßñíåé ôçí åîÞò ìïñöÞ:
¸óôù áñ÷éêÝò ôéìÝò p1, . . . , pk−1, µ1, . . . , µk, Σ1, . . . ,Σk.
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E-âÞìá Õðïëüãéóå

wij =
pjf(xi | θj)

k∑
j=1

pjf(xi | θj)

=
pj(2π)−p/2|Σj |−1/2exp

(− 1
2 (xi − µj)Σ−1

j (xi − µj)T
)

k∑
j=1

pj(2π)−p/2|Σj |−1/2exp
(− 1

2 (xi − µj)Σ−1
j (xi − µj)T

)

M-âÞìá Âñåò ôéò íÝåò åêôéìÞóåéò

p
(new)
j =

n∑
i=1

wij

n
,

µ
(new)
j =

n∑
i=1

wijxi

n∑
i=1

wij

,

Σ(new)
j =

n∑
i=1

wij

(
xi − µ

(new)
j

)(
xi − µ

(new)
j

)T

n∑
i=1

wij

ÓôáìÜôá ôéò åðáíáëÞøåéò áí êÜðïéï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý éêáíïðïéåßôáé áëëéþò
óõíÝ÷éóå ðçãáßíïíôáò ðßóù óôï Å-âÞìá.

Ìðïñåß êÜðïéïò íá ðáñáôçñÞóåé ðùò êáé ðÜëé óôï Ì-âÞìá äåí Ý÷ïõìå ðáñÜ
óôáèìéóìÝíåò åêäüóåéò ôùí êëáóéêþí åêôéìçôñéþí ãéá ôï äéÜíõóìá ôùí ìÝóùí êáé
ôïí ðßíáêá äéáêýìáíóçò. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ïìïóêåäáóôéêïý ìïíôÝëïõ ç ìüíç
äéáöïñÜ åßíáé óôï Ì-âÞìá ôï ïðïßï ãßíåôáé

Σ(new) =
k∑

j=1

p
(new)
j Σ(new)

j

êáé èõìßæåé ðïëý ôï óôáèìéêü ðßíáêá äéáêýìáíóçò óôçí ðïëõìåôáâëçôÞ áíÜëõóç
äéáêýìáíóçò.

ÐáñÜäåéãìá: Ôá äåäïìÝíá ðïõ ìðïñåßôå íá äåßôå óôï ãñÜöçìá 6.15 åßíáé
ðñïóïìïéùìÝíá áðü Ýíá ìåßãìá 2 ðïëõìåôáâëçôþí êáôáíïìþí ìå äéáöïñåôéêïýò
ðßíáêåò äéáêýìáíóçò. Óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá íá
åêôéìÞóïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò (ðßíáêáò 6.4). Áðü ôá ãñáöÞìáôá ìðïñåß êáíåßò íá
äåß ðùò óôçí ðåñßðôùóç ßóùí ðéíÜêùí (ãñÜöçìá 6.16) ïé åëëåßøåéò Ý÷ïõí ôï ßäéï
ìÝãåèïò êáé ðñïóáíáôïëéóìü êÜôé ðïõ äåí óõìâáßíåé óôï ãñÜöçìá 6.15.

Ãéá íá Ý÷åôå ìéá åéêüíá ôçò äõíáìéêÞò ôïõ áëãïñßèìïõ, ãéá ôçí åôåñïóêåäáóôéêÞ
ðåñßðôùóç ìðïñåß êáíåßò íá äåß óôï ãñÜöçìá 6.17 ôá åëëåéøïåéäÞ óå êÜèå åðáíÜ-
ëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ. ÏõóéáóôéêÜ, ðïëý ãñÞãïñá ïé åëëåßøåéò ðñïóåããßæïõí ôçí
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ÃñÜöçìá 6.15: Ïé äýï ïìÜäåò ðïõ ðñïóáñìüóèçêáí óôá äåäïìÝíá. Ôá åëëåéøïåéäÞ
áíôéóôïé÷ïýí óå ðåñéï÷Ýò åìðéóôïóýíçò 95%. ÊÜèå ïìÜäá Ý÷åé äéáöïñåôéêü ðßíáêá
óõíäéáêýìáíçò.

¢íéóåò ÄéáêõìÜíóåéò ºóåò ÄéáêõìÜíóåéò
p = (0.5865899, 0.4134101) p = (0.6572255, 0.3427745)

Σ1 =
[

0.9568578 0.5763747
0.5763747 1.2372805

]
Σ =

[
0.8974587 0.2312592
0.2312592 1.1782524

]

Σ2 =
[

0.8568740 −0.3376073
−0.3376073 1.2079469

]

µ1 = (−0.1073719,−1.9717564) µ1 = (−0.2259167,−1.8661791)
µ2 = (−2.2650514, 0.1351531) µ2 = (−2.4823908, 0.3668937)

loglikelihood = −832.0454 loglikelihood = −846.2068

Ðßíáêáò 6.4: Ïé åêôéìçèÝéóåò ïìÜäåò ãéá ôá 2 ìïíôÝëá.
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ÃñÜöçìá 6.16: Ïé äýï ïìÜäåò ðïõ ðñïóáñìüóèçêáí óôá äåäïìÝíá. Ôá åëëåéøïåéäÞ
áíôéóôïé÷ïýí óå ðåñéï÷Ýò åìðéóôïóýíçò 95%. ¸÷ïõìå õðïèÝóåé ßäéï ðßíáêá
óõíäéáêýìáíçò ãéá ôéò äýï ïìÜäåò.



Áëãüñéèìïò ÅÌ 239

x

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2

-4
-2

0
2

ÃñÜöçìá 6.17: 95% ðåñéï÷Ýò åìðéóôïóýíçò ãéá ôéò äýï ïìÜäåò õðïèÝôùíôáò
äéáöïñåôéêïýò ðßíáêåò äéáêýìáíóåéò. ÊÜèå Ýëëåéøç áíôéóôïé÷åß óå ìéá åðáíÜëçøç
ôïõ áëãïñßèìïõ.
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ôåëéêÞ ôéìÞ. Ç åðéêÜëõøç ôùí äýï ïìÜäùí ïõóéáóôéêÜ óçìáßíåé ðùò ãéá ôéò ðáñá-
ôçñÞóåéò ðïõ âñßóêïíôáé ìÝóá óôçí ôïìÞ ôá wij äåí åßíáé êïíôÜ óôï 0 Þ ôï 1 êáé
ðùò äåí åßíáé åýêïëï íá îå÷ùñßóïõìå óå ðïéÜ ïìÜäá áíÞêïõí ïé ðáñáôçñÞóåéò
áõôÝò.

6.9.5 ÐåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá äéáöïñåôéêþí êáôáíïìþí
¸íáò ôñüðïò ãéá ôç äçìéïõñãßá ðïëýðëïêùí ìïíôÝëùí ãéá ôç ìïíôåëïðïßçóç äåäï-
ìÝíùí åßíáé ï óõíäõáóìüò óôç ìïñöÞ ìåéãìÜôùí áðü äýï äéáöïñåôéêÝò êáôáíïìÝò.
ÊÜôé ôÝôïéï åêôüò áðü åõåëéîßá ðñïóöÝñåé êáé ôç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò ìïíôÝëïõ,
äçëáäÞ íá âñïýìå ðïéü áðü äéÜöïñá ìïíôÝëá ðñïóáñìüæåé êáëýôåñá óôá äåäïìÝíá
ìáò.

Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç áò õðïèÝóïõìå Ýíá ìïíôÝëï ðïõ Ý÷åé äýï õðïðëç-
èõóìïýò, êáé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x) = p
1
θ
exp(−x/θ) + (1− p)

x3β4

6
exp(−βx)

x > 0, θ, β > 0, 0 ≤ p ≤ 1. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå äýï óõíéóôþóåò åê ôùí ïðïßùí ç
ðñþôç áêïëïõèåß ìéá åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ åíþ ç äåýôåñç ìéá ÃÜììá êáôáíïìÞ ìå
ðáñáìÝôñïõò α = 4 êáé β.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç óõíçèéóìÝíç ôáêôéêÞ ãéá ìßîåéò êáôáíïìþí áò ïñßóïõìå ôéò
ëáíèÜíïõóåò ìåôáâëçôÝò Zi, i = 1, . . . , n ðïõ ðáßñíïõí ôçí ôéìÞ 1 áí ç ðáñáôÞñçóç
ðñïÝñ÷åôáé áðü ôïí åêèåôéêü ðëçèõóìü êáé 0 áí ðñïÝñ÷åôáé áðü ôïí ðëçèõóìü
ðïõ áêïëïõèåß ôç ÃÜììá êáôáíïìÞ. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå ìüíï 2 õðïðëçèõìïýò áñêåß
íá ïñßóïõìå ìéá ìüíï ëáíèÜíïõóá ìåôáâëçôÞ ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç. Ôá ðëÞñç
äåäïìÝíá èá Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ Yi = (Xi, Zi). Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ôùí
ðëÞñùí äåäïìÝíùí èá åßíáé

L(Y | data) =
n∑

i=1

(zi log p + (1− zi) log(1− p))

−
n∑

i=1

zi

(
log θ +

xi

θ

)

+
n∑

i=1

(1− zi) (3 log xi + 4 log β − log 6− βxi)

Óõíåðþò ÷ñåéáæüìáóôå óôï Å-âÞìá íá âñïýìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôùí Zi. Áõôü
ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôïí êëáóéêü ôñüðï óôçí ðåñßðôùóç ìßîåùí êáôáíïìþí ùò åîÞò

• ÎåêéíÜìå ìå áñ÷éêÝò ôéìÝò ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò. Áí óõìâïëßóïõìå ìå φ =
(θ, β, p) ôï äéÜíõóìá ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ðáñáìÝôñïõò, ôüôå ç áñ÷éêÞ ôéìÞ
åßíáé ç φ(0). Ï ôñüðïò ðïõ èá åðéëÝîïõìå ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò äåí åßíáé êáèüëïõ
áðëüò. Óôçí ðñÜîç ðñÝðåé íá îåêéíÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï áðü äéÜöïñåò
áñ÷éêÝò ôéìÝò ãéá íá åßìáóôå óßãïõñïé ðùò âñÞêáìå ôï ìÝãéóôï. ¼ðùò èá
äïýìå óôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá ç êáôÜóôáóç äåí åßíáé áðëÞ êáé ï áëãü-
ñéèìïò óõãêëßíåé ìÜëëïí áñãÜ. ¸ôóé ï áëãüñéèìïò ìåôÜ áðü r åðáíáëÞøåéò
èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ
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• Å-âÞìá: Õðïëüãéóå ôéò ôéìÝò

wi = E(Zi | data, φ(r)) =
p 1

θ exp(−x/θ)

p 1
θ exp(−x/θ) + (1− p)x3β4

6 exp(−βx)

üðïõ ãéá êÜèå ðáñÜìåôñï ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ôéìÞ ðïõ Ý÷ïõìå âñåß áðü ôçí
ðñïçãïýìåíç åðáíÜëçøç

• Ì-âÞìá: Âñåò ôçí êáéíïýñéåò åêôéìÞôñéåò ùò

p =

n∑
i=1

wi

n

θ =

n∑
i=1

wixi

n∑
i=1

wi

β =
4

n∑
i=1

(1− wi)

n∑
i=1

(1− wi)xi

Ïé ôýðïé ðñïêýðôïõí åýêïëá áðü ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí.
ÐáñáôçñÞóôå ðùò áõôÞ ãñÜöåôáé ïõóéáóôéêÜ ãñÜöåôáé ùò ôñßá îå÷ùñéóôÜ
áèñïßóìáôá êáé óõíåðþò ãéá êÜèå ðáñÜìåôñï ìåãéóôïðïéïýìå îå÷ùñéóôÜ.

• Áí êÜðïéï êñéôÞñéï óýãêëéóçò éêáíïðïéåßôáé ôüôå óôáìÜôá ôéò åðáíáëÞøåéò
áëëéþò ðÞãáéíå ðßóù óôï Å-âÞìá.

ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù ïé åîÞò 20 ðáñáôçñÞóåéò:

5.492427, 7.987797, 5.265835, 10.468300, 7.248185
10.017489, 7.766692, 7.849390, 13.472998, 18.825573
9.819108, 12.291602, 8.262161, 6.305280, 3.014540
9.923024, 5.964323, 4.760085, 7.371590, 10.136333

ÈÝëïõìå íá ðñïóáñìüóïõìå ôï ðáñáðÜíù ìïíôÝëï ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ÅÌ ðïõ ìüëéò
ðåñéãñÜøáìå. Óôïí ðßíáêá 6.5 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôéò åêôéìÞóåéò ìáæß ìå ôéò
äéáêõìÜíóåéò êáé ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò âáóéóìÝíá óôá ðïóïóôéáßá óçìåßá
áðü B = 1000 bootstrap åðáíáëÞøåéò.

ÅéäéêÜ ãéá ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôïõ p èá ðñÝðåé íá åßíáé êáíåßò ðïëý
ðñïóåêôéêüò. Ôï êñéôÞñéï óýãêëéóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå Þôáí ç ó÷åôéêÞ áýîçóç
ôçò ðéèáíïöÜíåéáò, ï áëãüñéèìïò óôáìáôïýóå üôáí Þôáí ìéêñüôåñç áðü 10−8. Áí
÷ñçóéìïðïéçèåß ðéï áõóôçñü êñéôÞñéï ôüôå ôá áðïôåëÝóìáôá èá áëëÜîïõí åëáöñþò.
Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ôïõ ìïíôÝëïõ åßíáé −52.60567. Ôá áðïôåëÝóìáôá
ïõóéáóôéêÜ õðïäåéêíýïõí üôé ôá äåäïìÝíá Ý÷ïõí ðñïÝëèåé áðü ôï ÃÜììá êïììÜôé
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åêôßìçóç äéáêýìáíóç 99%´äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò
β 0.4644608 0.003643122 (0.352,0.700)
θ 9.075905 9.799054 (0.7603,18.8166)
p 0.0000005 0.002585328 (0.00000005,0.35128)

Ðßíáêáò 6.5: ÁðïôåëÝóìáôá ãéá ôá äåäïìÝíá

ôïõ ìïíôÝëïõ, äçëáäÞ ðùò áñêïýóå ç êáôáíïìÞ ÃÜììá ãéá íá ôá ðåñéãñÜøåé êáé
ðùò áí èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå áíÜìåóá óôéò 2 êáôáíïìÝò èá ðñïôéìÞóïõìå ôç
ÃÜììá ìå ìåãÜëç åõêïëßá.

6.9.6 ÁñíçôéêÞ ÄéùíõìéêÞ ÊáôáíïìÞ
Åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò ôá ðåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ôçò êáôáíïìÞò Poisson. Óôçí
ïõóßá õðïèÝôïõìå ðùò ç ðáñÜìåôñïò ôçò êáôáíïìÞò Poisson äåí åßíáé óôáèåñÜ
áëëÜ ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ. Áí õðïèÝóïõìå ãéá ôçí ðáñÜìåôñï ôçò êáôáíïìÞò
Poisson üôé áêïëïõèåß ôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá ôüôå ðñïêýðôåé ç ÁñíçôéêÞ ÄéùíõìéêÞ
êáôáíïìÞ, ðïõ åßíáé êáé áõôÞ ðïëý óçìáíôéêÞ ãéá ôç ìïíôåëïðïßçóç äéáêñéôþí
äåäïìÝíùí êáé óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ç áðëÞ êáôáíïìÞ
Poisson áðïôõã÷Üíåé. Áðü ôïí ôñüðï ãÝííçóçò ðïõ ìüëéò áíáöÝñáìå öáßíåôáé
îåêÜèáñá ç âáèéÜ ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò 2 êáôáíïìÝò. Ôï ìïíôÝëï ðïõ ôéò óõíäÝåé
åßíáé ôï åîÞò:

X | θ ∼ Poisson(θ)
θ ∼ Gamma(α, β),

êáé ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò áñíçôéêÞò äéùíõìéêÞò åßíáé ç

P (x) =
Γ(x + α)
x!Γ(α)

(
β

1 + β

)α (
1

1 + β

)x

, x = 0, 1, . . . , α, β > 0

Åßíáé åíäéáöÝñïí ðùò ç ãÝííçóç ôçò áñíçôéêÞò äéùíõìéêÞò óáí ìåßãìá ôçò
êáôáíïìÞò Poisson ðñïóöÝñåé Ýíá åíäéáöÝñïí ó÷Þìá óõìðëÞñùóçò äåäïìÝíùí ãéá
ôç ÷ñÞóç ôïõ áëãïñßèìïõ ÅÌ. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí åß÷áìå ðáñáôçñÞóåé ôéò ôéìÝò
ôùí θi ôüôå ç åêôßìçóç èá Þôáí ðïëý áðëÞ áöïý ïõóéáóôéêÜ èá åß÷áìå ìüíï íá
åêôéìÞóïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò êáôáíïìÞò ÃÜììá.

Åðßóçò åßíáé ãíùóôü ðùò ç åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞ ôïõ θi åßíáé ÃÜììá. Áõôü
ðñïêýðôåé áñêåôÜ åýêïëá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ôïõ Bayes êáé óõãêåêñé-
ìÝíá

f(θ | x) =
P (x | θ)f(θ)

P (x)

=
exp(−θ)θx

x!
θα−1βα exp(−βθ)

Γ(α)

Γ(x+α)
x!Γ(α)

(
β

1+β

)α (
1

1+β

)x

=
θα+x−1(1 + β)α+x

Γ(α + x)
exp(−θ(1 + β))
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ÊÜíïíôáò ôéò áðëïðïéÞóåéò ìðïñåß åýêïëá êáíåßò íá äåé üôé ç êáôáíïìÞ åßíáé ìéá
ÃÜììá êáôáíïìÞ êáé óõãêåêñéìÝíá üôé

θi | xi ∼ Gamma(α + xi, β + 1).

ÅðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôá complete data åéíáé ôá æåýãç Xi, θi) ãéá
ïëá ôá i = 1, . . . , n. Áí ôá θi åß÷áí ðáñáôçñçèåß ôüôå ÜðëÜ èá Ýðñåðå êÜðïéïò íá
ìåãéóôïðïéÞóåé ôçí ðéèáíïöÜíåéáò áðü ìéá ãÜììá êáôáíïìÞ. Ôá åðáñêç óôáôéóôéêÜ
ãéá êÜôé ôÝôïéï åéíáé ïé ðïóüôçôåò

∑
θi êáé

∑
log θi êé åðïìÝíùò ãéá ôïí ÅÌ

áëãüñéèìï ÷ñåéáæüìáóôå ôéò ðïóüôçôåò E(θi|xi) êáé E(log θi|xi) áðü ìéá ÃÜììá
êáôáíïìÞ. Áí êáé ç áðëÞ ìÝóç ôéìÞ åéíáé ìÜëëïí áðëÞ áò äïýìå åí óõíôïìßá ôé
óõìâáßíåé ìå ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ ëïãáñßèìïõ.

¸óôù ç êáôáíïìÞ Ãáììá ìå óðð ðïõ äßíåôáé óôçí (6.1). Ãéá íá âñïýìå ôçí
áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ ëïãáñßèìïõ äçëáäÞ ôçí E(log X) áñêåß íá ðáñáôçñÞóåé
êáíåßò üôé

Γ(α)
λα

=
∫ ∞

0

xα−1exp(−λx)dx

Ïðüôå ðáñáãùãßæïíôáò êáé óôéò äõï ðëåõñÝò ôçò éóüôçôáò ùò ðñïò α âñßóêïõìå üôé

Γ′(α)λα − λα log(λ)Γ(α)
(λα)2

=
Γ [ψ(α)− log(λ)]

λα
=

∫ ∞

0

log x xα−1exp(−λx)dx

üðïõ Ψ(α) åßíáé ç äßãáììá óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé ùò

Ψ(α) =
∂ log Γ(α)

∂α
=

1
Γ(α)

∂Γ(α)
∂α

ÅðïìÝíùò ìðïñåß åýêïëá êáíåßò íá äåé üôé éó÷ýåé

E(log(X)) = Ψ(α)− log(λ)

Ï áëãüñéèìïò ÅÌ ãßíåôáé åðïìÝíùò:
E-âÞìá: Õðïëüãéóå ôéò øåõäïôéìÝò

ti = E(θi|xi) =
xi + αold

1 + βold
and si = Ψ(αold + xi)− log(βold + 1)

ãéá i = 1, . . . , n, üðïõ Ψ(·) åßíáé ç äßãáììá óõíÜñôçóç . ÁõôÝò ïé áíáìåíüìåíåò
ôéìÝò ðñïêýðôïõí ùò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ìéáò ãÜììá ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò êáèþò
åßäáìå ðùò ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôïõ θi åßíáé ÃÜììá.

M-âÞìá: Âñåò ôá êáéíïýñéá α êáé β ùò βnew = αold/t̄ êáé

αnew = αold − Ψ(αold) + log βnew − s̄

Ψ3(αold)

üðïõ Ψ3(x) åßíáé ç ôñßãáììá óõíÜñôçóç
ÏõóéáóôéêÜ óôï Ì-âÞìá Ý÷ïõìå ìéá åðáíÜëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ Newton-Raphson

ãéá ôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá.
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Áõôü ðïõ åßíáé åíäéáöÝñïí óôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï åßíáé ðùò óôï Ì-âÞìá
äåí Ý÷ïõìå êÜðïéá åêôéìÞôñéá óå êëåéóôÞ ìïñöÞ áëëÜ óôçí ïõóßá ÷ñçóéìïðïéïýìå
êÜðïéá áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï. Áõôü åßíáé ÷ñÞóéìï óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò êáèþò ï
ÅÌ äïõëåýåé áêüìá êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç. Ï áëãüñéèìïò óå áõôÞ ôçí ðåñß-
ðôùóç ïíïìÜæåôáé ECM (expectation- conditional maximization) êáèþò óôï Ì-âÞìá
Ý÷ïõìå ïõóéáóôéêÜ ìéá äåóìåõìÝíç ùò ðñïò êÜðïéá Üëëç ôéìÞ ìåãéóôïðïßçóç (óôçí
ðåñßðôùóç ìáò èåùñïýìå ôï β ãíùóôü ðïõ ìüëéò åêôéìÞóáìå).

ÔÝëïò èá ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå ðùò åðåéäÞ ï ÅÌ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá íá áõîÜíåé
ôçí ðéèáíïöÜíåéá óå êÜèå åðáíÜëçøç ìåñéêÝò öïñÝò áñêåß óôï Ì-âÞìá ü÷é íá ìå-
ãéóôïðïéÞóïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí áëëÜ íá óéãïõñåõôïýìå
ðùò ç íÝá åêôéìÞôñéá ïäçãåß óå ìåãáëýôåñç ðéèáíïöÜíåéá áðü üôé ç ðñïçãïýìåíç
åðáíÜëçøç. ¸íáò ôÝôïéïò áëãüñéèìïò ïíïìÜæåôáé ãåíéêåõìÝíïò ÅÌ (GEM Gen-
eralized EM).

6.9.7 ÏìáäïðïéçìÝíá äåäïìÝíá
Ðïëý óõ÷íÜ, ðáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ôá äåäïìÝíá åßíáé óõíå÷Þ ðáñïõóéÜæïíôáé Þ
áêüìá óõãêåíôñþíïíôáé ìå ôç ìïñöÞ óõ÷íïôÞôùí óå ìéêñÜ äéáóôÞìáôá. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá óå ðïëëÝò Ýñåõíåò áí êáé ç çëéêßá åßíáé ìéá óõíå÷Þò ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ
êáôáãñÜöåôáé óáí êáôçãïñéêÞ óå äéáóôÞìáôá üðùò 15 − 14, 25 − 34 êëð. Ôá äå-
äïìÝíá ðïõ âëÝðåôå áöïñïýí ôçí ïìáäïðïßçóç 1000 ðáñáôçñÞóåùí áðü êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ ìå ãíùóôÞ ðáñÜìåôñï σ2 êáé áöïñïýí ôïõò ÷ñüíïõò ðïõ ìåóïëÜâçóáí
áíÜìåóá óå 2 äéáäï÷éêÝò ôçëåöùíéêÝò êëÞóåéò óå Ýíá ôçëåöùíéêü êÝíôñï (áöïý
Ý÷åé ðñïçãçèåß ôõðïðïßçóç ôïõò).

äéÜóôçìá óõ÷íüôçôá
≤ −3.5 1

(−3.5,−3] 2
(−3,−2.5] 6
(−2.5,−2] 18
(−2,−1.5] 41
(−1.5,−1] 93
(−1,−0.5] 145
(−0.5, 0] 182
(0, 0.5] 181
(0.5, 1] 156
(1, 1.5] 109
(1.5, 2] 43
(2, 2.5] 13
(2.5, 3] 9
(3, 3.5] 1
> 3.5 1

Áõôüò ï ôñüðïò ðáñïõóßáóçò êáé óõëëïãÞò äåäïìÝíùí åßíáé ðïëý äéáäåäïìÝíïò.
Ìðïñåß êáíåßò íá õðïëïãßóåé ðåñéãñáöéêÜ óôáôéóôéêÜ ìÝôñá áðü ôÝôïéá äåäïìÝíá
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò êáôÜëëçëïõò ôýðïõò ãéá ïìáäïðïéçìÝíá äåäïìÝíá. Áõôü
ðïõ äåí åßíáé ãåíéêÜ ãíùóôü åßíáé ðùò áõôïß ïé ôýðïé ãéá ïìáäïðïéçìÝíá äåäï-
ìÝíá óå êáìéÜ ðåñßðôùóç äåí ïäçãïýí óå êáëÝò åêôéìÞôñéåò. Áò õðïèÝóïõìå ðùò
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ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìéá êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ µ êáé ôõðéêÞ
áðüêëéóç σ. Ç åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí ìå ôç ìÝèïäï ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò
äåí åßíáé êáèüëïõ åýêïëç õðüèåóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ðéèáíüôçôá ôïõ ðñþôïõ
êåëéïý åßíáé P (x ≤ −3.5) = Φ(−3.5−µ

σ ), åíþ ãéá ôï äåýôåñï êåëß Ý÷ïõìå ðùò
ç ðéèáíüôçôá åßíáé P (−3.5 ≤ x ≤ −3) = Φ(−3−µ

σ ) − Φ(−3.5−µ
σ ) üðïõ Φ(x)

óõìâïëßæïõìå ôçí áèñïéóôéêÞ êáôáíïìÞ ôçò ôõðïðïéçìÝíçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò.
¢ñá ç ðéèáíïöÜíåéá èá åßíáé

L(µ, σ) =
k∏

i=1

pni
i

üðïõ ni åßíáé ç óõ÷íüôçôá ôïõ i êåëéïý êáé pi ç ðéèáíüôçôá ôïõ êåëéïý áõôïý. Óõíå-
ðþò ç ìåãéóôïðïßçóç ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôÝôïéùí äåäïìÝíùí åßíáé ìÜëëïí äýóêïëç.

Ôï ãåãïíüò üìùò ðùò ôá äåäïìÝíá åßíáé ïìáäïðïéçìÝíá åßíáé ìéá ðåñßðôùóç
ðïõ Ý÷ïõìå missing data, áíôß íá ðáñáôçñÞóïõìå ôá ðëÞñç äåäïìÝíá ðáñáôçñïýìå
ìüíï áí áíÞêïõí Þ ü÷é óå êÜðïéï äéÜóôçìá. ÅðïìÝíùò ï áëãüñéèìïò ÅÌ ìðïñåß
íá ìáò âïçèÞóåé.

Ôá äåäïìÝíá ðïõ Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé åìåßò åßíáé ôéìÝò i, i = 1, . . . , 1000 ìå
ôéìÝò áðü Ýùò êáé 16 ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá 16 êåëéÜ ðïõ Ý÷ïõìå. ÁíôéèÝôùò ôá
ðëÞñç äåäïìÝíá åßíáé ôéìÝò i. Ãéá ôá ðëÞñç äåäïìÝíá ãíùñßæïõìå ðùò ç ðëÞñçò
ðéèáíïöÜíåéá èá åßíáé ìéá ðéèáíïöÜíåéá áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ êé åðïìÝíùò
ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò áðëÜ ùò

µ̂ =

n∑
i=1

Yi

n
, σ̂2 =

n∑
i=1

Y 2
i

n
−




n∑
i=1

Yi

n




2

Óõíåðþò ãéá ôïí ÅÌ áëãüñéèìï ÷ñåéáæüìáóôå óôï Å-âÞìá ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò

ôùí åðáñêþí óôáôéóôéêþí
n∑

i=1

Yi,
n∑

i=1

Y 2
i .

Áí ôá üñéá ôïõ êÜèå êåëéïý ôá óõìâïëßóïõìå ìå xL, xU áíôßóôïé÷á ôüôå ìÝóá óå
êÜèå êåëß ïé ðáñáôçñÞóåéò ìáò áêïëïõèïýí ìéá ðåñéêïììÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ,
ðåñéêïììÝíç óôï äéÜóôçìá (xL, xU ]. Áí f(x|µ, σ) åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò ìéáò N(µ, σ2) êáôáíïìÞò ôüôå ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
ìéáò ðåñéêïììÝíç êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò óôï äéÜóôçìá (xL, xU ] åßíáé ç

fT (x) =





0 x < xL
f(x|µ,σ)R xU

xL
f(y|µ,σ)dy

x ∈ xL, xU )

0 x > xU

Óôï ãñÜöçìá 6.18 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ôçí ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ êáé
ôçí áíôßóôïé÷ç ðåñéêïììÝíç óôï äéÜóôçìá (−1, 2). Óôï ãñÜöçìá 6.19 ìðïñåß íá äåé
ôçí ðåñéêïììÝíç ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ óå äéÜöïñá äéáóôÞìáôá. Ðá-
ñáôçñåßóôå ðüóï äéáöïñåôéêÜ ó÷Þìáôá ìðïñåß íá ðÜñåé ðïõ äåí èõìßæïõí êáèüëïõ
ôçí áðëÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ðïõ îÝñïõìå.
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ÃñÜöçìá 6.18: H ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ðåñéêïììÝíç óôï äéÜóôçìá
(−1, 2) êáé ç áðëÞ ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ)
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ÃñÜöçìá 6.19: H ôõðïðïéçìÝíç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ðåñéêïììÝíç óå äéÜöïñá äéá-
óôÞìáôá. Ðáñáôçñåßóôå ðüóï äéáöïñåôéêÜ ó÷Þìáôá ìðïñåß íá ðÜñåé. Ôá äéáóôÞ-
ìáôá åéíáé (−1, 2), (−3,−2), (−0.5, 0.5), (0, 0.5).
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Ãéá ôï Å-âÞìá ëïéðüí ÷ñåéáæüìáóôå ôéò äýï ðñþôåò ñïðÝò ôçò ðåñéêïììÝíçò
êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò. ÁõôÝò äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

E(YT ) = µ + σ

[
φ(xL−µ

σ )− φ(xU−µ
σ )

Φ(xU−µ
σ )− Φ(xL−µ

σ )

]

êáé

V ar(YT ) = 1 +

[
xLφ(xL−µ

σ )− xUφ(xU−µ
σ )

Φ(xU−µ
σ )− Φ(xL−µ

σ )

]
−

[
φ(xL−µ

σ )− φ(xU−µ
σ )

Φ(xU−µ
σ )− Φ(xL−µ

σ )

]2

,

üðïõ phi(·) êáé |Phi(·) åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò êáé ç óõíÜ-
ñôçóç êáôáíïìÞò ôçò ôõðïðïéçìÝíçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò áíôßóôïé÷á. Éó÷ýåé ðùò
E(Y 2

T ) = V ar(YT ) + E(Y T )2.
ÅðïìÝíùò ï áëãüñéèìïò ÅÌ ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò åîÞò:
Å-ÂÞìá: Ãéá êÜèå êåëß õðïëüãéóå ôéò ðïóüôçôåò ti = E(YT ) êáé ri = E(Y 2

T )
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá üñéá êÜèå êåëéïý óôïõ ôýðïõò ðïõ äüèçêáí ðáñáðÜíù êáé ôéò
ôéìÝò ôùí µ, σ ðïõ Ý÷ïõìå ìÝ÷ñé ôþñá

Ì-ÂÞìá: ÅíçìÝñùóå ôéò íÝåò ðáñáìÝôñïõò

µ̂new =

n∑
i=1

ti

n
, σ̂2

new =

n∑
i=1

ri

n
− µ̂2

new

Ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò êáé ìå áñ÷éêÝò ôéìÝò µ = 0, σ = 1 ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé
ðïëý ãñÞãïñá ìåôÜ áðü 4 ìüëéò åðáíáëÞøåéò

µ σ log L
0 1 −1970.2950

0.1089 1.05652 −1961.8893
0.1112 1.0589 −1961.8825
0.1112 1.0590 −1961.8825
0.1112 1.0590 −1961.8825

6.10 ÐåñéêïììÝíá - ËïãïêñéìÝíá äåäïìÝíá
Åêôüò áðü ôçí ðåñßðôùóç ïìáäïðïéçìÝíùí äåäïìÝíùí ðïëëÝò öïñÝò åìöáíßæåôáé ç
ðåñßðôùóç üðïõ êÜðïéåò ðáñáôçñÞóåéò äåí Ý÷ïõí ðáñáôçñçèåß ìå áêñßâåéá áëëÜ
áðëÜ ãíùñßæïõìå üôé áíÞêïõí óå êÜðïéï äéÜóôçìá. ÊÜôé ôÝôïéï ðñïêýðôåé ðïëý
óõ÷íÜ óôçí áíÜëõóç åðéâßùóçò üðïõ ãéá êÜðïéïõò áóèåíåßò îÝñïõìå üôé åðéâßùóáí
ìÝ÷ñé êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áëëÜ ìåôÜ äåí ãíùñßæïõìå êÜôé (åßôå ãéáôß ôÝëåéùóå
ç Ýñåõíá, åßôå ãéáôß ôá Üôïìá áðïóýñèçêáí áðü áõôÞí). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç
ëÝìå ðùò Ý÷ïõìå ëïãïêñéìÝíá äåäïìÝíá (censored data).
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ÓõíÞèùò óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ðáñáôçñÞóåéò ìåãáëýôåñåò áðü êÜðïéá ôéìÞ
áðëÜ ôéò ðåñéëáìâÜíïõìå óå Ýíá äéÜóôçìá ÷Üíïíôáò ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ õðÜñ÷åé
óôçí ïõñÜ ôçò êáôáíïìÞò. Áò äïõëÝøïõìå ìå ôï åîÞò ðáñÜäåéãìá:

Ôá äåäïìÝíá ðïõ âëÝðåôå áöïñïýí 20 ðáñáôçñÞóåéò áðü åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ
êáé áöïñïýí ôïõò ÷ñüíïõò åðéâßùóçò ðåéñáìáôüæùùí óå Ýíá íÝï öÜñìáêï, óå
ìÞíåò. Ïé ðáñáôçñÞóåéò Þôáí

0.05511269, 0.07437246, 0.11098159, 0.13552999
0.20371014, 0.22090690, 0.23699706, 0.27435875,

0.28669966, 0.47155521, 0.96822690, 0.97200651,

1.04514368, 1.37989648, 1.49109121, 1.53370336

åíþ ãéá ôéò õðüëïéðåò 4 ðáñáôçñÞóåéò Ý÷åé áðëÜ êáôáãñáöåß üôé åß÷áí ôéìÞ ìåãáëý-
ôåñç áðü 1.70. ÈÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå ôçí ðáñÜìåôñï θ ôçò åêèåôéêÞò êáôáíïìÞò.

Óôçí ðåñßðôùóç ìáò ôá äåäïìÝíá åßíáé ãêñïõðáñéóìÝíá ìüíï óôçí ôåëåõôáßá
ïìÜäá. ÄçëáäÞ ãéá ôéò 16 ðáñáôçñÞóåéò îÝñïõìå áêñéâþò ôéò ôéìÝò ôïõò êáé ìüíï
ãéá ôéò 4 ôåëåõôáßåò Ý÷ïõìå ðùò áíÞêïõí óôï äéÜóôçìá (1.70,∞). Ôï ðñüâëçìá
áöïñÜ ôçí åêôßìçóç ôçò ðáñáìÝôñïõ θ ôçò åêèåôéêÞò êáôáíïìÞò üôáí Ý÷ïõìå grouped
äåäïìÝíá êáé ïõóéáóôéêÜ åßíáé ìéá ðïëý áðëÞ ðåñßðôùóç êáèþò óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ìüíï êÜðïéåò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ïìáäïðïéçìÝíåò åíþ ïé
õðüëïéðåò äßíïíôáé óôçí ðëÞñç ôïõò ìïñöÞ.

¸óôù ç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò f(x) =
θexp(−θx), x, θ > 0. Áðü Ýíá äåßãìá (X1, X2, . . . , Xn) ìåãÝèïõò n îÝñïõìå (Þ
ôïõëÜ÷éóôïí ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá) íá âñïýìå ðùò ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèá-
íïöÜíåéáò åßíáé ç θ̂ = 1/x̄ = n/

∑
xi. ÁíáôñÝ÷ïíôáò óôç âáóéêÞ ëïãéêÞ ôïõ ÅÌ,

áõôü ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå åßíáé íá âñïýìå ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ãéá ôéò 4 ðáñáôçñÞ-
óåéò ðïõ äåí îÝñïõìå ôçí áêñéâÞ ôïõò ôéìÞ. Ãéá áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò ãíùñßæïõìå
ìüíï üôé áíÞêïõí óôï äéÜóôçìá [1.70,∞). (ÅðåéäÞ ïé ðáñáôçñÞóåéò ðñïÝñ÷ïíôáé
áðü óõíå÷Þ êáôáíïìÞ äåí Ý÷åé óçìáóßá áí ôï äéÜóôçìá åßíáé áíïéêôü Þ êëåéóôü,
èá ôï óõìâïëßóïõìå êëåéóôü ÷ùñßò áõôü íá äçìéïõñãåß êáíÝíá ðñüâëçìá).

Ãéá íá óõæçôÞóïõìå ôï ðñüâëçìá ðéï ãåíéêÜ, áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå Ýíá
äåßãìá ìåãÝèïõò n. Áðü ôéò n ãíùñßæïõìå ðëÞñùò ôéò ôéìÝò ôùí m ðáñáôçñÞóåùí,
ôéò ïðïßåò óõìâïëßæïõìå ùò (X1, X2, . . . , Xm) åíþ ãéá ôéò õðüëïéðåò k ðáñáôçñÞ-
óåéò îÝñïõìå ðùò áíÞêïõí óôï äéÜóôçìá (t,∞). Ç ðåñßðôùóç ðïõ ìáò áðáó÷ïëåß
Ý÷åé n = 20, m = 16, k = 4 êáé t = 1.70. ¸óôù ëïéðüí ïé ëáíèÜíïõóåò ìåôáâëçôÝò
Z1, . . . , Zk ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ìç ðëÞñùò ðáñáôçñçèåßóåò ðáñáôçñÞóåéò. Ôá
ðëÞñç äåäïìÝíá èá åßíáé ôï äéÜíõóìá Y = (X1, . . . , Xm, Z1, . . . , Zk).

H ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí, âáóéóìÝíïé óôï ãåãïíüò
ðùò ôá ðëÞñç äåäïìÝíá áêïëïõèïýí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ, èá åßíáé ç

L(Y | θ) = n log θ − θ

(
m∑

i=1

Xi +
k∑

i=1

Zi

)
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êáé åðïìÝíùò óôï Ì-âÞìá èá ðñÝðåé íá õðïëïãßæïõìå ôçí ðïóüôçôá

θ̂(r) =
n

m∑
i=1

Xi +
k∑

i=1

Zi

Ôï ìüíï ðïõ äåí ãíùñßæïõìå åßíáé ç ôéìÞ ôùí Zi ôçí ïðïßá èá ðñÝðåé íá õðï-
ëïãßóïõìå óôï Å-âÞìá. ÓõãêåêñéìÝíá áõôü ðïõ îÝñïõìå åßíáé ðùò äïèåßóáò ôçò
ðëçñïöïñßáò ðùò ôá Zi áíÞêïõí óôï äéÜóôçìá [t,∞) áõôÜ áêïëïõèïýí êáé ðÜëé
åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ðåñéïñéóìÝíç (truncated) óôï äéÜóôçìá [t,∞), äçëáäÞ

f(zi | data) = θexp(−θzi)I(zi ≥ t), θ > 0

Aõôü ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå åßíáé ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ E(Zi | data), ç ïðïßá ìðïñåß íá
âñåèåß ðïëý åýêïëá üôé åßíáé

E(Zi | data) = t +
1
θ

(ÃåíéêÜ ãéá êÜèå åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ðåñéêïììÝíç óôï äéÜóôçìá [t,∞) ç áíáìåíü-
ìåíç ôéìÞ åßíáé E(Zi) = t+ 1

θ Áõôü ðñïêýðôåé åýêïëá åßôå ëýíïíôáò ôï ïëïêëÞñùìá
Þ éóïäýíáìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí éäéüôçôá ôçò åêèåôéêÞò êáôáíïìÞò ðåñß Ýëëåéøçò
ìíÞìçò). Óõíåðþò ï ÅÌ áëãüñéèìïò ðïõ ðñåðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß åßíáé ï åîÞò:

• ÎåêéíÜìå ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ θ(0). Ìéá áðëÞ ôÝôïéá áñ÷éêÞ ôéìÞ åßíáé ç θ(0) =
x̄−1, äçëáäÞ ï áíôßóôñïöïò ôçò ìÝóçò ôéìÞò ãéá ôá äåäïìÝíá ðïõ Ý÷ïõìå ôéò
ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôïõò. ¸ôóé ï áëãüñéèìïò ìåôÜ áðü r åðáíáëÞøåéò èá Ý÷åé
ôç ìïñöÞ

• Å-âÞìá: Ãéá ôéò ôéìÝò Z1, . . . , Zk õðïëüãéóå ôçí áíáìåíüìåíç ôïõò ôéìÞ (ðïõ
èá åßíáé ßäéá ãéá üëåò)

s = E(Zi | data, θ(r)) = t +
1

θ(r)
, i = 1, . . . , k.

• Ì-âÞìá: Âñåò ôçí êáéíïýñéá åêôéìÞôñéá ùò

θ̂(r+1) =
n

m∑
i=1

Xi + ks

• Áí êÜðïéï êñéôÞñéï óýãêëéóçò éêáíïðïéåßôáé ôüôå óôáìÜôá ôéò åðáíáëÞøåéò
áëëéþò ðÞãáéíå ðßóù óôï Å-âÞìá.

Åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïí ðùò ãéá ôï ìïíôÝëï ðïõ óõæçôÜìå ç ðéèáíïöÜíåéá ôùí
ðáñáôçñçèÝíôùí äåäïìÝíùí åßíáé ðïëý åýêïëï íá ãñáöôåß áëëÜ êáé íá ìåãéóôïðïéçèåß
÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ ÅÌ áëãïñßèìïõ. ÓõãêåêñéìÝíá, ç óõíåéóöïñÜ óôçí ðéèáíï-
öÜíåéá ôùí k ðáñáôçñÞóåùí ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå óå Ýíá äéÜóôçìá åßíáé P (X ≥ t) =
exp(−θt). ÅðïìÝíùò ç ðáñáôçñçèåßóá ðéèáíïöÜíåéá åßíáé ç

L(X | θ) = m log θ − θ

m∑

i=1

Xi − ktθ
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êáé åðïìÝíùò ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé ç

θ̂ML =
m

m∑
i=1

Xi + kt

Ìðïñåß åýêïëá íá åðáëçèåýóåé êáíåßò ðùò ï áëãüñéèìïò ðïõ åßäáìå ðéï ðñéí
óõãêëßíåé óå áõôÞ ôçí ôéìÞ. ÅðïìÝíùò ãéá ôï ôõðéêü óöÜëìá áñêåß êáíåßò íá âñåé
ôç äåýôåñç ðáñÜãùãï ôçò ðéèáíïöÜíåéáò L(X | θ) ðïõ äþóáìå ðéï ðÜíù Þ íá ÷ñç-
óéìïðïéÞóåé parametric bootstrap. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôá äåßãìáôá, ìåãÝèïõò
n, èá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ôéìÞ ôçí ôéìÞ ðïõ âñÞêáìå áðü
ôï äåßãìá, üìùò èá ðñÝðåé íá õðÜñîåé ìÝñéìíá þóôå ðáñáôçñÞóåéò ìå ôéìÞ ðÜíù
áðü t íá èåùñïýíôáé ùò ìéá ïìÜäá ãéá ôçí ïðïßá áðëÜ Ý÷ïõìå ôç óõ÷íüôçôÜ ôçò.

Ãéá ôá äåäïìÝíá âñßóêïõìå ðùò θ̂ML = 0.9840. Ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá
üôáí ìåãéóôïðïéÞóáìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá åßíáé −16.2581980. ×ñçóéìïðïéþíôáò
parametric bootstrap ìå B = 1000 åðáíáëÞøåéò åêôéìÞóáìå ôç äéáêýìáíóç ôçò
åêôéìÞôñéáò ùò 0.0628. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðéèáíïöÜíåéá âñÞêáìå ðùò ç äéáêý-
ìáíóç ôçò åêôéìÞôñéáò åßíáé 0.0605 (V ar(θ̂) = θ2/m).

Áðü ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá ãåíéêåýóïõìå óå ðïëëÜ åðßðåäá. ÊáôÜ áñ÷Üò
ìðïñïýí üëá ôá äåäïìÝíá íá åßíáé ïìáäïðïéçìÝíá êáé ü÷é ìüíï óå êÜðïéï äéÜ-
óôçìá. ¸ðåéôá ìðïñåß íá Ý÷ïõìå ïðïéáäÞðïôå êáôáíïìÞ, áí êáé Üëëåò êáôáíïìÝò
ïäçãïýí êáôÜ êáíüíá óå áñêåôÜ ðéï ðåñßðëïêïõò ôýðïõò. Åðßóçò ôá äåäïìÝíá
ìðïñåß íá åßíáé äéáêñéôÜ êáé ü÷é óõíå÷Þ Þ áêüìá êáé ðïëõäéÜóôáôá.

ÔÝëïò ðñÝðåé íá ãßíåé óáöÝò ðùò ôï ðáñÜäåéãìá ìáò åßíáé ìéá ôõðéêÞ ðåñßðôùóç
äåäïìÝíùí ìå censïring ðïõ óõíáíôÜìå óõ÷íÜ óå âéïóôáôéóôéêÝò åöáñìïãÝò. Óôçí
ïõóßá ôï ìüíï ðïõ îÝñïõìå ãéá ôéò 4 ôåëåõôáßåò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ðùò îåðåñíïýí
ôçí ôéìÞ 1.70, óáí íá óôáìÜôçóå óå áõôÞ ôçí ôéìÞ ôï ðåßñáìá. Èá ìðïñïýóáìå
íá ãåíéêÝõóïõìå üôáí ôï censoring äåí åìöáíßæåôáé óå ôéìÝò ìåãáëýôåñåò ôïõ 1.70
áëëÜ óå äéÜäïñïõò áóèåíåßò êáé äéÜöïñåò ôéìÝò. ÏõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå ìéá íÝá äßôéìç
ìåôáâëçôÞ ðïõ ìáò äåß÷íåé áí ç ðáñáôÞñçóç åßíáé ëïãïêñéìÝíç Þ ü÷é. Ï áëãüñéèìïò
èá äïõëÝøåé üðùò ôïí ðåñéãñÜøáìå. Óôï Å-âÞìá èá åêôéìçóïõìå ôçí áíáìåíüìåíç
ôéìÞ ôùí ëïãïêñéìÝíùí ðáñáôçñÞóåùí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò áíáìåíüìåíç ôéìÞò áðü ìéá
ðåñéêïììÝíç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ, åíþ ôï Ì-âÞìá èá ìåôáôñáðåß êáôÜëëçëá.

6.11 ÐáñáëëáãÝò ôïõ áëãïñßèìïõ EM
ÌéëÞóáìå ðñïçãïõìÝíùò ãéá äýï ðáñáëëáãÝò ôïõ ÅÌ, óõãêåêñéìÝíá ãéá ôïí ECM
êáé ôïí GEM. Êáé ïé 2 áõôÝò ðáñáëëáãÝò áöïñïýóáí ðñïâëÞìáôá êáôÜ ôï Ì-
âÞìá. Óôçí ðñÜîç ìåñéêÝò öïñÝò ôï ðñüâëçìá õðÜñ÷åé óôï Å-âÞìá êáèþò ïé
áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé äåí õðÜñ÷ïõí óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. Ïé äýï äéá-
öïñåôéêÝò êáôåõèýíóåéò ôüôå åßíáé åßôå íá õðïëïãßóïõìå ôá ïëïêëçñþìáôá ðïõ
áöïñïýí ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ìå êÜðïéá áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï åßôå íá ðñï÷ùñÞóïõìå
óå Monte Carlo ïëïêëÞñùóç äçëáäÞ íá õðïëïãßóïõìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ìå
ðñïóïìïßùóç. Èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôç äåýôåñç áõôÞ ðñïóÝããéóç êáèþò åßíáé ðéï
åýêïëç óôçí õëïðïßçóç ôçò ìå áðëÜ óôáôéóôéêÜ ðáêÝôá.

ÕðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÝò ìÝèïäïé. ÁõôÝò åßíáé:
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• Stochastic EM (SEM) : áõôüò ï áëãüñéèìïò óå êÜèå Å-âÞìá áíôß íá õðïëïãßæåé
ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ áðëÜ ÷ñçóéìïðïéåß ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ ãåííÜìå
áðü ôç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôùí missing data ãéá äïèåßóåò ôéìÝò ôùí ðá-
ñáìÝôñùí (ôéò ìÝ÷ñé åêåßíç ôçí åðáíÜëçøç ôéìÝò) êáé ôá ðñáãìáôéêÜ äå-
äïìÝíá. Ç ðñïóïìïßùóç áðü ôç äåóìåõìÝíç áõôÞ êáôáíïìÞ ìðïñåß íá
åðéôåõ÷èåß åßôå áðëÜ ðñïóïìïéþíïíôáò áðü ìéá ãíùóôÞ êáôáíïìÞ åßôå ÷ñçóé-
ìïðïéþíôáò êÜðïéåò ðéï ðñï÷ùñçìÝíåò ôå÷íéêÝò üðùò MCMC. Ãéá ðáñÜäåé-
ãìá óôï ãåíôéêü ðñüâëçìá ôçò åíüôçôáò 6.9.1 åß÷áìå äåé ðùò ç äåóìåõìÝíç
êáôáíïìÞ ôïõ x1 Þôáí ç äéùíõìéêÞ. ÅðïìÝíùò ôï Å- âÞìá ôïõ SEM áëãïñßè-
ìïõ áðëÜ áðáéôåß íá ãåííÞóïõìå ìéá ôéìÞ áðü áõôÞ ôçí êáôáíïìÞ. Ôï Ì-âÞìá
ðáñáìÝíåé üðùò åßíáé. ÄçëáäÞ ï áëãüñéèìïò ãßíåôáé

Å-âÞìá: Ðñïóïìïéþóå ìéá ôéìÞ t áðü ôç Binomial(125, θ
θ+2 ) êáôáíïìÞ

Ì-âÞìá: ÁíáíÝùóå ôï θ üðùò êáé ðñéí, äçëáäÞ

θ(new) =
t + x4

t + x2 + x3 + x4

Ï áëãüñéèìïò SEM Ý÷åé êÜðïéåò êáëÝò éäéüôçôåò. Óõãêëßíåé óôçí ðåñéï÷Þ
ôïõ ìåãßóôïõ. Äåí áõîÜíåé ôçí ðéèáíïöÜíåéá óå êÜèå åðáíÜëçøç áëëÜ Ý÷åé
ìéá îåêÜèáñç ôÜóç ðñïò ôï ìÝãéóôï êáé üôáí öôÜóåé óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ áðëÜ
êõìáßíåôáé ãýñù áðü áõôü. Áõôü åðéôñÝðåé íá åêôéìÞóïõìå ôï ôõðéêü óöÜëìá
ôùí åêôéìçôñéþí. Áõôü ðïõ åßíáé ðïëý óçìáíôéêü ãéá ôïí áëãüñéèìï åßíáé
ðùò åðåéäÞ Ý÷åé Ýíá óôï÷áóôéêü ìÝñïò óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ìðïñåß íá
îåðåñÜóåé ôïðéêÜ ìÝãéóôá êáé íá óõíå÷ßóåé ðñïò ôï ïëéêü ìÝãéóôï êÜôé ðïõ
ðïôÝ äåí ìðïñåß íá êáôáöÝñåé ï áðëüò ÅÌ.

• Monte Carlo EM (MCEM): Ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ôï Å-âÞìá ìå Monte
Carlo ïëïêëÞñùóç. Ìå óôáôéóôéêïýò üñïõò åêôéìÜ ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ
ðáßñíïíôáò Ýíá ìåãÜëï äåßãìá áðü ôçí êáôáíïìÞ êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç
äåéãìáôéêÞ ìÝóç ôéìÞ ùò åêôéìÞôñéá. ÌïéÜæåé ìå ôïí SEM óôï üôé êáé ïé äõï
ðñïóïìïéþíïõí áðü ôç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ óôï Å-âÞìá áëëÜ ï MCEM
ðñïóïìïéþíåé ðïëëÝò ôéìÝò áðü üðïõ êé åêôéìÜ ôç ìÝóç ôéìÞ åíþ ï SEM ìüíï
ìéá ôéìÞ.

ÄçëáäÞ ï MCEM ÷ñçóéìïðïéåß óôï Å-âÞìá ôï ãåãïíüò ðùò ç áíáìåíüìåíç
ôéìÞ ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí áíôßóôïé÷ç äåéãìáôéêÞ äçëáäÞ

E(z | data, θ(r)) ' 1
M

M∑

i=1

z(i)

üðïõ z(i) åßíáé ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ áðü ôçí f(z | data, θ(r)). Ãéá M = 1
Ý÷ïõìå ôïí áëãüñéèìï SEM

ÅðïìÝíùò ãéá ôï ãåíåôéêü ðñüâëçìá ï MCEM èá ðÜñåé ôç ìïñöÞ:

Å-âÞìá: Ðñïóïìïéþóå M ôéìÝò ti, i = 1, . . . , M áðü ôç Binomial(125, θ
θ+2 )

êáôáíïìÞ. Õðïëüãéóå ôçí ðïóüôçôá

t̄ =
∑M

i=1 ti
M
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Ì-âÞìá: ÁíáíÝùóå ôï θ üðùò êáé ðñéí, äçëáäÞ

θ(new) =
t̄ + x4

t̄ + x2 + x3 + x4

Áíôßóôïé÷á ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìå ôá ðåðåñáóìÝíá ìåßãìáôá ïõóéáóôéêÜ Ýíáò
áëãüñéèìïò MCEM õðïëïãßæåé ìå Monte Carlo ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôùí
Zij êáé äåäïìÝíïõ üôé ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÞ êá-
ôáíïìÞ áñêåß êáíåßò íá ðñïóïìïéþóåé, Ýóôù m ôéìÝò Zi, äçëáäÞ ïëüêëçñï
ôï äéÜíõóìá ìå 0 êáé 1 ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç êáé óôç óõíÝ÷åéá íá âñåé ôéò
ó÷åôéêÝò óõ÷íüôçôåò ãéá êáèÝíá áðü áõôÜ. Óôç âéâëéïãñáößá åßíáé ãíùóôü
ðùò áí äéáëÝîïõìå ìéêñü m ï áëãüñéèìïò ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðåðåñáóìÝíùí
ìåéãìÜôùí ìðïñåß íá Ý÷åé êáëÝò éäéüôçôåò êáèþò ìðïñïýí Ýôóé íá îåðåñáóôïýí
ôïðéêÜ ìÝãéóôá ðïõ üìùò äåí åßíáé êáé ïëéêÜ ìÝãéóôá êáé Üñá ï áëãüñéèìïò
äåí ðáãéäåýåôáé.

Èá ðñÝðåé íá óçìåéùèåß ðùò êáé óôïí MCEM ç ðéèáíïöÜíåéá ìðïñåß íá
ìçí áõîÜíåé óå êÜèå åðáíÜëçøç ëüãù ôïõ Monte Carlo óöÜëìáôïò ðïõ
åéóÜãïõìå. Ãéá íá ðåñéïñßóïõìå áõôü ôï óöÜëìá èá ðñÝðåé íá äéáëÝîïõìå
Ýíá ðïëý ìåãÜëï M . Áðü ôç èåùñßá ãéá ðïëý ìåãÜëï M ç åêôéìÞôñéá ôçò
áíáìåíüìåíçò ôéìÞò èá åßíáé ðïëý êïíôÜ óôçí ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ êáé åðïìÝíùò
ï áëãüñéèìïò èá ìïéÜæåé ðåñéóóüôåñï ìå ôïí ÅÌ. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç
üìùò èá åßíáé ðïëý áñãüò. Óõíåðþò ìéá óõìâéâáóôéêÞ ëýóç åßíáé îåêéíÞóïõìå
óôéò ðñþôåò åðáíáëÞøåéò ìå ìéêñü M ôï ïðïßï èá áõîÜíåé üóï ðëçóéÜæïõìå
óôï ìÝãéóôï.

• Generalized EM: ÊÜôù áðü áõôÞ ôçí åðùíõìßá áíáöåñüìáóôå óå áëãïñßèìïõò
ðïõ åðåéäÞ ç ìåãéóôïðïßçóç ðïõ ÷ñåéÜæåôáé óôï Ì- âÞìá äåí åßíáé åýêïëï
íá ãßíåé ôüôå áñêåß êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ Ì- âÞìáôïò ü÷é íá ìåãéóôïðïéÞ-
óïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí áëëÜ íá âñïýìå ìéá ôéìÞ
ðïõ ìáò åîáóöáëßæåé ðùò ìåãáëþóáìå Ýóôù êáé ëßãï ôçí ðéèáíïöÜíåéá ðïõ
åß÷áìå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åðáíÜëçøç. ÄçëáäÞ óéãïõñåõüìáóôå ðùò ï
áëãüñéèìïò äéáôçñåß ôç ìïíïôïíßá ôïõ êáé ðùò óå êÜèå åðáíÜëçøç ç ðéèáíï-
öÜíåéá ìåãáëþíåé Üó÷åôá ìå ôï ãåãïíüò ðùò äåí ìåãáëþíåé üóï ðéèáíüôáôá
èá Þôáí åöéêôü. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôçí ðåñßðôùóç ôçò áñíçôéêÞò äéùíõìéêÞò
ðïõ åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò äåí ÷ñåéáæüìáóôå ôéò Newton-Raphson åðáíáëÞ-
øåéò áëëÜ íá óéãïõñåõôïýìå ðùò ôá êáéíïýñéá α, β ðïõ èá âñïýìå Ý÷ïõí
êáëýôåñç ðéèáíïöÜíåéá. ÔÝôïéï áëãüñéèìïé åßíáé åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìïé üôáí
ç ìåãéóôïðïßçóç óôï Ì-âÞìá åßíáé äýóêïëç Þ ÷ñïíïâüñá.

6.11.1 MCEM ãéá ôçí áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ
Óôï ðáñÜäåéãìá ìå ôçí áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ìéá áðü ôéò áíáìåíüìåíåò
ôéìÝò ÷ñåéáæüôáí ôç äßãáììá óõíÜñôçóç. Ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå êÜôé ôÝôïéï
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï MCEM. Åßäáìå ðùò ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ åßíáé
ÃÜììá êáé óõíåðþò ìðïñïýìå åýêïëá íá ðñïóïìïéþóïõìå ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò áðü
áõôÞ. ¸ôóé óôï Å-âÞìá áñêåß íá åêôéìÞóïõìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôçò ÃÜììá
ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå ìå ðñïóïìïßùóç áðü ôçí êáôáíïìÞ. ÄçëáäÞ ðñïóïìïéþíïõìå
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ôéìÝò θ(j), j = 1, . . . , m, áðü ôç Gamma(α+xi, β +1) êáôáíïìÞ êáé óôç óõíÝ÷åéá
õðïëïãßæïõìå ôéò ðïóüôçôåò

ti = E(θi | Xi) = m−1
m∑

j=1

θ(j) êáé si = E(log θi | Xi) = m−1
m∑

j=1

log θ(j)

Ôï Ì-âÞìá ðáñáìÝíåé ôï ßäéï üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò.
Èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò áñíçôéêÞò äéùíõìéêÞò

üðïõ ïé áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí ï MCEM äåí åßíáé ÷ñÞóéìïò.
Óå ðïëëÜ Üëëá ìïíôÝëá üìùò áêüìá êáé ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò äåí ìðïñåß íá
ãñáöôåß óå êëåéóôÞ ìïñöÞ ïðüôå ðüóï ìÜëëïí ïé áíáìåíüìåíåò ôéìÝò. Ãéá ðáñÜäåé-
ãìá áí áíôß ãéá ôçí êáôáíïìÞ ÃÜììá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ëïãáñéèìéêÞ êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ ôá ðñÜãìáôá ðåñéðëÝêïíôáé. ÐïëëÜ ìïíôÝëá ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí üìùò
÷ñçóéìïðïéïýí ôç ëïãáñéèìéêÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ óå óõíäõáóìü ìå ôçí êáôáíïìÞ
Poisson. Ìå ôïí MCEM (êáé ôïí SEM) äåí ÷ñåéÜæåôáé íá ãñÜøïõìå óå êëåéóôÞ
ìïñöÞ ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí äåäïìÝíùí êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ðñïâïýìå óå
åêôßìçóç ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò áêüìá êáé óå ôüóï ðåñßðëïêá ìïíôÝëá.

Óôï ÃñÜöçìá 6.20 ìðïñåß êáíåßò íá äåé ìéá åöáñìïãÞ ôïõ MCEM óå ðñáãìáôéêÜ
äåäïìÝíá áðü ôçí áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ. Ïé ôéìÝò ôïõ M åßíáé 1, 10, 100
åíþ óôï ôåëåõôáßï ãñÜöçìá áõîÜíïõí êáôÜ 10 óå êÜèå åðáíÜëçøç. ¼óï ìéêñüôåñç
åßíáé ç ôéìÞ ôüóï ðéï ðïëý ôñåìïðáßæåé ç åêôéìÞôñéá. Åßíáé üìùò ðïëý óçìáíôéêü
íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò üôé áíåîÜñôçôá ìå ôçí ôéìÞ ôïõ M üëåò ïé ðåñéðôþóåéò
ðëçóéÜæïõí ãñÞãïñá êáé ìå ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá ôï ìÝãéóôï.

6.12 Ãéáôß ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé
Áò äïýìå ãéáôß ï áëãüñéèìïò ÅÌ óå êÜèå åðáíÜëçøç ìåãáëþíåé ôçí ðéèáíïöÜí-
åéá, äçëáäÞ íá äïýìå ãéáôß ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé. Áò õðåíèõìßóïõìå ëßãï ôïõò
óõìâïëéóìïýò êáé áò åéóÜãïõìå êÜðïéïõò áêüìá. Ôá ðáñáôçñïýìåíá äåäïìÝíá
óõìâïëßæïíôáé ìå X åíþ ôá ðëÞñç (complete) äåäïìÝíá ìå Y . Ïé ðáñÜìåôñïé
ðïõ èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå óõìâïëßæïíôáé ìå ôï äéÜíõóìá ψ = (ψ1, . . . , ψd). H
êáôáíïìÞ ôùí ðñáãìáôéêþí äåäïìÝíùí åßíáé g(y; ψ) åíþ ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí
åßíáé gc(x; ψ). ÔÝëïò ç ðéèáíïöÜíåéá ðïõ èÝëïõìå íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå åßíáé ç
L(ψ) åíþ ìå Lc(ψ) èá óõìâïëßóïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá áíôßóôïé÷á ôùí ðëÞñùí
äåäïìÝíùí. ÏõóéáóôéêÜ èÝëïõìå íá äåßîïõìå ðùò

L(ψ(k+1)) ≥ L(ψ(k))

üðïõ ψ(k) óõìâïëßæïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ìåôÜ ôçí k åðáíÜëçøç.
Ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí äïèÝíôïò ôùí ðáñáôçñïýìåíùí

äåäïìÝíùí èá åßíáé

g(y | x; ψ) =
gc(y;ψ)
g(x; ψ)

åðåéäÞ Ý÷ïõìå ìéá Ýíá ðñïò Ýíá áíôéóôïß÷éóç ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí óôá ðñáãìáôéêÜ
êáé åðïìÝíùò ç áðü êïéíïý ôïõò êáôáíïìÞ èá åßíáé ßäéá ìå ôçí êáôáíïìÞ ôùí
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ÃñÜöçìá 6.20: MCEM ãéá ôçí áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ ìå äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò ôïõ
M .

ðëÞñùí äåäïìÝíùí. ¸ôóé ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ãñÜöåôáé ùò

log L(ψ) = log g(x;ψ)
= log gc(y; ψ)− log g(y | x; ψ)
= log Lc(ψ)− log g(y | x; ψ)

Áí ôþñá ðÜñïõìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò êáé óôá äýï ìÝñç ôçò éóüôçôáò ùò ðñïò ôçí
äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí äïèÝíôïò ôùí ðñáãìáôéêþí (äçëáäÞ
ôçí êáôáíïìÞ ôïõ y | x áëëÜ ùò ðñïò ôçí ôéìÞ ψ(k) ôçò ðáñáìÝôñïõ êé åðïìÝíùò
ôçí åêôßìçóç ìÝ÷ñé ôçí åðáíÜëçøç k) ðñïêýðôåé ðùò

log L(ψ) = Ey|x;ψ(k) [log gc(y;ψ)]− Ey|x;ψ(k) [log g(y | x; ψ)]

= Q(ψ; ψ(k))−H(ψ, ψ(k))

üðïõ Q(ψ; ψ(k)) åßíáé ç ðïóüôçôá ðïõ ìåãéóôïðïéïýìå óå êÜèå Ì-âÞìá. ÅðïìÝíùò
ç äéáöïñÜ ôçò ðéèáíïöÜíåéáò óå äýï äéáäï÷éêÝò åðáíáëÞøåéò åßíáé

log L(ψ(k+1))− log L(ψ(k)) =
[
Q(ψ(k+1); ψ(k))−Q(ψ(k); ψ(k))

]

−
[
H(ψ(k+1);ψ(k))−H(ψ(k); ψ(k))

]

Ãéá ôïí ðñþôï üñï ãíùñßæïõìå ðùò áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ÅÌ áëãïñßèìïõ üôé óôï
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Ì-âÞìá Ý÷ïõìå ìåãéóôïðïéÞóåé ôç óõíÜñôçóç Q êáé Üñá éó÷ýåé ðùò

Q(ψ(k+1); ψ(k)) ≥ Q(ψ(k);ψ(k))

ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåßîõìå ðùò

H(ψ(k+1); ψ(k))−H(ψ(k); ψ(k)) ≤ 0

Áðü ôïí ïñéóìü ðñïçãïõìÝíùò ôçò H(ψ;ψ(k)) Ý÷ïõìå ðùò

H(ψ; ψ(k)) = Ey|x;ψ(k) [log g(y | x;ψ)]

êáé Üñá

H(ψ;ψ(k))−H(ψ(k); ψ(k)) = Ey|x;ψ(k) [log g(y | x; ψ)]

− Ey|x;ψ(k)

[
log g(y | x;ψ(k))

]

= Ey|x;ψ(k)

[
log g(y | x;ψ)− log g(y | x; ψ(k))

]

= Ey|x;ψ(k)

[
log

g(y | x;ψ)
g(y | x; ψ(k))

]

Ãíùñßæïõìå üìùò ðùò áðü ôçí áíéóüôçôá ôïõ Jensen éó÷ýåé ðùò

E(log X) ≤ log E(X)

ãéá êÜèå ôì X .
ÅðïìÝíùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ìáò èá åßíáé

Ey|x;ψ(k)

[
log

g(y | x;ψ)
g(y | x;ψ(k))

]
≤ log Ey|x;ψ(k)

[
g(y | x;ψ)

g(y | x; ψ(k))

]
= 0

ãéáôß

Ey|x;ψ(k)

[
g(y | x; ψ)

g(y | x; ψ(k))

]
=

∫
g(y | x; ψ)

g(y | x; ψ(k))
g(y | x; ψ(k))dy =

∫
g(y | x; ψ)dy = 1

êé åðïìÝíùò ï ëïãÜñéèìïò èá åßíáé 0. Óõíåðþò ç ðïóüôçôá åßíáé ðÜíôá 0 êáé Üñá
ç ðéèáíïöÜíåéá áõîÜíåôáé óå êÜèå åðáíÜëçøç.

6.13 Åðßëïãïò
Èá ôåëåéþóïõìå áõôÞ ôç óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ ÅÌ ìå ìåñéêÝò ðá-
ñáôçñÞóåéò

• Áõôü ðïõ åßíáé ðïëý óçìáíôéêü ìå ôïí ÅÌ åßíáé ðùò äåí åßíáé ìéá áðëÞ
áñéèìçôéêÞ ìÝèïäïò áëëÜ åðéôñÝðåé ðïëý óçìáíôéêÞ óôáôéóôéêÞ äéáßóèçóç
êáôÜ ôçí åêôßìçóç êáé åñìçíåßá ôùí áðïôåëåóìÜôùí.
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• Ï áëãüñéèìïò ÅÌ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ãéá ÌðåõæéáíÝò åêôéìÞóåéò. Óýìöùíá
ìå ôçí ÌðåõæéáíÞ ðñïóÝããéóç êáé ìå óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç æçìéÜò åíäéá-
öåñüìáóôå íá âñïýìå ôçí êïñõöÞ ôçò åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞò (posterior).
O EM Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá êáèþò áí êáíåßò
÷ñçóéìïðïéÞóåé ìç ðëçñïöïñéáêÞ prior ôïôå ïõóéáóôéêÜ ç posterior åßíáé ç
ðéèáíïöÜíåéá êáé Üñá ç êïñõöÞ ôçò éóïäõíáìåß ìå ôçí åýñåóç ôõ ìåãßóôïõ
ôçò ðéèáíïöÜíåéáò.

• Ï áëãüñéèìïò ìå ìéêñÝò áëëáãÝò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá Üëëåò
ìåèüäïõò åêôßìçóçò üðùò penalized maximum likelihood. Óõíåðþò äåí åßíáé
óùóôü ðùò ðåñéïñßæåôáé áðïêëåéóôéêÜ óå ðñïâëÞìáôá ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜ-
íåéáò.

• ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ïìïéüôçôåò ôïõ ÅÌ ìå ôçí éäéáßôåñá äçìïöéëÞ ìÝèïäï ôïõ
MCMC óôç ÌðåõæéáíÞ óôáôéóôéêÞ. ÓõãêåêñéìÝíá ç éäÝá ôçò óõìðëÞñùóçò
ôùí äåäïìÝíùí åßíáé êïéíÞ êáé óôéò 2 ìåèüäïõò êáé óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ÷ñç-
óéìïðïéïýí áêñéâþò ôéò ßäéåò ôå÷íéêÝò. Ï ÅÌ Ý÷åé äýï âÞìáôá ðïõ äåí åßíáé
óôï÷áóôéêÜ, åíþ óôï MCMC üëá ôá âÞìáôá åßíáé óôï÷áóôéêÜ. Ïé ðáñáëëáãÝò
üìùò ôïõ ÅÌ ÷ñçóéìïðïéïýí óôï÷áóôéêÜ âÞìáôá ðïõ ìïéÜæïõí ðïëý ìå áõôÜ
ôïõ MCMC. Óõíåðþò õðÜñ÷åé ìéá óçìáíôéêÞ óõíÜöåéá óôéò ðñïóåããßóåéò.

• Ï ÅÌ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óõìðëçñùìáôéêÜ ìå Üëëåò áñéèìçôéêÝò
ìåèüäïõò ãéá áêüìá êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç åõêïëßá
ìå ôçí ïðïßá ðëçóéÜæåé ôï ìÝãéóôï áêüìá êáé áí îåêéíÞóåé áðü ðïëý ìáêñéÜ
ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óõìðëçñùìáôéêÜ ìå Üëëåò ìåèüäïõò ðïõ áí âñåèïýí
êïíôÜ óôï ìÝãéóôï ôï âñßóêïõí óå ëßãåò åðáíáëÞøåéò. Åðßóçò ôï ßäéï ôï Ì-
âÞìá ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé êÜðïéåò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ìåãéóôïðïßçóçò.

• Áí êáé äåí áíáöÝñèçêáí åäþ, õðÜñ÷ïõí ôå÷íéêÝò ãéá íá êÜíåé êáíåßò ðéï
ãñÞãïñï ôïí ÅÌ. Ìéá ðñþôç éäÝá åßíáé íá âñåé êáíåßò êáëýôåñï data aug-
mentation. ÅíáëëáêôéêÜ ÷ñåéÜæïíôáé êáëýôåñåò áñ÷éêÝò ôéìÝò, Þ êñéôÞñéá
ðïõ íá óôáìáôÜíå ðéï ãñÞãïñá ôïí áëãüñéèìï üôáí áõôüò Ý÷åé öôÜóåé óôï
ìÝãéóôï.

6.14 ÁóêÞóåéò
1. Ç äéìåôáâëçôÞ êáôáíïìÞ Poisson áðïôåëåß ìéá ãåíßêåõóç ôçò áðëÞò êáôá-

íïìÞò Poisson óå 2 äéáóôÜóåéò. Ç áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôùí
ôõ÷áéùí ìåôáâëçôþí X êáé Y äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

PX,Y (x, y) = P (X = x, Y = y) =

e−(θ1+θ2+θ3)
θx
1

x!
θy
2

y!

min(x,y)∑

i=0

(
x
i

)(
y
i

)
i!

(
θ3

θ1θ2

)i

.

Ïé ðåñéèþñéåò êáôáíïìÝò åßíáé êáôáíïìÝò Poisson ìå ìÝóç ôéìÞ θ1 + θ3 êáé
θ2 + θ3 áíôßóôïé÷á ãéá ôéò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò X êáé Y åíþ ç ðáñÜìåôñïò
θ3 åßíáé ç óõíáäéáêýìáíóç ôùí X êáé Y . ¸íáò åíäéáöÝñïí ôñüðïò ãéá íá
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ðñïêýøåé ç êáôáíïìÞ áõôÞ åßíáé ï åîÞò: Áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå 3 ôõ÷áßåò
ìåôáâëçôÝò X1, X2, X3 ðïõ åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé êáèå ìéá áêïëïõèåß êá-
ôáíïìÞ Poisson ìå ðáñÜìåôñï θi, i = 1, 2, 3 áíôßóôïé÷á. Ôüôå ïé ôõ÷áßåò
ìåôáâëçôÝò X = X1 + X3 êáé Y = X2 + X3 áêïëïõèïýí ôç äéìåôáâëçôÞ
êáôáíïìÞ Poisson.

• ×ñçóéìïðïéåßóôå ôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá ãÝííçóçò ôçò êáôáíïìÞò ãéá íá
êáôáóêåõÜóåôå Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí ðáñáìåôñùí

• ×ñçóéìïðïéåßóôå ôïí áëãüñéèìï Newton-Raphson ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí
ðáñáìÝôñùí ìå ôç ìÝèïäï ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò.

• Óõãêñßíåôå ôïõò 2 áëãïñßèìïõò. Ôé ðáñáôçñåßôå;

2. ¸óôù ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ X ðïõ áêïëïõèåß ôçí êáôáíïìÞ Poisson ìå
ðáñÜìåôñï θ êáé ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Y ðïõ áêïëïõèåß ôç äéùíõìéêÞ êáôá-
íïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò n, p. ¸óôù ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Z = X + Y .

• Âñåßôå ôç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò Z.

• ÐåñéãñÜøôå Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá ôçí åêôßìçóç ìå ôç ìÝèïäï ìåãßóôçò
ðéèáíïöÜíåéáò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò êáôáíïìÞò áðü Ýíá äåßãìá Z1, Z2, . . . , ZN

üðïõ üìùò ç ðáñÜìåôñïò n åßíáé ãíùóôÞ.

• ÐïéÜ ç ó÷Ýóç ôïõ áëãïñßèìïõ ìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ êáôáóêåõÜóáôå ãéá
ôç äéìåôáâëçôÞ êáôáíïìÞ Poisson ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò;

3. ¸óôù ôï áêüëïõèï ðåßñáìá. Ãéá ìéá óåéñÜ áðü ëáìðôÞñåò, êáôáãñÜöåôáé ï
÷ñüíïò æùÞò ôïõò. Ãéá ìéá Üëëç ðáñôßäá üìùò êáôáãñÜöåôáé ìüíï áí áõôïß
åßíáé áêüìá åí ëåéôïõñãßá ìåôÜ áðü t þñåò êáé ü÷é ï áêñéâÞò ÷ñüíïò æùÞò
ôïõò. ¸óôù ðùò ãéá N ëáìðôÞñåò Ý÷ïõìå ôïí áêñéâÞ ÷ñüíï æùÞò ôïõò êáé
ãéá M ëáìðôÞñåò ôçí ðëçñïöïñßá áí áõôïß áêüìá ëåéôïõñãïýóáí Þ ü÷é ìåôÜ
áðü t þñåò.

• Áí õðïèÝóïõìå ðùò ï ÷ñüíïò æùÞò ôùí ëáìðôÞñùí áêïëïõèåß ôçí åêèåôéêÞ
êáôáíïìÞ ôüôå íá åêôéìçèåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ç
ðáñÜìåñïò ôçò åêèåôéêÞò êáôáíïìÞò.

• Áí ôþñá õðïèÝóïõìå üôé ç êáôáíïìÞ äåí åßíáé åêèåôéêÞ áëëÜ ïìïéüìïñöç
óôï äéÜóôçìá (0, θ) êáôáóêåõÜóôå êáé ðÜëé ôïí áëãüñéèìï. Ðñïóïìïéþóôå
ìÜëéóôá äåäïìÝíá þóôå íá åëÝãîåôå áí ï áëãüñéèìïò ôñÝ÷åé óùóôÜ. Ôé
ðáñáôçñåßôå;

4. Áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå k ðëçèõóìïýò üðïõ êÜèå Ýíáò áðü áõôïýò áêïëïõèåß
ìéá åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï θj , j = 1, . . . , k, äçëáäÞ

f(x) =
k∑

j=1

pjθjexp(−θjx)

Äõóôõ÷þò üìùò ôï k ôï ðëÞèïò äçëáäÞ ôùí õðïðëçèõóìþí äåí åßíáé ãíùóôü
êáé ðñÝðåé íá åêôéìçèåß ìå ôç ìÝèïäï ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò. Ðùò ìðïñåß
Ýíá áëãüñéèìïò ÅÌ íá åêôéìÞóåé ôï k áðü Ýíá äåßãìá X1, X2, . . . , Xn;
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5. Ç êáôáíïìÞ Birnbaum-Saunders ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá ðåñéãñÜøåé êáôáíïìÝò
åðéâßùóçò éäéáßôåñá óå èÝìáôá áîéïðéóôßáò. Ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèá-
íüôçôáò ôçò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

f(x; α, β) =
1

2αβ

(
x

β

)−1/2
[
1 +

(
x

β

)−1
]

× 1√
2π

exp
[
− 1

2α2

(
x

β
− 2 +

β

x

)]
, x, α, β > 0

• ÊáôáóêåõÜóôå Ýíáí áëãüñéèìï Newton-Rahson ãéá íá ìåãéóôïðïéÞóåôå
ôçí ðéèáíïöÜíåéá åíüò ôõ÷áßïõ äåßãìáôïò ìåãÝèïõò n áðü ôçí êáôáíïìÞ
áõôÞ.

• Ç êáôáíïìÞ ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò Ýíá ìåßãìá äýï áíôßóôñïöùí êáíïíéêþí
êáôáíïìþí (Inverse Gaussian) ìå ðáñáìÝôñïõò (β, α−2β) êáé (β, α−2β−1)
áíôßóôïé÷á. ×ñçóéìïðïéåßóôå áõôÞ ôçí éäéüôçôá ãéá íá êáôáóêåõÜóåôå
Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá íá åêôéìÞóåôå ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
äåßãìáôïò ìå ôç ìÝèïäï ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò.

• Ðïéá áðü ôéò äýï ìåèüäïõò ðñïôéìÜôå êáé ãéáôß; Ðïéá åßíáé ðéï ãñÞãïñç;

6. ¸íá áðü ôá ðéï ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôïõ áëãüñéèìïõ
ÅÌ åßíáé ç áðëÞ ðåñßðôùóç ðïõ êÜðïéá äåäïìÝíá äåí Ý÷ïõí êáôáãñáöåß. Áò
õðïèÝóïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðáñáôçñÞóåéò ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìéá äéìåôáâëçôÞ
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. ÊáôáóêåõÜóôå Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá íá åêôéìÞóåôå
ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò äéìåôáâëçôÞò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò ìå áðü êïéíïý óõ-
íÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x, y) =
1

2πσxσy

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2 (1− ρ2)

[(
x− µx

σx

)2

+ 2ρ

(
x− µx

σx

)(
y − µy

σy

)
+

(
y − µy

σy

)2
]}

Ïé ðáñÜìåôñïé ðïõ èÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå åßíáé (µx, µy, σxσy, ρ) Ôá äåäï-
ìÝíá åßíáé (ìå * óõìâïëßæïõìå ôéò ôéìÝò ðïõ äåí Ý÷ïõìå)

x 8 11 16 18 6 4 20 25 9 13
y 10 14 16 15 20 4 18 22 ∗ ∗

7. Óå áñêåôÝò ðåñéðôþóåéò ôá äåäïìÝíá ðáñïõóéÜæïõí ãéá êÜðïéåò ôéìÝò ðïëý
ìåãáëýôåñåò óõ÷íüôçôåò áðü üôé Ýíá áðëü ìïíôÝëï õðïèÝôåé. ÅéäéêÜ óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé ï áñéèìüò ôùí ðáéäéþí ìéáò ïéêïãÝíåéáò Ý÷åé
ðáñáôçñçèåß ôï öáéíüìåíï ç ôéìÞ 1 íá åìöáíßæåôáé ðïëý ðåñéóóüôåñåò öïñÝò
áðü üôé èá ðåñßìåíå êáíåßò. Ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò
Ý÷ïõí ðñïôáèåß inflated ìïíôÝëá ðïõ Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

Pinf (X = x) =
{

(1− ω)P (X = x) x = 0, 2, 3, . . .
(1− ω)P (X = x) + ω x = 1
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Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìáò áðáó÷ïëåß áò õðïèÝóïõìå ðùò ôï áñ÷éêü ìïíôÝëï
P (X = x) åßíáé ìéá ìßîç áðü äýï êáôáíïìÝò, ìéá Poisson ìå ðáñÜìåôñï λ
êáé ìéá ãåùìåôñéêÞ θ. äçëáäÞ ôï ìïíôÝëï Ý÷åé ôçí ðëÞñç ìïñöÞ

Pinf (X = x) =
{

(1− ω)(πP1(X = x) + (1− π)P2(X = x)) x = 0, 2, 3, . . .
(1− ω)(πP1(X = x) + (1− π)P2(X = x)) + ω x = 1

üðïõ

P1(X = x) =
e−λλx

x!
, λ ≥ 0, x = 0, 1, . . .

P2(X = x) = θ(1− θ)x, 0 ≤ θ ≤ 1, x = 0, 1, . . .

Ôá äåäïìÝíá áöïñïýí ôïí áñéèìü ôùí ðáéäéþí áíÜ íïéêïêõñéü. Ïé óõ÷íüôçôåò
Þôáí ïé åîÞò:

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8
nx 365 509 179 94 33 15 3 1 1

üðïõ nx åßíáé ç óõ÷íüôçôá ôçò ôéìÞò x. Ãéá ôá äåäïìÝíá ðïõ óáò äßíïíôáé
íá åêôéìÞóåôå ìå ôç ìÝèïäï ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ
ìïíôÝëïõ êáé ôá ôõðéêÜ ôïõò óöÜëìáôá.

8. Ç êáôáíïìÞ ðïõ áêïëïõèåß ïíïìÜæåôáé êáôáíïìÞ ôïõ Lindlay. Ç óõíÜñôçóç
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

f(x) =
p2

p + 1
(x + 1) exp(−xp), x, p > 0

Åßíáé åíäéáöÝñïí íá ðáñáôçñÞóåéò êáíåßò ðùò ç êáôáíïìÞ áõôÞ ìðïñåß íá
ãñáöôåß ùò Ýíá ìåßãìá ìéáò ÃÜììá êáôáíïìÞò êáé ìéáò åêèåôéêÞò ùò åîÞò

πGamma(2, p) + (1− π)Expo(p)

üðïõ π = p
p+1

×ñçóéìïðïéåßóôå áõôÞ ôçí áíáðáñÜóôáóç ôçò êáôáíïìÞò ãéá íá êáôáóêåõÜóåôå
Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá ôçí åêôßìçóç ôçò ðáñáìÝôñïõ p.

9. Tá äåäïìÝíá ðïõ áêïëïõèïýí áöïñïýí ôïõò ÷ñüíïõò åðéâßùóçò (óå þñåò)
åíüò åîáñôÞìáôïò üôáí áõôü äïêéìÜóôçêå óå 4 äéáöïñåôéêÝò èåñìïêñáóßåò
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âáèìþí Êåëóßïõ.
èåñìïêñáóßá

150 200 250 300
72∗ 69 54 49
71 65 50 44
65 64 52 42
72∗ 72∗ 48 49
67 64 40 35
56 70 50 38
70 55 48∗ 39
72∗ 57 40 41
68 60 45 40∗
70 60∗ 56 39

Oé áóôåñßóêïé õðïäçëþíïõí ðùò ïé ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ëïãïêñéìÝíåò (cen-
sored) äçëáäÞ üôé ôï ðåßñáìá óôáìÜôçóå óå áõôü ôï óçìåßï êáé Üñá ãíùñßæïõìå
ðùò ï ðñáãìáôéêüò ÷ñüíïò æùÞò åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí áõôüò. ¸íáò åñåõíçôÞò
èÝëåé íá ðñïóáñìüóåé Ýíá áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï ôçò ìïñöÞò

ti = α + βxi + εi

üðïõ xi = 1/ti, ti åßíáé ç èåñìïêñáóßá ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç, êáé εi ∼
N(0, σ2) ÄçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ôõðéêü ãñáììéêü ìïíôÝëï ìüíï ðïõ Ý÷ïõìå
ëïãïêñéìÝíåò ðáñáôçñÞóåéò. ÊáôáóêåõÜóôå Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá íá
åêôéìÞóåôå ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ìïíôÝëïõ

10. ¸íáò ðëçèõóìüò Ý÷åé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x) = p
1

σ1

√
2π

exp

(
− x2

2σ2
1

)
+ (1− p)

1
σ2

√
2π

exp

(
− x2

2σ2
2

)

äçëáäÞ Ýíá ìåßãìá äýï êáíïíéêþí êáôáíïìþí ìå ìÝóç ôéìÞ 0 êáé äéáêýìáíóç
σ2

i , i = 1, 2 áíôßóôïé÷á. ¸óôù Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá X1, . . . , Xn áðü áõôÞ ôçí
êáôáíïìÞ. Åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò áëãïñßèìïõ EM ãéá ôçí
åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí ìå ôç ìÝèïäï ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò.

(a) ÐåñéãñÜøôå ìå ëåðôïìÝñåéá ðïßá åßíáé ôá ðëÞñç äåäïìÝíá (complete
data)

(b) ÐïéÜ åßíáé ç complete likelihood ;

(c) ÐåñéãñÜøôå ëåðôïìåñþò ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ êáèþò êáé ôïí ôñüðï
ìå ôïí ïðïßï êáôáëÞîáôå óå áõôÜ .

(d) Ôé èá Üëëáæå áí ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ôïí áëãüñéèìï MCEM. ÐåñéãñÜøôå
ìå ëåðôïìÝñåéá ôá âÞìáôá ;

11. Áò õðïèÝóïõìå ðùò Ý÷ïõìå k ðëçèõóìïýò üðïõ êÜèå Ýíáò áðü áõôïýò áêïëïõèåß
ìéá áíôßóôñïöç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï δj , j = 1, . . . , k, äçëáäÞ

f(x | δj) =
δj√
2π

exp(δj)x−3/2exp

(
−1

2

(
δ2
j

x
+ x

))
, x, δj > 0.
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êé åðïìÝíùò

f(x) =
k∑

j=1

pjf(x | δj).

üðïõ pj > 0 êáé
∑

pj = 1.

• ÊáôáóêåõÜóôå Ýíáí áëãüñéèìï Newton-Rahson ãéá íá ìåãéóôïðïéÞóåôå
ôçí ðéèáíïöÜíåéá åíüò ôõ÷áßïõ äåßãìáôïò ìåãÝèïõò n áðü ôçí êáôáíïìÞ
áõôÞ, õðïèÝôùíôáò ðùò k = 3.

• ×ñçóéìïðïéÞóôå ôïí áëãüñéèìï simulated annealing ãéá íá åêôéìÞóåôå
ôéò ðáñáìÝôñïõò ãéá ôï ßäéï äåßãìá.

• ÐåñéãñÜøôå Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá íá åêôéìÞóåôå ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò
êáôáíïìÞò áõôÞò õðïèÝôùíôáò üôé k ãíùóôü.

• Äõóôõ÷þò üìùò ôï k ôï ðëÞèïò äçëáäÞ ôùí õðïðëçèõóìþí äåí åßíáé
ãíùóôü êáé ðñÝðåé íá åêôéìçèåß ìå ôç ìÝèïäï ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò.
Ðùò ìðïñåß Ýíá áëãüñéèìïò ÅÌ íá åêôéìÞóåé ôï k;

• ÐåñéãñÜøôå Ýíáí áëãïñéèìï MCEM ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá

12. ’Åóôù ðáñáôçñÞóåéò áðü ìéá êáôáíïìÞ ÃÜììá ìå ðáñáìÝôñïõò α = 2 êáé β
äçëáäÞ

f(x) =
xβ2

Γ(2)
exp(−βx), x, β > 0.

¸íá ôõ÷áéï äåßãìá áðü ôçí êáôáíïìÞ Þôáí ôï áêüëïõèï

1∗ 0.5115795 0.2286870 0.6034591 1∗
0.2986166 0.6870007 0.5977033 0.7093217 1∗
0.4955427 0.3500113 0.5261613 0.3384634 0.4048628
0.4007785 0.3488920 0.4605230 0.2427288 0.3455211

üðïõ ôï ∗ óçìáßíåé ðùò ç ðáñáôÞñçóç åßíáé censored. ÅêôéìÞóôå ôçí ðáñÜìåôñï
ôïõ ìïíôÝëïõ ãéá áõôü ôï äåßãìá ìå ïðïéáäÞðïôå ìÝèïäï èÝëåôå.

13. Ç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ Ý÷åé óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò

P (X = x) =
(

N
x

)
px(1− p)N−x, 0 ≤ p ≤ 1, x = 0, 1, . . . , N.

Óôá äåäïìÝíá X1, . . . , Xn ðïõ Ýíáò åñåõíçôÞò Ý÷åé óôá ÷Ýñéá ôïõ, ç ôéìÞ
0 äåí õðÜñ÷åé, äçëáäÞ ãéá êÜðïéïõò ëüãïõò äÝí ìðïñåß íá ðáñáôçñçèåß êé
åðïìÝíùò ôá äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìéá ðåñéêïììÝíç óôï 0 äéùíõìéêÞ
êáôáíïìÞ. Áíáðôýîôå Ýíáí áëãüñéèìï ÅÌ ãéá ôçí åõñåóç ôçò åêôéìÞôñéáò
ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôïõ p, Ýóôù p̂ML, èåùñþíôáò ôçí ôéìÞ ôïõ N ãíùóôÞ.
ÓõãêåêñéìÝíá èá ðñÝðåé íá áðáíôÞóåôå ìå áêñßâåéá ôá áêïëïõèá

á. ÐïéÜ åéíáé ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ôùí äåäïìÝíùí;
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â. ÐïéÜ åéíáé ôá ðëÞñç äåäïìÝíá (complete data) ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóåôå
ãéá íá öôéáîåôå ôïí áëãüñéèìï ÅÌ;

ã. ÐïéÜ åéíáé ç ëïãáñéèìéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ôùí ðëÞñùí äåäïìÝíùí (com-
plete likelihood) ;

ä. ÐåñéãñÜøôå ðëÞñùò ôá âÞìáôá ôïõ ÅÌ áëãïñéèìïõ ùóôå íá ìðïñåß ï
áíáãíþóôçò íá õëïðïéÞóåé ðëÞñùò ôïí áëãüñéèìï.
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