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• ΄Ολα τα θέματα βαθμολογούνται ισόποσα με 2 + 1
2
μονάδες.

• Ο μέγιστος βαθμός λαμβάνεται με την συμπλήρωση 10 μονάδων.

• Να λύσετε όσα θέματα θέλετε.

• Εξετάζεστε με ανοικτές τις σημειώσεις.

• Ο συμβολισμός των διατυπώσεων είναι ο ίδιος με αυτόν στις σημειώσεις.

• Ο,τιδήποτε υπάρχει στις σημειώσεις να το παίρνετε έτοιμο.

• Να δικαιολογείτε πλήρως τις απαντήσεις σας.

• Μην διστάζετε να κάνετε σχήματα.

I. ΄Εστω

1. m ≤ n &

2. συμπαγής S ∈ Mm(Rn) ∖ {∅}.

Δείξτε ότι ∄ άτλαντας της S με έναν μονο χάρτη.

II. 1. Δείξτε ότι

γεν

∫

R+

e−t
2

tn−1dt =
Γ(n

2
)

2
.

Υπόδειξη: Θεώρημα αλλαγής μεταβλητών.

2. Δείξτε ότι
γεν

∫

Rn

e−∣t∣
2

dt = π
n
2 .

Υπόδειξη: Τύπος πολικών συντεταγμένων, ή, εναλλακτικά, επαγωγή στο n με χρήση του
θεωρήματος του Fubini για γενικευμένα ολοκληρώματα.

III. ΄Εστω

αʹ. t0 ∈ Rn,
βʹ. a ∈ R &

γʹ. συνάρτηση

fa∶ Rn ∖ {t0} → R
t↦ fa(t) = ∣t − t0∣

a
.

1. ΄Εστω, επιπλέον,

δʹ. 0 < ρ1 < ρ2 < ∞ &

εʹ. U = {t ∈ Rn ∣ ∣t − t0∣ ∈ (ρ1, ρ2)} ⊂⊂ Rn ∖ {t0}.

i. Δείξτε ότι η fa∣U είναι ολοκληρώσιμη.

ii. Υπολογίστε ότι

∫

U

fa(t)dt =
2π

n
2

Γ(n
2
)
⋅

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

(lnρ2 − lnρ1) , αν a = −n
1

(a+n) (ρ2
a+n − ρ1

a+n) , διαφορετικά.

Υπόδειξη: Τύπος των πολικών συντεταγμένων.
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2. ΄Εστω, επιπλέον,

δʹ. ρ > 0 &

εʹ. U = B(t0, ρ) ∖ {t0} ⊊ Rn ∖ {t0}.

i. Βρείτε τις τιμές της a για τις οποίες η fa∣U είναι γενικευμένα ολοκληρώσιμη.

ii. Υπολογίστε το γενικευμένο ολοκλήρωμα της fa∣U για τις παραπάνω τιμές.

3. ΄Εστω, επιπλέον,

δʹ. ρ > 0 &

εʹ. U = B(t0, ρ)
c
⊊ Rn ∖ {t0}.

i. Βρείτε τις τιμές της a για τις οποίες η fa∣U είναι γενικευμένα ολοκληρώσιμη.

ii. Υπολογίστε το γενικευμένο ολοκλήρωμα της fa∣U για τις παραπάνω τιμές.

IV. ΄Εστω

i. c ∈ Rn,
ii. a ∈ (R ∖ {0})

n
&

iii. συνάρτηση
f ∶ Rn → Rn

x↦ f(x) = (ci + aixi)
n
i=1.

1. Δείξτε ότι f ∈ Aff(Rn;Rn) και ότι η f είναι 1 − 1 και βρείτε την f−1.

2. Βρείτε πότε η f διατηρεί τον προσανατολισμό και πότε τον αντιστρέφει.

3. Αν

S = {x ∈ Rn ∣
n

∑
i=1

(ci + aixi)
2
≤ 1} ,

δείξτε ότι S ∈ J (Rn) και υπολογίστε τον υ(S).
4. Δείξτε ότι S ∈ Mn(Rn).
Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε ότι B(x, ρ) ∈ Mn(Rn), ∀ x ∈ Rn & ρ > 0.

5. Εφοδιάζοντας την S με τον φυσικό της προσανατολισμό και την bdS ∈ M○
n−1(Rn) με τον

επαγόμενο προσανατολισμό, υπολογίστε το

∫

bdS

t1dt2 ∧ dt3 + t2dt3 ∧ dt1 + t3dt1 ∧ dt2.

Υπόδειξη: Θεώρημα του Stokes.

V. ΄Εστω

αʹ. το συμπαγές παραβολοειδές S ⊂⊂ R3
με

S = {t ∈ R3 ∣ t3 = 1 − t1
2
− t2

2} ∩R3
3,+ &

βʹ. ο συμπαγής δίσκος S0 ⊂⊂ R3
με

S0 = B(02,1) × {0} .

1. Θεωρώντας το ζεύγος

(B(02,1), f0) ∈ ∐
U∈O(R2)

C∞(U ;R3),

με

f0∶ B(02,1) → R3

x↦ f0(x) = (x1, x2,1 − x1
2
− x2

2) ,

επαληθεύστε ότι

f0(B(02,1)) = {t ∈ R3 ∣ t3 = 1 − t1
2
− t2

2} ∩R3
3,+.
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2. Θεωρώντας το δισύνολο ζευγών

{(S1, f1) , (S2, f2)} ⊊ ∐

S∈O(R2
1,+)

C∞(S;R3),

με

S1 = [0,1) × (0,2π) & S2 = [0,1) × (π,3π)

και

fi∶ Si → R3

x↦ fi(x) = ((1 − x1) cosx2, (1 − x1) sinx2,2x1 − x1
2) ,
για i ∈ {1,2} ,

επαληθεύστε ότι

f1(S1) ∪ f2(S2) = S ∖ {(0,0,1)} .

3. Συμπεράνετε ότι S ∈ M2(R3) με bdS ≠ ∅, το οποίο σύνορο και καταδείξτε.

4. Δείξτε ότι S0 ∈ M2(R3) με bdS0 = bdS.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε ότι B(x, ρ) ∈ Mn(Rn), ∀ x ∈ Rn & ρ > 0.

5. ΄Εστω, επιπλέον, f ∈ C∞(R3;R3).

i. Βρείτε τους κατάλληλους προσανατολισμούς των S και S0, ισοδύναμα τις αντίστοιχες

συναρτήσεις ν, ώστε να ισχύει ότι

∫

S

(curlf ⋅ ν)(t)dσ(t) = ∫
S0

(curlf ⋅ ν)(t)dσ(t).

Υπόδειξη: Θεώρημα του στροβιλισμού.

ii. Αν
f(t) = (et1

2

+ et1+2t2 , 2et1+2t2 + t3
3, 3t1t2t3) , ∀t ∈ R3,

δείξτε ότι

∫

S

(curlf ⋅ ν)(t)dσ(t) = 0.

Υπόδειξη: Υπολογίστε μόνο την τρίτη συνιστώσα του curlf .

VI. 1. ΄Εστω αστρόμορφο U ⊆ Rn, δλδ ∃t0 ∈ U τ.ω.:

⋃
t∗∈U,
s∈[0,1]

{t ∈ Rn ∣ t = st0 + (1 − s) t∗} = U,
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ή, ισοδύναμα, το U περιέχει κάθε ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το t0 με ένα στοιχείο του
U . Δείξτε ότι το U είναι συσταλτό.
Υπόδειξη: Αξιοποιήστε την ομοτοπία ευθύγραμμου τμήματος.

2. Δείξτε ότι το

R2
⊃⊃ U0 = ⋃

ρ∈[0,1),
θ∈[0,2π)

{t ∈ R2 ∣ t = (0,2) + ρ(1 +
1

2
sin (5θ)) (cos θ, sin θ)}

είναι συσταλτό.

3. Βρείτε για ποιες f ∈ C∞(R;R) ισχύει ότι

((1 + t2
2 sin t1)dt1 + f(t1)t2dt2) ∈DE

1 (U0;R).

Υπόδειξη: Βρείτε πότε ισχύει ότι ((1 + t2
2 sin t1)dt1 + f(t1)t2dt2) ∈DC

1 (U0;R).

4. Για τις f που βρήκατε, λύστε σε πεπλεγμένη μορφή την διαφορική εξίσωση

(1 + t2
2 sin t1)dt1 + f(t1)t2dt2 = 0, ∀t ∈ U0.
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