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Θέμα 1𝑜 𝑖) Έστω 𝐺 η άπειρη κυκλική ομάδα. Δείξτε ότι η 𝐺 δρα επί οποιασδήποτε
άλλης ομάδας 𝐻. Υποθέτουμε ότι 𝐻 = 𝑆3 να περιγράψετε όλες τις δράσεις της 𝐺 επί της
𝐻 οι οποίες διατηρούν τη δομή της 𝐻 , δηλαδή 𝑔 ⋅ ( 𝜋 ∘ 𝜏 ) = ( 𝑔 ⋅ 𝜋) ∘ (𝑔 ⋅ 𝜏) για κάθε 𝑔 ∈ 𝐺
και 𝜋, 𝜏 ∈ 𝑆3. [3]

𝑖𝑖) Έστω 𝐺 ομάδα, Ν κανονική υπομάδα της με 𝐺/𝑁 ≃ (ℤ, +). Δείξτε ότι για κάθε
φυσικό αριθμό 𝑛 υπάρχει 𝐻𝑛 κανονική υποομάδα της 𝐺 δείκτου 𝑛, η οποία περιέχει την
υποομάδα 𝑁 .

Επίσης δείξτε ότι: 𝛼) 𝐻𝑛/𝑁 ≃ 𝐺/𝑁 για κάθε 𝑛.
𝛽) ⋂{ 𝐻𝑛, 𝑛 ∈ ℕ } = 𝑁 . [3]

Θέμα 2𝑜 𝑖) Έστω 𝐺 ομαδα με ∣ 𝐺 ∣ = 𝑝𝑞, όπου 𝑝, 𝑞 διαφορετικοί πρώτοι με 𝑞 ≢
1𝑚𝑜𝑑𝑝. δείξτε ότι η 𝐺 έχει κανονική Sylow 𝑝-υποομάδα. [2]

𝑖𝑖) Έστω 𝑝, 𝑞 πρώτοι με 𝑝 > 𝑞. Αν 𝑝 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑞. Δείξτε ότι όλες οι ομάδες τάξης 𝑝𝑞
είναι ισόμορφες. Αν 𝑝 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑞, τότε υπάρχουν μόνο δύο μη ισόμορφες ομάδες τάξης 𝑝𝑞.
[3]

𝑖𝑖𝑖) Υποθέτουμε ότι η ομάδα 𝐺 έχει τις κανονικές υποομάδες 𝐿, 𝐽, 𝐻 με 𝐿 < 𝐽 < 𝐻
και ∣ 𝐻/𝐽 ∣ = 𝑝 , ∣ 𝐽/𝐿 ∣ = 𝑞, όπου 𝑝, 𝑞 πρώτοι με 𝑝 > 𝑞. Δείξτε ότι υπάρχει 𝐾 κανονική
υποομάδα της 𝐺 με 𝐿 < 𝐾 < 𝐻 και ∣ 𝐻/𝐾 ∣ = 𝑞 , ∣ 𝐾/𝐿 ∣ = 𝑝. [3]

Θέμα 3𝑜 𝑖) Έστω 𝐹 ελεύθερη ομάδα και 𝐻 κανονική υποομάδα της έτσι ώστε το
πηλίκο 𝐹/𝐻 να είναι πεπερασμένη μηδενοδύναμη ομάδα με τάξη που διαιρείται από του-
λάχιστον δύο διαφορετικούς πρώτους αριθμούς. Δείξτε ότι υπάρχουν 𝑀 και 𝑁 κανονικές
υποομάδες της 𝐹 έτσι ώστε 𝑀 ∩ 𝑁 = 𝐻 και 𝑔𝐻 ⋅ 𝑟𝐻 = 𝑟𝐻 ⋅ 𝑔𝐻 για κάθε 𝑔 ∈ 𝑀 και 𝑟 ∈ 𝑁 .
[4]

𝑖𝑖) Έστω 𝐺 πεπερασμένη μηδενοδύναμη ομάδα. Δείξτε ότι ο πρώτος αριθμός 𝑝 διαιρεί
την τάξη της 𝐺 αν και μόνο διαιρεί την τάξη του κέντρου της 𝐺. Επιπλέον δείξτε ότι αν η
𝐺 δεν είναι αβελιανή τότε υπάρχει 𝑝 πρώτος έτσι ώστε 𝑝3 να διαιρεί την τάξη της 𝐺. [3]

Θέμα 4𝑜 𝑖) Έστω 𝐺 επιλύσιμη ομάδα και 𝑓 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐻 ομομορφισμός ομάδων.
Υποθέτουμε ότι 𝑖𝑚 𝑓 ⊲ 𝐻 και ότι η 𝐻/𝑖𝑚 𝑓 είναι αβελιανή ομάδα. Δείξτε ότι η 𝐻 είναι
επιλύσιμη και ότι για κάθε 𝑟 ∈ 𝛾2(𝐻) υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐺 τέτοιο ώστε 𝑓(𝑔) = 𝑟. [3]

𝑖𝑖) Έστω 𝐺 ομάδα με τάξη 143. Δείξτε ότι η 𝐺 είναι κυκλική. Επιπλέον δείξτε ότι η
ομάδα αυτομορφισμών 𝐴𝑢𝑡(𝐺) είναι αβελιανή ομάδα, η οποία περιέχει μια κυκλική ομάδα
τάξης 30. [3]

Θέμα 5𝑜 𝑖) Μια ομάδα 𝐾 θα ονομάζεται πλήρης αν 𝑍(𝐾) = 1 και 𝐴𝑢𝑡(𝐾) =
𝐼𝑛𝑛(𝐾).

Έστω 𝐾 ◁ 𝐺 και 𝐾 πλήρης, Δείξτε ότι 𝐺 = 𝐶𝐺(𝐾) × 𝐾. [3]
𝑖𝑖) Δείξτε ότι η 𝑆3 είναι πλήρης. [2]

Θέμα 6𝑜 𝑖) Έστω μια ελεύθερη ομάδα 𝐹 = ⟨ 𝑋 ⟩ και 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐹 με 𝑣 ⋅ 𝑤 = 𝑤 ⋅ 𝑣.
Δείξτε ότι υπάρχει 𝑢 ∈ 𝐹 με την ιδιότητα 𝑣 = 𝑢𝑛, 𝑤 = 𝑢𝑚, όπου 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ. [3]

𝑖𝑖) Έστω μια ελεύθερη ομάδα 𝐹 = ⟨ 𝑋 ⟩. Δείξτε ότι η μεταθετικότητα είναι μεταβατική.
Δηλαδή αν 𝑣𝑤 = 𝑤𝑣 και 𝑤𝑢 = 𝑢𝑤, τότε 𝑣𝑢 = 𝑢𝑣.

Μπορείτε να δώσετε ένα παράδειγμα ομάδας, όπου η μεταθετικότητα δεν είναι μετα-
βατική; [3]

𝑖𝑖𝑖) Έστω 𝐺 και 𝑁 ◁ 𝐺. Υποθέτουμε ότι το πηλίκο 𝐺/𝑁 είναι ελεύθερη ομάδα. Δείξτε
ότι υπάρχει 𝐹 ελεύθερη υποομάδα της 𝐺 ώστε η 𝐺 να διασπάται επί της 𝑁 δια της 𝐹 . [3]



𝑖𝑣) Έστω 𝐹 = ⟨ 𝑎, 𝑏 ⟩ η ελεύθερη ομάδα σε δύο γεννήτορες. Δείξτε ότι η απεικόνιση
𝜑 ∶ 𝐹 ⟶ 𝐹 με 𝜑(𝑎) = 𝑎𝑏 και 𝜑(𝑏) = 𝑎−1 ορίζει έναν αυτομορφισμό της 𝐹 . Υπολογίστε τον
αντίστροφό του. Υπάρχει 𝑤 ∈ 𝐹 έτσι ώστε 𝜑(𝑤) = 𝑤; [3]

Θέμα 7𝑜 Έστω 𝐺 ομάδα. Να αποδείξετε την ισοδυναμία των παρακάτω προτάσεων.
𝑖) ⋂{ 𝐻 ∣ 𝐻 ≤𝑓 𝐺 } = 1.
𝑖𝑖) ⋂{ 𝑁 ∣ 𝑁 ◁𝑓 𝐺 } = 1.
𝑖𝑖𝑖) Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐺 υπάρχει Μ𝑔 πεπερασμένη ομάδα και 𝜑 ∶ 𝐺 ⟶ 𝑀𝑔 ομομορφισμός

έτσι ώστε 𝜑(𝑔) ≠ 1.
𝑖𝑣) Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐺 υπάρχει 𝐻𝑔 ≤𝑓 𝐺 έτσι ώστε 𝑔 ∉ 𝐻𝑔.
𝑣) Υπάρχει μια οικογένεια (𝐾𝑖)𝑖∈𝐼 πεπερασμένων ομάδων όπου η 𝐺 εμφυτεύεται στο

καρτεσιανό γινόμενο ∏𝑖∈𝐼 𝐾𝑖.
[10] (Κάθε μεμονωμένη συνεπαγωγή θα εκτιμηθεί αναλόγως.)

Για προβιβάσιμο βαθμό αρκούν 25 μονάδες. Για το άριστα αρκούν 40 μονάδες με
την προϋπόθεση, σε κάθε θέμα ξεχωριστά να έχετε συγκεντρώσει 2 μονάδες.
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