
Πιθανότητες σε Μεγάλες Διαστάσεις (2021–22)

Ασκήσεις

1. ΄Εστω (X, d, µ) μετρικός χώρος πιθανότητας και ϕ : (X, d) → (Y, σ) Lipschitz συνάρτηση με σταθερά 1.
Θεωρούμε το μέτρο πιθανότητας µϕ στην B(Y ) που ορίζεται από την

µϕ(A) = µ(ϕ−1(A)), A ∈ B(Y ).

Αποδείξτε ότι, για κάθε t > 0,
αµϕ(t) 6 αµ(t).

2. ΄Εστω (X, d, µ) μετρικός χώρος πιθανότητας και έστω αµ η συνάρτηση συγκέντρωσης του µ. Υποθέτουμε
ότι για κάποιο ε ∈ (0, 1) και για κάποιο t > 0 ισχύει αµ(t) < ε. Αποδείξτε ότι: αν A ∈ B(X) και µ(A) > ε,
τότε 1− µ(At+r) 6 αµ(r) για κάθε r > 0.

3. ΄Εστω (X, d, µ) μετρικός χώρος πιθανότητας και έστω αµ η συνάρτηση συγκέντρωσης του µ. Αποδείξτε
ότι:

(α) Αν F : (X, d)→ R είναι μια 1-Lipschitz συνεχής συνάρτηση, τότε

(µ⊗ µ) ({(x, y) ∈ X ×X : |F (x)− F (y)| > t}) 6 4αµ(t/2)

για κάθε t > 0.

(β) Αν A,B ∈ B(X) και dist(A,B) = δ > 0, τότε

µ(A)µ(B) 6 4αµ(δ/2).

4. Σταθεροποιούμε έναν (μικρό) θετικό αριθμό κ. ΄Εστω (X, d, µ) μετρικός χώρος πιθανότητας. Ορίζουμε τη
μερική διάμετρο του (X, d) ως προς το µ ως εξής:

PDµ(X, d) := inf
{

diam(A) : A ∈ B(X), µ(A) > 1− κ
}
.

Στη συνέχεια, για κάθε 1-Lipschitz συνάρτηση F : (X, d)→ R θεωρούμε το μέτρο µF που ορίζεται στη Borel
σ-άλγεβρα του R μέσω της

µF (A) = µ(F−1(A)), A ∈ B(R)

και ορίζουμε την παρατηρήσιμη διάμετρο ODµ(X, d) θέτοντας

ODµ(X, d) = sup{PDµF
(R) : η F : (X, d)→ R είναι 1− Lipschitz}.

Αποδείξτε ότι

ODµ(X, d) 6 2α−1µ (κ/2).

5. ΄Εστω (X, d, µ) μετρικός χώρος πιθανότητας. Υποθέτουμε ότι αµ(t) 6 Ce−ct
2

για κάποιες σταθερές

C, c > 0 και για κάθε t > 0. Αποδείξτε ότι (αν η σταθερά κ > 0 της προηγούμενης άσκησης είναι αρκετά μικρή
σε σχέση με τις C, c) τότε

ODµ(X, d) 6 2

√
1

c
ln

2C

κ
.

Εκτιμήστε τις

ODσ(Sn−1), ODγn(Rn), ODµn(En2 ).



6. Γνωρίζουμε ότι υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώσστε: για κάθε Borel σύνολο A ⊆ Sn−1 με σ(A) > 1/2 και

κάθε t > 0 ισχύυει σ(At) > 1− 2e−ct
2n
.

΄Εστω B Borel υποσύνολο της Sn−1 με σ(A) > 2 exp(−cs2n) για κάποιο s > 0. Αποδείξτε ότι σ(As) > 1/2
και συμπεράνατε ότι για κάθε t > s ισχύει

σ(A2t) > 1− exp(−ct2n).

7. ΄Εστω B κυρτό σώμα στον Rn. Για κάθε Lebesgue μετρήσιμο υποσύνολο A του Rn, ορίζουμε

µB(A) =
|A ∩B|
|B|

.

(α) ΄Εστω M ⊆ Rn κυρτό και συμμετρικό ως προς το 0. Αποδείξτε ότι για κάθε t > 1 ισχύει ο εγκλεισμός

Rn \M ⊇ 2

t+ 1
(Rn \ tM) +

t− 1

t+ 1
M.

(β) Υποθέτουμε επιπλέον ότι µB(M) = a > 0. Χρησιμοποιώντας το (α) και την ανισότητα Brunn-Minkowski
αποδείξτε ότι, για κάθε t > 1,

1− µB(tM) 6 a

(
1− a
a

)(t+1)/2

.

8. ΄Εστω A ⊆ Rn κλειστό, κυρτό και συμμετρικό ως προς το 0. Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ Rn ισχύουν οι
ανισότητες

e−|x|
2/2γn(A) 6 γn(A+ x) 6 γn(A).

9. ΄Εστω f, g, h : [0,∞)→ [0,∞) ολοκληρώσιμες συναρτήσεις που ικανοποιούν την

h(
√
rs) >

√
f(r) ·

√
g(s)

για κάθε r, s > 0. Αποδείξτε ότι∫ ∞
0

h(x)dx >

(∫ ∞
0

f(x)dx ·
∫ ∞
0

g(x)dx

)1/2

.

10. (α) Για κάθε u ∈ Sn−1 και για κάθε ε ∈ (0, 1) ορίζουμε C(u, ε) = {θ ∈ Sn−1 : 〈u, θ〉 > ε}. Αποδείξτε ότι

σ(C(u, ε)) 6 exp(−ε2n/2).

(β) Για κάθε u ∈ Sn−1 και για κάθε ε ∈ (0, 1) ορίζουμε B(u, ε) = {θ ∈ Sn−1 : |θ − u| 6 ε}. Αποδείξτε ότι

σ(B(u, ε)) >

(
ε

ε+ 2

)n
>
(ε

3

)n
.

(γ) ΄Εστω v1, . . . , vm ∈ Rn. Υποθέτουμε ότι το συμμετρικό κυρτό πολύεδρο

K = {y ∈ Rn : |〈y, vj〉| 6 1 για κάθε j = 1, . . . ,m}

ικανοποιεί την Bn2 ⊆ K ⊆ αBn2 για κάποιον α > 1. Δείξτε ότι m > exp(n/(2α2)).

11. ΄Εστω 0 < ε < 1. Αποδείξτε ότι υπάρχουν N > exp(c(ε)n) και x1, . . . , xN ∈ Sn−1 τέτοια ώστε
|〈xi, xj〉| 6 ε για κάθε 1 6 i 6= j 6 N (με λόγια, υπάρχει εκθετικό ως προς το n πλήθος μοναδιαίων διανυσμάτων
που ανά δύο είναι σχεδόν ορθογώνια).



12. ΄Εστω (Xi, ‖ · ‖i), i 6 n, πεπερασμένη ακολουθία χώρων με νόρμα. Για κάθε i 6 n θεωρούμε ένα
πεπερασμένο υποσύνολο Ωi του Xi με διάμετρο μικρότερη ή ίση του 1. ΄Εστω Pi μέτρο πιθανότητας στο Ωi.
Θεωρούμε τον χώρο γινόμενο X(n) =

(∑
i6n⊕Xi

)
2
και θέτουμε

Ω = Ω1 × Ω2 × · · · × Ωn

και

P = Pn = P1 × P2 × · · · × Pn.
(το μέτρο γινόμενο στο Ω). Για κάθε A ⊆ Ω ορίζουμε

φA(t) = d(t, conv(A)),

την απόσταση του t από την κυρτή θήκη conv(A) του A στον X(n)
. Δείξτε ότι, για κάθε A ⊆ Ω,

E
(
eφ

2
A/4

)
6

1

P (A)
.

13. ΄Εστω X μια μη αρνητική τυχαία μεταβλητή και έστω t > 0. Αποδείξτε ότι

inf

{
E(Xk)

tk
: k = 0, 1, 2, . . .

}
6 inf

{
E(eλX)

eλt
: λ > 0

}
.

14. ΄Εστω X τυχαία μεταβλητή με E(X) = 0 και P(a 6 X 6 b) = 1. Αν ψX(λ) = log(E(eλX)), αποδείξτε ότι,
για κάθε λ ∈ R,

ψ′′X(λ) 6
(b− a)2

4

και συμπεράνατε ότι

E(eλX) 6 exp
(λ2(b− a)2

8

)
.

15. ΄Εστω X1, . . . , XN ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με P(ai 6 Xi 6 bi) = 1 για i = 1, . . . , N . Δείξτε ότι

P

(
N∑
i=1

(Xi − E(Xi)) > t

)
6 exp

(
− 2t2∑N

i=1(bi − ai)2

)
για κάθε t > 0.

16. Θεωρούμε τη συνάρτηση Orlicz ψ1(t) = et − 1. ΄Εστω X τυχαία μεταβλητή στο χώρο πιθανότητας
(Ω,A,P). Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(α) Υπάρχει α > 0 ώστε: ‖X‖ψ1
6 α.

(β) Υπάρχει β > 0 ώστε: για κάθε p > 1 ισχύει ‖X‖p 6 βp.

(γ) Υπάρχει γ > 0 ώστε: για κάθε t > 0 ισχύει P(|X| > t) 6 2e−t/γ .

Επιπλέον, β 6 c1α, γ 6 c2β, α 6 c3γ, όπου ci > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

17. ΄Εστω p > 2 και ε1, . . . , εn ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. Αποδείξτε ότι: για
κάθε a1, . . . , an ∈ R ισχύει (

E
∣∣∣ n∑
i=1

aiεi

∣∣∣p)1/p

6
∑
i6p

a∗i + c
√
p

∑
i>p

(a∗i )
2

1/2

,



όπου (a∗1, . . . , a
∗
n) είναι η φθίνουσα αναδιάταξη της n-άδας (|a1|, . . . , |an|).

18. ΄Εστω ε1, . . . , εn ανεξάρτητες συμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. Για κάθε φραγμένο μη κενό
A ⊆ Rn αποδείξτε ότι

sup
a∈A

Var

(
n∑
i=1

aiεi

)
= sup
a∈A

n∑
i=1

a2i

όπου a = (a1, . . . , an), και

Var

(
sup
a∈A

n∑
i=1

aiεi

)
6 4 sup

a∈A

n∑
i=1

a2i .

19. ΄Εστω X = (X1, . . . , Xn) τυχαίο διάνυσμα στον Rn με ανεξάρτητες υποκανονικές συντεταγμένες που
ικανοποιούν την E(X2

i ) = 1, i = 1, . . . , n. Θέτουμε K = maxi ‖Xi‖ψ2
. Αποδείξτε ότι

√
n− c1K2 6 E‖X‖2 6

√
n+ c1K

2,

όπου c1 > 0 απόλυτη σταθερά. Αποδείξτε επίσης ότι Var(‖X‖2) 6 c2K
4
, όπου c4 > 0 απόλυτη σταθερά.

20. ΄Εστω X = (X1, . . . , Xn) τυχαίο διάνυσμα στον Rn με ανεξάρτητες συντεταγμένες που ικανοποιούν τις
E(X2

i ) = 1 και EX4
i 6 K4

, i = 1, . . . , n. Αποδείξτε ότι Var(‖X‖2) 6 c1K
4
, όπου c1 > 0 απόλυτη σταθερά.

21. ΄Εστω X = (X1, . . . , Xn) τυχαίο διάνυσμα στον Rn με ανεξάρτητες συντεταγμένες που έχουν συνεχείς
πυκνότητες απολύτως φραγμένες από 1. Αποδείξτε ότι, για κάθε ε > 0,

P(‖X‖2 6 ε
√
n) 6 (c1ε)

n,

όπου c1 > 0 απόλυτη σταθερά.

22. ΄Εστω A = (aij) ένας n×n συμμετρικός πίνακας, ο οποίος είτε είναι θετικά ημιορισμένος είτε έχει μηδενικά
στη διαγώνιο, τέτοιος ώστε: για κάθε x1, . . . , xn ∈ [−1, 1],∣∣∣∣∣∣

n∑
i,j=1

aijxixj

∣∣∣∣∣∣ 6 1.

Αποδείξτε ότι: για κάθε χώρο Hilbert H και κάθε επιλογή διανυσμάτων ui, vj ∈ H με ‖ui‖ = ‖vj‖ = 1,
i, j = 1, . . . n, ∣∣∣∣∣∣

n∑
i,j=1

aij〈ui, vj〉

∣∣∣∣∣∣ 6 K,

όπου K > 0 είναι η σταθερά στην ανισότητα του Grothendieck.

23. ΄Εστω X1, . . . , XN ανεξάρτητοι τυχαίοι n × n πίνακες με μέση τιμή 0 και ‖Xi‖ 6 K σχεδόν βεβαίως για
κάθε i = 1, . . . , N . Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Bernstein αποδείξτε ότι

E
∥∥∥ N∑
i=1

Xi

∥∥∥ 6 C

(∥∥∥ N∑
i=1

E(X2
i )
∥∥∥1/2√log n+K log n

)
.

24. ΄Εστω ε1, . . . , εN ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli και A1, . . . , An συμμετρικοί n×n
πίνακες. Αποδείξτε ότι, για κάθε t > 0,

P

(∥∥∥ N∑
i=1

εiAi

∥∥∥ > t

)
6 2n exp(−t2/2σ2),



όπου σ2 =
∥∥∥∑N

i=1A
2
i

∥∥∥.
25. ΄Εστω ε1, . . . , εN ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli και A1, . . . , An συμμετρικοί n×n
πίνακες. Αποδείξτε ότι

E
∥∥∥ N∑
i=1

εiAi

∥∥∥ 6 C
√

log n
∥∥∥ N∑
i=1

A2
i

∥∥∥1/2.
Γενικότερα, αποδείξτε ότι για κάθε p > 1(

E
∥∥∥ N∑
i=1

εiAi

∥∥∥p)1/p

6 C
√
p+ log n

∥∥∥ N∑
i=1

A2
i

∥∥∥1/2.
26. ΄Εστω A = (aij) ένας n× n πίνακας. ΄Εστω X1, . . . , Xn ανεξάρτητα τυχαία διανύσματα με μέση τιμή 0 σε
έναν χώρο Hilbert H. Αποδείξτε ότι, για κάθε κυρτή συνάρτηση F : R→ R,

EF

∑
i 6=j

aij〈Xi, Xj〉

 6 EF

4
∑
i,j

aij〈Xi, X
′
j〉

 ,

όπου (X ′j) είναι ένα ανεξάρτητο αντίγραφο του (Xi).

27. ΄Εστω (uij)
n
i,j=1 διανύσματα σε έναν χώρο με νόρμα. ΄Εστω X1, . . . , Xn ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές

με μέση τιμή 0. Αποδείξτε ότι, για κάθε κυρτή συνάρτηση F : R→ R,

EF

∥∥∥∑
i 6=j

XiXjuij

∥∥∥
 6 EF

4
∥∥∥∑
i,j

Xi, X
′
juij

∥∥∥
 ,

όπου (X ′j) είναι ένα ανεξάρτητο αντίγραφο του (Xi).

28. ΄Εστω ε1, . . . , εN ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. ΄Εστω X1, . . . , XN ανεξάρτητα

τυχαία διανύσματα σε έναν χώρο με νόρμα. Αποδείξτε ότι

E
∥∥∥ N∑
i=1

Xi −
N∑
i=1

E(Xi)
∥∥∥ 6 2E

∥∥∥ N∑
i=1

εiXi

∥∥∥.
29. ΄Εστω ε1, . . . , εN ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. ΄Εστω X1, . . . , XN ανεξάρτητα

τυχαία διανύσματα με μέση τιμή 0 σε έναν χώρο με νόρμα. Αποδείξτε ότι, για κάθε αύξουσα κυρτή συνάρτηση
F : [0,∞)→ R,

EF

(
1

2

∥∥∥ N∑
i=1

εiXi

∥∥∥) 6 EF

(∥∥∥ N∑
i=1

Xi

∥∥∥) 6 EF

(
2
∥∥∥ N∑
i=1

εiXi

∥∥∥) .
30. ΄Εστω ε1, . . . , εN ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. ΄Εστω X1, . . . , XN ανεξάρτητες

τυχαίες μεταβλητές. Αποδείξτε ότι η
∑N
i=1Xi είναι υποκανονική αν και μόνο αν η

∑N
i=1 εiXi είναι υποκανονική,

και

c1

∥∥∥ N∑
i=1

εiXi

∥∥∥
ψ2

6
∥∥∥ N∑
i=1

Xi

∥∥∥
ψ2

6 C2

∥∥∥ N∑
i=1

εiXi

∥∥∥
ψ2

,

όπου c1, C2 > 0 είναι απόλυτες σταθερές.



31. ΄Εστω T φραγμένο υποσύνολο του Rn και g1, . . . , gn ανεξάρτητες N(0, 1) τυχαίες μεταβλητές. ΄Εστω
φi : R→ R Lipschitz συναρτήσεις με ‖φi‖Lip 6 1. Αποδείξτε ότι

E sup
t∈T

n∑
i=1

giφ(ti) 6 E sup
t∈T

n∑
i=1

giti.

32. ΄Εστω T ⊂ Rn και A ένας m× n πίνακας. Αποδείξτε ότι

w(AT ) 6 ‖A‖w(T ).

33. ΄Εστω T πεπερασμένο σύνολο σημείων στον Rn. Αποδείξτε ότι

w(T ) 6 C
√

log |T |diam(T ).

34. (α) Αποδείξτε ότι αν T είναι μια Ευκλείδεια μπάλα σε οποιονδήποτε υπόχωρο του Rn τότε d(T ) = dim(T ).

(β) Αποδείξτε ότι αν T είναι ένα πεπερασμένο υποσύνολο του Rn τότε d(T ) 6 C log |T |.

35. ΄Εστω {e1, . . . , en} η συνήθης ορθοκανονική βάση του Rn. Θεωρούμε το σύνολο

T =

{
ek√

1 + log k
: k = 1, . . . , n

}
.

Αποδείξτε ότι w(T ) 6 C, όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά. Αποδείξτε επίσης ότι∫ ∞
0

√
logN (T, d, ε) dε −→∞

καθώς το n→∞.

36. Για το σύνολο T ⊂ Rn της προηγούμενης άσκησης, αποδείξτε ότι

γ2(T, d) 6 C

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά (και d η Ευκλείδεια μετρική). Αποδείξτε επίσης ότι

inf
(Tk)

∞∑
k=0

2k/2 sup
t∈T

d(t, Tk) −→∞

καθώς το n → ∞, όπου το infimum είναι πάνω από όλες τις επιτρεπτές ακολουθίες (Tk)∞k=0 υποσυνόλων του

T .

37. ΄Εστω T ⊂ Rn. Θέτουμε a = w(T )√
n
και b = diam(T ). Αποδείξτε ότι

w(T ) 6 C

∫ b

ca

√
logN(T, ε) dε,

όπου c, C > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

38. ΄Εστω F = {f : [0, 1]d → R : f(0) = 0 και ‖f‖Lip 6 1}. Αποδείξτε ότι, για κάθε ε > 0,

N (F , ‖ · ‖∞, ε) 6 eC/ε
d

,

όπου C > 0 είναι μια απόλυτη σταθερά.

39. Υπολογίστε τη διάσταση vc(F) σε κάθε μία από τις παρακάτω περιπτώσεις:



(α) F είναι η οικογένεια όλων των κύκλων στο επίπεδο.

(β) F είναι η οικογένεια όλων των ορθογωνίων [a, b]× [c, d] στο επίπεδο.

(γ) F είναι η οικογένεια όλων των τετραγώνων [a, b]× [a, b] στο επίπεδο.

(δ) F είναι η οικογένεια όλων των κυρτών πολυγώνων (με οσοδήποτε μεγάλο πλήθος κορυφών) στο επίπεδο.

40. ΄Εστω (Ω,Σ, µ) χώρος πιθανότητας και F μια οικογένεια μετρήσιμων συναρτήσεων f : Ω→ R με ‖f‖∞ 6 1
για κάθε f ∈ F . ΄Εστω ε ∈ (0, 1). Αποδείξτε ότι υπάρχουν n 6 Cε−4 logN (F , L2(µ), ε) και Ωn ⊆ Ω με
|Ωn| = n τέτοιο ώστε

N (F , L2(µ), ε) 6 N (F , L2(µn), ε/4),

όπου µn είναι το ομοιόμορφο μέτρο πιθανότητας στο Ωn.


