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Κεϕάλαιο 9

Κεντρικό Οριακό Θεώρημα

9.1 Σύντομη Ιστορική Αναδρομή

Με τον όρο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα1 εννοούμε ένα πλήθος θε-

ωρημάτων που το κοινό χαρακτηριστικό τους είναι η (συνήθως

ασθενής) σύγκλιση αθροισμάτων τ.μ., που αποτελούνται από

«πολλούς» προσθετέους, προς την τυποποιημένη κανονική κα-

τανομή, N(0, 1), με πυκνότητα (ως προς το μέτρο Lebesgue)2

f(x) =
1√
2π

exp

(
−x2

2

)
, x ∈ R. (9.1)

Ιστορικά, το πρώτο αποτέλεσμα προς αυτήν την κατεύθυνση

δόθηκε από τους de Moivre–Laplace (1730), στην πολύ ενδια-

ϕέρουσα ειδική περίπτωση που το άθροισμα Sn ακολουθεί την

1central limit theorem – CLT

2θα αποϕύγουμε τον συνήθη συμβολισμό, φ(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , για την πυκνότητα της τυποποιημέ-

νης κανονικής, καθότι το γράμμα φ παραπέμπει σε χαρακτηριστική συνάρτηση

17
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διωνυμική κατανομή, Sn ∼ b(n, p), με συνάρτηση πιθανότητας

IP(Sn = k) =

(
n

k

)
pk(1−p)n−k, k = 0, 1, . . . , n, 0 < p < 1,

δηλαδή Sn = X1+ . . .+Xn, όπου η {Xj, j ≥ 1} είναι ανεξάρ-
τητη ακολουθία τ.μ., με IP(Xj = 1) = p = 1 − IP(Xj = 0).

[Με άλλα λόγια, όταν οι προσθετέοι Xj είναι ανεξάρτητες (και,

προϕανώς, ισόνομες) δοκιμές Bernoulli(p).] Σε αυτήν την πε-

ρίπτωση αποδεικνύεται ότι

sup
x

∣∣∣∣∣IP
(

Sn − np√
np(1− p)

≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣→ 0, καθώς n → ∞,

(9.2)

όπου Φ(x) είναι η σ.κ. της τυποποιημένης κανονικής, N(0, 1),

που αντιστοιχεί στην πυκνότητα (9.1):

Φ(x)
ορ.
==

1√
2π

∫ x

−∞
exp(−t2/2)dt, x ∈ R.

Το αποτέλεσμα των de Moivre–Laplace ήρθε να συμπληρώ-

σει, κατά κάποιον τρόπο, το παλαιότερο αποτέλεσμα του Ber-

noulli (1713):

Για κάθε ε > 0, IP

(∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
→ 0, καθώς n → ∞.

(9.3)

Η σχέση (9.3) καλείται νόμος μεγάλων αριθμών του Bernoulli, αϕού,

σύμϕωνα με τον καθιερωμένο συμβολισμό, ισοδυναμεί με την

Xn =
Sn

n

p−→ p. (9.4)
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Προϕανώς, η (9.4) είναι (πολύ) ειδική περίπτωση του ασθε-

νούς νόμου των μεγάλων αριθμών, και είναι εύκολο να δειχθεί

ότι η (9.2) συνεπάγεται την (9.4) (΄Ασκηση 9.7). Ως γνω-

στόν, η (9.4) ισοδυναμεί με την ασθενή σύγκλιση των δειγμα-

τικών μέσων, Xn = Sn/n, προς την εκϕυλισμένη τ.μ. X, με

IP(X = p) = 1, δηλαδή,

IP

(
Sn

n
≤ x

)
d−→

{
0, αν x < p,

1, αν x ≥ p.

Στην ουσία, η (9.4) μας λέει ότι, «κατά πιθανότητα», οι

δειγματικοί μέσοι Sn/n συγκλίνουν προς τον θεωρητικό μέσο

p, δηλαδή, για μεγάλο n αναμένουμε ότι

Sn

n
≃ p,

και αυτό εξηγεί τον βασικό λόγο για τον οποίον στην Στατι-

στική χρησιμοποιούμε ακριβώς αυτήν την εκτιμήτρια, δηλ. τον

δειγματικό μέσο Xn = Sn/n, για να εκτιμήσουμε το (άγνωστο)

p. Η (9.2) εκλεπτύνει αυτό το αποτέλεσμα, αϕού μας εξασϕα-

λίζει ότι για τυχόντα (σταθερά) a και b, με a < b,

IP

(
p+ a

√
p(1− p)

n
<

Sn

n
≤ p+ b

√
p(1− p)

n

)
≃ Φ(b)−Φ(a),

δηλαδή μας δίνει αριθμητική προσέγγιση για την πιθανότητας

όπως

«το Sn/n βρίσκεται εντός ενός (μικρού) διαστήματος γύρω από το p».
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Η χ.σ. που μελετήθηκε στο προηγούμενο κεϕάλαιο είναι ένα

από τα ισχυρότερα εργαλεία, κατάλληλο για την μελέτη απο-

τελεσμάτων όπως τα (9.2) και (9.4). Οι αποδείξεις γίνονται

σχεδόν άμεσες, και η γενικότητα δεν περιορίζεται λόγω της

ύπαρξης της χ.σ. για κάθε τ.μ. Φυσικά, δεν πρέπει να παρα-

βλέπεται το γεγονός ότι χρησιμοποιούμε πολύ ισχυρά αποτελέ-

σματα,3 όπως ο Τύπος Αντιστροϕής και, ιδιαίτερα, το Θεώρημα

Συνεχείας των χ.σ., καθώς επίσης και τις σχέσεις ροπών που

παρουσιάστηκαν στο Θεώρημα ;;.

9.2 Κλασικό Κεντρικό Οριακό Θεώρημα των Lindeberg-Lévy

Στην παρούσα παράγραϕο επικεντρωνόμαστε στην κλασική περί-

πτωση, κατά την οποία η βασική ακολουθία τ.μ. είναι ανεξάρτητη

και ισόνομη. Για την απόδειξη του ασθενούς νόμου των μεγά-

λων αριθμών (με μόνη απαίτηση την ύπαρξη της ροπής πρώτης

τάξεως, δηλ. της μέσης τιμής), και του κλασικού Κεντρικού

Οριακού Θεωρήματος (Lindeberg–Lévy), θα χρειαστούμε το

παρακάτω στοιχειώδες λήμμα.

Λήμμα 9.1 Εάν {zn, n ≥ 1} είναι μία ακολουθία μιγαδικών α-
ριθμών, τέτοια ώστε zn → z ∈ C, καθώς n → ∞, τότε(

1 +
zn
n

)n
→ ez, καθώς n → ∞.

3ϕημολογείται ότι όταν ο Lévy παρουσίασε αποδείξεις οριακών αποτελεσμάτων, σαν τα (9.2) και

(9.4), με χρήση χ.σ., ο Markov διαμαρτυρήθηκε έντονα ότι «αυτά είναι βρώμικα κόλπα!».
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Απόδειξη: Υπενθυμίζουμε πρώτα ότι, εξ΄ ορισμού, ο ez είναι ο

μιγαδικός αριθμός που ορίζεται από την σειρά

ez = 1 + z +
∞∑
k=2

zk

k!
. (9.5)

[Η (9.5) έχει ακτίνα σύγκλισης ∞, δηλαδή ο ez είναι καλά

ορισμένος σε όλο το μιγαδικό επίπεδο.] Από τον τύπο του

διωνύμου,(
1 +

zn
n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
zkn
nk

= 1+zn+
n∑

k=2

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
zkn
k!

=
∞∑
k=0

an(k),

(9.6)

όπου an(0) = 1, an(1) = zn, an(k) = (1− 1
n) · · · (1−

k−1
n )z

k
n

k!

για 2 ≤ k ≤ n, και an(k) = 0 για k > n.

Προϕανώς, για κάθε σταθερό k, an(k) → a(k) = zk/k!, κα-

θώς n → ∞. Επίσης, |an(k)| ≤ |zn|k/k! ≤ Mk/k!, όπου M

ένα άνω ϕράγμα της {|zn|, n ≥ 1}, που υπάρχει (πεπερασμέ-
νο) διότι zn → z, από υπόθεση. Επομένως, |an(k)| ≤ β(k) =

Mk/k!, με
∑∞

k=0 β(k) = eM < ∞ (προϕανώς). Από το Θε-
ώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης, εϕαρμοζόμενο στον χώρο

μέτρου (N,P(N), µ), όπου N = {0, 1, . . .}, P(N) = {A : A ⊂
N}, και µ το αριθμητικό μέτρο, με µ(A) = πλήθος στοιχείων
του A (πρβλ. Εϕαρμογή ;;), προκύπτει ότι

lim
n

∞∑
k=0

an(k) = lim
n

∫
N
an(k)dµ(k) =

∫
N
lim
n

an(k)dµ(k) =

∫
N
a(k)dµ(k) =

∞∑
k=0

a(k),
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δηλαδή (1 + zn/n)
n → ez. �

Μπορούμε τώρα να δώσουμε μία απλή απόδειξη του ασθε-

νούς νόμου των μεγάλων αριθμών για μία ανεξάρτητη και ισό-

νομη ακολουθία {Xn, n ≥ 1}.

Θεώρημα 9.2 (ασθενής νόμος μεγάλων αριθμών του Khinchine) Εάν η

ακολουθία τ.μ. {Xn, n ≥ 1} είναι ανεξάρτητη και ισόνομη, με
IE(X1) = µ (και IE |X1| < ∞), τότε

Xn =
Sn

n

p−→µ, καθώς n → ∞,

όπου Sn = X1 + . . .+Xn.

Απόδειξη: Βλέπουμε ότι η αποδεικτέα, Sn/n
p−→µ, είναι ισο-

δύναμη με την Sn/n
d−→µ, διότι η σύγκλιση κατά πιθανότητα

σε σταθερά (ή εκϕυλισμένη τ.μ.) ισοδυναμεί με την ασθενή

σύγκλιση (βλ. Πρόταση ;; και Παρατήρηση ;;). ΄Αρα, αρκεί να

δείξουμε, λόγω του Θεωρήματος Συνεχείας των χ.σ., ότι

για κάθε t ∈ R, φn(t) → φ(t), καθώς n → ∞,

όπου φn(t) η χ.σ. της τ.μ. Sn/n, και φ(t) η χ.σ. της εκϕυ-

λισμένης τ.μ. X ≡ µ, δηλαδή φ(t) = eitµ. Από το Θεώρημα

;;(i)(γ) για k = 1,

φX1
(t) = 1 + itµ+ o(t), καθώς t → 0,
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όπου o(t) αυθαίρετη (μιγαδική) συνάρτηση, τέτοια ώστε∣∣∣∣o(t)t
∣∣∣∣→ 0, καθώς t → 0. (9.7)

΄Αρα, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα ;;(i) και (iii),

φn(t) = φSn/n(t) = φSn
(t/n) = [φX1

(t/n)]n =

(
1 +

itµ

n
+ o

(
t

n

))n

.

Για σταθερό4 t ̸= 0,

n o(t/n) =
o(t/n)

t/n
t → 0, καθώς n → ∞,

λόγω της (9.7), και συνεπώς,

φn(t) =

(
1 +

itµ+ n o(t/n)

n

)n

→ eitµ,

από το Λήμμα 9.1 για zn = itµ+ n o(t/n) → itµ = z. �

Σημείωση 9.3 (ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ισχύ του ασθενούς

νόμου) Είναι προϕανές ότι η ανωτέρω απόδειξη στηρίζεται απο-

κλειστικά στην συμπεριϕορά της χ.σ. φX1
(t) κοντά στο t = 0,

δηλαδή στο γεγονός ότι ισχύει η σχέση

φX1
(t) = 1 + itµ+ o(t), καθώς t → 0.

Αϕού φX1
(0) = 1, η παραπάνω σχέση ισοδυναμεί με το ότι υ-

πάρχει η παράγωγος της φX1
(t) στο σημείο t = 0, και μάλιστα,

φ′
X1
(0) = iµ,

4Για t = 0 δεν έχουμε τίποτα να δείξουμε, αϕού φ(0) = 1 για κάθε χ.σ. φ.
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για κάποια σταθερά µ ∈ R. Παρατηρούμε ότι όταν η μέση τιμή
της X1 υπάρχει, τότε, λόγω του Θεωρήματος ;;, η σταθερά

αυτή ισούται αναγκαστικά με την μέση τιμή της X1, δηλ. µ =

IE(X1). Σημειώνουμε επίσης ότι εάν μία χ.σ. φX1
(t) υποτεθεί

διαϕορίσιμη στο σημείο t = 0, τότε η παράγωγος φ′
X1
(0) είναι

ϕανταστικός αριθμός, διότι

φ′
X1
(0) =

1

2
lim
t→0

φX1
(t)− 1

t
+

1

2
lim
t→0

φX1
(−t)− 1

−t

= lim
t→0

[
φX1

(t)− 1

2t
+

φX1
(−t)− 1

2(−t)

]
= lim

t→0

φX1
(t)− φX1

(−t)

2t
= i lim

t→0

IE(sin tX1)

t
,

και το τελευταίο όριο είναι, προϕανώς, πραγματικός αριθμός.

Στην ΄Ασκηση ;;.8 παρουσιάστηκε ένα παράδειγμα κατά το

οποίο η φ′
X1
(0) υπάρχει (και είναι 0), και όμως, IE |X1| = ∞

(και έτσι, η X1 δεν έχει μέση τιμή). Είναι σαϕές ότι το συμπέ-

ρασμα του Θεωρήματος 9.2 (δηλ. ότι Sn/n
p−→µ) εξακολουθεί

να ισχύει και για τέτοιες τ.μ. X1, δηλ. για τ.μ. που, ενώ δεν έ-

χουν μέση τιμή, η χ.σ. φX1
(t) είναι διαϕορίσιμη στο t = 0. Δε-

δομένου ότι ο αντίστοιχος ισχυρός νόμος, Sn/n
a.s.−→µ, ισχύει

αν και μόνο αν IE |X1| < ∞ και IE(X1) = µ (βλ. Θεωρήματα

;; και ;;, ή Θεωρήματα ;; και ;;), ανακύπτουν ϕυσιολογικά τα

εξής ενδιαϕέροντα (και εξόχως δύσκολα) ερωτήματα:

(i) Για ποιες ακριβώς τ.μ.X1 ισχύει ο ασθενής νόμος Sn/n
p−→µ;
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[Γνωρίζουμε ότι ισχύει για αυτές που έχουν διαϕορίσιμη χ.σ.

στο σημείο t = 0, αλλά το ερώτημα είναι αν υπάρχουν άλλες.]

(ii) Ποιες τ.μ. X1 έχουν διαϕορίσιμη χ.σ. στο σημείο t = 0;

΄Οσον αϕορά στο πρώτο ερώτημα, η απάντηση είναι ότι δεν

υπάρχουν άλλες. Επομένως, ισχύει το εξής (ο ενδιαϕερόμε-

νος αναγνώστης παραπέμπεται στα βιβλία των van der Vaart

(1998), σελ. 15, και Révész (1968)):5

(Α) Για ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. X1, X2, . . ., ισχύει

ότι

Xn =
X1 + . . .+Xn

n

p−→µ ∈ R

όταν και μόνο όταν η χ.σ. φX1
(t) είναι διαϕορίσιμη στο t = 0,

και φ′
X1
(0) = iµ.

΄Οσον αϕορά στο δεύτερο ερώτημα, αυτό λύθηκε για πρώτη

ϕορά (υπό κάποιες περιοριστικές υποθέσεις) από τον A. Zyg-

mund το 1947, και στην πλήρη γενικότητα από τον E.J.G.

Pitman το 1956. Η απάντηση σε αυτό το ερώτημα έχει ως

εξής (βλ. Feller (1966), σελ. 528):

(Β) Η χ.σ. φX1
(t) είναι διαϕορίσιμη στο t = 0, και φ′

X1
(0) =

5Θα ήταν άδικο να μην εκϕράσω τις ευχαριστίες μου στον συνάδελϕο Ευστάθιο Παπαροδίτη, για

τις αναϕορές αυτές, αλλά και για το γεγονός ότι άρχισα να διερευνώ τι ακριβώς συμβαίνει μετά από

μία σχετική συζήτηση μαζί του.
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iµ, όταν και μόνο όταν6

lim
x→+∞

IE[X1I(|X1| ≤ x)] = µ, και lim
x→+∞

xIP[|X1| ≥ x] = 0.

Συνδυάζοντας τα (Α) και (Β), προκύπτει ο εξής χαρακτηρι-

σμός του ασθενούς νόμου των μεγάλων αριθμών:

(Χαρακτηρισμός ασθενούς νόμου) Για ανεξάρτητες και ισόνομες

τ.μ. X1, X2, . . ., ισχύει ότι

Xn =
X1 + . . .+Xn

n

p−→µ ∈ R

όταν και μόνο όταν

lim
x→+∞

IE[X1I(|X1| ≤ x)] = µ, και lim
x→+∞

xIP[|X1| ≥ x] = 0.

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί απευθείας ότι αν υπάρχει η μέ-

ση τιμή της X1 και ισούται με µ ∈ R, τότε ικανοποιούνται οι
ανωτέρω οριακές σχέσεις. Πράγματι, από το Θεώρημα Κυριαρ-

χημένης Σύγκλισης προκύπτει άμεσα ότι αν IE |X1| < ∞ και
IE(X1) = µ, τότε και

IE[X1I(|X1| ≤ x)] → µ, καθώς x → +∞.

Για τον ίδιο λόγο προκύπτει ότι και

IE[|X1|I(|X1| ≥ x)] → 0, καθώς x → +∞,
6Παρατηρήστε ότι είναι πολύ εύκολο (σχεδόν άμεσο) να ελεγχθούν αυτές οι δύο οριακές συνθήκες

στο παράδειγμα της ΄Ασκησης ;;.8, σε αντίθεση με την διαϕορισιμότητα της χ.σ. στο t = 0.
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επειδή, προϕανώς,

|X1|I(|X1| ≥ x)
a.s.−→ 0, καθώς x → +∞.

΄Ομως,

0 ≤ xI(|X1| ≥ x) ≤ |X1|I(|X1| ≥ x),

και έτσι, λαμβάνοντας μέσες τιμές στην προηγούμενη ανισότη-

τα, έχουμε ότι

0 ≤ xIP[|X1| ≥ x] ≤ IE[|X1|I(|X1| ≥ x)] → 0, καθώς x → +∞,

δηλαδή

lim
x→+∞

xIP[|X1| ≥ x] = 0.

Φυσικά, το αντίστροϕο δεν ισχύει. Μάλιστα, εκείνες οι τ.μ. X1

που ικανοποιούν τις ανωτέρω οριακές συνθήκες και, ταυτόχρο-

να, δεν έχουν μέση τιμή, είναι ακριβώς αυτές που ικανοποιούν

τον ασθενή νόμο των μεγάλων αριθμών, αλλά όχι τον ισχυρό.

�

Από την απόδειξη του Θεωρήματος 9.2 κατέστη προϕανής

η ισχύς της χ.σ., ως αποδεικτικό μέσον. Σχεδόν άμεση είναι

και η απόδειξη του παρακάτω βασικού θεωρήματος, που στην

ουσία αποδεικνύεται με τον ίδιο τρόπο.

Θεώρημα 9.4 (κλασικό Κεντρικό Οριακό Θεώρημα των Lindeberg–Lévy)

Εάν η {Xn, n ≥ 1} είναι μία ανεξάρτητη και ισόνομη ακολου-
θία μη εκϕυλισμένων τ.μ., με IE

(
X2

1

)
< ∞, IE(X1) = µ, και
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Var(X1) = σ2 > 0, τότε

Sn − nµ

σ
√
n

d−→Z, καθώς n → ∞, (9.8)

όπου Sn = X1+ . . .+Xn, και Z είναι η τυποποιημένη κανονική

τ.μ., με σ.κ.

IP(Z ≤ x) = Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp(−t2/2)dt, x ∈ R.

[Ισοδύναμες εκϕράσεις της (9.8) είναι οι εξής:

Xn − IE(Xn)√
Var

(
Xn

) d−→Z,
Sn − IE(Sn)√

Var(Sn)

d−→Z,

√
n(Xn − µ)

σ

d−→Z,
√
n
(
Xn − µ

) d−→N(0, σ2),

όπου Xn = Sn/n ο δειγματικός μέσος.]

Απόδειξη: ΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 9.2, είναι

αρκετό να δείξουμε ότι η χ.σ., φn(t), της (Sn − nµ)/(σ
√
n)

συγκλίνει, κατά σημείο, προς την χ.σ. φ(t) = exp(−t2/2), της

τυποποιημένης κανονικής. Επειδή όμως

Sn − nµ

σ
√
n

=
1√
n

n∑
k=1

Xk − µ

σ
=

1√
n
S̃n,

όπου S̃n = X̃1 + . . . + X̃n είναι τα μερικά αθροίσματα της

{X̃i = (Xi − µ)/σ, i ≥ 1}, και IE(X̃i) = 0, Var(X̃i) = 1,

αρκεί να δείξουμε το αποτέλεσμα στην ειδική περίπτωση που

µ = 0, σ2 = 1.
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Υποθέτουμε λοιπόν ότι µ = 0 και σ2 = 1 (οπότε IE(X2
1) =

1) και, δυνάμει του Θεωρήματος ;;(i)(γ), έχουμε την έκϕραση

φX1
(t) = 1− t2

2
+ o(t2), καθώς t → 0,

όπου o(t2) είναι κάποια (μιγαδική) συνάρτηση, τέτοια ώστε

|o(t2)/t2| → 0, καθώς t → 0. Τότε όμως, για σταθερό t ̸= 0,

έχουμε από το Λήμμα 9.1 ότι

φn(t) = φSn/
√
n(t) = φSn

(
t√
n

)
=

[
φX1

(
t√
n

)]n
=

(
1 +

−t2/2 + n o(t2/n)

n

)n

→ e−t2/2, καθώς n → ∞,

διότι yn = t/
√
n → 0, yn ̸= 0, και συνεπώς,

n o(t2/n) =
o(t2/n)

t2/n
t2 =

o
(
(t/

√
n)2
)

(t/
√
n)2

t2 =
o
(
y2n
)

y2n
t2 → 0, καθώς n → ∞,

που σημαίνει ότι και zn = −t2/2 + n o(t2/n) → −t2/2 = z.

�

Πόρισμα 9.5 Υπό τις ίδιες συνθήκες (του Θεωρήματος 9.4),

sup
x

∣∣∣∣IP(Sn − nµ

σ
√
n

≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣→ 0, καθώς n → ∞.

Απόδειξη: Είναι άμεση από το Θεώρημα 9.4 και το Θεώρημα

Pólya (βλ. ΄Ασκηση ;;.5), επειδή η Φ είναι συνεχής σ.κ. �
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Πολλές ϕορές ισχυροποιείται και επεκτείνεται η εϕαρμοσιμό-

τητα του κλασικού Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος (Θεώρημα

9.4), όταν χρησιμοποιηθεί σε συνδυασμό με την επόμενη, πολύ

χρήσιμη, πρόταση, η οποία είναι γνωστή ως Θεώρημα Slutsky.

Πρόταση 9.6 (Θεώρημα Slutsky) Ας υποθέσουμε ότι Xn
d−→X και

Yn
d−→ c, όπου c ∈ R, σταθερά. [ΟιXn και Yn μπορεί να έχουν

οποιαδήποτε σχέση μεταξύ τους.] Τότε ισχύουν τα εξής:

(i) Xn + Yn
d−→X + c,

(ii) XnYn
d−→ cX,

(iii) Xn/Yn
d−→X/c, εϕόσον c ̸= 0.

Απόδειξη: ΄Εστω Fn, F οι σ.κ. των Xn, X.

(i) ΄Εστω ε > 0. ΄Εχουμε

FXn+Yn
(t) = IP(Xn + Yn ≤ t)

= IP(Xn + Yn ≤ t, |Yn − c| ≤ ε) + IP(Xn + Yn ≤ t, |Yn − c| > ε)

≤ IP(Xn + Yn ≤ t, c− ε ≤ Yn ≤ c+ ε) + IP(|Yn − c| > ε)

≤ Fn(t− c+ ε) + IP(|Yn − c| > ε).
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Παρόμοια,

Fn(t− c− ε) = IP(Xn ≤ t− c− ε)

= IP(Xn ≤ t− c− ε, |Yn − c| ≤ ε)

+IP(Xn ≤ t− c− ε, |Yn − c| > ε)

≤ IP(Xn + Yn ≤ t) + IP(|Yn − c| > ε)

= FXn+Yn
(t) + IP(|Yn − c| > ε).

Επομένως, για τυχόν ε > 0,

Fn(t−c−ε)−IP(|Yn−c| > ε) ≤ FXn+Yn
(t) ≤ Fn(t− c+ ε) + IP(|Yn − c| > ε).

(9.9)

Αϕού μία σ.κ. F είναι συνεχής στο R rN , όπου N είναι ένα

(το πολύ) αριθμήσιμο σύνολο, μπορούμε να βρούμε αυθαίρετα7

μικρό ε > 0, έτσι ώστε τα t− c− ε και t− c+ ε να είναι (και

τα δύο) σημεία συνεχείας της F . Από την (9.9) έχουμε τότε

ότι για κάθε τέτοιο σταθερό ε > 0,

F (t−c−ε) ≤ lim inf
n

FXn+Yn
(t) ≤ lim sup

n
FXn+Yn

(t) ≤ F (t−c+ε).

7Μία ϕορμαλιστική απόδειξη αυτής της παρατήρησης μπορεί να δοθεί ως εξής: ΄Εστω δ > 0

(αυθαίρετα μικρό), και ας θεωρήσουμε τα ανοικτά διαστήματα I1 = (t − c − δ, t − c), I2 = (t −
c, t− c+ δ), τα αριθμήσιμα σύνολα N1 = N ∩ I1 και N2 = N ∩ I2, καθώς και τα αριθμήσιμα σύνολα

N ′
1 = {2(t − c) − x, x ∈ N2} ⊂ I1, και N ′

2 = {2(t − c) − x, x ∈ N1} ⊂ I2. Είναι σαϕές ότι η

συνάρτηση g : I1 −→ I2, με g(x) = 2(t−c)−x, x ∈ I1, είναι ένα προς ένα και επί (αμϕιμονοσήμαντη)

από το I1 στο I2, αλλά και από το N1 ∪N ′
1 στο N2 ∪N ′

2. Προϕανώς το N1 ∪N ′
1 είναι αριθμήσιμο,

και συνεπώς, υπάρχουν σημεία x ∈ I1r (N1∪N ′
1), αϕού το I1 είναι υπεραριθμήσιμο. Για κάθε τέτοιο

x, το σημείο g(x) = 2(t − c) − x ανήκει, από κατασκευή, στο I2 r (N2 ∪ N ′
2). Συνεπώς, μπορούμε

να εκλέξουμε ε = t− c− x, όπου x ως ανωτέρω.
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Συνεπώς, παίρνοντας όρια για ε ↘ 0, από τιμές του ε > 0 για

τις οποίες τα σημεία t − c ± ε είναι σημεία συνεχείας της F ,

προκύπτει ότι

FXn+Yn
(t) → F (t−c) = IP[X ≤ t−c] = IP[X+c ≤ t], καθώς n → ∞,

όταν το t− c είναι σημείο συνεχείας της F . Η αποδεικτέα προ-

κύπτει από την παρατήρηση ότι το t− c είναι σημείο συνεχείας

της F αν και μόνο αν το t είναι σημείο συνεχείας της Fc+X .

(ii) Ας υποθέσουμε πρώτα ότι c = 0. Τότε, για ε > 0, a > 0,

IP(|XnYn| ≥ ε) = IP(|XnYn| ≥ ε, |Yn| < a) + IP(|XnYn| ≥ ε, |Yn| ≥ a)

≤ IP
(
|Xn| >

ε

a

)
+ IP(|Yn| ≥ a)

≤ Fn

(
−ε

a

)
+ 1− Fn

(ε
a

)
+ IP(|Yn| ≥ a).

Αϕήνοντας το n → ∞, και εκλέγοντας a > 0 τέτοιο ώστε τα

±ε/a να είναι σημεία συνεχείας της F ,

lim sup
n

IP(|XnYn| ≥ ε) ≤ F
(
−ε

a

)
+1−F

(ε
a

)
→ 0, καθώς a ↘ 0,

δηλαδή, IP(|XnYn| ≥ ε) → 0, καθώς n → ∞. ΄Αρα,XnYn
p−→ 0,

δηλαδή XnYn
d−→ 0 = 0 ·X.

Στην γενική περίπτωση όπου Yn
d−→ c, έπεται εύκολα ότι

Yn − c
d−→ 0. ΄Αρα, από το αποτέλεσμα που μόλις αποδείξαμε,

XnYn − cXn = Xn(Yn − c)
d−→ 0.
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΄Ομως, προϕανώς, cXn
d−→ cX (γιατί;), και από το (i),

XnYn = Xn(Yn − c) + cXn
d−→ 0 + cX = cX.

(iii) Από το (ii), και το γεγονός ότι 1/Yn
d−→ 1/c (διότι η

συνάρτηση x 7→ 1/x είναι συνεχής στο x = c ̸= 0), έπεται ότι

Xn

Yn
=

1

Yn
Xn

d−→ 1

c
X =

X

c
. �

Στην απόδειξη της Πρότασης 9.6 χρησιμοποιήθηκε η εξής

χρήσιμη ιδιότητα, η απόδειξη της οποίας αϕήνεται ως άσκηση

στον αναγνώστη (βλ. ΄Ασκηση 9.1):

Εάν η g(x) είναι συνεχής στο σημείο x = c, και Xn
d−→ c,

όπου c ∈ R, σταθερά, τότε και g(Xn)
d−→ g(c).

[Η g υποτίθεται μετρήσιμη ϕυσικά, έτσι ώστε οι g(Xn) να είναι

τ.μ.]

Το ίδιο αποτέλεσμα θα χρησιμοποιήσουμε στο επόμενο θε-

ώρημα, που είναι ένα παράδειγμα της μεθόδου Delta.

Θεώρημα 9.7 (μέθοδος Delta) Ας υποθέσουμε ότι η ακολουθία

τ.μ. {Xn, n ≥ 1} είναι ασυμπτωτικά κανονική N(µ, σ2
n), δηλαδή

υπάρχει ακολουθία σn, 0 < σn < ∞, τέτοια ώστε
Xn − µ

σn

d−→N(0, 1), καθώς n → ∞.

Θεωρούμε τυχούσα Borel μετρήσιμη συνάρτηση g : R −→ R,
παραγωγίσιμη στο σημείο x = µ, με παράγωγο g′(µ) ̸= 0.
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Αν ισχύει ότι σn → 0, καθώς n → ∞, τότε η ακολουθία
{g(Xn), n ≥ 1} είναι ασυμπτωτικά κανονικήN

(
g(µ), σ2

n(g
′(µ))2

)
,

δηλαδή,

g(Xn)− g(µ)

σn|g′(µ)|
d−→N(0, 1), καθώς n → ∞.

Απόδειξη: Θεωρούμε την συνάρτηση

h(x) =


g(x)− g(µ)

x− µ
− g′(µ), αν x ̸= µ,

0, αν x = µ.

Η h είναι συνεχής στο µ διότι η g είναι παραγωγίσιμη στο µ.

Επειδή σn → 0 καθώς n → ∞, έπεται ότι Xn
d−→µ (΄Ασκηση

9.2). ΄Ομως, από την συνέχεια της h στο µ, συμπεραίνουμε ότι

(΄Ασκηση 9.1) h(Xn)
d−→h(µ) = 0, και έτσι,

h(Xn)
Xn − µ

σn

d−→ 0,

από το Θεώρημα του Slutsky, Πρόταση 9.6(ii). Συνεπώς,8

g(Xn)− g(µ)

σn
− g′(µ)

Xn − µ

σn

d−→ 0,

και, αϕού g′(µ) ̸= 0, έπεται ότι

g(Xn)− g(µ)

σng′(µ)
− Xn − µ

σn

d−→ 0.

8παρατηρήστε ότι η ισότητα h(x)(x−µ)/σn = (g(x)− g(µ))/σn − g′(µ)(x−µ)/σn ισχύει και για

x = µ, αϕού και τα δύο μέλη μηδενίζονται.



§9.2. Κλασικο Κεντρικο Οριακο Θεωρημα των Lindeberg-Lévy 35

Επειδή (Xn − µ)/σn
d−→N(0, 1) (από υπόθεση), προκύπτει,

από την Πρόταση 9.6(i), ότι

g(Xn)− g(µ)

σng′(µ)
=

Xn − µ

σn
+

(
g(Xn)− g(µ)

σng′(µ)
− Xn − µ

σn

)
d−→N(0, 1).

Επομένως, ισχύει και η

−g(Xn)− g(µ)

σng′(µ)

d−→N(0, 1).

Τελικά,
g(Xn)− g(µ)

σn|g′(µ)|
d−→N(0, 1),

δηλαδή η g(Xn) είναι ασυμπτωτικά κανονικήN
(
g(µ), σ2

n(g
′(µ))2

)
.

�

Παρατήρηση 9.8 Στο προηγούμενο θεώρημα δεν υποθέσαμε ότι IE(Xn) =

µ, ούτε ότι Var(Xn) = σ2
n. Η ασυμπτωτική κανονικότητα της

g(Xn) συμπεραίνεται χωρίς να χρειάζεται καν η ύπαρξη της

IE[g(Xn)], η οποία, ακόμα και αν υπάρχει, δεν απαιτείται να

ισούται με (ή να συγκλίνει στο) g(µ).

Πόρισμα 9.9 Εάν η {Xn, n ≥ 1} είναι μία ανεξάρτητη και ι-
σόνομη ακολουθία τ.μ., με IE(X2

1) < ∞, IE(X1) = µ, και

Var(X1) = σ2, 0 < σ2 < ∞, τότε για οποιαδήποτε (Bo-
rel μετρήσιμη) συνάρτηση g(x), διαϕορίσιμη στο x = µ, με

g′(µ) ̸= 0, ισχύει ότι
√
n (g(Xn)− g(µ))

σ|g′(µ)|
d−→N(0, 1),
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όπου Xn = (X1 + . . .+Xn)/n.

Απόδειξη: Από το Θεώρημα 9.4,

Xn − µ

σ/
√
n

d−→N(0, 1),

άρα η Xn είναι ασυμπτωτικά κανονική N(µ, σ2/n). Επειδή

σn = σ/
√
n → 0, καθώς n → ∞, και 0 < σ/

√
n < ∞, το

Θεώρημα 9.7 εϕαρμόζεται για την g(Xn). �

Εϕαρμογή 9.10 Εάν η {Xn, n ≥ 1} είναι μία ανεξάρτητη και
ισόνομη ακολουθία τ.μ., με IE(X1) = µ, και Var(X1) = σ2,

0 < σ2 < ∞, τότε το Πόρισμα 9.9 μας εξασϕαλίζει ότι

√
n

(
1

Xn

− 1

µ

)
d−→N

(
0,

σ2

µ4

)
, καθώς n → ∞,

εϕ΄ όσον, ϕυσικά, µ ̸= 0. ΄Οταν µ ̸= 0, το αποτέλεσμα αυτό ι-

σχύει πάντα, ακόμα και όταν IE
∣∣∣ 1
Xn

∣∣∣ = ∞, οπότε η IE
(

1
Xn

)
δεν

υπάρχει. Σημειώνεται ότι αυτό συμβαίνει συχνά στην πράξη.

Δίνουμε δύο παραδείγματα συγκεκριμένων κατανομών, στις ο-

ποίες εϕαρμόζεται το αποτέλεσμα αυτό.

(i) Αν οι Xj ακολουθούν εκθετική κατανομή με πυκνότητα

f(x) = λe−λx, x > 0, τότε, ως συνήθως, ο δειγματικός μέσος

Xn είναι μία «καλή» εκτιμήτρια της μέσης τιμής της κατανομής,

IE(Xj) = 1/λ. Επομένως, μία προϕανής εκτιμήτρια της παρα-

μέτρου λ θα ήταν η στατιστική συνάρτηση 1/Xn. Η μέθοδος
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Delta μας εξασϕαλίζει ότι

Yn =

√
n

λ

(
1

Xn

− λ

)
d−→N(0, 1),

διότι µ = IE(Xj) = 1/λ, και σ2 = IE(Xj − 1/λ)2 = 1/λ2.

(ii) Σε ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιμών Bernoulli(p) με p ά-

γνωστο, η «λογική» εκτιμήτρια της παραμέτρου9 1/p θα ήταν

η 1/Xn. Επειδή IP(Xn = 0) = (1− p)n > 0 για κάθε n, είναι

σαϕές ότι IE(1/Xn) = +∞. [Μάλιστα, η 1/Xn είναι εκτετα-

μένη τ.μ., αϕού λαμβάνει την τιμή +∞ με θετική πιθανότητα.]
Πάντως, η εκτίμηση της παραμέτρου 1/p γίνεται χωρίς δυσκο-

λία, αϕού, στο παράδειγμα αυτό, µ = p, σ2 = p(1 − p), και

έτσι,

√
n

(
1

Xn

− 1

p

)
d−→N

(
0,

1− p

p3

)
, καθώς n → ∞.

Είναι σαϕές ότι υπάρχουν πολλές στατιστικές εϕαρμογές

στις οποίες ϕαίνεται χρήσιμη η μέθοδος Delta, ή παραλλαγές

αυτής. �

Είναι, επίσης, ενδιαϕέρον το γεγονός ότι από το Κεντρικό

Οριακό Θεώρημα μπορούμε να συμπεράνουμε σύγκλιση των

αντιστοίχων ροπών. Πράγματι, ισχύει το παρακάτω θεώρημα.10

9Αξίζει να σημειωθεί ότι, για οποιαδήποτε τιμή του δειγματικού μεγέθους n (οσοδήποτε μεγάλη),

δεν υπάρχει αμερόληπτη εκτιμήτρια για το 1/p, δηλ. Borel συνάρτηση Tn = Tn(X1, X2, . . . , Xn),

που δεν εξαρτάται από το p, τέτοια ώστε IE(Tn) = 1/p για κάθε p ∈ (0, 1).

10Για την απόδειξη του Θεωρήματος 9.11 βλ. Gut (1988), σελ. 18. Στην ουσία αποδεικνύεται ότι

η ακολουθία {|Sn/
√
n|r, n ≥ 1} είναι ομοιόμορϕα ολοκληρώσιμη, οπότε το αποτέλεσμα προκύπτει
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Θεώρημα 9.11 Εάν η {Xn, n ≥ 1} είναι μία ανεξάρτητη και ι-
σόνομη ακολουθία τ.μ., με IE(X1) = 0, και Var(X1) = σ2,

0 < σ2 < ∞, και εάν IE |X1|r < ∞ για κάποιο r ≥ 2, τότε για

κάθε p, με 0 < p ≤ r, ισχύει ότι

IE

∣∣∣∣ Sn√
n

∣∣∣∣p → σp IE |Z|p, καθώς n → ∞,

όπου Sn = X1 + . . . + Xn, και Z η τυποποιημένη κανονική

τ.μ.11

9.3 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα των Lindeberg-Feller

Στην παράγραϕο αυτή θα αποδείξουμε μία από τις πιο γενικές

μορϕές του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος για ανεξάρτητες

τ.μ., και συγκεκριμένα, το Θεώρημα των Lindeberg–Feller, που α-

ϕορά σε τριγωνικές ακολουθίες ανεξαρτήτων τ.μ., της μορϕής

Xn1, . . . , Xnkn, (9.10)

όπου οι {Xnj, 1 ≤ j ≤ kn} είναι ανεξάρτητες, με σ.κ. {Fnj, 1 ≤
j ≤ kn}.

Εδώ μας ενδιαϕέρει η οριακή κατανομή των αθροισμάτων

Sn = Xn1+ . . .+Xnkn, καθώς n → ∞. Τα «κλασικά» μερικά
από το Θεώρημα Ομοιόμορϕης Ολοκληρωσιμότητας και το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα.

11Ως γνωστόν, IE|Z|p = 2p/2Γ ((p+1)/2)/
√
π, p > 0, όπως προκύπτει (από τον τύπο αϕηρημένου

μαθηματικού) με απευθείας υπολογισμό του ολοκληρώματος
√

2/π
∫+∞
0 zp e−z2/2 dz, χρησιμο-

ποιώντας την αντικατάσταση z2/2 = t. Εδώ, Γ (p) =
∫+∞
0 tp−1e−tdt είναι η συνάρτηση Γάμμα του

Euler.
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αθροίσματα, X1 + . . . + Xn, προκύπτουν από την (9.10), για

kn = n, και Xnj = Xj, j = 1, 2, . . . , n. Στις τριγωνικές ακο-

λουθίες «επιτρέπεται» να αλλάζει η σ.κ. καθώς μεταβάλλεται

το n, και γι΄ αυτό γράϕουμε Fnj και Xnj, αντί Fj και Xj.

Το επόμενο απλό λήμμα θα μας χρειαστεί στην απόδειξη του

βασικού θεωρήματος.

Λήμμα 9.12 Εάν z1, z2, . . . , zm και w1, w2, . . . , wm είναι τυχόν-

τες μιγαδικοί αριθμοί, με |zj| ≤ 1 και |wj| ≤ 1 για κάθε

j = 1, 2, . . . ,m, τότε

|w1w2 · · ·wm − z1z2 · · · zm| ≤
m∑
j=1

|wj − zj|.

Απόδειξη: Η αποδεικτέα καθίσταται προϕανώς ισότητα για m =

1. Η γενική περίπτωση προκύπτει άμεσα με επαγωγή στο m,

αϕού για m ≥ 2,

w1w2 · · ·wm−z1z2 · · · zm = (w1−z1)(z2 · · · zm)+w1(w2 · · ·wm−z2 · · · zm). �

Υποθέτουμε τώρα ότι για την τριγωνική ακολουθία τ.μ. (9.10)

ικανοποιούνται τα παρακάτω:

IE(Xnj) = 0, σ2
nj = IE(X2

nj) < ∞, s2n =

kn∑
j=1

σ2
nj > 0.

(9.11)
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Φυσικά, η συνθήκη IE(Xnj) = 0 δεν βλάπτει τη γενικότητα,

αϕού μπορούμε να θεωρούμε τις τ.μ. Xnj − µnj, όπου µnj =

IE(Xnj). Θα λέμε ότι η τριγωνική ακολουθία (9.10) ικανοποιεί

την συνθήκη του Lindeberg, εάν ισχύει το εξής:

Για κάθε ε > 0, lim
n→∞

1

s2n

kn∑
j=1

IE
[
X2

njI(|Xnj| ≥ εsn)
]
= 0.

(9.12)

Αποδεικνύεται ότι η συνθήκη (9.12) είναι η πιο κατάλλη-

λη για να εξασϕαλίσει σύγκλιση των τυποποιημένων μερικών

αθροισμάτων12 Sn/sn προς την τυποποιημένη κανονική. Για

παράδειγμα, η (9.12) ικανοποιείται στην κλασική περίπτωση

μίας ακολουθίας {Xj, j ≥ 1}, ανεξαρτήτων και ισονόμων
τ.μ. Xj = Xnj (θέτοντας kn = n), όταν IE(Xj) = 0 και

IE(X2
j ) = σ2, με 0 < σ < ∞, διότι, τότε, s2n = nσ2 > 0, και

1

s2n

kn∑
j=1

IE
[
X2

njI(|Xnj| ≥ εsn)
]
=

1

nσ2

n∑
j=1

IE
[
X2

j I(|Xj| ≥ εσ
√
n)
]

=
1

σ2
IE
[
X2

1I(|X1| ≥ εσ
√
n)
]
→ 0, καθώς n → ∞,

αϕού, προϕανώς, Yn = X2
1I(|X1| ≥ εσ

√
n)

a.s.−→ 0, καθώς n →
∞, και |Yn| ≤ X2

1 , με IE(X2
1) < ∞.

Η (9.12) μας εξασϕαλίζει ότι καθεμία από τις τ.μ. Xnj, j =

12παρατηρήστε ότι, σύμϕωνα με την (9.11), Var(Sn) = s2n και IE(Sn) = 0, οπότε οι τ.μ. Sn/sn

έχουν μέσο 0 και διασπορά 1. Δηλ., οι Sn/sn είναι τα τυποποιημένα μερικά αθροίσματα της n-οστής

γραμμής της τριγωνικής ακολουθίας (9.10).
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1, 2, . . . , kn, έχει «αμελητέα συμβολή» στο συνολικό άθροισμα

Sn = Xn1+ . . .+Xnkn. Για παράδειγμα, μπορούμε να δείξουμε

ότι, ομοιόμορϕα ως προς j, η διασπορά, σ2
nj, της Xnj είναι

αμελητέα ως προς την συνολική διασπορά, s2n, της Sn.

Πρόταση 9.13 Εάν η συνθήκη του Lindeberg, (9.12), ικανοποιεί-

ται, τότε ισχύει και η παρακάτω συνθήκη ασυμπτωτικά αμελητέων

διασπορών:

1

s2n
max
1≤j≤kn

σ2
nj → 0, καθώς n → ∞.

Απόδειξη: Προϕανώς για τυχόν ε > 0,

σ2
nj = IE(X2

nj) = IE[X2
njI(|Xnj| < εsn)] + IE[X2

njI(|Xnj| ≥ εsn)]

≤ ε2s2n +

kn∑
j=1

IE[X2
njI(|Xnj| ≥ εsn)].

Επειδή το άνω ϕράγμα της παραπάνω σχέσης είναι ανεξάρτητο

του j ∈ {1, 2, . . . , kn}, έπεται ότι και

max
1≤j≤kn

σ2
nj ≤ ε2s2n +

kn∑
j=1

IE[X2
njI(|Xnj| ≥ εsn)],

και συνεπώς,

1

s2n
max
1≤j≤kn

σ2
nj ≤ ε2+

1

s2n

kn∑
j=1

IE[X2
njI(|Xnj| ≥ εsn)] → ε2, καθώς n → ∞,

λόγω της (9.12). Το συμπέρασμα έπεται άμεσα επειδή το ε > 0

είναι αυθαίρετο. �
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Επίσης θα χρησιμοποιήσουμε το παρακάτω στοιχειώδες λήμ-

μα.

Λήμμα 9.14 Εάν −1/2 ≤ x ≤ 1/2, τότε |ex − 1− x| ≤ x2.

Απόδειξη: Είναι

|ex − 1− x| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

xk

k!

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=2

|x|k

k!
= x2

∞∑
k=0

|x|k

(k + 2)!

=
1

2
x2

∞∑
k=0

2

(k + 2)!
|x|k ≤ 1

2
x2

∞∑
k=0

|x|k = 1

2
x2

1

1− |x|
≤ x2,

αϕού 2(1− |x|) ≥ 1. �

Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε ένα από τα πιο σημαν-

τικά αποτελέσματα της Θεωρίας Πιθανοτήτων, και συγκεκριμέ-

να, το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα των Lindeberg-Feller για τριγωνικές

ακολουθίες τ.μ. Σημειώνεται ότι θα αποδείξουμε μόνο το ευθύ

(που οϕείλεται στον Lindeberg), και, απλώς, θα διατυπώσουμε

το αντίστροϕο (του Feller).

Θεώρημα 9.15 (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα των Lindeberg-Feller για τρι-

γωνικές ακολουθίες)

(α) Εάν η τριγωνική ακολουθία (9.10) ικανοποιεί την συνθήκη

του Lindeberg, (9.12), και τις συνθήκες (9.11), τότε

Sn

sn

d−→Z, καθώς n → ∞, (9.13)

όπου Sn = Xn1 + . . . + Xnkn, και Z η τυποποιημένη κα-

νονική τ.μ., με σ.κ. Φ(x). [Θεώρημα του Lindeberg.]



§9.3. Κεντρικο Οριακο Θεωρημα των Lindeberg-Feller 43

(β) ΄Εστω ότι η τριγωνική ακολουθία (9.10) ικανοποιεί τις συν-

θήκες (9.11) και, επιπλέον, την συνθήκη:13

Για κάθε ε > 0, max
1≤j≤kn

IP

[
|Xnj|
sn

≥ ε

]
→ 0, καθώς n → ∞.

(9.14)

Τότε, αν Sn/sn
d−→Z (όπου Sn = Xn1 + . . . + Xnkn),

έπεται ότι η τριγωνική ακολουθία ικανοποιεί την συνθήκη

του Lindeberg, (9.12). [Θεώρημα του Feller.]

Απόδειξη: Για το (β) ο αναγνώστης παραπέμπεται στον Billing-

sley (1986), σελ. 374. Ας σημειωθεί ότι, ουσιαστικά, το (β)

είναι το αντίστροϕο του (α), όταν υποθέσουμε επιπλέον την

(9.14). Η (9.14) όμως ικανοποιείται από οποιαδήποτε ακολου-

θία που ικανοποιεί την συνθήκη του Lindeberg, διότι, λόγω

της Πρότασης 9.13,
1

s2n
max
1≤j≤kn

σ2
nj → 0, καθώς n → ∞.

Επομένως, από την ανισότητα Chebychev,

IP

[
|Xnj|
sn

≥ ε

]
≤ 1

ε2
σ2
nj

s2n
,

και συνεπώς,

max
1≤j≤kn

IP

[
|Xnj|
sn

≥ ε

]
≤ 1

ε2
1

s2n
max
1≤j≤kn

σ2
nj → 0, καθώς n → ∞.

Η (9.14) επιδέχεται την ερμηνεία ότι κάθε μεμονωμένος προ-

σθετέος, Xnj, συμβάλλει «πολύ λίγο» στο συνολικό άθροισμα,

13Η (9.14) είναι γνωστή ως infinite smallness, δηλαδή απειροστή μικρότης, στην βιβλιογραϕία.
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Sn =
∑kn

j=1Xnj (για μεγάλα n), έτσι ώστε το Sn να απο-

τελείται ουσιαστικά από «πολλούς αμελητέους ανεξάρτητους

προσθετέους».14

Αποδεικνύουμε τώρα το (α). Κατ΄ αρχήν παρατηρούμε ότι

Sn

sn
=

kn∑
j=1

Xnj

sn
=

kn∑
j=1

X̃nj = S̃n,

όπου η {X̃nj = Xnj/sn, 1 ≤ j ≤ kn, n ≥ 1} είναι μία νέα
τριγωνική ακολουθία, με IE(X̃nj) = 0, Var(X̃nj) = (σ̃nj)

2 =

σ2
nj/s

2
n, και (s̃n)

2 =
∑kn

j=1(σ̃nj)
2 = 1, από τον ορισμό του sn.

΄Αρα, η συνθήκη του Lindeberg,

Για κάθε ε > 0,

kn∑
j=1

IE

[
X2

nj

s2n
I(|Xnj| ≥ εsn)

]
→ 0, καθώς n → ∞,

γράϕεται ισοδύναμα, θέτοντας Xnj = snX̃nj, ως εξής:

Για κάθε ε > 0,

kn∑
j=1

IE[(X̃nj)
2I(|X̃nj| ≥ ε)] → 0, καθώς n → ∞.

Επομένως, η συνθήκη του Lindeberg ικανοποιείται και για την

τριγωνική ακολουθία {X̃nj, j = 1, . . . , kn, n ≥ 1} (αϕού
s̃n = 1), και συνεπώς, αν αποδείξουμε το θεώρημα για τις

τριγωνικές ακολουθίες με sn = 1, θα έχουμε ότι

S̃n
d−→Z,

δηλαδή Sn/sn
d−→Z, αϕού S̃n = Sn/sn.

14Το σύνολο είναι άθροισμα πολλών ανεξαρτήτων λεπτομερειών.
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Χωρίς βλάβη της γενικότητας λοιπόν, και δεδομένου ότι έ-

χουμε υποθέσει τις (9.11), περιοριζόμαστε στις τριγωνικές α-

κολουθίες {Xnj, 1 ≤ j ≤ kn, n ≥ 1}, για τις οποίες η n-οστή
γραμμή περιέχει τις ανεξάρτητες τ.μ. Xnj, 1 ≤ j ≤ kn, με

IE(Xnj) = 0 και Var(Xnj) = IE(X2
nj) = σ2

nj < ∞ για κάθε
n και j, και s2n =

∑kn
j=1 σ

2
nj = 1 για κάθε n. Υποθέτουμε,

επίσης, ότι ικανοποιείται η συνθήκη του Lindeberg, δηλαδή:

Για κάθε ε > 0, lim
n→∞

kn∑
j=1

IE[X2
njI(|Xnj| ≥ ε)] = 0. (9.15)

[Φυσικά οι (9.12) και (9.15) μας λένε το ίδιο πράγμα, αϕού

έχουμε δεχθεί την (9.12) με sn = 1.] Το συμπέρασμα ασυμ-

πτωτικά αμελητέων διασπορών, της Πρότασης 9.13, λαμβάνει

τώρα την μορϕή

max
1≤j≤kn

σ2
nj → 0, καθώς n → ∞. (9.16)

Από την (;;) για k = 2 (βλ. και (;;) για k = 2), προκύπτει η

ανισότητα ∣∣∣∣eitx − 1− itx+
1

2
t2x2

∣∣∣∣ ≤ t2x2. (9.17)

Χρησιμοποιώντας ταυτόχρονα και την (;;) για k = 2, και επει-

δή, προϕανώς, για κάθε x ∈ R,∣∣∣∣∫ x

0

(x− y)2eiydy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

0

u2ei(x−u)du

∣∣∣∣ ≤ ∫ |x|

0

u2du =
|x|3

3
,
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συνάγουμε και την ανισότητα∣∣∣∣eitx − 1− itx+
1

2
t2x2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ i32!
∫ tx

0

(tx− y)2eiydy

∣∣∣∣ ≤ 1

6
|t|3|x|3.

(9.18)

΄Εστω φnj η χ.σ. της Xnj. ΄Ομως υποθέσαμε ότι για κάθε n

και j, IE(Xnj) = 0, και Var(Xnj) = IE(X2
nj) = σ2

nj, και έτσι,

από τις (9.17) και (9.18), προκύπτει το άνω ϕράγμα15∣∣∣∣φnj(t)−
(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣IE(eitXnj − 1− itXnj +
1

2
t2X2

nj

)∣∣∣∣
≤ IE

∣∣∣∣eitXnj − 1− itXnj +
1

2
t2X2

nj

∣∣∣∣
≤ IE

[
min

{
t2X2

nj,
1

6
|t|3|Xnj|3

}]
.

Παρατηρούμε τώρα ότι για τυχόν ε > 0 (αυθαίρετα μικρό),

min

{
t2X2

nj,
1

6
|t|3|Xnj|3

}
≤ t2X2

njI(|Xnj| ≥ ε) +
1

6
|t|3|Xnj|3I(|Xnj| < ε)

≤ t2X2
njI(|Xnj| ≥ ε) +

1

6
ε|t|3X2

njI(|Xnj| < ε)

≤ t2X2
njI(|Xnj| ≥ ε) +

1

6
ε|t|3X2

nj,

και συνεπώς,

IE

[
min

{
t2X2

nj,
1

6
|t|3|Xnj|3

}]
≤ t2 IE[X2

njI(|Xnj| ≥ ε)]+
1

6
ε|t|3σ2

nj.

15Σημειώνεται ότι ισχύει η προϕανής ανισότητα min{t2X2
nj ,

1
6
|t|3|Xnj |3} ≤ t2X2

nj , και συνεπώς,

IE
[
min{t2X2

nj ,
1
6
|t|3|Xnj |3}

]
≤ t2σ2

nj < ∞, οπότε το άνω ϕράγμα είναι πεπερασμένο. Βασικά,
όπως θα ϕανεί στην συνέχεια της απόδειξης, χρειαζόμαστε τον όροX2

nj όταν το |Xnj | είναι «μεγάλο»,
αλλά για «μικρά» |Xnj | είναι προτιμότερος ο όρος |Xnj |3.
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΄Εχουμε τελικά∣∣∣∣φnj(t)−
(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣ ≤ t2 IE[X2
njI(|Xnj| ≥ ε)]+

1

6
ε|t|3σ2

nj,

και αθροίζοντας για j = 1, 2, . . . , kn,
kn∑
j=1

∣∣∣∣φnj(t)−
(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣ ≤ t2
kn∑
j=1

IE[X2
njI(|Xnj| ≥ ε)]+

1

6
ε|t|3.

(9.19)

[Χρησιμοποιήθηκε το γεγονός ότι s2n =
∑kn

j=1 σ
2
nj = 1.]

Λόγω της (9.19) και της συνθήκης του Lindeberg, (9.15), έ-

χουμε ότι

lim sup
n→∞

kn∑
j=1

∣∣∣∣φnj(t)−
(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣ ≤ 1

6
ε|t|3,

και επειδή το ε > 0 είναι αυθαίρετο, συμπεραίνουμε ότι για

κάθε t ∈ R (αυθαίρετο αλλά σταθερό),
kn∑
j=1

∣∣∣∣φnj(t)−
(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣→ 0, καθώς n → ∞. (9.20)

Προϕανώς, λόγω ανεξαρτησίας, προκύπτει η έκϕραση

φSn
(t) =

kn∏
j=1

φnj(t),

για την χ.σ. της Sn. Επίσης, αϕού s2n =
∑kn

j=1 σ
2
nj = 1, έχουμε

την έκϕραση

φZ(t) = e−t2/2 =
kn∏
j=1

exp

(
−1

2
t2σ2

nj

)
,

για την χ.σ. της τυποποιημένης κανονικής Z.
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Συνδυάζοντας τις προηγούμενες εκϕράσεις προκύπτει ότι∣∣∣φSn
(t)− e−t2/2

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣φSn
(t)−

kn∏
j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)
+

kn∏
j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)
− e−t2/2

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣φSn
(t)−

kn∏
j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ kn∏j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)
− e−t2/2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ kn∏j=1

φnj
(t)−

kn∏
j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ kn∏j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)
−

kn∏
j=1

exp

(
−1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣∣ ,
δηλαδή ∣∣∣φSn

(t)− e−t2/2
∣∣∣ ≤ An +Bn,

όπου

An =

∣∣∣∣∣ kn∏j=1

φnj
(t)−

kn∏
j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣∣ ,
Bn =

∣∣∣∣∣ kn∏j=1

(
1− 1

2
t2σ2

nj

)
−

kn∏
j=1

exp

(
−1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣∣ .
Η απόδειξη θα είναι πλήρης αν δείξουμε ότι για σταθερό

t ∈ R, An → 0, και Bn → 0, αϕού, τότε, φSn
(t) → e−t2/2,

που είναι η χ.σ. της τυποποιημένης κανονικής, και το ζητούμενο

έπεται από το Θεώρημα Συνεχείας των χ.σ. Οι οριακές αυτές

σχέσεις αποδεικνύονται ως εξής:

[Απόδειξη της An → 0.] Λόγω της (9.16) μπορούμε να

εκλέξουμε n0 αρκετά μεγάλο, έτσι ώστε για n ≥ n0, να ισχύει
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ότι |1− 1
2t

2σ2
nj| ≤ 1, για όλα τα j = 1, 2, . . . , kn (και για όλα

τα n ≥ n0). Τότε, από το Λήμμα 9.12 (αϕού, προϕανώς, και

|φnj(t)| ≤ 1 για κάθε n και j), προκύπτει ότι

An ≤
kn∑
j=1

∣∣∣∣φnj(t)−
(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣→ 0, καθώς n → ∞,

λόγω της (9.20).

[Απόδειξη της Bn → 0.] Εκλέγουμε n0 όπως παραπάνω,

έτσι ώστε να ισχύει η ανισότητα |1 − 1
2t

2σ2
nj| ≤ 1, για όλα τα

j = 1, 2, . . . , kn, και για όλα τα n ≥ n0. Αϕού, προϕανώς,

ισχύει και η ανισότητα
∣∣exp (−1

2t
2σ2

nj

)∣∣ = exp
(
−1

2t
2σ2

nj

)
≤ 1,

για όλα τα n και j ∈ {1, 2, . . . , kn}, προκύπτει, λόγω και πάλι
του Λήμματος 9.12, ότι για n ≥ n0,

Bn ≤
kn∑
j=1

∣∣∣∣exp(−1

2
t2σ2

nj

)
−
(
1− 1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣ . (9.21)

Μπορούμε όμως να επιλέξουμε ένα (ακόμη μεγαλύτερο, αν

χρειαστεί) n0, τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0, και για όλα τα

j ∈ {1, 2, . . . , kn}, να ισχύει ότι
∣∣1
2t

2σ2
nj

∣∣ ≤ 1/2. [Αυτό είναι

εϕικτό επειδή max
1≤j≤kn

σ2
nj → 0, καθώς n → ∞.] Τότε, λόγω

του Λήμματος 9.14 (για x = −1
2t

2σ2
nj), προκύπτει ότι∣∣∣∣exp(−1

2
t2σ2

nj

)
− 1−

(
−1

2
t2σ2

nj

)∣∣∣∣ ≤ 1

4
t4σ4

nj,
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και συνεπώς, λόγω της (9.21),

Bn ≤ 1

4
t4

kn∑
j=1

σ4
nj ≤

1

4
t4

kn∑
j=1

(
σ2
nj max

1≤j≤kn
σ2
nj

)
=

1

4
t4 max

1≤j≤kn
σ2
nj → 0,

οπότε και Bn → 0, και το θεώρημα αποδείχθηκε. �

Το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα των Lindeberg–Feller έχει

διάϕορα άμεσα πορίσματα, τα οποία, στην πραγματικότητα, εί-

ναι θεωρήματα που προηγήθηκαν χρονικά. Για παράδειγμα,

έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα, το οποίο είναι, ίσως, το πλέον

εύχρηστο στις εϕαρμογές.

Πόρισμα 9.16 (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα του Lyapounov για τριγωνικές

ακολουθίες) Υποθέτουμε ότι η τριγωνική ακολουθία {Xnj, j =

1, 2, . . . , kn, n ≥ 1}, όπως στην (9.10), ικανοποιεί την (9.11),
και την συνθήκη του Lyapounov:

Για κάποιο δ > 0, lim
n→∞

1

s2+δ
n

kn∑
j=1

IE |Xnj|2+δ = 0, (9.22)

όπου s2n =
kn∑
j=1

σ2
nj, η διασπορά της Sn =

kn∑
j=1

Xnj. [Φυσικά, εδώ

υποτίθεται ότι όλες οι Xnj έχουν πεπερασμένη ροπή τάξεως

2 + δ > 2.] Τότε,
Sn

sn

d−→Z.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε ότι η συνθήκη του Lyapounov

συνεπάγεται την συνθήκη του Lindeberg. Αυτό είναι προϕανές
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διότι

X2
njI(|Xnj| ≥ εsn) ≤ X2

nj

|Xnj|δ

εδsδn
I(|Xnj| ≥ εsn) ≤

|Xnj|2+δ

εδsδn
,

και επομένως,

IE[X2
njI(|Xnj| ≥ εsn)] ≤

1

εδ
1

sδn
IE |Xnj|2+δ.

΄Αρα, για κάθε ε > 0,

1

s2n

kn∑
j=1

IE[X2
njI(|Xnj| ≥ εsn)] ≤

1

εδ
1

s2+δ
n

kn∑
j=1

IE |Xnj|2+δ → 0,

λόγω της συνθήκης του Lyapounov. �

9.4 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για Ανεξάρτητη Ακολουθία

΄Οπως θα έχει ίσως γίνει ϕανερό, οι τριγωνικές ακολουθίες

περιέχουν, ως ειδική περίπτωση, τις ανεξάρτητες ακολουθίες

{Xn, n ≥ 1}, όπου Xn ∼ Fn (όχι κατ΄ ανάγκην ισόνομες).

Πράγματι, θέτοντας Xnj = Xj, j = 1, 2, . . . , n (δηλαδή kn =

n), όπου η σ.κ. της Xj είναι η Fj, έχουμε ότι το Sn = X1 +

. . . + Xn είναι το μερικό άθροισμα των n πρώτων όρων της

ακολουθίας {Xj, j ≥ 1}, η οποία είναι ανεξάρτητη (και όχι
κατ΄ ανάγκην ισόνομη). Αν Fj ≡ F για κάθε j, παίρνουμε,

ϕυσικά, την περίπτωση ανεξάρτητης και ισόνομης ακολουθίας,

που μελετήθηκε στο Θεώρημα 9.4 των Lindeberg–Lévy. Για

πληρότητα αναϕέρουμε την μορϕή του Θεωρήματος 9.15 και
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του Πορίσματος 9.16, στην ειδική περίπτωση μίας ανεξάρτητης

ακολουθίας τ.μ.

Θεώρημα 9.17 (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα των Lindeberg–Feller για ανε-

ξάρτητη ακολουθία) ΄Εστω {Xj, j ≥ 1} μία ανεξάρτητη ακολου-
θία τ.μ., με κατανομές {Fj, j ≥ 1}. Υποθέτουμε ότι IE(Xj) =

0, Var(Xj) = IE(X2
j ) = σ2

j < ∞, και s2n =
∑n

j=1 σ
2
j > 0 για

κάποιο n.

(α) Εάν η {Xj, j ≥ 1} ικανοποιεί την συνθήκη του Linde-
berg:

Για κάθε ε > 0,
1

s2n

n∑
j=1

IE
[
X2

j I(|Xj| ≥ εsn)
]
→ 0, καθώς n → ∞,

τότε τα τυποποιημένα αθροίσματα της ακολουθίας συγκλί-

νουν κατά κατανομή προς την Φ(x):

Sn

sn

d−→Z, καθώς n → ∞,

όπου Z ∼ Φ(x), και Sn = X1 + . . .+Xn.

(β) Αντιστρόϕως, εάν Sn/sn
d−→Z, και επιπλέον ικανοποιεί-

ται η συνθήκη απειροστής μικρότητος,

Για κάθε ε > 0, max
1≤j≤n

IP

[
|Xj|
sn

≥ ε

]
→ 0, καθώς n → ∞,

τότε η {Xj, j ≥ 1} ικανοποιεί την συνθήκη του Linde-
berg.



§9.4. Κεντρικο Οριακο Θεωρημα για Ανεξαρτητη Ακολουθια 53

(γ) Αν, επίσης, Sn/sn
d−→Z, και επιπλέον ικανοποιείται η συν-

θήκη ασυμπτωτικά αμελητέων διασπορών,
1

s2n
max
1≤j≤n

σ2
j →

0, τότε η ακολουθία {Xj, j ≥ 1} ικανοποιεί την συνθήκη
του Lindeberg.

Απόδειξη: Τα (α) και (β) είναι, ουσιαστικά, άμεση διασκευή του

Θεωρήματος 9.15 των Lindeberg–Feller, ενώ το (γ) προκύ-

πτει από το (β), και το γεγονός ότι η συνθήκη ασυμπτωτικά

αμελητέων διασπορών,

1

s2n
max
1≤j≤n

σ2
j → 0,

συνεπάγεται την συνθήκη απειροστής μικρότητος,

Για κάθε ε > 0, lim
n→∞

max
1≤j≤n

IP

[
|Xj|
sn

≥ ε

]
= 0.

[πρβλ. στην αρχή της απόδειξης του Θεωρήματος 9.15.] �

Θεώρημα 9.18 (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα του Lyapounov για ανεξάρ-

τητη ακολουθία) ΄Εστω {Xj, j ≥ 1} μία ανεξάρτητη ακολουθία
τ.μ., τέτοια ώστε για κάθε j, IE(Xj) = 0 και Var(Xj) = σ2

j .

Υποθέτουμε επίσης ότι για κάποιο δ > 0, IE |Xj|2+δ < ∞
(για κάθε j = 1, 2, . . .). Θέτουμε Sn = X1 + . . . + Xn,

s2n = σ2
1 + . . . + σ2

n, και υποθέτουμε ότι s
2
n > 0 για κάποιο

n. Τότε, η συνθήκη του Lyapounov,

Υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε
1

s2+δ
n

n∑
j=1

IE |Xj|2+δ → 0, καθώς n → ∞,
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συνεπάγεται το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα, Sn/sn
d−→Z.

Απόδειξη: ΄Αμεση από το αντίστοιχο θεώρημα για τριγωνικές

ακολουθίες (βλ. Πόρισμα 9.16). �

Ας σημειωθεί ότι στα δύο παραπάνω θεωρήματα, η απαίτηση

s2n > 0 για κάποιο n, μας εξασϕαλίζει ότι s2n > 0 τελικά για κά-

θε n, αϕού, προϕανώς, s2n ≤ s2m για n < m. Επίσης, η συνθή-

κη ασυμπτωτικά αμελητέων διασπορών, max1≤j≤n{σ2
j/s

2
n} →

0, μας εξασϕαλίζει ότι s2n → ∞ καθώς n → ∞. (γιατί;) Αλλά
και η ασθενέστερη συνθήκη, αυτή της απειροστής μικρότητος,

δηλ.

Για κάθε ε > 0, max
1≤j≤n

IP

[
|Xj|
sn

≥ ε

]
→ 0, καθώς n → ∞,

μας εξασϕαλίζει, επίσης, ότι s2n → ∞. (γιατί;)

Η συνθήκη του Lyapounov ελέγχεται, συνήθως, ευκολό-

τερα απ΄ ότι αυτή του Lindeberg, ενώ εξίσου μας εξασϕαλίζει

το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα, και γι αυτό είναι πιο εύχρηστη

στις εϕαρμογές. Για παράδειγμα, μπορούμε εύκολα να δείξουμε

το εξής, αρκετά γενικό, αποτέλεσμα.

Θεώρημα 9.19 ΄Εστω {Xj, j ≥ 1} μία ανεξάρτητη ακολουθία
τ.μ., με IE(Xj) = 0, και ας υποθέσουμε ότι οι τ.μ. Xj εί-

ναι ομοιόμορϕα ϕραγμένες, δηλ. υπάρχει M ∈ R, τέτοιο ώστε
IP(|Xj| ≤ M) = 1 για j = 1, 2, . . ., ή, ειδικότερα, |Xj| ≤ M



§9.4. Κεντρικο Οριακο Θεωρημα για Ανεξαρτητη Ακολουθια 55

για j = 1, 2, . . . . Αν για το Sn = X1 + . . . + Xn ισχύει ότι

s2n = Var(Sn) → ∞, καθώς n → ∞, τότε
Sn

sn

d−→Z.

Απόδειξη: Φυσικά, υπάρχουν όλες οι ροπές τωνXj, αϕού IE |Xj|k ≤
Mk < ∞ για κάθε k = 1, 2, . . . . Προϕανώς,

1

s3n

n∑
j=1

IE |Xj|3 ≤
1

s3n

n∑
j=1

M IE(X2
j ) =

M

sn
→ 0, καθώς n → ∞,

και άρα, εϕαρμόζεται το Θεώρημα 9.18, αϕού η συνθήκη του

Lyapounov ικανοποιείται για δ = 1. �

Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι σε όλα τα προηγούμενα απο-

τελέσματα εξετάζουμε τα τυποποιημένα αθροίσματα, Sn/sn, με

μέσο 0 και διασπορά 1 (και ϕυσικά υποθέτουμε ότι υπάρχουν

οι δεύτερες ροπές των αρχικών τ.μ.). Σε αυτές τις περιπτώσεις

(και με την υπόθεση της απειροστής μικρότητος), είδαμε ότι

ικανή και αναγκαία συνθήκη για σύγκλιση προς την τυποποι-

ημένη κανονική είναι η συνθήκη του Lindeberg. Εντούτοις,

είναι δυνατόν να ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα χωρίς

την συνθήκη του Lindeberg (ακόμα και χωρίς να υπάρχουν οι

δεύτερες ροπές των υπό μελέτη τ.μ.). Φυσικά, σε αυτήν την

περίπτωση, θα αναζητούσαμε κανονικοποιούσες σταθερές (norma-

lizing constants), an ∈ R, και bn > 0, έτσι ώστε
Sn − an

bn

d−→Z.
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Αυτό, βέβαια, δεν σημαίνει ότι an = IE(Sn), ή ότι bn =√
Var(Sn) (όπως είπαμε οι διασπορές μπορεί και να μην υ-

πάρχουν!). Σχετικά είναι τα παρακάτω θεωρήματα των Feller–

Lévy, και του Lévy. Για την απόδειξή τους ο αναγνώστης

θα πρέπει να ανατρέξει στην μονογραϕία των Gnedenko and

Kolmogorov (1954), ή στους Chow and Teicher (1988), σελ.

305.

Θεώρημα 9.20 (Feller–Lévy) Υποθέτουμε ότι η {Xnj, 1 ≤ j ≤
kn, n ≥ 1} είναι μία τριγωνική ακολουθία με ανεξάρτητες
«γραμμές», δηλ. ότι για κάθε n, οι τ.μ. Xnj, 1 ≤ j ≤ kn,

είναι ανεξάρτητες. Θέτουμε Sn = Xn1 + Xn2 + . . . + Xnkn.

Τότε, υπάρχουν σταθερές an ∈ R, τέτοιες ώστε

Sn − an
d−→Z,

και, ταυτόχρονα, επαληθεύεται η συνθήκη

Για κάθε ε > 0, lim
n→∞

max
1≤j≤kn

IP(|Xnj| ≥ ε) = 0,

αν και μόνο αν ικανοποιούνται οι εξής δύο συνθήκες:

(i) Για κάθε ε > 0, lim
n→∞

kn∑
j=1

IP(|Xnj| ≥ ε) = 0.

(ii) Για κάθε a > 0, lim
n→∞

kn∑
j=1

{
IE[X2

njI(|Xnj| ≤ a)]− IE2[XnjI(|Xnj| ≤ a)]
}
=

1.
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Θεώρημα 9.21 (Lévy) ΄Εστω {Xj, j ≥ 1} μία ακολουθία ανε-
ξαρτήτων και ισονόμων τ.μ., και Sn = X1 + . . . +Xn. Τότε,

υπάρχουν σταθερές an ∈ R και bn > 0, τέτοιες ώστε

Sn − an
bn

d−→Z,

όταν και μόνο όταν ικανοποιείται η συνθήκη του Lévy:

lim
a→+∞

a2 IP(|X1| ≥ a)

IE[X2
1I(|X1| ≤ a)]

= 0. (9.23)

9.5 Ταχύτητα Σύγκλισης

Λόγω του Θεωρήματος Pólya (βλ. ΄Ασκηση ;;.5 και Πόρισμα

9.5), όλες οι συγκλίσεις κατανομών προς την Φ(x), που ανα-

ϕέρθηκαν στις προηγούμενες παραγράϕους, είναι ομοιόμορϕες

ως προς x ∈ R, δηλ. αν θέσουμε

Gn(x) = IP

(
Sn − an

bn
≤ x

)
, και Dn

ορ.
== sup

x
|Gn(x)−Φ(x)|,

(όπου an ∈ R, και bn > 0, κατάλληλες κανονικοποιούσες στα-

θερές, συνήθως an = IE(Sn), και bn = sn =
√

Var(Sn), στις

κλασικές περιπτώσεις), τότε ισχύει ότι16

Dn → 0, καθώς n → ∞.

16Για δεδομένες τ.μ. X1 και X2 με κατανομές F1 και F2, ο αριθμός supx |F1(x)−F2(x)| ονομάζεται
απόσταση Kolmogorov (Kolmogorov distance) των X1 και X2 (ή των F1 και F2), και συνήθως

συμβολίζεται με dK(X1, X2) (ή και dK(F1, F2)). Προϕανώς, dK(X1, X2) ∈ [0, 1], και η dK ορίζει

μετρική στον χώρο των σ.κ., αϕού dK(X1, X2) = 0 αν και μόνο αν X1
d
=X2, δηλ. αν και μόνο

αν F1 = F2. Το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα ισοδυναμεί με την σύγκλιση της ακολουθίας Dn =

dK((Sn − an)/bn, Z) προς το 0, όπου Z η τυποποιημένη κανονική τ.μ.
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Ενδιαϕέρον, τόσο από θεωρητική σκοπιά, όσο και από την άπο-

ψη των εϕαρμογών, παρουσιάζει η μελέτη της ταχύτητας (τά-

ξης) σύγκλισης του Dn προς το 0. Προϕανώς, η μελέτη της

ταχύτητας σύγκλισης στο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα απαιτεί

πολύ περισσότερη και λεπτομερέστερη ανάλυση, που ξεϕεύγει

από τους σκοπούς του αντικειμένου μας. Αναϕέρουμε, πάντως,

το κυριότερο αποτέλεσμα, γνωστό ως Θεώρημα των Berry–

Esséen.

Θεώρημα 9.22 (Berry–Esséen για ανεξάρτητη ακολουθία) ΄Εστω {Xj, j ≥
1} μία ανεξάρτητη ακολουθία τ.μ., με IE(Xj) = 0, IE(X2

j ) =

σ2
j , s

2
n =

∑n
j=1 σ

2
j > 0, και Γn =

∑n
j=1 IE |Xj|2+δ < ∞, όπου

δ ∈ (0, 1]. Τότε, για το Sn = X1 + . . . + Xn, ισχύει η εξής

ανισότητα:17

Dn
ορ.
== sup

x

∣∣∣∣IP(Sn

sn
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C(δ)
Γn

s2+δ
n

,

όπου η C(δ) είναι πεπερασμένη σταθερά, εξαρτώμενη μόνο από

το δ.

Αξίζει να σημειωθεί ότι το άνω ϕράγμα της απόστασης της

κατανομής του Sn/sn από την τυποποιημένη κανονική κατα-

νομή Φ, αν εξαιρέσουμε την σταθερά C(δ), είναι ακριβώς η

ποσότητα που πρέπει να τείνει στο 0, για να ικανοποιείται η
17Παρατηρήστε ότι το άνω ϕράγμα έχει νόημα για οποιαδήποτε σταθερή (πεπερασμένη) τιμή του

δειγματικού μεγέθους n, και επομένως, το συμπέρασμα ικανοποιείται όταν απλώς διαθέτουμε n ανε-

ξάρτητες τ.μ. X1, X2, . . . , Xn (δηλ. δεν μας χρειάζεται ακολουθία τ.μ.).



§9.5. Ταχυτητα Συγκλισης 59

συνθήκη του Lyapounov (βλ. Θεώρημα 9.18). Επομένως, η

συνθήκη του Lyapounov είναι, κατά κάποιον τρόπο, συνυϕα-

σμένη με την ταχύτητα σύγκλισης.

Για την περίπτωση ανεξαρτήτων και ισονόμων τ.μ. έχουμε

το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 9.23 (Berry–Esséen για ανεξάρτητη και ισόνομη ακολουθία) ΄Ε-

στω {Xj, j ≥ 1} μία ακολουθία ανεξαρτήτων και ισονόμων
τ.μ., με IE(X1) = 0, IE(X2

1) = σ2 > 0, και IE |X1|2+δ = γ <

∞, όπου δ ∈ (0, 1]. Τότε, για το Sn = X1 + . . .+Xn, ισχύει

η εξής ανισότητα:18

Dn
ορ.
== sup

x

∣∣∣∣IP( Sn

σ
√
n
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ c(δ)

nδ/2

γ

σ2+δ
,

όπου η c(δ) είναι πεπερασμένη σταθερά, εξαρτώμενη μόνο από

το δ.

Το Θεώρημα 9.23 όχι μόνο μας εξασϕαλίζει το Κεντρικό

Οριακό Θεώρημα, αλλά μας δίνει και την ταχύτητα σύγκλισης,

η οποία είναι τάξης n−δ/2, όταν IE |X1|2+δ < ∞ για κάποιο

δ ∈ (0, 1]. Αξίζει να σημειωθεί ότι για μεταβλητές που έχουν

περισσότερες από τρεις ροπές, η ταχύτητα n−1/2 δεν μπορεί να

βελτιωθεί.19 ΄Οταν δ = 1 (δηλαδή όταν υπάρχει η τρίτη ροπή –

18Παρατηρήστε ότι το άνω ϕράγμα έχει νόημα για οποιαδήποτε σταθερή (πεπερασμένη) τιμή του

δειγματικού μεγέθους n, και επομένως, το συμπέρασμα ικανοποιείται όταν απλώς διαθέτουμε n ανε-

ξάρτητες και ισόνομες τ.μ. X1, X2, . . . , Xn (δηλ. δεν μας χρειάζεται ακολουθία τ.μ.).

19Σχετικά αντιπαραδείγματα έχει κατασκευάσει, μεταξύ άλλων, και ο Kolmogorov.
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αυτή είναι και η πιο ενδιαϕέρουσα περίπτωση, κυρίως γιατί είναι

«κομψή» από μαθηματικής απόψεως), τότε, το προηγούμενο

θεώρημα μας εξασϕαλίζει ότι υπάρχει (πεπερασμένη) σταθερά

c(1) (που δεν εξαρτάται από τίποτα), για την οποία ισχύει ότι

για κάθε n = 1, 2, . . .,

Dn ≤ c(1)IE |X1|3

σ3
√
n

, (9.24)

δηλαδή το Dn συγκλίνει προς το 0, με ταχύτητα τουλάχιστον της

τάξης του 1/
√
n. Για τις αποδείξεις των παραπάνω θεωρημάτων

ο αναγνώστης παραπέμπεται στους Chow and Teicher (1988),

σελ. 304–305.

΄Εχει αποδειχθεί ότι η τάξη των ϕραγμάτων Berry–Esséen

δεν μπορεί να βελτιωθεί χωρίς να περιοριστεί η γενικότητα των

υποθέσεών τους, και έτσι, έχει γίνει αρκετή προσπάθεια ώστε

να μειωθούν, κατά το δυνατόν, οι σταθερές C(δ) και c(δ).

Σημειώνεται ότι στην περίπτωση ανεξαρτήτων και ισονόμων

τυχαίων μεταβλητών με πεπερασμένη τρίτη ροπή (δ = 1), ο P.

van Beek20 απέδειξε ότι μπορούμε να εκλέξουμε c(1) = 0.7975

στην ανισότητα (9.24), ενώ ο I.S. Shiganov21 έχει βελτιώσει

την σταθερά αυτή σε c(1) = 0.7655. Η αλήθεια είναι ότι δεν

μπορούμε να ελπίζουμε και σε πολύ περισσότερα, δεδομένου

20van Beek, Paul (1972). An application of Fourier methods to the problem of sharpening the

Berry-Esséen inequality. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und Verw. Gebiete 23, σελ. 187–196.

21Shiganov, I.S. (1986). Refinement of the upper bound of the constant in the central limit

theorem. Journal of Soviet Mathematics 50, σελ. 2545–2550.
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ότι ο C.G. Esséen22 έχει αποδείξει ότι ισχύει το εξής κάτω

ϕράγμα:

c(1) ≥ 3 +
√
10

6
√
2π

= 0.40973 · · · .

9.6 Πολυδιάστατο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα

Κλείνοντας το κεϕάλαιο αυτό, θα αναϕερθούμε πολύ περιληπτι-

κά στο πολυδιάστατο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα. Κατ΄ αρχήν,

για ένα τυχαίο διάνυσμα X = (X1, . . . , Xk)
′ (εδώ ο τόνος

δηλώνει ανάστροϕο), με τιμές στον Rk, ορίζουμε την χαρα-

κτηριστική του συνάρτηση, φXX : Rk −→ C, κατ΄ αναλογία με
την μονοδιάστατη περίπτωση, ως

φXX(t)
ορ.
== IE[exp(it′X)], t = (t1, . . . , tk)

′ ∈ Rk,

όπου t′X = t1X1+ . . .+ tkXk. Το Μονοσήμαντο της χ.σ., το

Θεώρημα Συνεχείας, καθώς και τα υπόλοιπα σχετικά θεωρήμα-

τα, αποδεικνύονται κατά τον ίδιο τρόπο. Ιδιαίτερο ενδιαϕέρον

παρουσιάζει το εξής θεώρημα.

Θεώρημα 9.24 (τέχνασμα των Cramér–Wold) ΄Εστω {Xn, n ≥ 1}
μία ακολουθία τυχαίων διανυσμάτων, και X ένα τυχαίο διάνυ-

σμα του Rk. Τότε, ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ισχύει

22Esséen, C.G. (1956). A moment inequality with an application to the central limit theorem.

Skand. Aktuarietidskr. 39, σελ. 160–170.
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ότι23

Xn
d−→X (καθώς n → ∞)

είναι η εξής:

c′Xn
d−→ c′X, για κάθε c = (c1, . . . , ck)

′ ∈ Rk.

Απόδειξη: Η συνθήκη είναι αναγκαία, διότι η συνάρτηση hcccc :

Rk −→ R, με τύπο hcccc(x) = c′x, είναι συνεχής, και συνεπώς,

c′Xn
d−→ c′X, για κάθε c ∈ Rk.

Αντίστροϕα, αν c′Xn
d−→ c′X, έπεται ότι και οι αντίστοιχες

χ.σ., φcccc′XXn
(t), συγκλίνουν προς την χ.σ. φcccc′XX(t) του c′X. ΄Α-

ρα, για κάθε (σταθερό) c ∈ Rk,

φXXn
(c) = φcccc′XXn

(1) → φcccc′XX(1) = φXX(c), καθώς n → ∞,

και το ζητούμενο προκύπτει από το Θεώρημα Συνεχείας των

χ.σ. (για τον Rk). �

Χρησιμοποιώντας το τέχνασμα των Cramér–Wold, μπορού-

με να ανάγουμε την κατά κατανομή σύγκλιση του Rk στην

κατά κατανομή σύγκλιση του R. Για παράδειγμα, μπορούμε να
δείξουμε εύκολα το εξής θεώρημα.

23Ο ορισμός της ασθενούς σύγκλισης στον Rk απαιτεί όπως οι αντίστοιχες k-διάστατες συναρτήσεις

κατανομής Fn(xx) συγκλίνουν προς την k-διάστατη συνάρτηση κατανομής F (xx), για κάθε σημείο

συνεχείας xx ∈ Rk της οριακής F . Η σύγκλιση αυτή δηλώνεται με Fn
d−→F , ή και XXn

d−→XX, όπου

XXn ∼ Fn, και XX ∼ F , τα αντίστοιχα k-διάστατα τυχαία διανύσματα.
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Θεώρημα 9.25 (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα στον IRk) Αν {Xj, j ≥
1} είναι μία ακολουθία ανεξαρτήτων και ισονόμων k-διάστατων
τυχαίων διανυσμάτων, με μέσο µ = (µ1, . . . , µk)

′ ∈ Rk, και πί-

νακα διασπορών–συνδιασπορών Σ = (σij) ∈ Rk×k, θετικά ορι-

σμένο (δηλ. x′Σx > 0 για κάθε x ∈ Rk, x ̸= 0 = (0, . . . , 0)′ ∈
Rk), τότε

Sn − nµ√
n

d−→ZΣ,

όπου Sn = X1 + . . . + Xn, και ZΣ = (Z1, . . . , Zk)
′ είναι το

k-διάστατο κανονικό τυχαίο διάνυσμα, με μέσο 0, και πίνακα

διασπορών–συνδιασπορών Σ, δηλ. με πυκνότητα (ως προς το

μέτρο Lebesgue του Rk)

fZZZZΣ
(z) =

1

(2π)k/2
√
det(Σ)

exp

(
−1

2
z′Σ−1z

)
, z = (z1, . . . , zk)

′ ∈ Rk.

[Η k-διάστατη κανονική με διάνυσμα μέσων τιμών µ = (µ1, . . . , µk)
′

και θετικά ημιορισμένο πίνακα διασπορών-συνδιασπορώνΣ συμ-

βολίζεται με Nk(µ,Σ), και έτσι, η κατανομή του ZΣ είναι η

Nk(0,Σ). Ισοδύναμα, το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα δηλώνε-

ται και ως

√
n(Xn − µ) =

Sn − nµ√
n

d−→Nk(0,Σ),

όπουXn = (X1+. . .+Xn)/n είναι ο πολυδιάστατος δειγματικός

μέσος των k-διάστατων τυχαίων διανυσμάτων X1, . . . ,Xn.]
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Απόδειξη: Λόγω του τεχνάσματος Cramér–Wold (Θεώρημα

9.24), είναι αρκετό να δείξουμε ότι για κάθε c ∈ Rk,

c′
Sn − nµ√

n

d−→ c′ZΣ. (9.25)

΄Εστω c ∈ Rk. Παρατηρούμε ότι η κατανομή της c′ZΣ εί-

ναι η (μονοδιάστατη) κανονική, με μέσο 0, και διασπορά c′Σc,

N(0, c′Σc) (η οποία είναι εκϕυλισμένη στο σημείο 0 αν c = 0).

΄Ετσι, αν c = 0, προϕανώς έχουμε

c′
Sn − nµ√

n
= 0

d−→ c′ZΣ = 0.

Αν c = (c1, . . . , ck)
′ ̸= 0, έχουμε

IE(c′ZΣ) = IE

(
c′
Sn − nµ√

n

)
= 0, και Var(c′ZΣ) = Var

(
c′
Sn − nµ√

n

)
= c′Σc.

΄ΕστωXn = (Xn1, . . . , Xnk)
′, καιµ = (µ1, . . . , µk)

′ = IE(Xn).

Προϕανώς, μπορούμε να γράψουμε το πολυδιάστατο τυποποι-

ημένο άθροισμα ως εξής:

c′
Sn − nµ√

n
=

1√
n

k∑
j=1

cj(X1j + . . .+Xnj − nµj)

=
1√
n

n∑
i=1

k∑
j=1

cj(Xij − µj)

=
1√
n

n∑
i=1

Yi,
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όπου οι (μονοδιάστατες) τ.μ. {Yi =
∑k

j=1 cj(Xij−µj), i ≥ 1}
είναι ανεξάρτητες και ισόνομες,24 με IE(Yi) = 0, και Var(Yi) =

c′Σc > 0. ΄Αρα, από το κλασικό Κεντρικό Οριακό Θεώρημα

(Θεώρημα 9.4), προκύπτει ότι

1√
c′Σc

1√
n

n∑
i=1

Yi
d−→Z ∼ N(0, 1),

δηλαδή,

1√
n

n∑
i=1

Yi
d−→N(0, c′Σc). (9.26)

Αϕού

c′
Sn − nµ√

n
=

1√
n

n∑
i=1

Yi,

η (9.26) ισοδυναμεί, προϕανώς, με την (9.25), επειδή c′ZΣ ∼
N(0, c′Σc). �

Ασκήσεις Κεϕ. 9:

9.1. Αν η (μετρήσιμη) συνάρτηση g είναι συνεχής στο c ∈ R,
και Xn

d−→ c, τότε και g(Xn)
d−→ g(c).

9.2. Αν σn > 0, και σn → 0 καθώς n → ∞, και αν
24Η Yi είναι σ(XXi)–μετρήσιμη, ως (γραμμική) συνάρτηση της XXi, αϕού Yi = c′(XXi − µ), και οι

{σ(XXi), i ≥ 1} είναι ανεξάρτητες σ-άλγεβρες, από υπόθεση. Η ισονομία των Yi = g(XXi), i ≥ 1,

είναι προϕανής συνέπεια της ισονομίας των XXi, i ≥ 1, επειδή, π.χ., η σχέση XX1
d
=XX2 συνεπάγεται

την g(XX1)
d
= g(XX2), για κάθε Borel g : Rk → R.
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Xn − µ

σn

d−→X,

όπου X οποιαδήποτε (μη εκτεταμένη) τ.μ., τότε

Xn
d−→µ.

9.3. ΄Εστω g : R −→ R μία συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε
ότι

(i) Αν Xn
a.s.−→X τότε g(Xn)

a.s.−→ g(X).

(ii) Αν Xn
p−→X τότε g(Xn)

p−→ g(X).

(iii) Αν Xn
d−→X τότε g(Xn)

d−→ g(X).

(iv) Ελέγξτε αν ηXn
Lp

−→X συνεπάγεται την g(Xn)
Lp

−→ g(X).

[Υπόδειξη: Το (ii) έπεται από το (i) και το Λήμμα ;;. Το (iii)

έπεται από το Θεώρημα του Skorohod.]

9.4. Θεωρούμε την ανεξάρτητη ακολουθία {Xn, n ≥ 1}, ό-
που η Xn έχει ομοιόμορϕη κατανομή στο διάστημα (−n, n).

Εϕαρμόζεται το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα για τα μερικά α-

θροίσματα Sn = X1 + . . . + Xn; Αν πράγματι εϕαρμόζεται,

διατυπώστε την αντίστοιχη οριακή σχέση για τις χ.σ. των Sn.

9.5. ΄Εστω a > 1. Ορίζουμε τις ανεξάρτητες τ.μ. Xn ως εξής:

IP(Xn = na) = IP(Xn = −na) = (6n2(a−1))−1, IP(Xn = 0) = 1−(3n2(a−1))−1.
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Δείξτε ότι η συνθήκη του Lindeberg ικανοποιείται αν και μόνο

αν a < 3/2.

9.6. Δείξτε ότι αν IE(X2
1) < ∞ τότε ικανοποιείται και η συν-

θήκη (9.23) του Lévy, αλλά το αντίστροϕο δεν ισχύει.

9.7. Δείξτε ότι το (κλασικό) Κεντρικό Οριακό Θεώρημα συ-

νεπάγεται τον ασθενή νόμο των μεγάλων αριθμών.

9.8. Εάν οι {Xj, j ≥ 1} είναι ανεξάρτητες τ.μ., με |Xj| ≤ Cj,

και lim
n→∞

Cn/sn = 0, όπου s2n =
∑n

j=1 Var(Xj) → ∞, καθώς
n → ∞, τότε

Sn − IE(Sn)

sn

d−→Z.

9.9. Μπορεί να έχουμε ασυμπτωτική κανονικότητα ακόμα και

όταν δεν ικανοποιείται η συνθήκη του Lindeberg: ΄Εστω ότι οι

Yn, n ≥ 1, είναι ανεξάρτητες και ισόνομες, με IE(Y1) = 0,

Var(Y1) = 1, και έστω ότι οι Zn, n ≥ 1, είναι ανεξάρτητες

(και ανεξάρτητες από τις Yn), με

IP(Zn = n) = IP(Zn = −n) =
1

2n2
, IP(Zn = 0) = 1− 1

n2
.

Αποδείξτε ότι Sn/
√
n

d−→Z, όπου Sn = X1 + . . . + Xn, με

Xj = Yj + Zj. ΄Ομως, η συνθήκη του Lindeberg δεν ικανο-

ποιείται. Εξηγήστε γιατί αυτό δεν είναι αντίϕαση.
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9.10. Αν η Yλ έχει κατανομή Poisson με μέσο λ, δείξτε ότι

Yλ − λ√
λ

d−→Z, καθώς λ → +∞.

9.11. Πώς γίνονται οι συνθήκες του Lindeberg και του Lya-

pounov όταν όλες οι τ.μ. της ίδιας «γραμμής» της τριγωνικής

ακολουθίας είναι και ισόνομες, εκτός από ανεξάρτητες;

9.12. ΄Εστω ότι για κάθε n = 1, 2, . . ., οι τ.μ.X(n)
1 , X

(n)
2 , . . . , X

(n)
n

είναι ανεξάρτητες και ισόνομες, με μέσο IE(X
(n)
1 ) = µn, και

πεπερασμένη διασπορά Var(X
(n)
1 ) = σ2

n > 0. Θέτουμε Sn =

X
(n)
1 +X

(n)
2 + . . .+X

(n)
n .

(i) Αποδείξτε ότι εάν η ακολουθία των τ.μ. {Yn = (X
(n)
1 −

µn)/σn, n ≥ 1} συγκλίνει ασθενώς προς κάποια (οποιαδήπο-
τε) τ.μ. Y , με IE(Y ) = 0, και Var(Y ) = 1, τότε

Sn − nµn

σn
√
n

d−→Z ∼ N(0, 1).

(ii) Αποδείξτε ότι εάν δεν ικανοποιείται η συνθήκη που δίδεται

στο (i), δηλ. η

X
(n)
1 − µn

σn

d−→Y, με IE(Y ) = 0, Var(Y ) = 1,

τότε δεν μπορούμε να συμπεράνουμε ότι (Sn−nµn)/(σn
√
n)

d−→N(0, 1).

[Υπόδειξη: Θεωρήστε τις ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.X(n)
1 , . . . , X

(n)
n ,

για τις οποίες ισχύει ότι IP(X
(n)
i = ±

√
n) = 1/(2n), IP(X

(n)
i =
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0) = 1− 1/n, i = 1, 2, . . . , n (παρατηρήστε ότι οι X(n)
i έχουν

μέσο 0 και διασπορά 1, για κάθε i και n), και αποδείξτε ότι

Sn − IE(Sn)√
Var(Sn)

=
Sn√
n

d−→N1 −N2,

όπου οι N1 και N2 είναι ανεξάρτητες Poisson(λ), για κατάλ-

ληλη τιμή της παραμέτρου λ, την οποία και να προσδιορίσε-

τε. Στο παράδειγμα αυτό, η ακολουθία τυχαίων μεταβλητών

Yn = (X
(n)
1 − µn)/σn = X

(n)
1 συγκλίνει ασθενώς προς την

Y ≡ 0, οπότε δεν ικανοποιείται η συνθήκη Var(Y ) = 1, που

υποθέσαμε στο (i). Θα ήταν, ίσως, ενδιαϕέρον να υπολογί-

σετε και το ϕράγμα του Θεωρήματος Berry-Esséen (Θεώρημα

9.23), για το παράδειγμα αυτό, και για δ = 1 (δηλ. το ϕράγμα

της ανισότητας (9.24)), χρησιμοποιώντας την βέλτιστη γνω-

στή σταθερά (μέχρι σήμερα), δηλ. την σταθερά του Shiganov,

c(1) = 0.7655.]

9.13. Κατασκευάστε παράδειγμα στο οποίο η συνθήκη του

Lindeberg ικανοποιείται, αλλά δεν υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε

να ικανοποιείται και η συνθήκη του Lyapounov.

9.14. Βρείτε τα εξής όρια:

(i) lim
n→∞

[nx]∑
k=0

(
n

k

)
xk(1 − x)n−k, όπου 0 < x < 1, και [nx] =

ακέραιο μέρος του nx.
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(ii) lim
n→∞

e−n
n∑

k=0

nk

k!
.

(iii) lim
n→∞

1

(n− 1)!

∫ n

0

xn−1e−xdx.


