
ÃñáììéêÜ ÌïíôÝëá

Ôï Ãñáììéêü ÌïíôÝëï óå ÌïñöÞ ÐéíÜêùí

ÄéäÜóêïõóá: Ëïõêßá Ìåëéãêïôóßäïõ
Åèíéêü êáé Êáðïäéóôñéáêü ÐáíåðéóôÞìéï Áèçíþí

ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí

March 27, 2020

1



2

To Áðëü Ãñáììéêü ÌïíôÝëï ìå Ðßíáêåò

¸÷ïõìå ãñÜøåé ôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ óôï äåßãìá ìáò
ùò åîÞò

Yi = �0 + �1Xi + "i; i = 1; : : : ; n:

ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå
Y1 = �0 + �1X1 + "1

Y2 = �0 + �1X2 + "2
...

Yn = �0 + �1Xn + "n

Ïñßæïõìå

Y
(n×1)

=


Y1

Y2
...
Yn

 ; X
(n×2)

=


1 X1

1 X2
...

...
1 Xn

 ; B
(2×1)

=

(
�0
�1

)
; E
(n×1)

=


"1
"2
...
"n


Ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá ãñáöôåß óå ìïñöÞ ðéíÜêùí ùò

Y
(n×1)

= XB
(n×1)

+ E
(n×1)

ÈÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå óõíïëéêÜ ôï äéÜíõóìá Â ìå ôç ìÝèïäï åëá÷ßóôùí
ôåôñáãþíùí.

Èá ÷ñåéáóôïýìå:

• Y ′Y = (Y1; Y2; : : : ; Yn)


Y1

Y2
...
Yn

 =
∑

Y 2
i

X ′X =

(
1 1 : : : 1
X1 X2 : : : Xn

)
1 X1

1 X2
...

...
1 Xn

 =

(
n

∑
Xi∑

Xi

∑
X2

i

)
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X ′Y =

(
1 1 : : : 1
X1 X2 : : : Xn

)
Y1

Y2
...
Yn

 =

( ∑
Yi∑
XiYi

)

• Áíôßóôñïöïò ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá (2× 2)

A =

(
a b
c d

)
êáé Ýóôù ç ïñßæïõóá D = ad− cb 6= 0

Ôüôå ìðïñïýìå íá âñïýìå ôïí áíôßóôñïöï: A−1 =

(
d=D −b=D
−c=D a=D

)
⇒ O X ′X =

(
n

∑
Xi∑

Xi

∑
X2

i

)
Ý÷åé ïñßæïõóá

D = n
∑

X2
i − (

∑
Xi)

2 = n
[∑

X2
i −

(
∑

Xi)
2

n

]
= n

∑
(Xi − X̄)2 > 0

¢ñá (X ′X)−1 =


∑

X2
i

n
∑

(Xi − X̄)2
− X̄∑

(Xi − X̄)2

− X̄∑
(Xi − X̄)2

1∑
(Xi − X̄)2


• ¸óôù Y ôõ÷áßï äéÜíõóìá n× 1; äçëáäÞ Y äéÜíõóìá ôïõ ïðïßïõ ôá óôïé÷åßá åßíáé
ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò. Åßíáé

Å(Y ) =


Å(Y1)
Å(Y2)
...

Å(Yn)

 ; D(Y ) = Σ
Ðßíáêáò Óõíäéáêýìáíóçò

n× n ðßíáêáò, óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ

çìéïñéóìÝíïò ìå ij óôïé÷åßï Σij = Cov(Yi; Yj).
Óôçí êýñéá äéáãþíéï ôïõ Σ âñßóêïíôáé ïé äéáóðïñÝò V (Yi), åíþ ôá ìç äéáãþíéá
óôïé÷åßá ôïõ åßíáé ïé áíÜ äýï óõíäéáêõìÜíóåéò. Óôï ãñáììéêü ìïíôÝëï õðü

ìïñöÞ ðéíÜêùí, Y = XB+E , ïé êëáóéêÝò õðïèÝóåéò ãéá ôïõò ôõ÷áßïõò üñïõò

ãñÜöïíôáé ùò Å(E) = 0 êáé D(E) =


�2 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : �2

 = �2I(n×n):

• ÅÜí Y;W ôõ÷áßá äéáíýóìáôá êáé Á ðßíáêáò óôáèåñþí ôÝôïéá þóôå W = AY , ôüôå
E(A) = A
E(W ) = E(AY ) = AE(Y )
D(W ) = D(AY ) = AD(Y )A′
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ÅðïìÝíùò, óôï ãñáììéêü ìïíôÝëï ôï Y åßíáé ôõ÷áßï äéÜíõóìá ìå

Å(Õ ) = Å(×Â + E) = Å(×Â) + Å(E) = ×Â + 0 = ×Â
D(Õ ) = D(×Â + E) = D(E) = �2I(n×n).

ÅêôéìÞôñéá åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôïõ Â

ÊáíïíéêÝò åîéóþóåéò:

n�̂0 + �̂1

n∑
i=1

Xi =
n∑
i=1

Yi

�̂0

n∑
i=1

Xi + �̂1

n∑
i=1

X2
i =

n∑
i=1

XiYi

Õðü ìïñöÞ ðéíÜêùí:

X ′XB̂ = X ′Y (1)

ãéáôß X ′XB̂ =

(
n

∑
Xi∑

Xi

∑
X2

i

)(
�̂0
�̂1

)
=

(
n�̂0 + �̂1

∑
Xi

�̂0
∑

Xi + �̂1
∑

X2
i

)
êáé X ′Y =

( ∑
Yi∑
XiYi

)

(1)
Ëýíïõìå ùò ðñïò B̂

=⇒ (X ′X)−1(X ′X)︸ ︷︷ ︸
I

B̂ = (X ′X)−1X ′Y ⇒ B̂ = (X ′X)−1X ′Y

Ï åêôéìçôÞò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôïõ äéáíýóìáôïòB, ùò óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç,

åßíáé ôõ÷áßï äéÜíõóìá ìå áíáìåíüìåíç ôéìÞ E(B̂) = E
(

(X ′X)−1X ′Y
)

= (X ′X)−1X ′E(Y )

= (X ′X)−1X ′[E(XB + E)]
= (X ′X)−1X ′XB = B,

êáé ðßíáêá óõíäéáêýìáíóçò

D(B̂) = D
(

(X ′X)−1X ′Y
)

= (X ′X)−1X ′D(Y )
(

(X ′X)−1X ′
)′

= (X ′X)−1X ′�2InX(X ′X)−1

= �2(X ′X)−1X ′X(X ′X)−1 = �2(X ′X)−1.
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Ìåôáó÷çìáôéóìïß ÓõíÜñôçóçò Ðáëéíäñüìçóçò þóôå íá ãßíåé ÃñáììéêÞ

¸íäåéîç ãéá ôï áí ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôçí áðáíôçôéêÞ Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ,
Y , êáé ôçí åðåîçãçìáôéêÞ Þ áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, X, åßíáé ãñáììéêÞ áðïôåëåß ôï
ãñÜöçìá (óçìåéüãñáììá) ôùí æåõãþí xi, yi ôïõ äåßãìáôïò. Óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò,
ðïõ õðÜñ÷åé ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò ìåôáâëçôÝò áëëÜ áõôÞ äåí åßíáé ãñáììéêÞ, åßíáé
åöéêôü, ìå êáôÜëëçëïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò íá ðñïêýøåé Ýíá áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï
êáé íá áîéïðïéçèïýí ïé ãíùóôïß ôñüðïé åêôßìçóçò êáé óõìðåñáóìáôïëïãßáò.

• Ðïëëáðëáóéáóôéêü ÌïíôÝëï

Yi = 0
Xi

1 "i, üðïõ 0; 1 ðáñÜìåôñïé êáé "i ô.ì. ìå Å("i) = 1.

Ðáßñíïíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Y ′i = log10 Yi Ý÷ïõìå

Y ′i = log10 Yi = log10 0 + Xi log10 1 + log10 "i

Þ Y ′i = �0 + �1Xi + "′i, üðïõ �0 = log10 0; �1 = log10 1 ðáñÜìåôñïé êáé "′i
ôõ÷áßá óöÜëìáôá ìå Å("i) = 0.

• ÌïíôÝëï Yi = �0 +
�1
Xi

+ "i

×ñçóéìïðïéïýìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü X ′i =
1

Xi
; ïðüôå Ý÷ïõìå

Yi = �0 + �1X
′
i + "i

• ÌïíôÝëï Yi =
1

1 + exp{�0 + �1Xi + "i}

Ðáßñíïõìå Y ′i =
1

Yi
, ïðüôå

Y ′i = 1 + exp{�0 + �1Xi + "i}

Óõíå÷éæïõìå èÝôïíôáò Y ′′i = ln(Y ′i − 1),ïðüôå

Y ′′i = �0 + �1Xi + "i
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ÐïëëáðëÞ Ðáëéíäñüìçóç

Ôï ãåíéêü ãñáììéêü ìïíôÝëï ìå p áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, Þ áëëéþò ôï ìïíôÝëï
ðïëëáðëÞò ðáëéíäñüìçóçò, ãñÜöåôáé ùò

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + : : : + �pXip + "i; i = 1; : : : ; n:

Ìåôáó÷çìáôéóìïß

• ÌïíôÝëï Yi = �0 + �1Xi + �2X
2
i + "i

ÈÝôïõìå Xi1 = Xi êáé Xi2 = X2
i , ïðüôå ðáßñíïõìå

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i

• ÌïíôÝëï Yi =
1

�0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i

ÈÝôïõìå Y ′i =
1

Yi
, ïðüôå Ý÷ïõìå

Y ′i = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i

• ÌïíôÝëï Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + �3Xi1Xi2 + "i
èÝôïõìå Xi3 = Xi1Xi2, ïðüôå Ý÷ïõìå

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + �3Xi3 + "i:

Ôï ÌïíôÝëï ìå Äýï ÅðåîçãçìáôéêÝò ÌåôáâëçôÝò

Ôï ìïíôÝëï
Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i;

óå ìïñöÞ ðéíÜêùí ãñÜöåôáé ùò

Y
(n×1)

= XB
(n×1)

+ E
(n×1)

;

üðïõ

X =


1 X11 X12

1 X21 X22
...

...
...

1 Xn1 Xn2

 ; B =

�0�1
�2

 ; Y =


Y1

Y2
...
Yn
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Ïé êáíïíéêÝò åîéóþóåéò åßíáé êáé ðÜëé

X ′XB̂ = X ′Y︸ ︷︷ ︸
åîéóþóåéò ãåíéêÜ ãéá ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï

Ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï, ïé êáíïíéêÝò åîéóþóåéò ðáßñíïõí ôç ìïñöÞ

X ′XB̂ =

 n
∑

Xi1

∑
Xi2∑

Xi1

∑
X2

i1

∑
Xi1Xi2∑

Xi2

∑
Xi2Xi1

∑
X2

i2

�̂0�̂1
�̂2

 =

 ∑
Yi∑

Xi1Yi∑
Xi2Yi

 = X ′Y

Ëýíïíôáò ôï óýóôçìá ôùí êáíïíéêþí åîéóþóåùí ðñïêýðôïõí ïé åêôéìçôÝò åëá÷ßóôùí
ôåôñáãþíùí ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ ìïíôÝëïõ.

Ôï Ãåíéêü Ãñáììéêü ÌïíôÝëï óå ÌïñöÞ ÐéíÜêùí

Ôï ãåíéêü ãñáììéêü ìïíôÝëï, ìå p áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ãñÜöåôáé ùò

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + : : : + �pXip + "i; i = 1; : : : ; n:

Óå ìïñöÞ ðéíÜêùí, ïðïéïäÞðïôå ãñáììéêü ìïíôÝëï (áðëÞ ðáëéíäñüìçóç, ðïëëáðëÞ
ðáëéíäñüìçóç, ìåôáó÷çìáôéóìÝíï ìïíôÝëï þóôå íá ãßíåé ãñáììéêü) ãñÜöåôáé ùò

Y
(n×1)

= XB
(n×1)

+ E
(n×1)

;

üðïõ × ï ðßíáêáò ó÷åäéáóìïý ôïõ ìïíôÝëïõ êáé B ôï äéÜíõóìá ôùí ðáñáìÝôñùí
ðïõ Ý÷åé áíôßóôïé÷ç äéÜóôáóç ìå ôïí ðßíáêá ó÷åäéáóìïý, äçëáäÞ áíÜëïãá ìå ôï
ðüóåò óôÞëåò Ý÷åé ï ðßíáêáò X ôüóïé åßíáé êáé ïé ðñïò åêôßìçóç óõíôåëåóôÝò ôïõ
ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ (óôáèåñÜ êáé óõíôåëåóôÝò êëßóçò).

Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå

Y =

Y1
...
Yn

 ; X =

1 X11 : : : X1p
...

...
...

1 Xn1 : : : Xnp

 ; B =


�0
�1
...
�p

 ; E =


"1
"2
...
"n
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ÊáíïíéêÝò åîéóþóåéò

X ′XB̂ = X ′Y ⇒ B̂ = (X ′X)−1X ′Y

Ï åêôéìçôÞò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôïõ äéáíýóìáôïò B Ý÷åé áíáìåíüìåíç ôéìÞ

E(B̂) = E
(

(X ′X)−1X ′Y
)

= (X ′X)−1X ′E(Y )

= (X ′X)−1X ′[E(XB + E)]
= (X ′X)−1X ′XB = B,

êáé ðßíáêá óõíäéáêýìáíóçò

D(B̂) = D
(

(X ′X)−1X ′Y
)

= (X ′X)−1X ′D(Y )
(

(X ′X)−1X ′
)′

= (X ′X)−1X ′�2InX(X ′X)−1

= �2(X ′X)−1X ′X(X ′X)−1 = �2(X ′X)−1.

Áí åðéðëÝïí Ý÷åé ãßíåé ç õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò ãéá ôïõò ôõ÷áßïõò üñïõò,

ôüôå ç êáôáíïìÞ ôïõ äéáíýóìáôïò B̂ åßíáé ç ðïëõäéÜóôáôç êáíïíéêÞ ìå äéÜíõóìá

ìÝóùí E(B̂) = B êáé ðßíáêá óõíäéáêýìáíóçò D(B̂) = �2(X ′X)−1. Ôá äéáãþíéá

óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá D(B̂) åßíáé ïé äéáêõìÜíóåéò ôùí åðß ìÝñïõò åêôéìçôþí ôùí

áíôßóôïé÷ùí ðáñáìÝôñùí (ôùí áíôßóôïé÷ùí óôïé÷åßùí ôïõ äéáíýóìáôïò B̂), åíþ
ôá ìç äéáãþíéá óôïé÷åßá áõôïý ôïõ ðßíáêá åßíáé ïé áíá äýï óõíäéáêõìÜíóåéò ôùí
áíôßóôïé÷ùí åêôéìçôþí.

Åêôßìçóç ôïõ �2 óôï ãåíéêü ãñáììéêü ìïíôÝëï

• Õðåíèõìßæïõìå üôé, áí Y1; Y2; : : : ; Yn ôõ÷áßï äåßãìá áðü êáôáíïìÞ ìå ãíùóôü
ìÝóï � êáé Üãíùóôç äéáóðïñÜ �2, ôüôå ç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 åßíáé ç �̂2 =
1
n

∑
(Yi − �)2. Áí ï ìÝóïò ì åßíáé Üãíùóôïò èá åêôéìçèåß áðü ôï Ȳ êáé ôï

�2 åêôéìÜôáé áðü ôï S2 = 1
n−1

∑
(Yi − Ȳ )2 (üðïõ Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï

Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãùíéêþí áðïêëßóåùí ôùí Yi áðü ôïí êïéíü ôïõò ìÝóï).
Åßíáé E(S2) = �2, äçëáäÞ ç S2 åßíáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò.
Äéáéñïýìå ìå ôïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò n − 1 ãéáôß Ý÷ïõìå åêôéìÞóåé ìßá
Üãíùóôç ðáñÜìåôñï, ôï �, ìÝóù ôïõ X̄.

• Õðåíèõìßæïõìå, åðßóçò, üôé óôá ãñáììéêÜ ìïíôÝëá ôá Yi Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò
êáôáíïìÝò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôáXi. ÅðïìÝíùò, ç áðüêëéóç êÜèå ðáñáôÞñçóçò
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ðñÝðåé íá õðïëïãéóôåß áðü ôï ìÝóï ôçò. Óôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï åßíáé

Ŷi = �̂0 + �̂1Xi. ¢ñá, áí óõìâïëßóïõìå ìå "̂i ôéò åêôéìÞóåéò ôùí óöáëìÜôùí
(êáôÜëïéðá-residuals), õðïëïãßæïõìå ôï Üèñïéóìá∑

"̂i
2 =

∑
(Yi − Ŷi)

2 =
∑

(Yi − �̂0 − �̂1Xi)
2

error sum of squares or residuals sum of squares
Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí êáôáëïßðùí

Ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 åßíáé ç

�̂2 =
1

n− 2

∑
(Yi − �̂0 − �̂1Xi)

2

mean square error
ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá

Äéáéñïýìå ìå n − 2 (â.å.) êáèþò Ý÷ïõí ÷áèåß äýï âáèìïß åëåõèåñßáò åðåéäÞ
ðñéí öôÜóïõìå óôçí åêôßìçóç ôçò äéáóðïñÜò Ý÷ïõí åêôéìçèåß äýï ðáñÜìåôñïé.

• Óôï ãåíéêü ãñáììéêü ìïíôÝëï (ðïëëáðëÞ ðáëéíäñüìçóç) åßíáé

Ŷi = �̂0 + �̂1X1i + �̂2X2i + : : : + �̂pXpi.
¢ñá, ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 åßíáé ôþñá ç

�̂2 =
1

n− p− 1

∑
(Yi − �̂0 − �̂1X1i − �̂2X2i − : : :− �̂pXpi)

2

mean square error
ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá

Äéáéñïýìå ìå n − p − 1 (â.å.) êáèþò Ý÷ïõí ÷áèåß p + 1 âáèìïß åëåõèåñßáò
åðåéäÞ ðñéí öôÜóïõìå óôçí åêôßìçóç ôçò äéáóðïñÜò Ý÷ïõí åêôéìçèåß p + 1
ðáñÜìåôñïé.

Óõìðåñáóìáôïëïãßá ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ãåíéêïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ

Áí ìå �̂j, j = 0; 1; : : : ; p, óõìâïëßóïõìå ôïõò åêôéìçôÝò ôùí óõíôåëåóôþí ôçò

ðïëëáðëÞò ðáëéíäñüìçóçò, ìå S2(B̂) = �̂2(X ′X)−1 ôçí åêôéìÞôñéá ôïõ ðßíáêá

óõíäéáêýìáíóçò D(B̂) êáé ìå s2(�̂j) ôï jj äéáãþíéï óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá S2(B̂),

ôüôå ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç
�̂j − �j

s(�̂j)
∼ t(n−p−1). Ôï áðïôÝëåóìá áðïäåéêíýåôáé
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ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ áðïäåß÷èçêå ôï áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò
ôçò áðëÞò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò. ÊÜôù áðü ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò

ãéá ôïõò ôõ÷áßïõò üñïõò, "i ∼ N(0; �2), éó÷ýïõí �̂j ∼ N(�j; �
2(�j)) ← �̂j−�j

�(�̂j)
∼

N(0; 1) êáé
∑

"̂2j
�2 ∼ �2(n− p− 1).

Ðñïóï÷Þ, ïé âáèìïß åëåõèåñßáò ôçò t−Student êáôáíïìÞò åßíáé ðÜíôá ïé âáèìïß
åëåõèåñßáò ôïõ ìÝóïõ ôåôñáãùíéêïý óöÜëìáôïò, äçëáäÞ ôçò åêôéìÞôñéáò ôïõ �2.
Óôï áðïôÝëåóìá áõôü óôçñßæåôáé ç êáôáóêåõÞ äéáóôçìÜôùí åìðéóôïóýíçò êáé
ç äéåíÝñãåéá åëÝã÷ùí õðïèÝóåùí ãéá ôïõò åðß ìÝñïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ãåíéêïý
ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ.

¸ôóé Ý÷ïõìå P
(
− t�

2
(n− p− 1) ≤ �̂j − �j

s(�̂j)
≤ t�

2
(n− p− 1)

)
= 1− �.

¢ñá ôï ä.å. óõíôåëåóôÞ 1− � ãéá ôï �j åßíáé

�̂j ± t�
2
(n− p− 1)s(�̂j):

Áíôéóôïß÷ùò, ãéá ôïí Ýëåã÷ï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ôïõ �j ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç

T =
�̂j

s(�̂j)
;

ç ïðïßá, êÜôù áðü ôçí éó÷ý ôçò H0, áêïëïõèåß t(n− p− 1) êáôáíïìÞ.

Ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ äåßãìáôüò ìáò õðïëïãßæïõìå ôçí ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ
ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò óôï äåßãìá, Ýóôù t∗. Áðïññßðôïõìå ôçí H0, óå åðßðåäï
óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò �, áí |t∗| > t�=2(n−p−1) Þ éóïäýíáìá áí p−value <
�. ÄçëáäÞ, áðïññßðôïõìå ôçí H0 : �j = 0 Ýíáíôé ôçò áìößðëåõñçò åíáëëáêôéêÞò,
áí ç ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò õðåñâáßíåé ôï �=2 Üíù ðïóïóôéáßï
óçìåßï ôçò t(n− p− 1) êáôáíïìÞò.

Ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò H0 : �j = �j0 Ýíáíôé ôçò ìïíüðëåõñçò åíáëëáêôéêÞò
H1 : �j > �j0 ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åßíáé ç

T =
�̂j − �j0

s(�̂j)
;

ç ïðïßá, êÜôù áðü ôçí éó÷ý ôçò H0 áêïëïõèåß t(n−p−1) êáôáíïìÞ. Áðïññßðôïõìå
ôçí H0, óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò �, Ýíáíôé ôçò óõãêåêñéìÝíçò
åíáëëáêôéêÞò, áí t∗ > t�(n− p− 1) Þ éóïäýíáìá áí p− value < �.
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¢óêçóç

¸óôù ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï

Yi = �0 + �1X
2
1i +

�2
X2i

+ "i; "i ∼ N(0; �2); áíåîÜñôçôá:

(a) Íá âñåèåß ï åêôéìçôÞò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí, B̂, ôïõ äéáíýóìáôïò B =
(�0; �1; �2)

′, êáèþò êáé ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ êáé ï ðßíáêáò óõíäéáêýìáíóçò

ôïõ B̂.

(b) ÈåùñÞóôå ôï ðáñáðÜíù ìïíôÝëï óå ìïñöÞ ðéíÜêùí, Y = XB + E . ¸íá
äåßãìá n = 30 ðáñáôçñÞóåùí Ýäùóå ôá åîÞò áðïôåëÝóìáôá

(X ′X)−1 =

 1:7 −0:06 −0:08
−0:06 0:92 0:55
−0:08 0:55 0:54


X ′Y =

 1:6
−30
47


êáé

∑n
i=1 �̂

2
i = 6. Íá ãßíïõí, óå å.ó.ó � = 0:05, ïé ðáñáêÜôù Ýëåã÷ïé

õðïèÝóåùí:
(i) ï Ýëåã÷ïò óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ôïõ �1, (ii) ï Ýëåã÷ïò ôçò
H0 : �2 = 7 Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò H1 : �2 > 7 êáé (iii) ï Ýëåã÷ïò ôçò
H0 : �1 + �2 = 8 Ýíáíôé ôçò åíáëëáêôéêÞò H1 : �1 + �2 < 8.
Äßíïíôáé t0:025(27) = 2:056 êáé t0:05(27) = 1:703.

Õðïäåßîåéò

(a) Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ìïíôÝëï ðïëëáðëÞò ðáëéíäñüìçóçò, ãñáììéêü ùò ðñïò ôéò
ðáñáìÝôñïõò, ãéá ôï ïðïßï ðñÝðåé áðëÜ íá ïñéóôåß óùóôÜ ï ðßíáêáò ó÷åäéáóìïý
êáé ìåôÜ ç åêôßìçóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí êáé ç óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá
ãßíåôáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ.

(b) Ãéá ôïí Ýëåã÷ï (iii) ðñÝðåé íá âñåèåß ç êáôáíïìÞ ôïõ áèñïßóìáôïò �̂1 + �̂2

êáé ìåôÜ ç êáôáíïìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò T = �̂1+�̂2−8
s(�̂1+�̂2)

. Ðñïóï÷Þ ôá �̂1

êáé �̂2 äåí åßíáé áóõó÷Ýôéóôá, üðùò öáßíåôáé áðü ôïí ðßíáêá óõíäéáêýìáíóçò ôïõ

B̂, êáé áõôü èá ðñÝðåé íá ëçöèåß õðüøç óôïí õðïëïãéóìü ôçò äéáóðïñÜò s2(�̂1+�̂2).


